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В работе выявлены общие закономерности построения локальных произведений

классов Фиттинга посредством нелокальных множителей, которые определяются при

помощи наименьших элементов секции Локетта. Найден простой метод построения

локальных классов Фиттинга, факторизуемых нелокальными классами Фиттинга не-

которых классов �-групп и � 0-групп. При этом, применяя класс B, мы упрощаем

процедуру построения нелокального множителя в локальном произведении. Установ-

лено, что при построении локального произведения нелокальным множителем для

подходящего множества простых � является класс Фиттинга вида B�S� , где B�

— наименьший элемент секции Локетта класса B. В работе рассматриваются только

конечные разрешимые группы.

1. Введение

Произведением классов Фиттинга [1] F и H называют класс всех тех групп G, факторгруп-

пы по F-радикалу которых являются H-подгруппами. Хорошо известно, что произведение

двух классов Фиттинга снова является классом Фиттинга и операция умножения классов

Фиттинга ассоциативна (см, например, IX.1.12 в [1]). Среди произведений классов Фит-

тинга наиболее известны своими приложениями локальные произведения, то есть такие

произведения, которые являются локальными классами Фиттинга. В [2] было доказано,

что произведение двух любых локальных классов Фиттинга является локальным.

Напомним, что всякое отображение f множества P всех простых чисел в множество

классов Фиттинга называют функцией Хартли или H-функцией [3]. Класс Фиттинга F

называют локальным, если существует такая H-функция f , что

F D S�.F/ \

0

@

\

p2�.F/

f .p/NpSp0

1

A :

Построение примеров локальных классов Фиттинга и локальных формаций, факто-

ризуемых нелокальными множителями, было осуществлено впервые Н. Т. Воробьевым,

А. Н. Скибой (см. [4]) и В. А. Ведерниковым (см. [5]), Н. Т. Воробьевым (см. [6]) соответ-

ственно, и тем самым было получено положительное решение вопросов 11.25 а) и 9.58

из [7].

В настоящей работе выявлены общие закономерности построения локальных произве-

дений классов Фиттинга посредством нелокальных множителей, которые определяются

при помощи наименьших элементов секции Локетта [8] (см. X.1.12(b) и X.1.16 в [1]).
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Прежде всего, найден простой метод построения локальных классов Фиттинга, фак-

торизуемых нелокальными классами Фиттинга некоторых классов �-групп и � 0-групп

(теорема 1, случай 1). При этом, в отличие от [4], мы не используем громоздкую кон-

струкцию класса Фиттинга B, который был определен в [9]. Кроме того, применяя класс

B, мы упрощаем, по сравнению с [4], процедуру построения нелокального множителя

в локальном произведении. Установлено, что при построении локального произведения,

отличного от произведения примера [4], нелокальным множителем для подходящего мно-

жества простых � является класс Фиттинга вида B�S� , где B� — наименьший элемент

секции Локетта класса B. Заметим также, что в дополнение к [4], нами показано, что

каждый из множителей локального произведения, определяется полулокально. В работе

рассматриваются только конечные разрешимые группы.

Определения и обозначения при необходимости можно найти в [1, 10].

2. Предварительные сведения

Класс групп F называется классом Фиттинга [1], если F замкнут относительно взятия

нормальных подгрупп и произведения нормальных F-подгрупп. Если F — непустой класс

Фиттинга, то подгруппа GF группы G называется F-радикалом группы G, если она

является наибольшей из нормальных подгрупп G, принадлежащих F.

Приведем в качестве лемм некоторые известные свойства F-радикалов и произведений

классов Фиттинга, которые мы будем использовать.

Класс групп F называют гомоморфом [10], если каждая факторгруппа любой группы

из F также принадлежит F.

Лемма 1 (лемма 2.1 в [11]). Пусть F — непустой класс Фиттинга. Тогда справедливы

следующие утверждения:

(1) F � FH для любого класса Фиттинга H ¤ ¿,

(2) если класс Фиттинга H — гомоморф, то H � FH,

(3) если fHi j i 2 I g — непустое множество классов Фиттинга, то

\

i2I

FHi D F
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!

:

Лемма 2 ([2]). Произведение двух любых локальных классов Фиттинга является локаль-

ным.

Гомоморф F является насыщенным [10], если из условия G=ˆ.G/ 2 F следует вклю-

чение G 2 F. Класс групп F называют радикальным гомоморфом [10], если он является

одновременно гомоморфом и классом Фиттинга.

Напомним, что для любого класса Фиттинга F Локетт [8] определил класс F� как

наименьший из классов Фиттинга, содержащий F такой, что для всех групп G и H

справедливо равенство .G � H/F� D GF� � HF� , и класс F� как пересечение всех таких

классов Фиттинга X, для которых X� D F�. Класс Фиттинга F называется классом

Локетта, если F D F�.

Приведем в виде леммы известные свойства операторов Локетта � и �.

Лемма 3 (X.1.2, IX.1.8 в [1]; [8], [11]). Для любого непустого класса Фиттинга F спра-

ведливы следующие утверждения:
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(1) действия операторов � и � на класс F характеризуют следующие соотношения:

F� D .F�/� D .F�/� � F � F� D .F�/� D .F�/�I

(2) для любого непустого класса Фиттинга H справедливо равенство

.F \ H/� D F� \ H�I

(3) если F — гомоморф, то F� D F;

(4) если H — радикальный насыщенный гомоморф, то

.FH/� D F�H:

Лемма 4 ([11]). Каждый локальный класс Фиттинга является классом Локетта.

Класс Фиттинга F называют нормальным [1], если F-радикал группы G является

F-максимальной подгруппой группы G для любой группы G. Заметим, что пересечение

любого множества неединичных нормальных классов Фиттинга является неединичным

нормальным классом Фиттинга. Наименьший неединичный нормальный класс Фиттинга

обозначают S�.

Лемма 5 (X.5.32 в [1]). Если p и q — различные простые числа, то NpNq 6� S�.

Напомним, что за некоторыми классами закреплены стандартные обозначения: S —

класс всех разрешимых групп; S� — класс всех разрешимых �-групп; N — класс всех

нильпотентных групп; N� — класс всех нильпотентных �-групп.

Лемма 6 ([8]). Если F — непустой класс Фиттинга, то следующие утверждения равно-

сильны:

(1) F — нормальный класс Фиттинга;

(2) FN D S;

(3) F� D S.

Класс Фиттинга F, для которого F� D F� \S�, называют удовлетворяющим гипотезе

Локетта [11] или L-классом.

Лемма 7 ([11]). Каждый локальный класс Фиттинга является L-классом.

Класс Фиттинга F называют �-насыщенным [12], если FS� 0 D F, где ¿ ¤ � � P и

S� 0 — класс всех разрешимых � 0-групп.

3. Класс R�.F/ и его свойства

Пусть

� D Supp.f / D fp 2 P W f .p/ ¤ ¿g

— носитель H-функции f . Тогда, следуя [12], положим

SLR.f / D
\

p2�

f .p/Sp0 ;
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и класс Фиттинга F определяется полулокально [13], если F D SLR.f / для некоторой

H-функции f . Если � D ¿, то положим SLR.f / D ¿.

Критерий класса Фиттинга, определяемого полулокально, дает следующее утвержде-

ние.

Лемма 8. Класс Фиттинга F определяется полулокально тогда и только тогда, когда

F — �-насыщен для некоторого � , ¿ � � � P .

Доказательство. Пусть ¿ � � � P и F — �-насыщенный класс Фиттинга. Тогда

FS� 0 D F. Построим H-функцию f следующим образом:

f .p/ D

(

F; если p 2 �;

¿; если p 2 � 0:

Покажем, что f определяет полулокально класс Фиттинга F. Пусть

SLR.f / D
\

p2�

f .p/Sp0 ;

где � D Supp.f /. Для всех p 2 � значения H-функции f .p/ D F, поэтому

SLR.f / D
\

p2�

FSp0 :

Следовательно, по утверждению 3 леммы 1

SLR.f / D F

 

\

p2�

Sp0

!

D FS� 0 D F;

и F является классом Фиттинга, определяемым полулокально.

Пусть теперь F — класс Фиттинга, определяемый полулокально. Тогда существует

H-функция f с носителем � такая, что

F D
\

p2�

f .p/Sp0 :

Покажем, что

FS� 0 D F:

Так как

FS� 0 D

 

\

p2�

f .p/Sp0

!

S� 0 ;

ввиду утверждения 3 леммы 1

FS� 0 D
\

p2�

.f .p//Sp0S� 0 :

Но p 2 � , и поэтому � 0 � p0. Следовательно, S� 0 � Sp0 для всех простых p 2 � . Кроме

того, Sp0S� 0 D Sp0 . Значит,

FS� 0 D
\

p2�

f .p/.Sp0S� 0/ D
\

p2�

f .p/Sp0 D F:

Лемма доказана.
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Определение 1. Пусть � � P . Определим класс групп R�.F/ следующим образом:

G 2 R�.F/ ” G� � GF:

Если F D ¿, то положим R�.F/ D ¿. В случае, когда � D ¿ и � D P , положим

R¿.F/ D S и RP .F/ D F соответственно.

Заметим, что если F — нормальный класс Фиттинга, то R�.F/ D L�.F/, где L�.F/

— класс всех тех групп G, F-инъекторы которых содержат холлову �-подгруппу G (см.

IX.1.14 в [1]).

Лемма 9. Если F — класс Фиттинга и � � P , то R�.F/ D FS� 0 является �-насы-

щенным (полулокальным) классом Фиттинга. В частности, если F — локальный класс

Фиттинга, то R�.F/ — локальный класс Фиттинга.

Доказательство. Пусть G 2 R�.F/. Тогда G� � GF, и значит, G=GF есть � 0-группа.

Так как GF 2 F и G=GF 2 S� 0 , то G 2 FS� 0 . Следовательно, R�.F/ � FS� 0 . Пусть

H 2 FS� 0 . Тогда H=HF 2 S� 0 и значит H� � HF. Следовательно, H 2 R�.F/ и

FS� 0 � R�.F/. Поэтому R�.F/ D FS� 0 является классом Фиттинга. Так как

R� .F/S� 0 D .FS� 0/S� 0 D F.S� 0S� 0/ D FS� 0 D R�.F/;

то R�.F/ — �-насыщенный класс Фиттинга. Пусть F — локальный класс Фиттинга. Так

как S� 0 — локальный класс Фиттинга, по лемме 2 R�.F/ D FS� 0 — локальный класс

Фиттинга. Лемма доказана.

Заметим, что в общем случае класс Фиттинга R�.F/ нелокален. Это подтверждает

следующий пример.

Пример 1. Пусть F D S� — наименьший нормальный класс Фиттинга и ¿ ¤ � � P .

Покажем, что в этом случае класс R�.F/ не является локальным. Предположим, что

R�.F/ — локальный класс Фиттинга. Из леммы 6, ввиду нормальности класса F, следует,

что FN D S. Так как F � R�.F/, то S D FN � R�.F/N � S. Значит, R�.F/N D S

и по лемме 6 R�.F/ — нормальный класс Фиттинга. По лемме 9, R�.F/ D FS� 0 , по

утверждению 4 леммы 3 .R�.F//� D .FS� 0/� D F�S� 0 . Но ввиду леммы 6 и утвержде-

ния 1 леммы 3 F� D S и .R�.F//� D S. Теперь, ввиду локальности R�.F/, по лемме 4

R�.F/ — класс Локетта, и следовательно, R�.F/ D S.

Пусть теперь p и q — такие простые числа, что p j .q�1/, G D Dn
qn — монолитическая

группа с нормальной абелевой силовской q-подгруппой экспоненты qn и циклической

силовской q0-подгруппой порядка p. Пусть � D �.G/. Тогда G� D G и, ввиду результата

Бергера (см. свойство 3 из [14]), группа G … S�. Следовательно, GS�
� G. Значит,

G … R�.F/ и R� .F/ ¤ S. Полученное противоречие доказывает, что класс Фиттинга

R�.F/ нелокален.

4. Локальные факторизации

Лемма 10. Если � � P и j�j > 2, то произведение .S�/�S� 0 не является классом

Локетта.

Доказательство. Предположим, что .S� /�S� 0 — класс Локетта. Тогда, согласно утверж-

дениям 1 и 4 леммы 3,

.S�/�S� 0 D ..S�/�S� 0/� D ..S�/�/�S� 0 D .S� /�S� 0 D S�S� 0 :
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Класс Фиттинга S� D LR.f / для H-функции f такой, что

f .p/ D

(

S� ; если p 2 �;

¿; если p 2 � 0:

Значит, по лемме 7 класс S� является L-классом. Но тогда

.S� /�S� 0 D .S� \ S�/S� 0 D S�S� 0 \ S�S� 0 :

Следовательно, S�S� 0 D S� S� 0 \ S�S� 0 и поэтому S� S� 0 � S�S� 0 . Значит,

S� � S�S� \ S�S� 0 D S�.S� \ S� 0/:

Таким образом, S� � S�. Но для j�j > 2 это невозможно по лемме 5. Полученное

противоречие показывает, что класс Фиттинга .S� /�S� 0 не является классом Локетта.

Лемма доказана.

Лемма 11. Если F — класс Локетта, то класс R�.F/ является классом Локетта.

Доказательство. По лемме 9 R�.F/ D FS� 0 . Следовательно, .R�.F//� D .FS� 0/�.

Тогда по утверждению 4 леммы 3 .FS� 0/� D F�S� 0 . Но F — класс Локетта, и поэтому

F� D F. Значит F�S� 0 D FS� 0 . Получаем, что .R�.F//� D R�.F/ и R�.F/ — класс

Локетта. Лемма доказана.

Заметим, что ввиду результата Косси [14] тривиальный локальный класс Фиттинга

S всегда можно представить в виде локального произведения S D FS� для любого

неединичного нормального класса Фиттинга F ¤ S. При этом ввиду лемм 4 и 6 легко

видеть, что каждый из множителей F и S� нелокален и не является формацией.

Для построения локальных произведений (отличных от S) нелокальных ненормаль-

ных классов Фиттинга, которые не являются формациями, мы будем, в частности, ис-

пользовать класс Фиттинга B, определенный Бергером и Косси в [9].

Напомним, что построение класса B редуцируется к нахождению некоторой группы

X , одновременно содержащейся в классах B и S�, но не принадлежащей классу B�. Для

этой цели используется описание представлений экстраспециальных p-групп над произ-

вольным полем характеристики, не равной p (см. [1], c. 166–168). Пусть теперь p D 3

и R — экстраспециальная группа порядка 27 экспоненты 3. Тогда по утверждению (ii)

теоремы 9.16 в [1] R имеет точный абсолютно неприводимый модуль W размерности 3

над полем GF.7/ (существование такого модуля доказано в [9]). Пусть Y D ŒW �R. Обо-

значим через A группу автоморфизмов группы R. Пусть B D CA.Z.R//, Q — подгруппа

кватернионов группы B и X D Z.Q/Y .

Тогда введем класс

M D .G j O20

.G=Of2;3g.G// 2 SnDo.X//;

где Do.X/ — класс всех конечных прямых произведений изоморфных копий группы X .

Введем обозначение B D M \ S7S3S2. Согласно теореме 4.5 в [9], класс B является

классом Локетта и не является классом Фишера. Кроме того, B обладает свойством,

приведенным в следующем утверждении.

Лемма 12 (теорема 4.4 в [9])). Если S� — наименьший нормальный класс Фиттинга, то

X 2 .B \ S�/ n B�.
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Лемма 13. Если �.X/ � � � P , то класс Фиттинга R� .B�/ не является классом

Локетта.

Доказательство. Предположим, что .R� .B�//� D R� .B�/. Поскольку по утверждению 1

леммы 3 .B�/� D B�, применяя лемму 9 и утверждение 4 леммы 3, получаем равенство

.R� .B�//� D .B�S� 0/� D .B�/�S� 0 D B�S� 0 D R� .B�/:

Но по лемме 12 B является классом Локетта. Следовательно, R� .B�/ D R� .B/. Согласно

лемме 12, X 2 B, поэтому X D X� D XB. Значит, X 2 R� .B/ D R� .B�/. Но тогда

X D X� � XB�
� X . Отсюда следует, что X D XB�

и X 2 B�. Получено противоречие.

Следовательно, R� .B�/ не является классом Локетта. Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть ¿ ¤ � � P и j� 0j > 2. Если F и H D .S� 0/�S� — классы Фиттинга,

то произведение FH локально, а каждый из множителей F и H нелокален, произве-

дение определяется полулокально и не является формацией для каждого из следующих

значений F:

(1) F D .S� /�S� 0 для j� j > 2;

(2) F D R� .B�/ для � � �.X/.

Доказательство. Пусть F D .S� /�S� 0 , причем множества простых � и � 0 таковы, что

j� j > 2 и j� 0j > 2. Так как FS� 0 D F и HS� D H, классы F и H по лемме 8 определяются

полулокально. Учитывая лемму 10, заключаем, что классы F и H не являются классами

Локетта. Следовательно, F и H ввиду утверждения 3 леммы 3 не являются формациями.

Теперь с учетом утверждения 1 леммы 3

FH D .S� /�S� 0.S� 0/�S� D .S� /�S� 0S� :

Пусть f такая H-функция, что

f .p/ D

(

.S� /�S� 0 ; если p 2 � 0;

.S� /�S� 0S� ; если p 2 �:

Покажем, что FH D LR.f /. Действительно,

LR.f / D

0

@

\

p2� 0

.S� /�S� 0NpSp0

1

A \

0

@

\

p2�

.S� /�S� 0S� NpSp0

1

A :

Так как S� 0Np D S� 0 для всех p 2 � 0 и S� Np D S� для всех p 2 � , то

LR.f / D

0

@

\

p2� 0

.S� /�S� 0Sp0

1

A \

0

@

\

p2�

.S� /�S� 0S� Sp0

1

A :

Используя утверждение 3 леммы 1, получаем, что

LR.f / D .S� /�S0
�

0

@

\

p2� 0

Sp0

1

A \

0

@.S� /�S� 0S�

0

@

\

p2�

Sp0

1

A

1

A :
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Учитывая, что

\

p2� 0

Sp0 D S� ;
\

p2�

Sp0 D S� 0 ;

находим, что

LR.f / D .S� /�S� 0S� \ .S� /�S� 0S�S� 0 D .S� /�S� 0S� D FH:

Итак, в случае 1 FH — локальное произведение классов Фиттинга F и H.

В случае, когда F D R� .B�/, теорема доказывается аналогично с учетом лемм 8, 9,

11 и 12. Теорема доказана.
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