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О гипотезе Локетта для пар классов Фиттинга

В. В. Ш п а к о в , Н . Т. В о р о б ь е в

1. Постановка задачи

В теории классов Фиттинга решение многих задач описания структуры клас
сов и их классификации связано с применением операторов и которые были 
определены Локеттом [1]. Для любого непустого класса Фиттинга S класс Фиттинга S* 
определяется как наименьший содержащий S такой, что для всех групп G  и Н  справед
ливо равенство ( G  х Н)$* =  Gj* х Яу. и S* -  пересечение всех таких классов Фиттинга 
£ , для которых X* =  $*.  В дальнейшем класс Фиттинга S стали называть классом 
Локетта, если §  =  $*.

Известна следующая характеризация [1] нормальных классов Фиттинга: класс 
Фиттинга нормален тогда и только тогда, когда S* =  ©, где в  -  класс всех конечных 
разрешимых групп. Ввиду свойств операторов Локетта следует, что если X  -  неко
торый нормальный класс Фиттинга, то Э£* =  ©*, где ©* -  минимальный нормаль
ный класс Фиттинга. Кроме того, для любого класса Фиттинга £  имеет место равен
ство =  GT п ©) =  {Г, и поэтому S* С  #*р)36 С $*.  Заметим также, что
д* Q $  Я  $*< В связи с этим Локеттом [1] была сформулирована проблема, которая в 
настоящее время известна как

Гипотеза Л окетта (£-гипотеза ). К а ж д ы й  л и  р а зр еш и м ы й  класс Ф ит т инга  
S оп редел я ет ся  как  п ересеч ен и е класса  Ф и т т и н га  S* и  н еко т о р о го  н о р м а л ьн о го  класса  
Ф и т т и н га  X  ?

Брайсом и Косей [2], было показано, £-гипотеза верна для всех тех и только тех 
классов Фиттинга, для которых имеет место равенство 5* =  3* П©*- В [2] также бы
ла подтверждена справедливость £-гипотезы для локальных наследственных классов 
Фиттинга.

В последующем Бейдельманом и Хауком [6] была установлена справедливость 
£-гипотезы для локальных классов Фиттинга вида £91* и Х & п& л>, а позднее Н.Т. Во
робьевым [3] £-гипотеза была подтверждена для любых локальных классов Фиттинга.

Развивая исследования в этом направлении, Брайс и Косей [2] предложили по
нятие Локетта пары классов Фиттинга. Если S и Ą классы Фиттинга, то пару ($ ,# ) 
следуя 5.2 [2], назовем Локетта парой или £-парой, если р | =  (£р|5э)*- Заметим, 
что если S Я  f i  и (S, f i )  является £-парой, то класс Фиттинга S удовлетворяет обобщен
ной гипотезе Локетта (гипотезе Локетта в # ), которая была сформулирована Дерком и 
Хоуксом в Х.1.19 [4]. В частности, в универсуме © пара (S, ©) является Локетта парой 
в точности тогда, когда для класса Фиттинга S  справедлива гипотеза Локетта.

Поиск общих закономерностей в этом направлении исследований приводит к сле
дующей проблеме.

П роблема. К а к о вы  классы  Ф и т т и н га  $  и f i ,  д л я  ко т о р ы х  п ара  (S, Й) я вл я ет ся  
£ -п арой ?

До настоящего времени указанная проблема решена лишь для некоторых значе
ний классов Фиттинга $  и f i: Брайсом, Косей [2] для случая, когда S и f i  локальные 
наследственные классы, Н.Т. Воробьевым [3] для случая, когда S  -  локальный класс
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Фиттинга и Ą -  F -инъекторно замкнутый класс Фиттинга; Галледжи [5] для случая, 
когда 5  локален и Sj -  класс Фишера, Бризоном [7] для 5  =  & п и &ж С S) (©„. -  класс 
всех конечных разрешимых 7г-групп).

В настоящей работе выявлены новые общие закономерности построения Локет
та пар. Установлено, что пара (5, # ) является Локетта парой в случае, когда $  -  и -  
локальный класс Фиттинга, а Ў) обобщенный наследственный класс Фиттинга (в част
ности класс Фишера). Заметим, что из основного результата (теорема 5.4) следуют все 
полученные ранее результаты (теорема 4.17 [2], [3], 4.7 [5], 3.2.1, 3.2.2 [6], Х.6.10 [4], 
6.5 [7], 4.3.1 [8]), подтверждающие гипотезу Локетта для различных семейств классов 
Фиттинга.

Для доказательства основной теоремы мы определяем новое семейтсво классов 
Фиттинга, которые назовем A-классами Фишера. Заметим, что специальными случаями 
A-классов Фишера является хорошо известные своими приложениями для характери
зации классов и описания канонических подгрупп классы Фишера (IX.3.3 [4]).

С учетом известной теоремы С. А. Чунихина [9] о том, что холловы 7Г-подгруппы 
существуют и сопряжены в любой конечной 7г-разрешимой группе, основной резуль
тат работы остается верным в классе ©^ -  всех конечных 7г-разрешимых групп, хотя 
результаты являются новыми и в классе © всех конечных разрешимых групп.

2. П редварительны е сведения

Класс групп 5  называется классом Фиттинга [4], если 5  замкнут относительно 
взятия нормальных подгрупп и произведения нормальных 5-подгрупп. Если 5  -  непу
стой класс Фиттинга, подгруппа (7у группы G  называется ^-радикалом группы G  [4], 
если она является наибольшей из нормальных подгрупп G , принадлежащих 5- Произ
ведением классов Фиттинга [4] 5  и Ў) называют класс всех тех групп G , факторгруппы 
по 5-радикалу которых являются ^-подгруппами. Хорошо известно, что произведение 
двух классов Фиттинга снова является классом Фиттинга и операция умножения клас
сов Фиттинга ассоциативна (см, например, (IX.1.12, [4])).

Приведем в качестве следующей леммы известные свойства операторов Локетта 
и которые мы будем использовать

Лемма 2.1 [1]. Д л я  л ю бого  н еп уст о го  класса  Ф и т т и н га  5  сп р а ведл и вы  следую 
щ ие соот нош ения: 5» = (5*)* =  (5*)* Я  5  Я  5* =  (5*)* =  (5*)* Я  5%  где  21 класс всех  
абелевы х гр уп п .

Напомним, что если G  и Я  некоторые группы, то через S n e m b (S  —> G )  обознача
ют множество всех субнормальных вложений G в  Н  (мономорфизм а  : G  —> Н  такой, 
что G a  субнормальна в G  называют субнормальным вложением G  в Н ). Мы будем ис
пользовать также подгруппу N( G) ,  которая была определена в работе [5]. Напомним, 
что если G  -  некоторая группа, то подгруппа N( G)  определяется следующим образом

N( G)  = <  x ~ l x a : X £  S  <  <3(7, а  £  Snem b(S  —> G )  >  .

Приведем теперь в качестве лемм необходимые в дальнейшем свойства подгруп
пы N ( G ) .

Л емма 2.2 (3.1 [5]). Д л я  лю бой  группы G  справедливы следую щ и е у т в е р ж д е 

н а  Я [G,AutG] Я N(G) ;
2) если X  -  непустой класс Фиттинга u G  £ X, т о N( G)  С G x , ■

ния:
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Л ем м а 2.3 (4.1 [5]). Пусть #  и  2) -  классы Фиттинга, тогда следующие 
утверждения эквивалентны

1 )  S»fl£ Я  Ю;
2) N (G ) П Gfj С Gy для всех G £ $.
Пусть 7Г -  некоторое множество простых чисел. Напомним, что подгруппа Н  

группы G называется холловой 7г-подгруппой, если порядок Н  является 7г-числом, а 
индекс Н  в G -  7г'-число. Обозначим, через Halln{G) — множество всех холловых п- 
подгрупп группы G. Мы будем использовать следующие известные свойства холловых 
7Г-П0ДГруПП.

Л ем м а 2.4 (1.3.2 [4]). Пусть G,r £ Hall„(G), М  и N  -  нормальная подгруппа 
группы G. Тогда справедливы следующие утверждения:

1 )Gn C\N £ Hall7r(N);
2) Gn П M N  = {Gr П M){Gr П N) £ H a ll^M N );
3) G„N/N £ Hallw(G/N).
Напомним хорошо известное тождество Дедекинда, которое представляет
Л ем м а 2.5 (А .1.3 [4]). Пусть U , V u W  подгруппы группы G, причем V  С U, 

тогда U П V W  = V(U  П W).
Если М  подгруппа группы G, то фокальной подгруппой М  в G, называется 

подгруппа, которая обозначается как Fq{M) и определяется следующим образом:

Fg {M)  = <  [т, g] : т £  М ,д £  G и [m, д] £ М  >

Мы также будем использовать известную теорему о фокальной подгруппе, которую 
представляет следующая

Л ем м а 2.6 (А .17.5 [4], см. такж е 21.3 [10]). Пусть Н  -  холлова подгруппа 
группы G, тогда G' П Н  =  Fq{M).

Напомним, что отображение /  : Р —> {классы Фиттинга} называют функцией 
Хартли или Н-функцией [11]. Пусть LR(f )  =  ©тг ГКПретг Тогда класс Фит
тинга 5  называют локальным [4], если $  =  L R ( f ) для некоторой Н-функции / .  При 
этом 7Г = Supp(f) -  носитель Н-функции /  и ж — {р £ Р : f (p ) ф 0}

H-Функцию класса Фиттинга J  называют [11]:
1) приведенной, если f (p)  С #  для всех р £ Р;
2) полной, если f{p)2Slp =  f(p)  для каждого р £ Р;
3) полной приведенной, если /  является одновременно приведенной и полной.
Все рассматриваемые нами группы конечны и разрешимы. В терминологии и

обозначениях мы следуем монографии Дерка, Хоукса [4].

3. П одгруппа N(G)  и холловы я-подгруппы

Докажем необходимые нам в дальнейшем свойства подгруппы N(G), определя
емые посредством холловых 7г-подгрупп.

Л ем м а 3.1 Если G^ G HaU^iG) и 0 Ф 7г с  Р, то

G,г П N(G)  = <  х~хх а : X £ S  < <G, а  £ Snemb(S —> G), и х, ха £ Gn >

Доказательство. Пусть < x~lxa : х  £ S  <3 <G , а £ Snemb{S —* G) и х, ха £ 
G,г > =  Но- Из определения подгруппы N(G)  следует, что все ее элементы имеют вид 
g~lga, где g £ S  <3 <lG и а £ Snemb(S —* G). Пусть g — х у , где х -  7г-элемент, 
а у -  7г'-элемент и х,у £< g >С S. Тогда справедливо равенство g~1ga0 7r(G)G' =



198 В. В. Шпаков, Н. Т. Воробьев

у~1х~1хауаОп(G)G'. Следуя доказательству свойства 4.2 [5] заключаем g~1gaOn(G)G' = 
x~1xaOn(G)G>. Так как Gv Е Hallw(G), то существуют элементы a,b Е G, такие что 
ха е  G,г и (xa)b Е G„. Следовательно, x~1xaO*(G)G' =  (xa)~1(xa)b0 7r(G)Gl. Заметим, 
что Sa и (Sa)b субнормальны в G и существует изоморфизм S a на (Sa)b переводя
щий элемент ха в (ха)ь. Значит, (та)-1(жа)ь Е Но и g~lga Е H0On(G)G'. Следователь
но, подгруппа N (G ) С HQOn(G)G'. Так как по условию Я 0 С GV, то по лемме 2.5. 
GwDH0O,r(G!)G/ =  Яо(Сл-П07ГС/). Заметим, что факторгруппа Oir(G)G'/G' Е ßv  являет
ся я'-группой. Очевидно, справедливо включение Gn П G1 С G^nO* (G)G'. Теперь ввиду 
того, что 10*(G )G ': G"| -  7г'-число следует, что холлова 7г-подгруппа группы On(G)G' со
держится в G'. Следовательно, по утверждению 1 леммы 2.4 ОжГ\Ож(С )С  С G'. Таким 
образом, Gж П 0*(G)G' =  G*r\ G '. По лемме 2.6 Gn П G" С Я0. Значит, 0 Ж П N(G)  С Я0. 
Кроме того, очевидно, Яо С Gn П N(G). Таким образом, Но = Gn П N(G). Лемма дока
зана.

Л ем м а 3.2 Пусть G„ Е Hallw(G), где 0 Ф п C f ,  и X  -  класс Фиттинга. Тогда 
Gn f \ N ( G ) C N ( G nGx ).

Доказательство. По лемме 2.1 подгруппа GndN(G)  состоит из таких элементов 
х- 1ж“, что X Е S  <3 <G, а  Е Snemb(S —* G) и х,ха Е Gn. Заметим, что подгруппа 
< X > Sx —< X > (S  П Gx) — S n  < X  > Gx субнормальна в G„Gx- Аналогично, 
(< X > Sx)a =< ха > S% субнормальна в GWGX- Следовательно, x~lxa Е N(GvGx)- 
Лемма доказана.

4. A-К лассы  Ф иш ера

Напомним, что класс Фиттинга #  называют классом Фишера (IX.3.3 [4]), если из 
того, что G e j  для любой подгруппы Я  группы G, содержащей нормальную подгруппу 
К  группы G такую, что Н /К  является р-группой для некоторого р Е Р, всегда следует, 
что Я е J .

Расширим понятие класса Фишера следующим образом. Пусть А такое непустое 
множество, что выполняются следующие условия:

( 1 )  P  =  U * « * W ;
(2) 7г(А) ф 0 для всех А Е Л;
(3) 7г(А) П 7г(р) = 0 для А ф [Л и А, д Е Л.
Пусть в дальнейшем Л непустое множество, удовлетворяющее условиям (1)-(3).
Следуя (IX.3.3 [4]), введем
Определение 4.1 Класс Фиттинга §  назовем A -классом Фишера, если из того, 

что G Е J  для любой подгруппы Я  группы G, содержащей нормальную подгруппу 
К  группы G  такую, что Н /К  является ж(Х)-группой для некоторого А Е Л, всегда 
следует, что Я  Е $.

В случае, когда Л =  Р и 7г(р) =  {р} для каждого р Е Р, Л-класс Фишера является 
классом Фишера, хотя обратное в общем случае неверно. Заметим также, что семей
ство A-классов Фишера обширно, так как ввиду леммы 2 [3] каждый локальный класс 
Фиттинга 3" является A-классом Фишера в случае, когда А =  Р и п(р) =  {р} для всех 
р Е Char{/$) С и.

Напомним, что через Char(/$) обозначают характеристику класса #, которая 
определяется как множество всех таких простых р, для которых Zv циклическая группа 
порядка р принадлежит 5".

Л ем м а 4.2 Каждый A-класс Фишера замкнут относительно произведений вида 
G < X ) N ,  где G n(\ )  ~  холлова к  (А)-подгруппа группы G и N  < G .
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Д о к а за т е л ь с т в о . Пусть 3  -  Л-класс Фишера и G  € Если К  о  G  и К  С Я 
причем Н / К  € <ВЯ(Л) для некоторого Л € Л. Тогда по утверждению 3 леммы 2.4 Н / К  — 
G n( X ) K / K  6 £п (\) (А £ Л). Но 5  является Л-классом Фишера, и поэтому G ^ K  € 
3". Лемма доказана.

___________________ О гипотезе Локетта для пар классов Фиттинга

5. £-П ары  и гипотеза Локетта

Напомним, что класс Фиттинга Зч удовлетворяет гипотезе Локетта, в классе 6  
всех конечных разрешимых групп, если 3* =  3* П ©*• Дерком и Хоуксом (см. Х.1.19 
[4]) была предложена задача описания классов Фиттинга удовлетворяющих гипотезе 
Локетта в произвольном классе Фиттинга S), которую представляет

£^-гипотеза. П у с т ь  3  и  Ў) -  классы  Ф и т т и н га , п р и ч ем  3  Q  f)- К аковы  классы  
Ф и т т и н га  3  и  S), д л я  к о т о р ы х  3* =  3* П о 

следуя Брайсу и Косей [2], мы будем рассматривать общий вариант этой гипо
тезы.

О пределение 5.1 П у с т ь  3 f S) -  классы  Ф и т т и н га . П а р у  (3 , f ) )  н а зо вем  парой  
Л о к ет т а  и л и  £ -п а р о й , если  (ЗП-^)* — 3* Г) £>*•

Заметим, что если 3  Я  Ь  и (3,-ft) -  £-пара, то 3  удовлетворяет £^-гипотезе. В 
частности, если (3, <3) является £-парой, то класс Фиттинга 3  удовлетворяет гипотезе, 
предложенной Локеттом [1].

Следуя Галледжи [5], определим класс Фиттинга 3  со следующими свойствами.
О пределение 5.2 П у с т ь  А -  н еп уст о е  м н о ж е с т в о  со св о й ст в а м и  (1)-(3) (см. 

п .4 )  u 3  -  к л а сс  Ф и т т и н га . Тогда:
(а ) ЗЛ обладает  сво й ст во м  (д,т(а ))> если  с у щ е с т в у е т  кл а сс  Ф и т т и н га  X такой, 

чт о X & ir(\) С 3  С ЗСбтг^бтЩА) дл я  н екот орого  А € А;
(б ) 3  обладает  сво й ст во м  (<7л)> если  3  обладает  сво й ст во м  (дп(х)) для  всех  А € Л 

т аки х, ч т о  7г(Л) С C h a r ( $ ) .
Напомним, понятие w-локального класса Фиттинга, которое было предложено 

Л.А. Шеметковым и А.Н. Скибой [12].
Всякую функцию вида /  : w U {w'} —» {классы Фиттинга), где w C P ,  называют 

w-локальной функцией Хартли или w-локальной Н-функцией. Для всякой w-локальной 
Н-функции /  полагаем S u p p ( f )  =  {а € w U w']/(a) Ф 0).

Пусть /  -  произвольная w-локальная Н-функция, =  S u p p ( f )  П w
и 7Г2 =  w\7Ti. Тогда класс Фиттинга 3  называют w-локальным, если 3  =
(CW* 6,0 rxrw  f(p)%>ev) П/мв^

Обширность семейства классов со свойствами (^(А)) и (<7л) подтверждает
П ример 5.3. Пусть 3  -  w-локальный класс Фиттинга с C h a r i t )  С w, Л =  w 

и 7г(р ) =  { р }  для всех р £ Р. Тогда ввиду результата [13] 3  обладает наибольшей 
приведенной Я-функцией F  такой, что F ( p )  =  F { p ) fSlp С 3  С F (p )ęJip& 1/  для всех р  € 
G h a r ^ S ) .  Следовательно, 3  является классом Фиттинга со свойством { д \ ) .  В частности, 
любой локальный класс Фиттинга 3  обладает свойством ( д \ ) ,  если Л =  Р.

Докажем основной результат работы -  теорему, определяющую условия, при ко
торых пары классов Фиттинга являются £-парами.

Теорема 5.4. П у с т ь  3  -  кл а сс  Ф и т т и н га  u f )  -  A -класс Ф иш ера. Тогда спра
ведли вы  сл едую щ и е ут ве р ж д ен и я :

1) если  3  обладает  сво й ст во м  {gv (\)) ,  m o $ f ) f ) *  Q  (ЗП#)*®я-'(А);
2 ) если  3  обладает  сво й ст во м  ( д \ ) ,  т о  пара  (3, # ) я в л я е т с я  £ -п а р о й .
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Доказательство. Пусть ж = ж(Х) для некоторого Л € А. Покажем вначале, что 
N(G)riG$ Е (ffn#)*©^ для всех групп G e d -  Пусть Hallv{G). По условию
ff обладает свойством (ртг(л))> и поэтому 2)&ж Я d  Я 2)©^©^' для некоторого класса 
Фиттинга 2). Так как (G„G<y)<z) — G ^G^nGg, то GnG ^/{G nG%))rg =  GnG<y/GnG<x)DG<x) = 
GnG<g/G<x). По утверждению 3, леммы 2.4 G^G^/Gg e  & n. Значит, GnG<p/(GnG<g)tg e  
&n и по определению произведения классов Фиттинга GnG<r) 6  2)©*-. Заметим, что 
Gt,G<q е  d  и G j 6 фвтгбтг', отсюда (G^G^)® =  (G^ n  G$)(G$)z) = {G$)e*{G$)%) ę  
(Gy)фея- Так как по лемме 4.2 GnG% е  # , то GnG%) € f f f ]# . По лемме 3.2 Gff П AZ’(G) П 
Gy С N(GnG<$) П Gy. Следовательно, по утверждению 2, леммы 2.2 N(G1xGcq) П Gy С 
(GjrGą) П Gy)(yp|j5)>. Получим Сж П AZ’(G) П Gy Q G(упіэ), • Теперь G,r П AZ'(G) П Gy П 
N(G)nG$ Я G ( y ^ П N (G) П Gy. Следовательно, GwfiA^(G)nGy C (AA(G)nGy)(yp|^)<,. 
Это означает, что Gn П N(G)  П Gy содержится в (ff П # ) »-радикале группы N(G)  П Gy. 
Отсюда вытекает, что 7V(G)nGy € (fffl#)*©*'. Следовательно, по лемме 2.3 справедливо 
включение d  П #  Я  (ff П #)*©*'■

Докажем второе утверждение. Ввиду утверждения 1) покажем, что если 
f f f ]# , С (ff П#)*@тг'(А) Для всех 7г(Л) С Char(df \ f i ) ,  то f f f ]# ,  =  G?f]6 )*. Ввиду лем
мы 2 .1 , справедливо включение (ff Г)б)* ę  f f f ]б*- Пусть G G f f f ]б* и G минимального 
порядка из класса (fff]#*)\(ff f]#)*. Тогда G имеет единственную максимальную нор
мальную подгруппу М  =  G(yf)Ą).. Так как G Е fff)-?}* и по лемме 2.1 fff]#*  Я ff Г) б, 
то G е  fff ]# . Ввиду того, что G € f f f ]# , по лемме 2.1 G/ М  е  21. Так как М  макси
мальная нормальная подгруппа группы G, то G/ М  -  композиционный фактор груп
пы G порядка р. Следовательно, G/ М  е  91р и G/ М  = Zp. Таким образом, p||G| и 
G е  fff]#*. Но по лемме 2.1 ff f] #* С f f f ]# . Следовательно, Zp Е f f f ]# , и поэтому 
р Е C har(d(~}$))• Отсюда следует, что существует р  такое, что р Е ж(р) С CAar(ff (")#). 
Значит, G/ М  Е ©ff(M).

С другой стороны, по условию для ж(р) С C har(dГ)#) справедливо включение 
fff]#* Я (ff П#)*©тг'М- Значит, G/М  Е ©тг'^). Следовательно, G/М  Е ©тг(м) П ©тг'(д) = 
(1) и G = М  Е (fff]#)*. Полученное противоречие доказывает равентсво fff]#* =
( $ П б ) . .

Для завершения доказательства второго утверждения теоремы достаточно по
казать, что ff -  класс Локетта. По условию ff обладает свойством (дл), и поэтому 
2)©тг С ff С фб^бтг' для некоторого класса Фиттинга 2) и всех ж =  7г(А) С Char(d)• По 
лемме 1.1 ff* С (2)©*©*■')*• Ввиду следствия 3 [14], (2)©^©^/)* =  2)©^©^/, и поэтому 
ff* Я ©7г©тг'- Тогда ff* С d&TT1 Для всех рг(А) Е Char(d) — Char(d*) (см. Х.1.20  [4]). 
Теперь, следуя доказательству равенства fff]#*  =  (fff]б)*, по индукции заключаем, 
что ff* С ff, и поэтому ff является классом Локетта.

Итак, пара классов Фиттинга (ff, # ) является £-парой. Теорема доказана.
Следствие 5.5 (Галледж и 4.7 [5]). Пусть ff -  класс Фиттинга и #  -  класс 

Фишера такой, что Х&р С ff С Х&р&р>, для некоторого класса Фиттинга X и всех 
р Е Char(d)- Тогда (ff,#) является Z-napoü.

Доказательство. Пусть А =  Р и 7г(р) =  {р} для всех р Е Р. Тогда #  -  А- 
класс Фишера и класс Фиттинга ff обладает свойством (дл)- По теореме 5.4 пара (ff,#) 
является £-парой, то есть ff*f]#* =  (fff]#)*.

Следствие 5.6 (Залесская Е .Н . 4.3.1 [8]). Каждый и-локальный класс Фит
тинга d  с Char(d) Я и  удовлетворяет гипотезе Локетта.

Доказательство. Пусть А =  Р и ж(р) = {р} для всех р Е Р. Тогда © -  А- 
класс Фишера. Ввиду теоремы [13], класс Фиттинга ff обладает наибольшей приведен
ной функцией Хартли F  такой, что F(p)9tp С ff С ff(p)21p6 p/ для всех р Е Char(d).
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Следовательно, для 5  выполняется условие (рд). Но тогда по теореме 5.4 пара (5 ,6 ) 
является £-парой и 5  является £-классом .

С ледствие 5.7 (Воробьев Н.Т. [3]). Каждый локальный класс Фиттинга 
удовлетворяет гипотезе Локетта.

Доказательство. Пусть 5  ~ локальный класс Фиттинга. Предположим ж(р) = 
{р} для всех р £ Р. Тогда ввиду теоремы [13] 5  обладает свойством (дд). Очевидно, что 
класс 6  является A-классом Фишера. По теореме 5.4 пара (5, 6 ) является £-парой, то 
есть 5* =  5* П и А7151 $  верна гипотеза Локетта.

С ледствие 5.8 (Брайс и К осей 4.17 [2]). Если 5  ~ примитивная насыщенная 
формация и ft -  наследственный класс Фиттинга, то (5, £>) является £-парой.

Доказательство. Ввиду теоремы Брайса и Косей [15] каждая примитивная на
сыщенная формация является в точности наследственным классом Фиттинга. Но ввиду 
результата [16] каждый наследственный класс Фиттинга является локальным. Следо
вательно, по теореме [13] 5  обладает свойством (рд) для А =  Р а ж(р) = {р} для всех 
р б Р .  Кроме того, очевидно, £  является A-классом Фишера. Следовательно, по теореме
5.4 пара (5, Sj) является £-парой.

С ледствие 5.9 (Бейдельман и Х аук 3.2.1 [6]). Пусть X  £ {56^6^,591}, 
где 5  -  непустой класс Фиттинга и ж -  множество простых чисел. Тогда (X, 6 ) 
является £-парой и X удовлетворяет гипотезе Локетта.

Доказательство. Пусть А =  Р и 7г(р) =  {р} для всех р £ Р. Так как по следствию 
3 [14], X  -  локальный класс Фиттинга, то X  по теореме [13] обладает свойством (рд). 
Учитывая, что класс 6  -  A-класс Фишера, по теореме 5.4 получаем, что (X , 6 ) является 
£-парой, то есть X* П 6 * — Э£*.

Следствие 5.10 (Д ерк и Х оукс Х .6.10 [4]). Пусть {3£j|i £ 1} -  множество 
наследственных классов Фиттинга и S) ~ наследственный класс Фиттинга. Тогда 
(5 ,# ), где 5  =  Пге/ является £-парой.

Доказательство. Пусть А =  Р и 7г(А) =  {р} для всех А £ А. По лемме 2 [14] 
5  -  локальный класс Фиттинга. Следовательно, 5  по теореме [13] обладает свойством 
(рд). Так как Ў) -  наследственный класс Фиттинга и S) -  A-класс Фишера по теореме
5.4 получаем, что (5, Ą) является £-парой.

Следствие 5.11 (Бризон 6.5 [7]). Пусть ж  - множество простых чисел. Тогда 
(&„, ©) является £-парой

Доказательство. Пусть А =  Р и 7г(А) =  {р} для всех А £ А. Так как 6 * -  
локальный класс Фиттинга, то по теореме [13] он обладает свойством (дд). Кроме того, 
очевидно, что класс © -  A-класс Фишера. Тогда по теореме 5.4 получаем, что (6 ^ ,6 ) 
является £-парой, то есть ©wf)©* =  (©*•)*.

Тот факт, что класс Фиттинга обладающий свойством (дд) в общем случае не 
локален подтверждает следующий пример.

П ример 5.12. Пусть X = F ü A b -  класс Фиттинга, порожденный знакопе
ременной группой из пяти символов, 5  =  Э£91р и и  — {р}, где р -  простое число. 
Покажем, что 5  обладает свойством (рд) и не является локальным.

Пусть

$(!&)  =  / F i t (G<yXp<£p' : G  G 30’ если Р е  7Г(#)
[0, если р £ 7г(5).

Так как $(FP) С. X  и, следовательно, 5 (F p)0Ip С ХУ1р — 5, то по тереме 9 [12] 5  -  
oj-локальный класс Фиттинга для и  =  {р} и 5  обладает свойством (рд).

Покажем, что Char($) =  {р}, где р -  некоторое простое число.
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Так как 9tp С ХУ1Р, то Char{(Kp) С Char(X<yip). Но Chariblp) = {р}. Следова
тельно, р G Char(Xyip). Предположим, что q G Char($) и q ф р. Тогда Zq G ХУ1р. 
Следовательно, Zq/ (Zq)x € 91р.

Тогда возможны два случая: Zą — {Zq)x и (Zq)x =  (1).
Если Zq =  (Zq)x, то Zq G X  и q G Char(X).  Ho Char(X) =  0, так как, согласно 

примеру II.2.13 [4], X =  F itA 5 = FormA5 =  Do(A5). Значит, в данном случае Charts) =
Ы -

Пусть теперь (Zq)x = (1). Тогда Zq G 91р и g G Char(<ftp). Следовательно, ę =  р и 
Charts) =  {р}.

Докажем теперь, что #  нелокален. Предположим, что #  =  LR(f ) ,  где /  -  полная 
приведенная Н-функция. Тогда по утверждению 4.9 (Ь) [5] C harts) =  7г($). Так как 
в данном случае Char($) =  {р}, а 17Г(^) | > 1 , то получаем противоречие с тем, что 
Char($) = 7г(У). Следовательно, #  не является локальным классом Фиттинга.

A bstract. The paper considers Lockett hypothesis for pairs of Fitting classes. Let #  and Sj 
be Fitting classes. A pair (S', f)) is called a Lockett pair, if 5* П ?>* = ^  is proved,
that (5, fj) is a Lockett pair, if £  is an ы-local Fitting class with given characteristic and S) 
is a Fischer Л-class. In particular, if 5  ę  then for $  the Lockett conjecture in S) is true.
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