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В теории конечных групп многие исследования структуры классов групп и канониче
ских подгрупп связаны с изучением отображений /  : {простые числа} —► {классы групп}, 
которые называют локальными групповыми функциями или просто локальными функция
ми. Такие отображения были впервые определены и классифицированы Л. А. Шеметковым 
в работе [1] (см. также монографию [2 , гл. 1, §3]). Хорошо известно, что локальная форма
ция может определяться различными типами локальных функций и возникает задача суще
ствования и описания максимальной из них. Напомним, что если все значения локальной 
функции /  являются формациями, то /  называют локальным экраном или локальным спут
ником, а в случае, когда все значения /  — классы Фиттинга, /  называют функцией Хартли 
или Л-функцией. Первоначальные попытки исследования локальных функций формации 
были предприняты в работе Райта [3], где описан максимальный локальный спутник формам 
ции всех нилыготентных групп. Максимальный локальный спутник произвольной локальной 
формации в классе & всех конечных разрешимых групп описан Дерком [4]. В дальнейшем 
Н. Т. Воробьев [5], используя результаты Л. А. Шеметкова [6] о формационных нормализато
рах, расширил результат Дерка на класс частично разрешимых групп. Вместе с тем в теории 
классов Фиттинга задача описания максимальных локальных функций класса Фиттинга до 
настоящего времени не рассматривалась. В этом направлении были получены только некото
рые результаты [7], относящиеся к описанию максимальных функций Хартли специального 
вида. Основной результат настоящей работы — описание максимальной локальной функции, 
определяющей произведение #91^ разрешимого класса Фиттинга 5  и класса всех нильпо- 
тентных 7Г-групп. Самостоятельный интерес представляют следствия основного результата, 
в которых определяются новые локальные задания некоторых известных классов Фиттинга. 
В частности, установлено, что класс Фиттинга 01 всех нильпотентных групп определяется 
локальной функцией /  такой, что /  не является функцией Хартли и значения /(р ) для каж
дого простого р — классы всех тех и только тех групп, радикалы Фиттинга которых являются 
р-группами.

В работе рассматриваются только конечные разрешимые группы.
Напомним, что класс групп Ж называют: 5п-замкнутым, если из G G Ж и N  <  G, следует 

N  е  Ж; -ZVo-замкнутым, если из условия G =  N 1 N 2 , где Ni <  G и Ni & Ж(і =  1,2), следует 
G е  Ж\ Do-замкнутым, если из Gi € Ж для любого i =  1, . . .  ,г, следует G\ х . . .  х Gr € Ж. Класс 
групп Ж называется классом Фиттинга, если он одновременно 5п-замкнут и lVo-замкнут. Из 
определения следует, что для любого непустого класса Фиттинга Ж в любой группе G су
ществует единственная ^-максимальная нормальная подгруппа G% группы G. Ее называют 
ЗС-радикалом G. Через обозначают произведение классов Фиттинга 5  и fj — класс всех 
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тех групп G ,  для которых G / G ę  G fi. Хорошо известно, что произведение классов Фиттинга 
является классом Фиттинга и операция умножения классов Фиттинга ассоциативна.

Заметим также, что для любого непустого класса Фиттинга 5  класс У* определяется 
как наименьший из классов Фиттинга, содержащий $  такой, что для любых групп G и Я  
справедливо равенство: (G х H)ę* =  Gę* х Я ę*. Класс Фиттинга £  называется классом 
Локетта, если 3  =

Локальный метод изучения конечных разрешимых групп с помощью радикалов и классов 
Фиттинга впервые был предложен Хартли [8]. Всякое отображение

/  : Р —► {классы Фиттинга}

называется функцией Хартли или Я-функцией [9].Через Supp(/) =  {р € Р : /(р ) ф  0 }  

обозначают носитель / .
Пусть L R ( f ) =  П (Пре7Г/(р)0Тр6р/), где я  — носитель Я-функции / .  Класс Фиттинга

#  называют локальным [9], если #  =  L R ( f) для некоторой Я-функции / .
Следуя [9], пусть /  — локальная функция и 7Г =  Supp(/) =  {р G Р : /(р ) Ф 0 }  — ее 

носитель. Тогда через L R q Q ) обозначим класс групп S,r П Если класс
Фиттинга $  =  L R q ( J )  для некоторой локальной функции / ,  то $  назовем квазилокальным. 
Очевидно, что всякая Я-функция класса Фиттинга #  является локальной. Легко видеть, что 
если непустой класс Фиттинга $  определяется локальной функцией / ,  причем /(р) =  Snf(p) 
для всех р G Supp(/), то 7r(#) =  Supp(/).

Следуя Л. А. Шеметкову [2], любое непустое множество Q-локальных функций класса 
Фиттинга $  будем считать частично упорядоченным с отношением которое задается сле
дующим образом. Если / ,  h  6 Г2, то /  ^  h  в том и только в том случае, когда /(р) С h ip )  
для всех простых р. Максимальный элемент множества П назовем максимальной локальной 
функцией класса

Другие определения и обозначения при необходимости можно найти в [2, 10].
Л ем м  а 1  [10]. Пусть $, fi — непустые классы Фиттинга uG  — группа. Тогда (G /G ę)^  =

Gęsi/Gę.
Л е м м а  2 [10]. Произведение любых двух классов Локетта является снова классом Ло

кетта.
Л е м м а  3 [10]. Если N  — субнормальная подгруппа группы G  и £  — непустой класс 

Фиттинга, то N ę  =  N  П G ę .

Л е м м а  4. Пусть $  — класс Локетта uir — непустое множество простых чисел. Если 
£91^ =  L R ę ( f )  для некоторой локальной функции /  с носителем а и значения /  таковы, 
что f(p)  = <  Sn, Do > /(р ) для всех р € а, то # 9 ^  П /(р ) С $9Тр для всех р €<7.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем группу G  минимального порядка такую, что G  G (#9^ П 
/ ( р ) ) \ ^  для некоторого р из сг. Тогда группа G  комонолитична и ее комонолит G ęoip . 

Поэтому G /G ^fo jp  =r Z ą  для q Ф р. Теперь по лемме 1  G ę ^ / G ę  = ( G /G ę ) o ip  и ввиду изо
морфизма ( G / G ę ) / ( G ę ^ v / G ę )  = G /G ę o tp  получаем ( G / G ę ) / ( G / G ę ) o i p =  Z q . Следовательно, 
G / G ę  — нильпотентная {p, g {-группа и справедливо равенство

ß /ß »  =  » x ( G / G , K .

Предположим, что (G /G ę )^  ф  1. Тогда (G /G ę )^  ф  G / G ę .  Так как Gęyip — комонолит 
группы G, то G ę ^ /G ę  < Gęo^/Gę и по лемме 1 (G /G ę )^  <  (G/Gę)<j^. Следовательно, 
(G/Gę)%, =  1  и G / G ę  = ( G / G ę ) otp. Значит, G G 59^ . Получили противоречие с выбором G .  

Таким образом,( G / G ę ) ^  =  1 и G / G ę  =  Z q , причем q  G я.
Далее положим X  = G \ Z P =  [K\ZP, где К  — база регулярного сплетения X .  Поскольку 

& — класс Локетта и G  £ $, то ввиду X. 2.1а [10] X ę  =  К \, где К \ — база, регулярного 
сплетения Х \  =  G ę l  Z p . Ввиду свойств сплетений (см., например, А. 18.2d [10])

X / X ę  =  X / K ^ ( G / G ę ) l Z p .
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Учитывая GjG$ =  Z q , получаем X /X $  = Z q I Z p . Так как Z P — силовская р-подгруппа 
группы Z q I Z p и  Z p не является нормальной подгруппой в Z q X Z p , то Z q I Z p f i  T l. Значит, 
ввиду изоморфизма X /Х $  = Z q \ Z p  вытекает Х /Х $  ф. Tl и X  <£ JTI.

С  другой стороны, поскольку X  =  [ K jZ p ,  то из свойств полупрямого произведения следу
ет, что Х /К  =  Z p  G Tip. Но G Е /(р ) и клане /(р) является Do-замкнутым, поэтому К  G /(р). 
Также по лемме 2 G G — класс Локетта и, значит, К  G ^ТІ^. Тогда по определению 
произведения классов групп получим X  е  #Т1,гТ1рП/(р)Т1р С 5'Т17ГТ1рП/(р)Т1р6р/. Поскольку 
9%г = LR qU ), то

X  G (©а П / (p)Ttp<Sy П (П^р/МТІгб^ЭТр п /(р )Tip© / =
и г€а у

© ^© /(pJTipe./T ipnCn^p/W Tire/jn/CpjTip©  / =  © аП /(р)тірб^ ( r W ^ T i ^ )  =  з*п)Г-

Получили противоречие с тем, что X  £ ЗП. Это завершает доказательство того, что ЗШ*- П 
/(р ) С ^ТІр для всех р из сг. Лемма доказана.

Л е м м а  5. Пусть #  — класс Локетта, л — непустое множество простых чисел и 
а =  л U 7г(5-)- Тогда локальная функция х такая, что

( (G : Gзчъ G ЗПр), если р в а ,  
ж(р) — Ч /I 0 , если р € сг ,

является < Sn: Do >-замкнутой и ж(р) =  ж(р)Т1р длл есеж р из сг.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем вначале, что ж(р) — нормально-наследственный класс 

групп для любого р из сг.
Очевидно, что х(р) Q Snx(p). Пусть G € Snx(p). Тогда существует группа К  € х(р) 

такая, что G < K . Значит, по лемме 3 =  G П Кууц © Кроме того, G П <  К
и поэтому G$ot*. — Ktfsir € 5Т1р. Следовательно, Gyjt^ G #Tlp. Отсюда получаем G G ж(р) и 
Snx(p) С х(р). Таким образом, класс ж(р) является нормально-наследственным для любого 
р из сг.

Докажем Do-замкнутость класса х(р) для каждого р G сг.
Очевидно, что х(р) Q Dox(p). Пусть группа G G Dqx(j >). Тогда в G существуют нормаль

ные подгруппы Gi такие, что Gi G ж(р), где i =  1, . . .  ,г и G = G\ х . . .  х Gr . Покажем, что 
G G ж(р). Так как по лемме 2 ^ТІ* — класс Локетта, то G ^  =  (G 1)3-9%, х . . .  х (Сг')^щ . 
Но Gi G ж(р) и, следовательно, (G^gni* € для г G {1,. . .  ,г}. Поскольку по лемме 2 
также является классом Локетта и (Gi)®%, G -JTlp, то

(Gi)3WW X . . .  X (G r = ((Gi)ssłr X . . .  X (Gr)s9w)e9V

и, значит, G&t. G Тогда G G ж(р) и D0x(p) С ж(р). Итак, класс ж(р) Do-замкнут для 
любого р из п.

Покажем теперь, что ж(р) =  ж(р)Т1р для любого р т а .
Очевидно, что ж(р) © ж(р)Т1р. Пусть группа G G ж(р)Т1р. Тогда существует нормаль

ная подгруппа К  группы G такая, что К  G ж(р), причем G j K  G Tip. Ввиду изоморфизма 
G ęo^K /K  =  G ^ /C G ęn u  П К ) и леммы 3 получаем G & j^K /K  =  С&уц/К&щ. Но G /K  G Tip 
и поэтому фактор G ^ K / K  является р-группой. Следовательно, Gyn*/К у щ  G Tip. Так 
как К  G ж(р), то Кущ € ^ТІр . Тогда Сущ G №  и G G ж(р), что доказывает равенство
ж(р) =  ж(р)Т1р для любого р из а. Лемма доказана.

Л е м м а  6. Пусть $  — непустой класс Фиттинга, л — непустое множество простых 
чисел и а =  л U л (5). Тогда следующие условия равносильны:

1) ffn*(s)vr =  ff;
2) =  LR(h) для H -функции h такой, что h(p) =  ЗПр для всех р из а.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем вначале, что из 1) следует 2). Пусть Зг̂ 7г(5)\7г — 3- Тогда, 
учитывая определение функции h, получаем

LR{h) =  б , п  (ПрбтФПрбр') =  п ЖПр&гО^©,,/) п ^ П р б ^ а о ^ б р О  =

©о- п ФП*©*/ n (3)\7Г®(я-(в)\-я-)' =  6сг П П ^®(іг(8)\я-)' •

Так как 3  ę  ©?r(S) £  ©<т, то 3©<т =  ©<т и ©о- П $ 9 ^6 ,,/ п Зб^зДтг)' =  $ iß a  С ^іг© ^ П 
®(»т(*)\’Г)/ ) =  П =  З Л © *  п 91*-©*.') =  * * ,( © .  п © />  =  3?Я». Следовательно,
3%r =  LÄ(Ä).

Покажем теперь, что из 2) следует 1). Очевидно, 3  С 3^V(y)\w- Пусть G € 
Поскольку #91* (зд*. С #91 =  Пр^ОТрбр/ и ^  ©тг(ф £  ©<г, то G € ©о- П (Пре<7#91рбр/) •
Тогда, учитывая #91» = LR(h), имеем G € ЗУ1тг($)\п П #91» =  #(9Tir(3)Vr С 9t») =  #• Значит, 
39t»(g)\» =  #• Лемма доказана.

Максимальную < Sn, D0 >-замкнутую локальную функцию класса Фиттинга #91» опи
сывает следующая

Теорема.  Пусть # — класс Локетта, 7г — непустое множество простых чисел и 
а  =  7rU7r(#). Если  #91» (ф\» =  # ; то класс Фиттинга #91» локален и определяется локальной 
функцией X  такой, что

При этом функция х  является единственной максимальной среди всех < Sn ,Do >-замк- 
нутых локальных функций класса #91» и для всех простых р из (Т справедливо равенство 
х(р) =  х{тр)%>.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как #91»(уд» — #, то по лемме 6 класс Фиттинга #91» локален. 
Кроме того, по лемме 5 локальная функция х  является < Sn, Do >-замкнутой и х(р) = 
т(р)91р для всех р из а.

Докажем, что х  — единственная максимальная < Sn, Dq >-замкнутая локальная функция 
класса #91».

Пусть /  — произвольная < Sn, Do >-замкнутая локальная функция, определяющая класс 
#91,г. Покажем, что /(р) С х(р) для любого р из <7. Если G е  f(p),  то G$4t* € #91» П /(р). Но 
по лемме 4 / (р) П #91» Q #9tp и поэтому G&щ. е  #9tp. Следовательно, G € ж(р) и /(р) С ж(р) 
для всех р € <т. Это означает, что /  ^  ж. Отсюда

Докажем обратное включение.
Выберем группу G минимального порядка такую, что G 6 LitQ(x)\#9t». Легко видеть, 

что группа G комонолитична и ее комонсшит Gj^t»- Учитывая G € LRq (x ) получаем G € 
ж(р)9Трбр/ для всех р € <7. По определению произведения классов групп существует нор
мальная подгруппа N  кз G такая, что N  € ж(р) и G / N  е  9tp6p/. Так как Gyj^ — комо- 
нолит группы G, то N  < G ^  и N  € #91». Но У  € ж(р) и, значит, N  = N^n* е  #9tp. 
Следовательно, G / N  е  9?рб р/ и N e  #9tp. Поэтому G € #91рбр/ для любого простого р 
из а. Кроме того, G € L R q{x) = <5а Г\ (ПРе 7ж(р)91рб р>) С б ст. Тогда по лемме 6 имеем 
G € б ст П (Прбо-З^^бр') =  #9Т». Получили противоречие с выбором G. Итак, #9t» = L R q (x ). 
Теорема доказана.

С л е д с т в и е  1. Класс Фиттинга б»'91» к-нилъпотентных групп определяется един
ственной максимальной < Sn> Do >-замкнутой локальной функцией х  такой, что х(р) = 
(G : G© € б^/ЭДр) и х(р) = х(р)У1р для всех простых р.

х(р) =
(G : G&n„ еЗ%>), если р е  а, 
0 , если р € <т .

#91» =  (Прб<г/(р)9^бр/) П 6 , С  (Пр€<,®(р)*Прбр/) П 6 ,  =  ЬД<э(ж).

49



С ле д с тв и е  2. Если  £ — класс Локетта, то класс Фиттинга £94 определяется един
ственной максимальной < Sn ,Do >-замкнутой локальной функцией х  такой, что х(р) — 
(G : Gg<n G £94р) и х(р) = х{р)94р для всех простых р.

С ле д с тв и е  3 [11]. Класс Фиттинга 94̂  всех нильпотентных к-групп определяется 
локальной функцией х  такой, что

Г (G : Gsjk € 94р), если р е  ж,
Х(Р) — S „  _ /I 0 , если р е  ж .

При этом функция х  является единственной максимальной < Sn, Do >-замкнутой локаль
ной функцией класса 94  ̂ и для всех простых р из ж справедливо равенство х(р) = х(р)94р.

В частности, справедливо
С л е д с т в и е  4 [11]. Класс Фиттинга 94 всех нильпотентных групп определяется един

ственной максимальной < Sn, Do >-замкнутой локальной функцией х  такой, что х(р) — 
(G : Got € Щ>) и, х(р) = т(р)94р для всех простых р.
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V. N. ZAGURSKY, N. Т. VOROB’E V  

MAXIMAL LOCAL FUNCTIONS OF FITTING CLASSES

S u m m a r y

The local function of Fitting class is described. 5  is any solvable non-empty Fitting class, 91*- is class of 
all nilpotent 7T-groups.


