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О ПРЕДПОЛОЖЕНИИ ХОУКСА 
ДЛЯ РАДИКАЛЬНЫХ КЛАССОВ*) 

Н. Т. Воробьев 

Решение ряда классификационных задач теории конечных разре­
шимых групп связано с изучением тотально локальных и л и прими­
тивных насыщенных формаций (см. например, [1, гл . 5; 2, гл . 11]). 
Напомним, что согласно определению кратно локальной формации, 
предложенному А. Н. Скибой [3], каждая формация считается 0-кратно 
локальной. Формацию 5 называют п-кратпно локальной (п —г натураль­
ное число), если все непустые значения ее локального экрана я в л я ю т ­
ся (п — 1)-кратно локальными формациями, и тотально локальной (то 
же, что и примитивной насыщенной в смысле Хоукса [4]), если # — 
n-кратно локальная формация для любого натурального п. 

В 1971 г. д л я разрешимых формаций конечных групп Хоуксом [4] 
было установлено, что каждая тотально локальная формация являет ­
ся наследственной и радикальной, а также высказано предположение 
о том, что тотально локальные формации — это в точности наслед­
ственные радикальные насыщенные формации (см. [4, с. 586]). 

Это предположение было подтверждено Брайсом и Косей, которые 
доказали [5, теоремы А и 4], что каждая разрешимая наследственная 
радикальная насыщенная формация тотально локальна. Заметим, что 
формацию # называют радикальной [2], если # является одновремен­
но радикальным классом (классом Фиттинга), т. е. # замкнута отно­
сительно в зятия нормальных подгрупп и произведений нормальных 
подгрупп. 

В настоящей работе мы подтверждаем справедливость предполо­
жения Хоукса д л я разрешимых радикальных классов: доказано, что 
разрешимый радикальный класс тотально локален тогда и только 
тогда , когда он наследствен. Д л я этой цели мы будем использо­
вать принципиально новый локальный метод построения радикалов 
и радикальных классов конечных разрешимых групп, предложенный 
Хартли [б]. Пусть [6] / — отображение множества IP всех простых чи­
сел в множество разрешимых радикальных классов F и 7г = S u p p / — 
носитель / , т. е. 7г = {р £ Р | f(p) ф 0 } . Отображение / (по предложе­
нию Л. А. Шеметкова) назовем локальной функцией Хартли или локальной 
Н-функцией. Обозначим через LR(/) класс всех тех 7Г-групп, фактор­
группы по / (р)-радикалам которых я в л я ю т с я расширениями р-групп 
с помощью р'-групп для всех простых р € ж. Р а д и к а л ь н ы й класс 5 
называется локальным [7], если # = LR(/) д л я некоторой локальной Н-
функции / . Используя понятие произведения радикальных классов, 
заметим, что 

г=в„п(П/(р)Ярвр*). 

*) Настоящая работа была частично поддержана Международной соросовской про­
граммой образования в области точных наук. 
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Напомним, что произведение радикальных классов # и $) — класс 
всех таких групп G, для которых G/G$ £ Й, где G$ — произведение 
всех нормальных ^-подгрупп группы G. Аналогично [3] введем поня­
тие кратно локального радикального класса. Каждый радикальный 
класс будем считать 0-кратно локальным. Радикальный класс # на­
зовем п~кратно локальным (п — натуральное число), если все непустые 
значения его локальной Я-функции я в л я ю т с я (п — 1)-кратно локаль­
ными радикальными классами, и тотально локальным, если $ п-кратно 
локален для любого натурального п. 

В работе рассматриваются только конечные разрешимые группы. 
Определения и обозначения, которые мы не приводим, можно найти 
в [2, 8]. 

Р а д и к а л ь н ы й класс называют наследственным или S-эамкнутым, 
если он замкнут относительно взятия подгрупп. В лемме 1 приведены 
простейшие свойства наследственных радикальных классов, которые 
мы будем использовать. 

Лемма 1. Справедливы следующие утверждения: 
1) если {& | г £ /} — множество наследственных радикальных 

классов, то пересечение S — П & — наследственный радикальный 
класс; »'€/ п 

2) каждое конечное произведение $ = П & наследственных ради-

кальных классов 5,- является наследственным радикальным классом. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое утверждение леммы очевидно. Для до­

казательства утверждения 2 ввиду свойства ассоциативности умноже­
ния радикальных классов (см. [2, IX. 1.12, с]) достаточно выяснить его 
справедливость д л я п ~ 2. Пусть G — группа из класса #1#2 и Я — лю­
бая подгруппа группы G. Тогда G/G^x Е #2 и ввиду наследственности 
радикального класса #2 

tf/#nG»1SffGy1/G9le&. 
Так как Я П G$x < Я и класс 3l наследствен, то Я П G$x С Н$х. Из 
теоремы Брайса — Косей (см. [2, XI.1.1]) ввиду наследственности ра­
дикального класса #2 вытекает, что $2 является формацией. Следова­
тельно, Н/Н HGsJHsJH DGfr =H/H^X e f o , поэтому Н eBifo- Лемма 
доказана. 

Локальную Я-функцию / назовем наследственной, если f(p) — на­
следственный радикальный класс д л я всех простых р. 

Лемма 2. Каждое конечное произведение радикальных классов 
п 

# — П г?* (п ^ ^) ' Где & = бтг, лля некоторого множества простых 
г = 1 

чисел 7гг-, является радикальным классом, определяемым наследствен­
ной локальной Н-функцией f такой, что для каждого простого р имеет 
место равенство 

С #1, если р £ 7Ti \ (7Г2 U7T3 U • • -U7rn), 
fflfo, еСЛИ р G 7Г2 \ (7Г3 U 7Г4 U • • • U 7ГП), 

5, если р Е 7гп, 
0 , если р Е (7Ti U 7Г2 U • • • U 7гп)'. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть # = # i 5 2 . . .#п — произведение радикаль­
ных классов, причем д л я некоторых множеств простых чисел 7ri, 7Г2, 
. . . ,тгп справедливы равенства #1 = &Ж1,$2 = в Т з , . . . , 5 п = <5тгп, и <п -
7 Г 1 \ ( 7 Г 2 и 7 Г 3 и - - - и 7 Г п ) , <Т2 = 7 r 2 \ ( 7 r 3 U - - - U 7 r n ) , . . . , 67П = 7ГП, <Т = al U (T2 U • • • U (7П -

/(Р) = 
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Определим теперь локальную Я-функцию / на множестве Р следую­
щим образом: 

ЛР) 

З ь если р £ 0*1, 

З1З2, еслире<т 2 , 

3, е слире<т п , 
0 , если р G <т'. 

Так как д л я каждого г £ {1,2, . . . ,п} радикальный класс 3* наслед­
ствен, то по утверждению 2 леммы 1 / — наследственная локальная 
Я-функция. 

Докажем, что / определяет радикальный класс 3- Пусть 9Н = 
LR(/) . Так как по лемме 5 из [9] 7r(3i32 • • -Зп) = а и а = Supp/ , то 

яп = е„п(р|/(Р)<прер,). 
peer 

Тогда, у ч и т ы в а я определение / и лемму 1 из [10], имеем 

sw = 6„n(ffi(p| 6P-)n(5i52(f| ep.))n---n(ff(f| ep-). 
p€<?i p€<72 pe<7n 

Легко видеть , что f] &р> = 6 ^ д л я каждого г € { 1 , 2 , . . . , п } . Следова-
pe<>i 

тельно, 
ЯЯ = 6„ П & б , ; П (3iff2)6*i П • • • П 3 6 , ; . 

Так как ffa-.-ffn С &а[, Зз- . -Зп С в„>, . . . , Зп С б ^ , то foe,; = j e , ; , 
3i32<3<^ = ffS^j, . . . , З1З2 • • •Зп-1©<7^_1 = Зба^.^ . Следовательно, снова 
у ч и т ы в а я лемму 1 из [10], получаем 

9Я = 6 , П 3(6^; П &а,2 П • • • П 6 а ; ) = 6 а П д&а' = 3 . 

В случае а = 0 имеем 3 = в , где 0 — единичный локальный ради­
кальный класс, и лемма очевидна. Лемма доказана.. 

Локальную Я-функцию / радикального класса 3 называют [11]: 
1) внутренней, если /(р) С 3 для всех простых р; 
2) полной, если /(р)9Тр = /(р) для каждого простого р; 
3) полной внутренней, если / одновременно полная и внутренняя 

локальная Я-функция. 
Л е м м а 3. Если 3 = LR(/) для некоторой наследственной локаль­

ной Я -функции } , то 3 наследствен и 3 = LR(<£>) = LR(^) = LR(/i), где 
(р, ф и h — полная, внутренняя и полная внутренняя локальные Н-
функции соответственно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО условию 3 — 6 ^ п ( р | f(p)y\p&p>) и f(p) наслед-
р€тг 

ственный радикальный д л я всех простых р Е тг (тг = Supp/) . 
Следовательно, по лемме 1 радикальный класс 3 наследствен. По­

строим теперь локальные Я-функции <р, ф и h следующим образом: 
ф(р) — /(р)*Др, ф(р) = f{p)(^S и Мр) = Ф(р)У1р ^ л я каждого простого р. Так 
как умножение радикальных классов ассоциативно, то <р(р)У\р — /(р)9Тр 
д л я всех простых р, поэтому 3 = LR(<£>). Из того, что ф(р) С /(р) для 
всех простых р, следует, что ЬЩф) С 3- Пусть G — группа из #. Тогда 
£?91Р6Р/ ^ д ^ p|gr _ ^ , ^ д л я в с е х простых р Е тг. Кроме того, легко ви­
деть , что G Е бтг, тг = Supp t/>. Следовательно, G Е 6*- П ( f] ф(р)У\р&р') — 

рбтг 
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LR(VO- Итак, 5 = LR(V>). Но тогда ввиду того, что по лемме 1 из [11] 
(см. также [12, лемма 6]) каждый локальный радикальный класс опре­
деляется полной внутренней локальной Я-функцией, заключаем, что 
5 = LR(/i). Наследственность каждой из локальных Я-функций <р, ф и 
h вытекает из леммы 1. Лемма доказана. 

Пусть $ = LR(/) д л я некоторой наследственной локальной Я-функ-
ции / и Q — множество всех полных наследственных локальных Я-
функций класса #. Следуя [8], определим на множестве Q, отношение 
порядка ^ следующим образом. Если / , <р £ Q, то / ^ <р в том и только 
в том случае, когда f(p) С <р(р) для всех простых р. Минимальный 
элемент множества Q назовем минимальной полной наследственной ло­
кальной Я-функцией класса $. 

Если X — множество групп, то через SFit3t будем обозначать на­
следственный радикальный класс, порожденный множеством X. 

Лемма 4. Пусть $ = LR(/i) ДЛЯ некоторой наследственной локаль­
ной Я -функции h. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) ^ определяется единственной минимальной полной наследст­
венной локальной Я-функцией f такой, что для каждого простого р 
имеет место равенство 

/ ( р ) = [ (SFit{G £ S | G = 0*'(G)})9tp, если р £ тг(3), ( 1 ) 

I 0 , если р £ тг'(#); 

2) если 5i и 3̂2 — радикальные классы, определяемые минималь­
ными полными локальными Н-функциями / i и /2 соответственно, то 
5i С 5г в том и только в том случае, когда f\ ^ / 2 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как по условию радикальный класс J опре­
деляется наследственной локальной Я-функцией Л, то по лемме 3 $ 
определяется также некоторой полной наследственной локальной Я-
функцией. Следовательно, множество Q всех полных наследственных 
локальных Я-функций класса J непусто. Пусть <р — произвольный 
элемент из fi. Тогда $ = LR(^), причем <р(р) — <р(р)У1р и <р(р) — наслед­
ственный радикальный класс для всех простых р. Учитывая резуль­
тат Хартли (см. [6, 3.1.1]) о том, что условие р £ тг($) эквивалентно 
ОТр С #, легко видеть , что 7г(#) = Slippy. 

Пусть р £ 7г(5). Определим множество 

Ф(Р) = {СеЗ\с = ор\с)}. 
Пусть (SFit^(p))91p = f(p). Если X £ ^(р), то X = У>(Х) и X £ 5-

Следовательно, Х/Х^р) £ 6 у и X £ V?(P)- Итак, ^(р) Q УКР)- Но тогда 
f(p) Я SFit <р(р) = (р(р) для всех простых р £ тг(5). Следовательно, f ^ <р} 
и поэтому 

art = 6T ( 5 )n( f| /(p)9iP6p.) с ff. 
рбт(З) 

Докажем обратное включение: 5 С 9Я. Пусть У — любая группа 
из 5. Так как О* (О" (У)) = О? (У) и О" (У) G 5 

д л я всех простых р £ 
я"^), то У является расширением ^(р)-группы с помощью р'-группы 
д л я каждого р £ 7г(#). Но ф ^ / , и поэтому У £ f| /(р)91рвр/ . Кроме 

Р€*(У) 
того, У £ 3" и, следовательно, У £ &*($). Значит, У £ 9Я и 9Я = 3- Первое 
утверждение леммы доказано. 

Если $1 С 52) то по утверждению 1 и определению оператора SFit 
имеем / i $C / з . Обратное утверждение очевидно. Лемма доказана. 
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Лемма 5. Объединение любой непустой цепи радикальных клас­
сов, каждый из которых определяется наследственной локальной Н-
функцией, является радикальным классом, определяемым наследст­
венной локальной Н-функцией. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть {& \ i £ 1} — произвольная непустая цепь 
радикальных классов, каждый из которых определяется наследствен­
ной локальной Я-функцией. По лемме 4 каждый радикальный класс & 
определяется единственной минимальной полной наследственной ло­
кальной Я-функцией /, (г Е I). Пусть # = (J & и / — U /«• Установим 

t€/ iei 
вначале , что / — локальная Я-функция. Пусть G Е f(p) (p простое) 
и К — нормальная подгруппа группы G. Тогда G Е fi0(p) для неко­
торого г'о Е / . Так как /,0 — локальная Я-функция, то К Е fi0(p) и, 
значит , К Е f(p)- Следовательно, класс групп f(p) является нормаль­
но наследственным. Если теперь L — I<il<2, где К\, К^ — нормальные 
/(р)-подгруппы группы L, то К\ Е fik(p) и К2 € fit(p) лля некоторых 
h,U € / . Так как либо /,fc ^ /,-,, либо /,-, ^ /,-fc и /lfc, /,-, — локальные 
Я-функции, то L является либо /,к(р)-группой, либо /^(р^группой. Но 
в каждом из этих случаев, очевидно, L Е f(p)- Итак, / — локаль­
ная Я-функция. Тот факт, что # — радикальный класс, доказывается 
аналогично. 

Проверим, что / локально определяет #. Пусть ЯЯ = LR(/). Так как 
fi; ^ / и & = LR(/ t) д л я всех г Е / , очевидно, что # С 9Я. Пусть теперь 
М Е 9Л. Тогда М^р&р' Е f(p) для всех простых р Е Supp/ . Легко в и д е т ь , 
что S u p p / = 7г(#), и поэтому М^ р 6р' Е fir(p) Для ir E / и всех простых 
Р € 7г(3). Тем самым Me f] fir{p)yip&p>. Так как М Е 6тг($), то М Е 

Р€тг(51г) 
6 т ( ^ т ) Для некоторого г т Е / . Но из ТОГО, ЧТО & Г И &те — элементы 
цепи, следует, что либо &Г С fom, либо fom С for. Следовательно, либо 
®*(&Г) Я ®т($»т)> либо втг(5,т) С ®*(&г)> и п о утверждению 2 л е м м ы 4 
либо /г-г ^ / , т , либо / , т ^ / l r . В каждом из этих случаев получаем, что 
М е$. Итак, Ш = #. 

Остается показать, что локальная Я-функция / наследственна. 
Действительно, если R Е /(р) и!7 — любая подгруппа из Я, то R E fi8(p) 
для некоторого г5 Е / . Но локальная Я-функция / t s наследственна. 
Значит , U E fi,(p) Я f(p)- Лемма доказана. 

С л е д у ю щ а я лемма является следствием известных результатов 
Брайса, Косей [5, 13, 14] и Хоукса [4]. 

Лемма 6. Если $ — такой наследственный радикальный класс, 
со 

что 5 С Utfc для некоторого натурального к, то $ — f] &, где & — 
•=1 

конечное произведение радикальных классов &Ж1, &Ж2,..., ©7Гп для не­
которых множеств простых чисел 7Ti, 7Г2,..., 7ГП. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как радикальный класс $ наследствен, то 
по теореме 1.1 из [13] $ является формацией. Но тогда по теореме 4 
из [5] формация $ тотально локальна. Теперь утверждение вытекает 
непосредственно из условия # Я 91* п о лемме 2.3 из [14]. 

С л е д у ю щ а я теорема классифицирует наследственные радикаль­
ные классы посредством локальных функций Хартли и подтверждает 
справедливость указанного во введении предположения Хоукса для 
радикальных классов. 

Теорема. Пусть 5 — непустой радикальный класс. Справедливы 
следующие утверждения: 
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1) 5 является наследственным тогда и только тогда, когда 5 = 
LR(/) для локальной Н-функции / , значения которой определяются 
формулой (1); 

2) 5 тотально локален тогда и только тогда, когда 3 наследствен. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть # — радикальный класс, определяемый 

локальной Я-функцией / со значениями (1). Тогда выполнено равен­
ство # = 6<j П ( р | /(р)91р6р/), где <т = Supp/ = 7г(#), и по лемме 1 5 — 

р€<7 
наследственный радикальный класс. 

Предположим, что непустой радикальный класс $ наследствен. 
Если # имеет ограниченную нильпотентную длину, т. е. $ С У\к д л я 

оо 
некоторого натурального &, то в этом случае по лемме 6 3 = П &> г ^ е 

& — некоторое произведение радикальных классов &Ж1, &Ж2,..., 6тгп 
д л я некоторых множеств простых чисел 7Ti, 7Г2,.. ., 7гп и некоторого на­
турального п. По лемме 2 каждое из произведений & определяется 
наследственной локальной Я-функцией /г-, и тогда по лемме 3 из [10] 
5 локальный радикальный и его локальная //-функция (см. доказа­
тельство леммы 3 в [10]) <р ~ П /*• Итак, # = LR(^>) и локальная 

*€/ 
Я-функция <р наследственна по лемме 1. Значит, по утверждению 1 
леммы 4 5 = LR(/) д л я локальной Я-функции / , значения которой 
определяются равенством (1). 

Д л я доказательства первого утверждения теоремы остается рас­
смотреть случай, когда нильпотентная длина класса 5 неограниченна. 
Пусть 5г — 5 П 9 Г , i ^ 1. Тогда для каждого натурального % класс $г-
имеет ограниченную нильпотентную длину и наследствен по лемме 1. 
Следовательно, как и ранее, &• = LR(/?) для некоторой наследственной 

оо 
Я-функции /,-. Но тогда $ = U 3i — объединение цепи радикальных 

* = 1 
классов, каждый из которых определяется наследственной локальной 
Я-функцией. Значит , по лемме 5 $ = ЬЩф) для некоторой наследствен­
ной локальной Я-функции ф. Но тогда по утверждению 1 леммы 4 
5 = LR(/) и значения локальной Я-функции / определяются равен­
ством (1). Первое утверждение теоремы доказано. 

Если 5 наследствен, то # тотально локален по утверждению 1 дан­
ной теоремы. Докажем обратное. Для этой цели, следуя [4] (см. так­
же [2, VII.3]), опишем семейство У всех тотально локальных радикаль­
ных классов следующим образом. Пусть ^о = { 0 , Ф , 6 } . Лля всякого 
натурального г > 0 семейство радикальных классов & определим ин­
дуктивно: X £ & в том и только в том случае, если либо X £ J*i_i, либо 
X = LR(a?) для локальной //-функции х такой, что х(р) £ ^г'-i лля всех 
простых р £ Suppx. Тогда 2? — семейство всех таких радикальных 
классов X, что X — \JXj, где Xj £ ( J ^ i и %j Я %j+i-

j j 
оо 

Пусть J / 0 и J 6 ^ . Тогда # = (J fo, где fo С #2 С . . . и 
со 

5» £ «̂ об = U ^ ' - Очевидно, что ^Ь состоит из множества наслед-
i=0 

ственных радикальных классов. Используя индукцию по г и утвер­
ждение 1 теоремы, легко видеть , что все радикальные классы из &{ 
наследственны д л я всех натуральных г. Но тогда и радикальный 
класс & наследствен как объединение цепи наследственных радикаль­
ных классов. Теорема доказана. 

Доказанная теорема показывает, что семейство локальных ради­
кальных классов обширно: оно содержит все непустые наследствен-
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ные радикальные классы. Однако не всякий локальный р а д и к а л ь н ы й 
класс является наследственным. Это подтверждает следующий 

ПРИМЕР. Пусть 0 С тг С IP и 1 т — класс всех тех групп G, ж-
радикалы которых гиперцентральны в G. Тогда по [2, IX.2.5,а] X* — 
ненаследственный радикальный класс. Пусть # = 3791. Легко видеть , 
что $ — LR(/) для локальной Я-функции / такой, что f(p) = Хж для 
всех простых р. Покажем, что класс # ненаследствен. Так как ради­
кальный класс X* не является наследственным, то существует такая 
группа G £ X*, что ее подгруппа Я не принадлежит Хж. Пусть р — 
простое число, не делящее |G|, и W = G I Ср — регулярное сплетение 
группы G с циклической группой порядка р. Очевидно, что W Е #. 
Если предположить, что класс $ наследствен, то Г = Я I Ср € $. По 
утверждению Х.1.25 из [2] радикальный класс X* является классом 
Локетта, т. е. (X х Х)х* = Х%* х Хх* для любой группы X. Поэтому 
по лемме 2.2 из [15] (см. также [2, Х.2.1,а]) Г^* = (Нх*)*, где (#£*)* — 
база сплетения Нх* lCp. Теперь из того, что Г Е # и Нх* ^ # , по [2, 
A.18.2,d] (H/Hx*)lCp = Т/(НХ*У G 91. Но тогда из того, что р не д е л и т 
]G|, следует, что Я = Нх*, а это противоречит выбору Я . Значит , # — 
ненаследственный локальный радикальный класс. 

Отметим, что условие разрешимости радикального класса # в тео­
реме существенно, так как из результатов Л. А. Шеметкова и А. Ф. Ва­
сильева [16] следует, что существуют неразрешимые наследственные 
радикальные классы, которые нелокальны. 

Из доказанной теоремы, в частности, вытекает основной резуль­
т а т [10] о том, что каждый непустой разрешимый наследственный ра­
д и к а л ь н ы й класс локален, что в общем случае неверно для разреши­
мых формаций. 
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