
двух зависимых задач Карлемана:
1 \  -\~Л i (х)U / 1  \  _  А-1 + Л  i (X) /

\ Х  )  Ix, +  ß ,W  VA(1/X)
А(х)

+

U -  (X) +

( \ \ +Ai { \ / x ) )G(x )  — (щ +  ßi {х)) G{\/x)
А(1А) )■

U+(\/x)  =  -  I ' X b U)  U+{x) +  а Х в 2\х\  U~ {Х) +  |Лі+£>|(ДС) уц-\-І>\{Х)

_j_ Ц2 -\-Въ(х) у_
(— )  +  —\  X /  |А!

G(x)
(Н )(l| +  ßl(x) " V X )  ' lü + ß ,  (дс)

Следуя [3, §18], можно подсчитать число линейно независимых 
решений и условий разрешимости в задачах Карлемана (10), (11).

Summary

For the full equation of convolution type in a special space of the generalised 
functions the index is computed, the Neter conditions are obtained, the cases are 
indicated when the equation can be solved in a closed form.
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ЛОКАЛЬНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
КЛАССОВ ФИТТИНГА

Общие закономерности построения локальных произведений формаций 
описаны Л. А. Шеметковым [1—3] (см. также [4], § 7). Один из наиболее 
ярких результатов в этом направлении, ставший уже классическим,— 
теорема о локальности произведений локальных формаций конечных 
групп, которая в разрешимом случае была доказана Гашюцом [5], в про
извольном с явным описанием экранов произведения — Л. А. Шеметко
вым [1]. В настоящей работе получен результат, в точности двойствен
ный указанному, в теории классов Фиттинга — классов конечных групп, 
наследственных относительно нормальных подгрупп и их произведений. 
Исследуются также условия локальности произведения классов в слу
чае, когда .& — локальный класс Фиттинга.

Пусть 3, б  — классы Фиттинга. Тогда их произведение 56  — класс 
всех групп G таких, что G/Gg& 6, где Gs — 5-радикал группы G [4]. 
Хорошо известно, что произведение классов Фиттинга ассоциативно 
[5]. Класс Фиттинга 5 назовем локальным [6], если существует такая 
локальная групповая функция / [7], что f(p) — класс Фиттинга для каж
дого простого р и 5 =  ©л(5) П (Преп(5)Др)и Р®Р')- в  дальнейшем f будем
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называть радикальной функцией класса 3 [8]. Произведение классов 
Фиттинга 3£> назовем локальным, если 34э — локальный класс Фиттинга. 
В других обозначениях и определениях мы следуем монографии Л. А. Ше- 
меткова. [7] и книге [4]. Рассматриваются только конечные группы. 

Л е м м а  1. Справедливы следующие утверждения:
1) если 3 — класс Фиттинга и { $ ,|ге /} — множество классов Фиттин

га, то имеет место равенство:

2) если {ffiUe/} — множество классов Фиттинга и Ь — радикальная 
формация, то справедливо равенство:

Доказательство утверждения 1) осуществляется непосредственной 
проверкой, утверждения 2) — аналогично доказательству леммы 4.2) [6].

Следуя Л. А. Шеметкову [7], любое множество О.Ф <Z> радикальных 
функций частично упорядочим следующим образом: f i ^ f j  тогда и только 
тогда, когда f i (p)^f j (p)  для всех простых p(f„ / , е 0 ) .  (см. также 
'[9-11]).

Л е м м а  2. Пересечение любого непустого множества локальных 
классов Фиттинга — локальный класс Фиттинга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 3 =  П;е /3<, где 3. — класс Фиттинга 
с радикальной функцией / е / .  Построим групповую функцию / =(")<<=//;• 
Так как для всякого i 'e )  и любой группы G =?= 1 имеет место равенство
fi(G) =  Г) рещаМр) ,  ™ /(G) =  П1е/(Г Ш Р )) =  (M fW M p )) =  Р, pf(p) 
и поэтому f — радикальная функция. Докажем, что / определяет локаль
но 3. Пусть 9П =  ©пП (ПРеп/(р)ЭТР®р ). гДе л = л (3 )  Так как для
всех і е / ,  то ЯПеЗ. Пусть G — группа из 3. Тогда G/G,,(p) для
каждого і е / ,  простого р е я .  Значит, G/n;<=/GMp) =  G/Gnp) еЯ ір©р.. Сле
довательно, Ge/(p)5łp©p' для всех простых р из я. Кроме того, G e® 3. 
Итак, G e  ЭЛ и 3 £ЗЛ-

Лемма доказана.
Л е м м а  3. Если л — множество простых чисел и 3  — такой непу

стой класс Фиттинга, что ЗЯІР =  3 для всех простых чисел р е  л', то про
изведение классов Фиттинга 3®л локально.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ЯЛ — локальный класс Фиттинга с ра
дикальной функцией f такой, что

Тогда ЯЛ =  ©П (Прел'ЗЯУМ- По лемме 1-1) ЗЛ =  3(Прел'®р ) =3®*.
Лемма доказана.
Радикальную функцию f класса 3 назовем полной внутренней [8], 

если /(р) S 3  и /(р)Я1р= /(р )  для всех простых р.
С л е д с т в и е  I. Пусть л — множество простых чисел. Если 3 — 

такой непустой класс Фиттинга, что ЗЯ'Ір —3 для всех простых р е  л', то 
функция ф такая, что для всех простых р имеет место равенство

внутренней радикальной функцией класса 3®л
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко видеть, что искомая функция ф класса 

3®л определяется для каждого простого р равенством: ф (р) =  ( /(р) П 
П3®л)йр, где / — функция, определенная в доказательстве леммы 3.

С л е д с т в и е  2. Если 3 — непустой класс Фиттинга и л  — множе
ство простых чисел, причем 3®л = 3 ,  то произведение классов Фиттинга 
3©л локально.

П *«|(3в.-)=3(П.-«*/$«•);

П^/(3,-6) =  (П ^ /3!)6.

©, если р е  л, 
3, если р е  л'.

3®л, если р е  л,
3, если р е я ' ,  является полной
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что из условия 5® л' = 5  
следует условие леммы. Пусть G e 5 ЯР, где р — любое простое число 
из л'. Тогда G/G5e3lpS®„/. Следовательно, Gе 5 ® л =  5 и 5Я,,=5. 
Обратное включение очевидно.

С л е д с т в и е  3. Если 5 — непустой класс Фиттинга и л — множе
ство простых чисел, то каждое произведение классов Фиттинга вида 
5®„®п, является локальным с полной внутренней радикальной функцией 
я)з такой, что

4>(р) =  {3f©„,
аг©л®л ,

если р е  л, 
если р е  л'.

Л е м м а  4. Каждое произведение классов Фиттинга 5 =  П?=і5 і 
(л > 2 ) , где 5; =  ®л, для некоторого множества простых чисел л„ явля
ется локальным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем лемму индукцией по числу сомно
жителей п. Пусть /і =  2. Покажем, что произведение ЗіЗг2 =  ®п,®лг 
является локальным. Пусть ЭК — класс Фиттинга с радикальной функ
цией f такой, что

f ( p ) =  еСЛИ 2,
' \  5ь если р е л Д л 2

и л =  л іі)л2. Тогда, учитывая определение / и лемму 1.1), имеем
®*=®лП ( П„е „ ,® л А А ')  П ( r w „ , \ A ® p ' )  =

=  ® я П ® л,® П!® пі П ® л,® Я,\Я2® ( я, \л2)'- ( * )

Следовательно, применяя снова утверждение 1) леммы 1, получим 

ЭЮ=®л Л ©Л,®л, (®л5 П ®<л,\л,Г ) =  ®Л Л ®л,®лг®л = © „ ,» „  = 5 -  
Итак, для п — 2 лемма доказана.

Предположим, что п>  2 и все произведения классов Фиттинга длины, 
меньшей п, локальны. Пусть 6 =П "Д і25/. Тогда, используя свойство 
ассоциативности умножения классов Фиттинга (см. лемму 1 [8]) и равен
ство (*) для классов 5л- 1 и 5л, получаем

& = 6  ( 5 n-15«) =  6  (©* П ©0,®v©v Л ®<Aav®(Wnv)' ), 
где я„_і =  со, n„=v, o =  (o)Jv. Но по лемме 1.1) справедливо равенство: 

3r =  $®on*®v®v' Л 3E©<o\v®«o\v,'.

где 3£ =  6®ш- Так как 6®о произведение длины п — 1, то оно локально 
по индукции. Кроме того, произведения £©V©V' и £©ш\г©(М\у)' локальны 
по следствию 3. Следовательно, 5 — локальное произведение по лемме 2. 

Лемма доказана.
Л е м м а  5. Если 5, 6 — непустые классы Фиттинга, то я (540) =

=  л (5 ) ІМ 6 ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р<=л(56)- Тогда существует такая 

группа G из 56, что pl | G| .  Очевидно, |GS|, I G/G8| ея(Зг) U "(6)- 
Следовательно, р ея (5 )1 1 я (£ )-

Так как 5 = 5 6 . то я (5 ) е я ( 5 6 ) -  Покажем, что л ( 6 ) & і (5 6 ). 
Пусть ? е л ( 6 ) .  Тогда по X. 4с) [5] K ,s6 -  Следовательно, циклическая 
группа Q порядка q принадлежит 6- Если Qff=  1, то Q/Qge 6  и Q e 5 6 -  
Пусть Qs =  Q. Тогда Q e 5 s5 4 5 - Итак, в каждом случае р е я  (56).
Значит, л (5)11л ( 6 ) = я (56).

Лемма даказана.
Т е о р е м а  1. Произведение двух любых локальных классов Фит

тинга является локальным.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 5  и 5  — классы Фиттинга с ради
кальными функциями / и h соответственно. Тогда по лемме 1.1) имеет 
место равенство:

5 = 5 ‘ Л5*, (1)
где

5* =  5©л<6, и 5 * = Л ^ л ,0)(5Л(р))Яр©р<. (2)
Так как по следствию 3 произведения (5А(р))Яр®Р' локальны для всех 
простых р е л ( ^ ) ,  то по лемме 2 класс Фиттинга £* локальный. Поэтому, 
учитывая снова лемму 2, для локальности 5 покажем, что класс Фиттинга 
5 ’ локален. По утверждению 2 леммы 1 получаем равенство:

5 =  ®л(3)®я(8) П ( ЛР<=л(3)/(Р)^Р®Р'®л($)) • (3)
Пусть jc(p) =7(р)Яр®р' и * =  fWn<s)*(p)®n<8)- Учитывая (3) и леммы 2, 4 
для доказательства теоремы теперь остается установить, что класс Фит
тинга X локален. Для этого ввиду леммы 2 покажем, что произведения 
X(р)®я(8) локальны для всех простых р е л ( З ) .

Имеются следующие две возможности:
1) р е л ( ^ ) .  В этом случае ®„'(8)S©P' и, следовательно, х(р)(5П(6) =  

=  х(р).  Значит, по следствию 2 х(р)©„($) — локальный класс Фиттинга. 
Остается принять случай

2) р е л ( 3 ) \л ( $ ) .  Но тогда ©л<8)^®р' и поэтому имеет место равен
ство:

х(р)©л($> =*(/>). (4)
Теперь класс Фиттинга х(р) локален по следствию 3.

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  Равенства (1) — (4), (*) и доказательство теоремы 1 

позволяют указать процедуру построения радикальной функции ф ло
кального произведения 5 5  посредством радикальных функций f и А 
классов Фиттинга 5  и 5  соответственно. Действительно, так как по лемме 5

5 5  =  ©л(3$) П ( Лрея(88)Ф(Р)®1р®р') =
=  ®Л(3)ІІЯ(8) П ( Л р<=л($)ф (Р)Шр®Р') Л ( Лрел(8)\л(8)ф(р)91р©Р')>

то значения функции ф, исходя из (1) и (*), определяются для всех 
простых р е  л (6) ввиду (2), и для всех простых р е л (3 г ) \я (5 )  ввиду 
(3), (4) как ф (р)=5А (р) и ф (p)=f (p)  соответственно. Этот факт мы 
сформулируем как

С л е д с т в и е  4. Пусть 3  и $  —  классы Фиттинга с радикальными 
функциями f и h соответственно. Тогда их произведение 5 5 — класс 
Фиттинга с радикальной функцией ф такой, что

ib(n)= /&А(Р). если р е я ( $ ) ,
WKP I f(p),  если р е л ( 3 ) \л ( 6 ).

Т е о р е м а  2. Если 5 — непустой класс Фиттинга, 5  — класс Фит
тинга с радикальной функцией h, причем л (5 )£ л (5 ) ,  то произведение 
5 5  локально и определяется радикальной функцией f такой, что f(p) =  
=  3r/i(p) для всех простых р е л ( 5 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 1.1)
&6=&®я(*) П ( ЛРея($) /(р)«Р®Р).

где /(р) = 5 ft(p ) для всех простых р е л ( 5 ) .  Теперь тот факт, что / опре
деляет 5, вытекает из того, что по лемме 5 л (5 5 )= л (5 ) -  

Теорема доказана.
С л е д с т в и е  5. Если 5  — непустой класс Фиттинга и 5 э Я — 

класс Фиттинга с радикальной функцией А, то их произведение 5 5  ло
кально и определяется такой радикальной функцией f, что f(p) =%h(p)
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для всех простых р. Через 1 Fit Зг будем обозначать локальный класс 
Фиттинга, порожденный классом Фиттинга Зг.

Т е о р е м а  3. Пусть 3 —  непустой класс Фиттинга, —  локальный 
класс Фиттинга. Если или ®5lF=.3 для всех простых
р е л ' ( 0 ) ,  то произведение классов Фиттинга 3 £  локально.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 1.1)

5 б = з ® л(6,паг*, э ' = п Рел(Л)(ЗА(р))«р®Р-
и h —  радикальная функция класса $>. Класс Фиттинга 3* локален по 
лемме 2 и следствию 3. Поэтому ввиду леммы 2 для доказательства 
теоремы достаточно установить локальность произведения 3®л<$;-

Если lFit3s39F<sb то ( lFit3) ®.mö) ^3®л(бь и поэтому произведение 
(lFit3)®n(6) =3®л(б) локально по теореме 1.

Пусть 351р =  3 для всех простых р ^ л '( & ) .  Тогда 3®Л<6) локальное 
произведение по лемме 3.

Теорема доказана.
В заключение отметим, что теоремы 2, 3 и следствия 3— 5 являются 

также результатами, двойственными соответствующим результатам из 
теории формаций, полученным Л. А. Шеметковым в [1,2].

Summary
In thi paper a radical function of the product of two local Fittingclasses is described.
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В. М. ЗУБОВ

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРА

В заметке изучается проблема описания множества линейных опе
раторов {а},  удовлетворяющих условию шс0 =  /о, где известные элементы 
х0, /о принадлежат векторным пространствам. Подобные задачи возникают 
в имитационном моделировании, теории информации и многих других 
разделах математики. Здесь сделана попытка описания одного метода 
решения задач такого типа. Метод приближенного решения таких 
задач указан в [1].

1. Операторы неоднозначности. Отправным утверждением в после
дующих рассуждениях является лемма, при доказательстве которой 
использованы свойства аа+а =  а, а+аа+ — а+ обобщенного обратного 
а+ для оператора а [2].
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