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В теории радикальных классов конечных разрешимых 
групп (классов Фиттинга) хорошо известной является 
следующая проблема (предположение Локетта): каждый 
ли радикальный класс § можно определить как пересече
ние двух радикальных классов §* и Ж, где g* = {G rrz 

е= © | (G2b - (Gs)2 <£, g"1) | g ^ G) и Ж - некоторый 
нормальный радикальный класс [1]? 

Первые результаты, относящиеся к указанной пробле
ме, были получены Брайсом и Косей в [2], где доказано, 
что предположение Локетта верно для всех радикальных 
классов ^ , которые удовлетворяют условию %% = 5 * П 
П ©*; при этом g* - П {£ I £* = &*} и 6 * - ми
нимальный нормальный радикальный класс. Радикаль
ный класс групп %, для которого $# = %* П "̂;*> на
зывают удовлетворяющим предположению Локетта [3]. 
Хотя позднее [4] и построен пример радикального класса 
% такого, что %* Ф %* П ©*, однако проблема описа
ния радикальных классов, удовлетворяющих предполо
жению Локетта, остается по-прежнему актуальной (см., 
например, [2, 3]). 

До настоящего времени самым общим в этом направле
нии являлся результат Бейдлемапа и Хаука [3], который 
устанавливает, что радикальные классы вида Ж®я©я'* 
ЖЯ? удовлетворяют предположению Локетта. 

В [5] автором анонсированы результаты, относящиеся 
к изучению локальных радикальных классов — конст
рукций, двойственных хорошо известным основным объ-
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ектам теории формаций конечных групп — локальным 
формациям (см. [6, гл. I]). 

Доказательство того, что каждый локальный радикаль
ный класс конечных разрешимых групп удовлетворяет 
предположению Локетта,— основной результат настоя
щей работы. Специальные случаи его (радикальные клас
сы вида Ж®я©я', Ж # являются примерами локаль
ных) — отмеченные выше известные результаты [3] и [2]. 
Из основного результата легко вытекает также положи
тельное решение для случая локальных радикальных 
классов вопроса 8.30, сформулированного Лаушем в «Ко-
уровской тетради» [7] (следствие 2). 

Если $ — радикальный класс, то через G% обозначают 
^-радикал группы G, через $© обозначают произведение 
радикальных классов % и § — класс всех тех групп G, 
для которых GIG% £=E Ь- Радикальный класс % назовем 
локальным [5], если существует такая локальная группо
вая функция / [6], что / (р)— радикальный класс для 
всех простых р и $ = f]pf (р) ®р&р>. При этом / будем на
зывать радикальной функцией класса %. Радикальный 
класс % называют классом Локетта [1], если $ = 5*-
Другие определения и обозначения при необходимости 
можно найти в [6, 8] и [9]. Все рассматриваемые группы 
конечны и разрешимы. Следуя Л. А. Шеметкову [6], введем 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть / — радикальная функ
ция класса %. Тогда / назовем: 

1) внутренней, если f (p) CZ $ для каждого простого р; 
2) полной, если / (р) @р = / (р) для всех простых р. 
ЛЕММА 1. Каждый локальный радикальный класс (в 

общем случае не обязательно разрешимых групп) определя
ется полной внутренней радикальной функцией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть % — локальный ра
дикальный класс. Тогда существует такая радикальная 
функция /, что 5 = Пр/ (р) ®р®р- Определим радикаль
ную функцию ф следующим образом: ф (р) = f (р) Т)$ 
для каждого простого р. Очевидно, Э — П Ф(Р)®Р®// -

v 
Определим теперь радикальную функцию я|) таким об

разом, что if) (p) = ф (р) &р. Очевидно, что ty — полная 
радикальная функция класса %. Покажем, что г|) — внут
ренняя радикальная функция. Пусть G с=Е i|) (p). Тогда 
G/G4(,) <=Е @Р@Р' и поэтому G <=_ ф (р) @р@р-. Предположим 
теперь, что q — любое простое число, отличное от р. 
Тогда @рс^ @д' и, следовательно, G9t' r= %. Отсюда сле-
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дует, что (G V y V V (— ф (g). Используя теорему 7 [9], полу
чаем G®«®«' Е ф ( ? ) . Значит, G/G^^GIG^Q^'/G^/GV* f= 
^ ©g©^. Итак, мы показали, что G ЕЕ Прф О9) ©p©pr = $• 

Лемма доказана. 
О п р е д е л е н и е 2. Пусть $ , © — радикальные 

классы групп. Обозначим через § о § класс групп, ко
торый определяется следующим образом: 

G ^Е ?у о © тогда и только тогда, когда ^-инъектор 
группы G принадлежит § . 

Легко видеть, что класс 5 ° © является 87Гзамкнутым, 
однако в общем случае не является радикальным (см. 
пример 3.2 (в) [10]). Построенный класс групп является 
конструкцией, двойственной известным в теории формаций 
формационным произведениям 2-го рода, задача исследо
вания которых рассматривалась [11, 12]. 

Напомним, что радикальный класс $ называется клас
сом Фишера [1], если из того, что К Q Я CG 'ЕЕ F, К <] 
^ С и HI К ^Е ®р, всегда следует Я =Е Ъ (р — некоторое 
простое число). 

В следующих трех леммах мы не предполагаем, что 
рассматриваемые группы разрешимы. 

ЛЕММА 2. Каждый локальный радикальный класс яв
ляется классом Фишера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — радикальная 
функция класса $ w G — группа из § . Покажем, что 
если К — такая нормальная подгруппа группы G, что 
К С HCZG и Я/ i f ЕЕ ©д для некоторого простого числа д, 
то Я ЕЕ %. Для этого достаточно выяснить, что Я Р V' ЕЕ 
ЕЕ / (р) для всех простых р. Рассмотрим два возможных 
случая. 

1. р — простое число, отличное от д. 
В этом случае HI К ЕЕ @р' и поэтому Н р/ С К. Зна

чит, К®*' = Я®*' и, следовательно, Я®*®*' = я в*®*\ • Но 
Я ЕЕ g , и поэтому Я®Р® ' ЕЕ / (р). 

2. р = q. Пусть Яд — силовская g-подгруппа группы 
Я . Тогда HqK/K является силовской g-подгруппой груп
пы HI К. Следовательно, Я = HqK. Так как силовская 
g-подгруппа Gq группы G содержится в G'5q' и Hq содер
жится в Gqi то [Я^, Я] Q [G(V, if] СЕ G®*' f] ^ . Ho G ^E 
E g и поэтому G®i' CE Gfiq)& . Значит, [Яд, К] (^ К f] 
П G/(q)@ = /ff(9)@ = R. Легко видеть, что RHq ^ j 
^ KHq = Я . Т а к \ а к RHq E? / (g) ©g, то из Я/ДЯ^ ЕЕ 
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(=E @q' следует, что Н '= / (q) @g@q-. Таким образом, Н <=• 
е=- Пр/ (Р) %®Р' = 3-. 

Лемма доказана. 
Радикальный класс групп, который является одновре

менно гомоморфом (формацией), замкнутым относительно 
операции Exto (см. также [6, с. 12]), назовем насыщенным 
радикальным гомоморфом (соответственно насыщенной ра
дикальной формацией). 

ЛЕММА 3. Если Э — некоторый радикальный класс 
и © — насыщенный радикальный гомоморф, то 

%*<$ = т)*-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем вначале, что 5*© S 

£ ($©)*• Предположим, что это не так. Выберем 
в классе §*© \ ($£>)* группу G минимального порядка. 
Очевидно, G s S G *̂- Пусть G%*/G$ cz Ф (G/G%). Так как 
§ — гомоморф, то ввиду G/Gg* — § получаем G/G%/G%*/G% GE 
£= ©. Отсюда следует, что G/G^/Ф (G/G%) е § и поэтому 

Значит, G е (5©) *> что невозможно. 
Если G%*IG% не содержится в Ф (G/G%), то существует 

в GIG% такая максимальная подгруппа Af/Gg, что G/G^ = 
= (G%*/G%) (MIG%). Так как по теореме 3.5 1) [13] G%*/G% С 
С Z (G/G%), то M/Gg <1 G/Gg. Следоват льно, по индукции 
М ^ (5©)*. Так как g* с (#£)*, тое G5* ^ ($©)*. Та
ким образом, G ='G%*M ""= (&©)*. Полученное противо
речие доказывает, что $•*&? £ ($©)*• 

Докажем обратное включение. Если G ЕЕ Зг§, то вви
ду того, что © — гомоморф, вытекает, что G ЕЕ $*©• 
Значит, g § с : 5*© и поэтому по теореме 3.3 с) [13] 
(gip)* с (5*©)*. Так как по определению класса Зэ* 
(см. [1], а также [13]) каждая группа G из §* является 
гомоморфным образом группы (G X G)$, то G ЕЕ ф. По
этому очевидно, что ф является классом Локетта, т. е. 
§ = ©*. Кроме того, по теореме 3.3 с) [13] класс 5 * — 
также класс Локетта. Таким образом, $ * § — произведе
ние классов Локетта, и, следуя доказательству леммы 3.1 
(в) [14], легко видеть, что §*§ — также класс Локетта. 
Итак, ( Щ * С ^ . 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 4. Пусть %ъ $2 — радикальные классы 

групп. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если Ж — радикальный гомоморф и %х CZ g 2 , то 
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2) если Ж — радикальная формация, то ($i П З^Ж ~ 
= ЗгхЖ п № 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X — радикальный 
гомоморф и Si S За- Тогда 67G& ~ G/G^JG^JG^ <Е Ж 
и поэтому С? Е= $2Ж. 

По утверждению 1) (Si П 52) Ж С ^ЭЕ f| g23E. 
Если G/G .̂. СЕ X, то 67 П G$. <=E 3f. Понятно, что 

П % = Gng.# Следовательно, G ^ (П ЙгЖ (* = 1, 2). 
Лемма доказана. 
О п р е д е л е н и е 3. Радикальную функцию / на

зовем функцией Локетта, если / (р) — класс Локетта для 
всех простых р. 

ЛЕММА 5. Каждый локальный радикальный класс оп
ределяется функцией Локетта. В частности, каждый ло
кальный радикальный класс является классом Локетта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф — радикальная 
функция класса $ . Тогда $ = Прф (р) ®р®р- Легко ви
деть, что для каждого простого р радикальный класс 
ф (р) ®Р®Р' является локальным. Следовательно, по лемме 2 
Ф (р) ®р®р' — класс Фишера и поэтому по теореме 2.2 d) 
[1] также класс Локетта. Теперь, применяя лемму 3, мы 
получаем, что (ф (р))*©р@р' = Ф (р)©р®Р

/ Для всех прос
тых р. Построим теперь радикальную функцию / следую
щим образом: / (р) = (ф (р))* для всех простых р. Тогда 
по теореме 2.2 Ь) [1] / является функцией Локетта, опре
деляющей локально $. Тот факт, что $ — класс Локетта, 
вытекает непосредственно из свойства 2.3 Ь) [1]. 

Лемма доказана. 
С л е д с т в и е . Каждый локальный радикальный 

класс определяется полной внутренней функцией Локетта. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 1 каждый локаль

ный радикальный класс % определяется полной внутрен
ней радикальной функцией а|), которую легко получить из 
существующей по лемме 5 функции Локетта /, предпола
гая, что г|? (р) = (/ (р) П Ю ®р Д л я в с е х простых р. 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть / — радикальная функ
ция класса %. Радикальный класс © назовем f-инъектор-
но замкнутым, если ф С / (р) о ф для всех простых р. 

П р и м е р ы . Пусть / — внутренняя радикальная 
функция класса $• Тогда радикальный класс ф является 
/-инъекторно замкнутым в каждом из следующих случаев: 

1) / (р) — S-замкнутый радикальный класс для всех 
простых р, © — минимальный нормальный; 
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2) § = £$, причем Ж CI f (p) для йсех простых р, 
§) — S-замкнутый радикальный класс; 

3) & ^ f (р) для всех простых р или § 9 ^ ; 
4) / О9) — нормальный для всех простых р, ip— про

извольный; 
5) § — S-замкнутый. 
Действительно, в случае 1) / (р) является классом Фи

шера для всех простых р, и поэтому по теореме 4.4 [10] 
класс $£ будет /-инъекторно замкнутым. 

Проверим случай 2). Пусть G F" © и F — / (р)-инъектор 
группы G. Тогда G/Gx F § . Но G* с : С/(р) с:: /^ и поэто
му F/G$ (E: §), так как класс §) S-замкнут. По теореме 1.1 
[15] радикальный класс §) является формацией. Следова
тельно, F ЕЕ Ж§) = § . Случаи 3) — 5) тривиальны. 

ЛЕММА 6. Если i|) — полная внутренняя радикаль
ная функция класса $ и £) — ty-инъекторно замкнутый 
радикальный класс, то # [) §* = ( J П &)*• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как ?5 П © ^ ©> т о 

по теореме 3.5 [2] (# ('] $>)% с : §*• Следовательно, 
(5 П S)* ^ 5 Л $?*• Докажем обратное включение. 
Пусть G — группа из § и F — я|) (/?)-инъектор группы G, 
где р — простое. Тогда F c ty (р) П & и поэтому /? (=: 

£ 8 П ^- Следовательно, ввиду леммы 3 и теоремы 2.2 Ь) 
[1] получаем, что F F ((& П Ф)*«у)* = ($ П $ ) * © Р ' . 
Значит, Ge?- f(p) =Ц(р) о ((<у П ©)*©/.-)*• И т а к > м ы п 0 " 
казали, что § cz / (р). 

По теореме 3.3 [10] класс / (р) является радикальным. 
Следовательно, по лемме 3 [3] имеет место равенство: 

Ъ(р) ° ((* П &)*©,/)*= №Р) ° (5 П §)*©,/)*• 
Но тогда по теоремам 3.5 [2] и 2.2 Ь) [1] имеем включение 
§ * Q ^ (p) о (ЭП ©)*®Р' - Следовательно, 

г р ( р ) П ^ е ( 5 П Ф ) * в р -

По лемме 4 1) (г|) (р) f| JpJ <£у ^ ($ П Ф)*@Р' . Исполь
зуя теперь утверждение 2) из леммы 4, мы получим, что 
'Ф (р) ®Р ' П &*@Р' £= (5 П § ) * ® Р Д л я в с е х простых р. 
Следовательно, П Р СФ (р) @Р- Г1 ©*®Р') ^ П Р (S П £>)*@Р'« 
Но, тогда (Прг[) (p)&r) f] (©* ( П Р в у ) ) ^ ('V П & ) * ( П Р « Р ' ) -
Значит, g П &* £= (У П ©)*• 

Лемма доказана. 
Т е о р е м а . Каждый локальный радикальный класс 

удовлетворяет предположению Локетта. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г|) — полная внут
ренняя радикальная функция класса ^ и § — класс всех 
разрешимых групп. Тогда, очевидно, § — г|;-инъекторно 
замкнутый класс и по лемме 6 ^ = ^ П §*• 

С л е д с т в и е 1 (Брайс, Косей, Бейдлеман, Хаук 
[2, 3]). Примитивная насыщенная формация и радикаль
ные классы групп типов Ж©Я©Я' и 3ESR удовлетворяют 
предположению Локетта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, класс групп 
$®jt@ji' является примером локального, так как опреде
ляется полной внутренней радикальной функцией я|э та
кой, что для каждого простого р имеет место 

| 1&л, если р -=: я , 
V \Р) — | $вя@Я ' , если /> — л ' . 

Теперь утверждение вытекает непосредственно из теоремы 
и следствий 2, 3 [3]. 

С л е д с т в и е 2. ЕЪш $ , § — локальные радикаль
ные классы, то $ П © — радикальный класс, удовлетво
ряющий предположению Локетта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, радикальный 
класс $ П § — локальный, и утверждение вытекает из 
теоремы. 

С л е д с т в и е 3. Пусть %, $> — радикальные клас
сы, причем © — локальный. Тогда произведение радикаль
ных классов £$•£) удовлеворяет предположению Локетта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что %!Q — 
локальный радикальный класс, определяемый радикаль
ной функцией / такой, что / (р) = $ h (p) для всех прос
тых р, где h — некоторая радикальная функция класса 
§ . Теперь утверждение вытекает непосредственно из тео
ремы. 

Витебский государственный Поступило 
педагогический институт им. С. М. Кирова 09.09.85 
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