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МАКСИМАЛЬНЫЕ ЭКРАНЫ ЛОКАЛЬНЫХ ФОРМАЦИЙ 

Н.Т.ВОРОБЬЁВ 

Одной из главных задач теории формаций с самого момента ее зарож

дения и до настоящего времени остается нахождение и исследование новых 

формаций. Особую актуальность для успешного осуществления такой задачи 

представляет выбор и описание метода конструирования формаций. Первона

чальные шаги в этом направлении были сделаны еще Гашюцом -в 1963 году в 

первой работе по теории формаций С12D , где указакы способы построения 

некоторых известных формаций посредством описания их локальных заданий. 

В дальнейшем, начиная с 19&9 года, этой задаче было посвящено лишь нес

колько работ D 3 - 1 6 3 , почти все из которых принадлежат К.Дёрку. При 

этом под локальным заданием j- формации 3~ всегда подразумевалась 

такая формация, сопоставляющая каждому простому р формацию /(р) , 

что ,р = < ^ > , где <У^> - к л а оо в с сх г ру л п об л a д а ющм х f -цент -

ралыными главными рядами ( с м . , например.* 

В 197^ году Л.А.Шеметков Г-О ввел понятие экрана и предложил 

классификацию экранов. Используя понятие экрана, он сформулировал об

щую задачу конструирования и исследования формаций следующим образом. 

Если - локальная формация, то задача состоит в том, чтобы 

о писать те экраны д̂ л я ко то рых ^ Е с л и же да н н а я фо рм а ~ 

ц ия не является локальной то естественной является постановка 

аналогичного вопроса для наименьшей локальной формации ^̂ Q*Lrri 

содержащей данную. 

Важную роль в решении такого рода вопросов играют максимальные 

локальные экраны формаций. Основная цель настоящей работы - исследова -

ние формаций конечных групп при помощи максимальных локальных экранов. 

В § 1 построено пять новых типов формаций при помощи двух форма-
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ций ( формационные произведения I -го рода $• * • ^ , 5) . В 

специальных случаях формационные произведения изучались ранее разными 

авторами. Так, в классе разрешимых групп Картер П2С! . Хупперт |_11J 

изучали классы 

Л * 71 и fl* 71 , Дёрк Q20] и Дарси \_25~} -

классы f * 5̂ - J ~ * ! ^ Дёрк Хоукс 1 ^ 1 и Дёрк [J3~16ZI ~ 

классы 

В § 2 формационные произведения используются для получения явного 

описания максимальных экранов локальных формаций. Заметим, что проблема 

нахождения максимальных экранов формаций в специальных случаях ставились 

Райтом Ц17П и П.Шмидом [-18] и в общем виде — Л.А.Шеметковым \j>, 6j 

В § 3 описаны максимальные экраны локальных формаций, порожденных 

формационными произведениями, § k посвящен признакам локальности форма-

ционных произведений. 

На протяжении всей статьи иы будем проводить все исследования в 

некотором непустом классе конечных групп 2£ , замкнутом относительно 

операций S Q и Ед7^ Поэтому под группой мы всегда будем 

подразумевать только группу из ^Л/ все рассматриваемые классы групп 

в частности, значения экранов на неединичных группах являются подклас -

сами класса ffl 

Локальный экран f назовем: 

О полным, если fflpf^p) ~ ftp) Д л я каждого простого р , 
2) S -замкнутым, если формация f{p) S -замкнута для каж

дого простого р . 

Подгруппу Н группы (х называют ?£)М> -подгруппой С^З] > 
е с ~ 

л и 
/ у 

либо покрывает либо изолирует каждый главный фактор группы 

Все другие используемые определения и обозначения можно найти в 

монографии Л.А.Шеметкова [53 . 
Основные результаты статьи опубликованы без доказательства в £7~ 

ioD. § 1 . Формационные произведения 

В этом па ра г рафе мы в ведем и изучим кла ссы 

£ у) i s 5), ко

торые будем называть формационными произведениями С-го рода. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 . 1 . Пусть $• - локальная формация, - произволь

ная формация. Обозначим через ? * У}} класс всех групп, J~ -норма-

file:///_25~}
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групп, £-проекторы которых Принадлежат ^ . ^ 
Если ^ = 0 , то положим $- «• • ^ = ф С —• / 2 

ТЕОРЕМА 1 . 1 . П у с т ь $г - л о к а л ь н а я ф о р м а -

ц и я , « ^ - ф о р м а ц и я . Е с л и £ - к о р а д и к а л 

к а ж д о й г р у п п ы и з i i f f j " р а з р е ш и м , т о 

к л а с с $• * £ 'ф ( £ = / , ; ? ) - ф о р м а ц и я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы легко установить проверкой, используя тот 

факт что по теоремам 15 7 и 21 k из все -проекторы и J -нор -

мализаторы групп с Й" ( 9)-разрешимым $ -корадикалом сопряжены. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 . 2 . Пусть S1 , 5$) 

_ локальные формации с макси — 

мальными внутренними локальными экранами / , k с о о т ветственн о Г1 о с т ~~ 

роим классы *^ 5^ [ Ln3 4*5 следующим образом; 

тогда и только тогда когда каждый 

т 
~ [д е н т — 

ральный главный фактор 5 я в л летел 4— ц ̂  j-̂  т р а л ь н ы м г д е - такая 

локальная функция, что -f*(p~) = S-*2 ~f(p^> д л я к а ж Д ° г о простого р ; 
2 ) Q~ ^ \5* ^ тогда и тол ько тогда когда 5" — ri рое кто р группы 

G- содержится в некотором -нормализаторе группы Q- \ 

3) (г £ *ф тогда и только тогда, когда %0 -проектор группы 

G- является £)М -подгруппой в £ и принадлежит f (р) для каж

дого простого р 

Если (р) = ^ для некоторого простого у7 , то 

ТЕОРЕМА 1 . 2 . Ф о р м а ц и о н н о е п р о и з в е д е н и е 

т р е т ь е г о р о д а - ф о р м а ц и я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть $ и fn, - локальные формации, <р'*3 -
формационное произведение З т о рода. Пусть K ^ G , 0=^2 . Очевид¬ 

но ч то влечет * J/y Предположим что 

(г/К-€. ^ *з Й > L — 2 • Легко видеть, что каждый главный 

фактор группы QIК1 Г) К (т -изоморфен либо некоторому главно¬ 

му фактору группы либо некоторому гла вному факTODV Г Р У П П Ы 

GIк Таким образом имеем [j~ j 1С П /С ^ ^ ~к 

Теорема доказана. 

Из теоремы 2 1 . 8 и утверждения 2 1 . 1 . 1 монографии С 5 3 вытекает, что 

если в г руп пе (j~ ^ — корадикал ЙР ̂  & ) — ра з решим. то ^ — п рое кто р 

группы сг покрывает ках<дый £-центральный главный фактор группы 

ЛЕММА 1 . 1 . П у с т ь ^ - ф о р м а ц и я , р - е е п о д -

ф о р м а ц и я и ^ - к о р а д и к а л к а ж д о й г р у п -
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п ы и з $ р а з р е ш и м . Е с л и (р - п р о и з 

в о л ь н ы й л о к а л ь н ы й ^ - э к р а н, -j- - м а к с и -

м а л ь н ы й в н у т р е н н и й л о к а л ь н ы й э к р а н 

ф о р м а ц и и 9 , п р и ч е м = 7l„f(p)H £ д л я 

к а ж д о г о п р о с т о г о ^ } , т о <р - л о к а л ь н ы й 

j f - э к р а н ф о р м а ц и и 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко видеть, что £ Я, < f> . Докажем обратное 

включение. Предположим, что оно неверно. Выберем в классе < р >>. £ 

группу (j" у имеющую наименьший порядок. Тогда Сг имеет единственную 

минимальную нормальную подгруппу К , совпадающую с- (т Если / ( не~ 

абелева, то & ( / ( ) = / . Следовательно, £ • € f (/() Q J ? и поэтому не 

делится на чи£ла из <7Г ( 9) . Н о тогда f [К) = 0 , что влечет <р[К)~ф. 
Получили противоречие. Остается принять, что К~ абелева ^ - г р у п п а 

для некоторого / э • Нетрудно заметить, что тогда G/Cq[K) € 

-£<р(р)П 5 ^f(p) - Следовательно, € 9 , что невозможно. 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 1.2. П у с т ь к а ж д а я г р у п п а и з 2^ 

и м е е т <fi ( - р а з р е ш и м ы й §- - к о р а д и к а л , 

г д е $" - ф о р м а ц и я с м а к с и м а л ь н ы м в н у 

т р е н н и м л о к а л ь н ы м э к р а н о м ^ " . Е с л и -f -

т а к о й л о к а л ь н ы й э к р а н , ч т о-f (р)= 9 * 2flp) 
д л я к а ж д о г о п р о с т о г о у? , т о с п р а в е д - 1 

л и в ы с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я : 

1) f - п о л н ы й л о к а л ь н ы й э к р а н ф о р 

м а ц и и S" ', 

- 2 ) е с л и f е с т ь л и б о в н у т р е н н и й , л и 

б о ^ " з а м к н у т ы й л о к а л ь н ы й э к р а н ф о р 

м а ц и и 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, 'пусть £ - группа из ?Lpf{p) , где р -
простое, и ~р — ^* —проектор группы £^ Тогда Р/0 (F)^FO (£)/ 
Op(G)£f(p) . Так как, ввиду теоремы 3 .3 из [5Ц , экран Р f -
полный то J- £ ^ ( у О ) Следовательно Q- (р) и полный 

локальный экран. То, что он — экран формации 5" • вытекает теперь не

посредственно из леммы 1 . 1 . 

Утверждение 2) в случае, когда <f - внутренний локальный экран 

формации $ Пусть (т С (р (р) где р — простое и f- - §~ -про -
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ектор группы Сг , Тогда Р i p (pj f~) ̂  , и« по теореме 3 • 3 моногpa — 

Фии [5 ] , получаем, что Ftfip) . Следовательно, G*-f*(p) . 
Лемма доказана. 

ЛЕММА 1.3. П у с т ь к а ж д а я г р у п п а и з Ш 

и м е е т (/с ( 9) - р а з р е ш и м ы й ^ - к о р а д и к а л , 

г д е .̂ г ф о р м а ц и я с м а к с и м а л ь н ы м в н у т ~ 

р е н н и м л о к а л ь н ы м э к р а н о м ^ 5 . П у с т ь -j- -

т а к о й л о к а л ь н ы й э к р а н , ч т о f (р) = 9 * 2 ftp) 

д л я к а ж д о г о п р о с т о г о ^ . И п у с т ь / 7 

У - п р о е к т о р г р у п п ы G . Т о г д а с п р а в е д -

л и в ы с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я : 

1) А п о к р ы в а е т к а ж д ы й f*- ц е н т р а л ь н ы й 

г л а в н ы й ф а к т о р г р у п п ы ^ - ; 

2) к а ж д ы й г л а в н ы й ф а к т о р г р у п п ы с т . 

п о к р ы в а е м ы й п о д г р у п п о й / 7 , я в л я е т с я 

j- - ц е н т р а л ь н ы м . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем первое утверждение. Пусть £ - контрпри

мер минимального порядка и К ~ минимальная нормальная подгруппа труп¬ 

п ы И. с п о л ь з у л и н д у к ц и ю нет руд но п ока з а т ь ч то f п о к р ы в а е т к а — 

ждый ^^-центральный главный фактор группы (х расположенный выше 

К - Поэтому для доказательства достаточно показать, что 
р 

по — 

крывает К , если К -центральна в Q- Очевидно Q* ^^ / 

Предположим, что 

К не содержится в G . 

Гог да KG*/G*&К и 
поэтому 

К 9 -центральна в & Следовательно р покрывает К, 

что невозможно. Пусть / ( содержится в G f . Так как G * й(9)-раз-

решима то 

I/O 
либо не делится н~ числа из <7г{9) либо есть с т е -

пень простого /"^ из tyc ) 5 первом случае в силу леммы 1 2 

Т (К) = 0 , что невозможно. Остается второй случай: К является 

р -группой р€- ( ) Тогда очевидно Pf^jC {К/ — Р/0 {.К"}^-
6 -f {р) . Следовательно, р покрывает каждый РК -главный фактор 

из f\ у а значит 
/г 

покрывает 

К. • Противоречие. 

Докажем второе утверждение леммы. Пусть (j- •*• группа наименьшего 

порядка, для которой утверждение 2) не выполняется. Пусть /С ~ мини

мальная нормальная погруппа группы Легко видеть что для доказа ¬ 

тельства 2) достаточно показать, что К ~f~ -центральна в G , если F покрывает К . В силу леммы 1.2, G^ ф 1 • Если К не содержится в (т ^ , то К 9 -центральна в G и, по лемме 1.2, 
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-центральна в что невозможно Поэтому являетсяj/э -груп-

3.3 монографии |~5] , ^ - полный локальный экран, то F/О^ (F)t 

<Lf(p) , и поэтому f £ ( / Г ; / ^ (K)-<*F/Cf (K)€.f(F). 
Следовательно, £ / £ , (X) £ /'*'( /р)-

Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 1 . 3 . Е с л и к а ж д а я г р у п п а и з 

и м е е т Й " ( £ ) - р а з р е ш и м ы й ? - к о р а д и к а л , 

г д е 9 - ф о р м а ц и я с м а к с и м а л ь н ы м в н у т 

р е н н и м л о к а л ь н ы м э к р а н о м 

ф о р м а ц и я в с е х г р у п п , в к о т о р ы х f - п р о-

е к т о р п о к р ы в а е т т о л ь к о 5 " - ц е н т р а л ь 

н ы е г л а в н ы е ф а к т о р ы . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО вытекает непосредственно из теоремы 1 . 2 и леммы 

1 . 3 . 

За ме т им что в с л у чае ко г да ^Ji£ ^J^1* фо рма ц и я и з у ча л а с ь 

К.Дёрком в C137J , Бейдлеманом и Маканом в Е21Ц . 

ЛЕММА 1 . 4 . П у с т ь ^ - г р у п п а , - п р о и з 

в о л ь н ы е н о р м а л ь н ы е п о д г р у п п ы и з G 

С п р а в е д л и в ы с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я : 

1) е с л и F - 5 " - п р о е к т о р г р у п п ы / j r , т о 
F Ку П FK ~ F (X, П Кг ) • 

2) е с л и / / - ^ - н о р м а л и з а т о р г р у п п ы 

G и Q f 9ff £ ; - р а з р е ш и м , т о //X" п НК = Н {К^ Кг). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Первое утверждение леммы вытекает из теоремы 2 . 1 

и леммы 2 . 5 работы П22П . Докажем второе утверждение. Очевидно, что 

/ / (X Г) К ) ^ / /X О / / Х Докажем обратное включение Предположим 

что оно неверно.' Пуст ь G- контопоимео минимального пооялк- Е ели 

либо К ПК ф / , либо одна из подгрупп X X есть 1 , то , оче¬ 

видно, //X, П НК2 = / / ( X Л Кг) . Следовательно, Д̂ Й>Л' = / ,при-

чем 
К +4 *К 4*4 • пусть 7V 

— минимальная нормал ь ная под группа 

группы £ , содержащаяся в / ( . Тогда, применяя индукцию, имеем ра -

венство 

И К П И'/V'К = / /X . Следовательно, / /X П / / / Г = НN (Л 
и поэтому Аналогично лег ко видеть что и 

минимальная нормальная подгруппа группы G . Ввиду утверждения 2 1 . 1 1 

из [_5~J , получаем, что X, , К^ - У -эксцентральные главные факторы 
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группы- G Так как К К /' К — 9 -эксцентральный главный фактор 

группы G , то, применяя теорему 21.1 из [~5j , легко видеть, что 

/ / П К К2= / • Пусть Х - произвольный элемент группы НК,Г\ НКг . 

Тогда 1 Х= h £ = k & где fl fl £ Н { £ / f / t С л е ¬ 

довательно fi h = R. К ~ элемент из ИП Kr А' = / . Отсюда вытека

ет, что . Таким образом, НКу ПИКг С П » что невозможно. 

Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 1.4. Е с л и к а ж д а я г р у п п а и з 2^ и м е¬ 

е т ОТ (§•; ) - р а з р е ш и м ы й - к о р а д и к а л . п р и ч е м 

$•< - л о к а л ь н а я ф о р м а ц и я (с = /,<?) ,т о У, *» ~ 

ф о р м а ц и я . 

Доказательство теоремы осуществляется проверкой с использованием 

леммы 1.4. 

Из теоремы 1.4 и теоремы 21.8 монографии C 5 J вытекает 

СЛЕДСТВИЕ 1 . 4 . 1 . Е с л и к а ж д а я г р у п п а и з Ж 

и м е е т $ " ( , ? ) - р а з р е ш и м ы й S - к о р а д и к а л , г д е 

$• - л о к а л ь н а я ф о р м а ц и я , т о J * f f с о в 

п а д а е т с к л а с с о м в с е х г р у п п , в к о т о 

р ы х $ " - - п р о е к т о р с о в п а д а е т с £ - н О р м а -

л и з а т о р о м . 

Заметим, что изучению формации 9 *М 9 в случае, когда VL = 7*" и 

были посвящены работы Q"1 3—1 5^ 

ТЕОРЕМА 1.5. П у с т ь $, *ф- ' л о к а л ь н ы е ф о р 

м а ц и и . Е с л и к а ж д а я г р у п п а и з ^ и м е е т 

•Й" (5^ ) - р а з р е ш и м ы й ^ - к о р а д и к а л , т о 9 *~g- ^ 

ф о р м а ц и я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть К. - нормальная подгруппа группы G . Оче

видно, что GZ-9*$ ^ влечет G/'К6 9'*f *ф . Предположим, что 

К , к - такие различные минимальные нормальные подгруппы из G , 

что G/K- £ £ * 5 - Й , • Докажем, что G 6 £ * 5 *fy • Очевидно, 

р| ро^ к т о ры и з п р и н а длежа т ^ ^ для к а ж д о г о простого 

Пусть И/К 
_ []роиь з^л ь ный г л а в ный фа к тор г ру ппы 

G 
расположенный 

выше К и f~ - некоторый ^ -проектор группы (т - Так как 

£/К ё 9 * s Hty , то, очевидно, Л" либо покрывает либо изоли

рует каждый главный фактор г руппы 

G 
расположенный выше К . Да -

П It <z С , Я Е if 11/ 1 г лее, из того, что б г / Л ^ ь о * ^ - 1р , вытекает, ч т о л л ^ / Л ^ либо по 
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крывает, либо изолирует К,Кг1Кг . Если FK^/ Кг изолирует 

/С /С J т о легко видеть что "̂̂  ̂ 1 ^ ^ поэтому р изолирует 

/С ; . Если ж*РКг1К2 покрывает К1/<2/К2 , то FK^ К,К£ . От

сюда, ввиду теоремы 2.1 работы Г_223 , К1 К£ = (F(l К,) . Следователь

но , и поэтому 

р 
покрывает К . Итак, мы показали, 

что F либо покрывает, либо изолирует каждый главный фактор группы (т 

в ее главном ряду, проходящем через / ( f 

П у о т ь J п ро з воль н й г л а в н v ^̂ а к то р г п п а 

кой л о к а л ь ный э кран ч т̂ ^ ^ ^ ^ ̂  д л я к а ж до го п ро сто го 

р . Если R/S - ' ^ ' -центральный главный фактор, то , используя лем¬ 

му 1 3 получаем что F по к ры вает R/S 
Итак можно считать что 

R/S - k 
—экс централь ный главный фа ктор г руп пы Ра ссмот рим 

два случая. 

1 Подгруппа покрывает Тогда очевидно *^ 

Отсюда, в силу леммы 1 . 3 , F П/( = / . Следовательно, по теореме 2,1 

работы [22] , f О % ^ F П К S = F flS j и поэтому F изолирует S 

2 Подгруппа А' изол ирует R/S 

е т , что р изолирует 

K1R JК] S • Используя теорему 2.1 работы 

[223 , имеем Fr\RC(Fn/( )(F^S) Поэтому применяя снова ту же 

теорему, получаем Fl~\ R « (Ffl S)(Fl~\ К П R) С S • Следовательно, 

и зс* л и руе т Таким образом, F ~ оОУЯ 
—подгруппа из 

Теорема доказана. 

§ 2. Максимальные экраны локальных формаций 

В работе [У] анонсирована следующая теорема, в которой использу — 

ются формационные произведения первого рода. 

ТЕОРЕМА 2 . 1 . П у с т ь £ С 3? - н е к о т о р ы е ф о р 

м а ц и и , п р и ч е м 5" л о к а л ь н а , а к а ж д а я 

г р у п п а и з 3S и м е е т (t" ( 5 J - р а 3 р е ш и м и й 

У - к о р а д и к а л . Т о г д а с п р а в е д л и в ы с л е 

д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я : 

1] S" и м е е т е д и н с т в е н н ы й м а к с и м а л ь 

н ы й л о к а л ь н ы й З Г - э к р а н ^ ; 

2) е с л и 1р - м а к с и м а л ь н ы й в н у т р е н н и й 
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л о к - а л ь н ы й э к р а н ф о р м а ц и и $ , т о f ( р) = 

= [9*. У [р))П £ д л я к а ж д о г о п р о с т о г о / 7 . 

Эта теорема подробно излагается в монографии Л. А. Шеметкова [ 5 , 

22^ , поэтому доказательство ее мы не приводим. 

Заметим только, что теорема 2 . 1 при = 0J/ и J£= £ включает ре

зультаты Картера, Хоукса Ql9 l , Шмида Q 8 ] , а при и 5 ^ ^ -

резуль тат Дёрка [20"J . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 . 1 . Пусть £ - формация с локальным экраном / , -

некоторый класс групп с ЙГ (£)-разрешимыми £-корадикалами Экран ^ 

фо рма ц и и н а з о в ем — м оно т о н н ы м е с л и для к а ж д ой г р у п п ы € ^ и 

ТЕОРЕМА 2 . 2 . П у с т ь ? £ • - н е к о т о р ы е ф о р -

м а ц и и , п р и ч е м 9 л о к а л ь н а , а 3£ $ - з а м к 

н у т а и к а ж д а я г р у п п а и з j f и м е е т 

й " ( £ ) - р а з р е ш и м ы й £ - к о р а д и к а л . Т о г д а 

с п р а в е д л и в ы с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я : 

1) S и м е е т е д и н с т в е н н ы й м а к с и м а л ь 

н ы й З р - м о н о т о н н ы й л о к а л ь н ы й J p - э к р а н 

f i 
2) е с л и ^ - м а к с и м а л ь н ы й в н у т р е н н и й 

л о к а л ь н ы й э к р а н ф о р м а ц и и £ , т о f(p) = 

д л я л ю б о г о п р о с т о г о / 7 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду теоремы 3.3 из [5] формация 5" имеет 

единственный максимальный внутренний локальный экран ^ . Пусть -f -

такой локальный экран что (р) ( j " "^ - lp [p^j Г) j$ для любого простого 

р ^ очевидно, ( S * ^ ijj (pf) П $ - формация ) Докажем что -f- - Ш -мо

нотонный локальный экран Пусть группа 
д. 

п р и н а дл ежи т j£ и F -

Ч Т О Пусть — простое число принадлежащее ^Jti^ -5̂^ 

Очевидно, kJ) ^ -j- Поэтому р)-/ (~$ Так как J~ - -проектор груп -

пы К , принадлежащей £ , то / ( ^ . Предположим, что 

N - такая нормальная подгруппа группы Q , что F ^ Z H^Kflpi . 
Но тогда 9 -проектор F hi IН группы КI/V ппиналпржит (I) (О) 

поэтому \/ n t-f [pi . Следовательно, Л - наименьшая нормаль

ная в К подгруппа, содержащая F * ^ . Аналогично - наи -
, — ф{р) 

меньшая нормальная в Jj подгруппа, содержащая г . Так как 
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fa* f(p> f'P> 

нормальна в К , то /( £ Jj . Итак, f - «У ~мо -

нотонный локальный -экран Тот факт что £ = < / > , легко следует из 

леммы 1 . 1 . 

Пусть — произвольный $ -монотонный локальный ^ —экран фор

мации S- . Пусть у _ такой внутренний экран формации S" , что ip(p)= 

= ^{р)П 9 для каждого простого р . Тогда р« </ . Предположим, что 

г ру п п а п р и н а дл ежи т где p£.(/Z (9) • Пусть р - 9 
— п ро — 

ектор группы (г . Следовательно, QfitV^ и поэтому 

F € if> Iр) . Но тогда GZ-f(p) Значит / 

Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 2 . 2 . 1 . П у с т ь £ С j £ - н е к о т о р ы е 

ф о р м а ц и и , п р и ч е м ip л о к а л ь н а , a J ? 

^ - з а м к н у т а и к а ж д а я г р у п п а и з 

и м е е т н и л ь п о т е н т н ы й £ - к о р а д и к а л . Е с л и 

(I) - м а к с и м а л ь н ы й в н у т р е н н и й л о к а л ь 

н ы й э к р а н ф о р м а ц и и у , т о л о к а л ь н ы й 

э к р а н / " т а к о й , ч т о д л я к а ж д о г о п р о с -

т о г о р и м е е т м е с т о f(p)= ( 5 * ф (pi) Л £ . я в 

л я е т с я м а к с и м а л ь н ы м ^ - м о н о т о н н ы м 

л о к а л ь н ы м ^ - э к р а н о м ф о р м а ц и и 9 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО этого утверждения вытекает непосредственно из до

казанной теоремы и теоремы 21.5 из Q 5Л , 

§ 3. Максимальные экраны порожденных локальных формаций 

ЛЕММА 3 . 1 . П у с т ь fl'fz " м а к с и м а л ь н ы е 

в н у т р е н н и е л о к а л ь н ы е э к р а н ы с о о т 

в е т с т в е н н о ф о р м а ц и й S"f, у . Т о г д а 

я в л я е т с я п о д ф о р м а ц и е й 9 в т о м и 
Z 

т о л ь к о в т о м с л у ч а е , к о г д а ^ ^ ^ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы мы опускаем, так как оно помещено в моно 

графии Г_5 , C.65D . 
Проверкой легко установить, что справедлива следующая 

ЛЕММА 3 .2 . Е с л и $• - п р о и з в о л ь н а я н е п у с 

т а я ф о р м а ц и я , т о л о к а л ь н ы й э к р а н j-

т а к о й , ч т о д л я к а ж д о г о п р о с т о г о р 
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и м е е т м е с т о . я в л я е т с я м а к с и 

м а л ь н ы м в н у т р е н н и м л о к а л ь н ы м э к р а н о м 

ф о р м а ц и и 719 . 

ЛЕММА 3 .3 . П у с т ь в г р у п п е Q- в с е м и н и 

м а л ь н ы е н о р м а л ь н ы е п о д г р у п п ы р а з р е 

ш и м ы . Е с л и и м е е т н е б о л е е д в у х м и 

н и м а л ь н ы х н о р м а л ь н ы х п о д г р у п п и 

О y{Q) = / д п я н е к о т о р о г о п р о с т о г о / ^ , т о 

Q и м е е т т о ч н о е н е п р и в о д и м о е п р е д с т а 

в л е н и е н а д к о н е ч н ы м п о л е м х а р а к т е 

р и с т и к и л 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если Q- проста, то лемма тривиальна. Пусть 

М •- произведение всех минимальных нормальных подгрупп группы (г . 

Очевидно, М=<ГП >*К , где Kg = / и / £ = | < A 7 Z > | есть либо простое 

число, либо произведение двух различных простых ч*исел, причем {fl^p)в / • 

Следовательно, в некотором конечном поле характеристики р существует 

первообразный корень /1-й степени из единицы Ь . Рассмотрим отображе

ние <̂> : 171*1 —*- , гае £ е К . Очевидно, р - одномерное пред¬ 

ставление. группы /V с ядром, равным д . Пусть if - представление 

группы Q , индуцированное представлением р группы /\f . Выберем 

неприводимую компоненту (Т(0)) из левого верхнего угла матрицы 

где у £ / г . Легко видеть, что КеЛ Т П М— Кд = / . Сле-

до ват ел ь н о *Ь J и ^Ь ~~ и о к о мое п р е д с т а в л с н и е г р у п п ы 

Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 3 . 1 - П у с т ь ЭД- f , 9^ % н е к о т о р ы е 

ф о р м а ц и и . Л о к а л ь н ы й э к р а н f т а к о й , 

ч т о д л я к а ж д о., г о п р о с т о г о п и м е е т 

M B C T O f i p ) = g l . я в л я е т с я м а к с и -
Р 

м а л ь н ы м в н у т р е н н и м л о к а л ь н ы м э к р а 

н о м ф о р м а ц и и t-fotfTl ( 9 *у ^ ) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть г - максимальный внутренний локальный эк 

ран формации C^Olm ( £ * , On ) . Так как £ ^ <Q 71 ( Р *f ^) , 
то l^yim[S:*1 ^ ) Я 71 ( 9 * ^ ) . Следовательно, по леммам 

3 1 и 3 2 Докажем обратное включение Предполо

жим что оно неверно Выберем в классе [§"^ ^ Т ^ ' * г р у п п у 

имеющую наименьший порядок Тогда (г имеет единственную м и н им а л ь н у ю 
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нормаль ную подr руппу совпадающую с Очевидно 

Следовательно по лемме 3 3 Q- неприводимая группа автоморфизмов 

некоторой р -группы /V Пусть Г= /V A Q- - расширение группы £ 

максимальная % -абнормальная подгруппа группы . Следовательно, по 

лемме 13.3 из [ 5 ] , & £-критична в Г Поэтому ^-нормализатор 

/Г£ ?«- Щ С [fozmiS * > ^ ) Следовательно, Q-^ Г/Hi.f(p\ 
Противоречие. 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 3 .2 . П у с т ь к а ж д а я г р у п п а и з 1 

и м е е т * ( , Я " Р а з р е ш и м ы й £ - к о р а д и к а л , г д е 

? - ф о р м а ц и я с м а к с и м а л ь н ы м в н у т 

р е н н и м л о к а л ь н ы м э к р а н о м ^ 1 . И п у с т ь 

^ - т а к а я ф о р м а ц и я , ч т о $2^, ^ * = ^^Р^ 

д л я в с е х п р о с т ы х у О б й ( ? j . Т о г д а л о 

к а л ь н ы й э к р а н т а к о й , ч т о д л я к а ж 

д о г е п р о с т о г о / ? и м е е т м е с т о 

Г ф , е с л и $ = ф. 
= I 0 , е с л и i£ = 0> , 

j Tip ( 9 * £ ^ ) . е с л и ^ 

я в л я е т с я м а к с и м а л ь н ы м в н у т р е н н и м л о 

к а л ь н ы м э к р а н о м ф о р м а ц и и f-fottll (£ * г ty) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме 3.3 из [5 ] , ЦогШ ( £ * г 5^) име¬ 

ет единственный максимальный внутренний локальный экран Если 
Л с ^ о? / Сол ~ л ( с я. из \ 

= J i J , то j #2 ]Су — у/ , и поэтому tfOznb [ У *^ vj ) = $ , где 

^ - формация единичных групп. Следовательно, ^(р) = ф для всех 

простых / 7 . 
Если ^ ф ф , то, в силу лемм 3.1 и 3 .2 , С 7lp{9 *z ty) 

Ifb ( £ * *$\*) ~f (р) и F - S" -проектор группы Рассмотрим ре-
P^PlQ. f Г ц е \р\.ш*р ш тогда Р=Н *(г 

гулярное сплетение / = / ^ и (j" где 
где Н- элементарная абелева /^ - группа. Очевидно, /V = Р (Р)- Если 

ф (р) = ф т о / Г _ £ -проектор ^/V , и поэтому £-проектор 

группы J~* Следовательно */"* £ jf- —̂ ^^Q^fJi ^ 5* ^ ^ ^ 

G-~Plp (р) t--f(p) • Противоречие. Пусть if) (р) ф0 . Тогда из 
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теоремы 15 7 из 5[] и леммы 2 из ^ 2 в ы т е к а е т что f /V - ? -проек -

тор группы Г . Так как 

5& — ) j \ | то F' € $г *у . Поэтому 

(г*Г/Р T)tf(p) .Противоречие 

Теорема доказана. с м а к-ЛЕММА 3.4. П у с т ь £ , f 2 " Ф о р м а ц и и 

с и м а л ь н ы м и в н у т р е н н и м и л о к а л ь н ы м и э к 

р а н а м и . Т о г д а л о к а л ь н а я г р у п п о -

в а я ф у н к ц и я Ф т а к а я , ч т о 

<р(р) = ((Un ( 97 *z f} ( / ? ) ) п ( ? 7 * 3 £ г ) ) и £ 

д л я к а ж д о г о п р о с т о г о р , я в л я е т с я л о 

к а л ь н о й г р у п п о в о й ф у н к ц и е й ф о р м а ц и и 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО Докажем что ^* {р"2* • = = ^ ^ для групповой 

функции <р , указанной в теореме. 

Пусть Q~ — г ру п па наименьшего порядка из к л а с са ^ §^ ^ ) ^ ^ ^р 

Тогда имеет единственную минимальную нормальную подгруппу * 

такая локальная групповая функция, что -f*(p) = jjk * г / (/7> для каж

дого простого р . Но тогда 

Следовательно, Q£<f> . Противоречие. 

Остается показать, что £ * ^ ^ Э < ^ > . Справедливость этого 

включения вытекает по индукции, ввиду того, что 

для каждого простого / з . 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 3 .5 . П у с т ь к а ж д а я г р у п п а и з "ЦС 

и м е е т р а з р е ш и м ы й £ (р) - к о р а д и к а л д л я 

в с е х п р о с т ы х o £ f f f ( ) , г д е £ f - ф о р м а ц и я с 

м а к с и м а л ь н ы м в н у т р е н н и м л о к а л ь н ы м э к 

р а н о м ^ . П у с т ь - ф о р м а ц и я с м а к 

с и м а л* ь н ы м в н у т р е н н и м л о к а л ь н ы м э к р а -

н о - м ^ , Е с л и J - Q f 2 и / - м а к с и м а л ь н ы й 

в н у т р е н н и й л о к а л ь н ы й э к р а н ф о р м а ц и и 

1/jOtm ^ / 3 ^ ' . т о с п р а в е д л и в ы с л е д у ю 
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щ и е у т в е р ж д е н и я : 

1) р * Jt , г д е р - т а к а я л о к а л ь н а я г р у п 

п о в а я ф у н к ц и я ф о р м а ц и и .5̂  * 9 ? , ч т о 

р(-Р) = {((П-(9,*г/7 tfi)nlf,fa % ))Mfi (р) 

д л я к а ж д о г о п р о с т о г о / ? ; 

2) = df 
г д е т а к о й л о к а л ь н ы й э к 

р а н , ч т о $1 ^tytm tflp) Д л я в с е х п р о с 
т ы х , г д е ip - г р у п п о в а я ф у н к ц и я и з у т 

в е р ж д е н и я 1 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть / - такой локальный экран, что /*(р) -

= £ * -р (р) Д л я всех простых р и р> - такая локальная группо -

вая функция, что 

f(p) = (( & \ f*lp)) П ($f*3 $2j) U (р) 
для каждого простого р . Тогда, по лемме 3.4, ^ является внутрен -

ней локальной групповой функцией формации 9 * 9 

Докажем первое утверждение леммы. Предположим, что оно неверно. 

Тогда сущее т вует такое простое что ^р ('^^У не соде ржи тся в 

где f - максимальный внутренний экран формации 

I foztn (9*9) 
Выберем в классе *р[р) N -р(р) г ру п п у имеющую наименьший порядок 

Если у? (р) = 0 , то р(р)= 9 * 3 9 • Очевидно, О ((?)= / 

Рассмотрим регулярное сплетение 

р=ргд. ,гр&\Р\=р Тогда Р -
— N G где /V - элементарная абелева р—группа Очевидно 

= Q (Р)= р (р) Так как Р/Q (Р) £ ^ ( / 7 ) i то / " б tfoini [9 * 
*3

P9Z). 'значит, G^P/P fp)ef(p) . Противоречие. 

Предположим, что -Р (р) =£ ф . Если G £ f \Р) > т о 

G^f(.p)np*fp)Qf {&) Но £ ~&lfolm (9 * V ' 3 Поэтому по 

лемме 3 . 1 , и м е е м ^ ( ^ ) С / ? ( ^ , ) . Следовательно, G*-f(p) . Противоре-

чи е Итак можно сч и та ть что /г не п ри на дл ежи т * (р) 

Если /т* имеет две различные минимальные нормальные подгруппы 

К и Л такие, что G / К- £ р (р) С = /72 TOG/K*. 

£ f(p) и поэтому G^f(p) Ь , что невозможно.' Если же G/K- ' не 

принадлежат (ftp) t=-f 2 т о GjK' €.f*(p) Следовательно 

G £ f*Lp') • Противоречие. 
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ных подгрупп. Если Q имеет точно две различные минимальные нормаль

ные подгруппы /(у и > причем G/K-j £ (р(р) и G/К не принадле -

жит pip) то Q/K е /? (р) и £/к ef* 

(р) Очевидно /С и 

Kt являются подгруппами fflpl -корадикала группы (т . Следователь¬ 
но> и К разрешимы и Q ({?)—/. Поэтому, по лемме 3 .3, груп

па Q является неприводимой группой автоморфизмов некоторой /^-группы 

М . Пусть Т*7— Н A Q- - расширение группы Q- посредством /V Так 

как Р j hi — IT £ 91 * £ и /V ip 
-центральна в 

р 

то по лемме 

3 4 Г £ 9~ * S" Следовательно Q — Р/^f(p) Противоречие 

Случай когда имеет единственную минимальную нормальную под¬ 

группу, можно доказать аналогично. 

Докажем второе утверждение леммы. Пусть ^ - такой локальный 

экран, что ̂ 1р) = МгЯр(р) для каждого простого р . Так как, по 

1 ) , имеет место р> ̂  f , то t^p& f . Очевидно, < <f> = < у ^ > . Следова -

тельно ,<^> ££-fotm($~p*3 £ j ) . С другой стороны, из определения Р i L „ _ / с t г \ Р Psv* ( г с \ t~ ^ I. 'v^^j^^p^j ̂  т j вытекает что %/j O^L'^'l/ ^ о*' у 
Теперь справедливость утверждения 2 очевидна, в силу теоремы 3.3 из 

и . 
Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 3 .3. П у с т ь £ г ^ 5 ^ ~ л о к а л ь н ы е ф о р -

м а ц и и, м а к с и м а л ь н ы е в н у т р е н н и е 

л о к а л ь н ы е э к р а н ы с о о т в е т с т в е н н о ф о р 

м а ц и й £ , Jf . Е с л и к а ж д а я г р у п п а и з 

и м е е т р а з р е ш и м ы й [pfy — к о р а д и к а л д л л 

в с е х п р о с т ы х / ? £ $" ( £ ) , т о л о к а л ь н ы й 

э к р а н ^ т а к о й , ч т о д л я к а ж д о г о п р о с 

т о г о / ? и м е е т м е с т о 

f(p)= I 9 ) , f ^ * ? c л sfuM , 
U ^ / 3 2 ' f *^ f 

я в л я е т с я м а к с и м а л ь н ы м в н у т р е н н и м л о -

к а л ь н ы м э к р а н о м ф о р м а ц и и {fotril ( f , * 3 9Z) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть £ * = *3 Я , и $ = l-fotm ( Srf*3 $г ) . 
Испольдуя лемму 3 .5, имеем, что 5" обладает единственным максималь -
ным внутренним л о кальным экраном ^ таким что ~^ ̂ 'р) *]flj "^Q^titJh ^р (p^J 

для каждого простого р t причем ip[р^^ 

((1А4 (S" * f (Р))п 9*) и f 
для каждого простого р . Поэтому для доказательства теоремы достаточно 



152 Н.Т.Воробьев 

выяснить строение ip fрУ для всех простых 

Пусть Ф (р) = S' , р простое Тогда <р (р)=j~ (р^ и поэто-

wfoifll'tp (р) = / [р) 1 Так как f - полный экран то f(p) =f (р) 

Предположим, что/7(р)ф 5 , где р простое. Е с л и ^ ^ ^ 

то ^ру^!^ ~ ^ поэтому *̂ [р] ^ 

Пусть Д (р)ф ф . Докажем, что §- *= jOtm, (f (р) . Очевидно, 

-fotrn <Р(р) Q 5г* • Докажем обратное включение. Пусть X " произ¬ 

вольная группа из S" • Выберем в классе $ ^ (р) группу [х , имею

щую наименьший порядок Тогда имеет единственную минимальную нор

мальную подгруппу К , совпадающую с G' F Очевидно К разреши¬ 

м а и 

Q — / Следователь но по лемме 3 3 & ~ неприводимая груп

па автоморфизмов некоторой р -группы Пусть /"= /\j Л (j- Так как 

ввиду леммы 3.4. Легко видеть что 

Ре.<р(р) . Пусть / г = / 7 х Х - Очевидно, Г £ Pip) ̂  ffftrTl <р(р). 
Следовательно, X £ foim flpl , и $r' = foWl <р(р) . Поэтому 

Теорема доказана. 

ЛЕММА 3.6. Е с л и J - н е к о т о р а я н е п у с т а я 

ф о р м а ц и я и й - - н е к о т о р о е м н о ж е с т в о 

п р о с т ы х ч и с е л , п р и ч е м [Off UP) 9 — 9 , т о 

л о к а л ь н ы й э к р а н / т а к о й , ч т о д л я 

к а ж д о г о п р о с т о г о р и м е е т м е с т о 

j ? , е с л и pefc, 

| . е с л и / ^ е ^ ' , 

я в л я е т с я м а к с и м а л ь н ы м в н у т р е н н и м л о 

к а л ь н ы м э к р а н о м ф о р м а ц и и ( ty^i П VL1 9 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО Докажем что "̂"̂  Очев д о 

£ <f> . Докажем, что < / > Q , П £У) £ • Предположим, 

что это не так. Пусть [г - группа, имеющая наименьший порядок из 

класса 

<f> N (CJV, л VI) 9 
Тогда Q- обладает единственной мини ~~ 

мальной нормальной подгруппой К . Пусть 0^. (GIК) = L /К • Тог¬ 

да Q f [j G, & и // j К. £ О lIL Будем считать что £f ~ под-

г ру п п а м и н и ма л ь н о г о порядка с те м свойством что G-/L е 9 и Z//С€ 

dCjf^, п Ж. 

Если К неабелева то 
С. (к) — / > 

и поэтому 
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что невозможно. Предположим, что К абелева. Если К'£(Я , П Ж , то 

£ € 0J€, С\ТХ и поэтому 9 е [0}%, Л Ш) 9 . Противоречие. Если 

же K^Oi Л Ш , то £ /<Г „ (К)е 9 

Следователь но 

Л Z в J и ZQ/^~ (/С) , ввиду минимальности выбора Z . По теореме 

Шура-Цассенхауза, К имеет в •/, дополнение /V . Легко видеть, что 

— но рм а л ь н а я ~~ ж о л л о в о к а я п о д г р у п па групп Ь1 /§ Н о т о г да — 

нормальная подгруппа группы я Следовательно = f и поэтому 

(гС-Ш^П J)i)9=9' [Of^, Г[Ю 9 - Противоречие. Теперь справед

ливость леммы вытекает, ввиду теоремы 3.3 из ПS3 • 

Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 3 . 4 . П у с т ь 9, £ $2 " л о к а л ь н ы е ф о р 

м а ц и и , fj'ifz ~ м а к с и м а л ь н ы е в н у т р е н н и е 

л о к а л ь н ы е э к р а н ы с о о т в е т с т в е н н о ф о р 

м а ц и й 5*j » ^ . Е с л и IX ~ м н о > : < е с т в о в с е х 

Я"(5^) - р а з р е ш и м ы х г р у п п и з , т о л о 

к а л ь н ы й э к р а н / т а к о й , ч т о д л я к а ж 

п о г о п р о с т о г о О и м е е т м е с т о 

7t (9 * 9 ) e с л и 

я в л я е т с я м а к с и м а л ь н ы м в н у т р е н н и м л о¬ 

к а л ь н ы м э к р а н о м ф о р м а^ц и и ЦогШ {9^^9,). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 9= Ц<ПШ 9 * , где 9*= 9п . Со¬ 

гласно теореме 3.3 из [V] формация 9 имеет единственной максималь¬ 

ный внутренний локальный эк ан 

Пусть f,(p)= 9f , где р простое. Докажем, что/(р) = £(р). 
Очевидно $* £ $Г Следовательно по лемме 3 1 ^ * * -j- и значит| 

^ [р) ^* У̂ [рУ Пусть (j~ ~ группа из ^ Так как ^ e ^ 

из леммы 1 .3 вытекает, что £ -проектор группы Q покрывает каждый 

главный фактор \ 1 3 Q- , порядок которого делит О . Но тогда и 9-нор-

мэлизэтор группы tr покрывает эти же факторы Следовательно по тео— 

реме 2 1 . 1 . 1 из ZSl , каждый из них является 9£ -центральным. Значит, 

&<L\Otpl<\ И) fz{p) . Итак, $*Q Ш , П U) /2 (р) 
, и поэтому 

9 ЬШр,ПМ)£1р) . Но тогда, в^иду лемм J . 1 и 3 .6 , имеем 

h P ) я £(/>). 
Предположим, что f (p)=fi 9 , О простое. Докажем, что 

flp,-1l Г. Так как f Gfl f \ ™ из лемм 3 . 1 и 3 .2 следует, что 
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•f[p)c7t S* Пусть G- группа наименьшего порядка из 71 $* 

N. j- [р) • Очевидно, G £ £ * 

Пусть / = 0 Рассмотрим регулярное сплетение F= 2 где 

| P l = ^ . Yo r f l a / r , = /V> £ , где /У - элементарная абелева р-группа 

Очевидно, /V=Fp \Г) . Пусть F - 9f -проектор группы G . Тогда, 

очевидно, F - $j -проектор F/V , и поэтому F ~ 5 -проектор 

группы Г • Так как <£в £ * , то F ^ H где / / - некоторый 5 -нор 

мализатор группы £ . Из теоремы 2 1 . 6 книги fj5j 
вытекает, что / / 

— 
= £ Л /У где Н- некоторый £-нормализатор группы Г . Следователь-

ГС С* (- С; Р 4' Г I Г Г ГУ - е7 i но, / *• J " £ J " , и поэтому 6" — / / А ( / )^f{p) . Противоречие. 
П редположим 

ч т о / ^ ) ^ ^ _ Докажем вначале, что в классе 

^ *j ^р} существует такал группа /'С что выполняются следующие 

условия: 

1 ) имеет единствен ную минималь ную нормальную п од группу поря ¬ 

док которой является р -числом;-

2) Z{%) " собственная подгруппа / 7 ^ - корадикала группы X 

Выберем в классе 

£ ч / ( р ) группу У , имеюш ую наименьший по¬ 

рядок Тогда У обладает единственной минимальной нормальной подгруп¬ 

пой К совпадающей Очевидно О ( Уу) У Пусть -

—группа для некоторого простого ^* ^ 7 ^ ^ П у с т ь — 

ме н т о в и ндуцированный неприводимым три в и а л ь ным ^одулем н ад этим 

же полем. Тогда М " главный неразложимый модуль и его цоколь являет

ся неприводимым тривиальным У-модулем над полем из О элементов. 

Очевидно, М~ точный модуль. Пусть )(=Д/ А У . Так как модуль М 

точный, то Z [X) Я . Но цоколь модуля М - единственная минимальная 

нормальная подгруппа группы А . Поэтому и требование О 

для группы X выполняется. Так как Х ^ ' | Р ' не содержится в /Vf и 

Z(X) Q Х ^ ( / " , то Z (X) является собственной подгруппой труп¬ 

пы X ' и условие 2) для X справедливо. 

Пусть X * » X х G . Очевидно, подгруппа F = X " F - $ 

— п рое к -

тор группы Л . Пусть f = / • ' г П Л = / . Тогда, по лемме 1 . 1 ра

боты D43 » F^'^Q Z (X) * F Следовательно X/Z (X)—X*/Z [X)* 
iр") , что противоречит тому, что Z (X) - собственная 

подгруппа из Л . Итак, можно считать, что / • =£= / . 

По лемме 3 3 X 
об л а да е т то чным неприв од и м ы!м 

X -модулем /М 

над Полем из р элементов. Следовательно, ввиду того, что F ф1 ,име-
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ем С [F ) = / Пуст ь 

R -
per уляр ны й G -модуль над полем из Р> 

элеме нтов• Ра ссмотрим те нзорное произведение М = N 0 Я с операцией 

[it ti)%)[x,y) = пх ® гд где гер ,пеЛ/,хеХ ye.G. 
Пусть Af*" j ** огрэничение X "модуля /И*" нз X Тогда Af | >v/ 

Поэтому Пуст ь 

Тогда, по теореме 1 5 . 7 из Г53 и лемме 2 из Г_24П , получаем, что р -

-проектор группы f М* и поэтому Р - ^ -проектор группы F? 

Очевидно Х * £ ? * ^ Следовательно £ / / где / / - не -

который ' £ —нормализатор группы X* . Но тогда Hp X* П для не

которого $ -нормализатора группы Г* . Поэтому Р*£ ( f * i" ) 

Легко видеть, что А/ содержит X "подмодуль над полем из эле — 

ментов ^ ^ изоморфный X —модулю 7^/ Ф /р ядро которого равно 
(г 

7 

и М* \г ~ ограничение М* на G изоморфно R @ @R Сле-
U* V* (Г лЛ 'г- Г г*, довательно 1*1 — точный /\ —модуль над Поэтому /*/ = р~ [/ ) 

н \*Ы Г*/М* Z-fip) . Значит, G**X*/X £ ftp) .Противоречие. 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 3 .5 . П у с т ь ^ С - л о к а л ь н ы е ф о р 

м а ц и и . Е с л и к а ж д а я г р у п п а и з 2JI и м е -
е т 1l - р а з р е ш и м ы й - к о р а д и к а л , т о л о 

к а л ь н ы й э к р а н -р т а к о й , ч т о д л я к а ж 

д о г о п р о с т о г о р и м е е т м е с т о 

ф , е с л и рея'(9,), 
7lp[?f *5$г) I е с л и р€.% (f, ) I 

я в л я е т с я м а к с и м а л ь н ы м в н у т р е н н и м л о 
к а л ь н ы м э к р а н о м ф о р м а ц и и tfotrU ( * ) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ^ простое. Если р '( £ ) , то 

Р * £ = ф , и п о э т о м у £ / o m ( Р * £ J = # . Следовательно, 

Ьр) = 0 , где / - максимальный внутренний локальный экран 

Предположим, что р G й" ( 5 ? ) . Тогда, очевидно, f(p*G 71р (£, *$ 

& ^ Докажем что ^£ ( 5* 5* У £ ~т^{£У) Выберем в классе 

^ J г ( ? Группу имеющую наименьший порядок 

Очевидно, = / и £ £ . Рассмотрим регулярное спле -

тение Г=рг£ , гц& \Р] = р . Тогда Р=М XG , г д е ^ - эле

ментарная абелева ^ - г р у п п а . Очевидно, F (Г) • Пусть -

-проектор группы . Так как $f С ^ , то, по лемме 3 . 1 , 
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-flip) _ Г^(р-> р р 

h г , где Г; > / £ * максимальные внутренние 

локальные экраны соответственно 9 , 9 . Следовательно, по теореме 

1 5 . 7 из C5U и лемме 2 работы t724D , FN - 9Z -проектор группы F 

Так как • f - полный экран, то FN € \ (р) . Кроме того, Р/N ^(г€_ 

FN является o£)Jll -подгруппой группы F Итак Р^.9.^^9 — 
Я lfo'im,{91 * 5 5 £ ) . Отсюда вытекает, что Q ̂ F/Fp (Г) € f(p>,. 

Противоречие. 

Теорема доказана. 

§ 4. Признаки локальности формационных произведений 

ТЕОРЕМЛ 4 . 1 . П у с т ь Ц= Т и 5 £ i ^ - н е к о т о р ы е 

ф о р м а ц и и , п р и ч е м 5" л о к а л ь н а . Т о г д а £ * ^ « ^ 

л о к а л ь н а в т о м и т о л ь к о в т о м с л у 

ч а е , к о г д а £ * , ^ = ^ * 

ТЕОРЕМА 4 . 2 . П у с т ь к а ж д а я г р у п п а и з 

2$ и м е е т р а з р е ш и м ы й 9 ~ к о р а д и к а л , г д е 

9 - ф о р м а ц и я с м а к с и м а л ь н ы м в н у т р е н 

н и м л о к а л ь н ы м э к р а н о м <р . Е с л и ^ ~ т а * 

к а я ф о р м а ц и я , ч т о £ С ^ = $2 р 5^ С 9 *^ *Р (Р^ д л п 

в с е х р и з <il 19) ' т о - ^ * 2 ^ г л о к а л ь н а в 

т о м и т о л ь к о в т о м с л у ч а е , к о г д а 

ТЕОРЕМА 4 . 3 . П у с т ь и S1 ^ £, и J " 7 — " н е к о т о р ы е 
л о к а л ь н ы е ф о р м а ц и и , п р и ч е м ^ Э ' ^ . Т о г д а 
? . * , У . л о к а л ь н а в т о м и т о л ь к о в т о м 

~ О 2 
с л у ч а е , к о г д а 

" 5 2 

Доказательства теорем 4 .1 - 4 .3 однотипны и легко вытекают соот

ветственно из теорем 3 . 1 , 3 . 2 , 3 .5 и леммы 3 . 1 . 

ТЕОРЕМЛ 4 .4 . П у с т ь £ С ^ - ф о р м а ц и и , / , ,fz -

м а к с и м а л ь н ы е в н у т р е н н и е л о к а л ь н ы е 

э к р а н , ы с о о т в е т с т в е н н о , ? , ^ . Е с л и к а ж 

д а я г р у п п а и з ^ и м е е т р а з р е ш и м ы й 

/ ] ( р ) - к о р а д и к а л д л я в с е х п р о с т ы х р> и з 
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г*Г ( ? ) i т ° 9. 9 л о к а л ь н а в т о м и 

т о л ь к о в т о м с л у ч а е , к о г д а 7t ( 9f * j 9^ ) = ' 

ж У - * j д л я в с е х п р о с т ы х ^ с о с в о й 

с т в о м ff [рУ ^ 9j 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если 9,*3 $2 локальна, то , в силу теоремы 3 .3 , 

'Tip (§? * 3 ? z ) = 9f *з £ 2

 д л я в с е х простых ,4? с условием 

/ ' [р)Ф- . Докажем обратное. Пусть Ti f J " * ) = * w для 
'я 1 с Р 13 2 

всех простых таких, что Д ( / ? ) f Т ? . Выберем в классе 
ЦоХГП ( 5 * 3 £г ) ^ С ? * 3 Я , ) группу £ обладающую наименьшим 

порядком. Тогда £ обладает единственной минимальной нормальной под

группой К • Если К неабелева, то С&[К) = / , и поэтому " 

^ t ^\р\ где уС? ^ | /С ] и ^ — максимальный внутренний локальный эк

ран Oz-j-OXlTL ( $* * ) Тогда ввиду теоремы 3 3 Q $ К" *f что 

невозможно. Предположим, что - абелева ^ - г р у п п а , /7 простое. 

Если £[р) ф § , то GdTl (9,*, 9 ) = 9 * , 9 г . Если же 

/• , то Gef(p) = %(p-)Z.fr*39: . Противоречие. 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 4 .5 . П у с т ь с у щ е с т в у ю т н е к о т о 

р о е м н о ж е с т в о п р о с т ы х ч и с е л Q и н е 

п у с т а я ф о р м а ц и я 9 т а к и е , ч т о Ш П Щ) ? = 

= П у с т ь 9, £ 9£ - ф о р м а ц и и , fr > '" м а к 

с и м а л ь н ы е в н у т р е н н и е л о к а л ь н ы е э к 

р а н ы с о о т в е т с т в е н н о 9^ Я ' Е с л и к а ж 

д а я г р у п п а \л з Ш и м е е т р а з р е ш и м ы й 

•fjlpl - к о р а д и к а л д л я к а ж д о г о p^.flt(9^) и 

л и б о 5,= fff6, п 1Х , л и б о 9}= (Cjf6, П IX) 9 , т о 

•Fj *3 £^ ~ л о к а л ь н а я ф о р м а ц и я . 

П Ж , то 5. обладает м ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если 9 = 0^ , Г) 1}L , то £ обладает 

мальным внутренним локальным экраном £ таким, что 

СУ П 'и » если /7 £ б ' , 

| 0 , если £ б 

Если же 9={Д , Г\ %) 9 , то , по лемме 3.6, локальный экран ^ 

такой, что для каждого простого р имеет место 

, п ( Ж ) 5 , если / ? е е ' 

/
Го) ~ 4\ р б ' 

£ ^ /- >-,,. Г\ г е с л и 
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является мйксимальным внутренним локальным экраном 0чевидно что 

в каждом из указанных случаев ff у» = J- , если р* б' , 

= ?-f*2T ^Р^ ' е с л и Р ^ ^ • Пусть £-f-0%m( £ * j S-^ ) - локальная 

формация, порожденная % * ъ $ t и f - ее максимальный внутренний 

л о к а л ьный экран Пусть IJF ~~ г р у п г4 а н а и м е н ь ш е г о п о р я д к а из к л а с с а 

I fffW С 9 » 5 ? Г ) N ( . f ( * j f ) • Тогда £ обладает единствен¬ 

ной минимальной нормальной подгруппой К , совпадающей с &- ( f * j 9 ) . 

Пусть такой локальный экран, чте *^ / ) С/7) для 

каждого простого уО . Если -эксцентральна в £ , то тео

рема очевидна. Предположим что К / ' " ' -центральна в G . Тогда, 
П /Г / , / / / > * , г- Р \ ввиду леммы 3 . I , Lr / [ К ) € f.. (.р)^-р^(р) для некоторого простого 

р из 6 , делящего \К\ . Отсюда, используя лемму 3-**> получа -

ем £ ^ ^ что невозможно Если же р £ (5 то ^ 

по теореме 3.3, G / ( X ) £ £ С / ? ) • Следовательно, по лемме 3.4, 

&*-9f*b$ . Противоречие. 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 4 .6. П у с т ь f С 5 - ф о р м а ц и и, /т > f2 " 

м а к с и м а л ь н ы е в н у т р е н н и е л о к а л ь н ы е 

э к р а н ы с о о т в е т с т в е н н о ^ , ^ . П у с т ь 2Л 

с о в п а д а е т с м н о ж е с т в о м в с е х #Г (£2 ) - р а з-

р е ш и м ы х г р у п п и э у 1 . Т о г д а ¥г^ £^ л о 

к а л ь н а в т о м и т о л ь к о в т о м с л у ч а е , 

к о г д а 71 ) =' $ Р ? д л я в с е х 

п р о с т ы х р с у с л о в и е м {pY'f*. * .• 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы аналогично доказательству теоремы 4 .4 . 

Следуя П Ъ\ , на зовем локал ьную форма цию сильно вложенной в 

некоторую пока л ь ную формацию $ ^ и будем обоз на ча гь $* <^ $• у если в 

любой группе £^ об л а дающе й разрешимым -корадикалом ^ 0 ~ т* £ 5 

? -проектор из Q содержится в некотором -проекторе из Q . 

ТЕОРЕМА 4.7. П у с т ь 9 , Р - л о к а л ь н ы е ф о р ¬ 

м а ц и и и к а ж д а я г р у п п а и з 2ft о б л а д а е т 

р а з р е ш и м ы м Р. - к о р а д и к а л о м (6=S, Z~) . Е с л и 

5̂  <•<: и ^ 5 $2/ , т о ^2 " е д и н с т в е н н а я 

м а к с и м а л ь н а я п о в к л ю ч е н и ю л о к а л ь н а я 

п о д ф о р м а ц и я ф о р м а ц и и £ * L 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, 71 9^ - локальная подформация S^* 
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-р - ее максимальный внутренний локальный экран Ввиду лемм 3 1 и 

3 . 2 , для доказательства теоремы достаточно показать, что ~f[p)£$lp, §2 

для каждого простого Предположим что это не так Пусть £р груп ¬ 

па наименьшего порядка из класса -f {.р) ч 1(1 р -f^ » г Д е Р " некото

рое простое. Тогда /С имеет единственную минимальную нормальную 

под группу совпадающую с Q f 2 . Так как 71 9 - насы -

щенная формация, то К обладает в G дополнением М и К'С&{Ю. 
Так как М f ' разрешима, то М обладает, ввиду теоремы 1 5 . 7 из 

— [-| рое к тором р . Очевидно, (J (Q)— / . Пусть К - ^ - г р у п 

па для некоторого простого CJ ф р . Тогда, по лемме 2 работы C24D , под-

рим два случая. 

1 . 

Так как не делит Т О по 

лемме 2 .2 из П'1 ЗЛ , группа обладает таким точным неприводимым 

£-модулем /V над полем из элементов, что ограничение Лг/ц 

модуля Д/ на /У имеет фактор-модуль Н [ hi , на котором Л / дей-

ладает фактор-модулем, на котором h4 действует тождественно, то 

Г С ^ ( / " /V] С/У . Пусть У -проектор группы /ТУ Тогда, 

ввиду леммы 2 из С243 и теоремы 2 1 . 1 0 из C5D > получаем, что 

Очевидно, А"* - 5, -проектор группы Р . Так как Pe9plf 9 > то 

£ С / / 
где 

_ некоторый 5̂  ~ н ормализатор группы Р . По т е -

Z 
ореме 2 1 . 1 из £ 5 3 > И либо покрывает fil t либо изолирует /V . Если 
/у 

•по к ры в а ет , то, ввиду теоремы 21 . 1 из L 5 J , /У f - ц е н т -

ральна в Г , и поэтому G — F/H^-f^ (Р^^- ^p^z • ч т о н е в о : 

Если же Л' изолирует yV , то F*C\H=1 , а это противоречит тому, 

что Р*ПН ф 1 
2 . £ 

Очевидно — некоторый £-норма

лизатор группы (г . По теореме 2 1 . 1 из Ц5П , / / либо покрывает, ли

бо изолирует 

/С , Если / / покры вает то, ввиду теоремы 2 1 . 1 

из С5Ц , К 9^-центральна в G , и поэтому G ̂ 71 9 . Проти¬ 

воречие • Если f~j изолирует то ^ ^ |̂ = / ^ теорема верна 
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в силу п .1 . 
Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 4 . 7 . 1 . П у с т ь к а ж д а я г р у п п а и з 

Ш о б л а д а е т р а з р е ш и м ы м ^ - - к о р а д и к а 

л о м , г д е - л о к а л ь н а я ф о р м а ц и я /г Z) , 

п р и ч е м 9<зс 99 и 5 2 Ж . Т о г д а ? * . 9 л о к а л ь ¬ 

н а в т о м и т о л ь к о в т о м с л у ч а е , к о г д а 

В заключение выражаю искреннюю благодарность профессору Л.А.Шемет-

кову, под руководством которого выполнена эта работа. 
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