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Центральное место в теории формаций занимают во
просы конструирования формаций. Наряду с методами 
конструирования формаций с помощью групповых функ
ций и экранов (см. главу I монографии [1], а также работы 
[2—8]), существуют методы, позволяющие с помощью 
двух формаций g и ^ конструировать третью, которую 
естественно называть формационным произведением. 
Простейший случай формационного произведения введен 
в книге Л. А. Шеметкова [1]. Известно (см. работы [5—7]) 
пять важных типов формационных произведений — фор-
мационные произведения ?-го -рода § * $©, 1 ^ i ^ 5. 
Возникает следующая задача: отыскать те значения фор
маций § и ф, для которых формация % * ^ локальна. 

Настоящая заметка посвящена решению этой задачи, 
предложенной автору Л. А. Шеметковым, для формацион
ных произведений 2-го рода. 

Предположим, что мы занимаемся изучением такого 
непустого класса групп Ц, замкнутого относительно опе
раций S, Q, Extsa, что каждая группа G из U обладает 
по крайней мере одним fy-проектором и любые два g-npo-
ектора сопряжены в G (# — локальная формация из U). 
В дальнейшем под группой мы будем всегда подразумевать 
только группу из U, под классом групп (в частности, фор
мацией) — подкласс (формацию) из U. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть % — локальная фор
мация, Jp — произвольная формация. Обозначим через 
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$ * 2© класс всех групп, в которых fy-проектор при
надлежит £). 

Если © — 0 , Tojy * 2ф = 0 . 
Очевидно, класс $ *2© — формация, которая в общем 

случае не является локальной. Отметим, что специальные 
случаи формации g * 2© изучались ранее разными авто
рами. Так в классе разрешимых групп Дёрк [8], Дарси [9], 
Бейдлеман и Макан [10] изучали формацию g * 2/ (р) 
(/ — максимальный внутренний локальный экран форма
ции g , P — простое), Блессеноль [11] — формацию 
@л*2§ и Дёрк [12] $ * 2 & в случае, когда© локальна. 
В [5—7] изучалась формация 3r*2/(i°) B классе групп 
с л (5)-разрешимым ^-корадикалом. 

Через Цл будем обозначать формацию всех я-групп 
из U. 

Локальный экран / назовем: 
1) полным, если $lpf(p) = f(p) Для каждого про

стого р; 
2) ^-замкнутым, если формация f (р) S-замкнута для 

каждого простого р. 
Все другие обозначения и определения можно найти 

в монографии Л. А. Шеметкова [1]. 
Приведем вначале без доказательства в виде трех лемм 

результаты, полученные ранее в [5, 6]. 
ЛЕММА 1. Пусть / г , /2 — максимальные внутренние 

локальные экраны соответственно формаций %х, $ 2 . 
Тогда $ г является под формацией Ту 2 в том и только в том 
случае, когда Д ^ /2. 

Напомним, что если <у — формация с максимальным 
внутренним локальным экраном /, то через /* мы обозна
чали такой локальный экран [5], что /* (р) — $ * 2f(p) 
для каждого простого р. 

ЛЕММА 2. Пусть g — формация с максимальным 
внутренним локальным экраном / . Если каждая группа 
из Ц имеет л (^)-разрешимый ^-корадикал, то справед
ливы следующие утверждения: 

1) ^-проектяр F группы G покрывает каждый /*'-цен
тральный главный фактор группы G; 

2) каждый главный фактор группы G, покрываемый 
^-проектором F группы G, является /*'-центральным. 

ЛЕММА 3. Если % — некоторая непустая формация 
и л — некоторое множество простых чисел, причем 
Ung =._-, g , то локальный экран f такой, что для каждого 
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простого f имеет место 
Г 5» если р ЕЕп, 

является максимальным внутренним локальным экраном 
формации Ujt'̂ f-

ЛЕММА 4. Если $ — локальная формация и ср — дод-
/шй локальный экран, то локальный экран ср* такой, что 
ф* (р) = $ * 2ф(р) ^ л каждого простого р, является 
полным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, ср* (/?)cz ЭЙР ф*(р). 
Пусть (?<=Э}рф*(р) и F — g-проектор группы G. 
Тогда F/F'f] Op (G) ~ FOp (G)/Ov (G) G ( p ( p ) . Так как 
^ П ° P ( G ) ^ °Р (р)' т о ^ / 0 Р ( Л е Ф (р). Но Ф — пол
ный экран. Поэтому F ЕЕ 31рф (р) — Ф (р). Отсюда 
G 6= ф* (р). Лемма доказана. 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть $ — локальная фор
мация, / — локальный экран $ . Подгруппу Я группы G 
назовем /-S-подгруппой, если Н покрывает только /-цен
тральные главные факторы группы G. 

Если § — локальная формация с максимальным внут
ренним локальным экраном/, то примерами/*-Ж-подгрупп 
(/-Ж-подгрупп) в группах с я (^)-разрешимым ^-коради-
калом являются ^-проекторы групп (соответственно 
^-нормализаторы групп). 

ЛЕММА 5. Пусть %г ^ %2 — формации с максимальны
ми внутренними локальными экранами Д, /2 соответствен
но. Пусть f — максимальный внутренний локальный экран 
формации I form ($1*21$ %)- Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) ф ^ ft г^е ф — такой локальный экран, что ф(р) = 
— & 1*2/2(7*) для каждого простого р ; 

2) если % ̂ проектор каждой группы G является ff-33-
подгруппой в G (/* — такой локальный экран, что 
ft (р) — Si*2/i(P) дЛЯ всех простых р) i = 1, 2, то 

а) / ( р ) является подформацией ф1(р), где фх(р) = 
= Up' ф(р) , ф — тот же экран, что и в 1) и р — такое 
простое, что § 2 Е /i (p); 

б) / *ч 9i u f = . 9v если S2 E / i (p) для всех простых 
р Е= я (^i), а экраны ф w фх т е же, что ^ в 1), а). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем первое утвержде
ние леммы. Предположим, что оно неверно. Тогда сущест-
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вует такое простое р, что ср (р) не содержится в / (р). 
Выберем в классе ф ( р ) \ / (р) группу G, имеющую наимень
ший порядок. Так как экран/ , ввиду теоремы 3.3 из кни
ги [1] полный, то Ор (G) = 1. Рассмотрим регулярное 
сплетение Г = PsG, где \ Р \ = р. Тогда Г = N \ G 
и N = 0.р (Г) = Fp (Г). Пусть F — ^1-преектор группы G. 
Так как G ЕЕ ф (р), то F ЕЕ /2 (/?)• Но g i э $2- Следова
тельно, по лемме 1 i'1 ЕЕ fi(p). Теперь, применяя лемму 2 
из работы [13], получаем, что подгруппа FCN (Ffl(^) = 
= FN является ^-проектором группы Г, Так как из 
теоремы 3.3 из [1] вытекает, что экран /2 полный и F/F f] 
П N ~ FN/NEE'U (р), то FN £Е 31р/а (/>) - /2 (р). Сле
довательно, Г Ег ф(/>) cz Z form ($1*2$2)- Отсюда выте
кает, что G ^ TIN (ЕЕ / (р ) . Получили противоречие. 
Утверждение 1) доказано. 

Докажем утверждение 2). Чтобы установить справед
ливость а), ввиду леммы 3 и определения формации 
/ form ($i*22f2)» достаточно показать, что $1*2$2 является 
подформацией формации Up> Ц>(р), где jo — такое простое, 
что $ 2 cz f1(p). Пусть G е $1*2?? 2 и HI К — pd-главный 
фактор группы G. Тогда GICG (HIК) ЕЕ /* (р). Следова
тельно, ^i-проектор F группы G покрывает HI К. Так как 
?V2 ^ 3 i и G1 S $1*2^2» т 0 легко видеть, что F является 
^2-проектором группы G. Поэтому по условию G/'CG (HIК) <= 
ЕЕ /* (p). Отсюда вытекает, что 

GlOp. (G)/Fp (G)IOp. (G) c~ 
^ G/Fp (G) e= fi (p) П Oi*23f8). 

Нетрудно заметить, что f*(p) f] (3*1*2^2) = Ф (/?)• Но из 
леммы 4 следует, что ф — полный экран. Следователь
но, G/Opr (G) ЕЕ ф (р), и поэтому G ЕЕ ttp> ф(р)« Итак, 
5l*2$2 £= UP' Ф(Р)-

Теперь утверждение б) вытекает непосредственно из 
лемм 1 и 3 и 1). Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА. Пусть gi» §2 ~~ локальные формации. 
Если %1'Гроектор каждой группы G из U является 
fi-33-подгруппой в G (i = 1, 2)," причем $г = и я , т о 
формация ^1*2^2 локальна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, $1 * 2S2 ^ 
с : Z form ( g t * 2 $ 2 ) . Докажем, что Z form (^x * 2^2) cz 
^ бч * 20 2- Предположим, что это не так. Выберем 
в классе / form (Л] * 27J2) ( ^1 * 2 ̂ 2) ГРУППУ 6^ 
имеющую наименьший порядок. Тогда G обладает един-
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ствениой минимальной нормальной подгруппой К, совпа
дающей с G^1*-^'). 

Пусть К является я'-группой и F — ^-проектор 
группы G. Тогда F ^ FIF [) К ЕЕ %%, и поэтому G ЕЕ 
СЕ Ъ\ * 2Э2• Получили противоречие. 

Предположим, что О^ (G) = 1. Если К — неабелева, 
то, очевидно, Со {К) = 1. Следовательно, G ЕЕ f (К), 
где / — максимальный внутренний локальный экран фор
мации / form (?5i * 2^2)- Легко видеть, что формация 
$ i обладает таким максимальным внутренним локальным 
экраном / ь что 

fgi , если р ЕЕ л, 
^ ^ 4 0 , если рЕЕя г . 

Отсюда вытекает, что За П $2 ^ $1 ^ /i (p) Д л я в с е х 

простых р ЕЕ я . Пусть г|) — максимальный внутренний 
локальный экран формации § х (П § 2 (^г р| g-2 локаль
на, ввиду леммы 3.7 из книги [1]). Тогда, применяя утвер
ждение 2) из леммы 5, имеем / (К) cz f (p) cz g x *2^2 
для некоторого простого р ЕЕ я . Но $1 * г'ФС.Р) ^ 
^ 3*1 * 2%2- Следовательно, G ЕЕ За * 2^2- Получили 
противоречие. 

Остается принять следующий случай: К — абелева 
р-группа, р е я . Так как $ i П Э2 ^ /г (р)> т о п о утвер
ждению 2) из леммы 5, следует GICQ (К) ЕЕ 3 i * о*ф (р)« 
Следовательно, F/CV ( # ) ~ /'Гг, (#)/CG< ( # ) е ^ (р)' Рас
смотрим главный ряд 

F o ^ F E D ^ E D . . . Z D n — ^ П K D ^ O . . O F t = l (*) 

группы F. На участке F 'ZD - - -~Z)F [~] К все факторы 
ряда (*) ($ х П Й 2 ) " Ц е н т Р а л ь н ы ' т а к к а к ^ / ^ П ^- — 
~ FK/K ЕЕ S i П 3 v Легко видеть, что CF (К) 'ЕЕ 
cz C F (Fi-i/Ft), i = к, к -f- 1, . . ., £. Следовательно, 
F / C F ( F i V ^ ) e ^ ( p ) . Итак, ^ЕЕЙТ! П$2<=Й2> и по
этому G ЕЕ 31 * 2$2- Получили противоречие. Теорема 
доказана. 

С л е д с т в и е 1. Пусть $г — локальная формация 
(/. = 1, 2). Яс^иг каждая группа из Ц имеет я ($?-)-ряз-
решимый $Гкорадикал, причем $ г = U^, ^ ° 3 i * 2S2 ~~ 
локальная формация. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 2 каждый 
З^-проектор группы из U является /* -^-подгруппой этой 
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г р у п п ы (/ = 1, 2) . Теперь g x * 2 # 2 л о к а л ь н а по дока
занной теореме. 

Из следствия 1 легко вытекает следующий известный 
результат Б л е с с е н о л я , доказанный другими методами. 

С л е д с т в и е 2 (Блессеноль [11]). Пусть U • = (5, 
% — локальная формация. Если Н — п-холловская под
группа группы G и Н/Н П Ф (G) Ег $» то Н (==1.%. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 15.2 книги [1] 
множество всех ©^-проекторов группы G и множество всех 
г . -холловских подгрупп группы G совпадают. Т а к к а к 
ЦФ (С)/Ф (G) ~ Н/Н П Ф (G) Е^ ГУ, ТО С |Ф (G) ЕЕ © л * 
* 2 $ . Н о по теореме 4 .2 из монографии [1] и следствию 1 
вытекает , что формация © л * 2 5 насыщенная . Следователь
н о , С Е @ Я * 2 3 , И поэтому Я £ $ . 

Витебский государственный Поступило 
педагогический институт 9.VI 1.1982 
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