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Большинство известных результатов, полученных в теории фор­
маций конечных групп, посвящено изучению локальных формаций 
(см. монографию [1] и [2]). В связи с этим автору профессором 
Л. А. Шеметковым была предложена двойственная задача — задача 
нахождения и исследования объектов-аналогов локальным форма-
циям в теории классов Фиттинга — классов конечных групп, наслед­
ственных относительно нормальных подгрупп и их произведений; 
Первоначальные попытки определения разрешимых локальных клас­
сов Фиттинга (хотя и различные) можно найти в работах Дарси [3] 
и Хартли [4J в связи с изучением свойств инъекторов. Используя 
понятие локальной групповой функции, введенное Л. А. Шеметко­
вым [1]? первые результаты, относящиеся к построению и исследо­
ванию локальных классов Фиттинга, были получены автором [5, 6]. 
Оказалось, что локальными классами Фиттинга являются многие 
известные классы групп. В частности, [5, 6] установлено, что при­
мерами локальных классов Фиттинга являются наследственные клас­
сы групп: 31, ®, ®я, @я@д'. В настоящей работе удалось выделить об­
ширное множество локальных классов Фиттинга. А именно, дока­
зана 

ТЕОРЕМА. Каждый непустой разрешимый наследственный класс 
Фиттинга является локальным. 

Пусть g и $ —классы Фиттинга. Тогда их произведение 8ф — 
класс всех групп G таких, что G/G^ еф, где G% — 8-радикал группы 
G [2]. 

Хорошо известно, что произведение классов Фиттинга ассоциа­
тивно [7]. 

Если существует такая локальная групповая функция / [1], что 
/(р) —класс Фиттинга для всех простых р, то класс Фиттинга % на­
зовем локальным (см. [6]) в случае, когда 8?=®я<3)П 
'"и*%ел<$)/(р)Яр®р')- При этом / будем называть радикальной функ­
цией класса %. Если я = 0 , то будем полагать ©0=@. В других обо­
значениях и определениях мы следуем монографии Л. А. Шеметкова 
(1] и книге [2]. Во всех случаях рассматриваются только конечные 
группы, в теореме — конечные разрешимые группы. 
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ЛЕММА 1. Если % — класс Фиттинга и {&|ё^/} - некоторое 
множество классов Фиттинга, то 

Доказательство леммы осуществляется непосредственной провер­
кой. 

Произведение классов Фиттинга Щ назовем локальным, если 
Щ — локальный класс Фиттинга. 

гТЕММА 2. Пусть я, о> — некоторые множества простых чисел и 
$=®п, $=®w. Тогда произведение классов Фиттинга 3$ локально < 
радикальной функцией / такой, что 

t/ % J8& если р^ь), 
1 gf. если рЕл\о>. 

в частности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть 5W — класс Фиттинга с радикальной 
функцией /, описанной выше, и о=лио). Тогда ЗЯ==®0П(Прео/(р)'-
•ШР®Р'). Учитывая определение функции /, получаем 

®1=@оП ( П Р 6 Д в Д ' ) П (Пр е я^в явР0 •• 
Но тогда по лемме 1 

а»=®оП®я®Ж;П®л®л\«®(п\», • = ®вП®я®« (®„. П®<я^, •). 
Следовательно, снова применяя лемму 1, мы получаем равенство: 

sro=@0n®,©w@o. = ® я ® в в а д . 
Лемма доказана. 
Следуя Л. А. Шеметкову (1), введем частичный порядок на мно­

жестве О радикальных функций следующим образом: Д<Л тогда и 
только тогда, когда Д(р)е/<(р) для всех простых р(Д, /i^Q). 

ЛЕММА 3. Пересечение любого непустого множества локальных 
классов Фиттинга — локальный класс Фиттинга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Й»=П,е/5г, где 5, - класс Фиттинга с 
радикальной функцией /,, i e / . Построим групповую функцию /— 
= П<е/Д..Так как для всякого i&I и любой группы G¥=l имеет место 
равенство А(С)=Прея(а)/<(р), то 

/(0=П<е|(ЛРА(р))=Пр(П<е1ЛЫ)=Пр/(р) 
для всех простых pe=n(G). Следовательно, /-радикальная функция. 
Покажем, что / определяет локально 5. Пусть я==я(8) и 

Ю=®„П(ПрбЯ/(р)Яр®р.). 

Так как ./</< для любого «W, то, очевидно, SM^g, Пусть G — группа 
из 8. Тогда G/G,. <P)eStp®p. для каждого te/, />^я. Следовательно, 
G/n,.slG, |Р)-е»р®р.. Но n l6 lGw ,P,=*G,<P). Итак, Ge=/(p)9tp®p. для всех 
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простых р ^ я . Кроме того, Ge@n. Следовательно, &«=@ЛП 
П(Првя/(р)3»рвр')=аЯ. 

Лемма доказана. 
Следующая лемма дает один из методов построения локальных 

произведений классов Фиттинга и представляет самостоятельный 
интерес. 

ЛЕММА 4. Каждое конечное произведение классов Фиттинга 
5=П,-1- &t(tt̂ 2), где 5;~<1Ц. . для некоторого множества про­
стых чисел я» является локальным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем лемму индукцией по числу со­
множителей п. Для п = 2 утверждение верно по лемме 2. 

Предположим, что п>2 и все произведения длины, меньшей п< 
локальны. Пусть $ = П ""*$;• Тогда, учитывая свойство ассоциа­
тивности умножения классов Фиттинга (см. лемму 1 [5]) и лемму 2, 
мы получаем, что 

«=*(8«-.8n)=*(eane„eee„-ne„e„we („W) .), 
где лм-1=л, Яп=<1), O=HU(O. Следовательно, по лемме 1 5=$®*^ 
ПЗР©<л©«'ПЗР©ячо,©(я\<о>', где Х=$®л. Но ф©0 произведение длины п~\ 
и поэтому оно локально по индукции, а произведения £<3Ш®<** и 
1®я\о>©ж\и>)' локальны по следствию 2 теоремы [6] . Следовательно. 
5 — локальное произведение по лемме 3. 

Лемма доказана. 
Через Fit3? обозначают [5J класс Фиттинга, порожденный мно­

жеством групп X. Следуя [1], радикальную функцию / класса g на­
зовем внутренней, если f(p)^%, и полной в случае, когда / (р) = 
^КР)^Р для всех простых р. 

ЛЕММА 5. Справедливы следующие утверждения: 
1) каждый локальный класс Фиттинга g обладает единственной 

минимальной полной радикальной функцией f такой, что для каж­
дого простого /?^л(5) имеет место равенство 

f{p)=Fit{Gez$\G*PS*H*p*p(Hez%))*p; 

2) если S, ф — классы Фиттинга с минимальными полными ради­
кальными функциями /, h соответственно, то 5—Ф # том и только в 
том случае, когда f^h. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Q — множество всех полных ради 
кальных функций локального класса Фиттинга 8. Очевидно, Я=£0. 
Пусть ф - произвольный элемент из й. Тогда ??=©„,;$, П!(̂ ре*<**>Ф(Р)' 
*Кр®р ). Обозначим через ф(р) множество групп 

{Geg |G*PS#*pV ( t f e g ) }, ре=п(%). 

Если Ge=q>(p), то G^p^H^p®?' ДЛЯ некоторой группы Н^. Так как 
#e=g, то G*p^H*p*p'ez$(P). и поэтому Gst|)(p)»p=i|)(p)\ Итак, для 
каждого простого р ^ я ( 8 ) имеет место включение ф(р)—ф(р). Сле~ 
довательно, / (p) = (Fitф(р))9*р^(ЕЦif(р))5*Р=ф(р) для всех р из, 
л (5) . Значит, / < ф и 

9Я=в„1^ )П(П |№Я(55 )/(р)»рврОе8. 



Докажем, что g^3K. Пусть Xez%t Так как по лемме 1 [51 
{Х*г)*р=Х***р ( р е я ( 8 ) ) , то Х&?'^Ц)(р)Щ(р). Следовательно, Х& 
е/(р)9*р®р<для всех простых />ед(§) . Кроме того, Х^®п{^}. Значит, 

2) Если f^h, то, очевидно, S—Ф- Пусть §^ф. Но тогда по утверж­
дению 1) ввиду определения операции Fit получаем непосредственно 

Лемма доказана. 
Любое множество {5,-|fe/} локальных классов Фиттинга будем 

считать частично упорядоченным с отношением порядка ^ . 
ЛЕММА 6. Объединение любой непустой цепи локальных клас­

сов Фиттинга — локальный класс Фиттинга. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {5»|*е/} — некоторая цепь локаль­

ных классов Фиттинга и 8=U t e jSt. Очевидно, 5 — класс Фиттинга. 
Докажем, что класс 5 локален. По лемме 5 для каждого г'е/ класс 
Фиттинга 5» обладает единственной минимальной полной радикаль­
ной функцией fu Пусть Q = { / t | f e / } — цепь таких функций и / = 
= U t s // t. Вначале установим, что / — радикальная функция. Очевид-
но> f(p) ~~ класс Фиттинга для всех простых р. Покажем, что для 
любой группы G¥=i имеет место равенство f(G)=Opf(p), где р про­
бегает все простые делители из n(G). Так как / (G)=U i G j / i (G) и для 
любого i e / и p^n(G) справедливо /»(С)=ПР /Др), то f(G)^(]pf(p). 
Проверим справедливость обратного включения. Пусть \G\ = 
=*р№ • • • рк** и АГеПр(и,в1/,(р)). Тогда Хе(и | 6 / /*(рО)П 
П ( и 1 е / / 1 ( р 2 ) ) П . . . П ( и г е / / 1 Ы ) . Следовательно, Xe/ t . (р1)П/12(р2)П . . . 
• • • ̂ fin(Ph) Для некоторых i„ i2, . . . , ^ е / . Без ограничения общности, 
можно считать, что/ , ,< / 1 г < . . . </,-fc. Значит, X^fik(pl)(]fik(p2)()... 
• • • ПАЛ (Р*). Следовательно, XeDp/ t j£ (p)^U i e J(f lp/1(p)) . Итак, 
f lp/(p)^/(G) и / —радикальная функция. Остается выяснить, что 
/ — радикальная функция класса §. Пусть 9Л=@Я(£) П(Прея(с5:)/(р)Х 
ХЯрврО- Так как / ^ / , то §^9Л. Пусть L - г р у п п а из 2Й. Тогда 
Lmp®p-e=f(p) для всех простых p e j t ( g ) . Но / (р )=и , е 1 Д(р) . Следова­
тельно, существует такое i /e / , что L ^ ^ e / ^ (p) для всех простых 
р е я (5) . Значит, t £ П рел($.)/ге(Р)91р®Р'- Так как Le© n ( g f } , то 
Le© J t (5 i m ) для некоторого t m e / . Из того, что &1П и 5 t / элементы 
цепи, следует, что либо g l m s g i p либо g i t s f o m . Но тогда либо 
Фп (gfim) С. ©я (3fi|f)v либо в я ( 3 ? . в ) С в Я ( ^ т ) э и по лемме 5 либо 
fim^fip либо fiL^fim. В каждом из этих случаев легко видеть, что 
L e g . Итак, 2R=g. 

Лемма доказана. 
В дальнейшем для доказательства теоремы будем использовать 

понятие разрешимой примитивной насыщенной формации [8] , кото­
рое мы напомним. Пусть У0 семейство формаций, состоящее из фор­
маций 0, @, ®. Для всякого t > 0 определяют семейство формаций 
У{ индуктивно следующим образом: %^У\ в том и только в том слу­
чае, если либо $^Ух-и либо g —формация с локальным экраном / 
таким, что f(p)*=yi-i для всех простых р. Пусть ^ — семейство всех 
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таких формаций 5, что 8=11$,-, где gjeU^,- и 8f,-s8fJ+i. Формацию Р 
называют примитивной, если §)е^~-

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Пусть 5 — разрешимый наследст­
венный класс Фиттинга. Тогда по теореме 1.1 [9] S является фор­
мацией. Но всякая наследственная радикальная формация по теоре­
мам 1 и 4 [8] является примитивной насыщенной. Относительно 8 
теперь представляются две возможности: 

1. ĝ SR* для некоторого натурального /с, т. е. 5 имеет ограничен­
ную нильпотентную длину. В этом случае по лемме 2.3 [10] 8 = 
= n£L1g„ причем каждый класс Фиттинга 8f,- является произведени­
ем классов Фиттинга конечной длины вида ©яи @я2* • • • ? ®яп» Щ® 
Пи я2, . . . , лп — некоторые множества простых чисел. Следовательно, 
по лемме 4 3?t — локальный класс Фиттинга для любого te/ и поэто­
му по лемме 3 5 — локальный. 

2. Нильпотентная длина % неограничена. Пусть 5»=5П91\ где i> 
> 1 . Легко видеть, что 8* наследственный класс Фиттинга ограничен­
ной нильпотентной длины для каждого i>i. Следовательно, g ло­
кальный класс Фиттинга для всех г^И по случаю 1. Но тогда § = 
= 1 ) ^ 8 * —объединение цепи локальных классов Фиттинга и по лем­
ме 6 класс Фиттинга 5 локален. 

Теорема доказана. 
С л е д с т в и е 1. Если 8, § —непустые разрешимые наследствен­

ные классы Фиттинга, то их произведение g$ и пересечение 3?Пф ло­
кальны. 

Важное место в исследованиях разрешимых классов Фиттинга 
занимает проблема описания классов Фиттинга, удовлетворяющих 
условию Локетта, S*=g*fl®#, где Й*=П{3?|$*=8*}, @* — минималь 
ный нормальный класс Фиттинга и S*={Ge©| (GxG)g— 
= (G%XG%)<g, g'^lg^G) (см., например, [10]). В [6] было уста­
новлено, что каждый разрешимый локальный класс Фиттинга g^Sft — 
класс Фиттинга с условием Локетта. Нетрудно показать аналогич­
ными, как и в [6] рассуждениями, что произвольный разрешимый 
локальный класс — класс Фиттинга с условием Локетта. Поэтому, 
учитывая этот факт и доказанную теорему, мы получаем конкрети­
зацию основных результатов [6] как 

С л е д с т в и е 2. Каждый непустой разрешимый наследственный 
класс Фиттинга — класс Фиттинга с условием Локетта. 

С л е д с т в и е 3. Если {g,|fe/} — множество непустых разреши­
мых наследственных классов Фиттинга, то 5 = 0 ^ ^ — класс Фиттин­
га с условием Локетта. 

Из следствия 2 вытекает положительное решение вопроса 8.30 
из [11] для случая наследственных классов Фиттинга. 

Первоначально определение разрешимых локальных классов Фит­
тинга было предложено Б. Хартли [3] как классов вида Пр/(/>)®Р'31р, 
где / — некоторая радикальная функция. Однако уже для g=9tp©P 
в 4.2 [3] доказано, что § наследственный класс Фиттинга и не явля­
ется локальным в смысле такого определения. Этих недостатков нам 
удалось избежать: понятно, что каждый локальный класс Фиттинга 



в смысле определения Хартли является локальным в смысле опре­
деления, которое мы рассматриваем. В частности, произведения 
$У=Яр@р' и ф=©р'9*р локальны по лемме 2. 

В заключение отметим, что результат, двойственный доказанной 
теореме в теории формаций конечных групп, неверен: например, раз­
решимые формации Я, Яй наследственны, но нелокальны (см. [7]) 
Доказанная теорема в общем случае не допускает обращения: если 
£ — разрешимый ненаследственный класс Фиттинга, то легко видеть, 
что произведение Ш — локальный, но ненаследованный класс Фит­
тинга. 

Витебский государственный Поступило 
педагогический институт 19.10.89 
им. С. М. Кирова 
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