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двух экспонент с сопряженными показателями
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Для системы функций ,£^ а Ь‘^ ~ } ,гд е  а  и Ъ  — действительные числа, изучаются асгшптотические свойст

ва диагональных аппроксимаций Эрмита-П аде  ji'T?,, 2„ ( 2 у ^ а+Ь,'>̂ ')> 2„ ( z ,  . В частности, для любого ком

плексного числа Z найдены асимптотики поведения разност ей — K ^n 2n ( z ,  np U j  =  ]y2  ■ Полученные

результаты дополняют исследования Эрмита, Ладе, Д. Браесса, А. И. Аптекарева, А.П, Старовойтова, относящиеся к 
изучению сходимости аппроксимаций Эрмита -Паде для системы экспонент.
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We study the asym ptotic p roperties o f  diagonal H erm ite-P ade approxim ants ( z ,  ê a+b'  ̂), Jt̂ n 2n (2, e(n ) j fo r

the system o f  functions ,e (a~bl̂ }  , where a and b are real numbers. In particular, we determ ine asym ptotic behavior

of differences ~  m{ z , e ^ a±b‘^ )  f o r  j  =  1 ,2  f o  r any complex num ber Z . The obtained results supplement research

of Hermite, Pade, D. Braess, A.I. A ptekarev and A.P. Starovoitov dealing with study o f  the cowergence o f  H ernnte-Pade  
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Введение. В данной статье исследуется асим
птотика диагональных аппроксимаций Эрмита- 
Паде системы экспонент {е,а+ь‘):, е,'7"Ы) }, где а и 
b -  действительные числа. Впервые такие аппрок
симации для системы |l ,e z,...,efeJ рассматривал
Ш, Эрмит [1] при доказательстве трансцендентно
сти числа е. С помощью аналогичных конструкций 
Ф. Линдеман доказал, что натуральный логарифм 
любого алгебраического числа, отличного от 0 и 1, 
есть число трансцендентное. Отсюда и вытекает 
трансцендентность числа к, а значит и решение 
задачи о квадратуре круга [2].

Рассмотрим набор голоморфных в нуле функ
ций

=  =  ( 1 )
к- 0
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Зафиксируем произвольные целые неотрица
тельные числа п, mi, т2,... тг. По определению
полагаем т = т,, п, = п + т — т .
j  - 1, 2,..., г . Известно [3], что при j  = 1, 2...., г
существуют такие многочлены Qm (z ) , PJ ( z ) ,

de.gQm < т , degPJ < п/ , для которых

К т ( Z )  = Qm (z ) f; (z) -  Р^ (z) = 0(z"+m+1). (2) 

При г >2 дроби

< ■ ( * ) = < „ ( * ; / ; ) = Н, ( * ) /& ( * ) .
у — 1, 2,..., г , определенные условиями (2), нахо
дятся, вообще говоря, неоднозначно. В случае 
единственности множества {^„ ,(2)}%і его элс~ 
менты называют аппроксимациями Эрмита-Паде
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для системы функций (1). Единственность имеет 
место для системы экспонент f j  (г) = е ' , 

j  -  1, 2,..., г , где -  различные комплекс
ные числа [3]. Этот факт установлен Ш. Эрмитом 
[1]. При тг = т 2 =... = тг - п  аппроксимации

Эрмита-Паде (z :/ \  ) называются диаго
нальными.

К. Малер [4-5] использовал аппроксимации 
Эрмита-Паде для получения количественной 
оценки меры трансцендентности некоторых чи
сел. Е.М. Никишиным была поставлена задача об 
исследовании сходимости таких аппроксимаций 
для произвольной системы экспонент. Решение 
этой задачи было получено А.И. Аптекаревым 
[6], который доказал, что при различных ком
плексных числах k j

Л  {
./ = 1,2 , . . . ,  г

J , XjZ ч
ных аппроксимаций Эрмита-Паде Кгпл\% \е ) 

в случае, когда Л; ~ действительные либо чисто
мнимые числа. В данной статье рассматривается 
система из двух экспонент с комплексно
сопряженными показателями. В этом случае ме
тод Лапласа не работает. При исследовании бу
дем опираться на метод перевала.

Основные результаты. Будем считать, что а 
и b — произвольные действительные числа. Оп
ределим следующие функции:

(p{z) = z(z -  а + bi)(z - a -  bi),
<рх (z) = z(z  + а — ib)(z + а + ib),

S ( z ) -  In (p{z)

Sx(z) = ln (px( z \

n + m —>+oo n Jn m{z\e  ) сходится равномер- где In (p{~) главная ветвь логарифма, i.e.
} _

но на компактах С к е ‘л . В [6], в частности, ус
тановлено, что

, w ,  [ S ' j - A mj и , ,  Л  iQm (z) = ехр^------- z H l + Ol
n + m

и приводятся явные формулы

n + m , (3)

П+ГП-rt г
a „ o o = - — -  Г  [ х " П ( х - л г  v :xdx,

(и -f /к)!*0 “
Aj2 П+Я1+1 г

р ’, ( z ) = — т  Г Іх’ П с * - л г  К " * .у (n + m)i -Ч-
kjZ п+т+і д г

к . м ) = . ‘  ■ м 1 ' [ * " П , л - ;‘ г(п + т)1 J0 i=i
где Qm ( z ) , PJ (z) -  соответственно знаменатель

и числитель 7TJn m( z \ e Xr ) . Интегралы в (4) приня
то называть интегралами Эрмита.

Заметим, что в последнее время интерес к ап
проксимациям Эрмита- Паде значительно возрос 
[7-9]. Кроме традиционных приложений в тео
рии аппроксимаций аналитических функций и 
диофантовых приближениях, они используются в 
исследованиях алгебраической природы матема
тических констант [7], в спектральной теории 
некоторых классов операторов [9], теории рас
сеяния [9] и решении дифференциальных урав
нений.

В работах [10 11] с помощью метода Лапласа 
исследуется асимптотика поведения диагональ-

ln (p{z) = ln\(p(z)\ + i arg0 (p(z) 

и arg0 <p(z) e  {-ж-, л ] .

Рассмотрим несколько кривых:

yx = {z = y i : >’6 [0; b]}, 
y2 - { z ~ b i  + x \x e .  [0; a]}, 

yi = {z = -b i  + x : j e [ 0 ;  a]}.

Легко проверить, что max Rc-S'(z) и
72

(4) max Re S, (z) достигаются в точках z2 -  bi и
Гі

z^ = —bi соответственно. A max Re S ( z ) .
Y\

max Re Sx (z) достигаются в точке

z ’ = 7 (8 л /3 -1 2 ) /3 |Ь |і \  когда выполнено усло

вие а2 = (7  —4л/з)й2 , в противном случае дости
гаются в то чке z2.

Сформулируем основной результат работы. 
Теорема. Пусть | е (л+&>~, e(a~b,):: j -  набор из 

двух экспонент с действительными числами а и 
b, a {/r]2ti 2n(z), ?rll ?J z ) }  -  соответствующие

этому набору аппроксимации Эрмита-Паде. и 
тх = т2 — п , и, = п2 = 2п . Тогда при п —> -Н»

для любого комплексного числа |zj < М  справео- 
ливы асимптотические равенства

30



Весник ВДУ. -  2014. -  № 2(80)

„<«+Ы)г _  _1

,(o+ bi)z  ^З м+ І

(Ъп)\п

Xl ? p ) ^ (Zl*)e :’’+? ^ ) ' ?’"(Z2*)e"=;= Іе20;̂ 1 + О«>’

^ i 0 i - < 2„ W  =

(Зл)!«

V S , ( z , )  S ( z 3)
e2“'3(l + 0(I)),

если : (7 -4л /з ' )Ь2

* № - < 2„ 0 Ф

2e(a+bi>zz 3”+1

(3 n)\nS'(z2)

e (‘~W1' - < 2 „ ( * )  =

q>n(z*2)e~v elaz!\ \  + 0(\)),

(Ъп)\п

It' l l  J Z ) ,  7 t \n,2 n (^)} — соответствующие
набору аппроксимации Эрмита Паде, и 
щ = т2 = п , п{ = п2 = 2п . Тогда при п —» +°°

для любого комплексного числа |z| < М

<-% _Зл+1 ? ? + ! / / >  . « \ л2 z  а (2 + ш)
у —- е 5аг/3 (1 +  0 ( 1 ) ) ,

(Зи)!(2 + 4ш - й ' ) и

=  2 ( - l ) " +1 z 3"+1a ”"1 ( ш  -  2)""-1 л5аг 

(Зя)! (2 + 4 ia — а 2)п
е5* '3 (1 + 0(1)).

Для доказательства следствия достаточно за
метить, что при Ь = 1, z* = i, г* = - І  и выпол
нении условий верны следующие равенства:

S(z*2) = ln(2a + ia), S \ z 2) = ■ а2/ + 4 а_ 2 г

Sl(z’2) - l n ( a 2i - 2 a ) ,  Sx (z ,2)-

a ( a - 2 i)  
2i + 4a — ia2 

2 ia + a 2

5(z*) = ln(2a - a2i), S '(z3‘) = -
2i + 4 a - i a 2

2 ia + a
Следствие 2. Пусть {e<1+2,)% e(1~2,)z] -  набор

из двух экспонент, а \ я \ п 2„(2)> Щп 2«(z )] ~ со~
ответствующие этому набору аппроксимации 
Эрмита-Паде, и mt m , п , и, = п2 = 2п . То
гда при п —> +°° для любого колтлексного числа 
\z\ < М

M+2i)z

лй + 2  _ З л + 1 /у | , ;\П+12 z (4 + 0  5г/3
е  (1 +  0 ( 1 ) ) ,

( - 1) 2

(Згі)\(7 + &i)n

е " - ™ )
ti+1 /-iw-i-2 Ъп+\ /  * л\п-іг1

■e5z/3 (1 + 0(1)).

х| ЬгЧ<Р>"(г> *  V 2a2/3(i + 0 (i)),
, S | ( 2 2) J

«’лм а 2 Ф (7 — 4уІЗ)Ь2 .
Здесь и далее М  ~ фиксированное поло

жительное число.
Следствие 1. Пусть {efi!+i)z, е(л̂ )г] -  набор 

из двух экспонент и а 1 Ф (7 -  4 а / 3 ) 6 2 , а

(Зп)\(7 + 8i)n

Для доказательства следствия достаточно вы
числить значения функций в точках z \ = 2i,

z3 = - 2 i :

5 (г2‘) = /л(8 + 2і), S '(z*):
7 + 8/
8 + 2i

этому
51(z2*) = /n (2 /-8 ), =

5(z,*) =  /n( 8 - 2 0 ,  5 /(г ;> =  ^ ^ .
2 г - 8

Доказательство теоремы. Для иссле-дования 
асимптотики интегралов (4) будем применять 
метод перевала [12]. Приведем без доказательст
ва необходимый в дальнейшем результат.

Будем рассматривать интегралы вида
F (A ) = \ f ( z ) e ^ z)dz,

7

где у  -  конечная кривая и функции /  (z ) , S(z) 
регулярны в некоторой области D, содержащей 
контур у. Нас интересует асимптотика функции
F(JL), при Л —»+°о, когда m axR e5 '(z) дости-

zey

гается на конце кривой у . Тогда верно следую
щее утверждение.

Утверждение 1 (метод перевала). Пусть у
конечная кривая и функции f ( z ) ,  S (z )  регуляр
ны в некоторой области D, содержащей контур
у . Если m axR e5 '(z) достигается только в на-

:<=/
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чальной точке z0 контура у  и S '(z t)) Ф 0 , то при 
Л —> +°° главный член асимптотики имеет

F №  = ■"і І Г \ е* Ы  1/ ( г ») + 0(1 •'Л)1 ■-X S (z0)
Перейдем непосредственно к доказательству 

теоремы.
Из (4) следует, что

К , 2 П =
(o-tbr)r Зи+1 <з+Ь;

j  x n(x — a + bi)n( x - a ~ b i ) ne~zxdx. 
(Зи)! о

В этом интеграле представим кривую интегриро
вания в виде двух отрезков. Тогда получим, что

К,2„ =
^ {a + b i)z ^

(Зи)!
| х п(х - а  + bi)n ( х - а -  bi)ne z:d x-

g { a + b i ) z a + b i

(3 я)!
J  x"(х~а + ЫУ(х — а —ЫУе~ас1х. (5)

Введем новые обозначения
VI

l \  {z ) = J  x 1 (x  — a + bi)" (x -a -~  bi)n e~2Xdx? (6)
о

<3+6;
l \ (z) = J  x”( x - a  + ЫУ( x - a -  bi)ne~:xdx. (7)

ы
Рассмотрим интеграл (6) и найдем его асим

птотику с помощью метода перевала. Для этого 
преобразуем (6) к следующему виду:

A4z) = j g ~ z x g n b i ( x { x - a - b i ) ( x - a + b i ) )

Интегрирование будем проводить по отрезку
Ух = = у і--у*  [0; b]\

Предположим, что а2 = (7 - 4^[Ъ)Ь2. Тогда 
максимум на ух функции Re S (z)  достигается в

точке z* = -1 2 ) / 3 |б| / .  Представим инте
грал (6) в виде суммы двух интегралов

Ы

I[(z) = J  e-zxe”s<x)dx+ J  e-zxenS{x)dx.

Из утверждения 1 следует, что в предыдущем 
равенстве два интеграла равны. Следовательно, 
исходный интеграл (6) равен

А1 (г )  = - - ^ ^ ( z , V ^ ( l  + О Д ) . (8)nS  (z ,)

Если а2 Ф (7 -  4а/3)Ь2 , то не трудно прове
рить, что m axR eS (z) достигается в точке z*2.

п
Применяя утверждение 1 к интегралу (6), полу
чим

J!(z)  = - — J-^-<pn(z*2) e :;:(l + 0( l ) ) .  (9)
ПЬ \%2 )

Найдем асимптотику интеграла (7). Приведем 
данный интеграл к следующему виду:

а+Ы

I l2(z )=  J  e~2xe n8(x)dx ,

где интегрировать будем но отрезку 
у2 = {z = bi + х : х  е [0; а ]}. Тогда для любых зна

чений а и b maxRe,S\z) достигается в точке г*.
Гг

Применяя утверждение 1 непосредственно к по
следнему интегралу, получим

Ф )  = - - - ^ - ^ > ^ 0  + 0(1)). (Ю)
nS  (г2)

Подставляя (8), (9) и (10) в (5), пользуясь при 
этом известным фактом, что
Q2n (z)  = e"2az/3 (1 + 0(1)), найдем асимптотику

разности e(a+ht)z - ^ „ j2„(z).
Перейдем к нахождению асимптотики разно

сти e(a~b,)z -  к \п 2„ (z ) . Из (4) постучим

R'п,2п

|  х ”( х - а  + Ы)п(х — а -  ЫУ е ^dx.
(3 я)! 0

Преобразуем данное равенство к следующему 
виду:

A a - h i ) z  Зи+1 ~bi
в  Z

(Зя)!
J х” (х - а  + ЫУ ( х - а -  Ы)" е dx +

4- -

^ ( a ~ b i ) z  a - b i

f х п(х -а + Ь і)"  ( х - а - Ы У  е а dx.
(3 и)! І

( И )

Введем следующие обозначения:

ы
/ 12(z )=  J  х н(х — а + Ы У (х -а -Ы У е ~ ІХ(іх, (12)

о
a -bi

l \ ( z )  — I  х п{ х - a + bi)'1 ( х - а - Ы ) " е 'dx. (13)

32
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Найдем асимптотику интеграла (12). Предста
вим данный интеграл в виде:

ы
I 2 (z) = (-1)"+1 J ezxe”s'{x)dx.

0

Применим к последнему интегралу метод пере
вала, считая, что кривой интегрирования являет
ся у  = {z = y i : у  е  [0; 6]}. Поступая аналогич
но, как при нахождении интеграла (6), при 
а2 = (7 — 4>/3 )Ь2 получим

/,! ( 2 ) = ^ 2 - Я - ( г ; у ' ' ( 1  + 0 (  1». (14)
n S f a )

В противном случае, если а2 Ф (7 -  4л/з)Ь2 ,

( г )  =  « "  ^  0  +  0 ( 1 ) ) -  ( 1 5 )nS ,(z2)

Рассмотрим интеграл (13). Приведем данный 
интеграл к следующему виду:

a—bi

722 ( z ) =  j  e zxe nSM d x ,
- b i

где будем интегрировать по отрезку 
/ } = {z = - 6 г + х : л е [0; а ]} . Тогда для любых 
значений а и b max Re S (z) достигается в точ-

Гз

ке z*. Применяя утверждение 1 к последнему 
интегралу, получим

А  (*) - ( * > " *  (1 + 0(1)). (16)nS (z3)

Подставляя (14), (15) и (16) в (11), учитывая, 
что Qln(z) = е~2а'1Ъ(1 + 0(1)), получим асимптоти
ку разности е(а~М): - 7rln2n(z,е{а~ы)̂ ) . Теорема 
доказана.
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