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В В Е Д Е Н И Е 

 

Настоящее учебное издание является продолжением 

опубликованных ранее  учебных изданий «Математический 

анализ. Введение в анализ. Производная», «Математический 

анализ. Применение дифференциального исчисления. Инте-

гральное исчисление функции одной переменной», «Матема-

тический анализ. Дифференциальное и интегральное исчис-

ление функции нескольких переменных» и предназначено 

для студентов очного и  заочного отделений математического 

факультета.  В этой части содержится теоретический матери-

ал, который обычно изучается в курсе математического ана-

лиза на втором курсе очного отделения специальности «При-

кладная математика», а также в курсе «Дополнительные гла-

вы математического анализа», изучаемого студентами заоч-

ного и очного отделений, обучающихся по специальности 

«Математика. Информатика». Методическое пособие вклю-

чает в себя следующие разделы: «Векторная функция», «По-

нятие поверхности в пространстве», «Поверхностные инте-

гралы первого  и второго рода», «Скалярные и векторные по-

ля». Курс лекций написан в соответствии с учебной про-

граммой по математическому анализу для специальности 1-

31 03 07 «Прикладная математика» и учебной программой по 

курсу «Дополнительные главы математического анализа» для 

специальности 1-02 05 03-02 «Математика. Информатика». 

Материал излагается в простой, доступной для самостоятель-

ного изучения форме. Приводится большое количество при-

меров, которые способствуют более основательному, осмыс-

ленному изучению теоретического материала. 

В конце данного издания приведен список основной и 

дополнительной литературы, необходимой для изучения вы-

шеназванных разделов  математического анализа.  Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ
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I. ВЕКТОРНАЯ ФУНКЦИЯ 

1.1. Понятие векторной функции одной переменной 

Введем понятие векторной функции одной переменной.  

Определение 1.1 Если каждой точке t из интервала T  R
1
 ста-

вится в соответствие некоторый вектор r


(x(t), y(t)) на плоскости 

(или вектор r


(x(t), y(t), z(t)) в пространстве), то говорят, что на ин-

тервале T задана векторная функция r


(t). 

При этом интервал T называют областью определения функции 

r


(t). Вектор r


(t0), соответствующий конкретной точке t0T , будем 

называть значением векторной функции r


(t) в точке  t0. Совокуп-

ность значений функции r


(t) во всех точках интервала T будем назы-

вать множеством значений функции r


(t). 

Рассмотрим векторную функцию 

r


(t). Пусть начала всех векторов  r


(t), 

t  T выходят из точки О (0, 0). Тогда 

геометрическое место точек, которое 

опишут концы этих векторов, называет-

ся годографом векторной функции r


(t).  

Годограф векторной функции 

r


(t) = r


(x(t), y(t)) представляет некото-

рую линию на плоскости (рис. 1). Годо-

граф векторной функции r


(t) = r


(x(t), y(t), z(t)) –  линия в пространстве. 

Определение 1.2. Вектор b


называется пределом векторной 

функции r


(t) в точке а, если для любого действительного числа   > 0 

существует такое  действительного числа   > 0, что для всех t, удов-

летворяющих неравенству 0 < |t – a| < , выполняется неравенство 

                                        | r


(t) – b


| < . (1.1) 

Обозначение: )(lim tr
at




 = b


. 

Теорема 1.1. Для того, чтобы векторная функция 

r


(t) = r


(x(t), y(t), z(t)) имела предел b


(b1,  b2, b3) в точке а, необходи-

мо и достаточно, чтобы существовали следующие пределы: 

            1)(lim btx
at




,     2)(lim bty
at




,   3)(lim btz
at




. (1.2) 

Доказательство.  

Необходимость. Пусть )(lim tr
at




 = b


, тогда, по определению 1.2, 

для любого действительного числа   > 0 существует такое  действи-

тельное число   > 0, что для всех t, удовлетворяющих неравенству 

0 < |t – a| < , выполняется неравенство (1.1).  

y 

0 х 

Рис. 1. 
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Координатами вектора r


(t) – b


будут скалярные функции:     

x(t) – b1,  y(t) – b2,  z(t) – b3. Из (1.1) следует, что модуль вектора      

 r


(t) – b


удовлетворяет неравенству: 

| r


(t) – b


| = 2
3

2
2

2
1 ))(())(())(( btzbtybtx  < . 

Так как 

 2
3

2
2

2
11 ))(())(())(()( btzbtybtxbtx , 

то, число 1b  является пределом функции x(t) в точке а. 

Аналогично доказывается, что  2)(lim bty
at




, 3)(lim btz
at




. 

Достаточность. Пусть существуют пределы (1.2). Значит, для 

любого действительного числа   > 0 существует такое  действитель-

ное число   > 0, что для всех t, удовлетворяющих неравенству       

0 < |t – a| < , выполняются неравенства:  

3
)(,

3
)(,

3
)( 321


 btzbtybtx . 

Тогда, 

| r


(t) – b


| = 2
3

2
2

2
1 ))(())(())(( btzbtybtx  <  

<       .333
222

   

Следовательно, )(lim tr
at




 = b


.■ 

Из теоремы 1.1 следует, что существование в точке а предела 

векторной функции r


(t) равносильно существованию в этой точке пре-

делов скалярных функций x(t), y(t), z(t). 

Определение 1.3. Векторная функция r


(t) называется непре-

рывной в точке t0, если выполняется равенство )(lim
0

tr
tt




= )( 0tr . 

Из теоремы 1.1 и определения непрерывности векторной 

функции следует, что для того, чтобы векторная функция 

r


(t) = r


(x(t), y(t), z(t))  была непрерывна в точке t0, необходимо и дос-

таточно, чтобы скалярные функции x(t), y(t), z(t) были непрерывны в 

точке t0. 

Определение 1.4. Векторная функция r


(t) называется непре-

рывной на интервале T, если она не-

прерывна в каждой точке данного 

интервала. 

Рассмотрим векторную функ-

цию r


(t), определенную в некоторой 

окрестности точки t0. Придадим точке 

y 

r 


(t)

  

t

r






 

 

N 

M 

 r


 

r


(t0 ) 

r


(t0 +t) 

z 

0 

х Рис. 2. 

y 

r 


(t)

  

t

r






 

 

N 

M 

 r


 

r


(t0 ) 

r


(t0 +t) 

z 

0 

х Рис. 2. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



7 

 

t0 приращение t так, чтобы точка t0+ t принадлежала рассматривае-

мой окрестности. Рассмотрим вектор  r


(t0) = r


(t0 + t) – r


(t0) (на ри-

сунке 2 это вектор  MN ). Вектор  r


(t0) называется приращением век-

торной функции r


(t) в точке t0. 

Определение 1.5. Производной векторной функции в точке  t0 

называется предел отношения приращения функции в точке  t0 к при-

ращению аргумента t, если t стремится к нулю: 

                                          r 


(t0) =
t

tr

t 





)(
lim 0

0


.   (1.3) 

Так как координаты вектора 
t

tr



 )( 0


 соответственно равны  

,
)()( 0

t

txttx




     ,

)()( 0

t

tytty




       ,

)()( 0

t

tzttz




 

то из теоремы 1.1 и определения производной векторной функции 

следует, что функция r


(t) имеет производную в точке t0 тогда и толь-

ко тогда, когда в точке t0 существуют производные скалярных функ-

ций x(t), y(t), z(t). Таким образом, вектор r 


(t0) имеет координаты 

( x (t0), y (t0), z(t0)).  

Геометрический смысл производной векторной функции. 
Производная векторной функции представляет собой вектор, направ-

ленный по  касательный, проведенной к годографу функции  r


(t) в 

точке t0.  

Если в качестве параметра для векторной функции выбрать 

длину дуги s, отсчитываемой от некоторой точки М, то производная 

векторной функции будет равна единичному вектору, направленному 

по касательной к годографу этой функции. 

Физический  смысл производной векторной функции. 

Пусть r


(t) = x(t) i + y(t) j + z(t)k   уравнение движения материальной 

точки в пространстве, тогда кривая, являющаяся годографом этой 

функции, представляет собой траекторию движения материальной 

точки, а  вектор )(tr 


= x (t) i + y (t) j + z(t)k  равен мгновенной ско-

рости материальной точки в момент времени t.  

Замечание. Все сказанное выше о векторной функции 

r


(t) = r


(x(t), y(t), z(t)) справедливо и для функции r


(t) = r


(x(t), y(t)). 

1.2. Понятие векторной функции двух переменных 

Аналогично понятию векторной функции одной переменной, 

введем понятие векторной функции двух переменных.  

Определение 1.6. Если каждой точке М (u, v) из множества 

{M} двухмерного евклидова пространства R
2
  ставится в соответ-

ствие некоторый вектор r


(u, v) = r


(x(u, v), y(u, v), z(u, v))  про-

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



8 

 

странства  R
3
, то говорят, что на множестве  {M} задана вектор-

ная функция r


(u, v). 
Множество {M} называют областью определения функции 

r


(u, v).   

Годографом векторной функ-

ции r


(u, v) называется геометриче-

ское место точек, являющихся конца-

ми векторов r


(u, v), при условии, что  

вектора выходят из начала координат.  

Годограф векторной функции 

r


(u, v) = r


(x(u, v), y(u, v), z(u, v))  пред-

ставляет, вообще говоря, некоторую по-

верхность   Ф в пространстве (рис. 3).  

Рассмотрим  векторную функ-

цию r


(u, v) и зафиксируем переменную u = u0, тогда функцию  

r


(u0, v) = r


(x(u0, v), y(u0, v), z(u0, v)) 

можно рассматривать, как функцию от одной переменной v, годогра-

фом которой является некоторая линия на поверхности Ф. Данная ли-

ния называется v- линией. Аналогично вводится понятие u-линии. 

Определение 1.7. Вектор b


называется пределом векторной 

функции r


(u, v) в точке A (a1, a2), если для любого действительного 

числа   > 0 существует такое  действительного числа   > 0, что для 

всех точек М (u, v),  удовлетворяющих неравенству 0 < (M, A) < , 

выполняется неравенство: 

                                        | r


(u, v) – b


| < . (1.4) 

Обозначение: ),(lim vur
AM




 = b


 или      )(lim Mr

AM




= b


 

Здесь, (M, A) = 2

2

2

1 )()( avau    расстояние между точ-

ками М (u, v) и A (a1, a2). 

Теорема 1.2. Для того, чтобы векторная функция r


(u, v) = 

r


(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) имела предел b


(b1,  b2, b3) в точке A (a1, a2), 

необходимо и достаточно, чтобы существовали следующие пределы: 

1),(lim bvux
AM




,     2),(lim bvuy
AM




,   3),(lim bvuz
AM




, 

или пределы 

1),(lim

2

1

bvux

av

au





,     2),(lim

2

1

bvuy

av

au





,   3),(lim

2

1

bvuz

av

au





. 

Определение 1.8.  Векторная функция r


(u, v) называется не-

прерывной в точке М0 (u0 , v0) если выполняется равенство  

Рис. 3. 

M 0 

Ф 

u

r






  

v

r






  
)( 00 , vur



  

M 

)( , vur


  

u-линия 

v-линия 
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)(lim
0

Mr
MM




= )( 0Mr . 

Очевидно, что для того, чтобы векторная функция r


(u, v)  была 

непрерывна в точке М0, необходимо и достаточно, чтобы скалярные 

функции x(u, v), y(u, v), z(u, v), являющиеся координатами данной век-

торной функции, были непрерывны в точке М0. 

Рассмотрим векторную функцию r


(u, v), определенную в неко-

торой окрестности точки М0 (x(u0, v0), y(u0, v0), z(u0, v0)) = М0 (u0, v0). 

Придадим переменной  u0 приращение u так, чтобы точка        

M (u0 +u,  v0) принадлежала рассматриваемой окрестности. Рассмотрим 

вектор  ur


(u0, v0) = r


(u0 +u,  v0) – r


(u0, v0). Этот вектор  называется 

частным приращением векторной функции r


(u, v) в точке М0 по пере-

менной u. Аналогично определяется частное приращение векторной 

функции в точке М0 по переменной v.  

Определение 1.9. Частной производной векторной функции 
по переменной  u называется предел отношения частного прираще-

ния  ur


(u0, v0)  к приращению u аргумента u, если u стремится к 

нулю: 

                  ),( 00 vuru


 = 

u

vur



 ),( 00


 =

u

vuru
u 





),(
lim 00

0


.   (1.5) 

Аналогично определяется частная производная векторной 

функции по переменной v:    

                 ),( 00 vurv


 = 

v

vur



 ),( 00


 =

v

vuru

v 





),(
lim 00

0



.   (1.6) 

Замечание 1. При нахождении частной производной векторной 

функции по переменной u мы фиксируем переменную v = v0, тогда  

функцию r


(u, v) можно рассматривать как функцию от одной пере-

менной u: r


(u) = r


(u, v0). Годографом этой функции является u-линия 

на поверхности Ф, проходящая через точку М0. Таким образом, частная 

производная 
u

r






 представляет собой вектор, касательный к u-линии. 

Соответственно,  частная производная 
v

r






 представляет собой вектор, 

касательный к v-линии (рис. 3).  

Замечание 2. Вектор 
u

r






 имеет координаты ),( vuxu , ),( vuyu , 

),( vuzu . Вектор 
v

r






 имеет координаты ),( vuxv , ),( vuyv , ),( vuzv . 
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Определение 1.10.  Полным приращением векторной функции   

r


= r


(u, v) в точке М (u0, v0)  называется следующая разность: 

),(),( 0000 vurvvuurr


 . 

Определение 1.11.  Векторная функция  r


= r


(u, v) называется 

дифференцируемой в точке М (u0, v0), если ее приращение может 

быть представлено в виде vuvbuar  


,  где a


 и 

b


 некоторые не зависящие от u и v,  a 


 и 


  бесконечно ма-

лые при u  0 и  v 0 векторные функции. 

Замечание. Если векторная функция r


= r


(u, v) дифференци-

руема в точке М0 (u0, v0), то, очевидно, что a


 = 
u

Mr



 )( 0


, b


= 
v

Mr



 )( 0


. 

Дифференциалом векторной функции r


= r


(u, v) называется 

главная линейная часть приращения векторной функции: 

vbuard 


. Учитывая замечание, и то, что u = du и v = dv, 

получим 

                                 vrdurrd vu 


. (1.7) 

 

II. ПОНЯТИЕ ПОВЕРХНОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 

2.1. Понятие поверхности 
 

Прежде чем рассматривать понятие поверхности в пространстве, 

напомним, что замыканием области или замкнутой областью на-

зывается множество точек, полученное присоединением к области D 

всех ее граничных точек. Область  называется односвязной, если для 

любого замкнутого контура L, лежащего внутри этой области, ограни-

ченная этим контуром часть плоскости целиком лежит в D. 

Граница области D обозначается D , замыкание области  D: D . 

Определение 2.1.  Простой поверхностью называется множе-

ство Ф точек трехмерного пространства, представляющее собой 

образ какой-либо замкнутой ограниченной односвязной области при 

взаимно однозначном непрерывном отображении f . 

Пример 1. Рассмотрим 

множество D точек  круга на 

плоскости ХОУ, заданного нера-

венством: х
2
 + у

2
  a

2
. Пусть на 

этом множестве определена  

функция z = х
2
 + у

2
 . Графиком 

этой функции в пространстве яв-

ляется часть параболоида (рис.4). 

Этот график и есть образ области  

y 
 

z = x
2
 + y

2 

z 

х Рис. 4. 

D 
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D при отображении, задаваемом функцией z = х
2
 + у

2
 . Так как эта 

функция непрерывна в области D, при этом каждой точке М (x, y)  D 

ставится в соответствие единственная точка N(x, y,  х
2
 + у

2
) на парабо-

лоиде, и наоборот  каждой точке N(x, y,  х
2
 + у

2
) на параболоиде ста-

вится в соответствие единственная точка М (x, y)  D, то данное ото-

бражение взаимно однозначное и непрерывное. Следовательно, по-

верхность, являющаяся графиком функции z = х
2
 + у

2
  простая.  

Определение 2.2.  Поверхностью мы будем называть соедине-

ние любого конечного числа простых поверхностей. 

Поверхность в отличие от простой поверхности может иметь 

точки самопересечения и самоналожения. 

Сфера в является поверхностью, которую можно рассматривать, 

как объединение двух простых поверхностей  верхней и нижней по-

лусфер. 

 

2.2. Способы задания  поверхностей в пространстве 
 

Векторное задание поверхности. Рассмотрим пространство с 

введенной на нем декартовой системой координат. Тогда отображе-

ние, задающее поверхность в пространстве, может быть представлено 

в виде векторной функции:  

 r


 = r


(u, v) = r


(x(u, v), y(u, v), z(u, v)),  (u, v)  D. (2.1) 

В этом случае поверхность является годографом векторной функции 

(2.1). Говорят, что данная поверхность задана в векторной форме. 

Параметрическое задание поверхности. Часто отображение, 

задающее поверхность, представляется в виде системы уравнений  

                         















),,(

),,(

),,(

vuzz

vuyy

vuxx

         (u, v)  D. (2.2) 

В этом случае говорят, что поверхность задана параметрически. 

Параметрическое задание поверхности аналогично заданию  по-

верхности в векторной форме. При этом функции (2.2) можно рас-

сматривать как координаты вектора  r


(u, v). В обоих случаях пере-

менные u и v называют параметрами или криволинейными коорди-

натами  поверхности, u-линии и v-линии  координатными линия-

ми  поверхности. Если поверхность элементарная, то через каждую 

точку данной поверхности проходит по одной координатной линии 

каждого семейства, которые однозначно определяют положение точки 

на поверхности.  
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Явное и неявное задание поверхности. Если за параметры u 

и v  можно взять декартовы координаты х и у, то поверхность может 

быть задана в виде  

                              z = f (x, y),     (x, y)  D, (2.3) 

здесь х = u,  у = v,  z = f (x, y). Такое задание поверхности называется 

явным. 

Если поверхность можно задать явно  с помощью уравнения 

(2.3), и функция z = f (x, y) непрерывна в области D,   то такая поверх-

ность является элементарной поверхностью.   

 Кроме того поверхность можно задать с помощью уравнения  

                                    F(x, y, z) = 0. (2.4) 

Такое задание поверхности называется неявным. 

Пример 2.  Рассмотрим сферу радиуса R  с центром в начале 

координат. Эту поверхность можно задать различными способами. 

1. Неявно, с помощью уравнения: х
2
 + у

2
 + z

2
 = R

2
. 

В этом случае сферу можно рассматривать как образ круга К, 

лежащего в плоскости  ХОУ и ограниченного окружностью  

х
2
 + у

2
 = R

2
,
 

при отображении, задаваемом с помощью уравнения 

х
2
 + у

2
 + z

2
 = R

2
. Данное отображение не является взаимно однознач-

ным, так как каждой точке  (х0, у0)  К ставится в соответствие две 

точки на поверхности: точка с координатами (х0, у0,
2
0

2
0

2 yxR  ) и 

точка с координатами (х0, у0,
2
0

2
0

2 yxR  ).   

2. Сферу можно рассматривать, как объединение двух поверх-

ностей, заданных явно уравнениями z = 2

0

2

0

2 yxR   и 

z = 
2

0

2

0

2 yxR   .  

3.  Эту же сферу можно задать параметрически, с помощью сис-

темы уравнений: 

   















,cos

,sinsin

,sincos







Rz

Ry

Rx

       0 ≤  ≤ 2,    0 ≤   ≤ . (2.5) 

В этом случае сферу можно рассматривать как образ прямоугольника 

0 ≤  ≤ 2,    0 ≤   ≤ , при отображении, задаваемом функцией (2.5). 

Это отображение  не является взаимно однозначным, так как точки с 

координатами  = 2  и    = 0 отображаются в одни и те же точки 

сферы. Кроме того точки у которых   = 0 ( =  ), а  [0, 2], ото-

бражаются в одну и ту же точку Р1 (0, 0, R) (Р2 (0, 0, R)).  
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4. В векторной форме поверхность можно задать следующим 

образом: r


 = kRjRiR

  cossinsinsincos , где  

0 ≤  ≤ 2,    0 ≤   ≤ . 

 

2.3. Регулярные поверхности 
 

Рассмотрим пространство с введенной на нем декартовой сис-

темой координат.  

Определение 2.3.  Окрестностью точки М поверхности Ф на-

зывается общая часть поверхности Ф и пространственной окрест-

ности точки М. 

(Пространственной окрестностью точки М называется от-

крытый шар произвольного радиуса с центром в точке М). 

Определение 2.4. Поверхность Ф называется регулярной (k раз 

дифференцируемой), если у каждой точки поверхности существует 

окрестность, которую можно задать параметрически с помощью 

уравнений (2.2), где функции x (u, v),  y (u, v),  z (u, v) k раз дифферен-

цируемы в области D. 

При  k = 1 поверхность называется гладкой. 

Пусть Ф регулярная поверхность и точка М  Ф. Пусть в неко-

торой окрестности данной точки поверхность Ф задается уравнениями 

(2.2). Рассмотрим в этой окрестности матрицу 

                                  А = 








vvv

uuu

zyx

zyx
 (2.6) 

Рассмотрим миноры второго порядка этой матрицы 

               А = 
vv

uu

zy

zy
,         В = 

vv

uu

xz

xz
,         С = 

vv

uu

yx

yx
. (2.7) 

Пусть в точке М хотя бы один из этих определителей отличен от нуля, 

тогда точка М называется обыкновенной точкой поверхности. Если 

в точке М все определители равны нулю, то точка М называется осо-

бой точкой поверхности. 

Теорема 2.1 Пусть М – обыкновенная точка поверхности и 

пусть, например, в этой точке определитель С  0. В этом случае у 

точки М существует такая поверхностная окрестность, в которой 

поверхность Ф можно задать явно уравнением z = f (х, у). При этом 

данная часть поверхности может быть однозначно спроектирована 

на плоскость ХОУ. 

Доказательство. Рассмотри первые два уравнения системы 

(2.2): х = х (u, v), y = y (u, v), которые запишем в виде:  
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







,0),(

,0),(

yvuy

xvux
         (u, v)  D. (2.8) 

Уравнения можно рассматривать как систему двух уравнений с 

четырьмя переменными: u, v, х, у. Якобианом данной системы по пе-

ременным u и v является определитель 

   

    vu

vu

yvuyyvuy

xvuxxvux













),(),(

),(),( = 
vv

uu

yx

yx
 = С. 

 Так как по условию С  0, то по теореме о неявных функциях, 

заданных системой уравнений, система (2.8) определяет две диффе-

ренцируемые функции u = u (x, y), v = v (x, y),  (x, y)  G. Подставив 

данные функции в третье уравнение системы (2.2), мы получим функ-

цию z = z (u (x, y), v (x, y)) = f (x, y), которая будет непрерывна и диф-

ференцируема в некоторой области G. ■ 

В случае, если в точке М не равен нулю определитель В, то су-

ществует такая поверхностная окрестность точки М, которую можно 

задать явно уравнением у =  (х, z). Данная окрестность может быть 

однозначно спроектирована на  плоскость ХОZ. Для А  0, окрест-

ность точки М может быть задана уравнением х =  (у, z) и однознач-

но проектируется на плоскость  УОZ. 

Замечание. Если регулярную поверхность задать с помощью 

векторной функции  

r


 = r


(u, v) = r


(x(u, v), y(u, v), z(u, v)),    (u, v)  D, 

тогда строки матрицы А (2.6) состоят из координат векторов ur 


 и vr 


, а 

определители (2.7) есть координаты вектора, являющегося векторным 

произведением векторов ur 


 и vr 


: 

 vu rr 


,  = 

vvv

uuu

zyx

zyx

kji


=  

           = i
zy

zy

vv

uu 
+ j

xz

xz

vv

uu 
 + k

yx

yx

vv

uu


=  iA


+ jB


 + kC


. (2.9) 

Если в точке М все определители (2.7) равны нулю, т.е. точка М  

особая, то вектора ur 


 и vr 

 коллинеарны. В обыкновенной точке по-

верхности данные вектора не являются коллинеарными. 

 

2.4. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
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Напомним, что касательной плоскостью к поверхности в 

точке М0 называется плоскость, которая обладает тем свойством, что 

угол между плоскостью и секущей М0М (точка М произвольная точка 

поверхности) стремится к нулю при  М  М0. 

Вектором нормали к поверхности в точке М0 называется век-

тор перпендикулярный к касательной плоскости, проведенной к по-

верхности в точке М0. 

В случае явного задания поверхности уравнением z = f (x, y),     

(x, y)  D, где функция f (x, y) дифференцируема в области D, сущест-

вует касательная плоскость, проведенная к поверхности в точке  

N0(х0,  у0, z0),  уравнение которой может быть записано в виде 

                  z  z0 = )( 0Mzx
 (x  x0) + )( 0Mzy

 (y  y0) ,  

где точка М0 (х0, у0)  D. Вектор нормали к поверхности в этом случае 

имеет координаты N =  1),(),( 00  MzMz yx . 

Рассмотрим гладкую поверхность Ф, которая задана парамет-

рически с помощью системы (2.2): 















),,(

),,(

),,(

vuzz

vuyy

vuxx

         (u, v)  D, 

или векторно с помощью векторной функции (2.1):  

r


(u, v) = r


(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v)  D. 

Пусть поверхность Ф регулярная. Рассмотрим обыкновенную  

точку N0 (х0, у0, z0) поверхности (здесь х0 = х(u0, v0),  у0 = y(u0, v0), 

z0 = z(u0, v0). Точка N0 является образом точки М0, лежащей в D плос-

кости (u, v).  Пусть, например, определитель С в точке М0 не равен ну-

лю. Тогда существует окрестность точки N0, в которой поверхность Ф 

можно задать явно уравнением z = f (x, y),  где функция f (x, y) диффе-

ренцируема в некоторой области G плоскости ХОУ. Следовательно, 

по свойству дифференцируемых функций двух переменных, к графи-

ку функции z = f (x, y), т.е. к поверхности Ф,  в точке N0 можно про-

вести касательную плоскость. 

Зафиксируем параметр v = v0 и 

получим u-линию, проходящую через 

точку N0 поверхности Ф. Тогда вектор 

)( 0Mru


= )),(),,(),,(( 000000 vuzvuyvux uuu  

направлен по касательной к данной ли-

нии. Зафиксировав параметр u = u0, по-

лучим v-линию, проходящую через точ-

ку N0. Вектором, направленным  по каса-

N  

Рис. 3. 
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
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тельной к этой линии, является вектор  

)( 0Mrv


= )).,(),,(),,(( 000000 vuzvuyvux vvv   

Очевидно, что векторы )( 0Mru


 и )( 0Mrv


 лежат в касательной 

плоскости, проведенной к поверхности Ф в точке N0. Вектор нормали 

к поверхности в точке N0 равен векторному произведению векторов 

)( 0Mru


 и )( 0Mrv


, т.е. это вектор 

                            N =  vurr


 = N (А, В, С), (2.10) 

где А,  В,  С  определители (2.7). Тогда уравнение касательной плос-

кости к поверхности Ф имеет вид 

                 А (х  х0) + В (у  у0) + С (z  z0) = 0. (2.11) 

Замечание. Если в качестве вектора нормали к поверхности 

рассмотреть единичный вектор 
|| N

N
n 


, то его координаты будут на-

правляющими косинусами данного вектора: 

222
cos

CBA

A
X


 , 

222
cos

CBA

B
Y


 , 

                                 
222

cos
CBA

C
Z


 , (2.12) 

где  X, У, Z углы между вектором нормали к поверхности и положи-

тельными направлениями координатных осей ОХ, ОУ и OZ соответст-

венно. 

 

2.5. Односторонние и двусторонние поверхности 
 

Рассмотрим гладкую поверхность Ф, заданную с помощью век-

торной функции  r


= r


(u, v), (u, v)  D. Предположим, что каждая 

точка поверхности обыкновенная, т.е. в каждой точке можно провести 

касательную плоскость и построить вектор нормали к поверхности. 

При этом координаты вектора нормали зависят от координат точки, в 

которой этот вектор построен, а, следовательно, являются функциями 

от координат u и v точки М:  N = N (u, v). Так как поверхность глад-

кая, то у каждой точки существует окрестность, в которой функция 

N = N (u, v) непрерывна.  

Определение 2.5. Поверхность Ф называется двусторонней, 

если функция N = N (u, v) непрерывна во всех точках поверхности. В 

противном случае, поверхность Ф называется односторонней. 
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 Двусторонняя и односторонняя поверхности характеризуются 

следующим свойством. Рассмотрим некоторую точку М0 на поверхно-

сти. Проведем на поверхности замкнутую кривую, проходящую через 

точку М0 и не пересекающую границу поверхности. Построим вектор 

нормали в произвольной точке М данной кривой. Возможны два слу-

чая:  

– в случае двусторонней поверхности вектор нормали, переме-

щаясь вместе с точкой М по замкнутому контуру, при возвращении в 

точку М, примет исходное положение; 

– в случае односторонней поверхности вектор нормали, пере-

мещаясь вместе с точкой М по замкнутому контуру,  изменит свое на-

правление на противоположное.  

В дальнейшем мы будем рассматривать только двусторонние 

поверхности. Следовательно, в каждой точке такой поверхности мож-

но указать два направления вектора нормали. Выбор стороны поверх-

ности зависит от  определенного направления вектора нормали. 

Поверхность, на которой выбрано направление вектора норма-

ли, а значит и  сторона, называют ориентированной. 

 

2.6. Первая квадратичная форма поверхности 
 

Пусть Ф гладкая поверхность без особых точек, заданная с по-

мощью векторной функции r


= r


(u, v) = r


(x(u, v), y(u, v), z(u, v)),  

(u, v)  D.  В этом случае вектор   0vu rr


. 

Рассмотрим дифференциал функции r


= r


(u, v): 

dvrdurrd vu 


. 

Определение 2.6. Первой квадратичной формой поверхности 

называется величина  I = 2rd


. 

Таким образом,  

         I = 2rd


= 2)( dvrdur vu


 = 2222 2 dvrdudvrrdur vvuu


 . (2.13) 

Первая квадратичная форма поверхности  положительно опре-

деленная квадратичная форма относительно дифференциалов du и dv. 

Обозначим коэффициенты первой квадратичной формы сле-

дующим образом: 

                         E = 2

ur


,        F = vurr


,     G = 2

vr


. (2.14) 

Тогда   

                            I = 22 2 GdvFdudvEdu  . (2.15) 

Рассмотрим вектор   N = N (А, В, С) = vurr


 нормали к поверхно-

сти Ф. Можно доказать, что для модуля этого вектора выполняется 

равенство  
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                         || N = 2222 FEGCBA   . (2.16) 

Действительно, пусть угол между векторами ur


 и vr


 равен . То-

гда скалярное произведение векторов можно найти по формуле: 

ur

 vr


= cosvu rr


 , а модуль векторного произведения  по формуле 

  sinvuvu rrrr


 . Следовательно, 

  sin|| vuvu rrrrN


 = 2cos1|  vu rr


= 

= )cos1( 222 vu rr


 = 22222 cosvuvu rrrr


  = 222 )( vuvu rrrr

 = 

= 2FEG . 

 

2.7. Площадь поверхности 
 

Пусть Ф  гладкая двусторонняя поверхность без особых точек. 

Разобьем данную поверхность сетью произвольных кусочно-гладких 

кривых на n частей Фi. Выберем на каждой частичной поверхности Фi 

точки Мi, через которые проведем касательные плоскости к данной 

поверхности. Спроектируем части Фi на касательные плоскости, про-

веденные в соответствующих точках  Мi. Обозначим через i площади 

этих проекций, через   наибольший из диаметров областей  Фi . Со-

ставим сумму  = 


n

i
i

1

 . 

Определение 2.7. Число S называется пределом сумм , при 

  0, если для любого действительного числа  > 0 существует та-

кое действительное число  > 0, что независимо от выбора точек Мi  

и деления поверхности Ф  на части, выполняется  неравенство 

|S  | < . 
Если существует предел S = 

0
lim


, то поверхность Ф называет-

ся квадрируемой, а число S называется площадью поверхности. 

Введем понятие полной поверхности: поверхность называется 

полной, если любая фундаментальная последовательность точек этой 

поверхности сходится к некоторой точке данной поверхности. 

Примерами полных поверхностей являются плоскость, сфера, 

эллипсоид. Любое открытое связное множество на плоскости или 

сфере  неполные поверхности. 

Теорема 2.2. Гладкая ограниченная полная двусторонняя по-

верхность квадрируема. Если поверхность Ф задается с помощью 

векторной функции r


= r


(u, v), (u, v)  D, то площадь поверхности 

может быть найдена по формуле 
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                                       S =  
D

vu dvdurr


. (2.17) 

Замечание 1. Формула (2.17) не зависит от выбора декартовой 

системы координат в пространстве. Если координаты вектора r


есть 

функции x(u, v), y(u, v), z(u, v), (u, v)  D то вектор нормали к поверх-

ности  vu rrN


,  имеет координаты (А, В, С), определяемые равенст-

вом (2.7). Так как  vu rrN


, = 222 CBA  , то площадь поверх-

ности Ф может быть найдена по формуле  

                                 S =  
D

dvduCBA 222 . (2.18) 

Учитывая равенство (2.16), площадь поверхности может быть 

также найдена по формуле 

                                       S =  
D

dvduFEG 2 . (2.19) 

Замечание 1. Если поверхность Ф задана явно, например урав-

нением   z = f (x, y),     (x, y)  D, то вектор нормали к поверхности 

имеет координаты N =  1),(),( 00  MzMz yx , 1||
22
 yx zzN . То-

гда площадь поверхности можно найти по формуле  

                                 S =  
D

yx dydxzz 1
22

. (2.20) 

 

III. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ  

ПЕРВОГО И ВТОРОГО РОДА 
 

3.1. Поверхностные интегралы первого рода 
 

Пусть Ф  гладкая, ограниченная, полная, двусторонняя поверх-

ность. Пусть на поверхности Ф задана функция f (M). Разобьѐм дан-

ную поверхность сетью произвольных кусочно-гладких кривых на n 

частей Фi . Пусть площадь каждой части равна ∆Si . На каждом кусоч-

ке Фi  произвольным образом выберем точку Mi и найдѐм значение 

функции f (М) в этой точке. Построим сумму 





n

i
iiii SMfMФ

1

)(),(  

Обозначим через ∆–наибольший из диаметров частей  Фi .  

Определение 3.1. Число I называется пределом сумм 

 (Фi, Мi) при ∆  0, если для любого числа  > 0 существует такое 

 > 0, что для любого разбиения поверхности Ф на части, для кото-
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рых ∆ <  , независимо от выбора точек Mi будет выполняться 

неравенство 
  ),( ii MФI . 

Если существует конечный предел  I сумм  (Фi, Мi) при 

∆  0, то он называется поверхностным интегралом первого рода от 

функции f (M) по поверхности Ф и обозначается следующим образом: 

                                  
Ф

dSMfI )( . (3.1) 

Если в пространстве введена декартова система координат и 

(x, y, z)  координаты точки М  Ф, то функция f (M) = f (x, y, z) и по-

верхностный интеграл (3.1) можно записать в виде 

                                
Ф

dSzyxfI ),,( . (3.2) 

Замечание. Из построения поверхностного интеграла первого 

рода следует: 

1) поверхностный интеграл первого рода не зависит от выбора 

стороны поверхности; 

2) если на поверхности Ф функция f (x, y, z)  1, то площадь Sф 

поверхности  находится по формуле: 
Ф

Ф dSS ; 

3) если на поверхности Ф функция  f (x, y, z) > 0 и функцию 

f (x, y, z) рассматривать как поверхностную плотность данной поверх-

ности, то интеграл (3.2) определяет массу этой поверхности. 

Теорема 3.1. Пусть Ф  гладкая ограниченная поверхность, на 

которой введена единая параметризация с помощью функций 

x = x (u, v),   y = y (u, v),  z = z (u, v), заданных в ограниченной замкну-

той области D плоскости (u, v). Пусть на поверхности Ф определена 

непрерывная функция f (x, y, z). Тогда поверхностный интеграл перво-

го рода от этой функции может быть найден по формуле 

    
Ф

dSzyxf ),,(  =  
D

dudvFEGvuzvuyvuxf )),(),,(),,(( . (3.3) 

Таким образом, для того чтобы свести поверхностный интеграл 

к двойному, надо заменить координаты x, y, z их выражениями через 

параметры, а элемент площади поверхности dS  его выражением че-

рез коэффициенты первой квадратичной формы. 

Замечание 1. Учитывая, равенство (2.16) формула (3.3) может 

быть записана в виде 


Ф

dSzyxf ),,(  =  
D

dudvCBAvuzvuyvuxf 222)),(),,(),,(( . (3.4) 
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 Замечание 2. Если поверхность Ф является кусочно-гладкой 

поверхностью, то поверхностный интеграл 
Ф

dSzyxf ),,( можно рас-

сматривать, как сумму интегралов по гладким частям поверхности 

Замечание 3. Если поверхность Ф, заданная явно уравнением             

z = f (x, y), однозначно проектируется в область  D плоскости (x, y), то 

поверхностный интеграл можно найти по формуле: 

       
Ф

dSzyxf ),,(  =  
D

yx dxdyffyxfyxf 221)),(,,(  (3.5) 

Пример 1. Найти поверхно-

стный интеграл 
 

Ф yx

dS
2

1
, где 

поверхность Ф  тетраэдр, ограни-

ченный плоскостью 2x + y + z = 2 и 

координатными плоскостями x = 0, 

 y = 0,  z = 0 (рис. 4) 

Решение. Тетраэдр  кусочно 

гладкая поверхность. Поэтому по-

верхностный интеграл будем нахо-

дить как сумму интегралов по гра-

ням тетраэдра Ф.  

Обозначим через  Ф1 грань АОВ, которая является частью плос-

кости z = 0, ограниченной прямыми  x = 0,  y = 0, 2x + y = 2. В этом 

случае поверхность задана явно уравнением  z = f (x, y), где f (x, y) = 0. 

Поверхностный интеграл по грани АОВ  находим по формуле (3.5), 

где .1,0,0 22 dxdydxdyffdSff yxyx   Область D1 по кото-

рой находится двойной интеграл есть треугольник АОВ. 

 


1

2
1Ф yx

dS
= 

 


1

2
1D yx

dxdy
 = 

 




x

yx

dy
dx

22

0

2

1

0 1
 = 

=
 






1

0

22

0
1

1
dx

yx

x

 =  














1

0 1

1

3

1
dx

xx
 = 

= 
1

0
))1(ln)3((ln xx  = 

3

4
ln3ln2ln2ln  . 

Грань Ф2 = АОС  часть плоскости у = 0, ограниченная прямыми 

х = 0, z = 0, 2x + z = 2. Плоскость задана явно уравнением  y = g (x, z), 

где g (x, z) = 0. Поэтому поверхностный интеграл по грани АОС  нахо-

дим по формуле, аналогичной формуле (3.5)  

С 

В 

А 

2 

1 

2 

z 

x 

y 

Рис.  4. 
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( dxdzdxdzggdSgg zxzx  221,0,0 ). Область D2, по кото-

рой находится двойной интеграл, есть треугольник АОС. 

 


2

2
1Ф yx

dS
= 

 


2

2
1D x

dxdz
 = 

 




x

x

dz
dx

22

0

2

1

0 1
 = 

=
 





1

0

22

0

2
1

dx
x

z
x

 = 


1

0
2)1(

)1(2
dx

x

x
 = 



1

0
2)1(

12
2 dx

x

x
= 

=  













1

0
2 1

1

)1(

2
2 dx

xx
 = 

1

0

)1ln(2
1

4













x

x
= 2  2ln2. 

Интеграл по грани Ф3 = ВОС находится аналогично предыду-

щим: 

 


3

2
1Ф yx

dS
= 

 


3

2
1D yx

dydz
 = 

 




y

y

dz
dy

2

0

2

2

0 1
 = 

=
 





2

0

2

0

2
1

dy
y

z
y

 = 


2

0
2)1(

2
dy

y

y
 = 



2

0
2)1(

13
dy

y

y
= 

=  













2

0
2 1

1

)1(

3
dy

yy
 = 

2

0

)1ln(
1

3













y

y
= 2  ln3. 

Найдем интеграл по грани Ф4 = АВС. Ф4  часть плоскости 

 z = 2  2x  y, ограниченная координатными плоскостями. 

dxdydxdyzzdS yx 61 22  . Проекцией грани Ф4 на плоскость 

ХОУ является треугольник АОВ. Поверхностный интеграл также на-

ходим по формуле (3.5): 

 
4

2
1Ф yx

dS
= 

 


1

2
1

6

D yx

dxdy
 = 

 


1

2
1

6
D yx

dxdy
 = 

3

4
ln6 . 

Тогда поверхностный интеграл по всей поверхности Ф равен 

сумме найденных интегралов: 

 
Ф yx

dS
2

1
 = 

3

4
ln  + 2  2ln2 + 2  ln3 + 

3

4
ln6 = 

= 4 + 
3

4
ln6  2ln3. 

 

3.2. Поверхностные интегралы второго рода 
 

Пусть Ф  гладкая, ограниченная, полная, двусторонняя поверх-

ность. Выберем сторону поверхности, которой отвечает единичный 
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вектор нормали 
N

N
n 


= (cos X, cos Y, cos Z). Пусть на этой поверхно-

сти заданы три непрерывные функции: P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z). 

 Разобьѐм поверхность Ф произвольным образом сетью кусоч-

но-гладких кривых на  n частей Фi, площади которых обозначим через 

Si.  На каждой части выберем произвольную точку Мi и построим три 

интегральные суммы: 

                                 i

n

i
i SXMP 

 1
1 cos)( ,  

                                 i

n

i
i SYMQ 

 1
2 cos)( ,  

                                 i

n

i
i SZMR 

 1
3 cos)( .  

Определение 3.2. Число I1 называется пределом сумм 

1 (Фi, Мi) при ∆  0 если для любого числа  > 0, существует такое 

 > 0, что для любого разбиения поверхности Ф на части, для кото-

рых ∆ <  , независимо от выбора точек Mi будет выполняться нера-

венство 

  ),(11 ii MФI . 

Аналогично определяются пределы I2 и I3 интегральных сумм 

 2 и  3  соответственно. 

Пределы I1,  I2,  I3 при   0, если они существуют и конечны, 

называются поверхностными интегралами второго рода от функ-

ций P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) по поверхности Ф. 

Обозначение: 

                    I1 =  
Ф

dSXzyxP cos),,( , (3.6)  

                    I2 =  
Ф

dSYzyxQ cos),,( , (3.7) 

                    I3 =  
Ф

dSZzyxR cos),,( . (3.8) 

Сумма поверхностных интегралов (3.6)(3.8) называется по-

верхностным интегралом второго рода в общем виде. 
Обозначение:  

 
Ф

dSZzyxRYzyxQXzyxP )cos),,(cos),,(cos),,((  

Замечание 1. Так как значение поверхностного интеграла вто-

рого рода зависит от направляющих косинусов вектора нормали к вы-
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бранной стороне поверхности, то  этот интеграл зависит от выбора 

стороны поверхности. При изменении стороны поверхности знак по-

верхностного интеграла второго рода меняется на противоположный.  

Замечание 2. Если сторона поверхности определена и найдены 

направляющие косинусы вектора нормали, то поверхностные инте-

гралы второго рода от функций P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) есть ни что 

иное, как поверхностные интегралы первого рода от функций 

P(x,y,z)cosX, Q(x,y,z)cosY, R(x,y,z)cosZ.  

 Следовательно, перейдя от поверхностного второго рода к по-

верхностному интегралу первого рода мы можем найти этот интеграл 

по одной из формул (3.3)  (3.5).  

Так, если поверхность Ф задана параметрически, то учитывая 

формулы для нахождения направляющих косинусов вектора нормали: 

222
cos

CBA

A
X


 ,  

222
cos

CBA

B
Y


 ,  

222
cos

CBA

C
Z


 , 

и формулу (3.4), получим: 

 
Ф

dSXzyxP cos),,( = 

 =  
D

dudvCBA
CBA

A
vuzvuyvuxP 222

222
)),(),,(),,((  = 

                       =  
D

AdudvvuzvuyvuxP )),(),,(),,(( , (3.9) 

 
DФ

dudvBvuzvuyvuxQdSYzyxQ )),(),,(),,((cos),,( , 

 
DФ

dudvCvuzvuyvuxRdSZzyxR )),(),,(),,((cos),,( . 

Замечание 3. Пусть поверхность Ф задана явно с помощью 

дифференцируемой функции z = f (x, y),  (x, y)  D. При этом, если в 

качестве стороны поверхности выбрана та, которая соответствует век-

тору нормали, образующему острый угол с осью ОZ, т.е. вектору 

N  = )1,,( yx ff  , то вектор единичной нормали имеет вид: 

























1

1
,

1
,

1 222222

yxyx

y

yx

x

ffff

f

ff

f
n
 . Тогда, применяя 

формулу (3.5), для интеграла (3.8) получим: 

 
Ф

dSZzyxR cos),,(  = 




 
D

yx

yx

dxdyff
ff

yxfyxR 1
1

1
)),(,,( 22

22
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
D

dxdyyxfyxR )),(,,( . 

Учитывая это, поверхностный интеграл второго рода (3.8) обозначает-

ся следующим образом: 

 
ФФ

dxdyzyxRdSZzyxR ),,(cos),,( . 

Отметим, что такое же обозначение используется и в том слу-

чае, если поверхность Ф не является графиком функции z = f (x, y). 

Поверхностные интегралы (3.6) и (3.7) обозначаются похожим обра-

зом:  

 
ФФ

dydzzyxPdSXzyxR ),,(cos),,( , 

 
ФФ

dxdzzyxQdSYzyxQ ),,(cos),,( . 

Тогда поверхностный интеграл второго рода в общем виде 

можно записать следующим образом: 

 
Ф

dSZzyxRYzyxQXzyxP )cos),,(cos),,(cos),,(( = 

=  
Ф

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,( . 

Пример 2. Найти поверхностный 

интеграл второго рода 

 
Ф

zdxdyydxdzxdydz , где Ф верхняя 

сторона части параболоида z = x
2
 + y

2
, 

отсеченная плоскостью z = 1. 

Решение. Так как поверхность 

задана явно, то вектор нормали к верх-

ней стороне поверхности имеет коор-

динаты 

N  = )1,,( yx ff  ,  

или 

N  = )1,2,2( yx  . Проекцией поверхности на плоскость ХОУ яв-

ляется круг x
2
 + y

2
 ≤ 1. Тогда  

I =  
Ф

zdxdyydxdzxdydz =  
D

dxdyyxyyxx ))()2()2(( 22
= 

=  
D

dxdyyx )( 22
. 

Перейдем в двойном интеграле к полярным координатам: 

,cosrx  sinry  , якобиан перехода  = r,   0 ≤  ≤ 2, 0 ≤ r ≤ 1. 

Тогда    

    z 

    x 

    y 

    


N  

   Рис. 5 

    1 

    1     D 

  z = x
2
 + y

2
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I =  
1

0

2222
2

0

)sincos( drrrrd 


 = 
1

0

3
2

0

drrd


  = 

=  



2

0

1

0

4

4
d

r
 = 




2

04

1
d  = 

4

1
 2 = 

2


 . 

 

3.3. Поверхностный интеграл второго рода  

в векторной форме 

Пусть Ф  гладкая, ограниченная, полная, двусторонняя поверх-

ность. Пусть на поверхности заданы непрерывная векторная функция 

)(Mr


= (P(M), Q(M), R(M)) и непрерывная векторная функция 

)(Mn


 = (cos X (M), cos Y (M), cos Z (M)) единичных нормалей. Найдем 

скалярное произведение векторов )(Mr


 и )(Mn


:  

)(Mr


 )(Mn


 = P(M)cos X (M) + Q(M)cos Y (M) + R(M)cos Z (M). 

Отсюда следует, что поверхностный интеграл второго рода можно за-

писать в виде: 

 
Ф

dSZzyxRYzyxQXzyxP )cos),,(cos),,(cos),,(( = 

                            =  
Ф

dSMnMr )()(


. (3.10) 

Замечание. Отметим, что общий поверхностный интеграл вто-

рого рода  
Ф

dSMnMr )()(


 численно равен величине, которую в фи-

зике называют потоком вектора )(Mr


через поверхность Ф. 

 

3.4. Формула Стокса 
 

Пусть Ф  кусочно-гладкая, полная, двусторонняя поверхность, 

ограниченная кусочно-гладкой замкнутой кривой Г. 

Определение 3.3. Направление на контуре Г называется поло-

жительным, если с учетом выбранной стороны поверхности при об-

ходе контура в заданном направлении поверхность остается слева.   

Теорема 3.2. Пусть Ф  полная, гладкая, односвязная,  двусто-

ронняя поверхность с кусочно-гладкой замкнутой границей Г, кото-

рая однозначно проектируется на каждую координатную плоскость. 

Пусть на поверхности Ф и на ее границе Г определены дифференци-

руемые функции ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP . Пусть контур Г ори-

ентирован в положительном направлении с учетом выбранной сто-

роны поверхности. Тогда имеет место следующее соотношение:  
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       dSZ
y

P

x

Q
Y

x

R

z

P
X

z

Q

y

R

Ф

)cos)(cos)(cos)(( 




























 = 

                                      
Г

RdzQdyPdx  (3.11) 

Формула (3.11) называется формулой Стокса. 

Доказательство. Будем считать, что вектор нормали образует с 

координатными осями острые углы. 

Рассмотрим интеграл  I1 = dSZ
y

P
Y

z

P

Ф

)coscos( 








 . Посколь-

ку поверхност Ф однозначно проектируется на плоскость ХОУ, то эту 

поверхность можно рассматривать, как график некоторой функции 

z = f (x, y),  (x, y)  D. Границей области D является некоторая кусоч-

но-гладкая кривая L, которая является проекцией кривой Г. Кривая L 

ориентирована таким образом, что при обходе контура, область D ос-

тается слева. Вектор единичной нормали к выбранной стороне по-

верхности имеет координаты: 

 
























1

1
,

1
,

1 222222

yxyx

y

yx

x

ffff

f

ff

f
n
 . 

Так как на поверхности Ф  значения функции ),,( zyxP  равны 

)),(,,( yxfyxP , то по правилу дифференцирования сложной функции 

))),(,,(( yxfyxP
y


= yf

z

P

y

P










 

Перейдем в поверхностном интеграле к двойному: 

dSZ
y

P
Y

z

P

Ф

)coscos( 








 = dxdy

y

P
f

z

P

D

y )(








  = 

= dxdy
y

yxfyxP

D







)),(,,(
. 

Воспользуемся формулой Грина, тогда  

I1 = dxdy
y

yxfyxP

D







)),(,,(
 = 

L

dxyxfyxP )),(,,( . 

Так как каждая точка N (x,y) L является образом некоторой точки 

M (x,y, z)  Г, то функция P (x, y, f (x, y)), определенная на кривой L, 

является образом функции P (x, y, z), определенной на кривой  Г. Сле-

довательно,  

I1 = 
L

dxyxfyxP )),(,,(  = 
Г

dxzyxP ),,( . 
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Мы доказали, что  

I1 = dSZ
y

P
Y

z

P

Ф

)coscos( 








  = 

Г

dxzyxP ),,( . 

Аналогично доказываются равенства 

I1 = dSX
z

Q
Z

x

Q

Ф










)coscos( = 

Г

dyzyxQ ),,( . 

I1 = dSY
x

R
X

y

R

Ф










)coscos( = 

Г

dzzyxR ),,( .■ 

Замечание 1. Теорема Стокса справедлива и в том случае, когда 

поверхность Ф  кусочно-гладкая, полная, двусторонняя поверхность, 

которая   не может быть однозначно спроектирована на координатные 

плоскости. 

Замечание 2. Формулу Стокса легко запомнить, если записать 

ее в следующем виде: 

 
Г

RdzQdyPdx  = 

= dSZ
y

P

x

Q
Y

x

R

z

P
X

z

Q

y

R

Ф

)cos)(cos)(cos)(( 




























 = 














Ф

dS

RQP

zyx

ZYX coscoscos

. 

Пример 3. Вычислить интеграл  

 
Г

dzyxdyxzdxzy )()()( , 

где Г  окружность, полученная при пересечении сферы x
2
 + y

2
 + z

2
 = 3 

и плоскости x + y + z = 0, пробегаемая против часовой стрелки, если 

смотреть с положительного конца оси ОХ. 

Решение.  Контур Г можно рассматривать как границу круга, 

лежащего в плоскости Ф: x + y + z = 0. Тогда на плоскости выбирается 

верхняя сторона, вектор единичной нормали к которой имеет коорди-

наты: 








3

1
,

3

1
,

3

1
n . При этом P (x, y, z) = y  z, Q (x, y, z) = z  x, 

R (x, y, z) = x  y. Тогда  Px = 0, Py = 1, Pz = 1, Qx = 1,  Qy = 0,  

Qz = 1, Rx = 1, Ry = 1, Rz = 0.  

По формуле (3.11) имеем 
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I =  
Г

dzyxdyxzdxzy )()()( = 

= dSZYX
Ф

)cos)11(cos)11(cos)11((  , 

где  

cos X = 
3

1
,  cos Y = 

3

1
,  cos Z = 

3

1
, 

тогда   

I = 
Ф

dS
3

2
= крS

3

2
 , 

где Sкр  площадь круга, ограниченного окружностью Г, лежащего в 

плоскости Ф, . Тогда I = 


32
3

6
 .(Здесь мы использовали фор-

мулу 
Ф

Ф dSS ). 

 

3.5. Применение формулы Стокса  

к исследованию криволинейных интегралов в пространстве 
 

Определение 3.4. Область (V) называется поверхностно-

односвязной, если на любую замкнутую кусочно-гладкую кривую L 

 (V) можно «натянуть» кусочно-гладкую поверхность, лежащую в 

области (V), для которой контур L является границей. 

Теорема 3.3. Пусть в некоторой поверхностно-односвязной об-

ласти (V) заданы непрерывные вместе со своими частными произ-

водными функции P (x, y, z), Q (x, y, z), R (x, y, z). Тогда эквивалентны 

следующие условия 

1) криволинейный интеграл второго рода по любой замкнутой 

(возможно самопересекающейся) кусочно-гладкой кривой L, 

лежащей в (V), равен нулю, т.е. 

RdzQdyPdx
L

 = 0; 

2) для любых двух точек А и В, лежащих в области (V), значение 

интеграла RdzQdyPdx
L

  не зависит от кусочно-гладкой 

кривой АВ, соединяющей точки A и В и расположенной в (V); 

3) выражение Pdx + Qdy + Rdz является полным дифференциалом 

некоторой функции u (x, y, z), т.е. в области (V), существует 

функция u (M) = u (x, y, z) такая, что du = Pdx + Qdy + Rdz . 

При этом для любой кусочно-гладкой кривой АВ, лежащей в об-

ласти (V), имеет место равенство:   
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             )()( AuBuRdzQdyPdx
AB

 ; (3.12) 

4) в области (V) выполняются равенства  

z

Q

y

R









, 

x

R

z

P









, 

x

Q

y

P









. 

Доказательство.  Доказательство будем проводить по схеме 

1  2  3  4  1. Утверждения 1  2, 2  3,  3  4 доказываются 

аналогично утверждениям соответствующей теоремы для криволи-

нейного интеграла второго рода на плоскости. 

Докажем, что из условия 4 следует условие 1. 

Пусть L   произвольная замкнутая кусочно-гладкая кривая, ле-

жащая в области (V). Так как (V) поверхностно-односвязная область, 

то в данной области существует кусочно-гладкая поверхность Ф, гра-

ницей которой является кривая L. Тогда, по формуле Стокса (3.11) и 

из условия 4 имеем 

 
Г

RdzQdyPdx = 

= dSZ
y

P

x

Q
Y

x

R

z

P
X

z

Q

y

R

Ф

)cos)(cos)(cos)(( 




























 = 0. 

                              
3.6. Формула Остроградского-Гаусса  

 

Пусть Ф  замкнутая кусочно-гладкая, полная, двусторонняя 

поверхность, ограничивающая некоторую область (V) пространства. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 3.4. Пусть функции ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP диф-

ференцируемы в области (V) и на ее границе Ф. Тогда справедлива 

следующая формула 

     























Ф V

dxdydz
z

R

y

Q

x

P
RdxdyQdxdzPdydz , (3.13) 

где на поверхности Ф выбрана внешняя сторона. 

Формула (3.13) называется формулой Остроградского-Гаусса. 

Пример 4. С помощью формулы Остроградского-Гаусса найти 

поверхностный интеграл  
Ф

zdxdyydxdzxdydz , где Ф  внешняя 

сторона тетраэдра, ограниченного плоскостью x + y + z = 1 и коорди-

натными плоскостями x = 0,  y = 0,  z = 0. 
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Решение. Воспользуемся формулой (3.13), где P (x, y, z) = x, 

Q (x, y, z) = y, R (x, y, z) = z. Тогда  

Px = 1,  Qy = 1,  Rz = 1. Область V, 

по которой находится тройной инте-

грал  это область, ограниченная по-

верхностью тетраэдра АОВС (рис.6). 

I =  
Ф

zdxdyydxdzxdydz =  

=  
V

dxdydz)111(  =  

= 
V

dxdydz3  = 3Vт, 

где Vт  объем тетраэдра, высота которого ОС = 1, основанием служит 

прямоугольный треугольник АОВ с катетами АО = 1, ОВ = 1. 

Vт = 
6

1

3

1
 AOBSOC . Следовательно, I =

2

1
. 

Пример 5. С помощью формулы Остроградского-Гаусса найти 

поверхностный интеграл  
Ф

dxdyzdxdzydydzx 222 , где Ф внешняя 

часть конуса  z
2
 = x

2
 + y

2
  (0 ≤ z ≤ h). 

Решение.   Формула Остроградского-Гаусса применяется для 

замкнутых поверхностей, поэтому, присоединим к поверхности кону-

са часть плоскости z = h (x
2
 + y

2
 ≤ h

2
 ). Назовем эту поверхность  Ф1. 

Тогда по формуле (3.13): 

 
Ф

dxdyzdxdzydydzx 222 +  
1

222

Ф

dxdyzdxdzydydzx  =  

=  
V

dxdydzzyx )222( , 

или  

 
Ф

dxdyzdxdzydydzx 222  =  
V

dxdydzzyx )222(   

  
1

222

Ф

dxdyzdxdzydydzx . 

Для нахождения тройного интеграла перейдем к цилиндриче-

ским координатам: x = r cos ,  x = r sin ,  z = z. Уравнение части ко-

нуса  в цилиндрических координатах примет вид: z = r, уравнение 

плоскости: z = h. Тогда новые переменные в области V1 изменяются в 

следующих пределах:  0 ≤ r ≤ h,     0 ≤  ≤ 2,    r ≤ z ≤ h. Тогда  

 
V

dxdydzzyx )222(  =    



2

0 0

)sincos(2
h h

r

rdzzrrdrd  = 

y 

С 1 

z 

В 

1 

1 
Рис.  6. 

О 

А 

x 
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=   












2

0 0

2
2

2
)sin(cos2

h
h

r

drr
z

zrd  = 

=   






 





2

0 0

32
32

2
)()sin(cos2

h

dr
rrh

rrhd =  

=  












2

0 0

4
2

243

84
)

43
)(sincos2 d

r
r

hrr
h

h

 = 

=  












2

0

44

812
)sin(cos2 d

hh
= 





2

0

44

4
)cossin

6 






















hh
= 

2

4h
. 

Найдем поверхностный интеграл второго рода по верхней сто-

роне поверхности Ф1, единичный вектор нормали к которой:  10,0n . 

 
1

222

Ф

dxdyzdxdzydydzx  =  
1

)coscoscos( 222

Ф

dSZzYyXx = 

= 
1

2

Ф

dSz = 
1

2

Ф

dxdyh  =  h
4
 

Итак,  
Ф

dxdyzdxdzydydzx 222  = 
2

4h
   h

4
 = 

2

4h
 . 

 

IV. СКАЛЯРНЫЕ И ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 
 

4.1. Понятие скалярного поля.  

Поверхность уровня скалярного поля 
 

Определение 4.1. Пусть D  некоторая область на плоскости 

или в пространстве. Предположим, что в каждой точке М  D  за-

дана скалярная функция  u(М, t), где  t  время. В этом случае гово-

рят, что в этой области задано скалярное поле u = u(М, t). 

Если скалярное поле зависит от времени, то такое поле называ-

ется нестационарным. Если же скалярное поле зависит только от вы-

бора точки М области D, то поле называется стационарным. 

Мы будем рассматривать стационарные поля, определенные в 

пространстве, хотя все выкладки, приведенные далее, будут справед-

ливы и для полей на плоскости, а также  для нестационарных полей 

(нестационарное поле можно рассматривать как стационарное поле, 

определенное  в пространстве R
4
). 

Скалярные поля описывают такие физические величины, кото-

рые полностью характеризуются своим числовым значением. Напри-

мер, это может быть температура точек неравномерно нагретого тела, 
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плотность распределения электрических зарядов в изолированном на-

электризованном теле, потенциал электрического поля и так далее.  

Область D, в которой определена функция u(М), может совпа-

дать со всем пространством, а может являться некоторой его частью. 

Если в пространстве задана система координат Oxyz, то задание 

точки М в области  D равносильно заданию  координат x, y, z этой точ-

ки, тогда поле u(М) можно рассматривать, как функцию трех пере-

менных: u = u (x, y, z).  

Определение 4.2. Поверхностью уровня скалярного поля назы-

вается геометрическое место точек, в которых скалярное поле u(М) 

принимает постоянное значение: u (М)= С. 

 Если функция u (x, y, z) имеет непрерывные частные производ-

ные по всем переменным, которые одновременно не равны нулю, то 

поверхностью уровня скалярного поля является гладкая поверхность в 

пространстве, заданная уравнением u (x, y, z) = С. 

Отметим, что через каждую точку области D проходит единст-

венная поверхность уровня. Поверхности уровня скалярного поля ме-

жду собой не пересекаются. 

Замечание. Поверхности уровня для скалярных полей на плос-

кости называются линиями уровня и задаются уравнениями 

u (x, y) = С. 

Пример 1. Найти поверхность уровня скалярного поля 

u = 2x
2
  3y

2
 + 16x  18y  12z + 43, проходящую через точку 

М (1, 1, 1). 

Решение. Совокупность поверхностей уровня данного поля оп-

ределяется уравнением 

2x
2
  3y

2
 + 16x  18y  12z + 43 = С. 

Определим значение постоянной С для поверхности уровня, 

проходящей через точку М. Для этого подставим координаты точки в 

левую часть равенства: 2(1)
2
  31

2
 + 16(1)  181  121 + 43 = С, или 

С =  4. Следовательно, искомая поверхность задается уравнением 

2x
2
  3y

2
 + 16x  18y  12z + 43 = 4, 

или 2x
2
  3y

2
 + 16x  18y  12z + 47 = 0. 

Выделяя полные квадраты в левой части уравнения получаем: 

)
2

7
(2

2

)3(

3

)4( 22







z
yx

. 

Таким образом, поверхность уровня скалярного поля, проходя-

щая через точку М, является гиперболическим параболоидом. 
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4.2. Производная по направлению и 

 градиент скалярного поля 
 

Важной характеристикой скалярного поля является скорость 

изменения поля в заданном направлении, или производная по направ-

лению. 

Пусть в области D пространства задано скалярное поле 

u = u (М).  Рассмотрим точку М0  D и единичный вектор e


, задаю-

щий направление в точке М0.  Выберем точку М  D таким образом, 

чтобы вектор MM 0  был коллиниарен вектору e .  

Определение 4.3. Производной скалярного поля u (М)  по на-

правлению вектора e


 в точке  М0  называется предел 


u

 0
lim , где 

u = u (М)  u (М0)  приращение поля u (М) в точке М0, 

 =  (М, М0)   расстояние между точками М0 и М. 

Обозначение: 


u

e

u 






 0
lim . 

Если в пространстве задана де-

картова система координат, то еди-

ничный вектор e


 имеет координа-

ты )cos,cos,(cos  , где , ,   

углы, образованные вектором с поло-

жительными направлениями коорди-

натных осей OX, OY, OZ соответствен-

но (рис.7). Скалярное поле задается 

скалярной функцией u = u (x, y, z). То-

гда понятие производной по направлению скалярного поля совпадает 

с понятием производной по направлению скалярной функции u (x, y, 

z) и в случае, если функция u дифференцируема, может быть найдено 

по формуле 

         cos
)(

cos
)(

cos
)()( 0000

z

Mu

y

Mu

x

Mu

e

Mu



















. (4.1) 

Замечание 1. Если точка M0 фиксирована, то величина произ-

водной 
e

Mu



 )( 0  будет зависеть только от направления вектора e


. 

Замечание 2. Если направление вектора e


 совпадает с положи-

тельным направлением оси ОХ, то есть e


(1, 0, 0), то производная по 

направлению  этого вектора в точке М0 равна частной производной 

функции u (x, y, z) по переменной х: 
x

Mu

e

Mu








 )()( 00  . 

x 

М 

М0 

  

O 

z 

Рис. 7 

  

  

y 

e
  
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Аналогично, если направление вектора e


 совпадает с положи-

тельным направлением оси ОУ, то 
y

Mu

e

Mu








 )()( 00 ; 

если направление вектора e


 совпадает с положительным на-

правлением оси ОZ, то 
z

Mu

e

Mu








 )()( 00 . 

Замечание 3. Подобно тому, как частные производные yx uu  ,  и 

zu  характеризуют скорость изменения функции u в направлении осей 

координат, так и производная по направлению вектора e


  будет яв-

ляться скоростью изменения функции u (x, y, z) в точке М0 по направ-

лению вектора e


. Абсолютная величина производной 
e

Mu



 )( 0  оп-

ределяет величину скорости, а знак производной – характер измене-

ния функции u (ее возрастание или убывание). 

Вектор )(Mg


 = k
z

Mu
j

y

Mu
i

x

Mu 













 )()()(
 называется гра-

диентом скалярного поля u = u (x, y, z). 

Обозначение:  grad u (M) = )(Mg


. 

Следовательно,  

           grad u(M) = k
z

Mu
j

y

Mu
i

x

Mu 













 )()()(
. (4.2) 

Координаты вектора grad u  зависят от выбора точки M (x, y, z) и 

изменяются с изменением координат этой точки.  

Учитывая формулы (4.1) и (4.2), получим 

                  eMu
e

Mu 





)(grad

)(
0

0 , (4.3) 

где eMugrad

)( 0   скалярное произведение векторов )(grad 0Mu  и e


. 

Так как скалярное произведение двух векторов a


 и b


 можно 

найти по формуле:  cosbaba


 , где   угол между этими векто-

рами, а e


 = 1, получим cos)(grad
)(

0
0 




Mu

e

Mu
. 

Отсюда сразу следует, что производная по направлению дости-

гает наибольшего значения, когда 1cos  , то есть при 0 . Это 

наибольшее значение равно |grad u|.  

Итак, )(grad 0Mu   это вектор, указывающий направление наи-

большего роста скалярного поля u (x, y, z), а |grad u| равен значению 
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производной скалярного поля u в данном направлении. Ясно, что в 

противоположном направлении поле u будет быстрее всего убывать. 

Замечание. Направление градиента скалярного поля u (x, y, z) в 

каждой точке совпадает с направлением вектора нормали к поверхно-

сти уровня скалярного поля, проходящей через эту точку. 

Укажем теперь некоторые свойства градиента функции, часто 

облегчающие его вычисление: 

1) grad (u1+u2) =grad u1 + grad u2, 

2) grad (Cu) = Cgrad u, где С – постоянная, 

3) grad (u1u2) = u2 grad u1 + u1grad u2, 

4) grad f (u (x, y, z)) = 
u

f




grad u. 

Пример 2.  1) Найти производную поля u = x
2
y  3xyz + xz

2
y

2
 

в точке М (1, 2, 1)  по направлению вектора 










2

1
,

2

2
,

2

1
e


. 2) Устано-

вить характер изменения поля в данной точке (возрастает оно или 

убывает). 3) Найти величину и направление наибольшего роста функ-

ции в точке М.  

Решение. 1) Найдем частные производные функции u в точке 

М (1, 2, 1). 

x

Mu



 )(
 = (2xy  3yz + z

2
y

2
)М = 14,  

x

Mu



 )(
 = (x

2 3хz +2х z
2
y)М = 8, 

x

Mu



 )(
 = (3ху +2хzy

2
)М = 14. 

Вектор 










2

1
,

2

2
,

2

1
e


 единичный. Следовательно, cos   = 
2

1
, 

 cos   = 
2

2
,  cos   = 

2

1
.  Тогда по формуле (4.2) получим 

e

Mu



 )(
= 14

2

1
 + 8

2

2
  14

2

1
 = 4 2 . 

2) Так как 
e

Mu



 )(
> 0, то поле u (M) возрастает в данном на-

правлении. 

3) Как сказано выше, производная поля u (M) в точке M будет 

наибольшей в направлении вектора    
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    grad u(M) = k
z

Mu
j

y

Mu
i

x

Mu 













 )()()(
, 

т.е. вектора     grad u(M) = (14, 8, 14). Длина этого вектора и есть наи-

большее значение производной по направлению в точке M. Следова-

тельно,   max
)(

e

Mu




= |grad u(M)| = 222 )14(814  = 1142 . 

 

4.3. Векторные поля. Векторные линии 
 

Рассмотрим некоторую область D в пространстве. 

Определение 4.4. Если в каждой точке M области D задан оп-

ределенный вектор ),( tMp


, то будем говорить, что в этой области 

задано нестационарное векторное поле. 

Если вектор p


не зависит от времени t, то поле называется 

стационарным.  
Мы будем рассматривать стационарные векторные поля. 

Если в пространстве задана декартова система координат, то 

М   D имеет  координаты (x, y, z), значит, и вектор )(Mp


 можно за-

дать следующим образом:  

)(Mp


 = P (x, y, z) i


 + Q (x, y, z) j


 + R (x, y, z) k


. 

В дальнейшем будем предполагать, что функции P (x, y, z),  

Q (x, y, z),  R (x, y, z)  непрерывны вместе со своими частными произ-

водными. 

Рассмотрим некоторые примеры векторных полей. 

1. Поле скоростей текущей жидкости. Пусть некоторая область 

пространства заполнена несжимаемой жидкостью, которая перемеща-

ется под воздействием постоянной во времени силы. Тогда каждой 

точке М данной  области ставится в соответствие вектор скорости 

)(Mv


. Следовательно, в рассматриваемой области задано векторное 

поле )(Mv


. 

2. Поле тяготения. Пусть в некоторой точке пространства по-

мещена  материальная точка М0 массой  m0, тогда вокруг этой точки 

создается поле тяготения или гравитационное поле, действие которого 

состоит в том, что на каждую материальную точку М массой m,, нахо-

дящуюся на расстоянии r от точки М0, действует сила тяготения 

r
r

mm
MF


3

0)(


  , зависящая от положения точки  М в пространстве 

(вектор r


 = MM 0 ) 
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3. Электростатическое поле. Пусть в некоторой точке М0 про-

странства помещен заряд q0, тогда на единичный заряд q, помещен-

ный в некоторую точку М пространства,  находящуюся на расстоянии 

r от точки М0, действует сила r
r

q
kME


3

0)(  ,  где r  расстояние меж-

ду точками М0 и М, вектор r


 = MM 0 . Сила )(ME  называется на-

пряженностью электростатического поля. 

Определение 4.5. Векторной или силовой линией векторного 

поля )(Mp


  называется линия, в каждой точке М которой вектор  

)(Mp


 направлен по касательной к этой линии (рис. 8). 

Векторные линии в конкретных полях имеют ясный физический 

смысл. Так, если мы рассматриваем 

поле скоростей текущей жидкости, то 

векторные линии суть линии тока 

этой жидкости, то есть линии, по ко-

торым движутся частицы жидкости. В 

электрическом поле векторные линии 

суть силовые линии этого поля. Например, в поле точечного заряда 

такими линиями будут лучи, выходящие из заряда. Для магнитного 

поля векторными (силовыми) линиями будут линии выходящие из се-

верного полюса и оканчивающиеся в южном.  

Выведем уравнения векторных линий. 

Пусть в некоторой области D задано векторное поле  

)(Mp


 = P (x, y, z) i


 + Q (x, y, z) j


 + R (x, y, z) k


. 

 Если векторная линия поля )(Mp


 задана с помощью векторной 

функции  )(tr


= x(t) i


+ y(t) j


+ z(t), то направляющим вектором каса-

тельной к этой линии в произвольной точке t является вектор 

)(tr 


= ktzjtyitx


)()()(  , или вектор rd


= kdzjdyidx


 . Но, по 

определению, вектор )(Mp


 также направлен по касательной к  линии 

)(tr


, значит вектора rd


 и )(Mp


 параллельны. Из условия парал-

лельности векторов следует: 

                                    
R

dz

Q

dy

P

dx
 . (4.4) 

Система дифференциальных уравнений (4.4) задает семейство 

векторных линий поля )(Mp


. 

Пример 3. Найти векторные линии поля  

kxjxizyMp


 )()(  

p


 p


 

 

p


 

 

Рис. 8 

L 

 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



39 

 

Решение. Составим систему 
x

dz

x

dy

zy

dx








.  Ее можно за-

писать в виде 




















.

,

x

dy

zy

dx
x

dz

x

dy

 Из первого уравнения системы имеем 

dy = dz, т.е. y = z + C1. 

 Рассмотрим второе уравнение 
x

dy

zy

dx





, или 

zdydyyxdx  . Учитывая первое уравнение системы, получим: 

0 zdzdyyxdx . Общий интеграл этого уравнения: x
2
 + y

2
 + z

2
 = C2. 

Значит векторные линии поля )(Mp


 определяются системой 

уравнений 








2

222

1,

Czyx

Czy
и являются линиями пересечения плос-

костей y = z + C1 и сфер x
2
 + y

2
 + z

2
 = C2. 

Определение 4.6. Часть пространства, ограниченная поверх-

ностью Ф, называется  векторной трубкой, если в каждой точке 

поверхности Ф вектор нормали к поверхности направлен перпендику-

лярно векторной линии векторного поля )(Mp


.  

Векторная трубка  часть пространства, состоящая из целых 

векторных линий, каждая из которых или целиком лежит внутри век-

торной трубки или целиком находится вне  ее. 

   

4.4. Поток векторного поля 
 

Рассмотрим некоторую область D в пространстве. Пусть в этой 

области задано векторное поле )(Mp


 

)(Mp


 = P (x, y, z) i


 + Q (x, y, z) j


 + R (x, y, z) k


. 

Возьмем в этом поле некоторую поверхность Ф и выберем на ней сто-

рону, определенную единичным вектором нормали n


.  

Определние 4.7. Потоком векторного поля  )(Mp


 через по-

верхность Ф в сторону, определяемую вектором нормали n


 называ-

ется интеграл 

                                        П =  
Ф

dSnMp


)( . (4.5) 

Если в пространстве задана декартова система координат, то 

вектор n


 имеет координаты (cos X, cos Y, cos Z), вектор 

)(Mp


 = (P (x, y, z), Q (x, y, z) , R (x, y, z) ), тогда  
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П =  SdZRYQXP
Ф

  )coscoscos(  

или  

                                 П =   
Ф

dydxRdzdxQdzdyP .  (4.6) 

Физический смысл этой ве-

личины раскроем на  следующем 

примере. Надо найти объем жидкости 

постоянной плотности, протекающей 

через поверхность Ф в единицу вре-

мени. Разобьем поверхность Ф на 

достаточно малые части Фi площадью 

dSi. В некоторой точке Mi  Ф,  вектор 

нормали к поверхности в сторону тока 

жидкости есть вектор  )( iMn


. Пусть 

вектор )(Mp


 – вектор скорости текущей жидкости в произвольной 

точке M  Фi. Если  часть Фi  достаточно мала, то ее можно рассмат-

ривать, как часть плоскости с вектором нормали )( iMn


, а вектор  

)(Mp


 считать постоянным и равным )( iMp


. Через площадку Фi за 

единицу времени протечет количество жидкости, которое заполнит 

собой цилиндр с основанием Фi,,  образующей )( iMp


 и высотой 

)( in Mp


, где  )( in Mp


  проекция вектора )( iMp


 на )( iMn


. Объем 

этого цилиндра равен )( in Mp


dSi = )()( ii MnMp

 dSi . Тогда объем 

жидкости, протекающей  через площадку Фi за единицу времени,  

равна Vi  )()( ii MnMp

 dSi. Для всей поверхности Ф получим:  

V =  
S

dSnMp


)( . 

Рассмотрим поток векторного поля через замкнутую поверх-

ность в направлении внешнего вектора нормали. При этом, если П > 0, 

то объем вытекающей жидкости больше, чем объем втекающей, если 

П < 0, то наоборот, втекает жидкости больше чем вытекает. В первом 

случае внутри поверхности существуют источники векторного поля, 

во втором  стоки. 

 

4.5. Дивергенция векторного поля 
 

Пусть замкнутая поверхность Ф ограничивает некоторую об-

ласть D в пространстве, содержащую точку М.  Объем области D ра-

вен V. Рассмотрим векторное поле )(Mp


, определенное в области  D и 

 p


 
 n


 

 Фi    
np


 

Рис 8. 
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на ее границе Ф.  Вычислим поток вектора )(Mp


 через поверхность Ф 

и найдем отношение этого потока к объему V: 

V

dSnMp
Ф

 


)(

 

В поле скоростей жидкости это отношение определяет количе-

ство жидкости, вытекающей в единицу времени из области, ограничен-

ной поверхностью Ф, отнесенное к единице объема, то есть, как гово-

рят, среднюю объемную мощность источника (если поток через внеш-

нюю сторону поверхности Ф меньше нуля, то соответственно говорят о 

мощности стока и о количестве втекающей в область жидкости). 

Будем стягивать поверхность Ф в точку М  и рассмотрим пре-

дел: 

                                                
V

dSnMp
Ф

V

 




)(

lim
0

 (4.7) 

 Если этот предел положителен, то точка M называется источ-

ником, а если отрицателен, то стоком векторного поля. Сама величи-

на предела характеризует мощность источника или стока.  

Определение 4.8. Дивергенцией векторного поля )(Mp


в точке 

M называется предел (4.7).  

Дивергенцию поля обозначают символом div )(Mp


. 

Таким образом, 

                                      div )(Mp


 = 
V

dSnMp
Ф

V

 




)(

lim
0

, (4.8) 

 где предел вычисляется при условии, что поверхность Ф стягивается 

в точку M. 

Пусть в пространстве введена декартова система координат. 

Тогда имеет место следующая теорема. 

Теорема 4.1. Пусть в некоторой области D  пространства опре-

делено дифференцируемое векторное поле )(Mp


 = P (x, y, z) i


 + 

+ Q (x, y, z) j


 + R (x, y, z) k


. Тогда дивергенцию поля )(Mp


 в произ-

вольной точке М можно найти по формуле  

                 
z

MR

y

MQ

x

MP
Mp
















)()()(
)(div


. (4.9) 

Доказательство. Рассмотрим произвольную точку М  D. То-

гда, по теореме Остроградского-Гаусса, поток векторного поля через 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



42 

 

внешнюю сторону любой замкнутой поверхности, окружающей точку 

М, находится по формуле  

 























VФ

dxdydz
z

R

y

Q

x

P
dSnMp


)( , 

где (V) – тело, ограниченное поверхностью Ф, объем которого равен 

V.  

Тогда по теореме о среднем, существует  такая точка N  (V), 

что тройной интеграл, стоящий в правой части равенства, равен про-

изведению объема V на значение подынтегральной функции в точке 

N: 

V
z

NR

y

NQ

x

NP
dxdydz

z

R

y

Q

x

P

V
















































)()()(
. 

При этом, если поверхность Ф стягивается в точку М и V  0, 

то N  M. Тогда, по определению дивергенции векторного поля, по-

лучаем 

div )(Mp


 = 
V

dSnMp
Ф

V

 




)(

lim
0

= 






















 z

NR

y

NQ

x

NP

MN

)()()(
lim = 

= 
z

MR

y

MQ

x

MP













 )()()(
.■ 

Пользуясь формулой (4.9), теорему Остроградского-Гаусса мож-

но сформулировать в векторной форме следующим образом. 

Теорема 4.2. Поток дифференцируемого векторного поля )(Mp


 

через замкнутую поверхность Ф равен тройному интегралу по об-

ласти, ограниченной этой поверхностью от дивергенции векторного 

поля )(Mp


 

                            П =  
Ф

dSnMp


)( = 
V

dVMp )(div


. (4.10) 

Векторная форма теоремы Остроградского выражает в поле те-

кущей жидкости тот очевидный факт, что поток жидкости через по-

верхность равен суммарной мощности всех источников и стоков, рас-

положенных  в области, ограниченной данной поверхностью, то есть 

количеству жидкости, возникающей в рассматриваемой области за 

единицу времени Если, в частности, дивергенция во всех точках равна 

нулю, то равен нулю и поток через любую замкнутую поверхность. 
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Пример 4. Найти поток векторного поля )(Mp


= x
2
i


 + y
2

j


 + z
2
k


 

через внешнюю сторону тетраэдра АВСО, если А (1, 0, 0), В (0, 1, 0), 

О (0, 0, 1), С (0, 0, 0). 

Решение. Так как тетраэдр яв-

ляется замкнутой поверхностью, то по-

ток вектора  )(Mp


можно найти по 

формуле (4.10): 

П = 
V

dVMp )(div


, 

где тройной интеграл находится по об-

ласти (V), ограниченной плоскостями 

z = 0, x = 0, y = 0, x + y +z = 1.  

Найдем дивергенцию поля )(Mp


: 

z

MR

y

MQ

x

MP
Mp
















)()()(
)(div


= 2x + 2y +2z. 

Тогда  

П = 
V

dVMp )(div


=  
V

dVzyx )222( = 

=  



D

yx

dzzyxdxdy
1

0

)(2 = 













D

yx

dxdy
z

zyx

1

0

2

2
)(2  =  

=  
D

dxdyyx ))(1(
2

1
2 2 = 




x

dyyxdx
1

0

2
1

0

))(1( = 

= 










 


1

0

1

0

3

3

)(
dx

yx
y

x

  = dx
x

x 









1

0

3

33

2
 = 

1

0

42

1223

2










xx
x = 

4

1
. 

 

4.6. Соленоидальные поля 
 

Определение 4.9. Векторное поле )(Mp


, дивергенция которо-

го тождественно равна нулю называется соленоидальным или 

трубчатым.  
Примером соленоидального поля может служить поле скоро-

стей несжимаемой жидкости при отсутствии источников и стоков. 

Свойства соленоидальных полей. 

1.  Рассмотрим область D, которая является объемно односвяз-

ной. Пусть в области D  определено соленоидальное векторное поле 

)(Mp


. Тогда, так как во всех точках М  D дивергенция поля )(Mp


 

равна нулю, то по формуле Остроградского-Гаусса, поток векторного 

поля через внешнюю сторону любой замкнутой поверхности тоже ра-

вен нулю. 

y 

С 1 

z 

В 

1 

1 
Рис.  9. 

О 

А 

x 
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2. Для соленоидальных полей имеет место так называемый за-

кон интенсивности векторной трубки, состоящий в следующем. 

Рассмотрим часть такой трубки, ограниченную сечениями S1 и  

S2. Эти сечения вместе с боковой поверхностью векторной трубки Ф0 

образуют замкнутую поверхность Ф. Тогда для потока векторного по-

ля через внешнюю сторону поверхности Ф выполняется равенство: 

П =  
Ф

dSnMp


)( = 0 

или 

П =  
210

)()()(
SSФ

dSnMpdSnMpdSnMp


. 

Первое слагаемое равно нулю, так как по определению вектор-

ной трубки на  поверхности Ф0 вектор  нормали n


 перпендикулярен 

вектору )(Mp


. Тогда, если на сечении S1 поменяем направление век-

тора нормали, получим: 

                              
21

)()(
SS

dSnMpdSnMp


. (4.11) 

Таким образом, поток векторного поля )(Mp


 через любое сече-

ние векторной трубки имеет одно и то же значение. 

В случае поля скоростей несжимаемой жидкости равенство 

(4.11) означает, что через каждое сечение векторной трубки за едини-

цу времени проникает одно и то же количество жидкости. 

 

 4.7. Циркуляция и ротор векторного поля 
 

Рассмотрим векторное поле )(Mp


= (P, Q, R), определенное в 

некоторой области D Тогда интеграл  

                        
l

RdzQdyPdx  =  
l

dlMp 


)( , (4.12) 

взятый по некоторой  гладкой или кусочно гладкой кривой l, с на-

правляющим вектором 


, лежащей в этой области называется линей-

ным интегралом вектора )(Mp


 вдоль кривой l.  

Если поле )(Mp


 есть силовое поле, то линейный интеграл ра-

вен работе векторного поля по перемещению точки вдоль кривой l. 

В случае замкнутой кривой, интеграл (4.12) называется цирку-

ляцией векторного поля )(Mp


. 

Рассмотрим некоторую поверхность Ф, ограниченную замкну-

тым контуром l. Выберем на поверхности определенную сторону, т.е. 

укажем на поверхности непрерывное поле единичных нормалей 
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n


(cos X,  cos Y,  cos Z). Предположим, что контур l ориентирован по-

ложительно относительно выбранной стороны поверхности.  Тогда по 

формуле Стокса (3.11):  

  
l l

dlMpRdzQdyPdx 


)( = 

= dSZ
y

P

x

Q
Y

x

R

z

P
X

z

Q

y

R

Ф

)cos)(cos)(cos)(( 




























 . 

 

Определение 4.10. Вектор с координатами   

                          
y

P

x

Q

x

R

z

P

z

Q

y

R



























,,  (4.13)        

называется ротором векторного поля )(Mp


и обозначается симво-

лом rot )(Mp


. 

Таким образом, векторная форма записи формулы Стокса имеет 

вид: 

                          
Фl

dSnMpdlMp


)(rot)(  . (4.14) 

Следовательно, поток ротора векторного поля )(Mp


 через поверх-

ность Ф в сторону, определенную вектором нормали n


, равен цирку-

ляции этого векторного поля по границе этой поверхности. 

Введем определение ротора векторного поля, не зависящее от 

выбора системы координат. Рассмотрим произвольную точку М  D. 

Зададим с помощью некоторого вектора n


 направление в этой точке и 

рассмотрим плоскость перпендикулярную этому вектору. На плоско-

сти построим контур l, окружающий точку М. Обозначим через S 

площадь области Ф, ограниченной данным контуром.  Воспользуемся  

формулой (4.14), разделив обе части равенства на площадь S:  

S

dSnMp

S

dlMp
Фl

 






)(rot)( 

. 

Применим к поверхностному интегралу, стоящему в данном ра-

венстве теорему о среднем, получим 

rot )(Np


n


 = 
S

dlMp
l

 


)(

, 

где точка N  некоторая точка принадлежащая площадке Ф. Будем 

стягивать площадку Ф в точку М так, чтобы направление вектора 

нормали оставалось одним и тем же. Учитывая, что 
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rot )(Np


n


 = (rot )(Np


)n  проекция вектора rot )(Np


 на вектор n


, и 

перейдя к пределу при M  N, получим 

                          (rot nMp 


))(  = 
S

dlMp
l

S

 






)(

lim
0

. (4.15) 

Циркуляция вектора )(Mp


вдоль контура l не зависит от выбора 

системы координат, а, следовательно, от выбора системы координат 

не зависит и проекция rot )(Mp


 на направление нормали n


. Но на-

правление вектора n


 мы можем выбрать произвольно, поэтому про-

екция вектора rot )(Mp


 на любое направление, а следовательно, и сам 

вектор не зависят от выбора системы координат. 

Физический смысл ротора. 

1. Рассмотрим вращение некоторого твердого тела (V) вокруг 

неподвижной точки О. Введем произвольную декартову систему ко-

ординат Охуz. Тогда в произвольный момент времени t  поле v


скоро-

стей точек данного тела определяется формулой  rv

  , где 




( x,  y,  z) мгновенная угловая скорость произвольной точки 

М (V)  , а r


(x, y, z)  радиус-вектор, соединяющий точку О с данной 

точкой М.  Найдем координаты вектора v


: 

v


 = 

zyx

kji

zyx 



 = ( yz  zy) i


 + ( zx  z) j


 + ( xy  yx)k


 . 

Тогда  

rotv


 = 

xyzxyz

zyx

kji

yxxzzy  















 = 2 x i


 +  y j


 +  y k


= 2


. 

2. Рассмотрим векторное поле )(Mp


=  y i

 + x j


 + 0 k


. Это 

поле можно рассматривать как поле скоростей, отвечающее вращению 

всего пространства вокруг оси OZ с угловой скоростью k


  . Оче-

видно, что rot )(Mp


 = k


2 . Таким образом, ротор векторного поля 

)(Mp


 направлен по оси вращения, а по величине равен удвоенной уг-

ловой скорости. 

Ротор векторного поля является характеристикой вращательной 

компоненты этого поля. Это нашло отражение в названии: rot  со-

кращенное английское слово «rotation»   вращение. 

Пример 5. Найти циркуляцию векторного поля  
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)(Mp


= (z
2
  x

2
) i


 + (x

2
  y

2
) j


 + (y

2
  z

2
) k


 

по контуру x
2
 + y

2 
+ z

2
 = 8,  x

2
 + y

2 
= z

2
  (z > 0), «пробегаемому» по ходу 

часовой стрелки с точки зрения наблюдателя, находящегося в начале 

координат.  

Решение. Циркуляция векторного поля )(Mp


 равна криволи-

нейному интегралу: 

С =  
Г

dzzydyyxdxxz )()()( 222222  

Контур интегрирования Г  окружность  x
2
 + y

2 
= 4, лежащая в 

плоскости  z = 2, полученная в ре-

зультате прересечения сферы  

x
2
 + y

2 
+ z

2
 = 8 с конусом x

2
 + y

2 

= z
2
 (рисунок 10).  Воспользуемся 

формулой Стокса (4.14).  В качест-

ве поверхности, по которой будем 

находить поверхностный интеграл,  

выберем верхнюю сторону круга  

x
2
 + y

2 
≤ 4, лежащего в плоскости 

z = 2. Единичный вектор нормали 

n


 к выбранной стороне поверхно-

сти равен направляющему вектору 

оси Оz, т.е. n


 = )1,0,0(k


. 

Найдем ротор векторного поля 

rot )(Mp


 = 

RQP
zyx

kji















 = k
y

P

x

Q
j

x

R

z

P
i

z

Q

y

R 





















































= 

= j
x

zy

z

xz
i

z

yx

y

zy 


































 )()()()( 22222222

+ 

+ k
y

xz

x

yx 
















 )()( 2222

= kxjziy


222  . 

Найдем  скалярное произведение векторов rot )(Mp


 и  k


           

rot )(Mp


k


= 2х. Тогда по формуле (4.14) имеем 

С =  
Г

dzzydyyxdxxz )()()( 222222 = 
S

xdS2  = 
D

xdxdy2 ,  

где D  круг x
2
 + y

2 
= 4, лежащий в плоскости XOY. Перейдем в данном 

интеграле к полярным координатам x =  cos ,  y =  sin , 0    2, 

0    2. Получим 

Рис. 10 
х 

2 

2 

n


 
z 

8  
y D 

S 
Г 
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С = 
D

xdxdy2  =  



2

0

2

0

2 cos2 dd  = 



2

0

2

0

3

cos
3

2 d  = 

= 



2

0

cos
3

16
d  = 




2

0
sin

3

16
 = 




2

0
sin

3

16
 = 0. 

 

 4.8. Потенциальные векторные поля 
 

Пусть в области D  определено некоторое скалярное поле u (M), 

тогда в каждой точке области В определено и векторное поле  

grad u = k
z

u
j

y

u
i

x

u 














. 

Определение 4.11. Векторное поле )(Mp


называется потенци-

альным, если существует такое скалярное поле u (M), что grad u 

= )(Mp


. 

В этом случае функцию u (M) называют потенциалом вектор-

ного поля )(Mp


.  

Замечание. В физике потенциалом часто называют такую функ-

цию u (M), что )(Mp


 = grad u. 

Примеры потенциальных полей. 

1. Пусть в начало координат помещена точечная масса m. Тогда 

на единичную массу, помещенную в точку М (x, y, z) будет действо-

вать сила тяготения )(MF


 = r
r

m 
3

 , где r = 222 zyx   расстоя-

ние от точки М до начала координат, r


(x, y, z)  радиус-вектор точки 

М. Скалярная функция u = 
r

m
  называется ньютоновским потен-

циалом. Найдем градиент функции u . 

grad u = k
z

u
j

y

u
i

x

u 














= 

= k
zyx

mz
j

zyx

my
i

zyx

mx 
222222222 







 = )(MF


. 

Значит, гравитационное поле, создаваемое материальной точкой 

массой m, является потенциальным. 

2. Рассмотрим электростатическое поле, создаваемое точечным 

зарядом е, помещенным в начало координат. На единичный заряд, по-

мещенный в точку М (x, y, z), действует электрическое поле с напря-

женностью  )(ME


 = r
r

e
k


3

. Очевидно, что для функции u = 
r

e
k  вы-
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полняется равенство )(ME


 =  grad u . Функция u = 
r

e
k  называется 

потенциалом электрического поля. 

Рассмотрим некоторую поверхностно-односвязную область (V). 

Тогда справедлива теорема, аналогичная теореме 3.3  

Теорема 4.3. Пусть в некоторой поверхностно-односвязной об-

ласти (V) задано непрерывно дифференцируемое векторное поле 

)(Mp


= (P, Q, R). Тогда эквивалентны следующие утверждения 

1) векторное поле )(Mp


= (P, Q, R) является потенциальным; 

2) циркуляция векторного поля по любому замкнутому (возможно 

самопересекающемуся) кусочно-гладкому контуру L, лежащему 

в (V), равна нулю, т.е. 

RdzQdyPdx
L

 =  
L

dlp 


= 0; 

3) выражение Pdx + Qdy + Rdz является полным дифференциалом 

некоторой функции u (x, y, z), которая является потенциалом 

поля  )(Mp


. При этом для любой кусочно-гладкой кривой АВ, 

лежащей в области (V), имеет место равенство:   

               )()( AuBuRdzQdyPdx
AB

 .  

4) в области (V) rot )(Mp


= 0. 
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