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ВВЕДЕНИЕ 

 

Данное издание предназначено для проведения практических 

занятий и организации самостоятельной работы студентов первого 

курса математического факультета, обучающихся  по специальностям 

«Математика и информатика», «Прикладная математика», «Приклад-

ная информатика». 

Основное назначение задачника-практикума – помочь студен-

там математических специальностей в освоении курса математическо-

го анализа. По этой дисциплине существует ряд хороших задачников, 

список которых приведен в конце пособия. Однако, из–за слишком 

большого объема в них зачастую трудно ориентироваться и выбрать 

нужный материал для подготовки к экзамену. Кроме того, имеющиеся 

сборники задач не дают возможности индивидуализировать процесс 

обучения, поскольку не содержат достаточного количества однотип-

ных  задач. 

Пособие охватывает  вопросы математического анализа, отно-

сящиеся к «Дифференциальному исчислению функции одной пере-

менной». Весь материал  разбит на 12 параграфов, что в среднем соот-

ветствует количеству часов, предусмотренных учебной программой 

на проведение практических занятий по данной теме. Каждый пара-

граф состоит из 3 пунктов. В пункте I – «Контрольные вопросы и за-

дания» – содержатся вопросы по теоретическому материалу. Цель 

этого раздела – помочь студенту самостоятельно разобраться в теоре-

тическом материале, выделить наиболее важные места, без которых 

невозможно осмысленное решение задач.  В пункте II – «Примеры 

решения задач» – разобраны наиболее типичные примеры, демонст-

рирующие применение на практике результатов теории.  Эти два 

пункта студенты должны разобрать самостоятельно при подготовке к 

практическому занятию по данной теме.  В пункте III – «Задачи и уп-

ражнения для практических занятий» – приведены задания для ауди-

торной и домашней работы.   

В конце практического пособия приведен список задач для  

индивидуальной работы студентов. Данный список охватывает все 

разделы пособия и состоит из типичных задач, предлагаемых на эк-

замене. 

Материал, приведенный в пособии, соответствует учебным про-

граммам по математическому анализу по вышеперечисленным специ-

альностям. 

Пособие может быть полезно для студентов других специально-

стей, изучающих высшую математику. 
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ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДНОЙ. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ  

И МЕХАНИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Что называется приращением функции y = f (x) в точке х0? 

2. Дайте определение производной функции y = f (x) в точке х0. 

3. Каков геометрический смысл производной? Дайте определение 

касательной к графику функции y = f (x) в точке (х0,  f (x0))  и на-

пишите уравнение касательной. 

4. Каков физический смысл производной функции y = f (x) в точке х0? 

5. Что такое односторонние производные функции в точке? Какова 

связь между односторонними производными и производной функ-

ции в точке? Приведите пример функции, у которой существуют 

односторонние производные в некоторой точке, но не существует 

производной в этой точке. 

6. Когда говорят, что функция имеет в точке х0 бесконечную произ-

водную? 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Исходя из определения, найти производную функ-

ции )1( 2  xxy . 

Решение. Найдем приращение  f (x) функции при переходе из 

точки  х в точку х + x.  Так как  f (x) = x(x
2
  1), то  f(x + x) = 

= (x + x)((x + x)
2  1). Тогда  f (x) = f (x + x) – f(x) = 

 =3x
2
x + 3x(x)

2  x + (x)
3
. 

 Составим отношение  
 

x

xxxxxx

x

xf








 322 33)(

 
= 3x

2
+ 3xx – 1 + x

2
. 

 

По определению: 
 

0 0

( )
( ) lim lim

x x

f x
f x

x   


  


(3x

2 
+ 3xx – 1 + x

2
) = 3х 

2  1. 

 

Пример 2. Составить уравнение касательной к графику функ-

ции y = xln x, которая параллельна прямой 
2

1
 xy . 

Решение. Угловые коэффициенты параллельных прямых рав-

ны. У данной прямой k = 1, следовательно, угловой коэффициент ис-

комой касательной тоже равен 1. Из геометрического смысла произ-

водной следует, что )( 0xyk  , где х0 – абсцисса точки касания. Итак, 
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)( 0xy = 1. Но )( 0xy  = ln(x0) + 1, откуда ln(x0) + 1 = 1, ln(x0) = 0. Ре-

шая уравнение, получим х0 = 1. Тогда у0 = у(1) = 0. 

Зная точку касания М0 (1, 0) и угловой коэффициент касатель-

ной, запишем уравнение касательной по формуле 
 

у - y0 = k(x  x0),    т.е.       y = x  1. 
 

Пример 3. Определить среднюю скорость движения тела за 

промежуток времени 2 2t t   , если закон движения задан 

формулой 12  tts , где t – время (в секундах), s – расстояние  

(в метрах). Подсчитать среднюю скорость для: а) t = 0,01 сек; 

б) t = 0,001 сек; в) t = 0,0001 сек. Найти мгновенную скорость  

в момент времени  t0 = 2.      

Решение.  Известно, что ср

s

t






, 
0

limмгн
t

s

t


 





. 

Учитывая, что  

 )()( tsttss 2 2(( ) ( ) 1)) ( 1)t t t t t t         
22 )()12()(2 ttttttt  , 

получим: 

tt
t

ttt
ср 




 12

)()12( 2

 .
 

Результаты расчѐтов занесѐм в таблицу 

 

t t 2t  1 ср  

2 

2 

2 

2 

0,1 

0,01 

0,001 

0,0001 

3 

3 

3 

3 

3,1 

3,01 

3,001 

3,0001 

 

Из рассмотрения таблицы видно, что при t = 2 со стремлением 

t к 0 средняя скорость ср  стремится к скорости равной 

3)12()12(lim 2
0

 


t
t

мгн ttt
 
м/сек. 

 

Пример 4. Количество радиоактивного вещества в момент 

времени t выражается формулой 
T

t

Mm 









2

1
, где Т –  период полу-

распада,  а M – первоначальное количество вещества (количество 

вещества в момент времени t = 0). Найти мгновенную скорость рас-

пада вещества в момент времени t0. 
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Решение. Найдѐм среднюю скорость распада за промежуток 

времени  ttt 00; . В момент времени t0 количество вещества было 

T

t

Mm

0

2

1
0 








 , а в момент времени t0 +t стало 

T

tt

Mm













0

2

1
.  Поэто-

му за промежуток времени  ttt 00;  количество вещества измени-

лось на  
0 0

1 1

2 2

t t t

T T

m M M



   
     

     
 

(отметим, что m<0, так как количество радиоактивного вещества 

уменьшается). Средняя скорость распада за промежуток времени 

 ttt 00;  равна: 

t
M

t
M

t

m

T

t

T

t
T

t

T

tt

ср

















































1
2

1

2

12

1

2

1
0

00

 . 

 

 Поэтому мгновенная скорость распада выражается формулой  

t
M

T

t

T

t

t
ср

t
мгн


























1
2

1

2

1
limlim

0

00
 . 

Так как 
T

t

M

0

2

1








 не зависит от t, то это выражение можно выне-

сти за знак предела: 

0 0
1

ln
2

0 0

1
1

1 1 12
lim lim

2 2

t

T
tt t

TT T

мгн
t t

e
M М

t t






   

 
           

    
 

T

m

T

M T

t

2ln

2

12ln 0

0









 . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Напишите выражение  )()( 00 xfxxfy  , если: 

а) 3   , 3)( 0

2  xxxxf ;  б) 
2

1
   , arcsin)( 0  xxxf ; 

в) 0( ) ln  ,   3f x x x  ; г) 
2

3
   , cos)( 0


 xxxf . 
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 2. Пользуясь определением производной, найдите производ-

ную функции: 

а) y = 3x  2 в точке х0 = 2; б) 
2xy   в точке х0 = 3; 

в) 543 2  xxy  в точке х0 = 1; г) xxy 53   в точке х0; 

д) xy   в точке х0 = 9; е) xy 2sin в точке х0. 

3. Дана функция 

2 1
sin , 0

( )

0, 0

x x
f x x

x




 
 

.   Найти производную 

этой функции в точке х0 = 0.  

 4. Составьте уравнение касательной к графику функции 

)(xfy   в точке с абсциссой х0,  если  

а) xxf sin)(  ,  х0 = 0; б) xxxf 3)( 2  ,  х0 = 1; 

в) 
3)( xxf  ,  х0 = 0; г) arctgxxf )( ,  х0 = 1.  

 5. Найти угол наклона касательной к параболе 522  xxy  в 

точках:  а) х = 0,5;  б) х = 1;  в) х = 1,5. 

 6. В каких точках касательная к параболе 322  xxy на-

клонена к оси Ох  под углом: а) 0 ;  б) 30 ;  в) 45 ? 

 7. В какой точке касательная к кривой xy ln параллельна пря-

мой: a) y = x + 2;   б) y = 2x  5. 

 8. Найти точки, в которых касательные к кривым 13  xxy  и 

143 2  xxy  параллельны. 

 9. Написать уравнение прямой, проходящей через точку )1;2(  и 

касающейся кривой 42  xy . 

 10. Тело движется прямолинейно по закону 
2431 tts  . Оп-

ределить его скорость в момент времени 2t . 

 11. Расстояние s, пройденное телом за t сек определяется по 

формуле 13 23  tts . Найти скорость и ускорение при 4t .  
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ТЕХНИКА ВЫЧИСЛЕНИЯ ПРОИЗВОДНЫХ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Выведите формулы для вычисления производных суммы, разно-

сти, произведения и частного двух функций. 

2. Сформулируйте теорему о производной обратной функции. 

3. Сформулируйте теорему о производной сложной функции. 

4. В каком случае пользуются логарифмической производной? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Продифференцировать данные функции: 
 

a) y 2)5(

3

x
 3 3 152  xx ;      б) y )2(arctg5sin 34 xx  ; 

 

с) y
3

4tg

)85( x-

e x

. 

 

Решение.  a) Воспользуемся тем, что vuvu  )( , 

)()))((( xufxuf
u

 , а также формулой дифференцирования 

uuu  1)(   . Тогда 

y 












 2)5(

3

x  

+ )152(3 3  xx  = ))5(3( 2  x  + ))152(( 3/13  xx  = 

= )5()5(6 3   xx  + )152()152(
3

1 33/23   xxxx = 

= 
3

6

( 5)x


  

+ 
2

3 23

6 5

3 (2 5 1)

x

x x



 
. 

 

б)  Воспользуемся формулой дифференцирования произведе-

ния uvvuvu  )( . 

)2arctg5(sin 34  xxy  = )2arctg(5sin2arctg)5(sin 3434  xxxx = 

= )2(
41

1
5sin2arctg)5(sin5sin4 3

6

433 


 x
x

xxxx = 

=
6

42
33

41

5sin6
2arctg5cos5sin20

x

xx
xxx




 . 

с) Так как 












v

u
2v

vuvu 
, то  
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y  

tg4

3(5 8)

xe

x


 
 

   

= 

tg4 3 tg4 3

6

( ) (5 8) ((5 8) )

(5 8)

x xe x e x

x

   


 

= 

= 

tg4 3 tg4 2

2

6

1
4(5 8) 3(5 8) 5

cos 4

(5 8)

x xe x e x
x

x

      


 

= 

tg4

2

4

4(5 8)
15

cos 4

(5 8)

x x
e

x

x

 
 

 


. 

 

Пример 2. Найти производную функции  

                                        
xxy )(sin                   (1). 

Решение. Прологарифмируем равенство (1): 

)ln(sinln xxy  . 

 Дифференцируем обе части полученного равенства: 

x

x
xxy

sin

cos
)ln(sin)(ln  , 

откуда   
x

x
xx

y

y

sin

cos
)ln(sin 


. Тогда 










x

x
xxxy x

sin

cos
)ln(sin)(sin . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Пользуясь общими правилами дифференцирования, найти про-

изводные данных функций: 

1. 
3 2

23

1 3
5y x x x

x x
     ; 2.  3

2

1

1

x

x
y




 ; 

3. )3(2 xxxy  ; 4. 
16

5 3






xx

xx
y ; 

5. xxxy lnsin3 2 ; 6. )cos(sin2 xxey x  ; 

7. xy 5sin ; 8. xy 5ln ; 

9. xy 5arcsin ; 10. 
3sin xy  ; 

11. xy 2sin3 ; 12. )1(lncos 22 xxy  ; 

13. )4ln( 2  xxy ; 14. ))ln(ln(ln xy  ; 

15. 13sin2  xy ; 16. xxxy  ; 

17. 
13

2




x

xtg
y ; 18. xexy x cossin

233  ; 

19. )15(sinln 23  xy ; 20. 
43  xarctgey ; 
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21. 2

1
ln

1

x
y

x





 ; 22. 

xxy 22 )1(  ; 

23. 
xxy

1

)(sin ; 24. 
xxy sin

1

)1(  ; 

25. 
xxy sin ; 26. 

xxxy  ; 

27. 453 7ctg)72(arcсоs xxy  ; 28. )125arcctg(10 33cos  xxy x ; 

29. )26(ln4 352

  xy x ; 30. 
xx

e
y

x

53 2

)2(arccos3






. 

31. 
)32(

132
52

3 2






xtg

xx
y ; 32. 

65 2

3sin 2




xx

e
y

x

; 

 

 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение дифференцируемости функции в точке. 

2. Что такое дифференциал функции в точке? От каких аргументов 

он зависит? 

3. Каков геометрический смысл дифференциала? 

4. Каков физический смысл дифференциала? 

5. Что понимается под инвариантностью формы первого дифферен-

циала? 

6. Как используются дифференциалы при приближенных вычисле-

ниях? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Доказать, что функция y = x
3
 + 2x дифференцируема 

на всей числовой оси. 
 

Решение. Возьмѐм произвольную точку x и вычислим прираще-

ние функции в этой точке.  

y = f(x + x)  f(x) = (x + x)
3
 +2(x + x)  ( x

3
 + 2x) = 

= x
3
 + 3x

2
x + 3x (x)

2
 + (x)

3
 + 2x + 2x    x

3
  2x = 

= (3x
2 
 + 2)x + 3x (x)

2
 + (x)

3
 . 

Функция (x,x) = 3x (x)
2
 + (x)

3
   при фиксированном x является 

бесконечно малой высшего порядка малости чем x, при x  0. 

Функция (3x
2 
 + 2)x   линейна относительно x. Следовательно,                

y = Ax + (x,x) , а это и означает, что функция y = x
3
 + 2x  диффе-

ренцируема при любом действительном  x и dy = (3x
2 
 + 2)x.    

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



12 

Пример 2. Найти приращение и дифференциал функции 

y = x
2
 + 2x   в точке x = 2  при Δx = 0,1 и Δx = 0,01. Найти абсолют-

ную и относительную погрешности, которые мы допускаем при за-

мене приращения функции еѐ дифференциалом. 
 

Решение.  Найдем приращение функции  

y = f(2 + x)  f(2) =  (2 + x)
2
 + 2(2 + x)  2

2
  4 = 6x + (x)

2
.  

Так как дифференциал есть главная линейная часть приращения 

функции, то dy = 6x .  

Если  Δx = 0,1  ,  то y = 6  0,1 + (0,1)
2
 = 0,61.     Значит, 

dy = 6  0,1 = 0,6.  Абсолютная погрешность  = y dy= 0,1, а отно-

сительная погрешность  = %100




y
 = %100

61,0

1,0
    16%.  

Если Δx = 0,01, то y = 6  0,01 + (0,01)
2
 = 0,0601.  Значит, 

dy = 6  0,01 = 0,06.   Абсолютная погрешность  = y dy= 0,0001. 

Относительная погрешность     =  %100
0601,0

0001,0
    0,17%.                    

 

Пример 3.  Найти дифференциал функции y = cos ( ln x ).  
 

Решение.  Дифференциал функции равен: dy = ydx.  Значит, 

dy = (cos ( ln x ))dx = sin (ln x )  (ln x) dx =  
x

x)sin(ln
dx. 

 

Пример 4. Заменяя приращение функции еѐ дифференциалом, 

найти приближѐнное значение 98,0 . 
 

Решение. Рассмотрим функцию xy  1 . Так как y(0) = 1, 

y(0,02) = 98,0 ,  2

1

)1(
2

1 

 xy , 
2

1
)0( y , то, воспользовавшись 

формулой f(x + x)  f(x) + f(x )x,  получаем 

98,0  = f(0,02)  f(0) + f(0) (0,02) = 1  0,01 = 0,99. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Доказать, что функции: а) y =2x
2
  x + 3;                                        

б)  y = x
3
  x + 1 дифференцируемы на всей числовой оси. 

2. Доказать, что функция 2 xy   не дифференцируема в 

точке x = 2. 

3. Найти приращения и дифференциалы данных функций в точ-

ке x = 1 при Δx = 0,1 и Δx = 0,01. Найти абсолютную и относительную 
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погрешности, которые мы допускаем при замене приращения функ-

ции еѐ дифференциалом: 

a) f(x) = 3x + 5;;  б) f(x) = x
2
  3x ; 

в) f(x) = 3x
2
  1 ;   г) f(x) = x

3
  x . 

4. Найти дифференциалы следующих функций: 

a) 
x

x
y

2

1
 ; б) 3 123sin  xxy ; 

в) y = (x
2
 + x + 3) tg

2
x;  г) 

2

1
3 




x

x
y ; 

д) y = ln (sin
3
(  x);  e) xy

1

3 ; 

ж) 
2sin

5
x

y  ;                з) y = (sin x)
x
; 

и) y =  x
cos x

 ;  к) y = (tg x)
ln x

 . 

5. Пользуясь понятием дифференциала, найти приближѐнное 

значение функции y = x
3
 + 3x

5
  2x

2
  3x + 5  при x = 1,001.  

6. Вычислить приближѐнные значения: 

a) 3 01,27 ;      б) sin 29;   в) cos 151;  г) arcsin 0,501;  д) tg 454. 

 

 

ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 

1. Дайте определение второй производной функции у = f (x) в точке х0. 

2. Дайте определение n-ой  производной функции у = f (x) в точке х0. 

3. Выведите формулу Лейбница. 

4. Выведите формулы для n-ых производных функций  x
α 

,  e
x 

, sin x,  

cos x,  ln x,  (1 + x)
α 
. 

5. Дайте определение второго дифференциала  функции у = f (x) в 

точке х0.  

6. Дайте определение дифференциала n-го порядка функции у = f (x) 

в точке х0. 

7. Докажите справедливость формулы d 
n
y = f 

(n)
(x)dx

n 
 в случае, если 

х-независимая переменная. Справедлива ли данная формула, если 

х-функция некоторой переменной t0. Выведите в этом случае фор-

мулу для d 
2 
y. 
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II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти 









6


y ,  если y = 5  4 cos 

2 
x . 

 

Решение. Последовательно находим: 

y' = 8cos x sin x = 4sin 2x. 

y''= 8cos 2x . 

y''' = 16sin 2x. 

Тогда:  









6


y  = 

3
sin16


  = 16

2

3
 = 8 3 . 

 

Пример 2. Пользуясь формулой Лейбница, найти пятую произ-

водную от функции  y = x
5
e

2x
. 

 

Решение:  Формула Лейбница имеет вид 
 

(uv)
(n) 

= )()(

0

knk
n

k

k

n vuC 



  . 

Пусть  u = x
5
, v = e

2x
,  тогда (x

5
 e

2x
)

(5) 
=     kxk

k

k exC





5(2)(5

5

0
5 . 

Найдѐм: u' = 5x
4
, u'' = 20x

3
, u''' = 60x

2
,  u

(4) 
= 120x,  u

(5) 
= 120. 

v' = 2e
2x

,  v'' = 4e
2x

,  v''' = 8e
2x

,  v
(4) 

= 16e
2x

,  v
(5) 

= 32e
2x

. 

Подставим в формулу Лейбница, получим  

y
(5) 

= uv
(5) 

+ 5u'v
(4) 

+ 10u''v''' + 10u'''v'' + 5u
(4)

v' + u
(5)

v = 

= 32x
5
e

2x 
+ 25x

4
16e

2x 
+ 1020x

3
8e

2x
 + 1060x

2
4e

2x
 + 5120x2e

2x
  + 

+ 120e
2x  

= e
2x

(32x
5
+400x

4
+1600x

3
+2400x

2
+1200x+120). 

 

Пример 3. Найти дифференциалы dy и d 
2
y от функции 

y = x xe 2  
в случае, когда: 1) x – независимая переменная; 2) х – 

функция от другой независимой переменной. 
 

 Решение.  1) Пусть х – независимая переменная, тогда dy = y'dx,  

dy = (x xe 2 )'dx = ( xe 2  2x xe 2 )dx = (1 2x) xe 2 dx; 

d 
2
y = y''dx

2
; 

y'' = ((12x) xe 2 )' =   2 xe 2  2(12x) xe 2 = (4x  4) xe 2 ; 

d 
2
y = (4x  4) xe 2 dx

2
. 

2. Пусть х  функция от другой независимой переменной. Тогда  
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dy = y'dx = (12x) xe 2 dx. 

В данном случае под dx мы понимаем не приращение независимой 

переменной x,  а дифференциал функции  x.  

d 
2
y = d(dy) = d((1  2x) xe 2 dx) = d((1  2x) xe 2 )dx + 

+ (1  2x) xe 2 d(dx) = (4x  4) xe 2 dx
2 
+ (1  2x) xe 2 d 

2
x. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти производную второго порядка: 

а) y = x
2 
+ 13x + 1; б) y = ln (x + 12 x );  

в) y = cos 
2 
x;  г) y = arctg (x + 12 x ). 

 

2. Найти производные указанного порядка: 

а) )3()(
2xe    б) (x

2
 cos 3x)

(15)
;  

в) )5()( kxe ;   г) (x e
5x

)
(10)

; 

д)  (x
2
 sin 2x)

(10)
; е)   )10(

1x . 

ж) 

)6(
2

1









x

x
.     

 

3. Найдите y
(n)

 , если: 

а) y = 32 x ;     б) y = x
3
 + 2x + e

2x
 ; 

в) y = sin
2 
x;                              г) y = ln (3x  1);  

д) 
x

y
21

1


 . 

 

4. Определить, удовлетворяет ли функция у = у(х) заданному 

уравнению: 
функция уравнение 

а) y = 1 + cos(e
x 
)+ sin (e

x
);         y''  y' + e

2x
y = 0; 

б) y = e
10 arcsin x

;                            (1  x
2
)y''  xy'  100y = 0; 

в) y = C1cos x + C2sin x;   y'' + y = 0. 
 

5. Даны функции:  

а) y = 3 2 5x ; в) y = sin
3 
2x; 

б) y = 4ln 2 x ; г) y = arcsin
 
(3x + 2). 

Найти  d 
2
y , считая, что х  независимая переменная. 
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6. Даны функции: 

     а)  
2

2

1

1
ln

x

x
y




 ;  в) y = (x + 1)e

3x
; 

     б) y = sin
 
x

2
;  г) y = x

2 
sin

 
x. 

Найти d 
2
y при условии, что: 1)  х – независимая переменная;      

2)  х – функция от другой переменной. 

 

ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ,  

ЗАДАННОЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ.  

ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ, ЗАДАННОЙ НЕЯВНО 
 

I. Контрольные вопросы и задания 

1. Что такое параметрическое задание функции? 

2. При какиx условияx функция, заданная параметрически, имеет 

производную? 

3. Как найти производную функции, заданной параметрически? 

4. Как вычислить вторую производную функции, заданной парамет-

рически? 

5. В каком случае уравнением  F(x, y) = 0 неявно задается некоторая 

функция? 

6. Как найти первую и вторую производные функции, заданной не-

явно? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти первую и вторую производные функции 

у = f (x) , если эта функция задана параметрически  системой уравне-

ний 








.14

,5
2

3

ty

ttx
 

Решение. Учитывая, что производная функции, заданной пара-

метрически, находится по формуле: 
t

t
x

x

y
y




 , получаем 

tt

t
yx

15

8

15

8
2
 ; 

2

8 1

15x
t t

y
t x


 

     
 = 2 2

8 1

15 15t t
   = 4

8

225t
 . 

 

Пример 2.  Найти y  и y  , если    x
4
y

2
 + y

3
 = 3x

2
. 

 

Решение. Продифференцируем обе части равенства, полагая, 

что ( )y y x . Получаем   
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                                4x
3
y

2
 + 2x

4
y y  + 3y

2 y= 6x. (1) 

 Выражаем y :  y  

3 2

4 2

6 4

2 3

x x y

x y y




. 

Продифференцируем обе части равенства (1):  

12x
2
y

2
 + 8x

3
y y  + 8x

3
y y+ 2x

4
( y )

2
 + 2x

4
y y  + 6y 2)(y + 3y

2
y  = 6. 

Из полученного равенства выражаем y  : 

y  = 

2 2

4 2

6 12

2 3

x y

x y y





4 3 2 2

4 2 3

(2 6 )(6 4 )

(2 3 )

x y x x y

x y y

 




4 2 2

4 2 2

32 (3 2 )

(2 3 )

x y x y

x y y





. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти у'х,  у''хх для функций у = у (х), заданныx  параметриче-

ски:      

а) 








,cos

,sin
2

2

ty

tx
   0< t <

2


;      б) 









,

,
3ty

ex t

    < t <+ ;      

в) 








,sin

,cos

tby

tax
 0 < t  < π;      г) 









,

,
2t

t

ey

ex
     <  t  < + ;                      

д)  








,sh

,ch

tby

tax
 < t <+ ;    е) 









),cos1(

),sin(

tay

ttax
    0 < t < 2. 

2. Найти  yx  для функций  x = x (у), заданныx  параметрически 

уравнениями: а) x = t + 2t
2 
+ t

3
,  y = 2 + 3t  t

3
,    1 <  t   <+ ; 

б) x = e
t (t3 

 2t
2 
+ 3t  4) ,  y = e

t
  (t3 

 2t
2 
+ 4t  4),    1 <  t  < + . 

3. Найти  
2

2

d y

dx
  для функций у = у (х), заданныx  параметрически 

в точке (х0, у0): 

 а) x = (t
2 
+ 1)e

t
,   y = t

2
e

2t
,   (1, 0); б) x = 

22

1

t t

t




, y = 

2

1

t

t 
.  (0, 4) 

4. Найти 
3

3

d y

dx
 для функций, заданныx параметрически: 

а) x = a cos t,  y = a cosn t; б) x = a ch t,  y = a sh t; 

в) x = a cos
3
t,  y = a sin

3
t; г) x = e 

-t 
cos t,  y = e 

-t 
sin t. 

5. Доказать, что функции у = у(x), заданные параметрически, 

удовлетворяют заданным уравнениям :  

а) x =
2

1

t
 (ln t + C),   y = (ln t + C) + 

t

1
,    y = 2y'x + 

y

1
; 

б) x = ln t – arcsin t + C,  y = t + 21 t ,    y = y' +  21 y ; 

в) x = t
3 
+ t,  y = 

3

4
t
4 
+ 

1

2
t
2 
+ 1,    y''(1 + 3y'

2
) = 1; 
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г) x = e
t 
cos t,  y = e

t 
sin t,  

4


< t <

4


,    (x  y)

2
y'' = 2(xy'  y). 

6. Для функций у = у (x), заданныx неявно, найти  у' и у'':  

а) x
2 
+ у

2 
= а

2
;  б) x

2 
 у

2 
= а

2
;   в) 1

2

2

2

2


b

y

a

x
;   

г) у
2 
= 2рx;  д) у

2 
= 

2 2x y
e


; е) е

x-у 
= x + у.

 

7. Написать уравнение касательной к кривой, заданной парамет-

рически или неявно, в данной точке: 

а) x
2 
+ y

2 
 2x + 6y = 0,  в точке  x = 0 (y > 3);    

б) 
2

2

x

a
+

2

2

y

b
 = 1 в точке (x0; y0); 

в) x = a(t  sin t),  y = a(1  cos t),  в точке  (a (
2


 1), a);    

г) x = te
t
,  y = te

-t
, ( t > 1), в точке t = t0. 

8. Найти точки, в которыx касательные к графику функции 

y=f (x), заданной параметрически или неявно: 

а) x = 
3

21

t

t
,   

3 2

2

2

1

t t
у

t





; б) x = a(t – sin t), y = a(1  cos t); 

в) x
2 
+ 2y

2 
+ 4x  4y = 0, y > 1;  г) 2x

2 
 4xy + y

2 
 2x + 6y – 3 = 0, 

параллельны  оси абсцисс : 

9. Написать уравнение касательной и нормали к кривой: 

а) x
3 
+ y

2 
+ 2x – 6 = 0,   в точке  M (1, 3);    

б) y
4 
 4x

4 
 6xy = 0,     в точке  M (1, 2); 

в) x = t
2
,  y = t

3
,    в точке  M (4, 8);   

г) x = t cos t,  y = t sin t,     в точке  M )
8

2
,

8

2
(  . 

 

ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

ИСЧИСЛЕНИЯ. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение экстремума функции. 

2. Сформулируйте теорему Ферма. 

3. Сформулируйте теорему Ролля.  Останется ли теорема справедли-

ва, если опустить одно из еѐ условий? Приведите примеры. 

4. Сформулируйте теорему Лагранжа. 
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5. Сформулируйте теорему Коши.  Как получить теорему Лагранжа 

из теоремы Коши? 

6. Что такое многочлен Тейлора? 

7. Запишите остаточный член формулы Тейлора:  

8. а) в форме Пеано; б) в форме Лагранжа; в) в форме Коши. 

9. Запишите формулу Маклорена для функции  и остаточные 

члены этой формулы в формах Пеано, Лагранжа и Коши. 

10. Напишите основные разложения и остаточные члены этих разло-

жений. 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Показать, что уравнение  x
3
 + 6x  5 = 0 имеет 

только один вещественный корень. 
 

Решение. Рассмотрим функцию f (x) = x
3
 + 6x  5. Она непре-

рывна на и имеет производную  )(xf  = 3x
2
 + 6 или )(xf  = 3(x

2
 + 2). 

Очевидно, что 0)(  xf  при любых вещественных значениях x. Сле-

довательно, уравнение имеет не более одного вещественного корня. 

Действительно, если бы уравнение имело два корня с1 и с2 ,то      

f (c1) = f (c2) = 0, и, по теореме Ролля, между с1 и с2  нашлась бы такая 

точка с, что . Последнее невозможно. Существование корня следует из 

того, что 


)(lim xf
x

, 


)(lim xf
x

. 

 

Пример 2. Определить значение с из теоремы о среднем для 

функции   y= x
3
 + 3x

2
 + 6  на отрезке [1, 2]. 

 

Решение. Воспользуемся формулой Лагранжа: 

f (b)  f (a) = )(cf  (b  a). 

 В данном случае: f (b) = f (2) = 26,      f (a) = f (1) = 10,   

)(xf   = 3x
2
 + 6x,    )(cf  = 3c

2
 + 6c. 

Подставив найденные значения в формулу Лагранжа, получим: 

3c
2
 + 6c = 26  10   или  3c

2
 + 6c  16 = 0. 

Найдем корни этого уравнения: 

c1 = 
3

573

6

5726 



;      c2  = 

3

573 
.   

Очевидно, что c2 не принадлежит отрезку [1, 2]. Значит, с = 
3

573 
. 

 

Пример 3. Разложить функцию  y = tg x по формуле Маклорена 

до члена с  x
3 
 включительно. 
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Решение. Найдѐм производную функции  y = tg x  до третьего 

порядка включительно. 

x
y

2cos

1
 ;     xxy sincos2 3   ; 

xxxy 224 cos2sincos6   . 

Отсюда получаем: f (0) = 0,   )0(f  = 1, )0(f  = 0,  )0(f  = 2. Тогда, по 

формуле Маклорена   tg x = x + 
3

3x
+ 0 (x

3
). 

Пример 4.  Разложить по формуле Маклорена функцию 

f (x) = ln (5  4x). 

Решение. Воспользуемся известным разложением: 

ln(1 + x) =  


n

k

kk

k

x

1

1)1(
 + 0 (x

n
). 

Тогда       ln(1  x) = 



n

k

k

k

x

1

 + 0 (x
n
).    Значит  ln(5  4x) = ln5 +  

+  ln(1  
4

5
x) = ln5  k

k
n

k

x
k










 5

41

1

 + 0 (x
n
). 

  

Пример 5. Вычислить число е с точностью до 10
-6

. 
 

Решение. Воспользуемся формулой 
2

1 ... ( ).
2! !

n
x

n

x x
e x R x

n
       

Запишем Rn(x) в форме Лагранжа: x
n

n e
n

x
xR 

)!1(
)(

1






, (0< θ <1). 

1 1
1 1 ... (1)

2! !
ne R

n
      .      (1)

( 1)!
n

e
R

n



 . 

 Если взять n = 9, то 
6

6

3
10

10! 3 10

e  


 .  Тогда 

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2,718282

2 6 24 120 720 720 7 720 56 720 56 9
e          

   
. 

 

II. Задачи и упражнения для  практических занятий 
 

1. В формуле Лагранжа определить значение с на отрезке 

[0; 2] для функций: 

а) y = x
2
;         б) y = 5x

3 
+ 2x;       

 
в) 2

1

3
y

x



;         г) 3 1y x  . 

2. Определить значение с в формуле Коши для функций:  
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а) f(x) = x
3
 и g(x) = x

2 
+ 1, заданных на  отрезке [1; 2];  

б) f(x) = sin x и  g(x) = 1 + cos x, заданных на  отрезке  [0;
2


]. 

3. Доказать, что уравнения 

 а) x
5 
+ 3x – 6 = 0;      б) x

3 
+ 5x + 2 = 0;       в) x

5 
 2x

4 
 x

2 
– 5 = 0  

имеют единственный корень на всей числовой оси. 

4. Разложить многочлен f (x) = x
4 
+ 3x

3 
 2x + 3 по степеням х + 1. 

5. Разложить многочлен f (x) = x
5
 по степеням x  1. 

6. Разложить функцию f (x) по формуле Маклорена до члена 

указанного порядка включительно:  

а) f (x) = 
22 xxe   до члена с x

4
;          б) f (x) = 

3 sin x   до члена с x
4
; 

в) f (x) = 221 xx   до члена с х
3
. 

7. Пользуясь известными разложениями, разложить по формуле 

Маклорена функции: 

а) f (x) = sin
2
x;  б) f (x) = 

2xe  ;   

в) f (x) =  ln(3 + x); г) f (x) = 
21 x . 

8. С помощью формулы Тейлора найдите приближенные значения: 

а) 3 9  с точностью до 10 
- 3

;       б) 4 90  с точностью до 10 
- 4

;  

в) sin10
0
 с точностью до 10 

- 3
; г) sin1

0
 с точностью до 10 

- 5
; 

д) ln1,1 с точностью до 10 
- 3

;  е) e
0,1 

с точностью до 10
-4

; 

в) sin10
0
 с точностью до 10 

- 3
; г) sin1

0
 с точностью до 10 

- 5
; 

ж)  cos 18
0
 с точностью до 10 

- 4
. 

 

ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ 

 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. При раскрытии каких неопределѐнных выражений пользуются 

правилом Лопиталя? 

2. Сформулируйте правило Лопиталя раскрытия неопределѐнностей 

типа: a) 
0

0

 
при х  а; б)  

0

0

 
при х  + ∞: в) 





 
при х  а;  г) 





 
при х  + ∞. 

3. Каким образом, пользуясь правилом Лопиталя, можно раскрыть 

неопределѐнности типа (0) и (  )? 
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4. Как раскрыть неопределѐнные выражении вида (1

); (0

0
); (

0
)? 

5. Пусть функции f ( x) и g (x) удовлетворяют условиям    1°3° тео-

ремы Лопиталя и пусть не существует 
)(

)(
lim

xg

xf

ax 




. Следует ли от-

сюда, что не существует 
)(

)(
lim

xg

xf

ax 
 ? Рассмотрите примеры:     

а)
x

x
x

ax sin

1
sin

lim

2


;      б)

xx

xx

ax sin2

sin
lim






. 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример. Найти пределы, раскрыв неопределенности, используя 

правило Лопиталя: 

а)
2

lim
x

e x

x 
;      б) 










 xtgxx

11
lim

0
;    в)

2
)1(lim

1

x
tgx

x





;     г)

 

x

x
x 



1

1

1
lim . 

Решение.   

а) 
 

 
;

2
lim

2
limlimlim

2
2



































x

x

x

x

x

x

x

x

e

x

e

x

e

x

e
 

б)   


























 )(

)(
lim

0

0
lim

11
lim

000 xtgx

tgxx

xtgx

tgxx

xtgx xxx
 

.0
2

0

1sincos

cossin2
lim

0

0

cossin

1cos
lim

cos

cos

1
1

lim
220

2

0

2

2

0


























 xx

хx

xxx

x

x

x
tgx

x
xxx

 

в)   1 1 1

1 0 (1 )
lim(1 ) (0 ) lim ( ) lim

2 0
( )

2 2

x x x

x x x
x tg

x x
ctg ctg



   

 
       


 

2

1 1

2

1 2 2 2
lim limsin ( ) 1

1 2

2
sin ( )

2

x x

x

x



   


 


   

 
 

г)  Рассмотрим функцию  xxy  1

1

.  Прологарифмируем обе час-

ти данного равенства: x
x

xy x ln
1

1
lnln 1

1


   и перейдем к пределу 

при х  1. Получим: 
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1
1

1

lim
)1(

)(ln
lim

0

0

1

ln
limln

1

1
limlnlim

1'

'

1111

























x

x

x

x

x
x

x
y

xxxxx
. 

Тогда  x

x
x 



1

1

1
lim  = e

 - 1
. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Найти пределы, используя правило Лопиталя: 

1. 
45

23
lim

34

35

4 



 xx

xx

x
;  2. 

2

22

ln( 3)
lim

3 5 2x

x

x x



 
;  

3. 
30

2sin3
lim

x

xx

x




;  4. 

20

3cosln
lim

x

x

x 
;  

5. 
x

xx

x 20 tg

)1ln(
lim




  6. 

x

x

x 2ctg

tgln
lim

0
;  

7.
12

)1( arctg
lim

201 



 xx

x

x
; 8. 

x

x

x ctg

sinln
lim

0
;  

9. 
x

ee xx

x cos1
lim

sin

0 




;  10.

x

x

x tg

)(ln

lim 2

0
2









;  

11. 
0

lim
x

(sin xln(ctg x)); 12.
x

lim ( xln(
2


arcctg x));  

 13. 
x

lim (  2arctg x ) x ; 14. 
x

lim ((x  1)sin
1

2

x
);    

15. 
0

lim
x

(
xx sin

11
 ); 16. 

0
lim
x

(
xx

1

cos1

1



);  

17. 
0

lim
x

(
xx arcsin

11
 ); 18. 

0
lim
x

(
1

11




xex
);  

19. 
x

lim (


2
arctg x)

 x
; 20. 

0
lim
x

xx

1

)arccos
2

(


;  

21.  
2

)(sinlim
0

x

x
x


;  22. 

0
lim
x

(arcsin x)
 tg x

   

23. x

x

x cos

0
2

)tg(lim



;   24. xx

x
x

1

2 )33(lim 


. 
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ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ ФУНКЦИИ 

 
I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Дайте определение монотонно возрастающей и монотонно убы-

вающей функции в точке. 

2. Сформулируйте достаточное условие возрастания функции в точке. 

3. Дайте понятие монотонности функции на промежутке. 

4. Какое условие является достаточным для строгой монотонности 

функции? 
 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Найти промежутки монотонности функции  

f (x) = 2x  x
2
. 

 

Решение. )(xf  =  2  2x = 2(1  x). Так как )(xf  > 0 при x < 1, 

то функция возрастает на интервале (, 1) и убывает на интервале 

(1, +) ,  так как на этом интервале  )(xf  < 0. 

Пример 2. Доказать неравенство tg x > x + 
3

3x
 при 0

2
x


  . 

Решение. На промежутке 








2
,0


  рассмотрим функцию 

f (x) = tg x  x  
3

3x
. 

Производная этой функции: 

)tg()tg(tg1
cos

1
)( 222

2
xxxxxxx

x
xf   

будет положительной на промежутке 








2
,0


, так как на этом проме-

жутке x > 0, tg x > 0 и tg x > x. На основании теоремы о монотонности 

функции можно утверждать, что f (x) на 








2
,0


 монотонно возрастает. 

Так как f (0) = 0, то для x > 0  будет f (x) > 0, т.е. tg x  x  
3

3x
 > 0 или 

tg x > x + 
3

3x
 . 
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III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти интервалы возрастания и убывания функций: 

а) f (x) = 4x
3 
 21x

2 
+ 18x + 7;  б) f (x) = 8x

3 
 x

4
; 

в) f (x) = (x  1)
3
(2x + 3)

2
; г) f (x) = xe

-3x
;    

д) f(x) =
  

xe

x  
; е) f (x) = x

2 
 10ln x;

 

ж)  f (x) = 
21

2

x

x


; з) f (x) = 

3

23

x

x
; 

и)f (x) = x
2 
ln x; к) f (x) = 428 xx  ;  

л) f (x) = x + 2sinx. 

2.  Доказать следующие неравенства: 

а) e
x  

> 1 + x    при  х ≥ 0;   б) cos x > 1  
2

2

x
 при  х > 0; 

в) sinx > x  
3

6

x
 при  х > 0; г) 2 x >3  

1

x
 при  х > 1;  

д) ln(1 + x) ≤ x при  х ≥ 0.
 

 

ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ. НАИБОЛЬШЕЕ  

И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Дайте определение локального экстремума функции. 

2. Какие точки называются точками, подозрительными на экстремум? 

3. Сформулируйте теорему, выражающую необходимое условие экс-

тремума. 

4. Сформулируйте теоремы, выражающие достаточные  условия экс-

тремума. 

5. Как найти наибольшее и наименьшее значения дифференцируемой 

функции, заданной на отрезке [а, b]? 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти точки экстремума функции  

y = 
3

1
x

3
  

2

5
x

2
 + 6x. 
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Решение. Находим производ-

ную y= x
2
  5x + 6 . Приравниваем еѐ 

к нулю:  x
2
  5x + 6 = 0. Корни урав-

нения: x1 = 2 и x2 = 3 будут стацио-

нарными точками. Точек, в которых 

производная не существует, нет. Про-

верим  достаточные условия экстремума. Воспользуемся первым дос-

таточным условием. Изобразим координатную ось и нанесѐм на неѐ 

точки x1 = 2 и x2 = 3  (см. рисунок 1). Поскольку при переходе через 

точку x1 = 2 знак производной меняется с «+» на «», то  x1 = 2  точка 

максимума. .  При переходе через точку х2 = 3 знак  производной ме-

няется с «-» на «+», следовательно,  х2 = 3  точка минимума. Найдѐм 

значения функции в точках экстремума:  f (3) = 
2

1
4 ,   f (3) = 

3

2
4  . 

Пример 2. Исследовать на экстремум функцию y = 3

2

x . 
 

Решение. Находим производную: 
33

2

x
y  . Производная не 

существует в точке х = 0. При переходе через точку х = 0 производная 

меняет знак с «» на «+», значит, х = 0 – точка минимума. Найдѐм 

значения функции в точке экстремума: f (0) = 0.  

Пример 3. Исследовать на экстремум функцию  

y = 2x
3
  15x

2
 + 36x  14. 

воспользовавшись вторым достаточным условием экстремума. 

Решение. Находим точки, подозрительные на экстремум. Так 

как f'(x) = 6x
2
  30x + 36, то критические точки: x1 = 2 и x2 = 3.               

f ''(x) = 12x  30.    f ''(2) =  6 < 0, значит, х = 2 – точка максимума.       

f ''(3) = 6 > 0, значит, точка х = 3 – точка минимума. Найдѐм значения 

функции в точках экстремума: f (2) = 14,  f (3) = 13. 

        Пример 4. Найти  наибольшее и наименьшее значение функции 

y = x
4
  2x

2
 + 3 на отрезке [0, 2]. 

Решение. Найдѐм производную: y' = 4x
3
  4x = 4x(x

2
  1) Решим 

уравнение: 4x(x
2
  1) = 0. Корни уравнения: x1 = 0,  x2 = 1 и x3 = 1 Точка  

x3 = 1 не принадлежит отрезку [0,2]. Находим значения функции в 

точке x2 = 1  и на концах отрезка. у(0) = 3,  у(1) = 2,  у(2) = 11. Сравни-

ваем найденные значения, заключаем, что у = 2 является наименьшим, 

а у = 11 является наибольшим значениями функции на указанном от-

резке. 

 Пример 5. Вписать в полукруг радиуса R прямоугольник наи-

большей площади. 

2 

max 
3 

min 

y  + +  

Рис.  1. 
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Решение. Впишем в полукруг прямоугольник, одна из сторон 

которого равна 2х. Тогда вторая сторона равна 22 xR  , ),0( Rx . 

Задача свелась к нахождению наибольшего значения  функции 

f(x) = 2x 22 xR  . Находим критические точки функции f(x). Вычис-

лим производную:  f'(x) = 
22

22 )2(2
)(

xR

xR
xf




 . Производная равна ну-

лю в точках 
2

2
2,1

R
x   и не существует в точках x3,4 =  R. Из этих 

точек только 
2

2
1

R
x   принадлежит интервалу (0, R). Эта точка и 

доставляет наибольшее значение функции f (x), т.к. на концах интер-

вала f (x) = 0. Искомый прямоугольник имеет размеры:    

2
2,

2

R
a R b  . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 

 

 1. Найти максимум и минимум (экстремумы) функций: 

а)  y = x
2
  6x + 3;  б) y = 

3

1
x

3
  x

4
;  

в) y = x
2
 (x  4);  г) y = x + 

x

1
 

д) у =
28

14
24  xx

; е) у =
21

2

x

x


; 

ж) y = sin x + cos x; з) y = cos 2x  2sin x; 

 

и) y = x
2
e
 x

; к) y = e
 x 

+ e
 x

; 

л) y = x ln x; м) y = ln x + 
x

1
. 

2. Найти наименьшее и наибольшее значения функции на ука-

занных отрезках: 

а) y = 2x
3
 + 3x

2 
 12x + 1;  на отрезке [1, 5]; 

б) y = x ln x на отрезке [e
2

, 1]; 

в) y = x e
x  

на отрезке [2, 1]; 

г) y = (x + 1) e
x
  на отрезке [2, 0]; 

д) y = cos 2x + 2x на отрезке 









2
,

2


. 

 3. Выяснить, существует ли наименьшее и наибольшее значе-

ния функций на указанных промежутках: 
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 а) y = x
2
  на полуинтервале (0, 1]; 

 б) y = cos x  на полуинтервале (0,  
2


]; 

 в) y = 
x

1
  на полуинтервале (0, 4]; 

 г) y = E(x) на отрезке [2, 1]; 

 д) y = sin 2x  x  на отрезке 









2
,

2


. 

 4. Найти наибольший объѐм цилиндра, периметр осевого сече-

ния которого равен а. 

5. Судно В находится на расстоянии 75 км к востоку от судна А, 

идѐт на запад со скоростью 12 км/ч ; судно же А идѐт к югу со скоростью 

9 км/ч. В какой момент суда будут наиболее близки друг к другу? 

6. Найти такое наибольшее число, чтобы разность между ним и 

его кубом была наибольшей. 

7. В данный шар вписать конус с наибольшей боковой поверх-

ностью. 

 

ВЫПУКЛОСТЬ И ВОГНУТОСТЬ ФУНКЦИИ.  

ТОЧКИ ПЕРЕГИБА 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение выпуклости (вогнутости) графика функции в 

точке (на множестве). 

2. Сформулируйте теорему, выражающую достаточное условие вы-

пуклости (вогнутости) графика функции. 

3. Дайте определение точки перегиба графика функции. 

4. Может ли меняться направление выпуклости графика функции 

при переходе через точку, не являющуюся точкой перегиба? При-

ведите примеры. 

5. Сформулируйте необходимое условие перегиба графика функции. 

Покажите на примере, что это условие не является достаточным. 

6. Сформулируйте достаточные условия перегиба графика функции. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба 

функции   y = 2x
4
  3x

2
 + x  1. 

 

Решение. Находим первую и вторую производные: 

 y= 8x
3
  6x + 1; 
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y  = 24x  6. 

Решим уравнение: 24x  6 = 0, или  
4

12 x , тогда  x1=
2

1
  ,  x2 = 

2

1
.  

Строим числовую прямую и отмечаем на ней точки x1 и x2, а 

также знаки второй производной 

функции  (см. рисунок 2) 

Так как  y  > 0 на интервалах 











2

1
,  и 








,

2

1
, то на этих ин-

тервалах  функция  вогнута,  так как  

y  < 0 на интервале  









2

1
,

2

1
, то функция  выпукла на данном отрезке.  

Точки 
2

1
1 x  и 

2

1
2 x  являются точками перегиба графика 

функции. 
 

Пример 2. Найти точки перегиба графика функции  
y = 3 34 )1()2( xx  . 

 

Решение. Находим y  и y :  

1 2 2 2 1 1
3 3 3 3 3 31 2

((1 ) ( 2) ) (1 ) ( 2) ( 2) (1 )
3 3

y x x x x x x
 

             

1 2
3 31

( 2) (1 ) ( 2 2 2 )
3

x x x x
 

       
1 2
3 31

(4 3 )( 2) (1 )
3

x x x
 

   . 

2
1 2 4
3 3 3 31 1

( 3( 2) (1 ) (4 3 )( 2) (1 )
3 3

y x x x x x
  

         
 

))1()2)(34(
3

2
3

5

3

1


 xxx  = 


3

5

3

4

)1()2(
3

1
xx  

(3(x  2)(1  x)  
3

1
(4  3x)(1  x) +  

3

2
(4  3x)(x  2) = 

= 
3 34 )1()2(9

2

xx 
. 

Очевидно, y   в ноль не обращается.  В точках x = 2  и x = 1  

y   не существует. Отмечаем полученные точки на числовой прямой и 

находим знаки второй производной функции  на полученных интерва-

лах (см. рисунок 3). 

2

1
   

2

1  

y   + +  

Рис.  2. 
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Исходя из знаков второй произ-

водной делаем вывод, что на интервале 

(, 1) функция вогнутая, а на интер-

валах (1, 2) и (2, +)  функция  выпук-

лая. Точка x = 1 является точкой пере-

гиба. В точке x = 2 направление выпуклости функции не изменяется. 
 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Исследовать функцию на выпуклость (вогнутость) и найти 

точки перегиба: 

а) 2 43y x x  ; б) 2ln( 1)y x  ; 

в) 4 26 2y x x   ; г) 5 210 2 6y x x x    ; 

д) 
21

x
y

x



;  е) 

2

2 1

x
y

x



; 

ж)  y = x arctg x; з) 
sin ( )

2 2
xy e x

 
    ; 

и) 3ln(1 )y x  ;  к) 
arctgxy e . 

2. Найти точки перегиба графика функции: 

а) 4 3 212 48y x x x   ;      б) 2 3( 1)y x  ;         в) 2 1
4y x

x
  ; 

г) 3 xy x e ;                       д) 2 lny x x ;         е) 
22x xy e  . 

 

АСИМПТОТЫ ФУНКЦИИ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение асимптоты функции. 

2. В каком случае у функции существует вертикальная асимптота и 

как еѐ найти? 

3. Приведите пример вертикальной асимптоты графика функции. 

4. Сформулируйте определение и приведите пример наклонной    

асимптоты графика функции при x  +  (при x  ). 

5. Сформулируйте теорему, выражающую необходимые и достаточ-

ные условия существования наклонной асимптоты графика функ-

ции. 

6. Если у функции есть наклонная асимптота при x  +, то следует 

ли из этого, что у неѐ будет наклонная асимптота при x  ? 

7. Всегда ли наклонная асимптота при x  +  и x   совпадают? 
 

1 2 

y   +   

Рис.  3. 
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II. Примеры  решения задач 
 

Пример. Найти асимптоты графиков функций:  

  а) y = 
2

3

3 x

x


;                              б) y = 2x + arctg 

2

x
. 

Решение. а) Функция y = 
2

3

3 x

x


 определена и непрерывна всю-

ду,  кроме x1  =  3   и  x2  = 3    

Так как 
2

3

03 3
lim

x

x

x 
 = + ∞, 

2

3

03 3
lim

x

x

x 
 =  ∞ ,  то прямая  

x =  3  является вертикальной асимптотой графика функции.  Так 

как 
2

3

03 3
lim

x

x

x 
 = + ∞, 

2

3

03 3
lim

x

x

x 
 =  ∞ ,  то прямая  x = 3  также 

является вертикальной асимптотой графика функции. 
 Будем теперь искать наклонные асимптоты в виде прямых 

,y kx b   где  1
3

lim
)3(

lim
)(

lim
3

3

2

3








 xx

x

xx

x

x

xf
k

xxx
,  

0
3

3
lim

3
lim))((lim

22

3

















 x

x
x

x

x
kxxfb

xxx
. 

Следовательно,  прямая y =  x является наклонной асимптотой гра-

фика функции y = 
2

3

3 x

x


. 

б)   Функция у = 2x + arctg 
2

x
 определена и непрерывна  на всей 

числовой прямой,  следовательно,  у неѐ нет вертикальных асимптот. 
Будет искать наклонные асимптоты в виде прямых y = kx + b, где  

k =  
x

xf

x

)(
lim


 = 

x

x

x

2

x
arctg2

lim




 = 2 (учитываем, что 

22
arctglim






x

x
  и 

22
arctglim






x

x
,  поэтому  02

arctg

lim 
 x

x

x
). При 

нахождении коэффициента b необходимо рассматривать два случая 

x  +  и x   . Поэтому получаем два значения для коэффициента b:  

1 lim ( ( ) ) lim (2 arctg 2 ) lim arctg
2 2 2x x x

x x
b f x kx x x



  
       

2 lim ( ( ) ) lim (2 arctg 2 ) lim arctg
2 2 2x x x

x x
b f x kx x x



  
      

.
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Следовательно, график функции у = 2x + arctg 
2

x
 имеет две на-

клонные асимптоты  y = 2x  
2


 (при x  ) и y = 2x + 

2


 (при 

x  +). 
 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Найти асимптоты графиков функций: 

1. 
2

1

9

x
y

x





;  2. 

2

2

3

1

x x
y

x





; 3. 

5

5

x
y

x





; 

4. 
ln x

y
x

 ;  5. 
3

2

3x
y

x


 ;  6. 

2 3

3

x x
y

x

 



; 

7. 3 3 3y x x  ; 8. 3lny x x  ; 9. 
1
xy xe ; 

10. 
1

2 arccosy x
x

  ; 11. 
ln

2
x

y x
x

  ; 12. 
2
xy e


 ; 

13.
 

2
2

log (9 )y x  ; 14. 
2

2

5

x
y

x





; 15. 

1
xy e x  ; 

16. 
cos x

y
x

 ; 17. 
sin

5

x
y x

x
  ; 18. 

4

3 8

x
y

x



; 

19. y = 
2

1

3xx  ; 20. 1xy e  . 

 

ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ 

 
I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Приведите схему построения графика функции y = f (x). 

2. Пусть функция задана на полупрямой или всей числовой прямой, 

но у неѐ нет наклонных асимптот. Что необходимо сделать, чтобы 

определить поведение функции на бесконечности? 

3. Каким образом используется чѐтность, нечѐтность, периодичность 

функции при построении графика функции и исследовании функ-

ции? 
 

 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример. Провести полное исследование и построить график 

функции: а)  f (x)  = 
5

4 43 xx 
;   б)  f (x)  = 

5
ln

x

x
  1. 
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Решение. a) 1. Функция  43
43

5

1

5

4

5

4
)( xx

xx
xf 




 
является 

многочленом. Как и любой многочлен степени выше нулевой, она оп-

ределена на всей оси Ох, непрерывна, асимптот не имеет, не является 

периодической. 

2. Так как f (x)  f ( x) и f (x)   f ( x), то f (x) не является  

ни четной, ни нечетной. 

3. Находим )3(
5

4 2 xxy  ,   )2(
5

12
xxy  . 

4. Исследуем f(x) на монотонность и экстремум. Критическими 

точками f (x) являются точки х1 =0, x2 = 3. Проверим, есть ли смена 

знака y  при переходе через эти точки: 

x (-, 0) 0 (0, 3) 3 (3,+) 

)(xf   + 0 + 0 - 

f (x)    max  

Итак, 1

27
3,

5
M

 
 
 

 – точка максимума. В точке x = 0 экстремума нет, но 

будем помнить, что здесь y (0) = 0, поэтому касательная к графику 

параллельна оси Ох. 

5. Исследуем f (x) на выпуклость, вогнутость и точки пере-

гиба. Критических точек у  f”(x) две: х1 = 0, х2 = 2. 

 

М2(0, 0) – точка перегиба с выпуклости на вогнутость; 3

16
2,

5
M

 
 
 

 – точка 

перегиба с вогнутости на выпуклость. 

6. Найдем точки пересече-

ния с координатными осями. При 

х = 0 имеем у = 0, это точка 

М2(0, 0).  При у = 0 имеем 

4х
3 
 х

4 
= 0, откуда х1 = 0, х2 = 4. По-

лучаем  точку М4(4, 0). 

7. На интервале (,0) не на-

шлось ни одной характеристиче-

ской точки графика. Поэтому возь-

мем дополнительную точку, на-

пример М5(1, 1). 

8. Выберем масштаб и строим график функции (рисунок 4). 

X (-,0) 0 (0,2) 2 (2,+) 

)(xf    0 + 0  

f (x)  перегиб  перегиб  

Рис. 4. 

у 

х 

0 

5 

4 

3 

2 

1 

1 
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б) ( ) ln 1
5

x
f x

x
 


. 

Решение. Исследование функции будем проводить, придержи-

ваясь следующей схемы: 

1. Найдем область определения функции D (f (x)). Она определя-

ется системами  0,
5 0;

x
x

   и  0,

5 0.
x
x

   

Итак, D (f (x))=( ,  5)  (0,+ ). 

2. Уже из D (f (x)) видно, что f(x) не может быть ни четной, ни 

нечетной, ни периодической, поэтому исследование будем проводить 

во всей области существования. 

3. Исследуем f(x) на непрерывность и на вертикальные асимпто-

ты. На  (-,-5)(0,+) f(x) непрерывна как элементарная. Изучим по-

ведение функции при х  5  0  и х  + 0. 
5 0

lim ln 1
5x

x

x 

 
   

 
, 












1

5
lnlim

0 x

x

x
 . 

Таким образом, прямые х = 5 и х = 0 являются вертикальными 

асимптотами графика функции. 

4. Найдем наклонные асимптоты по формуле y = kx + b. 

Так как  
 

1
1

1
lim

5
lim

5
lim 




















  xxx
x

x

x

x
, то 

01ln
5

limln
5

lnlim 











  x

x

x

x

xx
. 

Поэтому  0

1
5

ln

lim
)(

lim 





 x

x

x

x

xf
k

xx
. 

11
5

lnlim))((lim 












 x

x
kxxfb

xx
. 

Следовательно, прямая у =  1 является наклонной (горизон-

тальной) асимптотой графика при х   ∞. 

5. Найдем первую и вторую производные функции: 

)5(

5
)(




xx
xf ,     

22 )5(

)52(5
)(






xx

x
xf . 

6. Проведем исследование функции на монотонность и экстре-

мум.  

Первая производная функции не равна нулю. Точки х1 = 0 и  

х2 = -5, в которых )(xf   не определена, не принадлежат области оп-
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ределения функции. Таким образом, критических точек функция не 

имеет. Следовательно, экстремумов нет.  

На интервалах (, 5) и (0,+)  )(xf  >0, здесь функция           

f (x) = 1
5

ln 
x

x
  возрастает.  

7.  Проведем исследование на выпуклость, вогнутость и точки 

перегиба.  )(xf   равна нулю в точке x1 =
2

5
, не существует в точках  

x2 = 0  и x3 = 5. Ни одна из них не принадлежит области определения 

функции, поэтому точек перегиба нет. На интервале (-, -5) 

)(xf   > 0, здесь функция f (x) вогнута. На интервале (0, +) 

)(xf   < 0, здесь функция  f (x)  выпукла. 

8. Найдем точки пересече-

ния графика с осями координат. 

Точка х = 0 не принадле-

жит области определения функ-

ции, следовательно функция не 

пересекается с осью Оу. Пусть 

у = 0, тогда решая уравнение 

ln 1 0
5

x

x
 


  получим  e

x

x


 5
. 

Найдем x:  

 9,7
1

5

1

5








e

e

e

e
x .  

Точка М1 









 0,

1

5

e

e
  точка 

пересечения с осью Ох. 

9. Найдем дополнительную точку в правой части графика.  

Пусть у = 2, тогда  
5

ln
x

x
 1 = 2, x = 9,2

5

5


e
, получим 

точку 2

5
, 2

1
M

e

 
 

 
. 

9. Выберем подходящий масштаб, построим график функции 

(рисунок  5). 
 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Постройте графики функций: 

1) у = 2x
4
  x

2
 + 1; 2) у = x

5
  x

3
  2x;  

3) у = (x + 1)( x  2)
2
 ; 4) у = x(x + 1)

3
 ; 

y 

x 5 

1 

0 

Рис. 5. 
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5) у = 
)1(

1

xx
;    6) у = 

1

1
2 x

;    

 7) у = xxe 22  ; 8) 
1

2 1
1

y x
x

  


; 

9)  у = x
2
 + 

2

1

x
; 10) у = 

2

2

4

1

x

x




;    

11)  у = x ln x; 12) у =  ln(e +
x

1
);   

13)  у = x  ln (x + 1); 14) у =  ln(x 
x

1
);   

15) у = xe

1

; 16) у = x
3 xxe 22  ; 

17) у = x
2 xe

1

; 18)  у = x
3 xe 4 ; 

19) у = sin x + cos x; 20) у = sin
2 
x + cos x;; 

21) у = sin x +
2

1
sin 2x; 22) у = arctg 

x

1
 . 

 

2. Постройте кривые, заданные уравнениями: 
 

а)  у
2
 = 8x

2
  x

4
; б) у

2
 = x

3
 + 1;

2 3 1y x  ;  

в) у
2
 = x (x  1)

2
; г) у

2
 = x

4
 (x + 1). 

 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ ИНДИВИДУАЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 
1. Исходя из определения, найти производную функции: 

 

вариант  вариант  

1. sin(2x) 14. ln (7x-1) 

2. x
3
-2x+1 15. 

6
sin

x
 

3. 
2

cos
x

 16. cos (8x+2) 

4. 
12

3

x
 17. 

1

x
 

5. ln (2x) 18. sin(5x) 
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6. 
3

sin
x

 19. x
3
+4x-2 

7. cos (5x) 20. 2)32(

1

x
 

8. 
2)3( x  21. 

1

5

x
 

9. 2)1(

1

x
 22. 

3

1
cos

x
 

10. 
x

1
 23. 

2)24( x  

11. 32 23  xx  24. sin(3x-2) 

12. 2)12(

4

x
 25. 2)4(2 x  

13. 
3

1

x
 26. ln (3x+4) 

 

2. Составить уравнение касательной к графику функции f(x) 

  

вариант 
которая параллельна данной 

прямой 
вариант в точке с данной абсциссой  

1. 
2

1
ln)(
x

x
xf


 ,   y=0 14. f(x)= 372  xx , x=4 

2. f(x)=ln(x
2
-2x),  1

4

3
 xy  15. f(x)= 152 2  xx , x=3 

3. f(x)=arctg x ,  2
4

1
 xy  16. f(x)= 233  xx , x=2 

4. f(x)=x
2
-2x,  

2

3 x
y


  17. f(x)= 363 2  xx , x=1,5 

5. f(x)=tg x,  2x-y+3=0 18. f(x)= 123  xx , x=1 

6. f(x)=x
4
-2x

2
+3,  y=5 19. f(x)= 453 2  xx , x=2,3 

7. 
1

3
)( 2

3

 x
x

xf ,   

x+y+3=0 

20. f(x)= xxx  23 32 , x=2 
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8. f(x)=arcsinx,2 3 3 0x y    21. f(x)= 162 2  xx , x=2,4 

9. 
1

2
)(



x

x
xf ,  2x+y=5 22. f(x)= 12 23  xx , x=2 

10. 
1

1
)(





x

x
xf ,  x-2y+10=0 23. f(x)= 

23 23 xx  , x=1 

11. f(x)=x
3
-2x

2
+1,  y=x+4 24. f(x)= 323  xx , x=3 

12. f(x)=ln(2x
2
+x),  32  xy  25. f(x)= 152  xx , x=1,2 

13. f(x)=x
2
+x-3,  xy

3

2
1  26. f(x)= 53 2  xx , x=2 

 

3. Вычислить приближенное значение , используя дифференциал: 

 

вариант  вариант  

1. =(2,87)
5
 14. = 5 64  

2. = 3 213,8  15. = 3 19,26  

3. =lg 99,9 16. = 4 64,16  

4. =(1,91)
4
 17. = 76,8  

5. = 4 99,15  18. =
5,1)01,4(  

6. =tg 46
0
 19. =cos 151

0
 

7. =(3,908)
3
 20. =cos 61

0
 

8. =ctg 44
0
 21. =arctg 1,05 
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9. = 032,16  22.. =ln )2,0( 2 e  

10. =(3,018)
4
 23. =

25,0e  

11. = 02,9  24. = 4 2,18  

12. =(2,27)
4
 25. =cos 31

0
 

13. = 3 487,12  26. =tg 62
0
 

 

4. Продифференцировать данные функции: 

 
вари-

ант 
  

1. 

a 5

3 4

)2(

4
523




x
xxy  b 

53 8cos2sin xxy   

c 
5

3arccos




x

e
y

x

 d 
xxy arcsin)3cth(  

 

2. 

a 
132

3
)3(

3

3 4




xx
xy  b 

35 )14(tg3cos  xxy

 

c 
xe

x
y

arcctg

2)4( 
  d 

xxy ln))2cos((   

3. 

a 22

5

)142(

5
)4(




xx
xy  b 

54 4arcsintg xxy   

c 
152

3






xx

e
y

x

 d 
xxy arccos)3sin(  

4. 

a 3

5 2

)1(

5
537




x
xxy  b 

43 7ctg2arcsin xxy   

c 
)243( 2

5ctg






xx

e
y

x

 d 
)1arcsin()5th(  xxy  

5. 

a 4

4 2

)5(

3
53




x
xxy  b 

23arccos3ctg xxy   

c 
xe

xx
y

cos

3 257 
  d 

xxy 2arcsin))2sh((   
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6. 

a 3

34

)2(

4
23




x
xxxy  b 

2arccos 4
ln( 3)

y x
x

 
 

 

c 
43 2

3tg




xx

e
y

x

 d 
xxy arctg)cos5(  

7. 

a 
534

5
)7(

2

3 5




xx
xy  b 

45 7arctgln xxy   

c 
7

sin

)5( 


x

e
y

x

 d arcctg3x)23(  xy  

8. 

a 
732

2
)4(

2

5 6




xx
xy  b 

xxy sin3 34arctg   

c 
xe

xx
y






3 2 132
 d 

xxy sin))3(ln(   

9. 

a 345
)4(

3 2

7



 xx

x
y  b 

3cos 5arcctg2 xy x   

c 
3

543

xe

xx
y


  d 

ctg7x

2
))4((log  xy  

10. 

a 5

3 2

)3(

2
434




x
xxy  b )2(ln4 5   xy x

 

c 
3

5ctg

)4( 


x

e
y

x

 d 
)2( arctg)3sh (  xxy  

11. 

a 
2

3
38

)1(

7
xx

x
y 


  b 

4g 7arcsin3 xy xt   

c 
xe

xx
y

223 
  d 

xxy /1  ctg)3ch (  

12. 

a 4

5 2

)4(

4
543




x
xxy  b 52arccos5

2

xy x   

c 
743 2

3




xx

e
y

x

 d xxy tg)5(arcsin  

13. 

a 
2

3
38

)1(

7
xx

x
y 


  b 

34 2arctg3sin xxy   

c 
4

2sin

)5( 




x

e
y

x

 d 
 xxy ln)5(arccos  

14. 

a 
7 2

5
375

)2(

3



 xx

x
y  b xxy arcctg4cos3   

c 
252

5cos




xx

e
y

x

 d 
xxy sin)2 arctg(  
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15. 

a 
237

4
)1(

2

4 5




xx
xy  b 

53 arcsin2tg xxy   

c 
xe

x
y

tg

3)52( 
  d 

xxy 2 ctg))7(ln(   

16. 

a 
47

3
)2(

23

5 6




xx
xy  b 

37 2arccosctg xxy   

c 
534 2

3tg






xx

e
y

x

 d 
3))47(ctg(  xxy  

17. 

a 
3 4

2
34

)4(

3
xx

x
y 


  b 

6sin 7tg xey x  

c 
6

4sin

)52( 




x

e
y

x

 d xxy 2 arctg)1th(   

18. 

a 
736

8

)1(

2
23 





xxx

y  b 
3cos 8ctg xey x  

c 4

1053 2

xe

xx
y




  d 

x

x
y

7arcsin

1
cth 








  

19. 

a 4

2

)3(

3
251




x
xxy  b xxy 4arccoscos5   

c 
22 )42( 




xx

e
y

x

 d 
xxy 3arcsin))5(cos(   

20. 

a 3

3 2

)1(

5
45




x
xxy  b 

23 5arcctg7sin xxy   

c 
3

4

)53( 


x

e
y

x

 d xxy 3arccos)5(   

21. 

a 
2

5
15

)1(

2
xx

x
y 


  b 4cos 3ctg xey x  

c 2

724 2

xe

xx
y




  d tg3x

2 ))6((log  xy  

22. 

a 
23

1
)1(

3

3 4




xx
xy  b 32arcsin3

2

xy x   

c 
xe

x
y

ctg

3)43( 
  d xxy 5arcsin))43(th(   

23. a 
63

2
)2(

2

4 5




xx
xy  b 43 5cos3sin xxy   
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c 
232 2

3sin




xx

e
y

x

 d )3arcsin()5cos(  xxy  

24. 

a 
234

5

)3(

3
23 





xxx

y  b 22 arcsin3tg xxy   

c 
xe

xx
y

3 2 532 
  d x xy 2ln)14(arccos(   

25. 

a 4

5 2

)2(

3
36




x
xxy  b xxy 3cos5arccos   

c 
xe

xx
y

cos

3 723 
  d xxy 4arccos))73(ch (   

26. 

a 753
)3(

2 2

6



 xx

x
y  b 2

ln( 2)
arccos 5

y x
x

  


 

c 
542 2

4




xx

e
y

x

 d 3))54(cos(  xxy  

 

5. Найти y  и y  : 

 

вариант a b 

1. xy 82   







33

cos)32(

ty

ttx
 

2. 17/5/ 22  yx  








ty

tx
2

2

sin3

cos2
 

3. yxy  arctg  








ty

tx
3

3

sin2

cos6
 

4. 13/5/ 22  yx  







2))2/((

)2/(1

tty

tx
 

5. 4252  xy  






 

t

t

ey

ex
4

2

 

6. yxy 54arcctg   










5 ty

tx
 

7. yxy cos2   








)1/(

)1/(2
22

3

tty

ttx
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8. yyx 5sin3   










1/)1(

1

2

2

tty

tx
 

9. yxy 53 tg   







23

2

35

24

tty

ttx
 

10. yxy  ctg  








tty

ttx

ln

/)(ln
 

11. xey y 4  








tey

tex
t

t

sin

cos
 

12. 7/ln  xyy  








ty

tx

ln

4

 

13. yxy sin22   








ty

tx

sin4

cos5
 

14. yxe y 74   








ty

tx
2

2

sin3

cos5
 

15. xyx  )(sin4 2
 









)1ln(

arctg
2ty

tx
 

16. yxy 37sin   








21

arcsin

ty

tx
 

17. xyy 54 tg   








) cos1(3

)sin(3

ty

ttx
 

18. yxy  ctg7   








)sin cos(3

)cos(sin3

ttty

tttx
 

19. yxy cos6   








ty

tx
2cos

2sin
 

20. 
373 xyy   








 t

t

ey

ex
3

3

 

21. 32)2( xyx   








 

3ty

ex t

 

22. 1ln  xyy  










23

2

3

2

tty

ttx
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23. xyy 3 ctg   










5

56

3

2

ty

ttx
 

24. 12/7/ 22  yx  










ty

tx

2

2

cos5

sin2
 

25. xyy 32   










2

13

ty

tx
 

26. yxy 2sin  








32

sin)31(

ty

ttx
 

 

6. Для данной функции y  и аргумента 0x вычислить )( 0xy  : 

 

вариант  вариант  

1. 2/   ,sin
0

2  xxy  14. 0   ,arcsin
0
 xxy  

2. 1   ,arctg
0
 xxy  15. 2   ,)45(

0

5  xxy  

3. 0   ),2ln(
0

2  xxy  16. 2/   ,sin
0

 xxxy  

4. 0   ,cos
0
 xxey x

 17. 3/1   ,ln
0

2  xxxy  

5. 0   ,2sin
0
 xxey x

 18. 4/   ,2sin
0

 xxxy  

6. 0   , cos
0
  xxey x

 19. 12/   ,2cos
0

 xxxy  

7. 
0

   ,2sin xxy  20. 1   ,ln
0

4  xxxy  

8. 1   ,)12(
0

5  xxy  21. 1   ,arctg
0
 xxxy  

9. 2   ),1ln(
0
 xxy  22. 4/   ,cos

0

2  xxy  

10. 0   ,
2

1
0

2  xexy x  23. 3   4),-ln(
0

2  xxy  

11. 0   ,3cos 0   xxey x
 24. 1   3),-2ln( 0

2  xxy  

12. 1   ,)32( 0

4  xxy  25. 2   ,)3ln( 0  xxxy  
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13. 8/   ,4cos 0  xxy  26. 0   ,3 0

22  xexy x
 

 

7. Решить задачу: 

 

1) В равнобедренный треугольник с основанием 20 см и высотой  

8 см вписан прямоугольник, одна из сторон которого лежит на осно-

вании треугольника. Какова должна быть высота прямоугольника, 

чтобы он имел наибольшую площадь? 

2) Найти на оси Ох точку, сумма расстояний от которой до точек 

М1(1, 2) и М2(4, 3) имеет наименьшее значение. 

3) В эллипс 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 вписать прямоугольник наибольшей пло-

щади. 

4) В данный конус вписать цилиндр наибольшего объема. 

5) Построить прямоугольный параллелепипед с квадратным основа-

нием, который при заданной поверхности имел бы наибольший объем. 

6) В данный шар вписать конус наибольшего объема. 

7) В данный шар вписать цилиндр с наибольшей боковой поверх-

ностью. 

8) Проволоку длиной 1 согнуть в круговой сектор наибольшей 

площади. 

9) Найти кратчайшее расстояние от точки М0(2,1) до кривой 

xy ln21 . 

10) Найти размеры консервной банки объемом V с наименьшей 

поверхностью. 

11) Найти наибольший объем конуса с данной образующей l. 

12) Найти наименьший объем конуса, описанного около полушара 

радиуса а. 

13) При каком наклоне боковых сторон равнобедренной трапеции 

ее площадь будет наибольшая, если меньшее основание трапеции 

равно а, а боковые стороны равны b. 

14) Данное положительное число а разложить на два слагаемые 

так, чтобы их произведение было наибольшим. 

15) Кусок проволоки данной длины l согнуть в виде прямоуголь-

ника так, чтобы площадь последнего была наибольшей. 

16) Найти число, которое, будучи сложено со своим квадратом, 

дает наименьшую сумму. 

17) Найти положительное число, которое, будучи сложено с об-

ратным ему числом, дает наименьшую сумму. 

18) Определить наибольшую площадь прямоугольника, вписанно-

го в круг радиуса а. 
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19) Найти наименьшее значение суммы квадратов двух положи-

тельных чисел, произведение которых постоянно и равно а. 

20) Найти такое положительное число, чтобы  разность между ним 

и его кубом была наибольшей. 

21) Представьте число 28 в виде суммы двух слагаемых так, чтобы  

сумма их кубов была минимальна. 

22) На графике функции 2

2

x
y   найдите координаты точек, бли-

жайших к началу координат. 

23) Из всех прямоугольников с данным периметром p найдите тот, 

у которого диагональ наименьшая. 

24) В равносторонний треугольник  с периметром равным 36, впи-

сан прямоугольник наибольшей площади. Найдите длины сторон 

прямоугольника. 

25) Найдите наименьшее значение периметра основания прямо-

угольного параллелепипеда, объѐм которого равен 4, а одна из боко-

вых граней является квадратом. 

26) Периметр равнобедренного треугольника равен 2p. Каковы 

должны быть его стороны, чтобы объѐм тела, образованного вращени-

ем этого треугольника вокруг его основания, был наибольшим? 

 

8. Раскрыть неопределенности с помощью правила Лопиталя: 

 
Вари-

ант 
a b c 

1. 
   

x

xx

x ln

12
lim

2

1




 












 1

11
lim

0 xx ex
 

 tgx

x

x)(sinlim

2




 

2. 
 

1cos

cos
lim

2

0  x

xx

x
  












 x
tgx

x sin1

1
lim

0
2


  

tgx

x x











1
lim

0
 

3. 
 

xx

ee
xx

x sin
lim

sin

0 




 











xctg

xx

2

20

1
lim   x

x
x

1

)1(lim 


 

4. 

xx ex

x
 



3cos

)1ln(
lim

2

0
    










 xctgx

x

x cos2
6lim

2




   
2

1

0
lim

x

x x

tgx










 

5. 










 x

ctgx

xx 20

1
lim  

xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


   

 1ln

1
lim

0 
 xx e

 

6. 
 

)1ln(
lim
0 x

ee
xx

x 





 












 1

1

ln

1
lim

1 xxx
 

x

x x

sin

0

1
lim 
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7. 

6

2

0

sin)(sinsin
lim

x

xxxx

x




 

     xxarctg
x

ln2lim 

   

ctgx

x

tgx)(lim
0

2





 

8. 

x

xx

x ln

2
lim

ln

1




   


















 x
xx

x

1
1lnlim 2    2

1

0
coslim x

x
x


 

9. 

 












 12

1

4

1
lim

0 xx exx
 

 

)1(ln1lim 23

01



xx

x
. 

      

 tgx
x

xctglnlim
0

 

10. 

xx

xtgx

x sin
lim

0 




  







 


 20

)1ln(

)1(

1
lim

x

x

xxx
 

x

xx

x ln

2
lim

ln

1




 

11. 
30

arcsin22arcsin
lim

x

xx

x




 













 1

11
lim

0 xx extg
 

 tgx

x
ctgx)(lnlim

0
 

12. 
30

2sin2
lim

x

xxtg

x




  












  x
xtg

x 2

2
lim

2

  xx

x
x

1

)2(lim 


 

13. 
30

sincos
lim

x

xxx

x




  












 xxx cos1

1

sin

2
lim

20
 x

x x

x cos1

1

0

sin
lim











  

14. 

x

chx

x cos1

1
lim

0 




  












 6

5

3

1
lim

23 xxxx
 

   xtg

x
xctglnlim

0
 

15. 

)ln(sin

)3ln(sin
lim

0 x

x

x
 

   xctgx
x

cos1lim
0




  
x

x
ctgx sin

0
)(lim


 

16. 

2
sin1

1
lim

1 x

x

x 





  

2
1lim

1

x
tgx

x





  x

x
ctgx ln

1

0
)(lim


 

17. 
30

lim
x

аrctgxx

x




 

xctgx
x

arcsinlim
0

 
 

xtg

x x










1
lim

0
 

18.  
x

e x

x ln

1sin
lim

1

1




 

xn

x
ex 


lim  

x

x
x

1

)(lim


 

19. 

)1ln(

arcsin
lim

30 x

xаrctgx

x 




 

xxtgarc
x

ln)2(lim 



 
 

x

x
x ln4

3

0
lim 


 

20. 

x

x

x sinln21

ln
lim

0 
 

)sec(lim
2

xxtg
x






 
 x

x
x

1

2

0
)1(lim 


 

21. 

xx

ee xx

x 



 sin
lim

sin

0
 










 xxx

1

sin

1
lim

0
 

x

x
x ln

0
)1(lim 


 

22. 

xctg

tgx

x 2

ln
lim

4




 









 xxx arcsin

11
lim

0
 

x

x
x

1

0
arccos

2
lim 
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23. 

xtg

xx

x 20

)1ln(
lim




 










 xxx 220 sin

11
lim  

2

1

0
)(coslim x

x
x


 

24. 
20

2cosln
lim

x

x

x
 










 20

11
lim

xxarctgxx
 

tgx

x
x)(arcsinlim

0

 

25. 
20

12
lim

x

xch

x




 

ctgxx
x

lnsinlim
0

 
x

x

x cos

0
2

)2(lim 





 

26. 

352

)8ln(
lim

2

2

3 



 xx

x

x
 

32lim x

x
ex 


 xx

x
x

1

2 )33(lim 


 

 

9. Провести полное исследование и построить графики функ-

ций: 

 

вариант A b 

1.  y=x
4 
– 2x – 3  

xx

x
y

2

1
2 


  

2.  y = x
3 
(10 – 3x

2
) y = x 

2 
 ln x 

3.  32 1 xy  
13)1(  xexy  

4. 
22 )32(  xxy   3 2xxy   

5.  32 4 xy  
13

4



x

x
y  

6. 12 4  xxy  
22 xxey   

7.  23 1 xy  
xx

xx
y

2

1
2

2




  

8. xxxy 240403 23   
x

x
y
ln

  

9.  x
xx

y 3
5

35




  
)1(4

)3( 2






x

x
y  

10. y=x
2 
(x

3
-20) 3 2)5( xxy   
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11.  653  xy  xxy arctg2  

12. 12 24  xxy  y = x ln x 

13. y = 36 x (x - 1)
3 

y = x
3
 e

-4x
  

14. y = 32 x
2
 (x

2
 - 1)

3
 y = x

2
 e

-x
  

15. 
2

2 1

x
xy   

22 xexy   

16. 2)1(

12






x

x
y  )1(ln 2  xy  

17. 
12

2




x

x
y  xxy sin  

18. 2

3

3 x

x
y


  y = ln cos x 

19. 
12 


x

x
y  y = x e

-x
  

20. y = x 
3
 – 3x

2 
3 xxy  

21. )393(
4

1 23  xxxy  
x

e
y

x






1
 

22. 2

3

)2(4 x

x
y


  

24 xxey   

23. 43 23  xxy  xxy 2ln  

24. 
12

1
2

2






xx

xx
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