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ВВЕДЕНИЕ 
 

 

Данное издание предназначено для проведения практических занятий 

и организации самостоятельной работы по курсу «Дифференциальное и 

интегральное исчисление» студентов факультета МиИТ, обучающихся  

по специальности «Прикладная математика». Оно также может быть ис-

пользовано при проведении практических занятий по математическому 

анализу у студентов первого курса специальности «Прикладная информа-

тика» и по дисциплине «Дифференциальное исчисление» у студентов спе-

циальности «Математика и информатика». 

Основное назначение методических рекомендаций – помочь студен-

там математических специальностей в освоении курса математического 

анализа. По этой дисциплине существует ряд хороших задачников, список 

которых приведен в конце пособия. Однако, из-за слишком большого объ-

ема в них зачастую трудно ориентироваться и выбрать нужный материал 

для подготовки к экзамену. Кроме того, имеющиеся сборники задач не да-

ют возможности индивидуализировать процесс обучения, поскольку не 

содержат достаточного количества однотипных задач. 

Издание охватывает вопросы математического анализа, относящиеся 

к темам: «Применение дифференциального исчисления функции одной пе-

ременной», «Неопределенный интеграл» и «Определенный интеграл». Для 

студентов специальностей «Математика и информатика» и «Прикладная 

информатика» дополнительно приведен раздел «Несобственный инте-

грал», который не рассматривается в курсе «Дифференциальное и инте-

гральное исчисление» для специальности «Прикладная математика». Каж-

дый раздел состоит из 2 пунктов. В пункте I – «Примеры решения задач» – 

разобраны наиболее типичные примеры, демонстрирующие применение на 

практике результатов теории. Этот пункт студенты должны разобрать са-

мостоятельно при подготовке к практическому занятию по данной теме.  

В пункте II – «Задачи и упражнения для практических занятий» – приведе-

ны задания для аудиторной и домашней работы.  

Материал, приведенный в методических рекомендациях, соответству-

ет учебным программам дисциплин: «Дифференциальное исчисление», 

«Дифференциальное и интегральное исчисление» и «Математический ана-

лиз» для вышеперечисленных специальностей. 

Предлагаемое издание может быть полезно для студентов других спе-

циальностей, изучающих высшую математику. 
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ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

ИСЧИСЛЕНИЯ. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 
 

 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Показать, что уравнение x3 + 6x − 5 = 0 имеет только 

один действительный корень. 

Решение. Рассмотрим функцию f (x) = x3 + 6x − 5. Данная функция не-

прерывна и дифференцируема на всей числовой прямой. При этом f (1) = 2, 

f (−1) = −12. Следовательно, по первой теореме Коши для непрерывных 

функций, на отрезке [−1, 1] существует точка , такая что f () = 0. Значит, 

уравнение x3 + 6x − 5 = 0 имеет, по крайней мере, один действительный корень.  

Докажем, что этот корень единственный. Предположим, что уравне-

ние имеет два корня с1 и с2, тогда f (c1) = f (c2) = 0, и, по теореме Ролля, 

между точками с1 и с2 нашлась бы такая точка с, что 0)( = сf . Однако про-

изводная функции  )(xf  = 3x2 + 6 > 0 при любых действительных значени-

ях x. Наше предположение не верно, следовательно, уравнение имеет не 

более одного действительного корня.  

Пример 2. Определить значение с из теоремы Лагранжа для функции  

y = x3 + 3x2 + 6 на отрезке [1, 2]. 

Решение. Функция непрерывна и дифференцируема на отрезке [1, 2]. 

Следовательно, по теореме Лагранжа для данной функции существует точ-

ка с  [1, 2], в которой справедливо равенство: 

f (b) − f (a) = )(cf  (b − a). 

В данном случае: f (b) = f (2) = 26,       f (a) = f (1) = 10,  
)(xf   = 3x2 + 6x,  )(cf  = 3c2 + 6c. 

Подставив найденные значения в формулу Лагранжа, получим: 

3c2 + 6c = 26 − 10  или 3c2 + 6c − 16 = 0. 

Найдем корни этого уравнения: c1 = 
3

573 +−
; c2 = 

3

573 −−
.  

Очевидно, что c2 не принадлежит отрезку [1, 2]. Значит с = 
3

573 +−
. 

Пример 3. Разложить функцию y = tg x по формуле Маклорена до 

члена с x3 включительно. Записать остаточный член в форме Лагранжа. 

Решение. Формула Маклорена для функции f (x) имеет вид 

f (x) = f (0) + 
!1

)0('f
x + 

!2

)0(''f
x2 + … + 

!

)0()(

n

f n

xn + Rn + 1(x),  



6 

где Rn+ 1(x) = 
)!1(

)()1(

+

+

n

хf n 
xn + 1 , (0 <  < 1) − остаточный член в форме  

Лагранжа. Найдём производную функции y = tg x до четвертого порядка 

включительно. 

x
y

2cos

1
= ;   

x

x
xxy

3

3

cos

sin2
sincos2 == − ; 

x

x

x

xx
y

4

2

4

22

cos

sin42

cos

sin6cos2 +
=

+
= ;  

x

xx
y IV

5cos

)sin2(sin8 +
= . 

Отсюда получаем:  

 F (0) = 0,  )0(f  = 1, )0(f  = 0, )0(f  = 2, 
x

xx
xf IV






5cos

)sin2(sin8
)(

+
= .  

Тогда, по формуле Маклорена  tg x = x + 
3

3x
+ R 4(x),   

где  R4(x) = 4

5

4

5 cos3

)sin2(sin

cos!4

)sin2(sin8
x

x

xx
x

x

xx







 +
=

+
. 

Пример 4. Разложить по формуле Маклорена функцию 

f (x) = ln (5 − 4x). 

Решение. Воспользуемся известным разложением: 

ln(1 + x) = 
n

xxxx
x

nn 1432 )1(
...

432

−−
++−+−  + 0 (xn). 

Тогда ln(5 − 4x) = ln5 + ln(1 − 
4

5
x) = 

= ln5 − 
n

xxxx
x

n

nnn

5

4)1(
...

45

4

35

4

25

4

5

4 4

4

43

3

32

2

2 −
+++−+  + 0 (xn). 

  

Пример 5. Вычислить число е с точностью до 10-6. 
 

Решение. Воспользуемся формулой 
2

11 ... ( ).
2! !

n
x

n

x x
e x R x

n
+= + + + + +  

Запишем Rn(x) в форме Лагранжа: 
1

1( )
( 1)!

n
x

n

x
R x e

n


+

+ =
+

, (0< θ <1). 

1

1 1
1 1 ... (1)

2! !
ne R

n
+= + + + + + .   1(1)

( 1)!
n

e
R

n
+ 

+
 . 

Если взять n = 9, то 
6

6

3
10

10! 3 10

e − =


 . Тогда 

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2,718282

2 6 24 120 720 720 7 720 56 720 56 9
e  + + + + + + + + 

   
. 
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II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 

1. В формуле Лагранжа определить значение с на отрезке [0; 2] для 

функций: 

1) y = x2;       2) y = 5x3 + 2x;       3) 2

1

3
y

x
=

+
;        4) 3 1y x= + . 

2. Определить значение с в формуле Коши для функций:  

1) f(x) = x3 и g(x) = x2 + 1, заданных на отрезке [1; 2];  

2) f(x) = sin x и g(x) = 1 + cos x, заданных на отрезке [0;
2


]. 

3. Доказать, что уравнения  

1) x5 + 3x – 6 = 0;   2) x3 + 5x + 2 = 0;    3) x5 − 2x4 − x2 – 5 = 0  

имеют единственный корень на всей числовой оси. 

4. Разложить многочлен f (x) = x4 + 3x3 − 2x + 3 по степеням х + 1. 

5. Разложить многочлен f (x) = x5 по степеням x − 1. 

6. Разложить функцию f (x) по формуле Маклорена до члена указанно-

го порядка включительно:  

1) f (x) = 
22 xxe −  до члена с x4;     2) f (x) = 

3 sin x  до члена с x4; 

3) f (x) = 221 xx +−  до члена с х3. 

7. Пользуясь известными разложениями, разложить по формуле Мак-

лорена функции: 

1) f (x) = sin2x;   2) f (x) = ;
2xe −   3) f (x) = ln(3 + x);   4) f (x) = 

21 x+ . 

8. С помощью формулы Тейлора найдите приближенные значения: 

1) 3 9  с точностью до 10 - 3;    2) 4 90  с точностью до 10 - 4;  

3) sin100 с точностью до 10 - 3; 4) cos 10 с точностью до 10 - 5; 

5) ln1,1 с точностью до 10 - 3;  6) e0,1 с точностью до 10-4. 

 

 

ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ 
 

 

I. Примеры решения задач 
 

Пример. Найти пределы, раскрыв неопределенности, используя 

правило Лопиталя: 

а)
2

lim
x

e x

x +→
;   б) 








−

+→ xtgxx

11
lim

0
;  в)

2
)1(lim

1

x
tgx

x


−

→
;   г)

 

x

x
x −

→

1

1

1
lim . 
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Решение.  

а) 
( )

( )
;

2
lim

2
limlimlim

2
2

+==











==





=











=

+→+→+→+→

x

x

x

x

x

x

x

x

e

x

e

x

e

x

e
 

б) ( ) =


−
=








=

−
=−=








−

+→+→+→ )(

)(
lim

0

0
lim

11
lim

000 xtgx

tgxx

xtgx

tgxx

xtgx xxx
 

.0
2

0

1sincos

cossin2
lim

0

0

cossin

1cos
lim

cos

cos

1
1

lim
220

2

0

2

2

0
==

+−

−
=








=

+

−
=

+

−

=
+→+→+→ xx

хx

xxx

x

x

x
tgx

x
xxx

 

в)  1 1 1

1 0 (1 )
lim(1 ) (0 ) lim ( ) lim

2 0
( )

2 2

x x x

x x x
x tg

x x
ctg ctg



 → → →

− −
−  =  = = = =


 

2

1 1

2

1 2 2 2
lim limsin ( ) 1

1 2

2
sin ( )

2

x x

x

x



   


→ →

−
= =  =

− 
 

г) Рассмотрим функцию xxy −= 1

1

. Пусть .lim 1

1

1
ax x

x
=−

→
 Прологарифми-

руем обе части данного равенства:  

==













= −

→

−

→

x

x

x

x
xxa 1

1

1

1

1

1
lnlimlimlnln  

( )

( )
.1

1

1

lim
1

ln
lim

1

ln
limln

1

1
lim

1111
−=

−
=


−



=
−

=
−

=
→→→→

x

x

x

x

x
x

x xxxx
 

Тогда aln  = 1− , следовательно, =−

→

x

x
x1

1

1
lim e - 1. 

 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Найти пределы, используя правило Лопиталя: 

1. 
45

23
lim

34

35

1 −−

−−

→ xx

xx

x
 ;       2. 

2

22

ln( 3)
lim

3 5 2x

x

x x→

−

− −
;     3. 

30

2sin3
lim

x

xx

x

−

→
;  

4. 
20

3cosln
lim

x

x

x →
; 5. 

x

xx

x 20 tg

)1ln(
lim

−+

→
; 6.

12

)1( arctg
lim

201 −−

−

−→ xx

x

x
;  
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7. 
x

x

x 2ctg

tgln
lim

0→
;       8. 

x

x

x ctg

sinln
lim

0→
;         9.

x

x

x tg

)(ln

lim 2

0
2





−

+→

; 

10. 
0

lim
→x

(sin xln(ctg x));    11.
→x

lim ( xln(
2


arcctg x)); 

12. 
→x

lim ( − 2arctg x ) x ; 13. 
→x

lim ((x − 1)sin
1

2

−x
);   

14. 
0

lim
→x

(
xx sin

11
− );       15. 

0
lim
→x

(
xx

1

cos1

1
−

−
);  

16. 
0

lim
→x

(
xx arcsin

11
− );       17. 

0
lim
→x

(
1

11

−
−

xex
);  

18. 
→x

lim (


2
arctg x) x;       19. 

0
lim
→x

(arcsin x) tg x ;  20. 
2

)(sinlim
0

x

x
x

→
; 

21. 
0

lim
→x

xx

1

)arccos
2

(


;       22. x

x

x cos

0
2

)tg(lim
−→


;        23. xx

x
x

1

2 )33(lim +
→

. 

 

 

ПРОМЕЖУТКИ МОНОТОННОСТИ ФУНКЦИИ.  

ТОЧКИ ЭКСТРЕМУМА 
 

 

I. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Найти промежутки монотонности функции f (x) = 2x − x2. 

Решение. Область определения функции – вся числовая прямая. 

)(xf  = 2 − 2x = 2(1 − x).   )(xf  = 0 при х = 1.  

)(xf  > 0 при x < 1,            )(xf  < 0 при x  1,  

следовательно, функция возрастает на интервале (−, 1) и убывает на ин-

тервале (1, +). 

Пример 2. Доказать неравенство tg x > x + 
3

3x
 при 0

2
x


  . 

Решение.  

На промежутке 








2
,0


 рассмотрим функцию f (x) = tg x − x − 
3

3x
. 

)tg()tg(tg1
cos

1
)( 222

2
xxxxxxx

x
xf +−=−=−−= , 
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)(xf  > 0 при x  








2
,0


, так как на этом промежутке x > 0, tg x > 0 и 

tg x > x (справедливость данного неравенства доказать самостоятельно). На 

основании теоремы о монотонности функции, можно утверждать, что f (x) 

монотонно возрастает на 








2
,0


. Так как f (0) = 0, то для x > 0 будет 

f (x) > 0, т.е. tg x − x − 
3

3x
 > 0 или tg x > x + 

3

3x
 . 

Пример 3. Найти точки экстремума функции y = 
3

1
x3 − 

2

5
x2 + 6x. 

Решение. Находим производную 

y= x2 − 5x + 6 . Приравниваем её к нулю: 

x2 − 5x + 6 = 0. Корни уравнения: x1 = 2 и 

x2 = 3 будут критическими точками. То-

чек, в которых производная не существу-

ет, нет. Проверим достаточные условия экстремума. Воспользуемся первым 

достаточным условием. Изобразим координатную ось и нанесём на неё точки 

x1 = 2 и x2 = 3 (см. рисунок 1). Поскольку при переходе через точку x1 = 2 

знак производной меняется с «+» на «−», то x1 = 2 − точка максимума. При 

переходе через точку х2 = 3 знак производной меняется с «-» на «+», следо-

вательно, х2 = 3 − точка минимума. Найдём значения функции в точках экс-

тремума: f (3) = 
2

1
4 ,  f (3) = 

3

2
4  . 

Замечание. Можно исследовать критические точки данной функции, 

воспользовавшись вторым достаточным условием экстремума. 

Найдем вторую производную функции y  = 2x − 5. )2(y  = −1 < 0, зна-

чит, х = 2 – точка максимума;  )3(y  = 1 > 0, значит, х = 3 – точка минимума. 

Пример 4. Исследовать на экстремум функцию y = 3

2

x . 
 

Решение. Область определения функции − вся числовая прямая. 

Производная
33

2

x
y =  не существует в точке х = 0, но функция непре-

рывна в этой точке, х = 0 − критическая точка. При переходе через точку 

х = 0 производная меняет знак с «−» на «+», значит, х = 0 – точка миниму-

ма. Значения функции в точке экстремума: f (0) = 0.  

Пример 5. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 

y = x4 − 2x2 + 3 на отрезке [0, 2]. 

Решение. Найдём производную: y' = 4x3 − 4x = 4x(x2 − 1) Решим уравне-

ние: 4x(x2 − 1) = 0. Корни уравнения: x1 = 0, x2 = 1 и x3 = −1 Точка x3 = −1 не 

принадлежит отрезку [0,2]. Находим значения функции в точке x2 = 1 и  

2 

max 
3 

min 

y  + + − 

Рис. 1 
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на концах отрезка. у(0) = 3, у(1) = 2, у(2) = 11. Сравниваем найденные зна-

чения, заключаем, что у = 2 является наименьшим, а у = 11 является 

наибольшим значениями функции на указанном отрезке. 

Пример 6. Вписать в полукруг радиуса R прямоугольник наибольшей 

площади. 

Решение. Впишем в полукруг прямоугольник, одна из сторон которо-

го равна 2х. Тогда вторая сторона равна 22 xR − , ),0( Rx . Задача све-

лась к нахождению наибольшего значения функции f(x) = 2x 22 xR − . 

Находим критические точки функции f(x). Вычислим производную: 

f'(x) = 
22

22 )2(2
)(

xR

xR
xf

−

−
= . Производная равна нулю в точках 

2

2
2,1

R
x =  

и не существует в точках x3,4 =  R. Из этих точек только 
2

2
1

R
x =  при-

надлежит интервалу (0, R). Эта точка и доставляет наибольшее значение 

функции f (x), т.к. на концах интервала f (x) = 0. Искомый прямоугольник 

имеет размеры:  
2

2,
2

R
a R b= = . 

 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 

1. Найти интервалы возрастания и убывания функций: 

1) у = 4x3 − 21x2 + 18x + 7;  2) у = 8x3 − x4; 3) у = (x − 1)3(2x + 3)2;  

4) f (x) = 
21

2

x

x

+
; 5) у = 428 xx − ; 6) у = xx )1( − ; 

7) у = xe-3x;   8) у = 
x

e x2

; 9) у = x2 ln x;  

10) у = x2 − 10ln x; 11) у = 

3

23

x

x−
; 12) у = x + 2sinx.  

2. Найти максимумы и минимумы (экстремумы) функций: 

1) y = 
3

1
x3 − x4;  2) y = x2 (x − 4); 3) у = xx )1( − ; 

4) y = 
4)2(

1

8 −
+

x

x
; 5) у = 22 xx − ; 6) y = 

2

2

x

e x

; 

7) y = 
221 xxe −− ; 8) y = ln x + 

x

1
; 9) y = 

2

1
ln8

x
x + ; 

10) y = sin x + cos x; 11) y = cos 2x − 2sin x. 
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3. Доказать неравенства: 

1) sin x ≤ x, при x ≥ 0;   2) tg x > x при x  








2
,0


. 

4. Доказать, что уравнение  ех = 1 − х  имеет только один корень. Ре-

шить это уравнение. 

5. Найти значения параметра а, при котором уравнения  

1) 2х3 − 6х2 − 18х + а = 0;      2) х9 − 12х6 − а = 0 

имеют а) один, б) два, в) три корня. 

6. Найти наименьшее и наибольшее значения функции на указанных 

отрезках: 

1) y = 2x3 + 3x2 − 12x + 1; на отрезке [1, 5]; 

2) y = x ln x на отрезке [e−2, 1]; 

3) y = x ex на отрезке [−2, 1]; 

4) y = (x + 1) ex  на отрезке [−2, 0]; 

5) y = cos 2x + 2x на отрезке 







−

2
,

2


. 

7. Выяснить, существует ли наименьшее и наибольшее значения 

функций на указанных промежутках: 

1) y = x2  при х  (0, 1];  2) y = cos x при х  (0, 
2


]; 

3) y = 
x

1
 при х  (0, 4]; 4) y = sin 2x − x  при х  








−

2
,

2


. 

8. Найти наибольший объём цилиндра, периметр осевого сечения ко-

торого равен а. 

9. Судно В находится на расстоянии 75 км к востоку от судна А, идёт 

на запад со скоростью 12 км/ч; судно же А идёт к югу со скоростью 9 км/ч. 

В какой момент суда будут наиболее близки друг к другу? 

10. Найти такое наибольшее число, чтобы разность между ним и его 

кубом была наибольшей. 

11. В данный шар вписать конус с наибольшей боковой поверхностью. 

 

 

ВЫПУКЛОСТЬ И ВОГНУТОСТЬ ФУНКЦИИ.  

ТОЧКИ ПЕРЕГИБА 
 

I. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Найти интервалы выпуклости (вогнутости) и точки пере-

гиба графиков функций: 1)  y = 2x4 − 3x2 + x − 1;  2) y = 3 34 )1()2( xx −− . 
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Решение. 1) Область определения функции − вся числовая прямая. 

Находим первую и вторую производные: 

y= 8x3 − 6x + 1;    y  = 24x − 6. 

Решим уравнение: 24x − 6 = 0, или 
4

12 =x , тогда x1=
2

1
−  , x2 = 

2

1
.  

Строим числовую прямую и отмечаем на ней точки x1 и x2, а также 

знаки второй производной функции (см. 

рисунок 2) 

Так как y  > 0 на интервалах 









−−

2

1
,  и 








,

2

1
, то на этих интерва-

лах функция вогнута, так как y  < 0 на 

интервале 







−

2

1
,

2

1
, то функция выпукла на данном отрезке. Точки 

2

1
1 −=x  и 

2

1
2 =x  являются точками перегиба графика функции. 

2) Область определения функции − вся числовая прямая. Находим y  

и y :  
1 2 2 2 1 1
3 3 3 3 3 31 2

((1 ) ( 2) ) (1 ) ( 2) ( 2) (1 )
3 3

y x x x x x x
− −

 = − − = − − − + − − =
 

=
1 2
3 31

(4 3 )( 2) (1 )
3

x x x
− −

− − − . 

2
1 2 4
3 3 3 31 1

( 3( 2) (1 ) (4 3 )( 2) (1 )
3 3

y x x x x x
−− − −

 = − − − − − − − +
 

))1()2)(34(
3

2
3

5

3

1
−−

−−−+ xxx  = 
3 34 )1()2(9

2

xx −−
. 

Очевидно, y   в ноль не обращается. В точках x = 2 и x = 1 y   не су-

ществует, но функция непрерывна, следовательно, эти точки могут быть 

точками перегиба. Отмечаем полученные точки на числовой прямой и 

находим знаки второй производной функции на полученных интервалах 

(см. рисунок 3) 

Исходя из знаков второй производной 

делаем вывод, что на интервале (−, −1) 

функция вогнутая, а на интервалах (1, 2) и 

(2, +) функция выпуклая. Точка x = 1 яв-

ляется точкой перегиба. В точке x = 2 

направление выпуклости функции не изменяется. 
 

2

1
−   

2

1  

y   + + − 

Рис. 2 

1 2 

y   + − − 

Рис. 3 
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II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 
1. Исследовать функцию на выпуклость (вогнутость) и найти точки 

перегиба: 

1) 5 210 2 6y x x x= − + + ; 2) 4 26 2y x x= − + ; 3) 
21

x
y

x
=

+
;  

4) 
2

2 1

x
y

x
=

−
; 5) 2ln( 1)y x= − ;  6) 2 lny x x= ; 

7) y = x arctg x;    8)
22x xy e −=  9) arctgxy e=  

10) sin ( )
2 2

xy e x
 

= −   . 

 
 

АСИМПТОТЫ ФУНКЦИИ 
 
 

I. Примеры решения задач 
 
Пример. Найти асимптоты графиков функций:  

а) y = 
2

3

3 x

x

−
;               б) y = 2x + arctg 

2

x
. 

Решение. а) Функция y = 
2

3

3 x

x

−
 определена и непрерывна всюду, 

кроме x1 = − 3  и x2 = 3 .  

Определим, есть ли у функции вертикальные асимптоты. Прямая 
х = а является вертикальной асимптотой функции, если хотя бы один из 
односторонних пределов функции в точке а равен бесконечности. Так как 

2

3

03 3
lim

x

x

x −−−→
 = + ∞, 

2

3

03 3
lim

x

x

x −+−→
 = − ∞ , то прямая x = − 3  является 

вертикальной асимптотой графика функции. Так как 
2

3

03 3
lim

x

x

x −−→
 = + ∞, 

2

3

03 3
lim

x

x

x −+→
 = − ∞ , то прямая x = 3  также является вертикальной 

асимптотой графика функции. 
Будем теперь искать наклонные асимптоты в виде прямых ,y kx b= +  

где 1
3

lim
)3(

lim
)(

lim
3

3

2

3

−=
−

=
−

==
→→→ xx

x

xx

x

x

xf
k

xxx
, 

0
3

3
lim

3
lim))((lim

22

3

=
−

=







+

−
=−=

→→→ x

x
x

x

x
kxxfb

xxx
. 
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Следовательно, прямая y = − x является наклонной асимптотой графи-

ка функции y = 
2

3

3 x

x

−
. 

б) Функция у = 2x + arctg 
2

x
 определена и непрерывна на всей число-

вой прямой, следовательно, у неё нет вертикальных асимптот. 

Будем искать наклонные асимптоты в виде прямых y = kx + b,  

где k = 
x

xf

x

)(
lim

→
 = 

x

x

x

2

x
arctg2

lim

+

→
 = 2)

arctg

2(lim 2

x

=+
→ xx

 (учитываем, 

что 
22

arctglim


−=
−→

x

x
 и 

22
arctglim


=

+→

x

x
, поэтому 02

arctg

lim =
→ x

x

x
).  

При нахождении коэффициента b необходимо рассматривать два случая 

x → + и x → − . Поэтому получаем два значения для коэффициента b:  

1 lim ( ( ) ) lim (2 arctg 2 ) lim arctg
2 2 2x x x

x x
b f x kx x x



→− →− →−
= − = + − = = −

 

2 lim ( ( ) ) lim (2 arctg 2 ) lim arctg
2 2 2x x x

x x
b f x kx x x



→+ →+ →+
= − = + − = =

 

Следовательно, график функции у = 2x + arctg 
2

x
 имеет две наклонные 

асимптоты y = 2x − 
2


 (при x → −) и y = 2x + 

2


 (при x → +). 

 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 

Найти асимптоты графиков функций: 

1. 
2

1

9

x
y

x

+
=

−
;  2. 

2

2

3

1

x x
y

x

+
=

+
; 3. 

5

5

x
y

x

−
=

+
; 

4. 
ln x

y
x

= ;  5. 
3

2

3x
y

x

+
= ;  6. 

2 3

3

x x
y

x

− −
=

+
; 

7. 
2

2

5

x
y

x

−
=

−
; 8. 3lny x x= − ; 9. 

ln
2

x
y x

x
= + ; 

10. 
1

2 arccosy x
x

= − ; 11. 
xxey

1

= ; 12. y = 
2

1

3xx  ; 

16. 
cos x

y
x

= ; 17. 
sin

5

x
y x

x
= + ; 18. 

4

3 8

x
y

x
=

−
. 
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ 
 

 

I. Примеры решения задач 

 

Пример. Провести полное исследование и построить график 

функции: а) f (x) = 
5

4 43 xx −
;  б) f (x) = 

5
ln

+x

x
 − 1. 

Решение. а) Функция 43
43

5

1

5

4

5

4
)( xx

xx
xf −=

−
=

 
является многочле-

ном. Как и любой многочлен, она определена на всей оси Ох, непрерывна, 

асимптот не имеет, не является периодической. 

1. Так как f (x)  f (− x) и f (x)  − f (− x), то f (x) не является ни 

четной, ни нечетной. 

2. Находим )3(
5

4 2 xxy −= ,  )2(
5

12
xxy −= . 

3. Исследуем f(x) на монотонность и экстремум. Критическими 

точками f (x) являются точки х1 =0, x2 = 3. Проверим, есть ли смена знака 

производной функции при переходе через эти точки. Для этого запишем 

все данные в таблицу: 
 

x (-, 0) 0 (0, 3) 3 (3,+) 

)(xf   + 0 + 0 - 

f (x)    max  
 

Итак, 1

27
3,

5
M

 
 
 

 – точка максимума. В точке x = 0 экстремума нет, но бу-

дем помнить, что здесь y (0) = 0, поэтому касательная к графику парал-

лельна оси Ох. 

4. Исследуем f (x) на выпуклость, вогнутость и точки перегиба. 

Критических точек у f”(x) две: х1 = 0, х2 = 2. 
 

 

 

М2(0, 0) – точка перегиба с выпуклости на вогнутость; 3

16
2,

5
M

 
 
 

 – точка 

перегиба с вогнутости на выпуклость. 

х (-,0) 0 (0,2) 2 (2,+) 

)(xf   − 0 + 0 − 

f (x)  перегиб  перегиб  
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6. Найдем точки пересечения с координат-

ными осями. При х = 0 имеем у = 0, это точка 

М2(0, 0). При у = 0 имеем 4х3 − х4 = 0, откуда 

х1 = 0, х2 = 4. Получаем точку М4(4, 0). 

7. Возьмем дополнительную точку, напри-

мер    М5(−1, −1). 

8. Выберем масштаб и строим график функ-

ции (рисунок 4). 

б) ( ) ln 1
5

x
f x

x
= −

+
. 

Решение. 1. Область определения функции 

находится из неравенства 0
5


+x

x
, решая которое, получим 

D (f (x))=(− , − 5)  (0,+ ). 
2. Так как область определения не симметрична относительно начала 

координат, то f(x) не может быть ни четной, ни нечетной, ни периодической, 
поэтому исследование будем проводить во всей области существования. 

3. Так функция элементарная, то она непрерывна на интервалах 

(−∞,−5) и (, +∞). В точках х = −5 и х = 0: 

5 0
lim ln 1

5x

x

x→− −

 
− = + 

+ 
,     −=








−

++→
1

5
lnlim

0 x

x

x
 . 

Таким образом, прямые х = −5 и х = 0 являются вертикальными 
асимптотами графика функции. 

Найдем наклонные асимптоты по формуле y = kx + b.  

Так как 01ln
5

limln
5

lnlim ==
−

=
− →→ x

x

x

x

xx
, то

 

0

1
5

ln

lim
)(

lim =

−
−

==
→→ x

x

x

x

xf
k

xx
. 

11
5

lnlim))((lim −=







−

−
=−=

→→ x

x
kxxfb

xx
. 

Следовательно, прямая у = − 1 является наклонной (горизонтальной) 

асимптотой графика при х →  ∞. 
4. Найдем первую и вторую производные функции: 

)5(

5
)(

+
=

xx
xf ,   

22 )5(

)52(5
)(

+

+
−=

xx

x
xf . 

5. Проведем исследование функции на монотонность и экстремум. Первая 

производная функции не равна нулю. Точки х1 = 0 и х2 = −5, в которых )(xf   не 

определена, не принадлежат области определения функции. Таким образом, 
критических точек функция не имеет. Следовательно, экстремумов нет.  

Рис. 4 

у 

х 

0 

5 

4 

3 

2 

1 

−1 
3 4 −1 
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На интервалах (−, −5) и (0,+) )(xf  >0, здесь функция   

f (x) = 1
5

ln −
−x

x
 возрастает.  

6. Проведем исследование на вы-
пуклость, вогнутость и точки перегиба. 

)(xf   равна нулю в точке x1 =
2

5
, не су-

ществует в точках x2 = 0 и x3 = −5. Ни 
одна из них не принадлежит области 
определения функции, поэтому точек 

перегиба нет. На интервале (-, -5) 
)(xf 
 > 0, здесь функция f (x) вогнута. 

На интервале (0, +) )(xf   < 0, здесь 

функция f (x) выпукла. 
 

7. Найдем точки пересечения графика с осями координат. 
Точка х = 0 не принадлежит области определения функции, следовательно, 
функция не пересекается с осью Оу. Пусть у = 0, тогда решая уравнение 

ln 1 0
5

x

x
− =

−
 получим e

x

x
=

− 5
. Найдем x: 9,7

1

5

1

5
−

−
−=

−
=

e

e

e

e
x . Точка 

М1 








−
− 0,

1

5

e

e
− точка пересечения с осью Ох. 

8. Выберем подходящий масштаб, построим график функции  
(рисунок 5). 
 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

Постройте графики функций: 

1. у = 2x4 − x2 + 1; 2. у = x5 − x3 − 2x; 4. у = x(x + 1)3 ; 

3. у = (x + 1)( x − 2)2 ; 5. у = 
)1(

1

+xx
;   6. у = 

1

1
2 −x

;   

 7. 
1

2 1
1

y x
x

= − +
+

; 8. у = 
2

2

4

1

x

x

−

−
;   9) у = x2 + 

2

1

x
;  

10. у = x − ln (x + 1); 11. у = x ln x; 12) у = ln(x −
x

1
);  

13. у = xe

1

; 15. у = x2 xe

1

; 16. у = x3 xxe 22 − ; 

17. у = sin x + cos x; 19. у = sin2 x + cos x; 20. у = arctg 
x

1
 . 

y 

x −5 

−1 

0 

Рис. 5 
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ПЕРВООБРАЗНАЯ.  

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

I. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Найти интегралы:   

а) dx
x

xxx


−− 3 43 2
;  б) dxxx

  232 ;  в) dx
x


2

cos2 . 

Решение. а) dx
x

xxx


−−
3 43 2

= dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x
  −−

3

4

2

1

3

2 = 

= dxxdxxdxx  −−
−

3

1

2

1

2 2 = 3

4

2

13

4

3
22

3
xx

x
−−  + C = Cxx

x
+−−= 3 4

3

2

3
2

3
. 

б) dxxx

  232 = dxxx

 92 = dxx

18 = C
x

+
18ln

18
. 

в) dx
x


2

cos2 = dx
x


+

2

cos1
= ( ) + xdxdx cos

2

1
= ( ) Cxx ++ sin

2

1
. 

 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 

Найти интегралы: 

1. dx
x

xx 







+++

1
12

;  2. ( ) dxx −
23 1 ; 3. dxxx

3
; 

4. ( ) dxxx
2

3

 + ; 5. dx
x

xx


− 43

; 6. 
( )

dx
x

x


−
3

1
; 

7. dx
x

xx


+

2

2552
; 8. 

− 255 x

dx
; 9. 

+123 2x

dx
; 

10. 
− 205 2x

dx
; 11. dx

xx
 








+

2

2
cos2

2
sin2 ; 

12.  dx
xx

x
22 sincos

2cos
; 13.  xdx2ctg ; 14. 

( )
dx

xx

x


+

+
22

2

1

21
; 

15. dx
x


2log3

2 ; 16. 
+ 84 2x

dx
; 17. 

− xx

dx
22 cossin

; 

18. 
+ 24 xx

dx
; 19. ( )dxxxx arccosarcsin3 + . 
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МЕТОД ЗАМЕНЫ ПЕРЕМЕННОЙ. 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ 
 

I. Примеры решения задач 

 

Пример 1. С помощью формулы 

dxbaxF
a

dxbaxf )(
1

)( +=+ ,                               (1) 

где F (x) – первообразная функции f (x), найти интегралы:  

а)  xdx2sin ;    б)  − dxx 10)31( ;    в) 
−

dxe
x

1
2 . 

Решение. а) Так как первообразной функции sin x является функция –

cos x, то по формуле (1) 
1

sin 2 cos 2 .
2

xdx x C= − +  

б) Первообразной функции x10 является функция 
11

11x
, следовательно, 

11 11
10 1 (1 3 ) (1 3 )

(1 3 )
3 11 33

x x
x dx C

− −
− = − = − + . 

в) Аналогично, 
1 1

2 22 .
x x

e dx e C
− −

= +  
 

Пример 2. С помощью внесения функции под знак дифференциала вы-

числить интегралы: 

а) 
+ 24 x

xdx
;    б) 

xx

dx

ln
;    в)  xdxx sincos3 . 

Решение. а) 
+ 24 x

xdx
 = 

+ 2

2

42

1

x

xd
 =

( )


+

+
2

2

4

4

2

1

x

xd
 = Cx ++ 24ln

2

1
. 

б) Так как xd
x

dx
ln= , то 

xx

dx

ln
 = Cx

x

xd
+= lnln

ln

ln
. 

в)  xdxx sincos3  = ( )− xxd coscos 2

3

 = Cx +− 2

5

cos
5

2
 =  

= Cx +− 5cos
5

2
. 

Пример 3. Применяя метод интегрирования по частям, вычислить 

интегралы: а) ( ) + xdxx 2cos23 ; б)  + dxxa 22 . 

Решение. а) Применим формулу интегрирования по частям для не-

определенного интеграла: 

                −= .vduuvudv  (2) 



21 

Положим 23 += xu ,  xdxdv 2cos= . Тогда dxdxхdu 3)23( =+= ,  

xxdxv 2sin
2

1
2cos == . Подставив в формулу (2), получим 

( ) + xdxx 2cos23 = ( ) −+ xdxxx 2sin
2

3
2sin23

2

1
= 

= ( ) Cxxx +++ 2cos
4

3
2sin23

2

1
. 

б) Для нахождения интеграла  += dxxaI 22  положим 22 xau += , 

dxdv = . Тогда dx
xa

x
du

22 +
= , xv = . Подставляя в формулу (2), получим  

 += dxxaI 22 = 
+

−+ dx
xa

x
xax

22

2
22  = 

= 22 xax + − 
( )


+

−+
dx

xa

aax
22

222

= 22 xax +  − dxxa + 22  +  

+ 
+ 22

2

xa

dx
a  = Ixaxaxax −++++ 22222 ln . 

Отсюда   22222 ln2 xaxaxaxI ++++= . Следовательно, 

( ) CxaxaxaxI +++++= 22222 ln
2

1
. 

 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 

1. Применяя формулу (1), найти следующие интегралы: 

1) dxx 5)43( + ; 2) dxx − )52( ; 3) ;
)23( 3

−x

dx
 

4) 
−3 )31( х

dx
; 5) 

− x

dx

1
; 6) dxe

x


2 ; 

7) dxx


−212 ; 8) dxx )13(cos + ; 9) dx

x


2
sin ; 

10) 
x

dx
2cos

; 11) 
+ 241 x

dx
; 12) 

− 231 x

dx
. 

2. Найдите интегралы с помощью внесения функции под знак диффе-

ренциала: 

1) 
+ 49 x

xdx
;       2)  + dxxx 3 221 ;    3) 

− dxxe x22 ; 

4) 
+

dx
x

x3ln41
;     5) 

+
dx

x

x
2

2

1

arctg
;     6)  dx

x

x

2cos

2sin
; 
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7)  xdx4tg ;     8) 
− xx

dx

arcsin1 2
;   9) ( ) − dxee xx 232 4 ; 

10) 
x

dxe x

;       11) 
+

+
dx

x

x

1

2
2

;    12) 
+ 46

2

x

dxx
. 

3. Используя различные подстановки, вычислить интегралы: 

1) 
++ 11 x

dx
;  2) 

+1xx

dx
;  3)  − dxxx 13 ;  

4) dxxa − 22
; 5)  dxe x ; 6) 

+1xe

dx
.  

4. Вычислить интегралы методом интегрирования по частям: 

1)  xdxln ;          2)  xdxx ln ;       3) ( ) + xdxx ln22 ; 

4)  2

ln

x

xdx
;          5)  xdxxcos ;     6) ( ) + xdxx 2sin53 ; 

7) ( ) + xdxx 2cos22 ;  8)  xdxarcsin ;    9)  xdxarctg ; 

10)  xdxx 6arctg2 ;     11) ( ) + dxex
x

25 ;    12)  dxex x32 ; 

13)  xdxex 3cos ;      14) 
x

xdx

4sin 2
;       15) dxx +2 . 

 

 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

I. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Вычислить 
( )
( )( )( )

−+−

−+
=

431

91412 2

xxx

dxxx
I . 

Решение. Так как под знаком интеграла стоит правильная рациональ-

ная дробь, то  

( )( )( )431

91412 2

−+−

−+

xxx

xx
 = 

431 −
+

+
+

− x

C

x

B

x

A
 = 

=
( )( ) ( )( )

)4)(3)(1(

)3)(1(4143

−+−

+−+−−+−+

xxx

xxCxxBxxA
= 

=
)4)(3)(1(

3412)25()( 2

−+−

−+−+−−+++

xxx

CBAxCBAxCBA
. 

Здесь A, B, C − некоторые постоянные, которые надо определить. 

Сравнивая в цепочке равенств левую и правую части, получаем 

CBAxCBAxCBAxx 3412)25()(91412 22 −+−+−−+++=−+ . 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, приходим  

к системе уравнений: 








−=−+−
=+−−

=++

.913412
,4125

,2

CBA
CBA

CBA

 

Решая систему, находим А = 4, B = − 7, С = 5. Тогда 

dx
xxx

I  








−
+

+
−

−
=

4

5

3

7

1

4
  

−

−
+

+

+
−

−

−
=

4

)4(
5

3

)3(
7

1

)1(
4

x

xd

x

xd

x

xd
= 

= Cxxx +−++−− 4ln53ln71ln4  = C
x

xx
+

+

−−
7

54

)3(

)4()1(
ln . 

Пример 2. Вычислить 
++

=
522

3

xx

dxx
I . 

Решение. Рациональная дробь, стоящая под знаком интеграла, являет-

ся неправильной, так как степень многочлена числителя больше степени 

многочлена знаменателя. Поэтому, перед разложением дроби на простей-

шие, надо выделить в ней целую часть. Сделаем это с помощью операции 

деления многочлена на многочлен. Получим 

52

10
)2(

52 22

3

++

+−
+−=

++ xx

x
x

xx

x
 

Теперь находим интеграл 


++

=
522

3

xx

dxx
I  = 

++

+−
+− dx

xx

x
dxx

52

10
)2(

2
 = 

= 
++

++−
+− dx

x

x
x

x

4)1(

11)1(
2

2 2

2

 =  

= 
++

+
−− dx

x

x
x

x

4)1(

)1(
2

2 2

2

 + 
++ 4)1(

11
2x

dx
. 

Обозначим интегралы в правой части соответственно I1 и I2. В первом 

интеграле сделаем подстановку 1+= xt , тогда dxdt = и 

=++=
+

+
=

+
=

+
=  1

2

2

2

2

2

21 )1ln(
2

1

1

)1(

2

1

1

)(

2

1

1
Ct

t

td

t

td

t

tdt
I

1

2 )52ln(
2

1
Cxx +++= . 

=
+

= 
422

t

dt
I 22

2

1

2

1

22

1
C

x
arctgC

t
arctg +

+
=+ . 

C
x

arctgxxx
x

I +
+

+++−−=
2

1

2

11
)52ln(

2

1
2

2

2
2

. 

Здесь 21 11
2

1
CCC +−=  − произвольная постоянная. 
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II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Записать дроби в виде суммы простых дробей: 

а) 
)4)(1(

5
2

3

+−

+

xx

x
;   б) 

23 )1()1(

1

+− xx
;   в) 

2)2)(1(

1611

+−

+

xx

x
; 

г) 
8126

6126
23

234

−+−

++−

xxx

xxx
;   д) 

1

1
3 +x

. 

 

2. Найти интегралы: 

а) 
−+ )2)(1( xx

dx
; б) 

+− 232 2 xx

xdx
 ;  в) dx

xx

xx


−

+−
3

24 12
; 

г) 
−

−
dx

x

x

1

3
2

2

;     д) 
−−

+
dx

xx

x

)4)(1(

1
22

2

;  е) 
+−

+
dx

xx

x

)4)(1(

5
2

3

; 

ж)
  −

++
dx

x

xx

1

1
4

3

;   з) 
−15x

dx
;        и) 

+− 3613 24 xx

dx
; 

к)
  ++

−
dx

xx

x

86

6
24

3

; л) 
+−

−
222 )1()1(

)2(

xx

dxxx
);  м)

  + 23 )1(x

dx
. 

 

 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

I. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Вычислить 
( )

( ) ( )
+++

+−
=

36 5
111

11

xx

dxx
I . 

Решение. Наименьшее общее кратное чисел 2, 3 и 6 равно 6. Поэтому 

полагаем 6 1+= xz . Тогда 
61 zx =+ , x = z6 − 1, dzzdx 56= , 31 zx =+ , 

23 1 zx =+ . Таким образом,  

( )
+

−
= dzz

zz

z
I 5

25

3

6
1

1
 = dz

z

z


+

−

1

1
6

2

3

. 

Под знаком интеграла стоит неправильная рациональная дробь. 

Выделим её целую часть: 
1

1

1

1
22

3

+

+
+−=

+

−

z

z
z

z

z
. Следовательно, 

=








+

+
+−=  dz

z

z
zI

1

1
6

2
−  =

+

+
+ dz

z

z
dzz

1

1
66

2
 

+
+−

1

2
33

2

2

z

zdz
z  + 

 =
+

+
1

6
2z

dz ( )
 =+

+

+
+− z

z

zd
z arctg6

1

1
33

2

2
2

 +++− )1ln(33 22 zz  

+ =+Czarctg6  Cxxx +++++++− 633 1arctg6)11ln(313 . 
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Пример 2. Вычислить 
( )


−++ 211 xxx

dx
. 

Решение. Воспользуемся подстановками Эйлера. Здесь 0,0  ca , 

поэтому используем подстановку 11 2 −=−+ txxx . 

Отсюда выражаем переменную х: 
1

12
2 +

+
=

t

t
x .  

=dx dt
t

t











+

+

1

12
2

 = 

( )
dt

t

tt
22

2

1

1
2

+

−+
− ,   =−=−+ 11 2 txxx .

1

1
2

2

+

−+

t

tt
 

В результате получаем 
( )



+

−+









+

+
+

+

−+
−

=

1

1

1

12
1

1

1
2

2

2

2

22

2

t

tt

t

t

dt
t

tt

I  = 

( ) =
++

−=
2

11
2

t

dt
Ctarctg ++− )1(2 C

x

xxx
arctg +

+−++
−=

211
2 . 

Пример 3. Вычислить 
+4 41 x

dx
. 

Решение. =
+

 4 41 x

dx ( )
−

+ dxx 4

1
41 . Это интеграл от биноминального 

дифференциала. Сделаем подстановку 
441 zx =+ −
. Получаем ( )4

1
41 −+= xz , 

( ) 4

1
4 1

−
−= zx , ( ) dzzzdx 4

5
43 1

−
−−= . 

Значит =
+

 4 41 x

dx
=

−
− 

14

2

z

dzz
=









+
+

−
−  

112

1
22 z

dz

z

dz
 

=+−
−

+
= Cz

z

z
arctg

2

1

1

1
ln

4

1
C

x

x

xx

xx
+

+
−

−+

++ 4 4

4 4

4 4 1
arctg

2

1

1

1
ln

4

1
. 

 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 

1. Найти интегралы: 

1) 
+ 3 2xx

dx
;    2) 

+

+
dx

x

x
3 13

1
;    3) 

++
3 4

3

11 x

dxx
; 

4) dx
xx

xx


−++

−−+

11

11
;   5) 

+ 3

6

1 x

dxx
;   6) 

−− 432 xxx

dx
. 
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2. Вычислить интегралы с помощью выделения полного квадрата: 

1) 
++ 322 xx

dx
;   2) 

−+ 1344 2 xx

dx
;     3) 

−+ 21 xx

dx
.  

3. Применяя различные подстановки, вычислить интегралы: 

1) 
+++ 12 xxx

dx
;   2) 

( )


−− 2432 xxx

dx
; 3) 

+− 125 2 xxx

dx
;  

4) 
−+ 2

3

21 xx

dxx
; 5) dx

x

xx


++ 222

;  6) 
+123 xx

dx
. 

  

4. Вычислить интегралы от биноминальных дифференциалов: 

1) dx
xx

x


−3

3

;    2) 
+ 53xx

dx
;     3) dx

x

x


+3 41
; 

4) dx
x

x


−
3

1
1

;    5) dxxx

−














+

2

3

1

2

1

1 ;   6) dx
x

x


+ 3

3

1
. 

 

 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ  

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
 

 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить = xdxxI 103 cossin . 

Решение. Если в подынтегральную функцию вместо sin x подставить 

xsin− , то она изменит знак на противоположный. Поэтому воспользуемся 

подстановкой xz cos= . 

Отсюда xdxdz sin−=  и 222 1cos1sin zxx −=−= . Следовательно,  

( ) −−= dzzzI 1021  =  +− dzzdzz 1210

 = 

= C
zz

++−
1311

1311

 = C
xx
++−

13

cos

11

cos 1311

. 

Пример 2. Вычислить 
+ xx

dx
22 sin2cos8

. 

Решение. Вынесем x2cos  за скобки, получим  

 
+

=
+

=
x

dx

xxtgx

dx
I

2222 costg28

1

)8(cos
. 
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Применим подстановку xz tg= . Отсюда 
x

dx
xdzd

2cos
tg == .  

Тогда 

I  =
+

=
228 z

dz
=

+


42

1
2z

dz
=+C

z

2
arctg

4

1
C

x
+








2

tg
arctg

4

1
. 

Пример 3. Вычислить 
+

=
xx

dx
I

cossin
. 

Решение. Положим
2

tg
x

z = . Тогда zx arctg2= , 
21

2

z

dz
dx

+
= . 

2
2 1

2

2
tg1

2
tg2

sin
z

z

x

x

x
+

=

+

= ,   
2

2

2

2

1

1

2
tg1

2
tg1

cos
z

z

x

x

x
+

−
=

+

−

= . 

Значит  

=

+

−
+

+

+= 
2

2

2

2

1

1

1

2
1

2

z

z

z

z
z

dz

I =
−+

 221
2

zz

dz

( )
=

−−
 2

12
2

z

dz
 

( )
( )

=
−−

−
−=  2

12

1
2

z

zd
C

z

z
+

+−

−−

21

21
ln

2

1
= .

2
tg21

2
tg21

ln
2

1
C

x

x

+

−+

−−

 

 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти интегралы: 

1)  xdxx 23 sincos ;  2)  xdxxsincos2
; 3)  xdxx 33 sincos ; 

4) dxx
2sin ; 5)  xdx4cos ; 6)  xdxx 22 cossin ; 

7)  xdxx 2cos3sin ; 8)  xdxxx cos2cos3cos ; 9)  dx
x

x
2

3

cos

sin
 

10)  xdx3tg ; 11)  xdxx 34 3 sincos ; 12) 
x

dx
4sin

; 

13)  dx
x

x
4

2

sin

cos
; 14) 

x

xdx
4cos

2sin
; 15) 

+ x

dx

cos53
;  

16)  xdxxcos5cos ; 17)  +− xx

dx

cos7sin48
;    18) 

x

xdx
4cos

2sin
; 

19) 
+− xxxx

dx
22 cos5cossin4sin

. 
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ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

 

I. Примеры решения задач 

Пример 1. Найти интеграл dxx +
2

0

2 )1(  с помощью интегральных сумм. 

Решение. Функция 1)( 2 += xxf  непрерывна на отрезке ]2;0[  и, сле-

довательно, интегрируема на этом отрезке. Поэтому для выражения преде-

ла интегральных сумм T  при  → 0 (− наибольшая из длин отрезков 

разбиения) можно взять любую последовательность разбиений nT  отрезка 

]2;0[  на части, такую, чтобы 0→ . Разделим отрезок ]2;0[  на n равных 

частей, а в качестве точек i  выберем правые концы отрезков ];[ 1 ii xx − , 

),1( ni = . Тогда 

,
2

n
xi =  

n

i
xi

2
= ,  

n

i
xii

2
==  ,  ,1

4
)(

2

2

+=
n

i
f i  →→ n0 , 

=







+=








+= 

===

n

i

n

i

n

i
T i

nnnn

i

1

2

2
11

2

2 4
1

22
1

4


 








 ++
+=

6

)12)(1(42
2

nnn

n
n

n
.

)12)(1(

3

4
2

2n

nn ++
+=

 

.
3

2
4

3

8
2

)12)(1(

3

4
2limlim)1(

2

2

0

2 =+=






 ++
+==+

→→


n

nn
dxx

n
T

n


 
Замечание. При вычислении суммы мы воспользовались формулой 


=

++
=

n

i

nnn
i

1

2

6

)12)(1(
. 

Пример 2. Выяснить, какой из интегралов 
2

0

3sin



xdx  и 
2

0

7sin



xdx  

больше. 

Решение. Поскольку на отрезке 






2
;0


 функции x7sin  и x3sin  непре-

рывны, а на интервале 








2
;0


 выполняется неравенство xx 37 sinsin  , то 

 
2

0

3
2

0

7 sinsin



xdxxdx . 

Пример 3. Найти среднее значение функции 1)( 2 += xxf  на отрезке 

]2;0[ . 
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Решение. Функция f (x) непрерывна на отрезке ]2;0[ , тогда по инте-

гральной теореме о среднем для непрерывной функции, существует точка 

с  ]2;0[ , такая что ))(()( abcfdxxf
b

a

−=  или 

)1(2)02()1()1( 22
2

0

2 +=−+=+ ссdxx . Из примера 1 получаем 

3

2
4)1(

2

0

2 =+ dxx , тогда среднее значение функции f (x) равно  f (c) = с2 + 1 

= 
3

1
2 , где с = .

3

32
 

 
II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 

1. Для функции )(xf , заданной на отрезке [a, b], найти нижнюю sT и 

верхнюю ST суммы Дарбу, разбив отрезок на n равных частей. Для данного 

разбиения отрезка [a, b] составить интегральную сумму T , взяв точки i  

в серединах промежутков разбиения: 

1) ;2,1,3)( ==−= baxxf  2) ;1,0,2)( 2 === baxxf  

3) ;1,2,52)( =−=+= baxxf     4) 
.3,0,)( === baexf x

 

2. Вычислить 
b

a

dxxf )(  с помощью интегральных сумм: 

1) ;
b

a

cxdx        2) ;2


b

a

dxcx         3) ;
b

a

xdxe         4) 
2

1
2x

dx
     

(интервал интегрирования делить на части так, чтобы абсциссы точек де-
ления образовывали геометрическую прогрессию). 

3. Используя формулы, полученные в задании 2, и, опираясь на про-
стейшие свойства определённого интеграла, вычислить интегралы: 

1) ;)82(

3

1


−

+ dxx   2) ;)53(

0

2

2


−

+ dxx
 

3) ;)3(

5

3

 + dxxex

 4) .)53(

1

1

2


−

+ dxxex

 

4. Пользуясь результатами задания 2, найти средние значения функ-
ций на указанных отрезках: 

1) xxf 2)( =  на отрезке ];3;1[−  

2) 
2)( xxf =  на отрезке ];3;0[  

3) 523)( 2 −+= xxxf  на отрезке ];2;1[−  
4) xexf x 4)( +=  на отрезке ].1;0[  
5. Не вычисляя интегралов, установить, какой из них больше: 
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1) 
1

0

xdx  или 
1

0

2 ;dxx  2) 
1

0

2dxx  или 
1

0

3 ;dxx  

3) 
1

0

dxe x
 или 

1

0

;
2

dxe x  4) 
2

0

sin



dx
x

x
 или .

sin

0

dx
x

x



 

6. Дать оценку интегралов:  

1) ;
2

52

0
2

2


+

+
dx

x

x
      2) ;sin

4

5

4







xdx      3) ;
1

5.3

5.1

2


−x

dxx
       4) .cos

6

5

2


−





xdx  

 
 

ФОРМУЛА НЬЮТОНА-ЛЕЙБНИЦА 
 
 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить интеграл  ++−
2

1

32 )5
2

( dxx
x

x . 

Решение. Применяя формулу Ньютона-Лейбница, получаем 

 ++−
2

1

32 )5
2

( dxx
x

x =   ++−
2

1

2

1

2

1

3
2

1

2 5
2

dxdxxdx
x

dxx = 

= 
2

1

2

1

3 42

1

2

1

2

5
4

3
ln2

2
xxx

x
++− = 

= )510()122(
4

3
)1ln2(ln2)

2

1
2( 3 −+−+−−− = 

2

23
2ln2

4

3
5

3

+− . 

Пример 2. Вычислить интеграл  +=
2

0

2cos1 dxxI . 

Решение. Имеем: xxx sin2sin22cos1 2 ==+ . Поэтому  

=−==+ 




 2

0

2

0

2

0

sin2sin2sin22cos1 xdxxdxdxxdxx

( ) =−+−−=+−= ))cos2(cos)0cos(cos(2coscos2
2

0







xx  

24)))1(1()11((2 =−−+−−−= . 

Пример 3. Можно ли применить формулу Ньютона-Лейбница к ин-

тегралу 


0
2cos x

dx
? 
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Решение. Подынтегральная функция 
x

xf
2cos

1
)( =  имеет беско-

нечный разрыв в точке ];0[
2

0 

=x . Следовательно, на этом промежутке 

применять формулу Ньютона-Лейбница нельзя. 
 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Применяя формулу Ньютона-Лейбница, найти интегралы: 

1)  +−
2

1

2 )52( dxxx ;  2)  +
8

0

3 )2( dxxx ; 3) 
−9

1
3

2
dy

y

y
; 

4)  −
5

1

1dxx ; 5) 
−

6

1 10 x

dx
; 6) 

−

3

2
2 1x

dx
; 

7) 
−+

+3

2
2 32

)53(

xx

dxx
;  8) 

− +

0

1

3

3y

dyy
; 9) 

++

2

1
2 2xx

dx
; 

10) 
++

1

0
2 2xx

dx
; 11) 

+

2

0
8

3

1x

dxx
; 12) 

−+

3

2
245 xx

dx
;  

13) 
+

1

0
2 3x

xdx
; 14) 

4

0

4cos



xdx ; 15) 
2

0

3sin



xdx ; 

16) 
−

2

1 1x

x

e

dxe
; 17) 

−

4

4

tg





xdx ; 18) 
−

+−3

2
2

24

1

)352(

x

dxxx
. 

2. Можно ли применить формулу Ньютона-Лейбница к следующим 
интегралам: 

1) 
−

2

0
2)1(x

dx
;  2) 

+

2

0
22 )2(cos xtgx

dx
;  3) 

−










1

1

1
arctg xdx

x
? 

 
 

ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННОЙ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

ПО ЧАСТЯМ В ОПРЕДЕЛЕННОМ ИНТЕГРАЛЕ 
 
 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти интеграл  −
a

dxxa
0

22 . 

Решение. Применим подстановку x = a sin t  Такая замена переменной 
законна. Действительно: 

1) функция x =  (t) = a sin t непрерывна на всей числовой оси; 
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2) когда новая переменная t изменяется на отрезке 






2
;0


, значения 

старой переменной x = a sin t пробегают отрезок  a;0 ; 

3) ,0)0( =  ;)
2

( a=


  

4) Производная tat cos)( =  непрерывна на отрезке 






2
;0


. 

Выполнены все условия теоремы о замене переменной интегрирова-
ния в определённом интеграле. Итак, 

,sin tax =  ,costadx =  ,0)0( =  ,)
2

( a=


  т.е. ,0=  ,
2


 =  

tatatataaxa coscossin1sin 2222222 ==−=−=− . 

 =
+

===−
2

0

2

0

22
2

0

2

0

22

2

2cos1
coscoscos



dt
t

atdtatdtatadxxa
a

 

4
2sin

2

1

2

22

0

2 a
tt

a 


=







+= . 

Пример 2. Вычислить интеграл 
1

0

arcsin xdxx . 

Решение. Воспользуемся формулой интегрирования по частям в опреде-

ленном интеграле. Пусть u = arcsin x, тогда 
21 x

dx
du

−
= , xdxdv = , 

2

2x
v = . 

Получаем 

=
−

−−
+=

−
−= 

1

0
2

21

0
2

21

0

2
1

0 1

)1)1((

2

1

412

1
arcsin

2

1
arcsin

x

dxx

x

dxx
xxxdxx


 

=−+=
−

−−+= 

1

0

1

0
2

1

0

2 arcsin
2

1

42

1

412

1
1

2

1

4
x

x

dx
dxx


 

8484


=−+= . 

 
II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 
1. Найти интегралы: 

1) 
+

9

0 1 x

dx
;  2) 

+

1

0 1x

dxx
; 3) 

−

+1

0
21

23
dx

x

x
; 

4  +
9

0

2 19dxxx ; 5)  −
1

0

22 1 dxxx ; 6) 
−

− −

2

4
2 1xx

dx
; 
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7) 
+

e

xx

dx

1 ln2
; 8) 

1

0

2

dxxex ; 9)  −
2ln

0

1dxex ; 

10) 


0 2

3
cos

2
sin dx

xx
; 11) 

2

0

2cossin



xdxx ; 12) 
2

0

4sin



xdx ; 

13)  +

2

0 cos5



x

dx
; 14) ;

23

14

0
2


−

−− xx

dx
 15) 

++

+4

1
2 124

)12(

xx

dxx
. 

2. Найти интегралы: 

1) 
−

2ln

0

dxxe x ; 2) 
4

0

2sin



xdxx ; 3) 
2

0

2

2
cos dx

x
x ;  

4)  +
4

0

)3ln( dxxx ; 5) 
3

0

2ln dxx ; 6) 
1

0

arcsin xdx ;  

7) 
1

0

dxxarctg ; 8) 


0

2sin xdxex  

 

 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЛИНЫ ДУГИ ПЛОСКОЙ КРИВОЙ 
 
 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти длину дуги кривой ,12 2 −−= xxy  .1
4

1
 x  

Решение. Воспользуемся формулой: ( ) .)(1
2

 +=
b

a

dxxyl  Имеем 

,
2

1
2xx

x
y

−

−
=   ( )

( )
.

2

1

2

1
11

22

2
2

xxxx

x
y

−
=

−

−
+=+  

Искомая длина равна  

=−=
−−

=
−

= 
4

1

1
1

4

1
2

1

4

1
2

)1arcsin(
)1(12

1
x

x

dx
dx

xx
l .

4

3
arcsin  

Пример 2. Вычислить длину дуги кривой 




=
=

,cos
,sin
tey
tex

t

t

 от t = 0 до .
2


=t  

Решение. Кривая задана параметрическими уравнениями. Для вычис-
ления длины кривой воспользуемся формулой 

( ) ( ) .)()(
22

 +=




dttytxl  

)cos(sincossin)( ttetetetx ttt +=+= , 
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).sin(cossincos)( ttetetety ttt −=−=  

( ) ( ) =−++=+ 222222
)sin(cos)cos(sin)()( ttettetytx tt

 

.2)cos2sin2( 2222 tt ette =+=  

Тогда 

).1(222 2
2

0

2

0

2 −=== 




edtedtel tt
 

Пример 3. Найти длину кривой 
),cos1(2 +=r  .1r   

Решение. Кривая, заданная уравнением 

1=r , это окружность с центром в начале ко-
ординат радиуса 6. Нужно найти длину части 
кривой ),cos1(2 +=r  лежащей внутри 

окружности (рисунок 6). 
Найдём точки пересечения этих кривых, 

решая систему уравнений  





=

+=

.1

),cos1(2

r

r 
 

Получаем 1)cos1(2 =+   или .
2

1
cos −=  Следовательно, 

,
3

2
1


 = .

3

4
2


 =  

Нужно найти длину дуги AOB. 
Так как данная кривая симметрична относительно луча , =  то найдём 

длину участка OA и умножим на 2. Этому участку соответствует изменение φ 

от 
3

2
 до π. Для вычисления длины кривой воспользуемся формулой 

.22

 +=





drrl

 
Имеем ,sin2 −=r   

=++=+  2222 sin4)cos1(4rr  

).cos1(8)sincoscos21(4 22  +=+++=  

Получаем 

===+= 




















3

2

3

2

2

3

2 2
cos8

2
cos42)cos1(82 dddl  

).32(8)
2

3
1(16)

3
sin

2
(sin16

2
sin16

3

2
−=−=−==






 

Рис. 6 
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II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найдите длину кривой: 

1) ,2xy =  ;20  x  2) ,2 2

3

xy =  ;110  x  

3) ,)1(
3

2 3−= yx  ;320  x  4) ,5 32 yx =  ;622 + yx  

5) ,12
6

+= x
x

y  ;311 −− x  6) ,ln xy =  ;6222  x  

7) ,sinln xy = ;
3

2

3


 x

 8) ),1ln( 2 −= xy .52  x  

2. Вычислить длину дуги кривой ,2tx =  21

2
y t t= −  в пределах от 

0 до 3 . 

3. На циклоиде ),sin( ttax −=  )cos1( tay −=  найти точку, кото-

рая делит первую арку циклоиды по длине в отношении 1:3. 

4. Найти длину астроиды   




=
=

.sin
,cos

3

3

tay
tax

 

5. Найти длину эвольвенты окружности, заданной параметически 

уравнениями 




−=

+=

).cos(sin

),sin(cos

tttay

tttax
 от t = 0 до t = 2π. 

6. Найти длину петли кривой 








−=

=

).
3

1
(

,

2

2

tty

tx
  

7. Найти длину дуги кривой ,sin 4 tx = ,cos2 ty = .
2

0


 t   

8. Найти длину кардиоиды ).cos1( += ar   

9. Найти длину гиперболической спирали 1=r  от точки 








2

1
;2   

до точки .2;
2

1








  

10.  Найти длину логарифмической спирали aer = от точки (1; 0)  

до точки ( ) 2;2 ae . 

11.  Найти длину линии .sinar =   

12. Найти длину кривой ),sin1( −= ar  .
62





−−   

13.  Найти длину замкнутой кривой .
3

sin 3 ar =  
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Рис. 8. 

 

 

 

 
а −а 

а 

−а 

НАХОЖДЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ ФИГУР 
 
 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной прямой 

1−= xy  и параболой 21 xy −= . 

Решение. Фигура, ограниченная данными 
линиями, изображена на рисунке 7. 

Найдём абсциссы точек пересечения прямой 
с параболой, решив систему уравнений 





−=

−=

.1

,1

2xy

xy

 

Получаем точки 21 −=x ; 12 =x  – это и будут 

пределы интегрирования. 
При вычислении площади воспользуемся 

формулой 

,))()(( 12 −=
b

a

dxxfxfS  

где ,1)( 2

2 xxf −=  .1)(1 −= xxf  
Искомая площадь равна 


−

−−−=
1

2

2 ))1()1(( dxxxS  =







+−−=+−−=

−−



1

2

231

2

2 2
23

)2( x
xx

dxxx  

.
2

9
42

3

8
2

2

1

3

1
=








−−−








+−−=  

 

Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной астроидой  

3

2

3

2

3

2

ayx =+  (рисунок 8). 

Решение. Перейдём к параметрическому 
заданию границы плоской фигуры: 





=

=

,sin

,cos
3

3

tay

tax
 .20  t  

Так как фигура симметрична относительно 
координатных осей, то найдём площадь ча-

сти фигуры, расположенной в I четверти и 
умножим на 4.  

Площадь фигуры, ограниченной кривой, за-
данной параметрически, находится по формуле 

 =




dttxtyS )()( . Так как для части фигуры, находящейся в первой четверти, 

Рис. 7 

 

 

−3 

1 −2 

1 

х 

у 
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Рис. 9 

 

переменная х изменяется от 0 до а, то параметр t изменяется от 
2


=t  

(для х = 0) до t = 0 (для х = а). 
Получаем 

=−== 
0

2

23
0

2

)sin(cos3sin4)()(4


dtttatadttxtyS  

=
−

−=−= 
0

2

2
2

0

2

242

2

2cos1

4

2sin
12cossin12



dt
tt

atdtta  

+
−

−=−−= 
0

2

2
0

2

222

2

4cos1

2

3
)2cos2sin2(sin

2

3



dt
t

adtttta  

.
8

3
2sin

4

1
4sin

4

1

4

3
)2(sin2sin

4

3 2

2

0

32

2

0

2
0

2

22 atattattda 




=+







−−=+   

Пример 3. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой 

 2cos22 a=  (лемниската Бернулли) (рисунок 9). 

Решение. Найдем область определения функции  2cosa=  из не-

равенства 02cos  . Отсюда находим, что  
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−  и 

4

5

4

3 



 . 

График линии изображен на рисунке 9.  

Найдем по формуле =




 dS )(
2

1 2

 площадь одной из двух равных 

частей фигуры и удвоим результат 

== 
−

4

4

2 2cos
2

1
2





daS  

.2sin
2

1
2cos 2

4

4
2

4

4

2 aada ==

−−








  

 

 
 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найдите площади фигур, ограниченных линиями: 

1) ,12 += xy ;3=+ yx  2) ,0=y ,)1( 2+= xy ;4 xy −=  
3) ,122 += xy ;01=−− yx  4) ,2 2xy −= ;32 xy =  
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5) ,2xy = ;2=+ yx  6) ,sin xy = ,0=y ;0  x  
7) ,2 2xxy −= ;xy =  8) ,422 yyx =+

22 xy = );2( 2xy   

9) ,42 =+ xy ;1232 =− xy  10) ,222 =+ yx ,122 −= xy ;
2

1
x  

11) ,xy = ,
1

x
y = ,

3

10
xy −= .1x  

2. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 

322 +−= xxy , касательной к ней в точке ( )6;3  и осями координат. 

3. Вычислить площадь фигуры, заключённой между параболой 

222 +−= xxy , касательной к ней в точке ( )5;3M  и осью ординат. 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 

342 −+−= xxy , касательными к ней в точках ( )3;01 −M  и ( )0;32M . 

5. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой: 
1) ,cos tax = tby sin=  (эллипс); 
2) ),2coscos2( ttax −= )2sinsin2( ttay −=  (кардиоида); 
3) ( sin ),x a t t= − ),cos1( tay −= 20  t  (одна арка циклоиды) и 

отрезком  a2;0  оси абсцисс; 
4) ),sin(cos tttax += ),cos(sin tttay −= ,20  t ,ax =  ,0y  (раз-

вёртка круга). 
6. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми: 

1) ;2sin  a=  2) )cos1(  += a  (кардиоида);  

3) ;3sin2  a=  4) ,2sin22  = ,1= ;1  
5) 2 2 2( ) ;x y xy+ =  6) ,cos32  a= ;sin2  a=  
7) ,cos2  −= .cos =  

 
 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМОВ 

И ПЛОЩАДЕЙ ПОВЕРХНОСТЕЙ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ 
 
 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить объём тела, образованного вращением вокруг 

оси Ox фигуры, ограниченной параболой 2xy =  и прямой 23 −= xy . 

Решение. Найдём абсциссы точек пересечения кривых, решив систе-

му уравнений 




−=

=

.23

,2

xy

xy
 Получим точки 21 =x , .12 =x   

Для вычисления объёма тела вращения воспользуемся формулой 

.))()((
2

1

2

2 −=
b

a

dxxfxfV   
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В нашем случае ,23)(2 −= xxf  .)( 2

1 xxf =   
Имеем 

=−+−=−−= 
2

1

42
2

1

42 )4129())23(( dxxxxdxxxV   

.
5

4
31

5

1
43673

5
46

3
9

2

1

5
2

3

 =







−+−=








−+−=

x
xx

x
 

Пример 2. Вычислить объём тела, которое образуется при вращении 
одной арки циклоиды ),sin( ttax −=  ),cos1( tay −=  (рисунок 10) вокруг оси 

абсцисс.  
Решение.  
Объём вычислим по формуле 

.

2

0

2

=

a

dxyV



  

Cделаем замену переменной, полагая 
)sin( ttax −= . Изменению x от 0 до 2πa со-

ответствует изменение t от 0 до 2π. 
dttadx )cos1( −=  

Получаем 

=−+−=−= 



2

0

323
2

0

33 )coscos3cos31()cos1( dttttadttaV  

=−−++−= 






2

0

23
2

0

3

0

2
3 sin)sin1()2cos1(

2

3
)sin3( tdtadtt

a
tta  

.5
3

sin
sin2sin

2

1

2

3
2 32

0

23
3

0

2

332 a
t

tattaa 


=







−−








++=  

Пример 3. Вычислить площадь поверхности шара радиуса R. 
Решение. Можно считать, что шар получен вращением вокруг оси Ox 

полуокружности 22 xRy −= . 

Для вычисления площади поверхности тела вращения воспользуемся 

формулой ( ) .)(1)(2
2

 +=
b

a

dxxfxfP   

Находим 

,
22 xR

x
y

−
−=  ( ) ;11

22

2

22

2
2

xR

R

xR

x
y

−
=

−
+=+  

( ) .1)(
22

2
222

R
xR

R
xRyxy =

−
−=+  

Следовательно, .422 2RRxRdxP
R

RR

R

 ===
−−

  

 

Рис. 10 

 

 

у 

х 
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II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Вычислить объём тела, образованного вращением фигуры, ограни-
ченной данными линиями, вокруг оси Ox: 

1) ,4=xy ,1=x ,4=x ;0=y  2) ( ) ,033
2

=+− xy ;3−=x  

3) ,12 += xy   у = 0, 4) ,22 xy =  

  ,1 ax −= ax =2 );0( a     ,1 ax = bx =2 );0( ba     

5) ,sin xy =  ,0=y  ;0  x  6) ;3

2

3

2

3

2

ayx =+  

7) ,32 +−= xy ;12 += xy  8) ,2xy = ;2yx =   

9) ,xey = ,1=y 0=x ; 10) ,sin xy = ;
2

xy


=  

11) ,
2

9













+=

−
a

x

a

x

eey ,1 bx −= bx =2 ).0( b               

2. Вычислить объём тела, образованного вращением фигуры, ограни-
ченной данными линиями, вокруг оси Oy: 
1) у = х2,  у = 1; 2) ,sin xy =  ,0=х  y = 1; 

3) ,sin xy =  ,0=у  ;
2

0


 x  4) ,xey = ,0=y ,0=x ;2=x  

5) ,42 += xy ;0=x  6) ),4( xxy −= ;0=y  

7) 




−=

−=

),cos1(

),sin(

tay

ttax
 у = 0 (первая арка); 8) 





=

=

.sin

,cos
3

3

tay

tax
 

3. Найти площадь поверхности, образованной при вращении вокруг 
оси Ox данной кривой: 

1) ,xy =  ;
4

21

4

5
 x  2) ,3xy =  ;10  x  

3) ,42 xy =  ;30  x  4) ,42 xy +=  .24 − x  

4. Найти площадь поверхности, образованной при вращении вокруг 
оси Oy данной кривой: 

1) ( )1ln 2 −−= yyx , ;
3

5

4

5
 y  2) ,ln24 2yyx =+  ;1 eye −  

3) ),1(22 −= xy  ;10  y  4) ,cos43 yx =  .0
2

− y


 

5. Найти площадь поверхности, образованной при вращении кривой 
L, заданной параметрически, вокруг данной оси: 

1) ,sin2 tx =  ,2sin
4

1
ty =   t0 вокруг оси Ox; вокруг оси Oy; 

2) ),sin( ttax −=  ),cos1( tay −=  20  t вокруг оси Ox; вокруг оси Oy; 

3) ,cos3 tax =  ,sin 3 tay =  20  t  вокруг оси Ox; 

4) ,cos32 tx =  ty 2sin=  вокруг оси Ox. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

В ФИЗИКЕ И МЕХАНИКЕ 
 
 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти величину давления 
жидкости на полукруг, вертикально 
погружённый в жидкость, если его радиус 
равен R, а верхний диаметр лежит на 
свободной поверхности жидкости (рисунок 
11), удельный вес жидкости равен γ. 

Решение. Воспользуемся формулой  

=
b

a

dxxxygP .)(  

В силу симметрии полукруга достаточно найти силу давления на одну 
из четвертей, а затем удвоить результат. Расположим систему координат 
таким образом, как показано на рисунке 11. 

Тогда уравнение окружности, ограничивающей полукруг, имеет вид 
x2 + y2 = R2. 

Уравнение правой четверти окружности: ,22 xRy −=  .0 Rx   

По формуле получаем  

( ) .
3

2

3

2
2 3

0

2

3
22

0

22 RgxRgdxxRxgP
RR

 =−−=−=   

Пример 2. Фигура ограничена параболой 21 xy −=  и осью Ox. Считая 

фигуру однородной и 1= , найти координаты центра масс фигуры и её 

момент инерции относительно оси Oy. 

Решение. Массу фигуры найдём по формуле =
b

a

dxxym .)(  

Получаем .
3

4

3
2)1(2

0

11

0

3
2 =








−=−= 

x
xdxxm  Далее: 

.0)1()(
1

1

2
1

1

=−== 
−−

dxxxdxxxyM y
 Отсюда .0==

m

M
x

y

c
 


−−−

=+−=−==
1

1

42
1

1

22
1

1

2 )21(
2

1
)1(

2

1
)(

2

1
dxxxdxxdxxyM x  

.
15

8

5

1

3

2

2

1

1

1
53 =







+−=

−

xxx  

Получаем .
5

2
==

m

M
y x

c  

Момент инерции yI  находим по формуле 

Рис. 11 
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.
15

4

2

1

3
)1()(

1

1
5

3
2

1

1

22 =







−=−==

−−

 x
x

dxxxdxxyxI
b

a

y  

Пример 3. Найти декартовы координаты центра тяжести части 
кардиоиды )cos1(  += a  от φ = 0 до φ = π. 

Решение. Выберем оси координат как показано на рисунке 12. 
Запишем уравнение кардиоиды в пара-

метрическом виде 





+=

+=

.sin)cos1(

,cos)cos1(





ay

ax

 

Так как плоская линия однородна, то 

1= . Тогда alm 8==  (длина всей кар-

диоиды). Масса половины кардиоиды равна 
4a. Получаем 

===  dly
am

M
x

y

c




0

)(
4

1
 

0

1
sin (1 cos )

4
a dl

a



 = + =

.)cos1(sin
4

1

0

dl +=


  

.
2

cos2sin)cos1( 2222 


 dadaddl =++=−=  

.
5

8

2
cos)cos1(sin2

4

1

0

adaxc =+=  





 

Аналогично, 

.
5

4

2
cos2cos)cos1(

4

1

4

1

00

adaa
a

dlx
a

yc =+==  





 

( ) .
5

4
;

5

8
; 








= aayx cc  

Пример 4. Пользуясь второй теоремой Гульдена, найти центр тяже-
сти полукруга радиуса a. 

Решение. Рассмотрим оси координат, как 
показано на рисунке 13. В силу симметрично-
сти фигуры относительно оси Oy её центр тя-
жести лежит на этой оси, т.е. .0=cx  

Для нахождения yc применим теорему 
Гульдена. Тело, получаемое при вращении 
полукруга вокруг оси Ox, есть шар радиуса 

a, его объём равен 3

3

4
a . Площадь враща-

Рис. 13 

Рис. 12 

y 

x 

2a 
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ющейся фигуры равна 2

2

1
a . Поэтому,  

,2
23

4 23

cc yaax 


 ==      .
3

4



a
yc =  

 
II. Задачи и упражнения для практических занятий 

 
1. Определить силу давления жидкости на вертикальный прямо-

угольный шлюз с основанием 18 м и высотой 6 м. 
2. Вычислить силу давления жидкости на треугольник, высота ко-

торого h, и основание a см, если он погружен в жидкость таким образом, 
что основание его лежит на поверхности жидкости, а высота направлена 
вертикально вниз. 

3. Вычислить силу давления воды на вертикальную плотину, име-
ющую форму равнобедренной трапеции, верхнее основание которой имеет 
70 м в длину, нижнее 50 м, а высота 20 м. 

4. Найти статические моменты xM  и 
yM  кривой: 

1) ,1=+
b

y

a

x
 ,0x  ;0y  2) ,222 ayx =+  ;0y  

3) y = x2 + 1, ;11 − x  4) ,22 xy =  ;20  x  

5) 




=

=

,cos

,sin

tay

tax
,

2
0


 t ;ba   6) 





=

=

,cos

,sin
3

3

tay

tax
   ;

2
0


 t  

7) ,cos2 ar =  ;
2

0


   8) ),cos1( += ar  . −  

5. Найти координаты центра масс кривой: 

1) ,cosRx = ;sinRy =  2) ,3

2

3

2

3

2

ayx =+ ,0x ;0y  

3) ),sin( ttax −= ),cos1( tay −= ;20  t  

4) ),cos1( += ar  .0    

6. Найти момент инерции Ix или Iy) кривой: 

1) ,xey =  ,
2

1
0  x  ;xI  2) ,cosRx =  ,sinRy =  ;xI  

3) x = a(t − sin t),  y = a(1 − cos t),   0 ≤ t ≤ 2,  Ix и Iy. 
7. Найти статические моменты и координаты центра масс фигуры, 

ограниченной кривыми: 

1) ,1=+
b

y

a

x
,0=x ,0=y ,0a ;0b  

2) ,222 Ryx =+ ,0y ;0=y  
3) ,sin xy = ,0  x ;0=y  
4) ,2xy = ;xy =  
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5) ),sin( ttax −= ),cos1( tay −= ,20  t  ;0=y  
6) ,ar =  ;0    
7) ).cos1( += ar   

8. Найти моменты инерции однородного прямоугольника со сторо-
нами a и b относительно его осей симметрии. 

9. Найти момент инерции однородного круга радиуса R относи-
тельно его диаметра. 

10.  Найти момент инерции однородного треугольника с основанием 
a и высотой h относительно: 

а) оси, содержащей его основание; 
б) оси, проходящей через высоту треугольника; опущенную из вершины.  

 
 

НЕСОБСТВЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 
 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Вычислить интегралы или установить их расходимость: 

а) 
+

−3
2 4x

dx
;  б) 

+

+

+

0
2 1

1
dx

x

x
. 

Решение. а) =








+

−
=

−
=

− +→+→

+


33

2
3

2 2

2
ln

4

1
lim

4
lim

4

b

b

b

b x

x

x

dx

x

dx
 

.5ln
4

1

5

1
ln

2

2
ln

4

1
lim =








−

+

−
=

+→ b

b

b  

б) =








+
+

+
=

+

+
=

+

+


+→+→

+ bb

b

b

b x

dx

x

xdx
dx

x

x
dx

x

x

0
2

0
2

0
2

0
2 11

lim
1

1
lim

1

1
 

,arctg)1ln(
2

1
limarctg)1ln(

2

1
lim 2

0

2 +=







++=








++=

+→+→
bbxx

b

b

b
 

т.е. данный интеграл расходится. 

Пример 2. Исследовать на сходимость .
5

2

1
2

+

+

+
dx

xx

x
 

Решение. Сравним подынтегральную функцию с функцией .
1

)(
3x

x =  

.1
5

)2(
lim

5

)2(
lim

)(

)(
lim

2

3

=
+

+
=

+

+
=

+→+→+→ xx

xx

xx

xx

x

xf

xxx 
 

Из теоремы сравнения в предельной форме вытекает, что исследуе-

мый интеграл и интеграл 
+

1
3x

dx
 одновременно сходятся или расходятся. 
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Интеграл 
+

1
3x

dx
 сходится, так как 1

2

3
= . Следовательно, и инте-

грал 
+

+

+

1
2 5

2
dx

xx

x
 тоже сходится. 

Пример 3. Исследовать на абсолютную сходимость .
sin

1
3

+

dx
x

x
 

Решение. Так как 
33

1sin

xx

x
 , a 

+

1
3x

dx
 сходится, то интеграл 

+

1
3

sin
dx

x

x
 

сходится абсолютно. 

Пример 4. Вычислить несобственный интеграл .
)1(

1

0


−

=
xx

dx
I  

Решение. Подынтегральная функция не ограничена в окрестностях точек 
x = 0 и x = 1. Поэтому представим интеграл в виде суммы двух интегралов: 

.
)1()1()1(

21

1

2

1

2

1

0

1

0

II
xx

dx

xx

dx

xx

dx
I +=

−
+

−
=

−
=   

=
−−

−
=

−
= 

+
+→

+
+→

2

1

0
20

2

1

0
0

1

)12(1

)12(
lim

)1(
lim





 x

xd

xx

dx
I  

.
2

))12arcsin(0(arcsinlim)12arcsin(lim
0

0

2

1

0








=−−=−=

+→
+

+→
x  

=−=
−

=

−

+→

−

+→


2

1

1

0

1

2

1
0

2 )12arcsin(lim
)1(

lim








x

xx

dx
I  

.
2

)0arcsin)21(arcsin(lim
0





=−−=

+→
 

Тогда 

=+=

22
I . 

Пример 5. Исследовать на сходимость .
1

1

0
4

−
=

x

dx
I  

Решение. Сравним данный интеграл с интегралом .
1

1

0

1 
−

=
x

dx
I  

=
−

−
=

−−
=

→→→ 41411 1

1
lim

1

1
:

1

1
lim

)(

)(
lim

x

x

xxx

xf

xxx   

.
2

1

)1)(1(

1
lim

)1)(1)(1(

1
lim

2121
=

++
=

++−

−
=

→→ xxxxx

x

xx
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Интеграл I1 сходится, так как 1
2

1
= , тогда, по теореме сравнения в 

предельной форме, сходится и интеграл I. 
 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость: 

1) ;
40

2
+

+x

dx
  2) ;2sin

0


+

xdx  3) ;
1

5


+

− dxe x  

4) ;
1

3
+

+ xx

dx
 5) ;

1

1

1

2
+ −

dxe
x

x  6) ;
103

52

3
2

+

−+

+
dx

xx

x
 

7) ;
11

2
+

+xx

dx
 8) ;

ln 2
+

e xx

dx
 9) ;

752 2
+

− +− xx

dx
 

10) ;
11


+

−xx

dx
 11) .

)ln(

1

2


+ +

dx
x

xx
 

 

2. Исследовать интегралы на сходимость: 

1) ;
12

2
+

−x

xdx
  2) ;

4

5

0
25

3


+

+−

+
dx

xx

x
 3) ;

10
3 4

+

+x

xdx
 

4) ;
10

3 7
+

+ x

xdx
 5) ;

231

2

0
2

+

+++

+

xxx

dxx
 6) ;cos

1


+

xdxx   

7) ;
0

dxex x−
+

  8) .
sin

0

2


+

dx
x

x
 

 

3. Вычислить несобственные интегралы от неограниченных функций: 

1) ;
)1(

2

0
3 2


−x

dx
  2) ;

4

3

2
4 2


−x

xdx
 3) ;

1)1(

0

2
3


− ++ xx

dx
  

4) ;
4

0


+ xx

dx
 5) ;

ln

4

1

0
2

−

xx

dx
 6) ;

34

2

0
2


+− xx

dx
  

7) ;
231

1
3 2

2


−

+
dx

x

x
 8) .

123

2

1
2

−− xxx

dx
 

 

4. Исследовать интегралы на сходимость: 

1) ;
3

3

0
32

+ xx

dx
 2) ;

16

162

0
4

4


−

+
dx

x

x
 3) ;

43

)2(2

1
23
+−

−

xx

dxx
 

4) ;
cos

1

0


− xe

dx
x

 5) ;
sin4

0

dx
xx

x




 6) .
sin

1

0


− xx

dx
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