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ВВЕДЕН1Е.

Главную задачу pascMOTpiHia дифференц!альннхъ уравненШ 
составляетъ обыкновенно изсл^доваше т^хъ случаевъ, когда инте
гралы даннаго уравнешя могутъ быть выражены черезъ изв-Ьетныя 
$yHK4in или въ вид^ квадратуръ. Число уравненш, которыя допу
скали бы интегрироваше въ этомъ смысла, чрезвычайно ограничено; 
между т4мъ функцш, удовлетворяющ1я известному классу уравненШ, 
обладаютъ некоторыми характеристическими особенностями, которыя 
иногда возможно обнаружить, и не им^я явнаго выражена инте
грал овъ.

Bpio и Букэ, въ изв^стномъ мемуары »Sur les fonctions d6finies 
par les 6quations diff6rentiellesa (Journal de PEcole Polytechnique, 
cah. 22), руководимые работами Cauchy no Teopin функщй отъ 
комплекснаго перем^ннаго, впервые обратили вниман1е на возможноеть 
подобнаго изсл^довашя.

Вторымъ шагомъ въ томъ же направлен!и можетъ быть названа 
работа R iem ann?a: ^Beitrage zur Theorie der durch G-auss^che 
Eeihe F (〇l9 ^ y 9x) darstellbaren FanctioneD% въ которой разсматри- 
ваются свойства фунЕд1й, удовлетворяющихъ некоторому шнейному 
уравнеМю 2— порядка. ЗатЬмъ, въ мемуарахъ: ” Zur Theorie der 
linearen Differenzialgleichungen m it Yeranderlicben Coefficientene 
(Crelle^ Journal Bd. 66, 68) Fuchs приложилъ общ1я соображешя 
объ изсл4доваши свойствъ функщй по дифференщальнымъ уравне- 
шямъ, которымъ он^ удовлетворяютъ, къ однороднымъ линейнымъ 
уравнен1ямъ.
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Интегралы линейныхъ уравнешй, какъ оказалось, не им^готъ 
другихъ особенныхъ точекъ, кром^ т^хъ, которыя являются особен
ными точками хотя бы для одного изъ коэффищентовъ уравнешя. 
Это свойство，вигЬст1̂ съ изв̂ Ьстнымъ уже давно положенкмъ，что 
BcaEii интегралъ линейнаго уравнен1я порядка п можетъ быть пред- 
ставлекъ въ вид-Ь линейной однородной функщи, съ постоянными 
коэффищентами, отъ п какихъ нибудь другихъ, линейно между собой 
независимыхъ, интеграловъ, дало Fuehs?y возможность установить, 
что

1) въ области особенной точки а интегралы линейнаго уравнешя 
порядка п им^готъ видъ

穸= (怎一《)р ih  (丨一《)+ф2(怎一《) lg  (ж—«) +… (怎一О  一1 (尤一《)}，

гд*Ь <р — однозначныя, разлагающ1яся по д^лымъ степенямъ х — а 
функщи, р一число, равное lg  со, а о есть корень алгебраическаго
ypaBHeHia степени п , Е〇эффиц1енты коего зависать однозначнымъ 
обраэомъ отъ постоянныхъ，входлщихъ въ коэффищенты уравнешя; 
т 一 д^лое положительное число, не больше кратности корней упомя- 
нутаго алгебраическаго уравнен1я (основнаго).

2) число р въ одномъ, весьма общемъ случай (именно, когда вс4 
интегралы уравнешя въ области точки а правильны, т. е. функщи фг, 
92, • • • 9т ，по умшшеши на ж— а въ некоторой конечной степени w, 
им4ютъ при х =  а конечное значете), зависитъ алгебраическимъ 
обравомъ отъ йкоторыхъ постоянныхъ, входящихъ въ коэффищенты 
уравнешя.

Эти общ1я указайя отвосительно формы интеграловъ значительно 
облегчили придожеше методы неопред4ленныхъ коэффищентовъ къ 
нахождешю разложетй интеграловъ въ ряды.

Кром^ того они дали возможность решить некоторые частные 
вопросы относительно интеграловъ линейныхъ уравнешй. Изсл^до- 
ваше Fuchs ?а обратили на себя всеобщее внимате и вызвали .об
ширную литературу, посвященную теорш линейныхъ дифференщаль- 
ныхъ ypaBHeHifi. Работы сосредоточились на ел'Ьдующихъ главныхъ 
пунктахъ:

1. На дополнеши и разъяснеши н4которыхъ пунктовъ общей 
Teopin. Сюда относятся многочисленныя H 3ci^〇BaHia ТЬошё отно



сительно услов1й, по которыиъ возможно было бы судить о числ^ 
правильныхъ и неправильныхъ интеграловъ ypaBHeHia, и о н^которыхъ 
случаяхъ неправильныхъ интеграловъ. Ват^иъ — изсд^довашл Ham 
b u rg e r^  о группахъ интеграловъ, соотвФтствующихъ кратному 
корню основнаго уравнен1я и приожеше полученныхъ результатовъ 
къ бол^е точному опред4лея1ю вида интеграловъ въ области соответ
ственной особенной точки; заи^чашя H am b u rg e r5a и M itta g -  
L e ffle r5a о выражетяхъ коэффид1ентовъ основнаго уравнешя черезъ 
постоянный, входящая въ коэ̂ )̂ )иц1ентБ! уравнен1я, и др.

2. На изайдованк. случаевъ，когда линейныя уравнешя удовле
творяются функщями заданнаго вида. Сюда относятся весьма об 瓜 ир- 
ныя и интересныя изсл^довашя объ услов1яхъ, необходимыхъ и доста- 
точныхъ, чтобы уравнеше 2— порядка им4ло общ!й интеградъ алге
браически.

Первое изсл4дован1е въ этомъ направленш принаддежитъ 
Schwarz^y, связавшему названный вопросъ съ TeopieSиреобразовашя 
пдоскихъ фигуръ съ сохранешемъ подоб1я въ безконечно-малыхъ 
частяхъ; ииъ указаны вс^ случаи, когда уравнеше гипергеометри^е- 
скаго ряда им4етъ общй интегралъ алгебраичеши. ^

ЗатФмъ Fuchs далъ усдов1я необходимыя для существовали 
алгебраическаго общаго интеграла уравнея!я 2— порядка, исходя 
изъ н^которыхъ соображенй теор!и формъ; онъ пришедъ къ сле
дующей теорем :̂ чтобы уравнеше 2— порядка им^ло общш инте- 
гралъ алгебраичешй, необходимо и достаточно, чтобы некоторая 
форма отъ 2 независимыхъ интеграловъ уравнешя, степени 1, 2, 4：, 
6, 8 ,1 0  или 12, была Еорнемъ (неопределенной степени) изъ ращо- 
нальной функщи. Исходный пунктъ его изсл^доватя шгЬетъ неко
торую связь съ зам^чашями по тому же предмету P epin5a, помещен
ными въ Annali di Tortolini за нФсеольео л^ тъ раньше.

Одновременно съ Fuchs’ омъ вопросомъ объ алгебраическихъ 
интегралахъ уравнен!я 2— порядка занимался K le in , указавшш на 
связь его съ построешемъ группъ линейныхъ подстановокъ конечнаго 
порядка; онъ привелъ вопросъ объ изйгЬдоваши алгебраическихъ 
интеграловъ линейныхъ уравнен1й 2— порядка еъ нахожден1ю ращо- 
нальныхъ р^шешй н^котораго нелинейнаго уравнен1я 3 ^  порядка. 
Группы линейныхъ подстановокъ конечнаго порядка построены 
K le in ?омъ съ помощью геометрическихъ соображен!й; поетроев1е ихъ
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было произведено впосл*Ьдствк G or dan’омъ съ помощью Teopin 
формъ，и Jordan ’om —— съ помощью Teopin подстановокъ.

Вопросъ объ алгебраическихъ интегралахъ линейныхъ уравненШ 
высшихъ порядковъ наиболее серьезно былъ затронуть НаХрЬеп^мъ 
въ обширномъ мемуары „Sur la r6duction des Equations diffi6rentielles 
lin6aires aux formes int6grables

3. На приложен1и общей Teopin къ н'Ькоторымъ частнымъ слу- 
чаяиъ линейныхъ уравнен1й. Сюда относятся изсл'Ьдовашя Gr our sat, 
Tannery, Pochham m er’a，S c h a fh e itlin ’a и др. объ уравнеши 
гипергеометрическагб ряда и аналогичныхъ съ нимъ уравнен1яхъ вне- 
шихъ порядковъ; изел^довашя H e rm ite ^ , B rio s c h i и др. относи
тельно изв^етнаго уравнен1я Лямэ, и т. д.

4. На постановка относительно линейныхъ дифференщальныхъ 
ypaBHeHiE н4которыхъ вопросовъ, аналогичныхъ съ вопросами, отно
сящимися къ обыЕновеннымъ алтебраическимъ ^равнеяхямъ一 какъ то 
о приводимости дифференщальныхъ линейныхъ уравнен1й? о разложеши 
уравнен1й на символичесые множители; о симметрическихъ функ- 
цшхъ отъ интеграловъ уравнен1я и т. д.; работы эти принадлежать 
FrObenius’y，F lo q u e t, АрреГю, и др.; они дали въ н-Ькоторыхъ 
случаяхъ новыя доказательства полученныхъ ран4е другимъ путемъ 
теоремъ.

Обширность и разнообраа1е литературы по Teopin линейныхъ 
дифференщальныхъ уравненш, съ одной стороны, и несомненный 
научный интересъ, который представляетъ эта теор1я —  съ другой, 
привели меня, еще осенью 1888 г., къ убФжденш, что изложете 
общихъ ея основан!й и указаше характерн^йшихъ ея приложешй 
могло бы принести некоторую пользу, тЪмъ бол^е, что въ то время 
въ русской литератур-Ь совс^мъ ве существовало работъ по этому 
предмету.

По разнымъ обстоятельствамъ осуществлен1е этой мысли очень 
затянулось; но, не смотря на появлете труда Г. Анисимова (Осно- 
вашятеорш линейныхъ дифференщальныхъ уравненш. Москва. 1889), 
въ которомъ. обстоятельно изложены общ1я положешя теорш, миф 
кажется, что и въ настоящее время представляемая работа не будетъ 
лишена вФкоторой пользы，такъ какъ въ упомлнутомъ разеркдеши 
Г. Анисимова совершенно не затронуты придожешя общей теорш, 
между т^мъ, какъ именно приложеше н^которыхъ сл4дств1й теоремы
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о правильныхъ интегралахъ представдяетъ интереснейшую часть 
Teopin; видеть съ т^мъ самая теорш, при н^которомъ изм^неши по-- 
рядка изложея!я, можетъ быть представлена въ бол*Ье сжатомъ вид'Ь, 
безъ упущешя сущеетвенныхъ результатовъ.,

Настоящее разсужден1е заключаетъ въ себ4: изложеше общихъ _ 
основанШ Teopia линейныхъ дифференщаяьныхъ уравненш, въ томъ 
вид4, въ какомъ она представляется посл^ вс4хъ дополнитеяьныхъ 
къ работа F u chs^ изсд4доватй (гл. I); н'ЬЕОторыя обицк прило- 
жешя теоремй о правшьныхъ интегралахъ c i пояснеюями на примЬр^ 
уравнешя гипергеометрическаго ряда (гл. П ); разсмотр^ше вопроса 
объ алгебраическомъ общемъ интеграл^ уравнения 2— порядка (тео
ремы F u ch s^ и K le in ^ ) — -гл. Ш ; и, наконецъ, изложен1е теорш 
преобразоваши пдосквхъ фигуръ съ сохранешемъ подоб1я въ безко- 
нечномашхъ частяхъ — по скольку эта теор1я связана съ линейными 
уравнен1ями (гд. IY ). -

Иэъ неболыпихъ дополнетй и упрощен^，которыя при этомъ мн*Ь 
удалось достигнуть, позволю себ  ̂указать: на упрощеше въ построеши 
группъ линейныхъ подстановокъ конечнаго порядка; полуденное пред- 
варвтельнымъ преобразован1емъ уравнешя, груыпа котораго разсма: 
тривается; на однообразное построен1е формъ, принадлежащихъ груп- 
памъ, съ помощью главныхъ значен1й н'Ькоторыхъ подстановокъ; на 
бол^е точную постановку теоремы Fuchsia объ алгебраичеекихъ 
интегралахъ уравнешя 2— порядка. Ером^ того, сделаны дополни- 
тельныя зам^чашя о д^лыхъ ж ращональныхъ интегралахъ линейныхъ 
уравненй; весьма просто получено выражен^ интеграловъ уравнешя 
гипергеометричеекаго ряда въ томъ случагЬ; когда они содержать 
логариемы; въ нисколько иномъ ввд'Ь (ср. Schwarz) представлено 
изелЪдоваше ц^лаго и ращональнаго общаго интеграла того же урав- 
нешя，一 и алгебраическаго 一  для того частнаго случая, когда одно 
изъ чиселъ 1 —  丫，丫 一 а —  р，а— ^— д-Ьлов, и наконедъ, првд- 
ставяенъ общ!й сводъ алгебраичеекихъ интеграловъ поейдняго 
уравнен1я.

Въ заключеше считаю долгомъ упомянуть о работахъ русскихъ 
ученыхъ, им^ющихъ отношеше къ разсмотр4ннымъ въ настоящемъ 
разеуждети вопросам».

Изъ такихъ работа, кром^указаннаго выше разсуждешяГ, Ани
симова, могу назвать:
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М. Тихомандридкаго: 0  гипергеометрическихъ рядахъ. СПВ. 
1876.

А. Васильева: О функщяхъ ращональныхъ, аналогичных:% 
функщямъ двойно-пер1одическимъ. Ученыя Записки Казанскаго Уни
верситета. 1880 г. -

А. А . М аркова: Sur liq u a tio n  diff6rentielle de la s6rie hyper- 
g6om6trique. Mathematische Annalen. B . 28— 29, 1886一 1887.

Въ разсужденш M. Тихомандридкаго лишь упомянуто он4ко- 
торыхъ теоремахъ Fuchs’a относительно яинейныхъ уравненй; 
главнымъ же предметомъ служитъ разсмотр^ше равличныхъ формъ 
гипергеометрическихъ рядовъ и преобразовашя вхъ 一  предметъ, 
который совершенно не затрагивается въ настоящемъ разсужден1и.

Вътруд^ А. В . Васильева изложены основашя методы K le i^ a  
для изейдоватя общаго алгебраическаго интеграла линейнаго урав- 
нен1я 2— порядка. Главная теорема K le in^a изложена въп. п. 17—19 
ПЕ? "главы настоящаго разсужденш; но построеше группъ линей- 
ныхъ подстановокъ конечнаго порядка и формъ, принадлежащихъ 
имъ, произведено по другимъ пр1емамъ.

Изсл^доваЕпя А. А. М аркова относятся къ pascMOTp̂ Hiro слу- 
чаевъ, когда 1) произведеше двухъ какихъ нибудь интеграловъ урав- 
нетя гипергеометрическаго ряда есть ц^лый многочленъ, 2) логарие- 
мическая производная какого нибудь иатеграда того же уравнешя 
есть ращональная дробь и В) логариемическа^ производная какого

нибудь интеграла можетъ быть представлена въ вид'Ь
Т  ж Z  —  некоторые ц-Ьяые полиномы.
Пр1емъ, которыыъ решены эти вопросы, не им'Ьетъ ничего общаго 

съ Teopiefi, коей посвящепо настоящее разсужден1е. Второй вопросъ 
разсмотр^нъ въ п. 10 главы П .

При изложенш предмета сего разсуждешя я им^лъ въ виду чи
тателей, знакомыхъ съ элементарными основан1ями теорш функщй отъ 
комплекснаго перем^ннаго, —  въ томъ вид'Ь, въ коемъ эта Teopifl 
представлена въ классическомъ труд^ B r io t et B ouquet „Th6orie 
des fonctions elliptiques “，一 и съ основан1ями теорш подстановокъ, 
въ издоженш S erre t „Cours d5algfebre sup6rieurea.



- i  ^

С п ж с о къ  г л а в н ^ й ш и х ъ  с о ч и н е н ш  п о  теор1ж  л и - 
н е й н ы х ъ  д и ф ф е р е н ц 1 а л ь н ы х ъ  у р а в н е ш й .

Общая теор1я.

Fuchs. Znr Theorie der linearen Differentialgleichungen m it ver- 
anderlichen Coefficienten. Crelle?s Journal ftir die reine und ange- 
wandte Mathematik. Bd. 66, 68.

Thome. Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Crelle^ 
1 Jour. Bd. 74, 75, 76, 78, 81，83, 87, 91，95, 96.

Frobenius. Ueber die Integration^ der linearen D ifferential- 
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Tannery. Propri6t6s des int6grales des equations diff6rentielles 
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ГЛАВА I

1. Въ настоящемъ разсужден]и мы будемъ заниматься обыкно
венными, линейными и однородными, дифференщальными уравнешями 
съ переменными коэффищентами. Мы будемъ представлять ихъ обык
новенно въ вид^

(I) Z 1)十》 D +  • • •  … + 凡  2/ =  0，

гд4 y{Jc) обозначаетъ /с-тую производную отъ функщи у  по независи
мой переменной х, а р г, . .рп — н^которыя фупкцш отъ одного
перем-Ьннаго х.

Еоэффищенты уравнешя^15 р2, ...рп мы будемъ постоянно счи
тать функщями непрерывными и однозначными на всей плоскости 
независимаго перел^ннаго х, обращающимися въ безконечность ияи 
неопределенность только для н^которыхъ точекъ этой плоскости. 
Число точекъ можетъ быть и безконечно-большимъ, но разстоян1я 
между ними не могутъ быть безконечно-малыми.

В посл^д^и  мы убедимся, что къ разсиотр4н!ю уравнешй ука- 
заннаго вида можетъ быть приведено и изсл4дован1е уравнешй неод- 
нородныхъ (съ посл^днимъ членомъ), если всЬ коэффид1енты послед- 
нихъ удовлетворяют тФмъ же услов1ямъ.

Мы вообще не будемъ отличать значетя комплекснаго перем^н- 
наго отъ точки, изображающей это значеше на плоскости. Подъ вы- 
ражен1емъ въ области точки а мы будемъ разуметь часть плоскости,



заключающую эту точку, для которой имФютъ м*Ьсто н^которыя раз- 
ложешя въ ряды; во всФхъ случаяхъ, когда точность изложев1я того 
потребуетъ, мы будемъ указывать определеннее, какую именно часть 
плоскости мы разуагЬемъ подъ этимъ общимъ назвашемъ.

2. Бъ области всякой обыкновенной для всгьхъ коэффгщгеп- 
товъ уравненгя (I) точки  ^ существуешь непрерывная и конечная 
функцгя^ которая удовле?пворяешг уравпетю и которая^ вмгьстгь 
съ своими первыми п —— 1 производными, ммгьетг для х =  ^ 
произвольно выбранпыя конечпыя значеигя.

Возьмейъ п какихъ нибудв величинъ

(1) У〇\  У〇\  • • • у〇п~~1]-

Подетавимъ эти величины въ уравнеше (I) вместо у, 
и положимъ зат^мъ х = ^ \ у{П) получить некоторое, совершенно опре
деленное, конечное значеше, которое мы обозначимъ у0{п). Продиф- 
ференцируемъ уравнен1е (I) по х  одинъ разъ, подетавимъ вместо 
У) у \  — У[Щ величины у0) у0\  ... у0{П) и положимъ во ве'Ьхъ фунЕЩяхъ 
р  и ихъ производныхъ х =  \ \  2/(П_Н1) получитъ некоторое конечное 
определенное значеше, которое мы обозначимъ 2/〇(П"Н1)； продолжая 
поступать такимъ же образомъ и дальше, мы получямъ систему 
величинъ

(2) У， - ' уГ ，… У” • • …

Съ помощью этихъ величинъ составимъ безконечный рядъ

(3 ) ’ ， +  一 +  +  • • • +  У〇П)̂ 2 ~ п  • • •
、

Если рядъ этотъ，для вс^хъ значенШ 丨，достаточно близкихъ 
къ ^  будетъ сходящимся, то определяемая имъ въ такгомъ случай не
которая функщя у удовлетворитъ вймъ услов1яиъ теоремы, которая 
и будетъ такимъ образомъ доказана.

Чтобы доказать сходимость, въ изв-Ьстныхъ пред'Ьлахъ, ряда (8)г 
мы уетановимъ, что некоторый другой рядъ, расположенный такж&- 
по восходящимъ степенямъ х  — коэффид1енты котораго всЬ поло
жительны и больше или равны модулямъ коэффиц1ентовъ ряда (3)



при соотв'Ьтственныхъ степеняхъ х — Е, будетъ, для значешй х, до
статочно близкихъ къ I ,  сходящимся. 〜

Пусть В  есть разстоян1е точки \  до ближайшей особенной для 
какого нибудь изъ коэффищентовъ уравнен1я (I) точки; рад!усомъ г, 
ограниченнымъ лишь однимъ услов1емъ

г < В ,

опишемъ изъ точки какъ центра, окружность. Пусть

к  =  29 В, • • .  и

есть наибольшее значен!е модуля рк для вс'Ьхъ точекъ внутри я на 
упомянутой окружности,

>  max. (mod рг) и, вм^сй съ т*мъ, В М г >

гд^ п —  порядокъ уравнен1я (I).
Обозначимъ черезъ ср/с функщи-

⑷  срА —  — / с = 1 ,  2,.. .п.
г ~ ~ в ~  —

По известной теорем-Ь В р 1 о и Б у к е * )

(5) (發 ц ， 一

каково бы ни было положительное число ш.
Составимъ уравнеше ,

(6) гЛ  — % ， 叫 )一 ср2， —2) " . и  =  〇•

Обозначимъ, наконецъ, черезъ

( 7 )  、 、 < ， 〇"，…… и0̂ 1)

модули величинъ 从)，％'，夕0"，…夕̂ 一1).

*) Theorie des fonctions elliptiques, p. 325—327.
1*



4：

По тому же npieiay, который мы употребили для составления, съ 
помощью уравнен1я (I) и системы чиселъ у0: у0\  величинъ
У〇П\  У〇п^ 1\  • • • У〇п~̂ к) • • • > составимъ, съ помощью уравнен!я (6) и 
ряда чиселъ (7), безконечную систему величинъ

(8) V V 〇(n+ V  • _ < + 句• • • • •

и безконечный рядъ

(9) 外 +  <  (ж —  i)  +  与^ 2 +

Составленнный такимъ обравомъ рядъ (9) будетъ сходящимся для 
всЬхъ точекъ внутри ж на окружности рад1уса г. Въ самомъ д4л4: 

Положимъ

~  ^  1.2! ..к =  ак Ь = 〇，1，2 . . .

Уравнеше (6) и рядъ (9) обратятся

(10) ч ^ М пВ п и

(1.1) Q/q Н— Qĵ  Z Н— О 2 ̂  ~+~ • • • Н— Z . , •

Между коэффищентаыи ат , по способу ихъ составлешя, должна 
существовать та же зависимость, которую мы получили бы ? подста- 
вивъ рядъ (11) въ уравнен!е (10), и прйравнявъ коэффищенты при 
одинаковыхъ степеняхъ z въ правой и л4вой частяхъ равенства (10).

Зависимость эта им^етъ видъ

+ (抑+左二 2)(w— 3)…( й+1)夏2 iJ 2 〜 2 +  …十 •

Изъ этого соотношешя сл^дуетъ:
1, такъ какъ, по положешю, всЬ числа а0, av . . . поло

жительны, то и вс-Ь ап_^к положительны (А =  0,1,  2 . . . )

2, ~ a î L x —  1~ ъ Ь г ^  ^  гд*ь Т ) > 0 ;  поэтому

an+ft >  —1， 免= 〇，1，2 ,…



3, отношете

an-v-k __ R  ^ _____ Mi JR2 • С1п_^^一2 重
an^_]t__x —— й 十w (w+/:)tw+fc— 1) •••

I • ak
• • * (n-t-k). . .(fcn-1) * a ^ k Z l

прибеэграничномъв〇зрастан1и fc стремится къпред4лу，равному единиц .̂
Модуль .z =  внутри и на окружности pafliyca г  будетъ 

всегда меньше единицы, а потому рядъ (11), а следовательно и рядъ 
(9)，будетъ сходящимся для в(уЬхъ значенш %，находящихся внутри 
и на указанной окружности рад1уса г.

Модули чиселъ у0{П\  у ^ 1\  . .  -у〇пч~к\  • • • по закону состав- 
лешя ихъ и B№bACTBie указанныхъ неравенствъ (5)

mod dpm F  
dxm ,U ? < r a o d (發

соответственно меньше чиселъ 以0(n)， …十” ，• ， • • •
BcriACTBie этого рядъ (В), модули коэффищентовъ котораго, на

чиная съ н*Ькотораго предала, меньше коэффид1ентовъ ряда (9 ), бу
детъ сходящимся внутри ж на окружности того же рад1уса г .  Теорема, 
такимъ образомъ, доказана вполне.

3. Изъ предъидущей теоремы и общихъ основаюй теорш функ- 
4in комплекснаго перевгЬнпаго можно сделать сл^дуюш^е выводы:

а) если независимая переменная, исходя изъ какой нибудь точки 
х〇} находящейся внутри м и  на окружности рад1уса г, опишетъ неко
торую непрерывную кривую х0 х1У не проходящую ни черезъ одну 
особенную точку <к〇9ффид1ентовъ уравнешя, то функд!я 2/, опреде
ленная въ области точки ^ рядомъ (В), будетъ жзл^няться тоже не
прерывно, и можетъ быть въ области точки хг представлена рядомъ, 
расположенньшъ по ц*Ьлымъ и положительнымъ степенямъ х  —

• Ъ) если переменная независимая, описавъ какой либо сомкнутый и 
не пересЬкающ1и себя контуръ, не заключающщ внутри ни одной осо
бенной точки к.оэффищентовъ уравнен1я, возвратится къ первоначаль
ному своему значенш, то и функщя у  получитъ свое прежнее значете;

с) если же внутри этого контура заключается одна или нисколько 
особенныхъ точекъ коэффид1ентовъ уравнея1я, то функщя уу вообще 
говоря, по B〇3BpameHiH переменной еъ начальному значешю, поду- 
читъ значеше, отличное отъ первоначальнаго ;



d) при доказательствахъ теоремы п. 2 мы считали точку \  ко
нечною; поэтому безконечно-удаленную точку мы должны считать 
вообще за особенную точку для функщи у;

. ё) если мы вокруцъ каждой конечной особенной точки коэффи- 
щентовъ уравнен1я опишемъ окружность безконечно-малаго радауса и 
зат^мъ соединимъ первую окружность со второю, вторую съ третьей 
и т. д., последнюю еъ окружностью безконечно-болыпаго рад1уса, 
описанною изъ точки 0, лин1ями? неперес^кающивги самихъ себя и ни 
одной изъ предшествующихъ, то внутри полученнаго такимъ обравомъ 
контура Т  функщя у остается однозначною.

Функщю у, определяемую теоремой п. 2 и обладающую вс^ми 
вышеуказанными свойствами, мы будемъ называть общимъ интегра- 
ломъ уравнетя (I).

4：. Выбирая для произвольныхъ постоянныхъ, входящихъ въ вы- 
ражете общаго интеграла, различныя системы значешй, мы получимъ 
частные интегралы уравнещя (I).

Остановимся на разсмот|гЬн1и свойствъ н，Ькоторыхъ систеиъ та- 
.кихъ интеграловъ. Зам^твмъ прежде всего, что: а) если yv  一 

частные интегралы уравнешя (I), то функщя

' G 夕1 +  以 2 +  . . .  +  G夕А，
гд^ (713? (72, н4которыя достоянныя величины, будетъ также
интеграломъ уравнен1я (I), и Ъ) условге необходимое и достаточное 
для того, чтобы между т  функциями у”  ，.у т  существо- 
вала линейная зависимость

+  (72夕2 + … +  (7饥夕饥= О

гдгь есть величины С — постоянпыя^ состоишь въ томъ^ чтобы 
опредшишелъ 4

Д

V (Ш~ 1} У (w_2)
%

былъ тождественно пуль.
Уш

У2 Уш



Въ самомъ д^л^, пусть между величинами yv . . .  ут  существуетъ 
указанная линейная зависимость

G  沒1 +  沒2 +  • • • +  (7饥 ‘  = 0 •

Дифференцируя это BHpasenie ш 一 1 разъ по х, мы последова
тельно найдемъ

• : -

q  沒/  +  以 2' + ...................... • • •  +  ◎ 、 =  〇

+  с2 < — ) +  • • •  +  (7W 〜(饥叫）= 0 .

Величины Gv С29 . . . Gm им^ютъ, по условно，опред^ленныя 
жонечныя значешя; поэтому необходимо, чтобы определитель

• • Уг

А =
…… • • У2

былъ тождественно нуль

d . . . . • • У т

Обратно, пусть определитель Д равенъ тождественно нулю. Со- 
-ставимъ первые миноры Gv  (72, . . .  Ст  относительно членовъ праваго 
столбца; получимъ

........... ...................^ Ст У т  = °

Q  < +  С ^ ' + ...............................+  Ст  夕： = о

0 ) ................................. .. ...................................... ..............

心  Г — 。2夕， 一  1}+  … +  U m(m—°  =  〇. 

Дифференцируя по х  последовательно первые т  —  1 изъ



написанныхъ выше равенствъ, получимъ сл4душщ1й новый рядъ ра- 
венствъ

У\ +  У么+ ........................• • • +  夕m =  〇

〇1 УI G l  у  2 ^ .................................... - • +  C’饥 2/’m =  〇

Gm 扒(饥一”十G； У》
m—i)

Cr： У г гГ
一 1 )

Отсюда сл'Ьдуетъ

導 = 咢 =

3̂ 一G S = 〇= ("^);

Разделяя первое равенство системы (1) на одну изъ величинъ (7, 
мы и убедимся, что между у29. ^*Ут  существуетъ дМствительно 
указанная зависимость.

b . Между каждыми п + \ частными интегралами уv у沿…уп+1 
уравпепгя (I) порядка п сущ ествует линейное соашношете

<\У1 +  ( \У 2 +  • • • + С п+ 'У п+ 1 =  \

гдгь числа Cv  С2, . . . 〇п_^х —  постоянния.
Для доказательства составимъ определитель

У Г ，У” ”  “ У' •

д = .............. ...........................



По условш, yv — 一 интегралы уравнеМя (I) ; поэтому

外 (n)= — ( М , 一 ” + … + 〜 ％ ) ， 而= 1 ，2 , … w + 1 .

Отсюда，на основанш известной теоремы теорк определителей， 
сл^дуетъ, что определитель Д =  О тождественно.

На основан1и же сд4ланнаго выше зам^чан!^ (п. 4) это тожде
ство показываетъ, что между величинами yv У2ч — Уп_^1 существуетъ 
указанная линейная зависимость.

6. Мы будемъ называть системою независимыхъ иитеграловъ 
уравнетя (I) всятя п ипшеграловъ его7 меоюду которыми ие 
сущ ествует линейной зависимости съ постоянными коэффи- 
тентам и.

Докажем^ что пьакгя системы существуюшъ.
Возыаемъ какой нибудь частный интегралъ ^  уравнешя (I). Под- 

ставимъ въ это уравнен1е вместо у

(A) y =  yxj^d x .

Уравнеше (I) преобразуется, какъ известно, въ линейное же 
уравнеше, порядка й — 1 ? вида

-  2) + … +  心，一卜1) + … + ‘  — ,  =  〇,邮

心= 士 *

(П)

1 /(n.n—l)
Ух m ^ ! h

(n—1). • .(w—fe+l) у  ф、十p  (w—l)...(n~fe+l)夕 (A’ i)+ .

(抑一力…(抑一及+1) {k一j )七
• W i

Возьмемъ какой нибудь частный интегралъ ^  уравнешя (II) и 
подставимъ въ это уравнеше

(В) ^ —  ̂ ju d x .
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Получямъ относительно и линейное ypaBHeHie, порядка п —• 2, 
вида

( IT )  ， 一 2) +  ^ +  • • . +  и  =  0 .

Въ это уравнеше подставимъ u =  uxjv d x , гд^ иг —  какой ни- 
будь частный его интегралъ; въ полученное уравнен1е относительно v 
подставимъ v —  v^jtdx^  и т. д., пока не дойдемъ до линейнаго 
уравнен1я перваго порядка, одинъ изъ интеграловъ котораго обозна- 
чимъ черезъ гог  

п велвгчинъ

(Ш )

будутъ интегралами уравнен1я (I).
Между этими п величинами линейной зависимости существовать 

не можетъ; въ самомъ допустимъ, что

0xdx-^~ . . .  ч - Сп у^ ^  dx J uxdx ^  ivxdx —  0 .

Локративъ это уравнеше на у1У продифференцируемъ по х\ по- 
лучвмъ

С2^г ч~ ^  ^ n^ i j u\^ x • • • ^ Щ (^ х = 0 . '

Сокращая опять на zx и дифференцируя, получимъ 

С8иг ч -  . , . - н  • • • ^ i d x  —  0 .

Продолжая ту же операщю, мы придемъ къ 6оотношен1ю

Сп J w1d x = 0 ^
откуда Сп =  0.

Изъ предшествующаго равенства убедимся, что С ^ ^ ^ О и т . д.; 
окажется, что вс^ G — нули.

Убедившись въ существовали одной независимой системы инте- 
граловъ уравнешя (I), мы можемъ показать, что ихъ будетъ множе
ство.
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Возьмемъ произвольную систему постоянныхъ

А Л  А-̂ •1,1) Л1,2? * * *

為，1，為，2，• • • 為，п

А А ААп，” 、 ，2, • • •〜 ，》•

Пусть определитель Л , составленный .изъ этихъ величинъ, 
А = 2 ±  Л Ч1 А ч . . . А щх —  не нуль.

Составишъ，съ помощью интеграяовъ ( I I I )，w величинъ

=  Ак，1 У' +  Ак， У2 +  … +  А ，п Уп， ^ = 1 ,2 ，"  •队

Величины Yv Т29. . .  Yn составятъ независимую систему интегра- 
ловъ уравнейя (I). Чтобы убедиться въ справедливости этого поло- 
жешя, достаточно лишь заметить, что Yv Т2У. . .  Тп суть интегралы 
уравнен1я (п. 4：) и что определитель

У  (W—l) Т7- (П一2)
L 1 ? -̂ 1 J • •

D  =
у(П —1) у  (Л—2)
上2 ? 2 ? * * • К

ТГ [П 一1) у  (П 一 2)
，上п > • • • К

равенъ проивведешю определителя А  на определитель

к

У ^ 1\  У ^ \  V- ^ 2

у， 一 1W n—h  ~

который по доказанному не равенъ нулю.
Сопоставляя доказанную теорему съ положешемъ п. 5, мы закдю- 

чаемъ, что всяе1й интегралъ уравнетя (I) можетъ быть предетавленъ
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въ вид^ линейной функщи отъ п какихъ ндбудь независимыхъ ин- 
теграловъ того же уравнения.

7. Обратимся теперь къ pascMOTpiHiro интеграловъ въ областяхъ 
ихъ особенныхъ точекъ; какъ мы уже заметили, особенными точками 
дм внтеграловъ уравнешя (I) могутъ быть только особенныя точки 
Еоэффищентовъ уравнен}я и безконечно-удаленная точка. При изсл^- 
дованш интеграловъ въ области последней точки, мы будемъ, по об
щепринятому порядку, преобразовывать уравнен1е (I) подстановкой

х  = \  и

(-1)〜 1  ([ 1 )广  1 …

…+ ^ ^ ^ % : - 1 ) ( 左一2)… 〇 一—i / w ) . …+ 2 .3…外， + > / •

въ ypaBHeHie 

(IV ) 

гд*ь
r , =  { - \ ) n

r k= (— 1Г  kw \P k一 n- ^ 1- (n — к) tpk_ x и - . . .

• • • +  д广 卜 紅 1 ) _(抑―2) • • •知―叫/ м 朽 +

+  (一 1 ,  ’ 二  L  > f + 】)♦ 一  1) • • •(抑一幻對

- . . . r kyt{n~ k) -H ..  . r ny =  О,

и ват̂ мъ разсматривать это уравнеше въ области точки t =  0.
Для краткости мы будемъ называть точку а обыкновенной щи 

особенной точкой уравнев!я въ зависимости отъ того, будетъ ли она 
обдкновенной для ве^хъ коэффищентовъ уравнен1я, или особенной 
хотя для одного изъ нихъ.

Шкоторыя особенныя точки уравнешя могутъ быть обыкновен
ными для внтеграловъ ypaBHeHia; так1я точки мы назовеиъ особен-
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ными по виду; BnocjAAOTBin (гл. I I ? п. 2) мы укажемъ услов1я доета- 
точяыя и необходимыя дяя того, чтобы данная особенная точка урав- 
нен1я была особенною только по виду.

8 . Пусть

(1) Vv 9 * • Уп

какая нибудь система независимыхъ внтеградовъ уравнешя (I).
Если независимая переменная опишетъ некоторую непрерывную 

сомкнутую кривую около одной или н^ сеольеихъ особенныхъ точекъ 
уравнен1я, не проходящую ни черевъ одну ивъ этихъ точекъ? то ве
личины yv . .  .«/п? изменяясь все врем непрерывно, получатъ, по 
возвращен1и переменное еъ первоначальному значен!ю, вообще говоря, 
новыя значен]я, которыя мы обозначимъ

(2) [夕 1] ，[夕2] ，• • • [〜 ] •

Величины [ук] соетавятъ по прежнему систему независимыхъ ин- 
теграловъ уравнешя (I) и, на основании предъидущихъ зам^чанш о 
системахъ частныхъ интеграловъ? могутъ быть выражены линейнымъ 
образомъ черезъ yv у2) такъ что можно положить

[ 夕1] =  ^1，1 少1 + 為，2 少2十 • • • + 為，п 以71 

[ ^ ]  =  Л,1 У\ Л ,2 % * v • Уп
(3) …… • • • .................................................................................

=  Л г，1 2/l 十  A i，2 汉2 +  • • • +  A i ，n 〜，

причемъ опред'Ьдитель

j  =  2 士 為 ，i 次，2 • • • 』n，n не.нуль、

Величины А^ь мы будемъ называть коэффищентами обхода сис
темы независимыхъ интеграловъ воЕругъ данныхъ особенныхъ точекъ.

Значен1я ихъ будутъ зависать, вообще говоря； какъ отъ выбора 
первоначальной системы независимыхъ интеградовъ, такъ и отъ зна- 
чешй особенныхъ точекъ, заключающихся внутри описаннаго незави
симой переменной контура.
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Покажемъ общ1й характеръ зависимости коэффищентовъ А . к 
отъ указанныхъ элементовъ.

Примемъ во внимаше площадь Р, заключенную между двумя кон
центрическими окружностями, рад1усн которыхъ соответственно ни
сколько больше и меньше разстояши двухъ особенныхъ точекъ отъ 
начала координатъ, и будемъ искать выражешя коэффищентовъ 
обхода системы независимыхъ интеграловъ У2у -  Уп вокругъ
особенныхъ точекъ, заключенныхъ внутри окружности меньшаго 
радуса.

Пусть точка | 一 одиа изъ точекъ внутри кольца Р  и положимъ, 
что система независимыхъ интеграловъ yv у ^ . . . уп выбрана такъ, 
что, удовлетворены сл,Ьдующ1я услов!я:

(4) {Ут {к)) =  〇) если к ^ .п  —1 и к ^ п — ш.

Рад1усъ круга сходимости этихъ рядовъ будетъ не меньше 8 一  

разстояшя точки |  до ближайшей границы кольца Р.
Преобразуемъ уравнете (I) подстановкой

причемъ выберемъ изъ множества различныхъ значешй 彡，соотв4т— 
ствующихъ одному значешю ж, одно определенное.

Уравнен^ (I) получитъ видъ

И 广 1.£С=?

Общт видъ интеграла ут  при такихъ услоыяхъ будетъ

(5)

< П̂ = ( У т {П̂ )  ^

(б) X =

(?) и{п) н -  н - . . .  Тпи —  О,

гд̂ Ь производныя ВЗЯТЫ ПО Z.
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Выберемъ систему независимыхъ интеграловъ этого уравнен1я, 
подчинйвъ её услов1я]яъ, подобнымъ (5). Общт видъ интеграловъ та
кой системы будетъ
⑶  财 饥 / У  i (n+v)，+v
W  u m  W —  1 .2" ,(w -w)十  ̂  1 .2 , . . ( w + v ) ，•

L {n̂  =  K in̂ )  ， m = l f 2 . . , n .z=o

Величины um (0 , g), выбранныя указанными образомъ, будутъ ли
нейными фунЕщями величинъ yv въ которыхъ х  заменено
|е2, и наоборотъ; поюжжмъ

(9) =  г’1 +  Ст ，2说2 + " •  %• +  …+ 〜，

ш — 1 ,2 ,...^ .

Сравнивал Е〇эффид1енты при одинаковыхъ степеняхъ z въ пра
вой ж л4вой частяхъ равенства (9), мы найдемъ вс^ величины G а 
выразжмъ величины  ̂ черезъ а.

Постоянныя Gik получатся, если мы сравнишь коэффищенты при 
степеняхъ меньшихъ тж равныхъ п 一  1. Они им^юхъ ввдъ

гдгЬ подъ (т)1 разумеется коэффищентъ при- гбГвъ разложеши

(еи— 1)т 二  - ит ((w )0 ~i— (m )y и  - t-  . . . и1 - I -  . . .

Вырал̂ ен1я ^ черезъ а при помощи введеннаго обозначен!я пред
ставятся также довольно просто.

Если ж опигаетъ сомкнутую кривую,'заключающую внутри осо
бенный точки, находящ1яся въ круг* меньшаго рад1уса, то перемен
ная z получитъ приращеше ±  2т; величины обратятся въ
величины ит(̂  ±  2т, |), которыя должны быть линейными функ- 
щями съ постоянными коэффищентами отъ иш (^, )̂. Выражешя этихъ 
коэффищентовъ мы теперь и будетъ искать.

Формулу х =  \ez мы можемъ представить въ сл̂ дующемъ вид^

х =  В, ez~ ^

гдгЬ в  — некоторая вещественная величина.
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( 13)

Пусть в 2 тс гд^ I ц4лое число, на столько большое, что
2itt

точка \е 1 не выходитъ ивъ круга рад1уса 8, описаннаго около 
точки

Величины ит  {z —  гв^ \е ) будутъ, также какъ и ит  {zy ин
тегралами уравнеЕ1я (7); поэтому

( I 1)

— Ш = \ ,2 .  . .п .

Дифференцируя выражете (11) по z7 полагая зат^мъ ^= = '-у г 
и пользуясь формулой (8), мы найдемъ, что

'd71— 左 г% (£?，？)、 — f2ni

И

TD __
т ^ ~ \

( 1 2 ) 心 ， =  ( 罕 今 乂 — 宇 ，V ) ，m = l ，2 . . . w .

2irt*
， =  1， 2 .  •.外.

2nt,
Прилагая формулу (12) последовательно къ ит  \0 Л е 1 \

/ 2it*\
( 2W е 丁、

WtA 名一2 了 々 人…汉т 名- i 宇 ，У  г U / - G —1) 宇 ，! /  ”

мы получимъ рядъ равенств ъ
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Обозначимъ z — 2к1 черезъ изъ предъидущихъ формулъ сл^- 
дуетъ, что

Л=л
Um ^  2кЬ I) = ^ ]  лт,к Uk т = 1 ，2，. . . 〜

гд4 ат?/с суть элементы определителя

а 1，1， 气 2，• • •  а 1，п

^  а 2，1， а 2,2，• • • а3，п

ап，1，а?1，2, • • . ап，п
равнаго произведению I определителей

А =  SQ Sx • • • 8  ‘ • • • S卜  р

Получивъ общ1я выражен1я коэффищентовъ обхода интеграловъ
мы опять измФнимъ независимую пере

менную обратной подстановкой z =  lg^ ж зат^мъ, пользуясь соот- 
ношешями

к=п
Ут Uk ш =

к=п

ft= i
ш — 1 ? 2y • . .  u

найдемъ общ1я выражешя коэффищентовъ обхода и для ̂ первоначаль
ной системы независимыхъ интеграловъ yv г/2, . . . уп.

Устаиоза адукацы1 ' 
liH«6cKi дзяржаЦны yHisepciitT 

iMfi П.М.Ма»араи>,
Б ^ Б Л 1 Я Т Э К А
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9. Теперь обратимся еъ pa3CM〇TptHiro нгЬкоторыхъ особыхъ сис- 
темъ незавясимыхъ интеграловъ, для которыхъ коэффищенты обхода 
представляются проще. Мы будемъ полагать въ дальней瓜емъ, что 
внутри сомкнутаго контура, описываемаго независимой переменной, 
находится только одна особенная точка а уравнен1я (I).

Пусть yv . уп будетъ какая нибудь система независимыхъ 
интеграловъ уравнев1л (I), элементы которой, при обхода независи
мой переменной около точки а, обращаются

причемъ определитель A =  2 ± z A ^ xA^2. . .А пп не нуль
Всегда возможно составить такой частный иптегралъ Т  

уравнетя (I), который^ при обход% независимой перемгьнной 
около особенной точки  а, обратится въ гдгь о — величина 
постоянная,

Какъ намъ уже известно； искомый иятегралъ у можетъ быть 
представленъ въ вид̂ Ь

(2) 7 = '  ^  +  а2 乂+  • • • + а п 〜，

f гд4 вс’Ь а — величины постоянныя.
По условно, съ одной стороны

• (3) [Y] =  <̂ y =  a>(a1 уг ^ а 2у2^- . . . н -а п y j ,

а съ другой

(4) И  =  « 1  +  а2Ь 2] + .  ...............- ^ а п [уп]  =

= А  2 / 】 ，А  十

Отсюда вытекаетъ п уравнетй

，' ( 為 ，i — «) +  a2、 i + • • • - ^ ап А м  =  0 ' 1

а 1 4 , 2  +  а 2 (為 ， 2 —  У  +  • • • +  а п ^ 符, 2 =  〇

(а) ......................................................... .. ............

+  а2 Л п  +  • • •  +  а« К ，П —  «) =  О 
для опред,Ьлен1я а1? а2, . . . ап.
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Чтобы эти уравнешя были совместны, необлодимо и достаточно, 
чтобы определитель

(V)

^ 1，1 W，為，1，_ • •』w,i

為 , 2 , 為 ,2 —  〇， • •  • 人 ， 2 

О = ........................................

А I,n) Л ,п 一 °

Такимъ образомъ, если подъ о разум-Ьть корень !уравнен!я (У), 
то действительно возможно "составить интегралъ уу который удовле
творить услов]ямъ теоремы.

Уравнен1е (V) мы нааовемъ основнымъ уравнешемъ уравнен1я (I) 
относительно точки а; корни его им^ютъ большое значеше при изсл4- 
дованк общаго вида интеграловъ уравненш (I) въ области точки а.

10. Корпи осиовиаго уравнетя

(V) 0  =  0

не зависятъ отъ выбора первоначальной системы пезависимыхъ 
ипШеграловъ уравнетя (I).

Въ самомъ Д'Ьл'Ь, пусть

(1) У '，У^)，，，Уп， (2) 狄1，你2，. • • 狄w

дв4 системы независимыхъ интеграловъ; пусть ит посл  ̂обхода неза- 
висимой переменной около особенной точен обращается въ

⑶ [祕饥] = 万m,i Wl + 万т ，Л + … +  财n， W== 1 ，2” "  W.

K po ii того, пусть первая система независииыхъ интеграловъ 
связана съ второю отношен1ями

(4) Ут =  C m ，iU i 卞  Ст，пип， 饥 =1，2”“抑.

Определители

万 = 艺 士  万1， 1 气 2 • • • 五п， п И = 之 士  ^ 1 ， 1 • • • Q ， n

не нули.
2*



Сравнивая коэффщ!енты при и съ одинаковыми значками въвы- 
ражешяхъ

% +  Л п ,2 於 十 … 十 %  = 2 / # 2八 ，^  

и

W + ^ ，2 W + … +  Ст ，г г Ы =
мы находимъ

(5) Ст л ^ \Л ^ Ст,2В2:1 ^ ^ Ст )п ：Вп}1= А тл  Аш ^С2 ,1 ^ -^ Ат :п ° п ^
m =  1, 2 ,. . .п .

Определитель О для системы yv у2, ...у п и подобный ему опре
делитель £ir для системы uv щ 9... ип равны
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4 ，1 一 為 ，1，. •」 п,1 0 , 万 2，U " •B n,i

Q  =
為 ，2，為 ，2 — 〇，• •

, C i =
万1，2 ，五 2.2 —  ••Кг

Ш

4 , П， 〇 B i ,n , В2,п”. •. • B n，n—

Составляя произведешя QG и CQ\ мы, съ помощью формулъ (5), 
сейчасъ же убеждаемся, что

(6) а с = ш ，= п .

Определитель С не нуль, поэтому О =  С1\ каково бы ни было 
значеше 〇)； отсюда мы заключаемъ, что коэффидхенты при одинако- 
выхъ степеняхъ о равны, что доказываетъ и самую теорему.

11. Если основное уравнете £i =  0 уравнепгя (I) относи
тельно точки а имгьетъ есть п корней 〇1, ,〇2, *.. различные^
то  уравнете (I) имгьешъ систему независимыхъ иншеграловъ, 
общгй видь элем^ншовъ которой въ области точки а будет

、 11 ^т
(V I) Ym =  ( x - a ) ^  9 т ( х - а )

гдгь ]g (дт  есть одинъ изъ логариемовъ числа 6>m? a 9W (^ —  〇) 
разлагается, для зпаченгй х, достаточно близкихь къ а, въ рядъ 
по цгьлымъ степенямъ х  一  а.
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Съ помощью каждаго изъ корней уравнев1я (V) £5 =  〇 мы мо- 
жемъ найти изъ уравнен1й (а) п. 9 w различныхъ системъ для отно- 
шен!й коэффид!ентовъ а къ одному изъ нихъ ж составить зат^мъ п 
различныхъ интеграловъ Yv Т2, ... Yn, изъ которыхъ каждый, по 
обхода переменной вокругъ точки а, обращается

m тп

Система интеграловъ Yv F2,... Yn будетъ независимою; въ са- 
момъ д'Ьл'Ь, пусть

( 1 ) G1Yl ^ G 2r 2^ . . . - ^ G n Yn =  0.

Пусть переменная обойдетъ около точки а п — 1 разъ; цосл  ̂
каждаго обхода мы получимъ изъ соотногаен1я (1) последовательно

( 2)

С；% Т； +  (72«2 Z 2 + .................т п = °

G ^ Y ^ C ^ Y ^ . . . ............^ 〇п^ ¥ п= ：0

〇  w 1; ^ d =〇

Чтобы уравнен1я (1) и (2) были совместны, необходимо, чтобы 
определитель

1， I ，.... ......1

% ，《2,… п

«Л  . • о 2
......%

n—i п- 
? °2

一 1 П—1
? • • • Wn

былъ нулемъ; но это, щж вс4 о различны, немож^тъ быть, а поэтому 
не можетъ быть, чтобы существовала линейная зависимость (1) между 
интегралами Yv  Г2?. . . Тп.

Обозначимъ черезъ ^ = = 2 ^ 1 ^  ®т ? ]g〇m 一  одинъ изъ 
логариемовъ числа «т .
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Функщя Ym(x— a) m, посл  ̂ обхода независимой переи^нной
около точки а, обратится 

%
厂 一̂Vn~I —^ m —2TCtfm 一Гт

]  =  e m= Y m( x - a )  \

t. e. получитъ свое первоначальное значеше; такимъ образомъ функ-
щя 7т{^—〇) т остается въ области точки а однозначною и можетъ 
быть представлена, какъ известно, рядомъ, расположеннымъ, для зна- 
четй х достаточно близкихъ къ а, по д^лымъ, положительнымъ и 
отрицательнымъ, степенямъ х 一  а. Разложеше это будетъ им^ть 
м^сто для всЬхъ точекъ внутри и на окружности, очерченной ивъ 
точки а рад!усомъ, нисколько меньшимъ разстоян!я а до ближайшей 
особенной точки уравнешя (I).

Обозначая вышеуказанную функщю Ym (х —  а) Гт черезъ 
<рт (ж — а), мы найдемъ，что действительно

(VI) ， Тт — (х —  a) q>m (х —  а).
乂 .

12. Обратимся теперь къ разсмотр^шю того случая, когда между 
корнями основнаго уравнешя есть равные.

СдЪлаемъ предварительно следующее aaM̂ qaHie: основное урав- 
нен!е ^

(V) G =  2  士 （ 一 q) (A2j2— «) •. • (J …n— q) =  0

показываетъ, что по крайней Mtpt одно изъ уравнешй системы 
(a) IL 9 есть сл4дств1е прочихъ; но число уравнешй, представляю- 
щихся сл,Ьдств1емъ прочихъ, ыожетъ быть и больше.

Покажемъ, что это число не зависишь̂  какъ и ^начетя со, ошъ 
выбора системы независимыхъ ипшеграловъ.

Какъ известно, yciOBie необходимое и достаточное для того, 
чтобы между п линейными уравнен1ями было п 一  v +  1 и не бол屯е 
уравнешй 一  сл4дств1е прочихъ, заключается въ томъ, чтобы миноры 
порядка v вс^ обращались въ нуди и чтобы мйноры порядка v —  1 
не всЬ сразу были нули.
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Пусть 义 ，夕2, • • •％ и w】，w2, • • • wn —  дв4 различный системы 
независимыхъ интеграловъ уравнетя, и пусть, согласно обозначе- 
шямъ п. 10,

Q =  2  ±  ⑷ ，】二  о ) (為，2 —  о) • • • (Л п，и — •«)

公’= 2  ±  № ， !  一 《)(万2,2 — … С ^ ， п —  w)

С =  2  i t  (71?1 С/2?2.......................... (7w，n.

Пусть въ систем̂  (а), составленной для интеграловъ уг) у2У.упУ 
п 一  v +  1 уравненШ и толысо есть сл4дств1е прочихъ.

Между' опред^жтелями

ii ,  〇! ж G

на основати формулы (6) п. 10 существуетъ зависимость

0(7 =  С〇! =  П.

Если черезъ ру д, S и су д обозначить миноры порядка v,
составленные для определителей Я, Q, О' и (7, а черезъ }х 一  число

" 一  n(n— —v+l)
Г  —  1 9. ，

ar?tx =

Такъ какъг  по условш, въ систем̂  (a)n  — v -i-1  давнетй 
<5уть a^CTBie прочихъ, товс4 равны нулю; следовательно, на 
основати предъвдущей формулы, им̂ емъ систему изъ [х уравнен1и

(2) Ь ，1 +  е?，2 〜，2 +  • • • +  cy，卩 = 〇*

Определитель, составленный изъ величинъ cY>$, не нуль, такъ
какъ онъ равенъ степени определителя С\ поэтому всЬ

« ■*

Ч г  =  0 -

( 1) ¥  =  V  〜 ,i + … +

=  Cyil h ，l + Cy，2bd,2 +  … +



Если бы всЬ миноры определителя порядка v— 1 были сразу 
нули，то съ помощью формулъ，подобныхъ (1)，мы доказали бы，что 
всЬ миноры порядка v — 1 определителя О были бы нули, что про
тиворечило бы положен1ю. Такимъ образомъ лемма установлена 

-вполне.
13. Пусть теперь qx есть m-кратный корень уравнен1я =  О.

， Покажемъ, что такому корню соотвгьтсшвуетъ группа изг т 
линейно пезависимыхъ другъ отъ друга гтшеграловъ̂  состоящая 
изг подгруппъ, каждая изъ одного̂  члена̂  подгруппг изъ 2
членовъ̂ . . . ,  [лх подгруппъ изъ X члеповъ каоюдая; интегралы  ̂
входящге въ подгруппу изъ h членовъ: обладают  ̂ слгьдующимъ 
свойством%:

(Y II) [уг]  =  (дгу1У [у2]  =  0^ 2- » - ^ , . . . [yk]  =  ^ y k^ y 1t̂ v 

а числа • • • !̂ х удоолетворяютъ соотпошетю

1 [tj - t-  2 [л2 - н  . . . н-  Х[лх =  т .

Пусть въ систем̂  (а) п. 9, по~сл4 подстановки (〇х вместо q7 
v уравнетй будетъ сл4дств1емъ прочихъ (v очевидно <ш).

.Въ этомъ случай изъ п вемчинъ а1? а2?. . . ап, опред'Ьляемыхъ 
уравнен1ями (a), v KaKie нибудь а1? а2, . . .  av (только v) остаются 
произвольными, а остальныя w — v определятся черезъ первыя v ве- 
личинъ и

- Пользуясь тЬмъ, что въ выра忠енш

+  +  … +  апуп

есть v произвольныхъ величинъ, мы можемъ составить v интеграловъ 
Yv  Г2, ... Yn) линейно независимыхъ между собою, которые, на основа- 
ши системы (а), будутъ обладать сл*Ьдующимъ свойствомъ

(】） [-^ J  =  (д1^к^ ^ = 1 ,  2 ,. • . V,

Если v =  ш7 то, полагая т =  =  [х3=  ... =  jxx =  0, мы
сейчасъ же убеждаемся въ справедливости теоремы.-

— 24 —
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Если v <  m, то для доказательства теоремы постуаимъ сл^дую- 
щимъ образомъ.,

Возьмемъ новую систему независимыхъ интеграловъ, въ которую 
введвмъ вбличины ]Г15 Г 2” .. ещеп—уянтеграловъ 

Эта система удовлетворить атЬдующимъ соотношеш.ямъ

[ 尽 ;Н ч  Г 1; • • • [ ! ；] = %  I ；

(2) [ U

VH-IjV- Ы Y^ l ^ ^ B ^ hn Yn

V + 2 ,1 +丑V+2，V+1 К -Ы V + 2 ， n К

т = в пл ^ n }W  r _ f + B n，n Y n .

Составимъ для этой системы основное уравнение; оно будетъ им^ть 
видъ

(% —  〇, 〇' =  0 •

(3) a f

万V + 1 ?V + 1  一 * ® V + 2，V + 1 ，* • . ^ l ，v + l  

? v + l，V + 2，万V + 2，V + 2  —。 ， • • • B n,、 + 2

万V + 1，W，万V + 2，n ，............................ B n，n — W

Такъ какъ, по доказанному, корни основнаго уравнешя отъ вы
бора системы независимыхъ интеграловъ не зависятъ, то уравнеше 

=  〇 им4етъ корень б>2 кратности ш 一  v.
Пусть Р1? Р2, . . постоянный величины, удовлетворяющая 

уравнен1ямъ

P i  C ® V +1，V + I —  〇1) +  Р з 万v + 2 ，v + l  +  • • • +  尽n — V 方n，V + l  =  〇

■ Pi 5 V + l，V + 2 +  &  (Д » + 2р + 2  — 〇1 )十 … +  Р у ^ + 2=〇

(句 ........................................................................................................................................................................

Pi +  P2 + ...............+  Pn—V <i>i)= ：〇.
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Такъ какъ для <д =  〇1 определитель i t  —  0, то въсистем^ (4) 
по крайней M-bpi одно уравнеше есть сл^дств1е прочихъ; пусть бу- 
детъУуравненШсл4дств1епрочихъ; изъ w —  v величинъ (3 произволь- 
ныхъ будетъ v’； остальныя w V — v определятся въ функщи 
предъидущихъ.

Изъинтеграла ^  K + l +  (32 Fv+ 2 +  …+ (3 W_^ I ；，，поль
зуясь произвольностью V' вбличин  ̂ &  мы можбмъ составить У интв- 
граловъ Z 1? Zv . . линейно независшыхъ между собою.

Каждый изъ интеграловъ Z  будетъ обладать сл^дующимъ свой- 
ствомъ: 、

(5) [Zk]= ^ Z k^ ¥ ^  fc= i,V V

причемъ, очевидно,
[ ^ ]  =  左=1，2” ” V •

Между v величинами ф1? <р29... 9vr не существуетъ линейной зави
симости: въ самомъ д-Ья-Ь, если бы

A  ? 1  +  為 ？ 2 +  _ • • +  f v ' =  〇，

то интегралъ
2 = = ^  . . . -f- A^fZ^f

удовлетворилъ бы соотношен1ю

、 「巧 二 叫 之 為 . 今 十 2 為 • &  =  〇, ;  •

отсюда следовало бы, что величинъ характера Yv  У2, ... бол4е v 
и что въ систем  ̂(а) по крайней M tp i v н -  1 уравнетй — сл*Ьдствк 
прочихъ, а это противоречило бы положешю.

Съ другой стороны, на основан1и того же положен1я, не можетъ 
быть бол̂ Ье v линейно независймыхъ ведичинъ характера срА; это по- 
казываетъ, что

v’ ^ v .

Если vr -н  v =  т ,  то, полагая [х2 =  v — • v , ^2 =  v , ^ = ^ = . . .
- . . . = j i x= 〇, мы сейчаеъ же убеждаемся въ справедливости теоремы.

Интегралы, составляющ1е группъ изъ двухъ членовъ, будутъ

4 ，之2, • • • Z y ’，？1，？2, • • • ？/•



Для нихъ
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Й ]  =  А  А  +  % ，М  =  % Й;=1，2”.乂

Интегралы，составляющее v— >/ группъ изъ одного члена, будутъ

Ф /+】，4V+2, • • • 9V; 、

для нихъ
[? v'+fc] =  h q v +й 左= 1，2” "v—V’.

Если же v -н  <  ш, то мы повторимъ подобный предъидущему 
равсуждейя, пока сумма . . не составить числа ш.

Въ результата мы прэдемъ еъ вышеуказанной теорем .̂
Вводимый теоремой подгруппы мы будемъ въ дальнМшемъ назы-х 

вать подгруппами Гамбургера. 、

14. На основати теоремы предъидущаго пункта можно весьма 
просто установить форму интеграловъ, соотв^тствующихъ w-кратному 
корню основнаго уравнен1я относительно точки а.

Обозначимъ черезъ гг одно' изъ значенш величины

Пусть уг, yv . .  ,ук —  к независимыхъ интеграловъ, соетавляю- 
щйхъ подгруппу Гамбургера изъ h членовъ (VII).

Разсуждая совершенно также, какъ ?ъ п. 11, мы прежде всего 
убедимся, что уг можетъ быть, въ области точки а, представленъ въ 
видгЬ

(1) У1 =  {х — а)и ^ (х  — а), - 、

гд4 ■— а), для значешй а;, достаточно близкихъ еъ а, разла
гается въ рядъ по ц̂ лымъ (положительнымъ и отрицательнымъ) сте- 
пенямъ х— а.

Ивъ соотношенш [у^] =  ^ху2~^У1 к [уЛ =  \̂У\ ел'Ьдуетъ, 
что 7

( 2 )  + 丄；

отсюда видно, что функция

У2
У\

^ \ g ( x  —  a)y
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по обхода независимой переменной около а, получитъ свое первона
чальное значен1е; это показываетъ, что фуекщя, въ области этой 
точки, будетъ разлагаться въ рядъ по ц̂ Ьлымъ степенямъ х 一  а. 
Обозначая ее черезъ f(x一 а), зш яайдемъ

(3) 乂 = 义 / >  — «0 +  ^ ( 尤一岣=

=  (x — d f l (cp2 (x— a)-^ 2^ -  ?i (^—«) 1?

Покажемъ теперь, что если уг им^етъ видъ

⑷  2/产 (aj—a f1 (фм (о:—а).срм (л;—a)lg(a?—a)+ ."+ 9MlgW (怎一а))，

то у1ч_х будетъ иайть видъ

(5 )  的 + 1= Ф - а )Г1(?1，г + 1 (尤一  а) 抬 ( F 的 十 …+ % + 1，> + 1】& V - 叻 ，

гд^ Bci функщи 9 —  однозначны.
Въ самомъ д'Ьл ,̂ мы всегда можемъ считать, что у1_̂ 1 имгЬетъ 

форму (5)，съ т4мъ услов1емъ，что одна изъ функцШ 9/с，г+ 1 —  какая 
угодно; положимъ, что 〇1 г-Ь1 есть некоторая фуякщя, для которой 
соотношеше (5) им'Ьетъ м4сто; наше положеше будетъ доказано, если 
мы убедимся, что однозначныя функщи 92 /ч_1 всегда
могутъ быть выбраны такимъ образомъ, что <р{ /-ь1 также будетъ одно
значною.

Подставляя въ уравнен1е

выражения (4) и (б), найдемъ 一

(a-a)r io1{[9v +J+cpv + 1(lg(a;-a)+27^)+."+cpz+ 1，k 1( Ig ( ^ 〇+27："}= =

( 6 )  = ( 怎 一 < 4  {、 … 十 ？м + 々 (尤 一 ⑷  ............ ， + i，h

+(尤一 a ) r 《 〒 M + 〜 ] g  (a;— a ) +  …… : ................... ' + 〜 1广 > 一從) ) .

- Выберемъ функд1и <р3> ^  такъ, чтобы коэффи-
щенты въ л*Ьвой и правой частяхъ равенства (6) при одинаковыхъ
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, степеняхъ lg  (х 一  а) были равны. Для этого достаточно, чтобы ука- 
запныя функщи удовлетворили уравнетямъ вида

(7) 岭 • - 卜 Ц 2 , • 丄 1， …
J=k+2

что всегда возможно. Въ такомъ случай уравнен1е (6) приводится къ

(8) «1{t>v + 1]+2W<p2" + 1+(27ti)2cpM+ l+“.+(27ui/9，+ 以

Функщей (j>2f 1ч_г распорядимся такъ, чтобы удовлетворилось урав- 
neHie '

(9 ) 〇 ! • • • -* - (2 т а )/ ф/н-1?/ - ы ) = ? 1 , г

Въ такомъ случай, очевидно, функщя удовлетворитъ
соотношешю

+ i

и будетъ, такимъ образомъ? однозначною въ области точки а, что и 
требовалось доказать. у ^

Зам'Ьтимъ, что изъ посл^дняго уравноная (7) слгЬдуетъ, что
1 •

( 1 0 ) ^l^iylH-1=  2 т b, V .

т. е. что функщя при высшей степени lg {х— а) въ виражен1и у1_̂ 1 
отличается только постоянныиъ множителемъ отъ функщя, стоящей 
при высшей степени lg* 一  а) въ выражен1и уг

Полученный результата даетъ ешъ в о зм о ж н о с т ь  высказать сле
дующее положен1е: интегралы подгруппы Гамбургера изъ 1с членоеъ 
имтошъ въ области особенной точки а слгьдующгй в и д ь : .

У 1 = ^  —  ^ Г191；Лх —  а)

у2 =  (х — o f 1 (<р1?2 [х — а) ^ ф2?2 (х — a) lg {х — а)) 、

(<?hi ix~ a) k  ( ^ )  (x~ a) ls1̂

%  =  (ж—江, 1 a ) tt))，



— 30 —

гдть гг =  ^ l g  о1 — т-кратный корень уравненгя С1 =  〇?
есть фуикцги ср ■— однозначны, а функцт ср1?1, ф2?2, • • . ф;. k 
отличаются другъ фтъ друга только постоянными множи
телями.

15. Въ разсмОтр̂ Ьнномъ нами общемъ случай функцк (VI) и
(V III) въ выражешяхъ интеграловъ уравнешя (I) разлагаются въ 

области точки а по д^лымъ етепенямъ (х —  а) , причемъ число 
членовъ съ отрицательными показателями можетъ быть и безконечно 
болыпимъ.

Теперь мы остановимся на т^хъ уравнен̂ яхъ, интегралы коихъ, 
въ области особенной точки а ，выражаются через多 функщи 9у，/с， 
заключаюпця въ разложен1яхъ по етепенямъ х —  а конечное число 
членовъ съ отрицательными показателями.

Выражения вида

(IX) F = {x 一 d f  (фг(ж— а)н-ф2(ж— й) + …+  4^(a^a)]g私—1 (尤一 а))

будемъ называть правильными, если для н^котораго конечнаго ц^лаго 
числа v пред^лъ

lm [(x  —  a y F ]x^ a =  0 

или другому конечному чиелу.
Если при этомъ показатель р Быбранъ такъ, что ни одна изъ 

функщй ф15 для ж =  а въ безконечность не обращается
и BM-lcTi съ т-Ьмъ не всЬ величины (а) одновременно нули, то мы 
будемъ говорить, что F  принаддежитъ показателю р. Корни основ- 
наго уравнен!Я для уравнен1я (I) .относительно точки а, а, следова
тельно, и показатели г, введенные въ формулы (YI) и (V III), шж- 
сятъ отъ постоянныхъ параметровъ, входящихъ въ коэффищенты 
уравнения (I), вообще говоря, тран.сцендентнымъ образомъ. Между 
т^мъ, въ.случа-Ь, когда вс4 интегралы въ области точки а правиль
ные, показателя, которымъ они принадлежав и которые только на 
цЬлыя числа отличаются отъ показателей г, зависятъ отъ т^хъ же 
постоянныхъ алгебраическимъ образомъ. Это обстоятельство придаетъ 
особый интересъ изучешю уравнешй, им^ющихъ, въ области некото
рой особенной точки а7 всЬ интегралы правильные. Въ настоящей 
глав^ мы укажемъ, какимъ умов!ямъ должны удовлетворять коэффи-
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щенты уравнешя (I), чтобы вс^ интегралы его въ области особенной 
точки а были правильные.

Чтобы не нарушать впоследствии частыми отступлешями общаго 
хода доказательства главной теоремы, мы сд'Ьлаемъ нисколько от- 
д'Ьльныхъ предварительныхъ зам^чанШ.

16. 1. Пусть yv ?/2, . . ,уп есть одна изъ системъ независимыхъ 
-интеграловъ уравнен1Я (I). Производная отъ определителя

д =

У П —\  … Уг

， д =

y rW ，h

d 卜 2)， W —2)，

Если въ Д' подставимъ

У р = — Р1Ук—Р1Ук —  - •

то сейчасъ же замгЬтимъ，что Д '=  — рг Д, откуда Д =  Ce^fPidx.
Если черезъ Дх обозначимъ определитель, подобный Д? но состав

ленный для уравнен1я (II), получаемаго изъ (I) подстановкой (А) 
y =  yij^dx7 то получимъ

А1 =  С】е—

но изъ (II) у  (пу  ̂ р 1у1); подставляя это выражев1е q[
въ предъидущую формулу, найдемъ, что

、 А =  У\
ш

Прилагая эту формулу къ уравнен1ю (1Г) и ирочимъ, указаннымъ 
въ п. 6, мы последовательно найдемъ

^  1Д2 • • •  Ал—, =  ，

а отсюда .
A =  C〇yln^ . . . t 1̂ w1. •

2. Если въ формул'Ь (А) и. 6 y =  yl^zdx положимъ рав-
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внмъ последовательно yv yv . . .  уп一 интеграламъ некоторой неза
висимой системы ypaBHeflia (I), то величины

名i =  i (|)，〜= 丟 Й")，… 〜一1 = 丟 (If)
составятъ независимую систему интеграловъ уравнеМя (II).

Такимъже образомъ, если въ формул̂  (В) z = z l^udx  ̂ мы поло- 
жимъ z =  zX) . .  . n̂_ v то величины

^ = 去 (奇)， А = 丟(耷)，… мп—2 = 丟 ( ^ )
составийъ независимую, систему интеграловъ уравнешя (1Г)； и т. д. 
до величины wv  которая будетъ интегралъ уравнен1я перваго порядка 
и которая равна

17. Правильныя выражен1я вида

(IX ) F = (x -a )9 (фх (^-а)-нф2(х-а) lg  {х-а )lg ^ 1 {х-а%

принадлежащ!я показателю 9, обладаютъ, между прочимъ, следую
щими свойствами:

…  [ 坪 ] = W K 1 ;

Ъ} ^  принадлежишь} вообще говоря, показателю р — 1. 

Если же одновременно

р =  0 ， =  0 ， А = 2 , 3 , • • • jt，

^можетъ принадлежать показателю г  > 0; въ самомъ

Ш  = 2  { x - d f~ l (р ф ^ -а )  \gk~ l (х -а ), ф̂ ч_1 =  0.
k=l

При р, неравномъ нулю, ^  принадлежала бы показателю боль
шему — 1 только въ томъ слута^, если вс4 (л) (& =  1 , 2 , . . .  [х) 

•одновременно были бы нули, чего мы не допускаемъ. Если р =  0 и 
вс^ ф^(а) =  0 (й = 2 , 3,... [х), то можетъ действительно принад
лежать показателю 0 .
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c) J Fdx принадлежишь показателю р -н  1, что сл'Ьдуетъ и 
ивъ предъидущаго положен1я; въ указанномъ выше исключительномъ 
случай мы всегда можемъ воспользоваться вводимой интегрирован1емъ 
произвольной постоянной, чтобы сохранить справедливость настоя- 
щаго замгЬчашя.

d) Произведете F I\ принадлежишъ показателю̂  равному 
суммть р ?! показателей, которъшъ припадлеоюитъ F  гь Fv

ё) если есть выражете вида (IX), не содержащее логариемовъ 
совсЬмъ, топринадлежите показателю р 一  разности пока
зателей, которымъ принадлежав F  и Fr

f) Пусть yv yv . . .yk будутъ интегралы одной изъ подгруппъ 
Гамбургера, всгЬ правильные; пусть р1? 92> ,..^к показатели, которымъ 
они соответственно принадлежатъ; действительная часть каждаго 
предъидущаго числа р больше или равна действительной части 
есть послгьдующихъ. Въ этомъ легко убедиться, замечал, что, 
какъ выше показано-, коэффищенты при высшихъ степеняхъ lg (ж— а) 
отличаются только постоянными множителями. Интегралъ yv неза- 
ключающ1й логариемовъ，приадлежитъ， следовательно, покаэателю, 
действительная часть котораго не меньше д^йствитедьныхъ частей 
прочихъ интеграловъ той же подгруппы.

д) Очевидно также, что вй  числа р15 р2, . . .  отличаются между 
собою только на ц^лыя числа (или равны). Т4мъ же свойствойъ обла
дают и показатели, которымъ принадлежать интегралы, соотв^т- 
ствующ1я одному т - кратному корню основнаго уравнен1я й  =  0. 
Наоборотъ, разность показателей, которымъ принадлежав интегралы, 
соотвтЬтствующ1е различнымъ корнямъ основнаго уравнетя, никогда 
не можетъ быть д̂ лымъ числомъ.

18. Возьмемъ одинъ частный случай уравнешя (I)

(й) 1

гд4 функцш r k удовлетворяютъ услов]ю

(1) Ию (Рк) = 0  или ч. кон. ' й=1，2,…於••( 1)

Подставииъ въ уравнеше (Б)
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Уравнете (Е) приметъ видъ

(2) ，) +  ^ 产 ― 1) +  … 十  ^ ^ = 〇， '

причемъ коэффициенты 认 ，〇2, • • •  определятся формулами

(3) ■竹—\ 一 1 (Р)*—i 户1 +外一2А.—2 (Р)й—2 户2 + •••+  А ， &=  1，2” “ W，

гд'Ь обозначено черезъ

^  眺 = ? ( ? —1)… (?一左十 1)，(P )o= l々o = h

Положимъ, что р равно одному изъ корней уравнешя

- (X ) f (?)=(也+(p f ! (0)+队 —2Р2(0)+••• + 足(0)=0•

Въ такомъ случай коэффищентъ Qn, который, на основаши 
формулъ (3), равенъ

А  =  (Р)« +  (Р)«-1 А  +  ( P U 2 +  • • •  +  А ，

разделится, очевидно, на х—а и можетъ быть представленъ въ вид^ 
{х—а) Q°n̂  гд^ Q°n удовлетворитъ ycJOBiro (1); уравнете (2) пред
ставится въ вид^

⑷  ， + 占 ， 1  +  • • •  + ^ ^ = 0 .
■ \ ч •

Уравнете (X) мы назовемъ опредгьляющимг уравненгемъ от
носительно точки а для уравнешя (В)] корни его, какъ мы убедимся 
дальше, отличаются только на ц^лыя числа отъ корней основнаго 
уравнешя.

Докажемъ пока сл'Ьдующ̂ я два его свойства.
1. Составимъ определяющее уравнете для уравнешя (2). Оно 

будетъ им^ть видъ

' (5) > 々 ) = ( 《 + М н  认 (〇) + …+ 的 ‘ —“ 〇) + 見 (〇) = 〇•

Пусть корни уравнешя (X) f (р) =  0 будутъ Р17 р2> • • • Рп- '
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Бъ шакомъ случать корпи уравнены (5) будушъ 一  р， 
?2 一  р,. . .  рп一  9； другими словами

(6) . =

Чтобы убедиться въ этомъ, достаточно воспользоваться тожде- 
ствомъ

一

( 7 ) 卜̂= 卜Р) (，+Р—1)…(卜P—fc+ l) = 2  忌收一此•4=0

Ha ocHOBaHis этого тождества

k= n k= n  Х=п—Л
— 二  ~
Л=о Л=о

\=ть 7f=w—X

k=n k==n X==n-~/t
疒(г + р )  = 2  尽 (〇)  (，+ р ) „ — А = 2  р * ( 〇) 2

Х=о /<=〇
^ 〇(°) =  1

Последняя сумма легко можетъ быть представлена въ вид^ 

f  (v +  р) =  (r)w +  (г)п— 1 (р)! +  Р: (0)) +

+ 枚 — 2 ( ^ - 2 (P )3 + f T w —2 (P)]lA ( 〇) + P 2 (〇) ) + …

• • • +  W 。(队  +  ( Р ) п н  A  (〇)  + ...................... + & ( 〇) )  =

= ( r ) n + ( r ) H  认(〇) + ( r X i - 2  认 (〇) + … +  A  ( 0 ) = 尸1 (r)，

что и требовалось доказать.
2. Пусть Рр р2, . . . р„ —  корни опред̂ ляющаго уравнешя {X). 

СоединиЕъ въ одну группу всЬ корни, разность между которыми есть 
число цЬлое (считая и нуль въ томъ чисд )̂. Пусть эти корни будутъ 
9v Рз? • • • 9  ̂ зат，Ьмъ разность между и ру, при Z >  0 и 

1, 2 ,. . . w, уже не можетъ быть ц̂ лымъ числомъ,
Расположимъ корни р1? р2, . . . р/с въ порядка убыван1я ихъ д4й- 

ствительныхъ частей; пусть дМствительная часть р ^ д .  ч. р23 
д. ч. 92>д. ч. рз и т. д.

з*
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Подставимъ въ уравнеше (В) у  =  {х 一  a y lz и составимъ для 
преобразованнаго уравнешя, которое будетъ ииЬть видъ (4：), опреде
ляющее уравнеше

(r)n -1-  (г)я -1  ^  (0) н - . . .  -н  ( г \  <2Л_ 1 (0) =  0; 

по доказанному выше, корни его будутъ

〇 , ？2 —  Pi， Рз_ Pi，" .  Pa+ i— Pi ” "  — Pi

—■числа гсЬлыя и ^  0; уравнеше

( 1 ) …+ А + к + 1)«—г 认 (о) +  … (0) =  О 

будетъ им4ть корни

—1，？2_ ?1—工，Рз — P i— — Pi— L

Въ ряду этихъ чиселъ н^тъ ни одного, равнаго нулю или излому 
положительному числу; поэтому полииомъ степени п относительно 
К/гьлаю и положишельнаго числа X • ’

(X + 1 ) п +  (X + Ц 0 )  +  … +  (X + А —  (0)

ни при одномъ значепт \  иулемъ пе можешь быть.
19. Теперь мы можемъ. обратиться къ доказательству основной 

теоремы:
Чтобы есть интегралы уравиетя (Г) въ области особенной 

точки а были правильные, необходимо и достаточно^ чтобы урав- 
uenie это имгьло видъ

гдгь фушцш Pv  Р2,...Р П при х = а  имгьюшъ конечное значенге. 
Докажемъ сперва необходимость этого услов1я.
Если yv  • • • Уп представляютъ независимую систему интегра- 

ловъ уравнетя (J), то коэффищентъ р к уравнешя (I), какъ легко 
поварить, равенъ

⑴  九 = 竽  _
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гд*Ь Д обозначаетъ определитель

Д

Уг{П̂ 1\  Уг{П~ 2\  • • ： ^

, 一 2)，… 仏

У К " ， …
а ДА получается изъ Д заменой ут {п~ к) черезъ ут {П\  т = 1, 2г ..п.

Еакъмы видели выше (п. 11 и 14, ф. (У1) и (V II)) уравнете 
(I) ии^етъ, по крайней M ip i, одинъ интегралъ? свободшй отъ лога- 
риемовъ. Пусть уг будетъ этотъ интегралъ. Пусть z будетъ инте- 
гралъ, свободный отъ логариемовъ, для уравнещя (П) п. 6 , полу- 
чаемаго изъ (I) подстановкой у =  y l j  zdx^ иг —  для уравнен1я (П^ 
и т. д. до wv

Пользуясь формулой п. 16, 1

Д =  〇Угп ^ 71- 1 . . .  tl2w1

мы убеждаемся, что въ Д логариемы не входятъ; такъ какъ коэф- 
фищентъ есть функщя однозначная въ области точен а , то изъ

выражешяД1) вытекаетъ, что и въ Дл логаржемы не вхо-
дятъ; изъ того же выраже^я видно, что если всЬ интегралы 
уравнен!я (I)-правильные, то и всЬ рк будутъ правильныя выра- 
жешя (п. 17).

Изъ этихъ за5Йчан1й сл^дуетъ, что

一  Qk — “)，

гд^ Qk есть функщя, разлагающаяся въ рядъ по ц'Ьлымъ и положи- 
тельнымъ степенямъ х一 а, причемъ ^ ft(〇) не нуль. Остается опреде
лить значен1е числа х.

Мы видели (п. 16, 2), что интегралы уравнешя ( II)  i
выражаются черезъ интегралы уравнен1я (I) съ помощью формулъ

Если разность показателей гАч_1 и r i} которымъ принадлежать



— 38 —

интегралы ук_^х и з/1? не равна нулю, то, на основаши зам^чаши  ̂
п. 17 & и е, zu будетъ принадлежать показателю гк_^г — r l —— 1 • 
Если же r k^ l = r l и притбмъ въ выраженш

(9 9 + 产 ？̂ ^  lg  lg m—1 〇п ) )

9a，ft+ i ⑷ = ?з，а：+1 ⑷ = ............................... = ??n，ft+ i ⑷ = 〇，

то правило п. 17, & допускаетъ исключеше; въ такожъ случай 
вместо ук^,х возьмемъ интегралъ Сук^ 1-~^-у1 и распорядимся произ- 
вольнымъ постояннымъ С такъ, чтобы C"9 i,^ i( ^ )  н -ф 1Д (а) быяо ну- 
лемъ; интегралъ у°к_̂_1=  Gyk_ l̂-^ y l будетъ принадлежать показателю 
r°k4_v который, по крайней на единицу больше ^/£4-1； исключи
тельный случай будетъ устраненъ и интегралъ zk будетъ принадле
жать показателю г0к_^х —  r v  Такимъ же путемъ мы убедимся, что 
при надлежащемъ выбора системы нееависжмыхъ интеграловъ инте
гралъ уравнешя (П ') ик будетъ принадлежать показателю 
и т. д. Вообще интегралы yv zv uv . .. t l9 wx будутъ принадлежать 
соответственно показателямъ

У1， Г2 —  Г1 —  1 ， Г3 —  . . Гп  一 Гл - 1 — 1.

Определитель Д будетъ такимъ образомъ принадлежать показа
телю 8, равному

S =  1)(г2 —  гг— 1) -ь  (п — 2) (г8一 г2 — 1) +  . . .

• • • +  &  (〜一1 一 ' - 2— 1) + ГП 一! 一  1 =

Показатель 8к, которому принадлежитъ ДЛ, определится легко, 
если мы зам^Ьтииъ, что разность показателей, Еоторыиъ принадле- 
жатъ у{п) и у{п~ к\  не можетъ быть мен^е一h (п. 17? V). Поэтому

SA =  r 1* + r 2 +  . • . + 、一 —  Jc^Tc, 0 < J c ^ k
i

Изъ выраженШ S и Ьк сд^дуетъ, что

у. =  —  k ^ ~ k f
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Рк = (х —  Qk(x 一  d ) =
л

办 (①一这) 
(х—а)К

гд^ Qk [х —  а) разлагается по д^лымъ и положительнымъ степенямъ 
х— а и при х = а  обращается въ конечное число.

Такимъ обравомъ первая часть теоремы доказана.
Положимъ теперь, что уравнензе (I) им^етъ видъ, указанный 

yc^OBiao теоремы

(В ) у{П) t (а?-а) (̂П—1)
а—а

Р2(ж-а) (п~2) 
(х一а)г ^ .

Рп (а?—а) 
(ж—а)п

Составимъ его определяющее уравнеше относительно точки а 
(п. 18)

Мы докажемъ, адо уравнев^е (й ) им『Ьетъ ^независимыхъинте- 
граловъ уг, 2/2, ...у п правидьныхъ, вида (IX ), принадлежащихъ кор- 
нямъ уравнешя (2).

Возьмемъ корень р опред^ляющаго уравнен1я (2); если это урав- 
нен1е им4етъ всЬ корни различные, то корень р —  какой угодно изъ 
его корней; если же между корнями уравнен1я (2) есть равные, или 
так!е, что разность ихъ есть число Д'Ьдое, то за корень р возьмемъ 
тотъ，который изгЬетъ наибольшую действительную часть изъ числа 
корней одной съ ними группы (п. 18, 2).

Подставимъ въ ypaBHeHie (i?) у = { х  — afz. Уравнеше обра
тится (п. 18) въ

杰，―1)
Q2 Лп—2) 

(х一а)2
Qn°

(а;—а)符一1

Если втои^уравнешю удовлетворив рядъ

(4) 9 = ^ 4 - ^  {х— а)н-а2 (х一 а)2+ . • • 饥(ж— a)w+  • • •，

то уравнению (В ) удовлетворить —  а)9<̂ . '
Докажемъ, что уравнен1е (3) дМствительно им^етъ интегралъ 

вида (4). Положимъ

Qk(x 一 а) 一 仏(〇)
^ п — Jc =  1 ,2 .  • ьУЬ —  1，х一а
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и представимъ ypaBHeHie (8) сл'Ьдующимъ образомъ

(5) @ -《广一^ 啊+ ^ —а广一、(一 1) 仏 ( 0 ) + …+  А —г (〇) / +

+ ( 怎一《广一1 , - l ) +  (尤一а广—2 <г2/ ft—2)十 .............+ q nz = Q .

Подставляя (4) въ уравнен1е (5) и сравнивая коэффищенты при 
одинаковыхъ степеняхъ (х一 а), получимъ

(б) {№ + l)w+公  1(〇) (而+1)»—广 …+ 仏 ― Д〇)(而+ 1 )]% + ^ =

= c&q cIq ctj сь̂ -h . .............+ос,£й̂ ， 1，2 ，••”

гд^ а0? dv ..,d k н^которыя конечныя числа.
На основании зам^чавк 2 п. 18 коэффищентъ при ал_Ь1 не 

нуль; поэтому по формуламъ (6) возможно определить вс^ числа а/сч-1 
черезъ а。. Остается показать, что рядъ (4)，гд4 коэффиц1енты онре- 
делены по формуламъ (6), для вначешй х у достаточно близкихъ еъ а9 
сходящ!йся.

При доказательств^ теоремы употребимъ npieMb, аналогичный 
тому, которымъ мы воспользовались при доказательств^ существова- 
шя интеграла уравнетя (I) вообще (п. 2).

Пусть В  есть наименьш1й изъ рад1усовъ сходимости равложен1и 
фунвди qv въ ряды по степенямъ х— а; пусть M v M 2V..M n
будутъ наибольш!я значешя, которыя получаютъ qx, q2} .• .qn внутри 
ж на окружности этого рад1уса，описанной изъ точки а. Пусть 

• • • 〇п—1 一  丑̂которыя положительный числа.
Составимъ новое дифференщадьное уравнеше

(7) Сг (х -  a f  ~ 2 ^ С ^ {х ~  а)п~ г и{п~~2)

М ^ х - а ) ^  议(п—1) +  М 2(х-а)п~^ 桃饵― 2) 
х—а х —а

工― I

Мп
х —а

一  I

Уравееше (7) можетъ быть удовлетворено рядомъ

(8) u==b0-*-\ (х—а) -н Ъ2 (x—a f  н -..,н-Ьт  (x—a)m-i-... (Ь0 не нуль),

сходящимся въ пред'Ьлахъ сходимостж рядовъ qv g2, • . . qnJ т. е. въ 
круг4 ^ад1уса В.
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Въ самомъ д^л^, умноживъ уравнеше (8) на 1 —  и под- 
ставивъ вместо и рядъ (8), мы найдемъ •

(9) {q  t+ Q  (& +1  )w—2+ … + 6 ^  (办+1) Л ?

= {(私 - : (鲁  + 取 ) + d , ( 4 … v

Пред^лъ

lim

Поэтому, если

h  )h

raod (尤— a) <  с^Щ м 1 

со

то рядъ (8) сходящ1йся и функщя гс =  ^ Ь т (х — а)т  удовлетво-
〇

ритъ уравнешю (7). Произвольной постоянной Сх можно всегда рас
порядиться такъ,"чтобы 〇 было столь близко къ R, сколько
угодно.

Между коэффищентами 6Л, определяемыми уравнен!ями (10),

можно установить и друпя зависимости: разложимъ по степе-
~ г

нямъ (х ■— а), ж зат4мъ подставимъ въ уравнеше (7 ) вместо и 
рядъ (8); сравнивая коэффищентъ при одинаковыхъ степеняхъ х— а, 
найдемъ

(1〇) 叫 ， i ) w—1+ c ^ + i U 2+ ” .+ c fH ， 1)1K + 4 A + M 产 " + ^ Л .

.Bet Ък могутъ быть определены черезъ Ъ0, которое остается про-
изводьнымъ. Пусть Ъ0一 положительно; Bet bv 625... будутъ тоже

- шшшительны. Числа [30, & также составлены съ помощью зна-
ченш -—Мхк_а  и проивводныхъ й х ъ  при х =  а, какъ а 0, а 1 ? . . .  ал. . .

1
въ ф. (6) съ помощью величинъ дк и производныхъ ихъ при ж =  а.
На основам изв^стныхъ неравенствъ Bpio и Буке

pw > m o d a m.



Коэффищентъ прн «Ач_1 (6) есть полиномъ степени п относи
тельно  ̂числа а коэффищеятъ при Ък_^х (19) есть полиномъ сте
пени п 一 1 относительно к; поэтому, при достаточно большомъ 
первый коэффищентъ будетъ больше втораго; вм^ст^ съ т^мъ, если 
mod будетъ мень冚е при значетяхъ ft отъ 0 до { !，то и подавно
mod ак9 при будетъ меньше Ък.

Всегда можно такъ распорядиться произвольной постоянной а0, 
чтобы mod ак было меньше Ък, при /Ь<[л.

Пусть ак =  ук а0, Ък =  Ьк Ь0, гд^ и 8к не зависятъ соответ
ственно отъ величинъ ак и Ък; пусть у есть maximum всЬхъ 
при fc =  l ,  а 8 —  minimum mod при т4хъ же пред^лахъ; 
выберемъ а0 такъ, чтобы удовлетворилось неравенство

о

8й0>  ушос1а0^

Въ такомъ случай, очевидно, вс4 Ък будутъ больше ак при 
а следовательно, на основанш предъидущаго зам-Ьчашя, 

ж при вс,Ьхъ1взначен1яхъ к.
Такимъ образомъ модули коэффищентовъ въ ряду (4) меньше 

коэффищентовъ при соотв'Ьтственныхъ степеняхъ х —- а н^котораго 
другаго ряда, сходящагося въ кр уй  рад1уса В. Изъ этого мы ваклю- 
чаемъ, что уравнеше (3) действительно им4етъ интегралъ вида (4) и 
что ypaBHeHie (В) им4етъ правильный интегралъ

(П ) у — {х — ф (х — CJ).

Если всЬ корни опред^ляющаго уравнен1я д м  уравнен!я {В) раз
личны и разности между ними не суть ц4лыя числа, то подъ р мы мо- 
жемъ разуметь любой изъ корней опред4ляющаго уравнения и уравне  ̂
Hie (J2) въ этомъ случай им^етъ п независимыхъ правильныхъ инте- 
граловъ, Ш'Ьющихъ въ области точки а видъ

(12) Ук =  (х  —  а)9к<?к(х  — а) й;=1，2 ,…外，

гд^ рл есть корень его опред4ляющаго уравнешя, а функщя фл 一  рядъ， 
расположенный по ц'Ьлымъ и положительнымъ степенямъ х — а9 при- 
чеиъ <fk при ж =  а не нуль.
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Если же определяющее уравнен1е для уравнен1я (В) имЬетъ одну 
или нисколько группъ корней, разности между которыми— числа ц^- 
лыя (п. 18, 2) то предъидущее доказательство относится только къ 
тому корню р каждой группы, который им^етъ наибольшую дМстви- 
тельную часть. Чтобы въэтомъ случай образовать систему п  правиь- 
ныхъ независвмыхъ интеграловъ и показать, что они будутъ принад
лежать корнямъ опред4ляющаго уравнен1я? поступаемъ слгЬдующимъ 
образомъ: пусть р1? р2, . . . рт  будутъ Bci корни одной изъ упомяну- 
тыхъ группъ, расположенные въ порядка убнвашя ихъ д^йствитель- 
ныхъ частей. Возьмемъ интегралъ вида (11)

у1 =  ( х ^ а ) 9̂ ( х  —  а)

и .преобразуемъ уравнеше (В) подстановкой

y =  y1j^ d x .

Определяющее уравнен1е преобравованнаго уравнешя (П ) п. 6 

будетъ им^ть группу корней съ разностями, равными дФлыиъ числамъ; 
корень съ наибольшей действительною частно будетъ р2 一  一  1. 
По доказанному, это преобразованное уравнен1е будетъ им^ть въ 
области точки а интегралъ вида

гд^ ф функщя, разлагающаяся въ рядъ по дФлымъ стеаенямъ х  —  а. 
Такимъ же образомъ, преобразовавъ уравнеше (II)  подстановкой

z =  z ^ u d x

мы убедимся, что новое ypaBHeHie (1Г) будетъ им4ть" интегралъ иг 
того же вида，принадлежавши показателю р3— р2一 1，и т .д .，доли- 
нейнаго уравнешя п^рваго порядка, который будетъ им^ть интегралъ, 
принадлежащей показателе —  гт _ 1 —  1.

Отсюда легко уже составить искомую систему: интегралы

Vv h dxi ui dxy - V m ^ Уг5^гdxi - i wi dx

будутъ, очевидно, правильнаго вида, будутъ принадлежать, на осно- 
ваши п. 17, &, показателямъ р1? 92v ? w и составятъ независимую 
систему.
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Теорема, такиамъ образомъ, доказана вполне. Изъ нея сейчасъже 
вытекаетъ сл,Ьдств1е; если ypaBHeHie (I) иьйетъ видъ (Д), то корни 
оеновнаго уравнен!я относительно точки а отличаются отъ корней 
опред^ляющаго уравнетя только на ц^лыя числа.

20. Въ сл^дующихъ главахъ мы остановимся на н,Ькоторыхъ 
приложен1яхъ теоремы о вид^ линейныхъ уравнетй съ правильными 
интегралами. Вд^сь мы ограничи!У1Ся зам4чашемъ о высшемъ пред^л^ 
числа правильныхъ интеграловъ уравнен!я (I) въ тоиъ случай, когда 
оно не им'Ьетъ вида (В), и когда, вм^ет^ съ тЬмъ? вс^ конечный 
особенныя точки корффш^ентовъ 外一 полюсы, и число йхъ конечное. 
На основаши указанннхъ ограничешй ypaBHeHie (I) должно ии^ть 
видъ

(1) у{п)- У
(Л—1)_̂ ________ -̂2 ■_______

卜严岭 ―b f i…(aj—Z)s2

.十_________ ^ _________
(x -  a)m^  ... ( x - l f n

(抑一 2)七У

汉=〇,

гд4 функщи Pv Р2) . * . Рп въ области каждой особенной точки а 
разлагаются въ ряды по д^лымъ и положительнымъ степенямъ х— а.

Умножая числителя и знаменателя Еоэффищента при 2/(п~ А) на 
(х一 а)п~~к (fc = 0 , l , 2v ..w) и обозначая зат-Ьмъ общаго знаменателя 
для всЬхъ коэффищентовъ черезъ (х—а)п Q0, мы можемъ уравнете (I) 
представить въ вид^

(N ) (ж—  < 仏 一 1 认 ， 一 Ч + .  • . +  А г /  =  0

гд'Ь вс4 Qk разлагаются по ц-Ьлымъ и положительнымъ степенямъ 
х  一一 а и не Bet $А(〇) равны нулю.

Видъ (N ) уравнешя (1)будемъ называть нормальнымъ въ области 
точки х —  а.

Въ дальн^йшемъ, для простоты, будемъ считать а =  0, что 
соотв^тствуетъ лишь простому преобразован1ю уравнен1я (N ) подста
новкой z =  х 一 а.

Подставимъ въ уравнен] е (N ) у  =  хр; получимъ функщю

(2) f ⑶，Р )= ^ р 他 (Р )„+ 込 ( ? ) н + 込 (р)п_ 2 +  … +  幻 ，•
' .

которую назовеиъ хараЕтериетическою для уравнен1я ( N )  въ области
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точки а; назваше это, между прочииъ, оправдывается и т-Ьмъ, что 
по заданной функц1и f(x 7 р)ж~р можно сейчасъ же составить и урав-
неше (N )j залучая, что

Г) — /Afe (f(x, Р)ж~р)\
W  — j p=0.

Если (0) не нуль, то свободный отъ жчленъфункцш/'(ж, р)ж~р; 
приравненный нулю, даетъ определяющее уравнеше (1); вм^ст^ съ 
т4мъ уравнен1е (1) ий^ло бы въ области точки а вс*Ь интегралы пра
вильные; поэтому, если (1) им^етъ въ области а неправильные инте
гралы, то ^ 〇(0) —  нуль, и степень относительно р уравнешя, полу- 
чаеыаго приравниван1емъ нулю коэффищента въ f{x y р) свобод- 
наго ■ отъ ху будетъ ниже п. Назовемъ свободный отъ х  членъ въ 
f(x , р)ж*~р определяющею функщей. Мы покажемъ, что число пра- 
вильиыхъ иптеграловъ уравнетя (N) въ области а всегда не бо- 
л ж  степени опредшяющей ф упкцт относительно р,

Введемъ понятие о символическомъ разложеши дифференщаль- 
ныхъ линейныхъ уравненш на множители.

Обозначимъ л'Ьвую часть н^котораго линейнаго дифференщаль- 
наго уравнения

, - 1’ +  • • •  +  ап у =  О

черевъ Л {у). Произведемъ надъ выражен1емъ А {у) дМств1я, ука- 
занныя операщей

/ dm 7 , d , \  А
+ &i 5 ^ = i  +  " .  +  &n - i ■ ^ 十 2

и обозначимъ результата черезъ

Б А

Въ такомъ случай, если намъ будутъ даны два выражешя Р{у) 
и Q (у), причемъ порядокъ Q (у) ниже порядка Р {у \ то выражеше 
Р (у)} или просто Р,можетъ быть представлено сйдующимъ образоыъ

(3 ) P  =  M Q  +  H ，

гд^ М и  Л  суть подобныя Р  выражешя, причемъ порядокъ Ж  ра- 
венъ разности порядковъ Р  и а порядокъ по крайней на
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единицу ниже порядка Q. Такимъ же образомъ Q можетъ быть пред
ставлено въ вид-Ь

Q =  NR  нн- ,

гд^ порядокъ меньше порядка J2,

и т .д .

Если Р = 0  удовлетворяютъ всЬ интегралы ^  =  0, то В  тожде
ственно нуль; въ самомъ пусть yv  «/2, . .  . уш линейно незави
симые интегралы уравнешя ^ = 0 .  Подставляя yv у ^ ：.у т  въ выра- 
жен1е (3), мы убедимся, что они удовлетворяютъ уравнетю В  =  09 
порядокъ котораго меньше т ;  но линейное уравнеше порядка мень- 
шаго ш не можетъ им^ть т  независимыхъ интеграловъ; поэтому R 
должно быть тождественно равно нулю.

Такимъ образомъ указанный выше ftiicTBia им^ютъ полную ана- 
лог1ю съ нахожден!емъ общаго наибольшаго делителя двухъ много- 
членовъ.

Заййтимъ теперь, что если въ выраженш

P = M Q .

М  ж Q приведены къ нормальному виду, то и Р  будетъ им^ть 
нормальный видъ. Обозначимъ черезъ

〇〇 〇〇.
м (х^) =  Ф (х, Р) =  ^ 2  (?)#  = 2  ^  ̂

о о

q  - =  ф (х, Р) = ^ 2 ° (?) ^  = 2 ^  ^
〇

э
оо

i V )  =  / > ，? ) = < 2  Р Л е)， = 2  р Л ? )，+ р
о 〇

со оо

MQ{x^) = ж 2  (р) =  2  ^ (р) м  =

оо оо 4

"^0 о



Поэтому
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〇〇 со

⑷ р ( ^ = 2  2  А ⑷ ж А + v) # +v-、

Отсюда сл-Ьдуетъ, между прочимъ, что

(5) Р〇(9) =  Q〇(?)

т. е. если Р  есть произведение Ж" и то определяющая функд!я Р  
есть произведете опред^ляющихъ функщй М  п Q.

Этихъ вамЬчая1й достаточно, чтобы убедиться въ справедливо-. 
стж нашего положен1я о числ^ правидьныхъ интеграловъ {Н \

Пусть уравнен1е (N) Р (у )= 0  им-Ьетъ правильный интегралъ въ 
области точки х = 0 \  этотъ интегралъ ии^етъ видъ

(6) у = ^ х г ^{х).

、 Дифференцируя по х7 найдемъ, что

/  =  ^ 一1 Ф ⑷  +  /  Ф’ ⑷ = ( 吾 +

Обозначая черезъ В  (у) яли просто В  выражеше 

найдемъ, что '

Р = Л В ： 、

Если Р  иагЬетъ второй правильный интегралъ 狄，независящей 
линейно отъ у7 то, очевидно, уравнете ,

Л  (у) =  О

им4етъ интегралъ В  (и). Если и 一  выражен!е правильное, то М (и) 
будетъ тоже правильное выражен1е, и поэтому оказываетя, что урав- 
неше Л(у) =  0 им^етъ правильный интегралъ.

Въ такомъ случай A -= B R \ гд4 B f= 0  есть уравнете перваго 
порядка, имеющее правильный интегралъ jB(w). Разсуждая дальше
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такимъ же образомъ, мы убедимся, что Р  можетъ быть представлено 
въ ВИД'Ь-

(7) Р = М  1^т - 1)В {Ш~ 2) . . .  MrR,

гд'Ь уравнеше М (у) =  0 уже не ии'Ьетъ правильныхъ интеграловъ, а 
уравневйе

Q ( y )  =  . B r B { y )  =  О

иагЬетъ только правильные интегралы.
Если уравнен1е ^(^/) =  О порядка m им^етъ всЬ интегралы пра

вильные, то его определяющая функщя будетъ степени ш относи
тельно 9. Прилагая формулу (5) къ формулЪ (7), мы убеждаемся, 
что число правильныхъ ннтеграловъ 7равнен1я Р  дМствительно не 
выше степени его определяющей функцш.

Формулы (5) и (7) вм^ст^ съ т4мъ показываютъ, что показате
лей, которымъ принадлежатъ правильные интегралы уравнешя Р(у)= 0? 
надо искать между корнями уравнешя, получаемаго отъ приравнивав 
шя нулю определяющей функщи этого уравнен1я.

Въ томъ случай, когда въуравненш (1) PV P^ • • - Рп полиномы-, 
шожно определить коэффдщенты уравнешя Q ( y ) = 0 ,  зная конечное 
число членовъвъразложешяхъ ннтеграловъ уравнешя (1) въ областлхъ 
особенрыхъ то^екъ.

21. Въ п. 1 мы заметили, что разсмошргьте линейныхб диф- 
ференцгальныхъ уравнены пеодиородпыхъ? съ послгьднимъ чле
ном^ мооюетъ быть приведено къ разсмотргьтю уравнент одно- 
родныхъ  ̂вида (I), порядкомг па единицу выше.

Въ этомъ. ве‘сьма легко убедиться. Пусть дано уравнеше

(1) Y  = 俨  + … 代 у

гд^ вс4 функщи Рг, Р2, . .  ,P n? Pn^~i зависятъ только от^ х. 
Продифференцировавъ по х, получимъ

(2) у ^ { Р ；̂ Р 2) . . . ^ P ；y = p fn^

Умножая (1) на Р п^  а (2) на —  Рп^ х и складывая, найдемъ

(3) ； У Р ^ - . Г Р п^  =  0 ：
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⑷ 产 )+(Pi—

Уравнеше (3) им^етъ внтегралъ

(5)

Это покавываетъ, что каждый интегралъ уравнешя (4) обращаете 
л-Ьвую часть уравнен^ (1) въ СРп_^г

Если постоянное G для н4котораго интеграла у  уравнен1я (4) 
равно нулю, то этотъ интеграл%, вм4стгЬ съ йм ъ , есть интегралъ 
уравнешя .

Если же G для интеграла и уравнен!я (4) не нуль, то, очевидно.

Кром4 того, очевидно, каждый интегралъ уравнен1я (1) будетъ 
интеградомъ уравнешя (4).

Такимъ образомъ, действительно, pagcMOTptHieHHTerpajOBb урав
нешя (1) можетъ бнть приведено къ разсмотр*Ьтю уравнешя одно- 
роднаго, порядокъ котораго на единицу выше.

^  будетъ интеграломъ уравнешя (1).

4



ГЛАВА II.

1. Въ настоящей глав^ мы займемся некоторыми частными во
просами, относящимися къ линейнымъ уравнешямъ съ правильными 
интегралами. Общ1й видъ такихъ уравнетй въ.области особенной 
точки а，по доказанному，будетъ

间 ， + 磊 ， — •十 為 ， 一&)+ ” _ + ( ^ ^ = 〇,
I

причемъ веб функцщ Р ,, Р25. . .Р п могутъ быть разложены въ обла
сти точки а въ ряды по ц^лымъ и положительнымъ степенямъ х — а. 

Есля яодъ р”  р2, • • •〜 ，• • •  разуметь корни уравнения .

f  (? )= (р )л+ А  (〇) (p)Wh +  … (〇) ( ? ) « _ _ * + • ■ . + '  (〇) =  〇,

то уравнен1е (В) будетъ ии^ть въ указанной области систему незави- 
симыхъ интеграловъ yv yv . .  .уk^ . . .уп1 вида

(1) fc==1，2 ,…外，

гд4 вс* функщя ф— голоморфны въ области ау и притожъ для х—— а 
не bc4 равны нулю; ш 一  число ц^лое и положительное, меньшее п- 
порядка уравнен1я (В).

Остановимся прежде всего на отыскаши услов!й необходимыхъ и 
достаточныхъ для того, чтобы система ^независимыхъ интеграловъ 
Vv • - Уn w  заключала въ выражешяхъ (1) догариешовъ.
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Въ предъидущей глав^ (п. 1 9 ) было доказано, что если всЬ 
корни р уравнешя jf(p )= 0  различны ж таковы, что разность какихъ 
угодно двухъ корней —  ^kf не есть число ц^дое, то каждый инте- 
гралъ въ систем  ̂ yv  у2, . . ,уп можетъ быть представленъ въ BHAt

У к ~  9 к —  а)，

гд*Ь ф/с (ж — а) есть голоморфная функщя отъ х  一  а.
Съ другой стороны, если уравненге /*(9) =  0  имгьешъ корпи 

равные, то лоъариемы непремтьнно войдутъ въ выражеи1я си- 
сшемы иезависимыхъ гттеграловъ yXJ у29. . ,уп.

Въ самойгь д^л^， пусть pi =  р2 будутъ два равные корня въ 
rpynni корней р1? р3, . . .  рА, иигЬющихъ разностями ц'Ьлыя числа. 
Уравнеше (i?) будетъ ийгЬть два интеграла, принадлежащие  ̂показа- 
телямъ рх и р2, а уравнеше, получаемое изъ (В) преобразоваыеиъ 
( t̂) y =  y1j  zdx будетъ им^ть интегралъ zr, принадлежащ!й пока
зателю р2 一  一  1 =  一  1 ; этотъ интегралъ будетъ им4 ть видъ

= 么 + 作 一 叭

гд^ ф 一 функщя голоморфная, а А  постоянное число, неравное нулю. 
Отсюда находииъ, что

=  У\ ^
будетъ им^ть видъ

у2 =  (х — a f l —  a) (A Ig (х —  а )^ -  ^  (х 一  а)),

гд^ функщи <р: и 一  голоморфны.
Если р3 =  93 =  9i> то же путемъ убедимся сперва, что 

—  интегралъ уравнен1я (R), преобразованнаго подстановкой (Л), 
будетъ заключать логариемъ, а поэтому

Уз 1=1 У\ 1^2 ̂

будетъ заключать 2^. степень логариема; и т. д.
Остается разобрать только тотъ случай, когда ypaBH em ef^^O  

равныхъ корней не им'Ьвтъ, но, вм^ст* съ т'Ьмъ, им^етъ группу 
корней ^17 р2?. .  . разности между которыми суть д^лыя числа.

4*



Расаоложимъ эти корни въ порядка убыван!я ихъ д^йетвитель- 
ныхъ частей; пусть этотъ порядокъ будетъ рп  р25. . ,^к.

ГГодставямъ въ уравнеше (J?)

y =  {x —  d )kz.
Получимъ уравнеше

• (2 ) ， ) +  土 ■广 ”  +  • • •  +  名= 0 ，
、】 z—a (z— a)n  ’

определяющее уравнеше котораго будетъ, по доказанному въ п, 18,1 
гл. I ,  им^ть группу корней

Pi —  Ра，？2 —  Ра，• • .  Ра—1 —  Ра，〇•

Bcfb числа по услов1ю д^лня и положительный, неравныя
между собою; кром4 того, определяющее уравнеше уравнешя (2) .  
другихъ ц4лыхъ корней уже не им^етъ.

Обозначимъ
% Pi一 9k =  s ~ ^ -  ^

Пусть интегралы ^  уравнешя (2), принадлежащ1е показателямъ 
Ру— заключаютъ въ выражен!яхъ своихъ логариемы. Въ такомъ 
случай общ!й В0дъ интеграловъ этой группы будетъ

(В) Z j= { x - d ) j  ?к (фон-?! - ь  - • • -ь- ^ lg ^ - a ) ) .

' Будемъ дифференцировать BHpameHie

⑷  F  = { х 一 а)ш 9 (х —  a)]gv (x —  а)，

Tfiib ш ж р  —— числа д-Ьлыя, а ср —  голоморфная функщя отъ х  —  а，

. которая для ^  =  а не обращается въ нуль.
Каждое дифференцироваше будетъ понижать на. единицу показа

теля, которому принадлежитъ это выраженхе; будетъ принадле-
dm̂ F  лжать показателю равному нулю; a dxm̂ \ —  показателю =  —  1.

На этомъ основан1и и въ виду того, что число т ,  для двухъ по край
ней ffltp i членовъ ф. (3), будетъ <  s, производная порядка s отъ Zj 
будетъ принадлежать показателю отрицательному.
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Обратно, если выражен1е вида (3) принадлежим положительному 
показателю ру— рА и если производная порядка н -  1 <  s
принадлежитъ показателю отрицательному, то не в й  коэффищенты 
при логариемахъ нули.

Такимъ образомъ, условге необходимое и достаточное^ чтобы 
уравненге (В)^ опредгьляюг^ее уравненге котораго относительно 
точки а заключаетъ группу корней^ разности между которыми 
— числа цгьлыя  ̂ имгьло въ выражетяхъ интеграловг, принадле- 
жащихъ этой группгь корней^ логаривмы  ̂ за?слючаешся въ томъ^ 
чтобы производная  ̂ порядка не выше 5, хотя бы ошъ одного ин
теграла уравнетя (2), принадлеоюагцаго цгьлому и положитель
ному числу, принадлежала отрицательному показателю.

Какимъ показателямъ принадлежать производныя отъ интегра- 
ловъ ^19 можно узнать и не им^я явныхъ выражетй самихъ
интеграловъ.

Пусть въ уравневпи (2) первый изъ коэффищентовъ qn  ̂ 2П—!•••> 
неравный нулю, будетъ Положимъ

、 и =  у ^ \  ^

Уравнеше (2) прметъ видъ

(5) w一”  + .  • • +  仏一 j  =  〇•

Интегралы уравнен!я (2) будутъ, очевидно, •

(7, х, х2у. . .  хт ' 

а уравнешя (5)

лт ) + 1，•

Величины составятъ независимую систему инте
граловъ, такъ какъ соотношеи1е ，

^ Gk^k
т

• + а д т)=〇

иксбло бы сл-Ьдстаемъ 、

(7 +  (72 ж +  м  • 十  Cw ’ 一 1 十  + •  • • +  q ^ n= o



и система интеграловъ

G} х9 ж2, со ，名饥+ ” • • • %  名*+ 1 ，• • • 〜

не была бы независимою, чего мы не предполагаемъ.
Такимъ обравомъ можно утверждать, что ypaBHefliio (5) удовле^ 

творяютъ m -ныя проивводныя отъ интеграловъ уравнен1я (2) и только 
эти производныя.

РаздгЬлимъ уравнеше (5) на дп_ т  и продифферендируемъ по х ; 
зам4нивъ и на мы получимъ уравнеше порядка п — т ，которому 
будутъ удовлетворять m -н  1 производныя отъ интеграловъ уравнения 
(2) и только эти производныя. Если определяющее уравнейе уравне- 
т я  относительно v им-Ьетъ хоть одинъ д^лый отрицательный корень, 
то логариемы войдутъ въ вырааке^я одного или н4сколькихъ интегра- 
ловъ zm̂ _v  Если же определяющее уравнеше им^етъ всгЬ
ц^лые корни-положительные, то, разд'Ьливъ все уравнеше на коэффи- 
ц1ентъ при v, еще разъ продифференцируемъ по х\ заи^нивъ въ полу- 
ченномъ результат-Ь v на го. мы получимъ уравнеше порядка п —— т ,  
им4ющаго интегралами производныя т ч - 2  порядка отъ интеграловъ 
уравнешя (2); если определяющее уравнеше и для этого уравнен1я не 
им^етъ отрицательныхъ корней, то мы опять повторяем ту же операщю, 
и такъ до т*Ьхъ поръ, пока не найдемъ уравнешя, которому удовлетво- 
ряютъ производныя порядка s уравнен1я (2). Если и: для этого урав- 
нешя определяющее уравнение не будетъ им-Ьть ц^лыхъ отрицатель
ныхъ корней, то интегралы дМствительно не содер
жать въ выражешяхъ своихъ логариемовъ. Наоборотъ, если эти 
интегралы содержатъ логариемы, то хоть для посл^дняго уравнен1я 
определяющее уравнеше будетъ им4ть отрицательные корни. Такимъ 
образомъ вопросъ о присутс7в1и логариемовъ въ интегралахъ урав
нения (В)9 въ наиболее сложномъ случай, когда определяющее 
уравнение группу корней, разности которыхъ числа ц^лыя, приводится 
къ н^сколькимъ дифференцирован1ямъ и разсмотр^шю, им^ютъ ли 
н^которыя алгебраическ1я уравнен1я д^лыя отрицательный корни.

2. Полученнымъ ревультатомъ можно воспользоваться при реше
т и  вопроса, будетъ ли некоторая особенная точка уравнешя особен
ною точкою для интеграловъ уравнен1я, или она будетъ особенною 
только по виду (п. 7, гл. I). Если особенная точка а уравнен1я есть
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обыкновенная точка интеграловъ ураннешя (I), то очевидно, что ин
тегралы въ области ея всЬ будутъ правильны, будутъ принадлежать 
ц^лымъ и положительнымъ числамъ и будутъ однозначны— следова
тельно не будутъ заключать и яогариеиовъ. Наоборотъ, если инте
гралы въ области некоторой точки а правильны, принадлежав поло
жительнымъ и д'Ьльшъ показателямъ и не содержатъ догариемовъ, то 
точка а будетъ особенною только по виду.

Въ виду этого, чтобы точка а, особенная для уравненгя (I), 
была особенною только по виду, необходимо и достаточно:

1) чтобы уравненге (I) имгьло въ области ея видъ {В).
2) чтобы опредгьляющее уравнепге f(^ )  =  О имгьло только 

цгьлые и положительные корни и
3) чтобы определяющее уравнепге того уравненгя^ ко ш - 

рому удовлешворяютъ производныя отъ интеграловъ уравненгя 
(2 , п. 1) — преобразоватя (R) — порядка^ па единищ высшаго 
противъ разности иаибольшаго и наимеьшаго корней ураененгя 
f  (р), имгьло бы есть корни положительные.

В. Сд^лаемъ теперь одно заи^чаше о вид^ уравнешя (22) въ 
томъ случа-Ь, когда число особенныхъ точекъ конечно, я интегралы 
уравнев1я правильны въ области вйхъ особенныхъ точекъ уравнешя.

Пусть а1} а2, . . . ат  будутъ вс^ конечная особенный точки урав-  ̂
нен1я (R). ^

Предъидущ1е соображен]я прямо, указываютъ, что уравнен!е (J2) 
должно им4ть видъ

⑷ ， + 為 ， —1)+ 為 广 —2)+ … + 為 夕 = 〇

гд^ ф =  (х —  аг) (х —  а2) . . .  (х —  ат \  а функцш Pv Р27. . . Р п ^ 
будутъ голоморфны въ области каждой изъ точекъav a2J. . . ат .

Остается посмотреть, какимъ услов1ямъ должны удовлетворить 
функщи Р15 Р2, . . .  Рп, чтобы интегралы уравнешя (jB ) были пра
вильны и въ области безконечно удаленной точки, ш и, что равно
сильно, чтобы интегралы уравнензя, полу^аемаго изъ (Л ) подста- 
новкой

были правильны въ области точки t =  0.
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По формулами (IY ) гл. I  уравнен!е {B f) посл4 указанной подста
новки обратится въ

(Д" ) ， 叫 广 ЧУ
,(п——к)

Г妙

ть
M L  п-Тс-лЛ (п— к) t

一  + ГпУ 

Р^ х ( т )

〇,

^  Ь М т )  1 、

+  (— 匕  У + 1) (抑一 1) •

На основан!и теоремы о вид'Ь ypaBHeHia въ области особенной 
точки, когда всЬ интегралы его правильны, необходимо и достаточно, 
чтобы гк ии^до видъ

,  4  =  1 ， * = 1，2，" 為

^  отрщательныхъ. степеней ^ не должно содержать. 
Прилагая это требоваще последовательно къ г2, 

убоимся, что оно равносильно условш

lira р^ (т )

^ ( т ) ^
числу конечному *),

е=о

что въ свою очередь равносильно условш

= числу конечному,

Изъ всего этого сд^дуетъ, что въ томъ случай, когда число осо- 
бенныхъ точекъ уравнешя (-В) конечно, я всгЬ интегралы правильны, 
фунЕщи Pv  Р2, • .  ,Р п должны удовлетворить сл^дующимъ jm m m h：

a) он-Ь голоморфны въ области всякой конечной точки;
b) д^я безконечна далекой точки обращаются въ безконечность 

порядка не выше соответственно

ш — 1, 2(ш  —  1), . . . к(ш  — . . . n(m  — 1).

*) Въ томъ чисд-Ь и нулю.



Изъ этого сл-Ьдуетъ, что функщи Pv  Р2, . . .  • • - Рп суть по
линомы степеней не выше указанныхъ чисолъ.

Между корнями опред^ляющихъ уравнен1й относительно всЪхъ 
особенныхъ точекъ существуетъ, въ разсматриваемомъ случай, неко
торая зависимость.

Въ самоиъ д^л-Ь: составимъ определяющее ypaBHeHie для уравне- 
шя {В!) относительно точки ак; оно будетъ
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(Р)« +  總 (? )н  +  … +  (Р), •т
РпЫ ) _ О

Сума корней р1? р2, . . .  рл этого уравнешя равна

ТС
т

— п{п-\)一  Рх (ак)
2 ~ V ^ y

Отсюда
к= т  к=тп

Рг (х) есть полиномъ степени не выше m —  1; цусть 

Рг (х) —  А0 ч - Л гх . . • - f-  Л т _ х хт  1

(ч)
^ = Х - А - = Х - Е Ж
ФИ 一  J ^ x —ak 一 ж—

Следовательно

2 鴻M т 一1

и

Зная изъ формудъ (1У) гл. I  BHpaateHie гг въ области 
сейчасъ же найдемъ

о _  一 п(п-1)
со А т -
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Откуда и вытекаетъ, что 

1

4. Предъидущ1я заагЬчашя даютъ возможность весьма просто 
формулировать услов1я достаточныя и необходимыя для того, чтобы 
общ1й интеградъ уравнен!я (I) былъ ц'Ьлой или ращональной функ- 
щей,

Ъъ самомъ д4л4，мтобЬ, о細秘 гш тег 
цгей  ̂ необходимо, ж достаточно, чтобы существовала система незави- 
симыхъ интеграловъ, въ которой каждый иитегралъ былъ бы ц^лой 
функцией.

Чтобы это услов1е было удовлетворено, очевидно, необходимо и 
достаточно^ чтобы ̂

a) каждая особенная точка уравненгя были особенною только 
по виду.

b) чтобы уравпете, получаемое изъ (I) подстановкой
имгьло въ области  ̂=  0 опредгьляющее уравпете съ корнями цгь- 
лыми и отрицательными.

Чтобы общ1й иитегралъ былъ ращональной функщей, необходимо 
и достаточно, чтобы существовала система независимыхъ интеграловъ, 
въ которой каждый интегралъ былъ бы ращональной функщей. Ра- 
щональная фунщя определяется следующими услов1ями: она остается 
непрерывной и однозначной на всей плоскости независимаго перемен- 
наго, обращаясь только для нФкоторыхъ точекъ въ безконечность 
д^лаго порядка； въ числ'Ь этихъ точекъ можетъ быть и безконечно 
удаленная точка. Поэтому, чтобы уравнен!е (I) имгьло общгй инте
гралъ—рацгональную фупкщю ошъ необходимо и достаточно^
чтобы

a) корни опредгьляющаго уравнетя относительно каждой 
особенной точки (въ пгомъ числгь и безкопечно-удалеиной) были 
цгьлыми  ̂ положительными или отрицательными^ числами.

b) чтобы въ области каждой особенной точки въ выраженгя 
интеграловг не входило логариемовг.

Корни опред^ляющаго уравнен1я относительно безконечно-уда- 
ленной точки показываютъ, въ томъ случай, когда общ1й интегралъ
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есть ц^лая функщя, степени отд-Ьльныхъ независимыхъ интеграловъ, 
а въ случай рац1ональнаго общаго интеграла— разности степеней чи
слителей и знаменателей отдгЬльныхъ независимыхъ интеграловъ.

Чтобы уравнеше (В) им-Ьло одинъ или нисколько интеграловъ 
ращональныхъ, необходимо, чтобы определяющее уравнеше его отно
сительно каждой особенной точки иайло ц4лые корни, и чтобы 
группа интеграловъ, принадлежащая этимъ корняыъ, была свободна 
отъ логариемовъ; однако, эти услов!я недостаточны, такъ какъ инте- 
градъ，щринадлежащш въ области одной особенной точки целому 
показателю, въ области другой точки можетъ принадлежать какому 
угодно показателю; поэтому окончательное pinieflie вопроса ириво- 
дится къ пов^рк^，съ помощью неопред^Ьленныхъ коэффищентовъ， 
удовлетворяетъ ли уравнен1ю н^которал рад1ональная функщя, зна
менатель которой изв^стенъ вполне и известна степень числителя.

На основан1и п. 20 n .  I  совершенно къ такому же npiesiy при
водится вопросъ о ращональныхъ р,Ьшен1яхъ уравнешя, допускающаго 
ж неправильные интегралы.

Равнымъ образомъ, къ пов^рк^ съ помощью метода неопред^лен- 
ныхъ коэффищентовъ приводится вопросъ о томъ, им^етъ ли данное 
дифференвдальное уравнеше систему независимыхъ интеграловъ, изъ 
которыхъ каждый есть корень изъ ращональной функщи; чтобы та
кая система существовала, необходимо, чтобы корни опред'Ьляющихъ 
уравнея1й относительно каждой особенной точки были числа ращо- 
нальныя и чтобы логариемовъ на заключалось въ группахъ интегра
ловъ, принадлежащихъ корняиъ, разности между которыми суть числа - 
ц^лыя. Но это недостаточно, ж поэтому ееобходиио проверить, удо- 
влетворяттъ ля выражения вида

(х —  б̂ )а (х —  &)谷• • • (ж — (d 。- н  ж - 1-  * • .  +  ^4饥忠饥)，

гд̂ Ь а，&，• • j  —  особенння точки уравнения, а, р , . .  . X —  корни 
опредФляющихъ уравнешй —  числа рад1ональныя, а ш  число ipfejoe, 
удовлетворяющее равенству

сс —Н р • . • Н— X Ш =  [X，

гд'Ь [х —  корень опред^ляющаго уравнешя относительно безконечно- 
далекой точки, заданному дифференд1альному уравнешю, в м  н4тъ.̂
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B c i изложенный вы瓜е соображения мы пояснимъ на、линейномъ 
уравнети 2— порядка  ̂ которому удовлетворястъ гиаергеометриче- 
сеШ рядъ.

5. Возьмемъ самое общее уравнеше 2а— .порядка, имеющее дв^ 
конечпыя особенныя точки и BGi интегралы правильные.

Обозначимъ конечный особенный точки черезъ а к Ъ.
На основан1и изложенныхъ въ п. В настоящей главы соображешй 

видъ искожаго уравнен1я будетъ

А х ч ^ В  / Cx2-*-Dx-i-E  __ л
(х—а)(х一Ь) У (х а )2(х—Ь)2 ^

Преобразуемъ нисколько ypaBHesie.
Пусть р есть корень опред'Ьляющаго уравнешя для уравнешя (1) 

относительно точки а. Если мы въ у,равнен1е (1) подставимъ

y =  { x ~ a ) 9z,

то въ преобразованномъ уравней1и числитель коэффищента при на 
основанш п. 17 гл. I/разделится на х  —  а.

Если зат^мъ подставимъ

- ^ =  (х —  Ъ)г и7

гд^ г  есть корень опред^ляющаго уравнен1я относительно точки Ъ9 
то въ новомъ уравнеши числитель коэффйщента пря и разделится, 
на тоаъ же основанш, на х —  Ъ.

Поэтому, если мы въ уравнети (1) сразу положшъ

у =  (х —  a f(x  —  b)r w, -

гд*Ь р и г  жм*Ьютъ указанный значешя, то уравневхе (1) обратится въ

/〇 х '产 М х ч -N  / Р л
^  U ^ ( х — а ){х ^ Ъ )и  ^  ( х - а ) ( х — Ъ) П ~

Это уравнеше наверно будетъ им^ть въ области точекъ а жЪ 
интегралы, принадлежащ1е показателю, равному нулю.

Если въ уравнеши (2) положить еще

х =  {Ь — а) ^ -ь  а,
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то оно получитъ ввдъ

( 3 ) и. п tи р
z \z — 1) Z z{z— \) и ■==■0,

Заменяя и  на z яа- х  и обозначая

• 桃 = а 十 戸 + 1

於= — Y

V z=

мы получимъ весьма известное уравнен1е гипергеометрическаго ряда

(Я ) У
(а+р+1) 〇;.—丫

珠 " 知 = 0

которое есть в^Фст% съ т4мъ и самое общее уравнеше 2—  порядка 
с>ъ 2 особенными конечными точками и правильными кнтегралами.

б. Разсютришъ выражешя интеграловъ этого уравнешл въ обла- 
стяхъ особенныхъ точекъ его.

Определяющее уравнеше уравнешя (Я ) относительно то^ки О 
будетъ

( 1 )

корни его

Р(Р— l)  +  YP =  〇 ; 

Pi =  0 ; ?2 =  1 一

Определяющее уравнеше относительно точки х =  

(2) сг((7— 1) - + - ( а н - — у) с* =  О

корни его

^1 =  ^1 0,2 =  Т —— а —— I8-

Посл^ подстановки ж =  - ,  уравнеше (Я ) перейдетъ въ

(3) " I (2—YK+tt十Э—1~ ~  У%
сф

汴一 1) У 0 .
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Определяющее уравнеше относительно точки  ̂=  О 

(4) т (т  —  1) +  (1 —  а —  р) т  +  а 3 =  О

корни его
т1= ：а， т2 =  ^

Сумма корней вс^хъ опред^дяющихъ уравнен1й будетъ

О н —1 —  у  —I— О —н  у - 一  cl —  р - н  ol —н  ^ 1 =  2 —  1 ，

какъ следовало по п. 3 гл. П .
Остановимся сперва на томъ случай, когда между числами

1—— Y，丫一 а — 艮 а — 泛 

н^тъ чиселъ.
При этомъ предположенш въ области точки 0, т. е. внутри 

круга, очерченнаго изъ точки 0 рад1усожъ =  1, существуют два 
независимыхъ интеграла у1 и у2У вида

yl =  A Q- \-A 1x ^  A 2x2^ . ----------+ 』т жт  +  . • •

=  +  + Д а ;2 +  . • . +  5 т  , +  • • • ) ;

подставляя 於 въ уравнеше (丑) и приравнивая нулю коэффш^ентъ 
при хт 9 яайдемъ

•^饥+ i (丫 +  抓）（w  十  1) = (оф +  m (а ч

откуда

1) ч г т  (ш —  1))，

и
А. := Аягн-i т

Л ^ . г == л

(a+w)^+w)

a (ft+1) • • • • (a-i~w) р <g+ l). • • • (p+m) 
1 .2 ....  w-i-1 у . y-H i. . . .  ун-т

A0 мы можемъ всегда принять за единицу и тогда для уг полу- 
чимъ выражен!©

^ 二丄+ D  怎+•“+ 1 . 2 , ,(w+l)Y(Y+l)
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По тому же npieMy можно легко найти и выражеше для у2\ но 
дм  этой ц'Ьли можно воспользоваться еще и сйдующииъ saMî aHieMb： 
ши. въ (Я ) подставимъ

то получится ypaBHeHie

(5 ) V T +  ( с с + р + З ^ —(2- Y) ‘  +  (а-Ы -у) (P-^-1-Y)狄= 〇•
7 X (X—1) X (X一1)

Это уравнете отлячается отъ (Я ) только заменой: а  наа-^-1—у, 
^ на ^ - н 1— у, у  на'2一 у, а потому за и можетъ быть принятъ рядъ

и —  — у, р ч-1 — 丫, 2 —  丫，ж),

Такимъ образомъ въ области точки 0 уравнете (Я ) им^етъ два 
независимыхъ интеграла

—  Р? Т? =  Р  、

( 6 )  - Vy2 =  x l Y ^ ( а - * - 1— у, ^ -+ -1— у> 2 — у, ж) =  ^ .

Въ области точки 1? т. е. внутри круга рад1уса =  1, очер- 
ченнаго изъ этой точки, должны существовать два независимыхъ ин
теграла ух ж вида

Ух —  Q  (1 — 的 +  (1 —  х)2 -ь-. . .  . -ь-(7т (1 —  х)т - i- . . .

夕2 =  (1 — 尤)Y а 艮( D o + I ^ l— ж )-н . . — 出)饥+ … )

Коэффйд1енты С ж D  могутъ быть получены непосредственной 
подстановкой выражешй ух и у% въ уравнеше (Я ); можно также весьма 
просто получить ихъ съ помощью с-йдующаго зам^чатя: положимъ 
въ уравнеши (_Э)

* 1— Х =  2.

Уравнеше получить видъ

(7)
л1 〃 卜+ 尽+ 1 )名+ 丫——〇〇—— 8 ——1 t
乂 + -------- - , (,_ т г  Vz

а?
冲一 1)汉

О.



Это уравнен^ отличается отъ (丑) только заогЬной *у на а+р十 1 一*у; 
поэтому ему удовлетворитъ рядъ

(8) ^  =  ̂ ( 0̂ ，а + р + 1—丫，《)=_F(〇c，р，а + р + 1—丫，1—ж)=_й.

Выражеше для 2— интеграла у2 получится, если мы въ уравне- 
те  (7) подстав皿ъ

у =  z、一技—夸 и,

Какъ не трудно проверить, для w получится уравнен1е, которое 
отличается отъ (7) заменой а и ^ на у —- а ж у 一  ^

Поэтому можно положить
* у •

u =  F (y  —  а, у  一  р，1十丫 一  а 一 z).
/

Такимъ образомъ второй независимый интегралъ въ области 
точки 1 будетъ

(9) % =  (1^ - а- ^ ( 7- а ,  т - р ,  1-，-т - а - ^  l - x )  =  S.

Въ области бевконечно далекой точки, т. е. в й  круга, описан- 
наго оеоло 0 рад1усом ъ =1，существуютъ два независимые инт‘  
грала，принадлежащее показатшшъ —  а и — р.

Выражешя ихъ весьма просто найдутся по тому же npieiy, по 
которому найдены разложен1я для В  ж 8— подстановкой въ урав-
неше (丑) о? =  у ，и зат̂ Ьмъ последовательно 

. у =  ^  и и у =  t^ и. ，

Интегралы будутъ им^ть видъ 
/

Vi =  ^ ：F { ^  а н -1 — у, a — ~ )  =  Т  -
(10)

夕 2 =  士  卩 ( Р ，Р + 】一 丫， Р —  а н _ 1 ，4 " ) =  Г .
— • * .  •

Такимъ образомъ уравнен1е (Я ) им4етъ сл4дующ1я системы неза- 
виешыхъ интеграловъ. . •
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Внутри круга рад1уса =  1, очерченнаго около точки О

% =  JP =  (ос，р，丫，л?)

=  Q =  ̂ р - н 1— у, 2 — у, х)

. Внутри круга того же рад1уса, очерченнаго около точки 1
♦

уг =  В  =  F(d^ Р, а - н р ч -1 一  丫，.1 —  х)

y2 —  S =  (1一  ж)丫一а—p (丫 一 а，丫 一  р，丫+ 1 — а — 1 一 х).

ВнгЬ круга того же рад1уса? очерченнаго около точки О 

乂 土  Т  = 去  Р (а ，а 二丫+  1，а —  Р + 1，去 )

2/2 =  ?7== 士 外 ，Р — Y +  1，Р —  а +  1，+ )

причемъ, по условш, ни одно изъ чиселъ 1 — у, у — а — [3，、а —  р 
не есть ц^лое ^иело.

ВсЬ шесть указанныхъ разложетй и еще 18 другйхъ поду
чаются ивъ F {d , р, у> х) путвмъ посл'Ьдовательныхъ подстановокъ 
въ уравнете (Я ) вместо х н у  соотв^тетвенно

t I I X ГС 一 1
尤’ J X у 1—Ху Х—17 X

x9( l— x f  у,

гд^ р и 〇■ могутъ им4ть четыре системы различныхъ значешя 

〇, 〇; 〇, j — а — 尽; ъ  1— 丫，丫一 а —

7. Величины Р, Q, 8, J7, U  представляютъ попарно три раз- 
личныя системы независимыхъ интеградовъ; интегралы каждой изъ 
системъ могутъ быть выражены линейными функщями съ постоянными 
коэффищентами отъ интеграловъ другой системы.

Мы здФсь выведем  ̂ значешя постоянныхъ, связывающихъ инте
гралы Д , iS, Т  и U  съ интегралами Р  и ограничиваясь т'Ьмъ 
случаемъ, когда вещественный части чиселъ 1 —  у и у 一  а 一  (3

5
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положительны. Отъ этого частнаго случая можно перейти къ общему, 
воспользовавшись существующими между функд1ями 2^съ параметрами, 
отличающимися на д^лыя числа, зависимостями.

Изъ различныхъ значешй выражешй х1̂  и (1 — 〇̂ 一*一谷， 
х ~ л и мы выберемъ т4, которая обращаются для х, равнаго 
соответственно 1, 0? 1 и 1, въ 1.

Положимъ

( 1)
R =  A P -^ B Q y 8 =  A rP ^ B / Q 

T = G P ^ D Q , U ^ G 'P ^ D 'Q .

При сд^ланныхъ нами относительно 1 —丫 и 丫一 а-^*^ предпо- 
ложешяхъ, приведенныя выше разложеыя Р, В, iS, Т, U  въ ряды 
не теряютъ смысла и на гранидахъ круговъ сходимости; въ этомъ 
легко убедиться, прилагая известный признакъ Гаусса для сходи- 
мости рядовъ къ найденнымъ выше разложен1ямъ. Это зам4чан1е 
сейчаеъ же даетъ возможность найти величины Л 9 В, А  и В \ 

ГГоложимъ последовательно х —  0 и ж =  1; изъ уравнешй (1)
находииъ

泰

B (0)=A P {0)-^B Q  (0), 

5 (0 )= 2 'P (0 )+ B ，Q(0)，
(2)

5 ( 1 Ы Р ( 1 ) + 频  1)，

р，а+ 卜  1 一丫，1) =  2  

F (丫一а，丫一內 丫+1 — a—p，l ) = j ,  

l=^4_F(a，p，Y，l)~ K B *F (a + l—Y，p + l —*y，2—Y，l )  

0= U ^ ( a ，p，丫，l)+ B ^F (a + l~ ~丫，P+1—y , 2—丫，1).

Выражен1я для Л у A f, В  и получаемыя изъ этихъ формулъ, 
могутъ быть значительно упрощены, если мы вместо Р, Q: В  r S 
введемъ величиш

Г (а) Г (у — ct) р  Г (1 一 р} Г(р—у+1) Г (а) Г(р—у+1) -р Г (1—р) Г(у—a) q
Г (у) ’ Г (2—у) %  Г (a+p—Y+l) ’、Г (*у-а一р+1) ’

гд^, согласно общепринятому обозначешю,

Г ⑷ = ( \ —" V —1 必，

о
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ж зат4мъ воспользуемся известными формулами

1 » Г ( 1 — a) =  g ^  и 啊 ，丫，1 )= г  (Y) г (Y—oc—g)
Т(у-а)Г(г~й#

Обозначая черезъ &, а , У величины, соотв4тствующ1я 4 ,  В 9 
B f ф. (2), найдеыъ

(3 )

" _  Sin (у—а) т： 
а  —  Sin ук ，

Sin ртт. 
Sin утсу

Sin атг тг_  Sin (у一р) ти 
Sin утс ’ Sin y兀

Чтобы найти величины (7, D , Gf и В \  положимъ ж =  1 въ соот- 
втЬтственныхъ уравнен1яхъ (1). Получииъ

T (\)  =  G P { \ ) ^ B Q { \ \  F (ol, а-н-1— у, а — (3-к1, 1 ) =

= G F (а, р, у? 1) D F (а 1— 丫，(3 + 1 — 丫，2—丫，1)
⑷

U ( l)= G fP ( l) ^ I ) fQ {l), р н -1 — у, р - а - H l ,  1 ) =  

= C ^ 〇, p，丫，1) + 2/ Д а + 1— 丫，p+ 1  —  у，2— 丫，1).

Пусть теперь переменная х  опшетъ окружность рад1уса =  1 
около точки 0 ; уравнетя (1) дадутъ

е-2ТСаг* С Р  н - D  e21zi{l~~y) О 
(5)

Z7= ( /Р  +  D W (1 一丫) <?. L
Д'Ьлая опять 1, полу^имъ взъ (5) еще 2 уравнешя, подоб- 

ныя (4), и опред^лимъ зат-Ьмъ величины (7, G\ D ж D \ щ
Введя при Т  и ?7 множителе и ^ 亍 ^ 以 厂  а)

и обозначая черезъ с9 d, cf и df величины, соотв4тствующ1я (7, D , 
Gr и D \ мы окончательно найдемъ: / ,

е =  1+  е—тсг> +卜 丫） Shi спг 
—  Sin(l — 丫}冗，

- ( 6) •
，一  Sm 叩  / ] 厂 辦 4■卜丫) SinpTC \  
~"Sm(Y—р)тс\ Sia(l—

Sin(y-p)冗 -теца+1-y)
Sin(l-y)TC 6

和 -тсгф+i-Y) 
Sin(l--r)TC 

5*
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8 . Обратился тецерь еъ T〇3iy случаю, когда между числами I —丫, 
у 一 а —  р, а —  р есть ц4лыя.

Положимъ сперва, что 1 一  у есть число qfaoe.
Въ такомъ. случай интегралы уравнен1я (Я ) въ области точки О 

могутъ заключать логариемы.
Проожимъ указанный въ п. 1 наетолщей главы пр1емъ р'Ьшензя 

вопроса, входятъ ли логариемы въ выражен1я ингеграловъ въ области 
особенной точки.

Заи-Ьтимъ, что если 1 一丫> 0 , то интегралъ уравнейя (Я ), не- 
t содержаний логариема, будетъ принадлежать показателю 1 一丫, какъ 

имеющему наибольшую действительную часть изъ корней опредФляю- 
щаго уравнеп1я (гл. I  п. 17, f  и д). Если же 1 一  у  <  0 ? то свобод
ный отъ логариема интегралъ будетъ принадлежать показателю нулю; 
вм̂ ст̂ Ь съ ймъ, для приложен1я методы, нужно будетъ уравнеше (Я ) 
преобразовать подетановксШ

у  =  х 1~~^и

и разсматривать уравнеше относительно и.
Остановимся сперва на первомъ предположен^ 
a) l — y =  4^ 〇My положительному числу. 
Обозначимъ

(1) 1 —  у =  〇■— 1, у  =  2 — а, сг= 2  一 у

и будемъ искать уравнеше, которому удовлетворяютъ производныя 
порядка с? отъ интеграловъ ух и у2 уравнен!я (Я ).

Уыножимъ (Н) на х (х 一 1) и продифференцируемъ 〇• разъ по х; 
поел* ш  дйфферендировашй мы получимъ

(2)
(а+р+2 彷+1) х —(Y+m)
~ ： а(я;—1) х ( х — \ )

гд4 и есть m-ная производная отъ у.
Если коэффищентъ при и для всгЬхъ значенШ ш отъ 0 до а— 1 

не обращается въ нуль, т. е. eGM ни одна изъ величинъ а и [3 не 
•есть нуль или ц^лое отрицательное число, модуль котораго <  с — 1, 
то съ помощью уравне&я (2) мы найдемъ，что определяющее уравне- 
Hie, составленное для уравнен1я вида (2) при ш =  а, которому удо-
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влетворяютъ производныя порядка а отъ интеграловъ уравнения (汉)， 

будетъ

(3) р ( р— 1) +  р (了+  а) =  0

и корни его 一  О и 1 —  у —  а =  —  1.
Это показываетъ，что при 】一 у >  О интегралъ уравнен1я (Я ), 

принадлежащ1й въ области точки О показателю, равному нулю, заклю
чаем логариемъ въ выралсея1и своемъ и поэтому представляется въ 
с.тЬдующемъ вид4

( 4 )  於= ? ⑷ + C ^ —Y У ( а + 1 — 丫，[3 + 1 — 丫，2— 丫，的 lg x ，

гд4 9 (ж) есть голоморфная функщя отъ х, для которой ср (0) не нуль; 
С — некоторая постоянная. . .

Дал4е мы дадимъ выражев̂ е коэффиц1ентовъ функцш ф (ж) при 
различныхъ степеняхъ х.

Если же одна изъ величинъ а и [3, напр. а , есть 0 или ц^лое отри
цательное число =  一  {х, р. <  а — 1, то въ уравнеши (2) коэффи- 
щентъ при и для т  =  一  а =  ^  обратится въ нуль. Это ноказы- 
ваетъ, что уравнен1ю (2) удовлетворитъ некоторая постоянная вели
чина G и что следовательно уравнен1е (Н) им^етъ интегралъ, [ t -  
производная котораго есть постоянное число; этотъ интеградъ есть 
подиномъ степени \̂ .

YpaBHeHie (Н) им-Ьетъ въ этомъ случай слгЬдующ1е 2 независи
мые интегралы: ,

沒 1 ГГ= ，-1F (— F —1，р + а —1, а，的
(.5)

夕2 =  <F(— R-, P，2 — с, ж),

изъ которыхъ 2-  дМствительно есть полиномъ степени [t.
Ъ) Положимъ теперь, что 1 一  у < 0 .  Въ такомъ случай свобод

ный отъ логариемавъ ннтегралъ будетъ прЕгнадлежать показателю 0 
и потому

уг =  Р(а, р, у, х).

Чтобы убедиться, войдутъ ли въ выражен!е 2— интеграла лога- 
риемы, надо прежде всего преобразовать уравнеше (Н) подстановкой

у =  х1~ у и.
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Мы получимъ уравнен1е (5) п. 6 .

—2丫) д?—(2—у) 
x(x—\)

Помноживъ уравнеше (6) на х  (ж—1), продифферендируемъ у равъ 
по х; посл4 ш дифференцирован!й, обозначая черезъ v w -ную произ
водную отъ и9 получимъ для v уравнеше

(Пх  " (а + ^ н З -2 ;у + 2 т)а ;—(2—y+ w) / (<х+1-у顿 ) 饥) 9. 一  л
^ } х ( х ^ 1) 1) —

Подобно предъидущему убедимся, что если ни одна изъ ве- 
личинъ а +  1 — 丫，р+ 1  —— у  не есть нуль или ц^лое отрицательное 
число = — [х, 1, то въ выражеше интеграла уравнешя (Н),
принадлежатцаго целому отрицательному показателю 1 — у =  1— а, 
войдетъ логариомъ, ж видъ этого интеграла будетъ:

(8) %  =  ̂ 7Y Ф ㈨  +  C F (a ，&  丫，ж) Ig ж.

Если же хоть одно изъ чиселъ а ч -  1 一 у и р -н  1 —  у, напр. 
a +  1 —  у равно отрицательному целому числу —  [л, н- <  Y —  1， 
то уравнеше (6) шгбетъ интегралъ/ равный полиному степени а 
уравнен1е (Н) —  рацюнальный интегралъ. Интегралы уравнешя (Я) 
въ равсматриваемомъ случай будутъ

А  =  Р ( — р + 丫一1，р，丫，的

. . — 正(一h P+l—Y，2—Y,负)
% —  ^F = i •

Посл4дтй интегралъ есть действительно радшнальнал дробь. 
Разеуждая подобнымъ же обравомъ, мы убедимся последовательно, 

что с) если 飞 一- a 一  ^ есть положительное ц^лое число, то въ обла
сти точки 1 уравнеше (Н) им-Ьетъ независимые интеграш

А = (1— 的Y - a - P j7(丫一a，丫一 £3, 丫十1一 《一  А 1— 勾
(9)

^2= 9 1(1-ж)+С,(1-ж )т_а_  ̂F (y -d 9 у -p , a + p + l-y , l - 〇/) lg ( l -л;), 

причеиъ 9Х(0) не нуль.
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Въ томъ случай, если или а и и  р — д电лое отрицательное число, 
mod котораго меньше у —  а —  {3, то уравнен1е (Я ) игЬетъ инте- 
граломъ полиномъ

ге2=  F( — [л，р，а +  [3 -н  1 —丫，1 — х) (а =  —[х).

d) Если у — а一 [3 есть дгЬлое отрицательное число, то уравнеше 
(Я) въ облаети 1 ии^етъ сл4дующ1е два независимые интегралы:

(1 0 )
щ =  F(a, Р, а -н  (3 -1 -1  一  丫，1 — х)

印 ― —的十  О РК 尽，a+ j3+ l—丫，1 - 的 lg ( l —怎)•

Въ томъ случай, когда или 丫 一  а, или у一 Р есть цгЬлое отри
цательное число, mod. котораго <mod (у —  a —  j3), уравнен1е (Я ) 
им4етъ рац1она/льный интегралъ

м2 4  ( 1 -丨)Y—a 一13，F (u —(3, 丫+ 1 - а—戸，1 一 抝 （丫一 а = _ р)

ё) Если а — р =  целому положительному числу, то уравнеше (Я), 
въ облаети безконечно далекой точки, и4етъ интегралы

( П )
vx =  fF ( ( i ,  « -+-1- у ,  a — t) ( $ =  士 ) 

v% =  #  92 (t) -н  G f F(a, а н - 1 —  丫，a ~  р н - l ,  t) Igt.

Если же при этомъ или или р -н  1 — у 一  ц4лое отрицатель
ное число, модуль котораго меньше а —  то уравнение (Я ) им^етъ 
интеградъ

办2 = 厂 ^ 歹 (一 (л，р +  1 — 丫，р —  ̂  +  1，《)• 办

f )  Наконецъ, есля a 一  р =  целому отрицательному числу, то 
уравнеше (Я ) въ области 〇〇 ии^етъ интегралы

vi —  t^ F ((3, (3- н 1 — 丫，р — a + 1，f)

^ - ь 1— у, a - f -  1, t) \g t

Если же, вййст^  съ、TioTb，или a ，или a + 1 — у есть ц^лое
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отрицательное число, модуль котораго меньше (3 — а, то ypaBHeHie 
(Н ) им^етъ интегралъ

v̂  =  r ~ ^ F ( — р ， а + 1  — 丫，а — 尽 十 1， 〇  ( а = — (х).

9. Намъ остается определить функц!и ср и ф въ формулахъ (4) 
и (8 —  12 ) п. 8 и тогда намъ будутъ известны, во вс4хъ возмож- 
ныхъ случаяхъ, выражешя интеграловъ уравйешя (Н ) въ области его 
особенныхъ точекъ.

Положить сперва 丫 =  1 •
Оба интеграла въ области точки 0 будутъ принадлежать показа

телю, равному нулю. Мы можеыъ положить
〇〇

т Xт

⑴ 〇〇 оо

Подставимъ у2 въ уравнен!е (Я ); коэффид1ентъ при lg  х  пред- 
ставитъ л^вую часть уравеензя (Я ), въ которой у  заменено 
1 ’ (а，Р，丫，1，尤)；такъ кайъ 9та величина есть интегралъ урав
нения (Z〇, то ]g о； не войдетъ въ полученное отъ подстановки выра- 
жеше.

Приравнявъ нулю коэффиц1енты при равныхъ степеняхъ х7 ыы 
получииъ

или

(2) Д

В (oc+ffl)
(m-f-1)2 С А.

2m-f-a+p
(»г+1)2

л 2(饥十1)、
d 饥+ 1知+ 1)气

W-HI вш~А. ，GA, \a+w >ч-т тч-1

B 0 остается произвольной величиной; для простоты формулъ мы' 
ыожемъ принять ее за 0; равнымъ образомъ можемъ пололсить G =  1.

Въ такомъ случай изъ формулы (2) легко наидемъ

(3) В  =^4. (—f------ ^+..н---------н - н- ~—7+...+ S--------^т ч -1  т ч -i \̂ а а + 1  а十7» р р十 1 р+ш \ 2 т + \Ц

Обозначить черезъ Sm (X) сумму

⑷ 心 (х)= 卜 . • 十 ^ 羞 每 ，̂ 十 1)-(х+ 规一”：差 帥 +执 一 ”饥.
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представится тогда окончательно въ вид^

(5) Вт ^  =  Лт ^  (Sm^  (а) н -  (^) ~  2 6^ ^  (1)) 

и интегралъ у2 — въ вид^

771̂ 0̂0
(6) 一 卞 Л 2 ⑴ )， + 1 十

m=〇
^-F (d , ^  ] y x )\g x .

Если бы мы оставили/Б 0 произвольной величиной, то въ послед
ней формул  ̂ второй членъ обратился бы ьъ ( lg ^ -H 5 0) F (ix ^ , 1,ж) л 
и соответствующей интегралъ 女/  былъ бы 夕2 +

Полученный результата можетъ быть сейчасъ же приложенъ къ 
линейному дифференщальяому уравнешю, связывающему интегралъ

一  f 1 dx

равный n〇j 〇BBHi вещественнаго пер1ода эллиптической фувкщи X, 
съ модулемъ h.

Уравнен1е это им^етъ видъ ，

к (1 — к2) н - (1 -  В fe3) Ы =  0.

. Если положить « =  ?/, к =  У х , то оно приметъ вядъ
參

/п \ А" 2х—1 ' 1  /\
(7) 夕 + 5 ^ 1  夕 = 0 .

Это уравнен1е есть чаетный случай^уравнешя (Я ), гд4 положено

a =  + ，p =  | ，Y = l .

Уравнеше (7) на основати формулъ (1) и (6) им^етъ въ обла
сти ^  =  0 два невависимыхъ интеграла

_ V  / 1 .3 .5 .，. (2w- -I)、 2 т
一 2.4.6. • • 2m /  Ж о

化 作 ， 一  а д ))7П=0 饥=1
X
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причемъ коэффищентъ при хт  въ выражеши F  для т  =  0 надо 
положить ^авнымъ единиц^.

Положимъ теперь, что 1 — у есть д^лое положительное число s. 
Уравнеше (Я ) ии^стъ въ такоиъ случай сл,Ьдующ1е независимые ин
тегралы:

(8)
Vv F (a -*-l—у, у, 2—у, x)=xs F (a ^s , j3n-5, 5-«-l ? ж)

У̂— 9 (x) ^  ^ s, 5 -и 1 ? x) ]gx.

Обозначйвъ черезъ Am известный намъ коэффиц!ентъ при х  въ 
ряду F (a -h -sy S 4 -1 , мы можемъ положить

ОО
Схь Ат хт .

Подставляя у2въ уравнеше (й )  и приравнивая нулю коэффициенты 
при различныхъ степеняхъ х, наЁдемъ

(а-ь$— 1) (р 十 s—1”

отсюда

■гл 1.2. . .s (1—s) (2— ...(—2) (一 1)— / 1 \5~*х . (1 • 2. . . s—1)2 s
〇— a fa+ l) .-{ a+ s—l)0 (3 + l) ." (3 + s—1厂 （ ) a  (a + l) .“(a + s—I) 0 (3+1,

Bk:

(a+l).._(a+s—l)p(p+l).”(p+s—1) v J a (a+l).“(a+s—I) p (p+l."p+s—1) 

(fc-4-1) (k-+-2) ,.. $ (йн-1 —s) (fc-»-2—s ) . . -(—2) (—1)
(ан-fc). •. (cn-s—1) (P—fc).. . (P+s —1)

Дал4е находимъ:

P — В  a (a+ lM g+S—2) P 佴+ г)...№+5-2) в  — ПТ)ОИЧВ постоян
办卜1 一办о 1.2...(s—1)(-汗  1)(一汗2)…(—1)，'  — ПР〇臟 • П〇С1〇ЛН.

и наконецъ

■р 一 -п (a-i-s-Hw)(P-hs-hw) п [  л а+рн-2(m+s) л s+2(w +l) 、
5Н-ш-ы —  5+w (w+1) (в+饥+1) \  饥 （w+1) (s+m-i-1) wt+i (w+l)

ИЛИ

Bs+ m4rl = К САЛ 1 ,  1a 十 s+ти p + s+ w  饥+ l  5+wi+l
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Обозначая попрежиему черезъ Sm (к) сумму

、 (х) =  士+  占 +  … 一 -X-t-m-

и полагая въ предъидущей формул  ̂ последовательно m = 0 , l , 2v ..m 3 

мы найдемъ • '

Для упрощешя формулъ мы можемъ положить:

Bs =  0) ( 7 = 1 . -

Въ такомъ случай окончательно иожемъ написать:

:= s —2

( 10)

X  (fcH-1) (fe-t-2). . . ( s - l )  s (-1) (~2).. ft 8
屮 （ a (a + 1 ). . ,(a + s_ l)  p (p + 1 ). • .(3 + S — 1) (a+s—1 )(P+s — 1)

k=0
• * \

771* 0̂

Пусть, наконецъ, 1 一  у есть число отрицательное, равное —■s; 
свободный отъ логариема интегралъ уравнен1я (Я ) будетъ въ этомъ 
случай

yx= F { a } Р, s - h 1, х).

Второй независимый интегралъ будетъ

(1Д) y2̂ x ~ s^(x )^G F (d , ^ s -^ l,x ) \g x = x ^ s^  В
яг=оо m==〇〇

т X C \ g x ^ A fmxm,
ТП=0 7П=〇

Поступая подобно предъидущему, мы найдемъ для ф (ж) следую
щее выражете:

2

岭 )

(12)

.. .(s —1) s{—1)(一2) .{fc+1 — s) к _____ £____
(a—s) (a 一s-f-l)...(a—2)(p—s)...(p—2) (a—1)(P~ X) X8—1

17\ —̂0



Выражен1я иятеграловъ уравнен1я (Н ) въ областяхъ точекъ 
1 и 〇〇, когда числа 丫一а— ^ или а一 р будутъ целыми, получатся 
по толу же npieMy，который былъ пригЬненъ къ определенно инте- 
граловъ въ области точки 0 при 1 —  了 =  ц^л. ч. Эти выражен1я

будутъ отличаться отъ вышеуказанныхъ заагЬной ж на 1 — ж и ，

и, соответственно, 丫 на а +  р + 1  —  丫 и а  — р 十 1.
10. Остановимся теперь на pascMOTpiflin т^хъ случаевъ, когда
a) общ1й интегралъ уравнен1я (Н) будетъ д%лой или ращональ- 

ной фунвдей.
b) одинъ или оба интеграла могутъ быть представлены корнемъ 

некоторой степени изъ ращональной функщи, и
c) общй -внтегралъ будетъ алгебраическимъ, если которое нибудь 

изъ чиселъ:. 1 — у— сс— 艮，а— ^ — ц*Ьлое.
Чтобы уравнен1е (Н) тЪло общимъ интеграломъ— ц^лую функ- 

щю，на основанш п. 4 настоящей гдавы, необходимо и достаточно, 
чтобы

1) числа 1— у и у 一  а —  р были д^лыя и положительный, a 
числа а и р  —  ц^лыя и отрицательныя.

2) логариемы не входили въ выражешя интеграловъ въ области 
особенныхъ точекъ*

Положимъ

1 一丫= 〇*—1；> 〇; а = —w; у ~ а —(3 =  2 - '〇,-н п -« -т>0 .

Чтобы при 1 一  у Ц'Ьломъ и положительномъ интегралы уравне- 
Hia (Е ) не заключали въ области точки 0 логаривиовъ, необходимо 
и достаточно, чтобы одно изъ чиселъ а или ^ было отрицательнымъ, 
по численному значешю меньше а —  1 (п. 8).

ВамгЬтииъ зд'Ьсь, что числа а и р  входятъ въ уравяен1е (Я ) и въ 
выражен1я интеграловъ симметрично; поэтому если при изв^стномъ 
частномъ значен1и а и какомъ нибудь ^ уравнете (Я ) им^етъ какое 
либо свойство, то оно будетъ им^ть то же свойство при такомъ же 
значен1и р и какомъ нибудь* а; на этомъ основаши мы будетъ въ даль- 
нМшемъ разематривать только половину всЬхъ возможныхъ лредпо-
Л0Ж6Н1И»

Положимъ
— Р =  — 1.
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Чтобы при у — а ~ р  ц^ломъ и положительномъ интегралы урав- 
нен!я (Я ) не заключали логариемовъ въ области точки 1̂  необходимо 
и достаточно, чтобы одно изъ чиседъ а или р было числомъ д^лымъ, 
отридательнымъ, численное значете котораго меньше у  一 а —  ^
(п- 8).

Если мы положимъ

т  < '(  — а 一 [3 =  2 —  a -ь  ?г -ь  т ,  

то получимъ, что

2 — а -ч-̂г >  0? w > а —— 1.

Если же пояожимъ w <  2— о ч -п -н ш , то получимъ 2— с т + т >  О, 
что противор-Ьчитъ предположешю ш <  <т —  1.

При 1 一丫 =  〇■— 1, а = — w, ш<С.(г —：1, w^.(r— 1
интегралы въ области безконечно-далекой точки также не будутъ 
заключать логариемовъ. Въ самомъ д'Ьл'Ь, въ разсматриваемомъ случай 
для отсутбтв1я логариема необходимо, чтобы или а, или а н -  1 一  丫 
было число отрицательное, по численному значешю меньше п — ш; но 
а +  1— 丫 есть число отряца/гальное，а модуль его 外一〇• н -  1 дей
ствительно меньше п —、т .

Ивъ этого сл^дуетъ, что уравнеше (Н ) им^етъ общ1й иктегралъ— 
Д'Ьлую функд1ю, тогда и только тогда, если вс4 три числа а, р, у  —  
цгЬлыя и отрицательныя, и если между численными ихъ значешями 
существуютъ неравенства

числ. зн. р <  1 — у <  числ. зн. а.

Не трудно проверить, что въэтомъ случай уравнеше (Я ) им4етъ 
действительно два независимыхъ интеграла, изъ которыхъ каждый 
есть полиномъ:

yx̂ F { —ny —т ,  2 —а, х) —полиномъ степени т  •

y^=xc^ 1F(-n-H7- 1 ,-m+c7- 1, 〇•, ж) -полиномъ степени

Чтобыобщ1й-йнтегралъуравнен1я(Я)былъра!^ональнойфунк- 
щей, необходимо и достаточно, чтобы
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1) числа 1 — 了，丫 一  a — [3, a, (3—— были ц^лня, положительныя 
или отрицательныя,

2) чтобы логариемы не входили въ выражения интеграловъ въ 
области особенныхъ точекъ.

При этомъ могутъ представиться 4 случая

1—у > 0 , у —a —р > 0 ; 1—у > 0 , у—а —р < 0 .

1 一丫< 0，丫一а—卜 0 ; ‘ 1—丫< 0，丫一а —р < 0 .

Первый случай только что разсмотр^нъ; остается изс-тЬдовать, 
при какихъ услов1яхъ въ каждомъ изъ трехъ остальныхъ случаевъ 
общ1й интегралъ (Н) будетъ ращональнымъ.

Пусть 〇■ 1 =  1 — у 0, у — ql— 13 =  2 — о*— ос — ̂  0.
Чтобы въ области точки "О не вошли логариемы въ выражен1е 

системы независимнхъ интеграловъ, необходимо и достаточно, какъ 
мы видели выше, чтобы одно изъ щселъ а или р было дгЬлымъ и 
отрицйтельнымъ числолъ，по численному значен1ю меньше 〇• — 1; пусть

Р =  —  m, m <  〇■— 1.

Чтобы при у — a— р <  0 логариеш не вошли въ систему интегра
ловъ въ области точки 1, необходимо и достаточно, чтобы одно изъ 
чиселъ у — а，丫一 ^ было д^лымъ отрицательнымъ числомъ (п. 8 , d), 
численное значенЬ котораго было бы меньше численнаго значев^я 
Y —  a —

Если мы положишь y •— a =  — +  р— у, то изъ нера-
венства 丫 一  a >  у 一  a 一  ^ найдемъ 0 <  一  ^ , 0 >  ш, что не
возможно.

Если же положить 丫 一  р =  —  р， — у, то изъ нера
венства

Y一 8 >  у — a — Р

найдемъ услов1е 0 >  一  a; a >  0 ; положимъ ос =  п.
Въ области безконечнодалекой точки при указанныхъ значе- 

тяхъ а и [3 логариемн не войдутъ въ выражен1е интеграловъ ([3 =  
отрицательному числу — ш, m <  a —  =  w ч -  w).



Такимъ образомъ, при а, [3, у —— д^лыхъ числахъ и при 

1 —  丫 > 0 ，丫 一  а — [ 3 < 0 ， 

уравнете' (Н) им^етъ обпцй интегралъ рац1〇нальный? если

^ = —— 规， — 1 =  1 一 у; а =  п, п^>  0.

При этихъ значешяхъ параметровъ уравнен1е (БГ) действительно 
им'Ьетъ 2 независимыхъ рац1ональныхъ интеграла:

уг =  F(w, 一 ш, 2 一  а, ос) — полгаомъ степени т .

乂 =  (1—а；)2—0一n+ wF(2-c7—抑，2 — а+ m ，З —а — 桃，1-〇

一 ращональная дробь.
Положимъ пперь

1— у <  0 , у- — а —  ^ >  0 .

Чтобы въ области х —  0 не вошли логариемы, необходимо и 
достаточно, чтобы одно изъ чиселъ ос +  1 —  丫 шш р + 1 — 丫 было 
отрщательнымъ д^льшъ числомъ, численное значен1е котораго было 
бы меньше 一  1. Положимъ

а - + - 1 — у  =  —  [1 , а  =  у — 1 一  [х； <  у  —  1 ,  а  >  0 .

Чтобы въ области х = 1  небыло логариемовъ, при у — а— (3>0, 
необходимо и достаточно, чтобы-одно изъ чиселъ а или [3 было отри- 
цательнымъ цгЬлымъ числомъ, численное значенге котораго меньше 
丫•一 а —  {3, Но а >  0 ; поэтому можемъ только предположить

^ =  —  v, v < ； у —  а 一  |3.

Ращональные интегралы въ этомъ случай будутъ

ух =  F (y  ■— 1一  (х，一 v, у, х) — полиномъ степени v,

* у2 == F (一 [х，一 v - i-1— у, 2— у, x) — ращональная дробь.

Такимъ же образомъ, при 1 — у < 0 5 у — а— ^ < 0 ,  найдемъ, 
что если положить а н- 1 一  у =  一  ^ <  у —• 1； у — Р =  一  v,
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v <  a - f-  р —  у, то будутъ существовать два независимые ращональ- 
ные интегралы уравнешя (Н )

ух =  ( 1  — 尤)Y—  ̂ 1 ， 一  V，一  丫 +  р  —  v 十  2 ， 1 —  х)

夕2 = 怎г—у 尸 (一  Щ 、，+ 1 ， 2 — 丫， 的 .

Ъ) Раземотримъ теперь случаи, когда ypaBHeHie (Я ) им^етъ ин- 
тегралъ, некоторая степень котораго есть ращоеальная функд1я отъ х.

Такъ какъ интегралы уравнен!я (Я ) не могутъ йм^ тб другихъ 
особенныхъ точекъ, кром4 особенныхъ т о т ъ  ураввешя, то самый 
общ!й видъ яскомаго интеграла долженъ быть

=  —  尤)？(為 十  ^ 0 ； +  • • • +

p  и д一 н^которыя ращональныя числа, а г — ц4лое и положительное 
число.

Числа $ ，д, г  связаны между собой однимъ изъ соотно瓜ен】й 
-н  g -*- г  =  — а или —  р. Положимъ

(1) р  +  q +  г =  —  а.

Относительно значенМ р ^ q можно сделать четыре предполо-
жешя:

р  =  0, q = 0 ; 多= 0 , 2 =  丫一 а —— р；

_Р =  1— 丫，2= 〇; р  =  1一 丫， 丫 —— а ——

1. Положимъ р = 0 ,  2 = =0 ; уравнете (1) даетъ、

т  =  —  а

и мы .получаемъ. очевидно р^шеше

夕= 歹(一  г ,  р，丫，а〇.
I 一

Если при этомъ окажется, что у = отрицательному целому числу 
= —— 5, s <  г , то ptmeflie будетъ вида

У :== ^  F { — ^-+-1-1 -5 , ^ Н —5Н —l j  5 - f - 2 ? X),
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2 . Пусть р =  〇, 2 =  У 一  а —  (3. Изъ уравнен!я (1) найдемъ

了 一  р =  —  г ;  

р^шеше искомаго вида будетъ

2/ =  (1—* x)q F ( y —■а, 一  г , 2 +  1，1一  х).

Если 丫+  1 —— а 一  Р =  q -ь  1 =  —  г  —  а н -  1 есть ц4лое 
отрицательное число 一 s, s < г ，то у =  F (s一 г  ч - 1 y p, у , x). 
Если еще у =  一  〇- ,〇• <  г  一  s 一  1，то jtineHie будетъ

у =  х1Ч̂ ° F  (s —  г + 1 + о* +  2  ̂ р，2 +  (7，〇;)•

3. Если р  =  1 —  у, д =  О, то изъ соотношешя (1) им-Ьемъ

1 —  у ч - г  =  — а； у  — а =  г  н -  1.

Поэтому р^шеше искомаго вида будетъ

y =  xp F (一 г, Р + р ，р +  1，沉)；

если 少+ 1  =  — а, а < г ,  то а = 〇-一 г + 1  и искомый интегралъ 
будетъ

y  =  F{p  — г-н1, р, 2-ьа , х ).

/
4. Если jp =  1 一  丫，j  =  了 一  a 一  р, то уравнете (1) даетъ

1 — а' — р н - г  =  —  а ;  р =  г 十  1 .

По виду приведенныхъ въ п. 6 интеграловъ Р, Й , S9 Т  e U 
нельзя решить, будетъ ли въ этомъ случай уравнен1е (Н ) действи
тельно щЪтъ интегралъ указаннаго вида. Но не трудно проверить, 
что этому уравнешю удовлетворитъ функд1я

y ^ x L- y ( l — xy - ' ^ F { l — (i, 1— р, 2 — у, х);

Эта функция при указанныхъ значешяхъ параметровъ а, р，丫 

обратится въ

y = z x v { \一 x)q F (1一 a, 一  r ，丨+  1，ж),
6
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которая удовдетворяетъ услов1ямъ вопроса, если 2 一  丫 = 丨+ 1 не 
есть отрицательное число, по численному значенш меньше/. Если 
p ^ l = — s , s < r ,  то за у  можно принять функщю

(1—a?)Y~"a一自 (丫—а，丫—р，丫，ж) =(1 - л;)9 2^(2+s—а，s—г+ 1，2+s，尤)，

которая также удовлетворяетъ уравнен1ш (Я ).
с) На оеновати сд^ланныхъ выше вам-Ьчатй весьма просто мо- 

гутъ быть найдены услов1я，достаточный и необходимый для того, 
чтобы уравнен1е (Я ), въ которомъ а, у — числа ращональныя, а 
одно и только одно изъ чиселъ 1 —  丫，_丫 一  a —■р，a一  [3 ц4лое, 
им^ло общш интеградъ алгебраичесшй.

Разсмотримъ для примера какой нибудь одиаъ случай; пусть, 
напр”  -丫 一  a —  р равно д-Ьлому числу s, s >  0 .

Чтобы общш интегралъ былъ алгебраичешй, необходимо, чтобы 
системы независимыхъ интеградовъ не заключали логариемовъ; въ 
данномъ случай, логариемы въ области точки 1 не войдутъ только 
тогда, если а м и  р будетъ ц^лымъ отрицательнымъ числомъ, чи
сленное значен1е котораго меньше s. Пусть ^ =  一 щ  т  < s .

Въ такомъ случай

у 一  a = ： s 一 т \  a нн1一  '( =  т  — s - h 1 <  О

Эти уелов1я достаточны, потому что мы сейчаеъ же получимъ два 
алгебраическихъ незавжсимыхъ интеграла '

^1 =  ^ (а , — ш, у, х)\

у2 === ^   ̂F {ш —  s - f - 1 j —  ш  1— ■丫，2 —  х).

Если бы еще одно изъ чиселъ 1 — у, a — р было цФлое число, 
то вопросъ привелся бы къ разсмотр^ннымъ. случаяшъ ращональнаго 
общаго интеграла.

Вопросъ объ общемъ алгебраическомъ интеграл* уравнешя (Я ) 
для того случая, когда ни одно изъ чиселъ 1 — 丫，丫一a— 艮，a— ^ 
не есть д^лое, будетъ разсмотрйнъ дал^е, въ щавЬ I I I .



ГЛАВА III.

1. Настоящая глава посвящена вопросу объ алгебраическихъ 
интегралахъ линейнаго уравнен1я 2— порядка. .

Алгебраичеешя функщи, оставаясь непрерывными на всей пло
скости невависимаго перем^ннаго, ийютъ конечное число полюсовъ и 
алгебраическихъ особенныхъ точекъ и въ каждой точк'Ь плоскости 
нм^ютъ конечное число различныхъ значетй.

На основанк положешй главы (I) и (II) можно легко указать, 
т т я  услов1я необходимы дм того, чтобы линейное диффаренщаль- 
ное уравнен1е (I) им^ло п дезависимыхъ интеградовъ, следовательно, 
и общШ интеградъ, алгебраическ1е.

Для этого, прежде всего, нужно:
1) чтобы въ области каждой особенно! хо^ки уравнешя (I) вс4 

интегралы его были правильные;
2) чтобы корни опред-Ьляющаго уравнешя относительно каждой 

особенной точки были числа ращональныя;
3) чтобы въ области каждой особенной точки логариены не вхо

дили въ выражен1я ннтёграловъ и
4) чтобы число особеняыхъ точекъ было конечное.
Эти услов!я однако недостаточны, такъ кавъ и при соблюденш 

ихъ число различныхъ значен1и, получаемыхъ интегралоиъ уравнейя 
при обхода переменной по всёвозможньшъ контурамъ вокругъ особен
ныхъ точекъ, можетъ не быть конечнымъ.

Вопросъ объ алгебраическихъ интегралахъ линейныхъ уравнетй 
приводится такимъ образомъ е ъ  отъ]Егскатю признаковъ, покоторымъ 

' • 6*
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возможно было бы судить, получаетъ ли какая нибудь система яеза- 
висимыхъ интеграловъ уравнешя, удовлетворяющаго указашымъ 
выше услов!ямъ, при всЬхъ возможныхъ сомкнутыхъ контурахъ, опи- 
сываемыхъ независимой переи-Ьнной. конечное число различныхъ зна- 
чешй, или безконечно большое.

Пусть yv у2, . . .уп будетъ какая нибудь система независииыхъ 
интеграловъ ypaBHeHia (I). Намъ уже известно, что каждый инте- 
градъ этой системы, при обхода независимой переменной вокругъ 
одной или н^сколькихъ особенныхъ .точекъ, обращается въ линейную 
функщю остальныхъ

( ! ) [ 外 ] = + +  +  Ь = 1 ，皂 … 队

Следовательно, при каждомъ шакомъ обходгь независимой пе~ 
ремгьнной величины yv yv . . .уп испытываютъ ишошорую ли
нейную подстановку.

Такого рода подстановки, мы будемъ обозначать сд-Ьдующимъ 
образомъ

^1，• • •』1，1夕1 十 為 ，2 ^  +  • • • +  ̂ l ，W  夕W  

(2) 8 _  女2’• • •為,1夕1 +  為,2夕2 + • • • +  夕W

Уп，• • • Ап，1 У 1 + 4 п,2У2 + , • • + и̂ п,пУп

Каждому контуру, описанному , переменной, отв'Ьчаетъ своя под
становка.

Если переменная опишетъ сперва контуръ А, а зат4иъ контуръ В , 
которымъ соотв^тствують подстановки 8  ж Т

п

У'” • • ^̂ 木 , кУк 
1

у п

夕1，• • . •外 
.1

5 =

п

% ，• • • 2 么 心  
1

, Т=

п

1

п

汉w ” • • 2 ，淡  
1

» п

Уп” * •
1
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то система интеграловъ ^ , ^3, . . .  уп въ результат  ̂ испытаетъ под
становку TS, равную np〇 H3BeA6Hiro подстановокъ 8  и Т

п п п
У”  … ^к^шУт  = 2  ^bJ у3

п п п
Уп”  * • Вк，т Ут  — ^п,7 У§

I . I l

Совокупность подстановокъ, соотв^тствующихъ ВС^МЪ В03М0Ж- 
нымъ контурамъ, описываемымъ переменной около особенныхъ точевъ, 
составитъ группу *).

Если число различныхъ подстановокъ (т. е. число различныхъ 
системъ значен1й величинъ Aj^k въ S), входящихъ въ группу (поря- 
доеъ ея)— конечно, то, очевидно, число различныхъ значен1й, полу- 
чаемыхъ интегралами независимой системы, будетъ конечно; и наобо- 
ротъ. Поэтому, условге достаточное и необходимое для того, 
чтобы общт иншегралъ даннаго дифференщальнаго лииейнаго 
уравненгя  ̂ удовлетворяющаго всгьмъ указаппымъ выше необходи- 
мьтъ условгямь  ̂ бьш алгебраическимг  ̂ заключается въ шомъу 
чтобы группа лтейпыхъ подстановокъ, испышываемыхъ инте
гралами итоторой независимой системы щ и  всгьхъ возможные 
сомкиутыхъ контурахъ, описываемыхъ независимой перемгьнной, 
была ноиечнаго порядка.

Построен1е группъ конечнаго порядка линейныхъ подстановоЕЪ
(т. е. опредгЬлете числа подстановокъ и значенШ. коэффишентовъ 為*，&)
съ п переменными представляется вопросомъ чрезвычайно сложнымъ.

Мы ограничимся построен1еиъ группъ конечнаго порядка съ двумя 
переменными и разсжотргЬн1емъ алгебраическихъ интеграловъ уравне- 
шя 2— порядка.

2. Сд-Ьдаемъ предварительно нисколько общихъ зам^чанш отно
сительно уравнешй 2— порядка, допускающихъ алгебраичеше
интегралы.

*) Группой мы будемъ называть рядъ подстановокъ, обладающШ т^мъ 
свойствомъ, что произведен!е какихъ угодно подстановокъ ряда будетъ при
надлежать тому же ряду.



Пусть дано уравнете
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Ц ) уп + т / + яу =  ^

Чтобы это уравнеше им4ло всЬ интегралы правильные, а число 
особенныхъ точекъ конечное, необходимо (п. В, гл. П ), чтобы

к=т к=т к=т

(1) р = ^ ^ ~ к，叹= 2 ] а = 0 *).
k=i k=i k=i

I

Определяющее уравнен1е относительно особенной точки уравнешя 
ак будетъ

Р (? — 1) +  аА.Р +  & = 〇- ’ .

Оба корня этого уравнешя должны быть рац!ональны, поэтому 
числа aft и должны быть также ращональны.

Подставимъ въ уравнете (Л)

к—т

Оно обратится въ

(В) и，Г =  Рщ 2.

Такимъ образомъ, если (Л) имгьетъ есть интегралы алгебраи- 
ческге} то  числа 〇tk u ^к —  рацгональныя  ̂ и интегралы уравне- 
п т  (В) есть алгебраичесте; легко убтьдиться  ̂ что и наоборот%  ̂
если есть интегралы уравненгя (В) алгебраичесте  ̂ а числа аА ? 
^ jr-рацгопальпыя  ̂ то  уравнете {А) имгьетъ есть интегралы алге
браичесте. 、

Разсмотр^ше алгебраиескихъ жнтеграловъ уравнея1я (В ) 
вм-Ьсто уравнешя (A)f при указанномъ выше приведеши вопроса къ 
построению группъ линейныхъ подстановокъ кояетааго порядка, 
им^еть одно важное удобство.

*) Иначе въ области оо интегралы будутъ неправильные.

v =  е и ak)

ак
U.

! = 0
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Пусть % и и2一 два независимыхъ интеграла ура<внен1я (В ); какъ 
мы видели (п, 16 гл. I)  определитель

你1 , 狄1

Если переменная независимая опишетъ некоторый сомкнутый 
контуръ вокругъ одной или н'Ьсколькихъ особенныхъ точекъ, то, какъ 
известно, иг к и2 обратятся

[ ^ ]  =  (LUX -Н -^ 2, [w2]  =  YWX -»- 8м2.

Составляя для [иг] и [и2] определитель Д, найдемъ

W ，W а, (3 иг

W ，W Ъ s w2,
㈣ 一 时 (7;

следовательно определитель

(В) а8 —  — 1>

каковъ бы ни былъ описанный независимой переменной контуръ.
Такъ какъ задача объ алгебраичеекйхъ интегралахъ приводится, 

Еакъ выше указано, къ нахожденио всЬхъ возможныхъ системъ вна- 
чешй а, y, §? дающихъ группы конечнаго порядка, то соотноше- 
ше (3) облегчаетъ ptmeme вопроса.

Еоли основное уравнеше Q =  0 (гл. I ,  п. 11) относительно ка
кой нибудь особенной точки уравнешя (В) им^етъ два различныхъ 
корня (дг ж о2, то въ области этой точки существуетъ два независи- 
мыхъ интеграла, которые, при обходФ независимой переменной вокругъ 
особенной точки, обращаются

⑷  [w j] =  (дхи1} [и2]  =  <д2.гь2.

Если же уравнен1е 0  =  0 им-Ьетъ двукратный корень о, то, на 
основати ивложенныхъ въ п. 13 гл.1 положетй, могутъ представиться 
два случая:

(5) [w ,] =  [w2]  =  -н  их

(6) Ы = ^ 1, [и2]  =  qu2.
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Если им^етъ м^сто первый случай, то въ выражеше интеграла^ 
въ области особенной точки войдутъ логариемы, и поэтому общт 
интегралъ уже не можетъ быть алгебраическою функщей.

Равнымъ образомъ, если о1? о2 и w въ формулахъ (4) и (6) не 
будутъ корнями изъ единицы, то очевидно, что интегралы их и щ 
при обходахъ независймой переменной вокругъ разсматриваемой осо
бенной точки получатъ безконечное чиело различпыхъ значешй и 
поэтому не будутъ уже алгебраическими функд1ями.

Будемъ говорить, что подстановка ,

Uv . . .
S —-

w2, ♦ . . -н  Ьи2

приведена къ каноническому виду, если S представляется въ вид^

8 =  •
说2, • •， 认2

На основанш сд^ланныхъ въ настоящемъ пункта зам'Ьчанш мы 
въ дажн^йшемъ можешь ограничишься изслгьдовангемъ группъ ко- 
нечиаго порядка, сосшавленпыхь изъ лшейпыссъ псфстаповокъ 
съ 2 переменными^ имтьющихъ опредгьлишель равный единицгъ- 
подстановки эши: по приведент ихъ къ каноническому виду ̂ бу
дутъ вида или

8  =

\
狄1，•. . (д Щ

秘2, . • • 汉2

? или о  =

狄2, •. . (d U 2

гдгь числа «13 о2, <д —  корни изъ единицы：

Подстановки вида S，соответствующая формуламъ (4)，мы будемъ 
называть обыкновенными; подстановки: вида S \ соотв^тствуюпця 
формуламъ (6) 一  элементарными.

Относительно этихъ посл^днихъ зам'Ьтимъ, что такъ какъ опре
делитель для каждой подстановки равенъ единиц^, то

〇2 =  1，(д =  ± \ .
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uv . . .  иг
Ж

祕”  . ----Vj-y

你2, • %

мы назовемъ соответственно положительной (или тождественной) и 
отрицательной элементарными подстановками; первая изъ нихъ вой- 
детъ въ каждую группу линейныхъ подстановокъ.

Мы будемъ говорить, что обыкновенная линейная подстановка 
8 — порядка т ,  если 8т  представляетъ которую нибудь взъ элемен- 
тарныхъ подстановокъ, а 8к дм  всякаго к <С.ш —  обыкновенную 
подстановку *  **))•

3. Обратимся теперь къ равсмотр4н1ю различныхъ типовъ группъ 
линейныхъ подстановокъ конечнаго порядка.

Чтобы деть обыкповенныя линейныя подстановки S и Т  съ 
двумя перемшными ух и у2 были обмтьиивающгяся (echan- 
geables)^^\ необходимо и достаточно} чтобы опгь одновременно 
приводились къ каноническому виду.

Приведемъ S еъ  каноническому виду; пусть при этомъ

8
у'，• • • йу'

% ，• ， • 知 2
j аЪ =19 а неравно Ъ.

Произведен1я

扒 ，• • • а ( о %  + 肉 /2)
TS = 觅 ST .'

Уг，

夕2,

а а ^

Y ^ i

§如2

по yciOBiio равны. Такъ какъ а неравно Ъ} то это, очевидно, можетъ 
случиться только тогда, если одновременно

О, у =  0•

*) S°=sl представляетъ, по общепринятому порядку, тождественную под
становку.

**) Мы будемъ называть дв-Ь подстановки Т  я S  обменивающимися, если 
произведешя TS  и S T  равны.
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Следовательно Т  им^етъ видъ

У'， • •

. • 知 2

Въ группахъ конечнаго порядка числа а, Ь, а, S суть корни изъ 
единицы.

Изъ этой теоремы вытекаетъ, что если подстановки А ж  В  обм4- 
ниваювцяся съ подстановкой (7, то они обмгЬнивающ!яся и между 
собой. Кром^ того изъ доказательства теоремы легко убедиться, что 
элементарныя подстановки —  обм,Ьнивающ1яея съ каждой линейной 
подстановкой.

Доказанная теорема даетъ возможность выделить самый простой 
типъ группъ конечнаго порядка; который мы будемъ называть пер- 
вымъ (I): группа состоитъ изъ обменивающихся подстановокъ 8kJ 
приводящихся одновременно е ъ  каноническому виду

У” .

夕2, •

%У1

\у ^
акьк = 1

Числа ак и \  суть корни изъ единицы; пусть, напр. а : к =  '•， 
если мы наименьшее кратное чш лъ шк обозначимъ черезъ ш9 а ко
рень ш - степени изъ единицы —  черезъ в, то есть подстановки 
группы будушъ имгьть видъ

(I) Sk = 逆

уг, . . . ± г  уг 

汉2，• • •土 S У2

ОбоэначЕшъ черезъ т] отношейе интеграловъ 於 и 少2,

Ух_
Уг

Если къ ух и ?/3 приложишъ вс4 подстановки указанной группы, 
то испытаетъ подстановки, которыя мы обозначимъ:

t 2k Т) = S  7) ， fc =  1, 2?. . .  т .  *)

*) Нижшй знакъ (—) отпадетъ，если группа не содержать отрицательной 
элементарной подстановки.
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Не трудно заметить, что разсмотр^нная нами группа* линейныхъ 
подстановокъ соотв'Ьтствуетъ дифференщальному линейному уравне- 
шю 2— порядка, имеющему два независимыхъ интеграла, изъ еото- 
рыхъ каждый есть корень ращональной фунЕщи.

4. Пусть G ешь группа перваго шипа, заключающая хоть 
одну обыкновенную подстановку) пусть подстановки ея пргше- 
дени кг каноническому виду; группа G\ конечнаго порядка^ пере
становочная (permutable) съ G, будешь заключать или только 
приведепныя къ каноническому виду подстановки^ или, кромгь 
иихъ, еще и подстановки вида 、

Уху • • * ^2

у2̂ • • ■

Пусть S一 одна изъ обыкновенныхъ подстановокъ группы G

8
Ух) • • ^У\

у2, • • • 6у2
а неравно Ъ.

Пусть Т = 穸1，• • • 砂 1 + * 办 2

% ，•• • 知  2
подстановка группы Gf.

По услов1ю, группа Gr перестановочна съ G; поэтому подста
новка

yv . . .  (a8ct— — ар (а —  Ъ) у2 

yv . . (а —  Ъ) ух- ^ { ( М — ^ а )у 2
T —l S T =  

должна нм4ть видъ

Sf
Vv

У公

a 扒

ьгу^

. * )  Операц!ю T^~l S T  мы будемъ называть преобразован1емъ S  черезъ Т. 
Группа б1'  перестановочна съ & ，если каждая подстановка 21 первой группы 
преобразовываетъ каждую подстановку S  второй группы въ подстановку, при
надлежащую этой последней (т. е. Т —l 'ST=^8\ гд*Ь S f входить въ группу G).
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Это можетъ ии^ть м^сто только въ двухъ случаяхъ:

1) р—О, а и S не нули. 2) а=0^ Ь=09 ^ и у не нули.

Въ первомъ случай

Т ：
У\̂  • • • Щ)\ 

У%”  • * 為У%

т. е. им^етъ также каноничешй видъ.
Во второмъ случай

У\、 ， • hт：

У2”  • • Vh

а8 =  1,

что и требовалось доказать.
Всегда возможно, не изменяя каноническаго вида подетановокъ 

О7 считать р =  1 , а следовательно у =  — 1.
Подстановку вида Т  мы будемъ называть обращенною. Легко 

заметить, что если обращенная подстановка входитъ въ группу, то 
последняя заключаетъ ж отрицательную подстановку.

Доказанная теорема даетъ намъ возможность установить второй 
(II)  типъ группъ линейныхъ подетановокъ конечнаго порядка.

Группа втораго типа состоите изъ группы О типа (I) и произве- 
денш подетановокъ группы G на обращенную подстановку. Общгй 
видъ подетановокъ груш и этого шипа будешь

8k=8k==
Ух у - ẑ k Ух

и Тк =
汉1，…士 е У2

-к 一 /
% V**—=6 У2 夕2，_•.十® Vi

s饥= 1 ， fc= l，2 ,•“肌_

состоять изъ под- 

1с — X ̂  • vYt%

5. Обращаясь къ построенш группъ бол4е сложнаго характера, 
докажемъ прежде веего следующую лемму.

Всякая груша конечнаго порядка^ не заключающая въ себгь 
обращенной подстановки^ будешь перваго шипа (I).

Группа, неоднородныхъ подетановокъ будетъ 
становокъ вида: •

(D .P .) *4
.2к

4， ъ
£2*
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t _ Пусть G будетъ группа конечнаго порядка N; пусть S одна изъ 
обыкновенныхъ подстановокъ группы G.

Приведемъ S пъ каноническому виду; къ тому же виду приве
дутся и Bet подстановки G, обм4нивающ1яся съ S) совокупность ихъ 
составитъ некоторую группу F, заключающуюся въ G; въ нее вой- 
детъ и отрицательная подстановка, если она входитъ въ группу G. 
Порядокъ F  обозначимъ черезъ [xw, гд^ [а=  1 или 2, смотря по 
тому, входитъ ли отрицательная подстановка или н4тъ.

Возьмемъ теперь подстановку S \ не входящую въ F , и соберемъ 
въ одну группу вс4 подстановки G, оби,Ьнивающ1яся съ Sr; обозна
чимъ новую группу черезъ F  \ въ нее войдетъ ж отрицательная под
становка, если она входитъ въ G; но общихъ обыкновенныхъ подста- 
новокъ группы F  ш F f ш  шогутъ ш4ть. Пусть, напр., обыкновенная 
подстановка Т  содержится въ J 7 и F r; подстановки F , обмгЬниваю- 
щ1яся съ Т, будутъ обменивающимися еъ подстановками F \  съ кото
рыми обменивается Т  (п. В); поэтому F  заключается въ F 1; такимъ же 
образомъ убедимся, что F r заключается въ F, и следовательно 
F  ж F r тождественны, что противно положен1Ю, что. Sr не вхо
дитъ въ F. '

Взявъ подстановку Sr\  не входящую въ F e F \  составимъ группу 
обменивающихся подстановокъ F f\  которая также не будетъ им^ть 
общихъ обыкновенныхъ подстановокъ съ J 7 и F f; такимъ путемъ мы 
можемъ исчерпать вс* подстановки группы О, которая разложится на 
рядъ группъ F , F \  не им-Ьющихъ общихъ обыкновенныхъ
подстановокъ.

Теперь произведемъ группировку подстановокъ группы G другимъ 
способомъ.

Возьмемъ которую нибудь изъ выше указанныхъ группъ обмени
вающихся подстановокъ ? напр. F, и будемъ преобразовывать ее 
вс^зш подстановками группы О.

Мы получимъ, по числу подстановокъ ^группъ F, F v F 2r..FN_^
изъ которыхъ каждая будетъ состоять изъ обменивающихся подста
новокъ (такъ какъ какова бы ни была подстановка Т, если подста
новки S ж 8 Г — обменивающаяся, т. е. если SSr= S fS} то T ~ l STm 
T^~l SrТ  будутъ очевидно обладать тЬмъ же свойствомъ). Но между 
этими группами будетъ по тождественныхъ ([хт =  порядку
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группы F ). Въ самомъ д^д4, группа G можетъ быть представлена 
следующей таблицей:

Л = 1 ， 尽 ， 民 ， • … . • • • \xm
А , . А 、 Л 式 ，…

― ― 1

Л , • А 、，… 舉

一 1 汉1， 一  1 汉2, • • • i j j j n 一

JXW

гд^ ^ A v . . подстановки группы F , ^ Sv S2>. . .S N
—1

суть обыкновенный подстановки G, выбранныя такъ, чтобы каждая 
изъ нихъ не заключалась ни въ одномъ изъ предшествующихъ 
столбцевъ. Не трудно убедиться, что эта таблица заключаетъ всЬ 
подстановки G и притомъ по одному разу.

Группы, получаемыя преобразован1емъ группы F  съ помощью 
подстановокъ одного и того же столбца, будутъ тождественны; чтобы 
это установить, стонтъ только заметить, ч то Л ^ 1 A t A jя A i ~ lAnAv 
для всякихъ значешй i , j ^ l  ж п находятся въ первомъ етолбц  ̂ и что 
поэтому,подстановки

(А .8 к) ^ 4  A.Sk =  S ~ l 4 - 1 А  Л. Sk 

1 АпА{ 8к =  Sk 1 Л „ к

войдутъ въ одну группу一 преобравоваше подстановокъ А  подстанов
кой Sk.

BwicTi съ т4мъ группы, представляются преобразован  ̂ Р  съ 
помощью подстановокъ различныхъ столбдовъ, наверно будутъ раз
личны.

Обозначимъ -^различныхъ группъ, пояученныхъ ивъ F  указан-
нымъ образомъ, черевъ F X1 F.v . . . F N • -

一一1
Рядъ группъ F : F v  Fg,. . .  можетъ не исчерпывать всего ряда 

г р у п п ъ F \  F , f Положимъ F r не заключается въ ряду 
Fy F v ^ а?. . . .  Въ такомъ случай, преобразовывая подстановки F r
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подстановками группы (?，пшгучимъ 一  различныхъ группъ обйгЬ-

нивающихся подстановокъ F \ F x\  . ,, порядка }хт каждая. • 
Продолжая дайе такимъ же образомъ, мы исчерпаемъ весь рядъ 

F \ F ' \ . . .  и следовательно всю группу G.
Въ каждой rpynni F , . .число обыкновенныхъ подста-

новокъ равно jim —— 1); число этихъ группъ р о в н о ; по
этому число равличныхъ обыкновенныхъ подстановокъ, заключаю
щихся въ группахъ ряда F y F v F ^ . . .^удетъ

磊  — 1) = 丟 (m— l )， -

Т^кизнъ же образомъ найдемъ，5то число различныхъ подстано- 
вокъ, заключающихся въ группахъ F \  . . . будетъ

( т — 1) ит.д.

N — общее число подстановокъ трупы G , будетъ

( !)  瓦 十 吾 (辦— 1) + 吾 (饼 1) 、十 • …

N ——д'Ьлое число, положительное и конечное; тоже и числа ш9 т \  
и т. д. Чтобы определяемое формулой (2), удовлетворило втимъ 
услов1ямъ, необходимо, чтобы въ знаиенател-Ь въ скобкахъ заклю- 
чался только одинъ членъ 1 — но тогда N = ^ m  ж вся группа G
совпадаетъ съ группой F  перваго типа, что и требовалось доказать.

6 . Пусть G есть группа конечпаго порядка N^' непринадле
жащая ни къ первому, ни по второму ти пу；- въ шакомъ случать 
N =  2г, гдгь г  равно 12  ̂ 24 или 60.

Для доказательства теоремы мы воспользуемся т̂ Ьмъ же спосо- 
бомъ подсчета числа подстановокъ, входящихъ въ группу G9 который 
быдъ подробно изложенъ въ предъидущемъ пуяктЬ. Разница будетъ 
ли瓜ь въ томъ，что въ группу G теперь нав电рно входитъ и обращен
ная подстановка относительно какой нибудь изъ заключающихся въ (3
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грушгь обменивающихся подстановокъ. Пусть F  будетъ та группа 
обменивающихся подстановокъ, относительно которой въ G суще
ствуете обращенная подстановка. Если мы будемъ преобразовывать 
ее подстановками G, то число различныхъ группъ порядка 2ш *) 
будетъ вдвое меньше, такъ какъ не только подстановки каждаго 
столбца (стр. 94) будутъ давать тождественный группы, но и произ- 
ведешя этихъ подстановокъ на обращенную относительно F  подста
новку дадутъ так1я же группы.

Формулы (1) и (2) предъидущаго пункта примутъ въ кастоящемъ 
случай видъ

(1) 墨 (w— 俯一1)+ ^ 7̂ ( 桃一1)+ ..”  г... =  1или2.

(2) N = — x-------------- ,  2 ------------------------ •
1一 — (饥 - 1)— W (w' — Г О  (饥 " _ 1 ) - …

Числа N y ш9 ш \ т  . . .  ц^лыя положительныя; N  >  2ш7 2ш\
2 т \  . . . .  Поэтому число членовъ отрицательныхъ не можетъ быть
бол^е 3 ^каждый изъ нихъ >  |  j,  Равсматривая отдельно случаи,
когда число этихъ членовъ равно 1, 2 или 3, приходимъ къ слгЬдую- 
щимъ заключен1ямъ:

a) случай одного члена невозможенъ, такъ какъ тогда N  2ш, 
что противно положенш;

b) если въ знаменателе два члена ж Jc=  2, то N ^.2m y что про
тивно положешю; если же kf = 1 7 то т  должно быть равно 3, 
a w  =  2; следовательно I

N = 2 A 2 ;

c) если въ знаменателе три отрицательныхъ члена, то ни одно 
изъ чиеелъ кг и кп не можетъ быть равнымъ единиц-Ь, такъ какъ въ 
такомъ случай N  было бы <  0; при кг =  1с/ = 2 ,  одно изъ чиселъ

т  и ш \  напр. т  должно быть равно 2? другое, напр.? V = 3 ,  
и третье ж  можетъ быть равнымъ В, 4： и 5.

*) pi. =  2, такъ какъ теперь, на основан!и одного зам^чан!я п. 4, отрица
тельная подстановка должна входить въ группу G-.
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Bet npoqia предноложен1я ведутъ къ противор-Ьшямъ.
При указанныхъ значетяхъ чиселъ т ,  т  и т  N  соответственно 

равно
^ = 2 . 12, 2 .24 , 2 .60 . 

что и требовалось доказать.
Каждому значен1ю N  соотв^тсгвуетъ особый типъ группъ ли- 

, нейныхъ подстановокъ конечнаго порядка.
7. Теперь обратимся къ опред'Ьлешю вида подстановокъ, вхо- 

длщихъ въ группы порядка N = 2 r  =  2Л2У 2.24, 2.60, не при- 
надлежащ1я первымъ двумъ типамъ; изсл'Ьдован}© это мы поведемъ 
въ сл'Ьдующемъ порядк4: B M id t съ группою G порядка 2г будемъ 
разематривать группу д соотв^тственныхъ неоднородныхъ подстано-

- вокъ (7) = ^ ) ，порядка г; группа ^，очевидно，изоморфна*)съ(?.
По особымъ для каждаго значен]'я числа г  соображен5ямъ мы убе
димся, что группа д состоитъ изъ s группъ обменивающихся подета- 
новокъ, по t членовъ въ каждой. Обозначимъ эти группы, взятия въ 
какой нибудь последовательности, буквами av av ... ocs. Будемъ под
становки д преобразовывать ея же подстановками; подстановки, вхо- 
дящ!я въ одну изъ группъ а, посл^ преобразован1я составятъ опять 
какую нибудь группу тш'о же ряда; такимъ образомъ n o c ii каждаго 
преобразовашя буквы а будутъ получать новыя рази4щешя; каждой 
подстановка д будетъ соответствовать подстановка, изменяющая 
одно рази,Ьщен1е буквъ а въ другое; совокупность всЬхъ такихъ под- 
становокъ, соотвЪтствующихъ вс^мъ подстановкам!» 夕，составить 
которую группу Г. Новая группа, очевидно, изоморфна съ д и G; она 
будетъ кром^ того транзитивна **) .  Число s, какъ мы увидимъ 
дальше, равно 4 или 6 , а порядокъ Г ~ 1 2 и 2 4 ：въ первомъ случа-Ь 
и 60 во второмъ; nocTpoeHie группъ. подстановокъ изъ 4 и 6 буквъ, 
порядка 12, 24 и 60 — вполне известно; пользуясь соотношен1ями,

*) Если каждой подстановка группы А  соотв^тствуетъ одна или нисколько 
подстановокъ группы JB и, вм^ст^ съ т^мъ, если произведешк} двухъ подста
новокъ А  соотв^тствуетъ произведен1е соотв*Ьтственныхъ подстановокъ В , 
то говорятъ, что группы Л и В изоморфны.

**) Группа называется транзитивной, если подстановки ея позволяютъ 
хоть одной изъ буквъ занять м̂ Ьсто каждой изъ остальныхъ; порядокъ тран- 
зитивйой группы подстановокъ между h буквами всегда есть кратное числа к.

7
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существующими между подстановками такой группы и благодаря изо- 
морфности Г, и мы и составимъ подстановки двухъ посл'Ьднихъ 
группъ.

Предварительно сд^лаемъ сл,Ьдующ1я два saisitqaBia:
a) Группа д не можетъ заключать въ ce6t  группы, порядокъ ко

торой бсть число простое, и которая была бы перестановочна со вс^ми 
подстановками^. Въ самомъ д^л^, пусть существуетъ такая группа^'; 
она представитъ степени одной подстановки; соответствующая въ G 
группа будетъ состоять также изъ- степеней одной подстановки, взя- 
тыхъ со знакомъ ± ; съ ней будутъ перестановочны вс^ подстановки 
G一 поэтому О будетъ втораго типа, что противор4читъ положенш.

b) Пусть N  некоторое конечное число, содержащее множителемъ 
простое число п въ степени а; всякая группа подстановокъ порядка N  
будетъ заключать въ себ^ п р ч - l  груипъ порядка п7, и число N  
представится въ вид^ wav ( r ^ - b  1), гд^ wav есть порядокъ самой 
общей группы, входящей зъ данную группу и перестановочной со 
вс^ми ея подстановками.

Теорема эта есть обобщеше известной теоремы Cauchy; она до
казана впервые Sjlovf'uw b  въ Y т. Mathematische Annalen. Дру
гое доказательство дано F robe n ius?〇MbBb Crelle^ Journal, В. 100,
S. 1 7 9 - 1 8 1 .

- Теперь мы можемъ обратиться къ построен1ю группъ каждаго изъ 
указанныхъ типовъ.

8 . iV = 2 . 12 , г = 1 2 .
По теореагЬ Sylow ’a должно быть

12 =  8 v (3 i? -b l).

Единственныя возможный для v и 及 значейя: v =  1， 
группа д заключаетъ поэтому 4 группы 〇cv а2, а3, ос̂ обм-Ьниваю- 
щихся подстановокъ, порядка В— каждая (5 =  4, t =  В). По
рядокъ [х группы Г подстановокъ изъ 4： буввъ, изоморфной съ ff и G 
и транзитивной, долженъ быть, съ одной стороны, кратнымъ отъ 4,

- " 12 
съ другой —  д^лителемъ 12; такимъ образомъ [х =  了，щЪ I，т
основанш предъидущаго, или 3, или 1. Если бы I было равно 3, то 
каждой подстановка Г отвечало бы 3 подстановки которыя состав
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ляли бы группу. Подстановка Г, равная 1 (тождественная) —  пере
становочна со всей группой Г; соотв4тствующ1я ей 3 подстановки д 
были бы также перестановочны со вс^ми подстановками д; но этого 
быть не можетъ; поэтому 1 = 1  и =  12 .

Изъ 4 буквъ а1? а2, а3, и можно составить одну только тран
зитивную группу 12— порядка, 一  такъ называемую знакоперемен
ную группу*). Эта группа можетъ быть образована， какъ известно и 
какъ не трудно уб-Ьдиться непосредственнымъ составлешемъ ея, съ 
помощью сл'Ьдующихъ трехъ подстановокъ:

^ ，= (а 1а2)(а8а4), 5 ，= (а 2а8) (^ a j, 6,，= (а 1а3аз)=(а1а3) (а3а2),

соответственно 2, 2 и 3— порядковъ (Af'2 =  В ，2=  С，2=  1).
Подстановкамъ Л \ В \ Gf будутъ отвечать въ группа д по одной 

подстановв̂ Ь, а въ групп4 (9 —  по двй.
Обозначимъ одну изъ подстановокъ, соотв-Ьтствующихъ А  въ 

групп-Ь Gj черезъ А  и приведемъ ее' къ каноническому виду; пусть

аЬ = 1 , а неравно Ъ.

На основан1и ^лош  А，2= 1 ,  А2 будетъ равно ±  1, т. е.

а2= ± 1; Ь2= ± 1. 

у沿… 土 у2 ’ а2Ъ2 =  а ^ = 1 .

Если а3 =  1, то а =  1; ycJOBie a b = l  требуетъ, чтобы и
Ъ было бы равно ±  1, а это противор^читъ положевш, что а неравно Ъ; 
поэтому

а2 =  — 1; а =  z b i, Ъ =

*) Назовемъ круговую перестановку 2 буквы а и р транспозищей и обо- 
значимъ черезъ (ар). Знакоперем-Ьниую группу составляютъ вс-fe т-Ь раЗм-Ьще- 
шя, который могутъ быть получены изъ первоначальнаго съ помощью четнаго 
числа транспозищй.

7*

yv . . .а 2уг 
А2=  •

У%， ' * •於 У\

yv . . .  йух
А  =

. . .  Ъу2
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Такимъ образомъ за А  можетъ быть принята одна изъ подста-
ЕОВОБЪ

y13. • • iy l
или

%，• • • 一 У̂ ) • • • W2

изъ которыхъ каждая равна другой, умноженной на отрицательную 
элементарную подстановку. Мы въ дальнМшемъ примемъ за А  под
становку

(1)
yv . . .  iy l

А  =
У24 • * • —^2

Пусть В — одна изъ подстановокъ (т, соотв4тствующихъ подста- 
HOBEt В г группы Г, и пусть

В
yv-
У24 • m %

aS

CooTflomeHie A l B r =  B r A r или B r^ l A r B r 
что Б — =  t. e.

Pt = 1-

А! показываетъ,==

外，• • •（aS 十  2ia “ 2 yv … 土 切 1
B ^ A B = = ：

•• y2, . . .  2iy8 ух— г (a8 - ь  py) y2 У̂ч • • •

Если бы Б ^ 1А В = - ^  Ay то изъ уравлен1й

aS + 含丫 = 1 ，a8 —  Р丫 ==Л， оф =  0，丫S =  〇 

следовало бы

р =  0 ; у =  0 , а8 =  1; и, т. к. B r2 —  \^ jB2= r t l ? то а2 =  82.

Но тогда В  совпадала бы или съ Д  или съ — что невоз 
можно. Поэтому надо считать

В ^ 1А В  =  ~ А .

Въ такомъ случай получаются уравнешя

оф =0， у8 =  〇，aS 十  р丫 =  一 1，aS — p丫 = ：1.
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ЕромгЬ того, такъ какъ Б 2=  = t 1, то

ос =  0， S =  0， р丫 =  — 1 у 

、. 酽= 丫2, 尽= ± 1 ，丫= = i= l.

Для В  получаются два выражен1я, изъ которыхъ каждое есть 
произведете другаго на отрицательную подстановку. Примемъ за В  
подстановку

У \ ”  • • У 玄

Ут> • • • —У\

Для опред,Ьлен1я подстановки (7, соответствующей въ G подста- 
H〇BBi Gf группы Г, raieMb соотношешя

(У 一1 A f СГ =  В、 & 一1 0 е =  A f В \
Откуда

<7—12(7= 土 Б, С_15 С = 土 АВ ши 5(7土 土 GAB.

Изъ предъидущихъ зам'Ьчатй ясно, что мы можемъ выбрать про
извольно одинъ изъ знаковъ± для-4(7или BG. Положимъ AG =BG . 
Пусть

的 ，… 吼 + 私

G =
У • • • УУг

а8 -— Ру

夕”… 吨 一 两 / 2
С] Т̂  - * •

夕1，• • • • 了夕1 +  各％

• -Y % 1  — % 2 % ，• • • 一 (〇 % + _

AG

Отсюда 、

a i =  y, y i =

• • • УУ2 一 务 Уг
B G =

a, —  % =  S， 一  8г =  一  p.

У1，… 土 (一 物 У г + М  

乂，… ± (—i)(c%+臥 )
土  CAB

откуда

— §  =  i丫， у  =  г^, a  =  = р  г8, 一  S = 不  i a .
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Изъ полученныхъ соотношешй сл^дуетъ, что

丫 ：= a i ， Р = 况， a =  •

Такъ какъ a8 一  =  1 ? то а2, въ зависимости отъ того, бу- 
детъ ли BG  == ±  GABj получить соответственно сл,Ьдующ1я зна- 
ченш

Такимъ образомъ получаемъ для подстановки G четыре вида:

Уг”  

У2> *

Vv • 

• 一  汉2)

Сейчасъ же можно убедиться, что группа (?, содержащая подста
новки А, В, и одну изъ четырехъ вышеуказанныхъ, непременно бу- 
детъ заключать и три остальныя.

Въ самомъ д^л^, если мы положимъ

У” .
С =

У泊，

• • — 夕2)

• • 宇 (夕1十妁 )

то приведенныя выше подстановки будутъ соответственно

土0，土 СВ.

Группа G порядка 2.12 будешь̂  такимъ образомъ̂  состоять 
изъ подспгановокъ ,

± 1 ，士  А ， 土  В ， 士  А В

(Ш ) ±  С, ±  СА，土 СВ，土 САВ

士  С?2, ± ( ^ 2 ,  ± С 2Б , 土



Для подстановокъ групиы д мы выпишемъ полныя вы^ажен1я, 
такъ какъ вп〇(УгЬдств1и будемъ ими пользоваться:

— 10В  —

(Tetr)

9 1 1
刀 = 1  ■ - ^ _ n ，

1 • Y)— 1 P + 1 P + 1
” + 1 ’ \ + 1 ， ! ) — 1 ’ IQ— 1

У) —  i у )一i т ] ч - г t j十г

7)一V t j一г

Эту группу можно еще представить и въ сл'Ьдующемъ вид^:

刃，一 4，一
1
TQ J

1
T ，

1 1— С7, 一 о 9 0 у

。2, — (Т2，一 1 1

а 1
т)十i

9, N = 2 . 24：; r =  24.
По теорем  ̂ S ylow ’ a

24 =  3 v (3j p +1).

Единственныя возможный значетя для р  и v: jp= 1 h v = 2 .  
Поэтому группа д заключаетъ 4 группы ocv а2, а3 и а4 3 ^  порядка 
(s =  4, # =  3). Порядокъ ]х группы Г  есть кратное четырехъ и д4-
литель 24, такъ что ^  =  у , а I можетъ быть равно 1, 2, 3 иди 6. 
Невозможность предположен1й 1 — 2 м и  3 мы докажемъ по предъ- 
идущему; если же Z =  6 , то д должно содержать группу д по
рядка 6—? съ которой будутъ перестановочны вс* подстановки^; 
д будетъ содержать (по теоремЪ Sylo w 7a) одну группу д 3— по
рядка; такимъ образомъ д будетъ содержать группу д порядка 3—7 
съ которой ея подстановки перестановочны, а это, какъ выше 
указано, невозможно. Такимъ образомъ I должно быть равно 1, 
а ^  =  2 4 . '  "

Группа Г  подстановокъ ивъ четырехъ буквъ, порядка 24 , есть 
группа, составленная изъ вс4хъ возможныхъ между 4 буквами под-
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становокъ. Эта группа можетъ быть получена иаъ знакопеременной 
группы присоединея^мъ къ ней подстановки

=  (аг а3 сь2 а4).

Видъ D, однод изъ подетановокъ соотв'Ьтствующихъ Т)\ 
определится следующими соотяогаен1ями:

D /4= l ,  А \
откуда

1>  =  ± 1 ;  Л )  =  ± 2 )左 

Мы выберемъ за JD ту подстановку, для которой

А В ^ В А .

Пусть D  =
汉2, • • • 丫沒1 + 吻 2

aS —  Ру =  1.

AD
yv • •為 г К  

У2” • • 十У г — 执У 2
DA

Отсюда 隹= 0 ，丫 =  0 h D

У” --------咖 ! + 臥 )

% ，•••“ (!％ +  〜 ) 

Vv… 叫h

У2”  • • 吝У2
a8 = 1 .

Изъ услов1я D 4 =  ±  1 сл^дуетъ a4 =  S4 =  ±  1, a8 =  1. 
Обозначая черезъ j  корень 8-  степени изъ единицы, получаемъ 

для В  выражеше
Ухч • * • 3 У\

В
У29 • * • 3 У2 

Группа G порядка 2.24 будешь состоять подетановокъ

± 1 ,  = ь А , ± ：В 9 ± А В ,  ± D 9 " ± A D 9 ± B D ^  土Л В 2 ) ,

( IV )  ± C ， ± G 4 ， ± C B ， ± C M 5 ， ± G Z )， ± ( Ш ) ， ± C B D ，土а 4 Ш )，

土С2, тСРА，土С2：̂ 土С2АВ. ±G2D, =szG2AJD，土
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Подстановки группы д представятся въ сйдующемъ вид4:

Y]’ =  A — A — 1
* ^ T ，

1
" V ，

iv), 一Ч -
г

• Т "，

i
i ，

( 〇ct) • ，- г ё ，

.in+ l
V i ，

刃一 1
一 砰

1J+1
i p i ，' ij—1 ’

” 一i
t j+ i

r\—i 
， t j+ i ， 一 i  ’，

т)+г
— 口 ，

— I
•” 一i

”一名，
—i — *9 t)—г 7

ИЛИ

一 A  -
l 1

切 ， - -初，
г г

， 了 ，

口 ， — ( 7 , -
1
a

1
» ~  ? i a , —Ч

г
а

г
J Т » 〇■=-

• 1Q—1

A — (72, - 1
"5 2

1
У г_сг2, - i(72, г

一 7
г

、

1 0 . N = 2 . 6 0 ; r  == 6 0 .

Подобно предъидущииъ случаямъ установимъ, что
1) группа д будетъ содержать 6 группъ изъ 5 * подстановокъ

каждая (s =  6,  ̂=  5). 、

2) группа Г  будетъ транзитивная группа изъ 6 буквъ порядка 
60; она изоморфна еъ знакопеременной группой изъ 5 буввъ*).

Знакопеременная группа изъ 5 буквъ можетъ быть построена, 
между прочимъ, съ помощью сл^дующихъ подстановокъ

А  =  ( a v  а 2, а 3, а 4, а 5), Б '  =  (а 2 а 5) (а 3 а 4), G r =  (а 2 a j  (а2 а 5)7

порядокъ которыхъ соответственно равенъ 2, 2 л 5 (5 ；2= (7 '2= J .，5= 1 ).
Пусть А  есть одна изъ подстановокъ Gy соотвФтствующихъ А г; 

изъ услов1я Л ' 5 ~ 1  ел^дуетъ, что Л5 =  ±  1. Пусть каноническ1й 
видъ А

• • • ̂ У\
А =

. .  . Ъу̂
аЪ = \п

*) Serret. Trait6 d’AIg5bre Sup6rieure. *
Veronese. Interpr6tation g6om§trique de la th6orie des substitutions den 

lettres, e t particuli^rement pour n=S, 4, 5,6. Annali di Matematica, 2 s., t. 11.
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Отсюда

А5=
队 ，. . . а 5扒 Vv • • • У\

i ，

夕2, • • • Ь5 沒2 少2, • • • 土  穸2

Положимъ
s аъ =  Ъь= — 1.

а5= & 5= ± 1.

Обозначая черезъ е корень Ъ°1 cfeneHH изъ отрицательной еди  ̂
卿 （一 1)， ыы найдеиъ, что

, А  =  _
』一、

Для опред'Ьлешя подстановЕи 5 , соответствующей въ (х подста- 
HOBKi В \  можемъ воспользоваться соотношен!ями

S Б ,2= 1 ; Л 5  =  士 凡 Г "1, 5 2 =  ± 1 .

Возьмемъ В2 —  — 1; пусть

於，• . .  〇%  +  办2
В  = а8 —  Ру = 1;

А 7 ? =
Уху-

知 … 丫 ％ + ^ 一 4

^  ,  义 ，•••£一 40% + 臥 )
= ± ^ 4 ^ = 土

穸2，." S (丫 义 +8於)

, Отсюда

а£ =  土  ae—、 ps一 1 =  ±  和 _ 1 ; 丫s =  土 了 s， Ss—1 =  土  Ss.

Если а и 8 не нули, то s4 =  1? что невозможно; поэтому а=8=0; 
Р и у въ такомъ случай уже не могутъ быть нулями (•— 爲丫 =  1); 
поэтому изъ даухъ знаковъ въ формулахъ уе =  =ь-уе? 1
надо выбрать верти .

KpoMt того =  *у2, [ 3 ^ 7； поэтому окончательно можемъ по
ложить

У\Ч • • • • У2
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Теперь остается определить С— одну изъ подстановокъ группы бт, 
соответствующий» подстановка G' группы Г.

Для этого им^емъ соотношен1я
• /

с,2= 1，（В'(Г)2= 1，（Л，2С')3=1; (72= ± 1，（Ж 7)3= 土 1，.(23(7)3=±1. 

Пусть
■的 ，•• .а的 + 队

9с

Положимъ, что мы привели С къ каноническому виду

У\、• • • ау〜

У̂9 • • •
а неравно Ъу аЪ— 1.

Изъ условк G2 =  土  1， сл每дуетъ， что а — —  & =  土  i ， 
а -+- Ь =  〇.

Но а и Ь суть корни уравненк

а — ^  Р 

丫，名一 s
0 .

Поэтому уравнен1е а-*-Ъ — 0 влечетъ уравнен1е:

а н -  5 =  0 .

Равсуждая совершенно также относительно BGy мы найдемъ

一  р -н у  —  〇•

Приведемъ Л2С къ  каноническому виду; пусть

У\ч • • ^  У\

% ，，• • 石 穸 2
J ? G = ， а неравно Ъ\ a bf=  1.

Такъ какъ (』2С)3 =  ±  1， то а '3 =  &'3=  土  1. Выберемъ изъ 
двухъ значен1й, которыя им^етъ подстановка А2С̂  соответствующая 
Л 2С\ то , для котораго

а 8 =  — 1,
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Ho A2G：

Отсюда слАдуетъ, что а и У будутъ корни уравнешя 
а2 —  а -н  1, и поэтому

а ^ Ъ г =  1. 

夕1” . . 似 2扒 + 和 —2%

%”  • • 丫 +

поэтому а и У суть корни уравнешя

ае2 — s，和一2 

ys2， 8s一 2 —  s

соотношете а -^Ъг = 1  даетъ

〇;

as2 +  Ss—2 =  1 •

Такимъ образомъ для опред^лешя а, р, 7 , 8 им^емъ уравнешя

а + 8  =  0，一 尽 +  了 =  〇， ае2-н§е—2= 1 , а8 — ̂ у =  1.
\ *

Отсюда

а== — 8 =  ^ ^ ，р =  у，а2 +  р2+ 1  =  0.

Изъ посл^дняго уравнешя для р получается два значешя. 
Группа ^  линейныхъ подстановокъ порядка N = 2 . & 0  мо- 

жетъ быть построена 2 способами: съ помощью подстановокъ Af В9 
G ж Л 9 В  ж С}9 гдЬ

扒，••.， 一 鉍 2 

知 … 一 私 一 嘴  z
G

夕1，• • •邮 1 + 办 2

y w ^ h  —  Щк

Не трудно, однако, заметить, что, если черезъ S  мы обозначииъ 
подстановку

Уил • • • У\

то 5 ~ 1(71Я =  С, а поэтому дв^ группы будутъ отличаться только 
обозначен1емъ.
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Такимъ образомъ окончательно за G мы можемъ принять подста-

1 л# e 1 -
е2(1 + е )穸 1 +  * (1 + е 3) 夕2 ^  — — 丄

1 1 ? —  •
е (1+ь3) У 〜 — е2(1н-е) ^

Вся группа G порядка 2.60 будешъ состоять изъ подсшановокъ 

〇〇 士义，士 乂 Б ，土 ， C f ,  0 ^ 5 ， й ;,;= 1 ,2 ,3 ,4 ,5 .

Въ этомъ числ4 будутъ подстановки
2 ,  порядка —  A kB, A IcGAJ\ если к  н - / =  0 (mod 5);

AkGAj B̂  если 3/fc-t- 2^ =  0 (mod 5);
3— порядка —  если й + J  士  1三  0 (mod 5);

W d B ，если +  取土  1 三  0 (mod 5);
5— порядка一  А \  й =  1 ,2 , В, 4 ,5 ; AkCAJ\  AkGAj B, если 

предъйдуп^я сравнев1я неудовлетворяются.
Группа g неоднородныхъ подстановокъ будетъ им^ть видъ

f

(Ikos)
f

Такимъ образомъ группы линейныхъ подстановоЕЪ конечнаго по
рядка съ двумя переменными теперь намъ известны вполнЬ.

11. Пусть уг и у2— независимые интегралы линейнаго уравнешя 
2— порядка вида {В) п. 2.

Возьмемъ какую нибудь величину и0; приложимъ еъ ней всЬ под
становки группы д, и составимъ такимъ образомъ г  велитанъ

2ft as2*/ *ч+Р
ре2*/ у)—a

=

/
> )= г ~2h VJ—~(Х

as2』i)+p

fc = l，2 ,3 ,4 ,5. 

i, fc = l,2 ,3 ,4 ,5 .

穸”  • • •
C =

%，• • •

(1) M〇， 從2”  • . Ur—x.

Съ помощью ихъ и интеграловъ ух и у2 составииъ форму
✓

(2) U =  (у г —  и0 у2) (уг — иг у 2) . . .  {ух —  иг_ х у2).

Форма TJ не измгьпитъ свош вида  ̂ если мы къ ух и у2 при
ложимъ какую угодно подстановку группы G.
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Въ самомъ д4л^, приложимъ къ уг и у2 подстановку группы G ,

Vv • • • а̂1 ^2
s =  ，

夕2, • • • 丫夕1 + 印 2

порядка т; число ш есть делитель чиселъ N  ̂  г.
Расположимъ двучлены нашей формы въ сл4душщемъ порядк^: 

пусть s есть соотв4тетвующал S неоднородная подстановка

“ S3 .
Прилагая къ и0 последовательно подстановки s °=  

соетавимъ рядъ
т-

(3) uQ, и0\  u0f\ . . . и0{т~ 1\

всЬ члены котораго, очевидно, различны. Пусть иг есть одна изъ ве- . 
личинъ ряда (1), невходящихъ въ рядъ (8). Приложимъ къ ней под
становки 1, s, s2, . . .sw—1 и соетавимъ рядъ ^

(4) < ，％"，•••  w， 一

、 _

В й  члены новаго ряда различны между собою; ни одинъ изъ 
нихъ не совпадаетъ съ членами ряда (3), Продолжая дал4е 
поступать такимъ же образомъ, мы исчерпаемъ весь рядъ (1), кото
рый распадется следовательно на £ рядовъ, подобяыхъ (3), (4) и:
т. д. Зат4мъ сгрупаируемъ вм^ст^ двучлены, коэффищенты коихъ 
принадлежать одному и тому же ивъ рядовъ (3), (4) . . . .  Форма предста
вится въ вид1! : .

(5) 於 )(於 - < 於 )…(於 - т )%)(的 - ^ 从 ••(於 ， (w_1)於 )•••(的 - W
一 —1 т

Разсмотримъ въ этомъ выражеши U одинъ какой нибудь циклъ 
изъ т членовъ, напр., первый. •

Изъ предмдущаго ел-Ьдуетъ, что

(6) fc=〇，i ，2，』 - 1; •
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Обозначимъ еще
f (k+i) _  Ц〇-*-Р -̂ы
0 —  y k + l  议Q + h + l

( 8)

(9)

Изъ формулъ (6) и (7) вытекаетъ, что

w (А+1) =  (а«А-нру&)
0 — {уч^-8п) u〇-^fh-*-^k
〜 =  С ((а% +  % +  咕  +  朽 )

Ъ + A  +  h 士 1 =  с ( ^ ak +  ЬЪ) % +  y h  +  祕
причемъ с2— 1.

Приложимъ теперь на самомъ подстановку Якъ этому циклу; 
какой нибудь членъ цикла

У1 —  ̂ 1)У2

посл4 подстановки получить видъ

( d - u ^ у) у )(的 -装 S if  ̂ 2) =
= (а —w/ 十1) 丫) К 、 ).

Но (а — у) =  а 一  у aw0(*)+p 一  1 
уи〇{н)ч-д —  уи〇̂К)ч-д

T^k
(ЧУ^дП) С

V*-(
YA+i tt〇+ 以+ 1

Отсюда очевидно, что каждый циклъ формы TJ посл4 подстановки 
8  получитъ первоначальное свое значен!е, умноженное т  с —  ± 1 ;  
вся же форма получитъ свое первоначальное значеше, умноженное на

г.с въ степени
饥 •

Число т ,  соответственно типу группы, можетъ ии4ть сл^дуюпця 
значешя:

(I, G.) — щ (Ц , D. Р .)•— 2, ш; (П1, Tetr.) 一  2 ,В;

(IY , Oct*)— 2, 3, 4 и (У, Ikos.) — 2, В, 5.

Поэтому число цикловъ -  будетъ для группы (I) — нечетное 
(одинъ), для ( II)— или нечетное, или четное, и для прочихъ一всегда
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четное. Формы U 2 для первыхъ двухъ и U — для、трехъ остальныхъ 
типовъ не будутъ совершенно изменяться при подстановкахъ соот- 
в^тственныхъ груипъ. Съ помощью указанныхъ формъ мы можемъ 
составлять множество новыхъ функщй отъ величинъ ух и которыя 
будутъ обладать т^мъ же свойствомъ.

Если величины^ и 2/2 — алгебравчеше интегралыуравнешя(Б), 
но разсмотргьиныя въ пасшоящемъ пункта  формы U'2 для группы 
(Г) и ( II)  типовъ и TJ —  для остальпыхъ суть ращональныя 
функщй отъ х. -

Въ самомъ д^л^: такъ какъ уг и «/2— алгебраическ1я функщй х, 
то и Z7 —  алгебраическая функщя х. Но U  (или U 2) остается, по 
доказанному, безъ изм^нейй при всЬхъ возможныхъ подстановкахъ 
соответственной групаы; т. е. при вс^хъ возможныхъ контурахъ, опи- 
сываемыхъ х\ такимъ образомъ U  (или U 2) есть однозначная алге
браическая функщя отъ х  —  т. е. ращональная его функщя.

12 . Зная выражетя вс-Ьхъ подстановокъ g для каждаго типа 
группъ конечнаго порядка (п. п. В, 4, 8 , 9 и 10), мы можемъ сей- 
часъ же составить принадлежащую ему форму U. Видъ формъ Z7, 
однако, можно значительно упростить, воспользовавшись сл^дующимъ 
ихъ свойствомъ: навовемъ главнымъ значешемъ подстановки: s по
рядка т  (п. 11) то значевк Y)，для Еотораго ^  =  т ]= 三 ^|， 

т. е. каждый изъ корней уравнен!я

(1) 了Y)2 十 （S — a) yj —  р == 0 .

Главное значете какой нибудь степени к  подстановки s будетъ 
то же, что и для s. Въ самомъ д^л^: нетрудно убедиться непосред
ственно, что для s2 главное 3Ha4eHie определяется также уравне- 
темъ (1); допустимъ, что для sk это значете определится т'Ьмъ же 
уравнешемъ*

Въ такомъ случай, очевидно (см. обознач. п. 11),

Тл= |л у , ^ — ^  =  ^(8 — a), =

Главное значете для s^ 1 будетъ определяться изъ уравнен1я

("Y* а  +  \  丫)彳 +  (各 J  一  аАа)  ̂一  (ад： Р +  =

= (|ш 十  S",) (уу)2 +  (S ■—  а) Y) —  Р) =  0.
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Такимъ образомъ действительно главное значеше для всФхъ 
степеней подстановки s одно е то же.

Если поэтому мы за и0 возьмемъ главное значеше подстановки s9
то первый циклъ нашего полинома U  обратится въ

1

{У\ - -  и〇 У2)т -

Расположимъ теперь остальные двучлены XJ нисколько иначе 
именно 2-  циклъ составимъ изъ подстановокъ вида vs,...vsm~ 19 
гд4 汐一подстановка 仏 не входящая въ первый циклъ; 3竺 циелъ—切， 

ws^. . .wsm̂ 1, гд-Ь ге；— подстановка, не входящая въ 1 и 2~ циклы, 
и т. д. Если зат'Ьмъ, при выбора для и0 главнаго значен1я s, подста
новки v, w ,, . . обращаются въ г^0, . . . ,  то, очевидно, U предста
вится въ видгЬ

、 ^={(Уг — о̂У2) (̂ 1 — 0̂%) —
» *  ■

Если группа д им'Ьетъ кром^ s еще подстановку t порядка р  и 
если мы черезъ обознаадмъ ея главное зяачен!е, ш  U  получитъ 
видъ

. У  =  {(Уг — и〇 У̂ ) (У.1 ^  (Уг — wdŷ ) • • • }Р
и т* д.

Составлеше формъ U  для всЬхъ типовъ грушгь линейныхъ под
становокъ конечнаго порядка не представить теперь никакихъ затруд- 
ненШ.

А) Форма U для группы типа (I) вм4етъ одинъ циклъ; она пред
ставляется въ вид^

к= т
г  =  Д  (外一 s〜〇 У2)= 义饥 I  (— и〇 У̂ т - 

л = 1

Если за и0 возьмемъ 0, главное значеше подстановки ^  =  е2*^, 
то U  обратится въ угт .

*) Если случится, что которое нибудь изъ чиселъ v〇, гс〇, . . .  обращается 
въ 〇〇, то соответственный циклъ составится изъ степени _



— 114 —

В) Группа д типа (П) (п. 5) заключаетъ подстановки порядка 2 
и ш; поэтому можемъ для U  получить выражеше въ вид,* квадрата 
некоторой формы степени ш и въ вид^ т -  степени некоторой формы 
2°1 степени.

Общ1й видъ U
к= т

г  =  Л  (义一 (уг
t2k 、

+ 疋 ％

Если за и0 возьмемъ О, главное значеше подстановки т{ =  &2кг\, 
то U получитъ видъ

Т!г =  Ш т .

главное вначеше входящей въ 
— i  то для U  найдемъ со-

"Еели же за и0 возьмемъ ± i  
группу обращенной подстановки у\ ： •I
ответственно:

% = ( с + 2， к + 〜 л 2.

G) Группа д типа (Ш ) (п. 8) заключаетъ подстановка 2— и 
3— порядковъ; соответствующая форма U можетъ быть представлена 
въ вид^ квадрата некоторой формы 6— степени и куба некоторой 
формы 4 ^ степени. Общи видъ ?7, какъ не трудно убедиться изъ 
таблицы п. 8 :

и = 1 1 к(У12— икУ22) (Уг2— ^  Л = 〇, 1，2,

• и0 и.2W-х —  - - - - - -  V -  щ -，；
1  W〇+ l ’  -  UQ

Если за и0 примемъ О, главное значеше подстановки 2—порядка 
= 一  Yj, то для U  цайдемъ

=  \vi у2 (Ух — y^)Y  =  Р  ̂  у г̂

Если же за и0 примемъ 一  不  V ^ )  —  главное значеше

一  г , то для TJ получимъ соот-подстановки порядка у{ 
в^тственно

V ,=  { y ^ i V l y ^ y ^ \ \  Uz= \ y ^ - 2 i V l y ^ y i ^ ) \
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JD) Группа g типа (IV) (п. 9) заключаетъ подстановки поряд- 
ковъ 2—, В— и 4—. Формы, принадлежащ1я этому типу, могутъ быть 
представлены въвид^ 2, 3 и 4 -  степени отъ формъ 12- ,  8 и 6-сте 
пени. ^

Общ1й видъ TJ

и  =  П  (у^ — у^) [у ^  —  ^ y ^ j, fc = 0 ,1，2,

их =  —  г —~ I1， и2 =  — —~1 г/〇ч-11 1 и0ч-г

Если и0 положимъ главному значешю подстановки2—

порядка у)7 =  一 ^ , то ?7 получитъ видъ

=  \У\2 一  ^ У \  У ̂ —  з 3 义 4 夕28 +  у212 }2.

Если за примеш>------— (1 У  В), главное значете подста

новки 3— порядка i{  = г — г , то

и 2 =  {У г^  U  и- г/28}3 =  ер3 (yv у2).

Если, наконец, за и0 примемъ 0, главное значен1е подстановки 
4— порядка т( =  щ  то

=  \У\У^{У\ — У̂  \ •

Е ) Группа д типа (V) заключаетъ додстановки порядковъ 2, 
3 и 5; форма U  можетъ быть представлена въ вид^ квадрата, куба 
и 5~ степени формъ ВО, 20 и 12 степеней. 、

Общ1й видъ U

и =  {ухъ—  и0ъу2ь) (уг н -  y ^ j Д  {у^  —  и /у ^ ) ( У г ^ ^ г У ^ ) ,

^  _  оеЯ/мо-нр
 ̂ w〇——а

j  =  l ，2 ,3 ,4 ,5 .

Если мы за и0 примемъ 0 一 главное значен!е подстановки 5—по
рядка 1\ =  е^т], то U  приметъ видъ

{vi у2 (ух v i)  [Уу—  | г  У25)}8г
1 S*
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Изъ формулъ

е5 =  — i ， а =  

не трудно найти:

R  =  {仏 仏 ( ^ 10 +  П  扒 5乂 5 —  % 10)卜  Ф 5 (义，％)•

Такимъже образомъ, положивъ u0 —  i 一 главному значейю под-

f7 H ， +522 义 25W - 1 0 0 0 5 « ( ， +2/210)+522W j/225+2/230}2.

Вычислен1е формы 2 0竺 степени иэъ общаго выраже^я ?7 нисколько 
сложнее потому, что ни одна изъ подстановокъ В— порядка не пред
ставляется въ каноническомъ ввдЪ и главное значен1е каждой ивъ 
нихъ B^iACTBie этого ш^етъ болФе сложный видъ. Для нахождетя 
ея проще 'воспользоваться следующим» зам^чашемъ: если форма 
f{y v 2/2) при вйхъ подстановкахъ группы G не изм4няетъ своего 
вида, а получаетъ только постоянный множитель, то всяшй ковар1антъ 
ея также не изменить при этяхъ подстановкахъ своей формы, а 
получитъ только степень того множителя, который пояучаетъ и 
сама форма. Къ числу ковар1антовъ формы f{y v  ?/2) относится опре
делитель*)

Определитель это^ъ, составленный для формы 1 2 - степени, стоя
щей въ большихъ скобкахъ въ выражен1и Uv дастъ форму двадцатой 
степени:

盖 )3=№ —228%5%15+ 494^ V ° + 228#W 51 220)'

*) G. Salmon. Yorlesungen tiber die Algebra der linearen Transformationen. 
(F ie d le r) § Ш .  *

沪 /  沢/

a y

H  =

дУг2
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1В. Изъ доказанной въ еонц'Ь п. 11 теоремы сл^дуетъ, что вели
чины Uv U29. UB въ случаяхъ G, D  я Е  и. 12 суть ращональныя 
функщи отъ а выражен1я? стоящ1я въ ихъ правыхъ частяхъ въ 
скобкахъ, — вообще говоря, корни изъ ращональныхъ функд1й. 
Но относительно трехъ изъ нихъ, а именно

f  iyv У ) =  У г У М  —

? (Уи =  Уг8 - ь  Н  Уг4 -+- У，28

ф (Vv =  Vi гЛ  (Уг10 11 «/i5 У2 —  У ^ )

можно легко убгьдиться, цто они будут% сами рацюпальпыми 
функщями отъ х.

Вам-Ьтимъ, что, по доказанному, при вс4хъ подстановкахъ соот
ветствующей группы видъ формъ f, 9  и ф не изменится; он^ могутъ 
только получать при этомъ множитель, который долженъ быть Е〇р- 
немъ соотв-Ьтственно 2 -, 3 -  й 5 -  степени изъ единицы.

Такимъ образомъ для доказательства теоремы достаточно убе
диться, что этотъ множитель для всЬхъ подетановокъ есть единица.

Остановимся сперва на форм  ̂ ф, принадлежащей группа fif по
рядка 6 0 ^ .

Bet подстановки соответствующей ей группы G будутъ (ш 10)

А \  AkB, Ак С 1 , Ak GAj B, й ,;= 1 , 2, 3 ,4 , 5./ •

У\，••色 Уг

i !w 三 У%
ЛкВ ^

Vv… 「 ％  

s ух
AkOAj =

. • V  (asÂ + 和~ ^ 2) 

У ^.л~3($〇кух— а£Гку^

Ak GAj B =
yv “" f 3(^kyi — 似—ку》

У a，…一 у  ( « ^  + 扣一〜 2)

a-= ^ i T )，

Очевидно, что у^) не изменяется. совершенно при подста- 
новкахъ вида А^у ЛкВ; остается проверить это для остальныхъ под* 
становокъ группы.
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Не трудно заметить, ^то ф (у1} у2) можетъ быть представлена въ 
етЬдующемъ бвдЬ

Ф (Vv У2) =  ̂  2/2 П  (Ух ^  ^  (Уг —  ^ %3 J  
/=1

Если мы приложимъ еъ  ф (у17 у2) подстановку АкСЛт , то 

У\ ^ j \y^  и У\ —  £_2У̂ 2  перейдутъ соотв^тствено въ

Q2zk-̂ m+ 2̂ zk-m-b2j 
а

И
OL {&

У1^ ? ^ - к - г ^ - к)у 2

、 (32 €т ~ к ^ лг e-k -m -2 j\
)扒+   ---------- р-------------

Произведевае уг получится изъ произведешя этихъ двухъ вы- 
раженш при т  = j  и ш ч- j  =  5.

Постоянный множитель, который будетъ стоять при форагЬ， 
им^отъ сл,Ьдующ1й видъ:

У=5
с — ‘  п

к—т e2m̂ _?2 t2j а2+р2л S
у=1

гд^ последнее произведен!© расаространедо на всЬ значетя i  =  1, 
2, 3, 4：, 5, EpoMii н - т  =  5, Не трудно видеть, что

в
с =  s—8w (а2 +  Э2) J J  〇х2 s2W +  尽2 s2)) U  (s3w —

1 j-i-т^ъ

Д  (a2 s2W- +  尽2 e2)) =  а1。+  酽0 ‘
1

U  ( s2m _ s- 2/) =  s如 — $ s- 2/ se m + 2  s - 2’  ^ 一

j +т^Ь
— 2  r 2、- 办V 2，V ”l+ s - 2 糾 +尸七， = 5s8w，

(значетя j ,  j \ . . .  и пределы суммъ понлтны сами по себ4). 
Такимъ образомъ

е =  3 (а3 +  р2) (а10 +  р10) =  1 •
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Для доказательства, что форма 9  (yv  при вс-Ьхъ подстанов- 
кагьгру1ш ы 1Т ， типаостаетсясовершеннонеизгЬнной，нужнобу- 
детъ убедиться, что полиномъ

а8 +  14 а4 丫4 +  丫8，

гд4 а и у суть коэффищенты при ух въ подстайовкахъ группы О 
(IY ) равенъ единиц^.

Изъ таблицы (IY ) п. 9 легко убедиться, что числа а и у  им^ютъ 
сл4дующ1я систему вначетй: '

1) одно изъ нихъ есть нуль，а другое— одинъ изъ корней 8 -  сте • 
пени изъ 1 (A!cBj D m ̂ к, j \  т  =  0 , 1);

2) оба суть корни 4 ^  степени шзъ — |  j ,  m = 0 , 1;
й =  1，2);

В) оба— корни 4-степени изъ 一 умноженные на корни 8 竺 сте~ 
пени изъ 1 {GkAJB lD my j : l, т  =  0 ,1 ; к = \ , 2 ) .

Во всЬхъ этихъ случаяхъ указанный полиномъ действительно 
равенъ единиц^. -

Также просто проверить наше положеше относительно f  (yv у2)щ
И . Изъ всего вышеизложеннаго вытекаетъ слфдующее подожеше: 

если уравнете 2^  порядка (п. 2)

(В) у = Р у ,

имгьешъ общЫ иншегралъ алгебраичешй^ шоу разумгья подъ уг и 
у2 какую нибудь систему его независимыхъ иншеграловъ, можно 
утверждать，что 〜

1) или каждый иншегралъ есть корень изъ рацгональной 
ф ункцт (п. 12, А) ошъ независимой перемгьиной х9

2) или произведете 2 ипшеграловъ есть корень раг^юналъжуа 
ф ункцт (п. 12, 5 ),

В) ш и нгькоторыя формы f(y v y2)t (п. 12,
О, Т)у Е )у степеней 6 , 8 ^  12 относительно каоюдаю интеграла^ 
будутъ рацюпальиыми фупкцшми.

Обратная теорема для перваго случая, очевидно, справедлива.
Для вшораго случая она справедлива сь ншошорыми дополни

тельными услов1ямщ для шретьяго случая она совершенно спра
ведлива.
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Докажемъ посл^дшя два положен1я: пусть
(1) угу2 =  f(x ) = ： ^ /R  (х), В  (ж)=ращональной функщи отъ х. 

Раньше мы им-Ьли формулу (п. 2)

(2) УгУ2 — У, =  G.

Дифференцируя (1) по ж, находимъ

(3) yiy^yiVi =  f^\
Дифференцируя (2) и (В), найдемъ

( 句  = и 〇 2 +  2 « + 队 於 〃 =  /* "〇?)•

Изъ этихъ формулъ, пользуясь еще выражен!емъ =  Ру^
мы найдемъ

(5) сЧ 2(Я+Ш г—4РУ2-
Стоящее въ скобкахъ выражен!е есть ращональная функщя отъ х у 

такъ кавъ логариешческая производная отъ корня изъ ращональной 
функции есть pa^io丑аяьная функция, а Р  — ращональная функщя по 
положешю., Поэтому / 2 есть также ращональная функщя (к =  2).

Q2
Обозначивъ 7^" черезъ 9 (ж), найдемъ

(6)
5 /  ф'(а?)Р = Ф〇г) +  16、9 ㈣ 

Легко поварить, что уравнете

Ь

/ = ( Ф  (的
5 / (̂*1 \2
16 V Ф (х)

у" W
4ср {х) *

9"⑷
4<р (ж) У

будетъ им^ть два сйдующихъ независимыхъ интеграла

—|  \У Щ а х  —|  —\Уф )йх
(7) А  =  Ф ⑷  е ，％ =  ?(%) б

Чтобы интегралы были алгебраическими, необходимо, чтобы 
jV <p(x)dx  былъ логариемомъ алгебраической функщи.
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. Это и есть дополнительное услов1е для того, чтобы обратная 
теорема во 2— изъ указанныхъ въ теоремй случаевъ была спра
ведлива.

Теперь обратимся къ случаю. По положешю, некоторая 
форма, степени выше 4 - , составленная изъ н^сколькихъ произведе- 
я т  вида (cci y1 н - причемъ ai  ие имФготъ общаго делителя,
есть ращональная функщя отъ х.

Требуется показать, что каждый изъ независимыхъ интеграловъ 
Ух и Уч будетъ алгебраической функщей того же перем^ннаго. Пусть

Обозначимъ черевъ

(9) ” 尸 普 ; 州 卜 ^ + 以 ― 1н~ М /£- 2+ “ . + ，⑷ 二 读 •

Дифференцируя логариемичееки последнее изъ уравнетй (9) и 
пользуясь формулой (2), найдемъ

(10) ° Ш = У ^  ку2 у^ ' 、

Дифференцируя (10) и опять пользуясь (2), получимъ

° 2 ( ш ) = ^  I ̂  ̂  (vf-J ~ку^  -  ̂  УА -

Подставляя въ правую часть изъ уравненя1 у2г/ =  Ру2 и у29 
жзъ равенства (10), получимъ

(и) 微 +(微 )=4 徵 4

(12) "W 劁 Ч 激 7 ⑷ 匕 (办 徵 ЧШ )'-叫 .
Иэъ посд4дняго уравнешя видно，что т] есть алгебраическая 

функщя отъ х; изъ уравнешя —  ^  ^  мы н^ Д емъ? чт0

у2 и уг будутъ алгебраическими функщями х.
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Остается только проверить, не обращается ли л4вая часть урав- 
нен1я (12) тождественно въ нуль или постоянную величину Л. * 

Если л^вая часть (12) равна нулю, то /'(yj) — Б(т) —  a f ,  гд^ 
В  и а постоянный； но это противор^читъ положен1ю, что f  состоитъ 
изъ н^сколькихъ различныхъ множителей.

Если

{fr / / w y  ,
\ / ы ) l / w  / )

то f(Yj)名 была бы ращональная функщл отъ т]，тавъ какъ стояний въ 
скобкахъ множитель рац1оналенъ относительно 73； отсюда вытекало 
бы，что числа % въ произведенш

ийгЬютъ общаго делителя, что также противор^читъ положенно. 
Поэтому, равенство (12) не обращается тождественно ни въ нуль, ни 
въ другую постоянную, и величины ух и у2 определятся съ помощью 
его какъ алгебраичесшя функщи отъ х.

Теорема такимъ образомъ доказана вполне.
15. Пусть у есть какой нибудь ин*тегралъ уравнен1я {B )y f,= P y  

и
и =  у^. .

По известной теорезгЬ L io u v ille ’ a* )秘 удовлетворите линей
ному дифферен^адьному уравнеМю порядка [х -ь  1

(1) и( т  ^  Рг -н  Р2 и{̂ 2) - н г е  =  О.

Уравнете это, какъ не трудно проверить, получается посл4до- 
вательнымъ исключен!емъ величйнъ uv щ , . . . изъ ypaBHeHin

Относительно уравнен1я (1) можно доказать, что если ух и 
представляют два независимыхъ интеграла уравнепгя {В)у то

*) Journal de Liouville, t. IY .
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уравиетю (1) удовлетворить какая угодно форма степени 
составленная изъ эшихъ иншеграловъ  ̂ и величины

У\^ ̂ У\ У ̂  1 • • •

сосшавяшъ систему пезависимыхь иншеграловъ.
По услов1ю? уравненпо (1) удовлетворяетъ степень какого 

угодно интеграла уравнешя [В)\ поэтому ему удовлетворятъ и функщи

(аЛ  + 以 )卜， 2 々 他 и
k=i

гд4 аА, [3/с, Ак —  как1я угодно постоянный числа. Если произвольно 
выбранную форму степени |х относительно ух и у2 представить въ 
вид^

Т 7 = а гу疒 'Уз 十 …+ аку !  к+ 1у :  1+ …+  0̂ + ^ 疒 ，

то всегда возможно подобрать числа А к, лк и такъ? чтобы удовле- 
творидиеь уравнешя

А*=р.+1 .
2  A d 1、  ，= 】，w + i .
А=1

и чтобы, такимъ образомъ, U  была интеграломъ уравнешя (1). 
Отсюда сл4дуетъу что действительно

(2) У '' y f —h f  、

суть интегралы уравнешя (1).
Если бы между величинами (2) существовала линейная зависи

мость
、以 尸  +  以 ， - у  +  … • +  4 + L  〇，

то отношен1е —  было бы постоянной величиной и у1 и у2 не были быУ%
независимыми интегралами уравнен1я (В), что противно положетю. 

Теорема, такимъ образомъ, доказана вполн?Ь.
16. ВсЬ изложенный въ настоящей глав^ соображешя показы- 

ваютъ, что изслгьдованге вопроса, имгьешъ ли линейное уравненге 
2— порядка, вида (В) уп =  Ру, общгй шшегралъ амебраическщ 
приводится т  слгьдующимъ операц1ямъ:



1) пъ ргьшетю вопроса  ̂ имгьешь ли это уравнеиге два нега- 
висимыхг интеграла^ изъ которые^ каждый есть корень рацю- 
иальиой функцги. _

Этотъ вопросъ въ свою очередь，на основанк заагЬчанш гл. I I ， 
приводится къ пов^Ьрк^，съ помощью、неопред电ленныхъ коэффищен- 
товъ, можетъ ли уравнете (В) удовлетвориться 2 независимыми 
интегралами вида

У\ =  • . (х —  aw)p’n ( j 〇 +  為 ж +  . • • У )，

У2 ~  (х  — 江I, 1 • . . ( 尤— ат )Г}П (В0ч - Вг х ч - . . . -V-Вt х1)}

гд*Ь а — особенный точки уравнеия, р1? r v  р2, г2, . . .рт , гт  показа
тели, которымъ принаддежатъ интегралы въ'области каждой особен
ной точки —— числа радЬнальныя, X и I —— ц^лыя числа, связанный съ 
р и г  услов1ями

~I- X —  g, 2 ^ —I— \ — s

гд4 (j u s  показатели, которьшъ принаддежатъ интегралы (В) въ 
области безконечно-далекой точки.

Если окажется, что такихъ интеграловъ уравнеше (В) не ии4етъ,' 
то вопросъ приводится .

. 2) пъ испытангЮу не будешь ли произведете двухъ независим 
мыосъ интеграловъ уг и у2 уравнетя (В) корпемъ квадратными 
изъ ращональной функщи.

Функд1я и =  угу2 удовлетворитъ, какъ легко проверить, линей
ному уравненш В— порядка

иш= 2 ( 2 Р и -^ Р и у

Надо, следовательно, испытать, съ помощью неопред^леяныхъ 
коэффид1ентовъ, будетъ ли это уравнете им^ть одинъ интеградъ, 
равный корню квадратному изъ рад1ональной функщи. Пусть интет 
гралъ будетъ

^  У\ У 2 == f(p^)m

Въ такомъ случай надо еще яров^рдть，будетъ ли f  лога， 
риемомъ отъ алгебраической функщи.
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Если всЬ услов1я удовлетворятся, то интегралы {В) найдутся по 
формуламъ (7) п. 14.

Если же услов!я не будутъ удовлетворены, то сй д уе ^  пе
рейти:

3) къ послгьдовашельному составлетю, по пргему  ̂указанному 
въ п. 15  ̂ линейпыхь уравиент порядковъ 7—, 9а-^ и 1 3 ^ , кото- 
рымъ удовлешворяюшъ 6  ̂ 8 и 12 степени какого угодно изъ ин- 
шеграловъ уравнетя (В). Если хоть одно изъ этихъ уравнепгй 
имгьетъ интеграломъ ращональную фупкщю г ( х \  то  формулы
(8)п. 14^гдгь подъ°функщей Ф (у^у^  слгьдуешъ разумгыпь  ̂ соош- 
втьтственио степени уравнения, формы f(y v 9 (yv У2) ^  
ф(^/1Гг/2) п. 13, укажушъ, какими алгебраическими функцгями х 
будутъ интегралы ух и г/2.

Если же ни одно изъ этихъ урав^ен1й ращональнаго интеграла 
не вм4етъ, то уравнете (В) не ии^етъ общаго алгебраическаго инте
грала.

17. Нами выше найдены вс4 типы группъ конечнаго порядка 
изъ подстановокъ, испытываемыхъ интегралами уравнения (п. 2)

въ то время, когда независимая переменная описнваетъ всЬ возмож
ные контуры воЕругъ особенныхъ точекъ уравнен1я.

Посмотримъ теперь, ч4мъ будутъ отличаться отъ вайденныхъ 
группы конечнаго порядка изъ подстанововъ, испытываемыхъ инте
гралами уравнетя вида (п. 2)

изъ котораго, преобразован1емъ у —  ие~ 2 получается уравне- 
ше (В). • %

Пусть иг и щ  —  два независимыхъ интеграла уравнетя (В). 
Величины

(В)

у” + р у ’ +  q%j =  〜

( 1 ) 9 У2 ^



Такъ какъ

ч  
3

Если независимая переменная опишетъ какой нибудь сомкнутый 
контуръ, заключающ1й одну или нисколько особенныхъ точекъ, то 
величины иг и и2 испытаютъ подстановку

«  •+*
?

• - i-  Sw/g

принадлежащую къ одному изъ 5 поименованныхъ выше типовъ.
Величины уг и у2, какъ видно изъ формулъ (2), испытаютъ под

становку S, nci коэффид1енты которой будутъ умножены на одну 
и ту же постоянную величину (если, напр., внутри контура заклю- 
чается только однл особенная точка и переменная об4житъ около 
нея только одинъ разъ, то постоянный множитель = ё ^ ~ ^ г).

Но положен1ю, числа аА рац1ональны и число особенныхъ точекъ 
ак конечно; поэтому число равличныхъ значен1й указанныхъ множи
телей будемъ тоже конечное; если порядокъ группы G подстановокъ 
для % и 夕2 мы назовемъ черезъ то порядокъ группы в ' для и 
и2 будетъ некоторое .

Если мы въ формахъ ?7, разсмотр'Ьнныхъ нами п. п .1 1 — 14, 
будетъ разуметь подъ уг и «/2 независимые интегралы уравнев1я (А) 
и засимъ приложимъ къ нимъ подстановки группы конечнаго по
рядка G \ принадлежащей этому уравненио, то формы будутъ полу
чать н^которыхъ множителей, которые очевидно будутъ корнями изъ 
единицы; формы этй будутъ, такимъ образомъ, корнями н'Ькоторыхъ 
ращональныхъ фуекщй отъ х.

Съ другой стороны, если мы, взявъ какую нибудь величину v0, съ 
ея помощью составимъ форму Т , также какъ составили U  (п. 11) съ 
помощью то oTHomeiiie этихъ формъ-Достанется неязмФннымъ при 
вс^хъ подстановкахъ группы Q\ такъ какъ числитель и знаменатель 
получаютъ при этомъ одинаковые множители, а сама дробь остается 
неизменяемою. Поэтому, если ух м у2 будутъ алгебраическими интегра- 

- лами уравнен1я (А \ то указанная дробь будетъ ращональной функд1ей х.
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S
и.

и2)

будутъ независимыми интегралами уравнения (J.). 
то отсюда

( 2) У г

4 ’

= ПА (ж — ак)
ч
2
财1， У 2 =
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Разделяя числителя и знаменателя дроби ^  на мы можемъ 
представить ее въ вид^ частнаго двухъ полиномовъ

] l  _  [v\— u o 4 'f)'—u i)  • ♦(•〇— ^ r ~ i )  у. = =  Ул^
• v  —  (” 一 ” 〇) h — 幻 i ) . . .  ( H i ) ’  1 —  У г  *

Можно всегда найти постоянное число X такое, чтобы ф =  
обращалось въ нуль для заданной величины t\ =  го0. Если мы къ ф 
приложимъ последовательно bĝ  подстановки группы д неоднород- 
выхъ подстановокъ, то ф не будетъ изменяться; поэтому оно будетъ 
обращаться въ нуль и для всЬхъ величинъ w2, . . .  wr_ v полу- 
чаемыхъ ивъ w0 съ помощью т'Ьхъ же подстановокъ. Обозначая поди- 
номъ Т Г =  (т] — w0) {y i— ги^. . . (tq — г〇т_ ^  степени г, мы можемъ 
утверждать, что между полиномами U, V, W  существуетъ тожде
ство

U - ^ \ V - ^ a W =±0. •

При дальн^йшемъ изложен1и мы будеиъ разуметь группы G и 
соотвгЬтственныя имъ G' ж д порядковъ 2г, ж г  — П ，I I I ，IY  и Y
типовъ，а для группы I， тшаукажемътолькоокончательныйре- 
зультатъ (въ противномъ случай формулировка н^которыхъ положен1й 
требовала бы особыхъ для последней груапы оговорокъ). По сообра- 
жен!ямъ, изложеннымъ въ п. 12 настоящей главы, полиномы V, Ж , 
если за начальныя значешя и〇7 v〇9 wQ принять главныя 3Ha40Hiff вхо- 
дящихъ въ группу д подстановокъ порядка ш, п, обратятся ео-
отв-Ьтственно вък ш ш п  степень полиномовъ степеней т , ~ и

Обозначимъ noatAHie полиномы соответственно черезъ иу v ш го.
На основанк сд^ланныхъ выше зам^чашй дроби и ^  一 

ращональння функц1и отъ х.
Пользуясь тождеетвомъ

и1 -н  \v m y!wn — О,

мы всегда можемъ выбрать постоянныя В  такъ, чтобы, ноло- 
живъ

W  А ^ = ^ В ( х )  =  Х ,



им-Ьть въ то же время

(絲 ) =  R ( x )  —  1 =  X  —  1 .

На разсмотрЪши н^которыхъ ci^ ctbIh , вытекающшсъ отеюда,
мы и остановимся.

18. Будемъ разсматривать yj какъ функщю отъ X, определяемую 
уравневпешъ (^) или (* *).

 ̂Особенный точки для г\, Еакъ функщи от̂ ь X , будутъ, прежде 
всего, Z  =  0 , 1 и 〇〇. *

Для каждаго изъ этихъ величинъ т\ будетъ им^ть г значешй, 
распределяющихся *)
при Х = 0 — на ^цикловъ (круговыхъ системъ), по I в-Ьтвей въ каждомъ, 

при Z =c 〇 —на^ дйкловъ, по ш ветвей въ каждомъ, 

при Х = 1 -  на^- диеловъ, по п ветвей въ каждомъ.
Другихъ точекъ равв4твлен1я фунщя t) не будетъ имЬть; въ 

самомъ д^л^: число точекъ paBBtTBieHia для yj, какъ функщи отъ X, 
определяемой уравнешемъ =  X, равно степени определителя 
9 ф — ф'ф.

Д м  уравнетй (^) я степень определителя равна 2г —  2, 
(такъ какъ коэффищенты при хг ьъ и я v одинаЁовы). Каждому [л 
кратному корню уравнен1я ср'ф— отв^чаетъ \k-t~l ветвей функ
щи т]. Такимъ образомъ, если т] не им^етъ другихъ точекъ разв4.т- 
влешя, кром̂ Ь указанныхъ, то числа ш ж п должны удовлетворить 
соохношен1ю

у  (I —  1) +  士  (т  — 1) +  士  ( 抑 一 1) =  2r — 2

и наоборотъ. .
Сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ (1) п. 6, мы сейчаеъ же 

зам^чаемъ,что числа 1У ш я п  дМствительно ему удовлетворяютъ**).

* ) B r i o t e t  Bouquet .  Theorie des fonctions elliptiques, ch. I I .  
**) Можно, конечно, и прямо проверить, что системы

1,
2 ,

т,
п,

W,
2 , 2：

3, а, 2 , 12
3’ 4, 2 , 24
3, 5, 2 , 60

и только он'Ь удовлетворяютъ указанному услов1Ю.
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Вблизи каждаго ивъ значенш X  =  О, 1 и 〇〇 величина tj мо- 
жетъ быть разложена въ рядъ •

(1) т )  — у\0 =  а (Х — Х 0Т
2

Х 〇)Га с(Х  — 广 +  • • •

При Х =〇 〇  двучленъ г\ —  у\0 должно заменить черезъ —,

а X  — Х 0 черезъ число {х, при Х 0= 0 ,  〇〇 и 1% равно соответ
ственно 1̂ т ж п.

Въ предъидущихъ равсужден!яхъ подъ т) мы разумели отношен1е 
двухъ независимыхъ йнтеграловъ уг и у2 уравнен!я (А).

Отношен! е двухъ какихъ угодно интеграловъ уравнешя (Л)9 въ 
самомъ общемъ случай, можетъ быть? очевидно,' представлено въ 
вид*

_  а”
^ у*1Г|-4- § ?

' гд!) а, (5, у и 8 一  произвольный постоянный.
Продолжая считать У) функц1ей X , продифференцируемъ три раза 

по X  уравнеше *

丫 ⑭ 十 扣 一 aiQ —  р =  О 

Y &  一 лт) 0 -

丫 ( ;"  7) +  2т)Ч’ +  7]" G) +  S'(" — 〇〇]" =  0

丫 (Г  力 +  3>)Ч" +  3VY 十  V 4 )十 S r  — avf =  〇•

Приравнивая нулю определитель изъ коэффищентовъ, стоящихъ 
въ этихъ уравнешяхъ при а, у, S-и разделяя переменный, находимъ

з / ч "  f  一  彳 "

2~vT J  = V

гд^ всЬ производный взяты по X . ,
Наоснованш уравнешя (*) у\ есть алгебраическая фуакщя отъ Х . 

Дифференщальное выражен1е
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есть также алгебраическая функщя отъ X; если х9 а вм^ст^ съ нимъ 
Х =  В{х\  опишутъ какой нибудь сомкнутый контуръ, то г\ обра
тится въ ? = 古 , a (t])z не изменится; поэтому (т))х есть ращо- 
нальная функщя X.

Такимъ образомъ, разсмашривая tj, какъ ф уикцт X , опреде
ляемую уравпетемъ (^) (или мы нашли^ что она разла-
гается по дробнымъ степепямъ X  въ ряды вида (1) и что диф- 
ференцгальное выраженге (т))х есть рацюнальная функщя отъ X .

Эти два результата даютъ намъ возможность весьма просто 
выразить (т))х черезъ X .

Подставляя въ (y])x вм̂ ст̂ ) проивводнрхъ отъ tj выражен1я ихъ, 
получаемыя ивъ ряда (1), мы легко зам-Ьтимъ, что коэффищенты при

-^2 я будутъ соответственно И И ЧТО Д'ЬДЫХЪ поло-

жительныхъ степеней X  въ разложен1е не войдетъ.
Такъ какъ по доказанному (yj)z есть ращональная функщя отъ Z , 

то, на основанш сд-Ьланнаго зам^чатя, можно положить, что

1 А
~Х

п2——1 В G.• 2 Р Х 2 X 2л2(X—1)2 в Х—1

Постоянный В  ж С определяются т^мъ услов1емъ, что (т])х 
• 1въ равложенш по степенямъ должна начинаться членомъ

饥2—1

Отсюда (7 =  0; Л  -4-  5  =  0; 

Такимъ образомъ

2饥W

卩一 1 n2 ^ l
212 2п2 2В т 2—1 

~2т^в

м  — 屄 一  1 п2- 1
‘仰х =  W x^  +  2w2 (X—1)2 +  _ 2X(Z—1) •

Для группъ 1— типа мы получили бы, идя тгЬмъ же путемъ, что

т 2——1
(71)х = 2т 2

гд^ т  一  порядокъ группы.



— 131 —

19. Полученными результатами можно сл^дующимъ образомъ 
воспользоваться для изсл'Ьдованая вопроса объ алгебраическихъ инте- 
гралахъ уравнен!я (Л).

Составимъ уравнете, которому удовлетворяетъ отношеше 2 неза-
висимыхъ интеграловъ {А) г \ = ~ .  Изъ ypaBHeHiaУ%

扒" + я / /  +  执 = 〇， 夕2" + 拠 ’ + 眇2 =  〇， 

мы найдемъ

0) Г=(7l)̂ = 2q ~  ~ p f-

М вая часть уравнешя (1), Еакъ мы внаемъ ивъ предъидущаго 
(п. 18), не изменится, если вместо tj мы подставимъ ， гд-Ь
а，卢，丫，S —  кашя угодно поетолнныя. Отсвда сл^дуетъ， что если 
уравнен1е {А) им^етъ оба интеграла уг и у2 алгебраичеше, то и 
уравнете (1) будетъ им^ть алгебраичешй общ1й интегралъ,

Съ другой стороны мы им^емъ

о ~ {p d x  f~n —
Уг —  Ш2  ̂ V2S =  Y e ? y 2 = y Y e •

Поэтому, если коэффищентъ р  въ уравнен1и (А) удовлетворяетъ 
вс4мъ необходЕмымъ услов1ямъ для того, чтобы общ1й интегралъ {А)
могъ быть алгебравческимъ (т. е. им^етъ видъ р  =  ^  ГД^
ак — числа ращональныя), то и обратно: если уравнеше (1) вм^етъ 
общ1й интегралъ алгебраичешй, то и уравнете (Л) им-Ьетъ общ1й 
интегралъ адгебраичесюй.

BMtcTt съ т4мъ, если ух и — алгебраичеше интегралы урав- 
нен1я (̂ 4), то или ( —) =  или частное двухъ полиномовъ относи
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тельно yj вида (п. 17) ^будетърадюнальноюфункщею Хотъж; 
к) при этомъ удовлетворитъ соответственно одному изъ уравнешй

т 2-

( 2 )
( *  =

W—1 nv
2w2(Z—l)2 2X(X — 1) •

Замечая, что вообще, если X  есть функщя отъ х, то выражев1е

(队 =  (Х)ж +  Х /2(也 ，

мы окончательно приходимъ къ следующему заключен1ю: •
Когда уравпенге {А) имтшъ два пезависимыхъ интеграла 

ух и у2 алгебраическге  ̂ то  тогда, и только тогда^ существуешь 
нтькоторая рацгональпая фупкцгя X  оть ж, для которой или

■— =  %  — 

и т
] Ц :

Хш 3 /^ \2  l ^ l  w2—1 P"*"n2_ m2 ) 〇 1 о .
Т  — ^  2п ЦХ—1)  ̂ 2 Х (Х—1) }=  2 2—2丨 — ^ ，

гд^ т  въ первой формул  ̂—  какое нибудь ц-Ьлое чйсло, а I, 
п —  д^лня числа изъ таблицы въ прим^чанш къ п. 18. 、

Вопроеъ объ алгебраических% интеграяахъ уравнен1я (А) приво
дится, такимъ образомъ, къ иов^рк^, съ помощью неопред^ленныхъ 
коэффищБятовъ, можно ли одно изъ вышеуказанныхъ уравнешй для 
какого угодно ц^лаго числа ш или которой нибудь системы вели- 
чинъ I, т  ж п удовлетворить ращональной функщей отъ х.

20. Для уравнешя гипергоометрическаго ряда

(Я )
(g-ьр-ь!) х —у

х {х— 1) У X (ж—1)

въ общемъ уравнен1и {А) надо положить

-  _  —  Г . а + 译+ 1 —丫 •
F  —  ж (x— l )  —  X ?

«Р , ag
X X一 1
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Въ такомъ случай выражеше (т])ж представится въ ввд^

/ ч _  у(2—г) (ан-fi-Hl—y)(1-*-Y—Ц—Р) 4ар—2у (ан-P-bl—Y)
2х2 、 2(гс—I)2 2х (х—1)

_  1—(1一у)2 1—(丫一 а—Р)2 (1—丫)2+(丫_ а—р)2一(а—р)2一1

_  2х2 ~ 2(х—I)2 2х (х—1)

Положимъ m o d (l—了) = 入，mod(a—р) =  [х，mod(丫一a—p )= v . 
Еелж (H ) имгЬетъ общ1й интегралъ алгебраичешй, то на основа- 

н1и предъидущей теоремы одно изъ уравненш -

Хт  3 (ХГу  у/2/ W2—1 \ _  1— 1—Р x2-+-v2—fX̂—1
7  — Т 〈旬 + А  \2т^ X 2)  =  ~2с̂ ~ ̂  2 ( x - \ f  4 2x~(x-l)~

ИЛИ

(2)
х ,,г з (X,fv  y z( г2—г »2- i  歹+ R  一 W 一
I  — T [則 + A  ( 2卩̂  + 2w2(2 —1)2— 2Х ( Х ^ 1)_ ) =

1一 入 2 1—v2 X2h -v2一 {x2—1
= "2®2 +  2 味一f)2 +  2ж (出一1) •

Уравнен1е (1) относится къ тому случаю, когда группа уравне- 
шя (Н) типа (I), и когда, следовательно, оба независимые интеграла 
этого уравнешя суть корни изъ ращональной функщи; этотъ вопросъ 
разсмотр^нъ нами въ главгЬ I I ,  п. 10 и мы на немъ теперь не бу- 
демъ останавливаться; равнымъ о^разомъ мы не будемъ останавли
ваться и на случаяхъ, когда хоть одно изъ чиселъ X, {л и v есть ц^- 
лое, такъ какъ и этотъ вопрооъ разсмотр^нъ тамъ же.

Такимъ образомъ мы будемъ изсд*довать лишь уравнен1е (2) при 
условш, что ни одно ивъ чиседъ X, [х и v не есть ц^лое,

Дал4е, въглав^ IV , будетъ доказано, что при изсд^доваши зна- 
чен1й X, и v (а, р, Для которнхъ уравнен1е (Я ) им4етъ обпцй 
иятегралъ алгебраичестй, можно ограничиться тгЬми случаями, когда

v < 3/2.
Тамъ же указано, что, въ этихъ пред^лахъ, уравнен1е (Н ) шгЬетъ 

алгебраичешй интегралъ лишь при сл^дующихъ значен1яхъ X, ^  и v 
(взятыхъ въ какомъ угодно порядка):
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(F)

1 1 1 1 0 2 1 1
丄， Т п т "5 "5" Y

2, 1 1 1 1 0，
1 1 3

Т т Y Т ~5" 1"

3 г
¥

1 1 1L
2 2 2

4 ' ~2 Т ~6 5"

4, 1 1 1 12, 1 1 4
Т т 2" Т У "5"

5 ?
1
т

1
т

2
"з 13, 1

т

2
т

1
Т-

6, 1 1 2 1 2 1
т т т т Т т

7,
1
т

1
У

2
У 15, X

У
В

Т
2
т

Для полнаго р^шещя вопроса объ алгебраическихъ интегралахъ 
уравнен1я (Я ) остается следовательно найти ращональные инте
гралы для .уравнетя (2), когда значешя X, (х и v взяты изъ таб
лицы (F).

Зам4тимъ, что, на основан】и соображенш п. п. 1 7 — 19, если 
уравнен1е (2) действительно им^етъ интеграломъ рад1ональную функ- 

В (х )7 то, соответственно системамъ значенш чиселъ п 
(см. уравнеше (ф) и п. 1 7 ), два независимыхъ интеграла уравне- 
шя (Н) у1 и у2 удовлетворятъ соотношен1ямъ:

при этомъ неопределенная постоянная А  должна быть выбрана такъ, 
чтобы

А 5  =  т ) -  *)

*) Эти выраженк выбраны вмйсто Ф〇рмъ (JB) п. 12 для удобства.
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Ь) W  _ _ _ :， )，

Б '  - 1 友 = 1 2 4

c) W = A f, (%8+ i 切 〜 _  r^M  
} W ~ A  Ух̂ УгЧУхА-У г^  ~

R" (У\12̂ У 1 ЪУ ^-^У \ У28+У212)2 1 (彳’ = ’ = ▲ ) .

Л\ rp_  aw [-(^/^0-4-^20)^2282/t5 ŷ> (2/li〇~ y &i〇) -4 9 4 y ^ y2i〇]3 _  '
} ^5^7(^10+11^5^5^^10)5 = M ( X ) ,

R'" [у ^у^Ъ 2 2 у^>  ̂  ( у ^ -у ^ ) - \0 Ш у ^  y2i〇 (yx̂ y ^ w  _  л
% 4办 5 (力 1 0 十 1 1 心 5 办 5 一 办 10)5 = 釋 卜 上 ,

(， = —， = ▲ )•
Обратимся теперь къ onpeft^eHiro ращональныхъ интеграловъ 

уравнетя (2).
A) Для первыхъ четырехъ случаевъ таблицы (F) piineHie урав- 

нев1я (2) очевидно:
X  =  22 (х) =  х

и алгебраичеше интегралы найдутся ивъ формулъ:

1, TJ =  х \ 2 , V = x ;  3, W = x \  4, Т = х .

B) Равсматривая, въ кавихъ случаяхъ уравнеше (2) '  можетъ 
быть удовлетворено выраже^лми виДа

у  _  (жч-Ь)2 -у  _  ахч-Ъ
А  =  а " ^ Г ， ^ ~ с (х ^ -а ^

безъ оеобенныхъ затруднешй найдемъ решетя этого уравнен1я для 
случаевъ 5—, 6—, и 8^  табл. (F ) и подучимъ

V

Т

4х
(1—а;)2.

Ах
(\—^

т г =  — (- ^ # 5

т ： (1-дО2
Ал
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С) Дляпрочихъ 7 случаевъ (F)  нахожден!е р4шен!я уравнешя (2) 
нисколько сложнее.

Преобразуемъ сперва уравнен1е (2) подстановкой

(3 ) х (с—Ь) [г- а) 
~  (с—a) [z—b)

такъ, что вначешямъ ж = 0? 〇〇, 1 отв'Ьчаютъ значетя z =  a, Ь, с; 
отсюда ’

z — Ь (с — а) а?—а (с—Ь) clx
(с—а) ж—(с—b) ， dz

(с—Ь) (а—Ь) 
(с—я) (z—~

(5) I -  4(备 )+г 2(1-Х)2

i i 1 ,
瓦 一 ^  

2Z (1—Z) / =

(а—&) (а—С)+  _  (&—С) (&—а)+  (С—а)

Вам'Ьтимъ при этомъ, что члены съ квадратами ■—  и

будутъ им^ть видъ

(6)

1- х ;
~2

\z—af  ̂  {z—bf ̂  [z—cf

1—v2 
2

/ *
Положимъ Х  =  jB (^ )=  |^ (< р  и ф 一  полиномы) и обозначимъ

作 ) = Щ 卜 〜 •)' ф⑷ =  П 0 — ？⑷ - -ф⑷ = Щ 卜 ^严 ; 

(? Ф )= ?  ф-ф7 ? = П ( ^ Ci)yi~ l (z-

Отбирая въ д^вой части уравнеюя (2) коэффищенты при

и(名一％)2， (z—bi)2} ( ^ - 〇i f  { z -d iY

мы найдемъ соответственно:
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( а .— 1 ) ( а .— 2 ) 一  (a t• —  1 )2 +  а /  ( ^ - )

i _ L
( f c + i m + 2) - 鲁收一  i )3+ p ，( + 2)

1一1
(丫г•— (丫广 2) — I  (’“• 一 1 )2 +

(S「 1) (S 厂  2 ) - 吾④一 I 尸= ¥ •

Такимъ образомъ члены съ квадратами и

будутъ имгЬть въ л'Ьвой части уравнен1я (2) сл,Ьдующ1й видъ

аг*2
會

Рг2
т л

Уг
п2

(7 )
1—^

'V  г2 v  w2
2 d  2 2 ^  2 (z^-bif % ； 2 1 一 纪

2(e-d{r

Сопоставляя выражен!я (6) и (7) и принимая во внимаше случаи 
9一 15 таблицы (J 7)，мы начнемъ искать р4шейя для Z =  3, w  = 5  
и w =  2. ^

РаздгЬлммъ корни а. на три категор1и:

1) корни а. кратности: ос. не =  0 (mod 3).

2) ” ”  (х. =  3.

3) „ ” a , s O  (inod 3).

Такимъ же образомъ поступимъ съ корнями ф, 9 —  ф относи
тельно чиселъ 5 и 2. Если правая часть уравнен1я (2) будетъ намъ 
дана, а вместо чиселъ X, [х и v подставимъ числа 9 — 15 табл. (F ), 
т̂о намъ не трудно будетъ заметить, каюе изъ корней а, Ъ, с будутъ 
принадлежать соотв-Ьтствевно 9 , ф, 9— ф и какой они будутъ крат
ности; BMicTt сът^мъ мы убедимся, что корней кратности а ! \  и 
у У эти полиномы не им^готъ; корни 9 , ф и q> —  ф соответственно 
кратности В, 5 и 2 намъ останутся неизвестными. Такимъ образомъ 
мы найдемъ

9 ^  П  — а{)а{ р3, ф =  П  (^ — Ъ{)^  а5, © — ф ^  П  т2,
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гд4 р，с и т  —  полиномы, неим г̂ощ!© Ератныхъ корней, степени ео- 
торыхъ определятся соотношен!ями

ч - 3 к  =  2 ^  - t-  Ы / =  2 y i  ч -  2kr，=  N

(при совершенно произвольныхъ ау Ъ ж с ш  будемъ считать ф и ф 
полиномами одной степени)

2(а<— 1 )+ 2 Л + 2 (〜一 1 ) + 伙 + 2 ( ^ — l)+ fc " = 2 iV — 2..

Дальнейшее pimenie приводится къ способу неопред^ленныхъ 
коэффищентовъ, причемъ существенное облегчете вычислетй можетъ 
быть достигнуто соотв'Ьтствующимъ выборомъ произвольныхъ вели- 
чинъ а, Ь, с.

Приложимъ эти общ!я соображешя къ одному изъ щ ч ш ъ  (F ), 
напр. 14:

Легко убедиться, что

Ф — {z  —  а) р8, ф =  (^— b f а5, ф 一  ф =  一 с) т2. 

Уравнен1я

1 + 恥 = 2  +  5 fc '= l +  2fc" = iV ， 2k +  \ +  4Jc丨+Tc丨，二 2 N — 2 

даютъ

к =  2， Jc’ =  1, Jc" = S ,  N =  7 •

Числа Ь и с выбереиъ произвольно; положимъ Ъ =  —  1，с =  0; 
что же касается а, то положииъ, что оно выбрано такъ, чтобы а 
обратилось въ постоянную величину. ,

Полиномъ тг долженъ д-Ьлить (^ф); поэтому можно положить

т  =  (^ —  2а 一 1) р —  3 (名+ 1 ) ( 名一 а) р'.



Представляя 9  и ф въ вид^

Ф =  (7(^ — й) ф =  — ^ ( ^ н - 1 ) 2,

мы должны им-Ьть тождество

(8) G{z —  a) (̂ 2 Az -у  B f - ^ E { z 4 r - 1)2 =

= z  {(^— 2 a 一  1) ( s2 + 士  +  5 ) — 3 ( ^ н - 1 ) ( ^ — a) ( 2 ^ 4 - A ) } 2.

Полагая Z = 0  и сю, найдемъ

аСВг =  Е ; 0 = 2 5 .  、
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Выделяя въ (8) члены, свободные отъ р, и выражал  ̂ что ош 
тоже делятся на р, мы получимъ

А  = 19.7 
"б4~9 В 49

бГ
27.7

и следовательно

<P = 2+  +  %Z)(#
19.7 49
~бГ 0 ^~ 64  )

ф =  25 • 77 • 27 •士 (名 +  I ) 2.

Чтобы отсюда получить окончательное выражеше интеграла урав- 
нешя (2), нужно еще z заменить на

V

7.27 7.27---- -— х ---------64 64
~ 7^7 "~ •

1

Такимъ образомъ получимъ въ результат^

/Т7_  а ( - 2 2. 36 7.13 ®н-7.29)3
(7Гз3 •
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Подобнымъ же образомъ можно составить следующую таблицу:

(疋 一 氣  

27 ж2 ?

22 (ж2—汰+ 1)3.
33"* х 2(1—х)2 ；

10,
12,

Т

т=

1 х  (ж-1-8 )3. 
26"/ "(1—ж)3 ；

(ж2-н14 йм-1)3
22.33 ж (1—#

т _  З3 (53 гс—27)3 • , г г  — 尤（22, 33 W + 7  Л 3 • 33 疋+ 7 . 29)3 •
^  = 尹 • （аг-1)(52гг—2叩 ’ 丄士， ‘ 」• = — (7,33ж—2〒  ： ,

т  —  х (—26.53~ 3 2>54 х-*-2,5.53,67 ж ^ 3 2> 532 ж3)3 
1  =  29.53. 43.53(ж—_1У (58 ~х—2 .5)5 •



Г1АВА IY.

1. Изложенная выше Teopia линейныхъдифференщальныхъ урав- 
нешй можетъ быть приложена къ р^шетю нФкоторыхъ частныхъ сяу- 
чаевъ следующей общей задачи: преобразовать положительную часть 
плоскости (А) въ данную плоскую фигуру S съ простымъ контуромъ 
Р  такииъ обравомъ, чтобы
• а) было сохранено подоб1е въ безконечно-малыхъ частяхъ,

b) чтобы каждой точк4 плоскости (Л) отвечала одна или нисколько 
точекъ внутри 8, и обратно,

c) чтобы точкамъ на оси X —  отвечали точки на контур^ Р ? и 
обратно,

d) чтобы притомъ 3 опред4ленныиъ точкамъ оси X —  отвечали 
три опред^ленния точки на контур^ Р.

Мы не будемъ останавливаться на доказательств'Ь возможности 
р4шен!я задачи въ такомъ общемъ видгЬ и ограничимся разсмотр^- 
н!емъ того случая, когда каждой точк*Ь плоскости А  отв4чаетъ только 
одна точка внутри S, и когда контуръ Р  составленъ изъ конечнаго 
числа пересЬкающихся прямыхъ ливай и л  окружностей.

Еакъ известно, всякая функщя Z  отъ комплекснаго переагЬннаго 
z^=x^-iy преобразовываетъ плоскость этого перем4неаго (м и часть ея), 
въ некоторую часть плоскости Z  съ сохранешемъ подоб1я въ безко- 
нечно малыхъ частяхъ.

Чтобы такая функщя Z  давала p i瓜eHie задачи，нужно, чтобы 
она удовлетворила еще сл'Ьдующимъ услов!ямъ: 、
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1. Z=f {p)  остается конечной, непрерывной н однозначной для 
вйхъ точекъ положительной части (А) пюскости и, следовательно, 
разлагается, въ области каждой точки ^0, принадлежащей {А)у по 
дФлымъ и положительнымъ степенямъ z —

2. f {z)  не обращается въ нуль ни для одного значен1я нахо- 
дящагося въ (4 ); ибо，если бы 广( ' ) было нулемъ，то вблизи этой 
точки одной точк^ фигуры S отвечало бы дв^ иди нисколько то
чекъ (А).

В. Z  остается непрерывной для вещественныхъ значешй z и опи- 
сшаетъ, для этихъ значешй контуръ Р  фигуры 8.

4. как,ъ функщя отъ Z , удовлетворяетъ подобнымъ же усло- 
В1ямъ, причемъ значешями Z  на контур^ 8  отвйчаютъ вещественный 
значешя z:

5. Тремъ опред'Ьленныыъ значешямъ Z  на контур-Ь Р  отв^чають 
три опред^ленныя точки на вещественной оси и наоборотъ.

...2 . Р4шешег  которое буДетъ изложено дал'Ье, основано на прин- 
дип4 аналитическаго продолжен1я функщй.

Пусть S  =  ф (?) есть функщя, непрерывная на площади Z7 и ея 
контургЬ; для ве'Ьхъ зяачен1й ^  лежащихъ въ площади U  выше оси 
ЛВ^ она разлагается въ рядъ по ц^лымъ и положительнымъ степе
нямъ кромФ того, она вещественна для вещественныхъ значе- 
нш ? ^).

С

Пусть С есть сопряженная съ ^ точка; будемъ принимать за зна- 
4eHie <p(〇 сопряженную съ Q  величину. Функщя S, непрерывнал *)

*) Ось АВ есть ось вещественныхъ значен!й
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въ нлощади U  и вещественная для вещественныхъ значен1й оста
нется непрерывной и при указанномъ ея аналитическомъ яродолжеши. 
B m4 c t4  съ т4мъ? интегралы

X ф (z) dz 
2ш z—С 

J  (А В С А )

1 Г у (̂ 〇 dzf 
2т  I z' — 5 

J (A D B A )

будутъ обладать вс^ми известными для интеграловъ отъ конечныхъ, 
непрерывныхъ и однозначныхъ функщй свойствами. На этомъ осно- 
ваши, смотря по тому, находится ли точка Z, внутри U  илж внутри V \  
для этихъ интеграловъ получимъ соответственно сд*Ьдующ1я зна- 
чен1я

? © ，〇; 〇 ,?(〜

Отсюда сл'Ьдуетъ, что

Л Г ^  =  9 ( ^2ш I , 
J  (A C B D A )

гд4 бы точка Z, въ площади TJ-^TJr ни находилась; изъ этого выра- 
жешя ф (Q, между прочимъ, вытекаетъ, что функцзя S = =  <Р(〇ш)- 
жетъ быть разложена въ рядъ по д4лымъ и положительнымъ степе- 
нямъ С —■̂ 〇, гд'Ь есть точка на оси А В \ въ этомъ разложен!и

Z —  Z0 =  а 一  ‘ ) +  & (g — +  • • •

коэффид1енты а, 6, .  • .  непременно вещественны.
3. Пусть фигура "S ограничена нисколькими пересЬкаюпщмися 

прямыми L , L v . . • Пусть Z = f ( z )  есть функщя, дающая р^шеше 
задачи для этого случая. Пусть Z0 есть значете ея.въ какой нибудь 
точк4, принадлежащей сторон^ и hiz —： уголъ между L  и ОХ. 
Фувкщд '

а =  { Z - Z 0)

удовлетворитъ услов1ямъ леммы и. 2; поэтому

S =  (Z— Z0) е ^кПг=  a{z 一  名0) +  Ь (多一 名0)2 +  е(я— 名0)3+  • • •，
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гд'Ь 0〇 есть соответствующее Z0 значете пе-рем^ннаго z\ коэффи- 
щенты а, с ,. . .  — числа вещественный; а ^  0. Отсюда

Z 一  ̂0 =  '— *̂〇) Р — ̂〇)«

Пусть Z r есть значен1е Z  для одной изъ вершинъ многоуголь
ника S, напр. для той, гдф L  перес^каетъ L r и пусть уголъ L f съ 
ОХ  равенъ hriz =  fnz н -  атс; разсмотримъ фрнкщю

^ = \ ( Z l— Z)  .

S ' будетъ вещественна, кшъ для значен1й Z  на лин]*и тавъ и 
для значешя Z  на т т ж  L \  причемъ для L  положительна, для i  — 
отрицательна. Лемма п. 2 можетъ быть приложена къ ней. Поэтому

S != {(Z r —  _  аг (^— / )  н -  У {z— / ) 2+ е’ (多— / ) 3+  • • •，

гд电 /  —  соответствующая Z! точка на ОХ, а \ Ъ\ с \ . . .  числа 
вещественный, а ^ О .  Можно положить

Z r —  еш (0 -  z f  p { z  —  z).

Для точекъ внутри контура

^ =  {z — Р  [z —

гд^ P  —  рядъ, коэффищенты котораго могутъ и не быть веществен
ными*

Для безконечно далекой точки 0 =  〇〇, если соответствующая 
ей точка находится на сторон^ L ,  найдемъ, что ^

Z - z ^  =  ^ P i {t )-

Если же совм-Ьщается съ точкой пересгЬчешя двухъ сторонъ, 
напр. L  и L \  то

Z 〇〇 =  V  凡 ’ ( + ) •
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Ряды рг ж р гг им^ютъ вещественные коэффищенты. 
Разсмотримъ функщю

Z U 2 d dZ
^  'dz л

Зная Bci виды разложен]я функд!и Z  внутри 5  и на контур^ Р , 
последовательно убеждаемся, что

E{z) =  a -^ b (z  — 名 。 ） 十  е (彡 一 彡 。)2+  • • • ，

I

если Z  находится на сторон^ фигуры S (числа а, Ъ} с,- . - .  веще- 
ственныя); ：

五 W  =  О + с ’ (多一 О 2 +  • • •，

если Z  находится въ вершин^ контура S (а\ Ъ\ с . . .  вещественныя 
числа);

E{z) =  A ^ - B { z 一 ^0) -ь  G{z一 彡 0)2н~-• • • ，

если Z  находится внутри фигуры 8  (числа В, 
угодно);

-ь- 7 а -* -с 7

— т т я

для безконечно большихъ значенШ 名, если соответственное значеше 
Z  находится на сторон^ многоугольника (а \  Ъг\  с . т . числа веще
ственныя).

Изъ этихъ формулъ вытекаетъ, что функщя Е ( /)9 вм^ст-Ь съ ея 
аналитическимъ продолжешемъ, остается непрерывной и однозначной 
на всей плоскости перем^ннаго z. Она обращается въ безконеадоеть 
перваго порядка только для конечнаго числа отд^льныхъ значенш z. 
Изъ этого сл'Ьдуетъ, что E{z) есть рац!ональная функщя отъ z \  а 
такъ какъ при этомъ для безконечно далекихъ значешй она обра
щается въ нуль, и коэффищеятъ при низшей сте пе ни е сть  —  2 , 
то E{z) должна быть вида

(1) т  =  2(аА- 1 ) = - 2 ,

гд4 ак суть значен!я z7 которымъ соотв^тствуютъ вершины много- 
угольниЕа, a a j z  一  углы при этихъ вершинахъ.

ю



Изъ уравненк (1) находимъ

(2) z = ^ G j n k(z —  ак)а̂  dz -н  С \

4. Изложенная метода легко прилагается къ тому случаю, когда 
многоугольникъ S составленъ изъ дугъ пересекающихся окружностей. 

Известно, что круговой подстановкой * )

⑴ 乂 、 =宗 f
всегдавозможнопрербразоватьдв^перес^каюш^ясяподън^кото- 
рымъ угломъ-окружности въ дв-Ь друпя, перее4кающ1яся подъ т4мъ 
же угломъ (одна или дв'Ь окружности могутъ быть въ частныхъ слу- 
чалхъ и прямыми JHHiaMH).

Пусть Z  есть функщя, преобразовывающая положительную часть 
плоскости z въ многоугольникъ, составленный изъ прямыхъ лин1й; 
числа а，艮，丫，S можно подобрать такъ，чтобы Zv  определяемая 
уравнен1емъ (1), давала npeo6pa3〇Banie точекъ, лежащихъ на сто- 
рон*Ь, на перес^чеши двухъ сторонъ, или внутри прямолинейнаго мно
гоугольника въ соответственные элементы круговаго многоугольника. 
Bet различные &  будутъ связаны съ 2уравнен1емъ (ср. и. 18, гл. I I I ) .

Это уравнен1е сейчасъ же даетъ возможность определить, какой 
видъ HflitoTb разложетя выражен1я

при раздичныхъ положен!яхъ Zx относятельно контура фигуры 8:

(3) { ^ z  =  а {^ _  名。 ) +  Ь (公 一  ^〇)2 с {z 名。 )3+  • • •，

если Zx находится на сторон^ фигуры (а, Ь, с ,. • .  вещественны);

(句 吼 = 去 择 + 去 У  + 作 一W 十… ，

— 146 — ^

*) См. Ермаковъ. Круговое лреобразоваше.
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если Z Y находится въ то чй  перес4чен1я двухъ сторонъ S9 составляю- 
щихъ уголъ атс (а \ Ъ\ с \. . . вещественны);

(5) (s v = 吾 +  鲁 + 备 +  • • •，

если 2 =〇 〇  отв^чаетъ Zx на сторон-Ь S(av bv cv . . .вещественны);

(6) ( 从 = + 字 + 菩 + 菩 + … ，

если z =  〇〇 отв̂ Ьчаетъ Zx въ вершин^ фигуры S (а /, & / , . . .  веще
ственны);

(7) (Zx)z =  Л В  — 名）+  G [z —  ^ 十 • • ”
/

если Zl находится внутри 5  (Л, Б , G , . . .  кашя угодно числа).
Изъ э т й х ъ  формулъ сл^дуетъ, что, если п  есть число" сторонъ 8 У 

ак — значейя 彡，соответствующая вершинамъ и аАтс —  углы при 
вершинахъ, то фуящя

остается конечной, непрерывной и однозначной для вс4хъ конечныхъ 
значенш 0. Д ля^ =  〇〇 эта функщя обращается въ^нуль. Изъ 
этого заключаемъ, что указанная функщя есть величина постоянная, 
равная нулю. Поэтому

( 8 )
k=i к=1

Величины ак и ^  связаны услов1ями слАдующаго вида: если Zv 
соотв4тствующее ,е?= 〇〇, лежитъ на сторон* S, то

k=n к—п к=п

(9) 2 к 〇, 2 ( 心 . + 亨 h 0 , 2 > " A+ % ( i - aA3) H ;
к=1 к—\ к=1

эти уравнения покавываютъ, что раздожеше (Z1)z для йезконечно 
болыпихъ значетй z начинается съ —j- ; если же ^ =  〇〇 отв^чаехъ

к—п
■Ч2-

2 (《一 秘

10*
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вершина S7 при которой уголъ атс, то разложеие {Zx)z въ областиоо 
должно начинаться членомъ и поэтому

(Ю) S \ = 。， 2 ( 4 — 亨 ) = 宇 .k=i Л=1

Сопоставляя ypaBHeflie (8) съ уравнен1емъ (1) и. 19, гл. I I I ,

«  =  ^  — 去妒一 У *)，

которому удовлетворяетъ отношение двухъ независимыхъ интеграловъ 
линейнаго уравнен!я порядка

( И )  乂 " + 现 ' + 砂 = 〇，

заключаемъ, что фунвщя ZI5 дающая pimeHie нашей задачи, можетъ 
быть разсматриваема, какъ отношеше двухъ независимыхъ интегра- 
ловъуравнешя (11), для котораго

(12)
及二1 A；= i

Принявъ за р  функщю, удовлетворяющую услов1ямъ необходи- 
мымъ и достаточныиъ для того, чтобы интегралы уравнен1я (11) были 
въ областяхъ точки ак вс^ правильные, т. е. положивъ (п. 2 , тл. Ш )

р =  ^  (ук — числа вещественный), изъ уравнешя (12) мы
k=i

найдемъ для q выражейе, удовлетворяющее т^мъ же услов1ямъ.
Следовательно, функщя Zx всегда можетъ быть разсмашри- 

ваема, какъ ошпошете двухъ независимыхъ иншеграловъ линей- 
паю уравнепгя 2 ^  порядка съ вещественными коэффицгеишами, 
имгьющаго конечное число веществепныосъ же  ̂особенпыхъ точекъ 
и есть интегралы правильные.

На основаши зам^чанш п. п. 18 и 19 гл. I I I ,  общШ интегралъ 
уравнешя (8), если Zx есть его частный интегралъ, представится въ 
вид-Ь Z — 證 言 ; А, Б , G и D  всегда возможно выбрать такъ,

* )  Z СТОИТЬ ВМЕСТО X,
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чтобы тремъ заданнымъ значен1я1ъ z на ОХ  отвечали три заданныхъ 
значешя Z. 一

5. Обратимся теперь къ доказательству обратнаго положешя, т. е. 
разсмотримъ, представляетъ ли всегда 〇TH〇meHie двухъ независимыхъ 
интеграловъ динейнаго уравнешя 2— порядка съ вещественными 
коэффищентами, им-Ьющаго вс^ интегралы правильные и конечное 
число вещественныхъ осо^енныхъ точекъ, функщю, дающую pimede 
задачи о преобразоваши положительной ч^сти плоскости независимаго 
перем^ннаго въ некоторый многоугольникъ, ограниченный дугами 
пересекающихся круговъ.

Для упрощен1я изложешя, мы ограничимся разсмотр'Ьтемъ самаго 
общаго линейнаго уравнения 2 ~  порядка, удовлетворлющаго указан- 
нымъ услов1ямъ? и им^ющаго В особенныхъ точки一 безконечно дале
кую и дв̂ Ь конечныхъ. Такое уравнен1е можетъ быть, какъ мы видели 
въ гл. I I ,  приведено къ виду

(Щ у
(ач-рн-1) z—у
~ 4 —1)~ У

ар о：

по ycjOBiro, числа а, р, 丫 должны быть вещественды.
Уравнешя (8) и. (12) предъидущаго пункта примутъ въ этомъ 

елуча-Ь видъ (п. 20, гл. Ш )

(1) (咕

\2+v2一蚪2—I
2(^— I}2 2z(z—l) •

Предетавимъ (1) въ вид*Ь

(2) (队 =7—■ (合)=“ (每 §) 一 说 1 =•?⑷ =_一 !92.

Пусть — какая нибудь обыкновенная точка уравнен1я (Я ); въ 
такомъ случай <р (^) можетъ быть представлена въ вид'Ь

(3) ? ⑷ = %  +  А (名 一 〇  +  •  — 〇 3+  …

Пров4римъ, можно ли уравнешю (2) удовлетворить некоторой 
функщей т)0, для которой

⑷ 基 培 鲁 = P〇 = 5zĴ  + &〇 + ̂ lO—句+А(多—容〇)3+…
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Опред'Ьдимъ для этого коэффищенты Ъ такъ, чтобы уравнеше (1) 
удовлетворилось, а зат^мъ удостоверимся, что рядъ (4), въ которомъ 
Ъ определятся указаннымъ образомъ, будетъ въ области сходя
щимся.

Первое jm m  приводить насъ къ уравнен1ямъ:

(5 )  т^ ш ^ 2 ) Ъ ^ 〇Г ^ \
m=i

ь0^ о .

Если коэффиц!ентъ при {z —  ^0)m—1 въ разложеши

\P l(Z ——》0) + 办 2(必一0〇f  +  • • •  +  —— 〇̂)m 2]
обозначить черезъ G {Ъ19 Ь2, . . .  Ьт _ 2), то уравнеие (5 ) дастъ

(6) =  十 Т 沒也，办2” • •石饥一念))， М==1，2,3”“

откуда в(уЬ ft饥 определятся，какъ д^лыя ф ункцк отъ а0, ％，… ô —玉 
съ положительными и ращонадьныии коэффящентами.

Чтобы доказать сходимость ряда (4), въ коемъ Ъ определены по 
формуламъ (6), зам'Ьчаемъ, что если бы р0 было равно

( 7 ) 『 - 忐 + ^ ^ r - 忐 к 2 ( + 厂 \  卜 0,

то 智 — ^ 9〇2 им4ло бы видъ

W —  4 ? 。2 =  Si ат~  — 〜广，а〇 ̂  吾 ，、 = 8 ( 1 ) ^
т = о

«. f
j т = с о

Такимъ образомъ, если бы" <р {z) было равпо %  am [z— 0〇)т ，
т = о

то изъ уравнен^, подобныхъ (6) и (7 ), получилось бы: для Ът  —  
значешя, равныя и для —  рядъ вида (4 )，сходящейся при
mod ( ^ ― ^〇) < | .

К ( ^ 〇У
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Если же ср (z) разлагается въ рядъ (3) ^  am(z— 名0)饥，не совпа-

дающ1й съ ^  am(^—̂ 0)т , то можно такъ распорядиться чисяомъ 
что

mod ат  будетъ <  ат5 0 , 1，2, • • •
I

Такъ какъ рядъ (3)—сходящ!йся для z достаточно близкаго къ 
то, если zx не выходитъ изъ области сходимости, mod ат  z0)m 
будетъ меньше некоторой конечной величины е. Если положить |  на 
столько малымъ, что удовлетворятся неравенства

(
1 \ 771—
T J , i< m o d ( ^ — ^0), е?2< 6 ,

то изъ уравнений (6) для Ът  получатся величины меньше Рт ; рядъ (4) 
будетъ, следовательно, при mod (z 一  公。）< § ，сходящимся.

Изъ уравнен1я (4), интегрируя и подбирая соотвЪтствеянымъ 
образомъ вводимыя интегрироватемъ постоянныя, мы найдемъ

(8) 1  =  ^  +  — +  —  +  、

гд'Ь рядъ 一 z )̂k будетъ сходящимся въ пред^лахъ сходи
мости ряда (4).

Общт интегралъ уравнешя (1), какъ известно изъ ран4е сд*Ь- 
ланныхъ зам4чан1й, можетъ быть представленъ въ вид^

у, — ^ 1 〇+ 五
71 一  Ст)0 + 2 Г

Изъ этихъ результатовъ мы заключаемъ: если z0 есть обыкно
венная точка уравнен1я (Н), то каждый частный интегралъ уравне- 
шя (1) преобразуетъ прилежащую къ то чй  область s0 въ некото
рую фигуру S съ простыиъ контуромъ, которая можетъ заключать и 
^езконечно далекую точку.

Если z0一 вещественная величина, то коэффищенты а, Ь и В  въ 
рядахъ (В), (4) и (8) будутъ также вещественны; въ такомъ случай 
содержащему отрезку вещественной оси будете отвечать: черезъ 
интегралъ т]。уравнешя (1)、一  прямая лишя, и черезъ интегралъ 
7) _  говоря вообще, дуга круга.



Теперь разшотримъ выражен1я у\ дм  значонш ^  равныхъ одной 
изъ особенныхъ точекъ уравнен1я (R); остановимся на одной какой 
нибудь точк^, напр. ^〇= 〇, такъкакъ можно всегда весьма простыми 
преобразовашями, какъ мы видели въ глав4 П , привести изсл^дова- 
Hie областей особенныхъ точекъ уравнешя (Я ) къ изсд,Ьдован1ю обла
сти одной ивъ нихъ.

Въ области точки 名0 =  О функщя ф ⑷ изйетъ видъ:

^  +  +  +  ai  +  V  +  …

Посмотримъ, нельзя ли уравнен!е (1) удовлетворить функщей y)0, 
для которой

(9) Ро = 丟 lg$  =  — 苧 +  〜 +  М +  “ 2 + …

Если это возможно, то коэффищенты Ъ должны удовлетворить 
уравнешямъ

Ъш =  w 十 1+Х 撕= 〇, 1，2,…，

гд'Ь в^&о, Ь1?. . есть коэффщентъ при zm~ l въ раздожен!я
• • • ^Ъ т __^т ^ 1у  по степенямъ z.

Въ сходимости ряда (9) убедимся по npieMy, употребленному 
въ разсмотр^нномъ выше случай: положивъ

Р〇= — ¥  +  占 ，心 =  2 (+ )W+1， am =  2 ( l + X) ( + ) m+l

и выбравъ % такъ, чтобы удовлетворились неравенства

% <  mod ̂  * ), mod ат  (mod 1 <  s, mod ̂  s | <  2 (1 н -  X),

увидимъ, что mod Ът  будетъ меньше и потому рядъ ( 9 ) ^ ,  bri%0m 
будетъ сходящимся, по крайней м4р4, при mod^ <

—  ̂ 152 —

*) Mod радиусу сходимости ряда для ф ( )̂; е — некоторая конечная 
величина.
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Интегрируя ypaBHeHie (9), найдемъ 

鲁 = ( 7 厂 (1+ V 0 叫  … = ( 7 厂 (1+ х)( 1 + В ^ + 爲多2+ . - . ) ，

/ 1 B x z В 2 zz 
У X X .2—X

если X не нуль и не ц'Ьлое ^положительное число. Если же X =  
гд*Ь ш ц^лое число^О, то т)0 будетъ вида

% =  — （7厂 Ц  —  g  —  • • • )  +  lg  ,  +  ( /•

Обозначимъ —  ^  черезъ 7]15 Сг подожимъ равнымъ нулю; усло
вимся подъ ^~~х и lg  ^ разуметь т-Ь ихъ значен!я, который для поло- 
жительныхъ и вещественныхъ величинъ г  вещественны. Въ такомъ 
случай получижъ для \  одно изъ сл4дующихъ выраженй:

(10) rjj =  z~x ( I n - D j ^ - н  J92 ^2-» -. . . )

(11) 义 = (1+ +  刀 2V +  • • •) +  J) lg %

7JJ будетъ вещественно, если z будетъ принимать вещественныя вели
чины между 0 и 1; такимъ образоиъ т\г будетъ преобразовтать пря
молинейный отр*Ьзокъ оси X —, примыкающ1й къ точк^ 0 , въ прямую 
литю.

Пусть z опишетъ съ положительной стороны оси z— полукругъ 
около точки 0 и зат4мъ будетъ подучать отрицательный веществен
ныя значея1я; 7)1? определяемое формулой (10), обратится, если подъ 
z разуметь численное значеше въ

^  =  ё ~ ^ г2 Х(1 —  ! ) : /  +  D 2,  —  •••)，

что показываетъ, что и для отрицательныхъ вещественвыхъ значе- 
вш достаточно 6л езки хъ  е ъ  0 , 7)г будетъ описшать прямую 
лишю.

Что же касается опред^ляемаго формулой (11), то оно опи- 
сываетъ, для вещественныхъ отрицательныхъ значешй z7 прямую, 
параллельную прямой, проходимой vii для подожительныхъ значенш я, 
и отстоящую на В к  отъ нея.
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Интегралъ т]3 урайнешя (1)

у)2 =  +  =  / ( 1 + _ Е > 十五Ь 2+ . .〇

преобразуетъ часть плоскости, прилегающую къ О съ положительной 
стороны вещественной оси, въ некоторую часть плоскости iq, ограни
ченную, вообще говоря, двумя дугами круговъ, .пересекающихся въ 
точк^, соответствующей <г?=0, и составляющихъ уголъ Хтс между собой.

Если X一 число ц^лое, a D 一не нуль, то эти два круга касаются 
въ точк-Ь, соответствующей ^ = 0 .  Если X— ц^лое число, a JD нуль, 
то дуги принадлежав одному кругу.

Къ т4мъ же совершенно заключетямъ придемъ и относительно 
точекъ 1 и 〇〇.

Такимъ образомъ, если а, р, w ^ 一-  числа вещественный，то  
ошношепге двухъ независимыхг иншеграловъ уравнетя (Н)

У z [z— 1) У Z (Z — 1) у =  〇

даешь преобразованге верхней части плоскости z0-^ въ триуголь- 
никъ， ограниченный, вообще говоря，дугами круговъ，переаькаю- 
щихся подъ углами Хтс, jiltu w v ir, гдгь

X =  m o d ( l  —  у), {jl =  m o d  (а —  P), v =  m o d ( y  — а— Р);

вершины эшихъ угловъ соошвгьтсшвуюшъ точкамъ 0̂  оо и 1.
6. Воспользуемся изложенными геометрическими соображешями 

дляр^шешя следующей задачи:
найти есть случаи , когда -уравненге гипергеомешрическаго. 

ряда (И) имгьешъ общш интегралг алгебраичеапй.
На основаши общихъ зам^чашй п. 2，гл. Ш ，числа а，泛，丫 

должны быть не только вещественными, но и ращональными.
♦ КроагЬ того, можно предполагать, что ни одно изъ чиселъ 1 — 丫， 

у — а— р и а— ^ не есть ц-Ьлое, такъ какъ этотъ случай находится 
въ связи съ вопросомъ о приеутств1и логариемовъ въ выражен1яхъ 
независимыхъ ттеграловъ уравнешя (Я ) въ областяхъ соотв^тствен- 
ныхъ особенныхъ точекъ ,(п. 10, гл* II) .
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Если ни одно изъ чиселъ 1 — 丫， 丫一 а— р，а— ^ не есть д^лое 
число, то вс^ интегралы уравнен!я (£Г) выражаются черозъ геометри- 
чеше ряды (п. 6, гл. I I ) .  Известно, что три гипергеометржчесЕихъ 
ряда, у которыхъ два какихъ нибудь элемента равны, а трепй элё- 
кентъ равенъ последовательно 8, 8 н -1  и 8 -ч -2 , удовлетворяютъ 
некоторому тождественному линейному соотношешю съ линейными 
относительно независииаго перем^ннаго коэффищентами *). Поэтому, 
не уменьшая общности изсл^довашл, мы можемъ полагать, что каж
дое изъ чиселъ: X = m o d (l—у), ix =：mod(a—р), v=m od(Y —а—§)—
меньше единицы. .

Кром4 того, сл̂ Ьдуетъ еще изгЬть въ виду, что если для некото
рой совокупности частныхъ значенш чиселъ X， ja, v уравнете (丑) 
ям'Ьетъ общ1й интегралъ алгебраичешй, то для какой угодно комби- 
нащи т-Ьхъ же трехъ частныхъ значешй онъ будетъ алгебраическимъ;
ато положеше вытекаетъ ивъ того, что подстановками указаннаго въ 
п. 6, гл. I I  вида можно переставлять между собой особенныя точки 
уравнешя (Я ).

Пусть т|, какъ обыкновенно, есть 
отношеше двухъ независимыхъ инте- 
граловъ уравнешя (Я ); пусть оно 
даетъ преобразоваше верхней части 
плоскости z— въ триугольникъ; пусть 
точки A, B^G  соотв-Ьтствуютъ z— 09 
z = ^ o 〇 ж z ~ \ \  углы при А, В у С 
^удутъ соответственно Хтс, и vtc.

Если перейгЬннал 彡 опи冚61̂ 〇11)虫- 
зокъ 01，то 7) опшпетъдугуЛС^если 
z перейдетъ на отр^зокъ. 1 〇〇 съ по
ложительной стороны вещественной

В

оси и будетъ зат4мъ описывать отр'Ьзокъ 1〇〇? то 7) будетъ описы
вать дугу СВ и т. д.

Пусть теперь исходя ивъ в^которой точки 0О, находящейся въ 
верхней половин^ плоскости перес^четъ вещественную ось, наир., 
между точками 0 и 1 и перейдетъ въ отрицательную половину той же

*) Gauss Werke, В. Ш , s. 130.



плоскости; функцш Yj мы зам-Ьнимъ аналитичеекимъ ея продолже- 
темъ, которое обозначимъ черезъ (п. 2). Если z будетъ двигаться 
по отрезку 01, то т)7 будетъ совпадать еъ 7] и опишетъ туже дугу А С . 
Если z обойдетъ точку 1 по полукругу съ отрицательной стороны 
вещественной оси, и зат4мъ будетъ двигаться по отр^эку 1〇〇, то V  
будетъ описывать дугу (7S'，пересекающую 2(7 въ тошй С подъ 
т-Ьмъ-же угломъ, что и дуга B G  (vtc), но отложеннымъ по другую сто
рону касательной, проведенной къ A G  ъъ точк^ G. Если обходя 
точки 1, 〇〇 и 0 съ отрицательной стороны вещественной оси, проб4- 
житъ всю эту ось, то ч{ опишетъ контуръ Л С В 'Л , и А  -  АСВ> предста- 
витъ преобразован1е нижней половины плоскости л—; этотъ триуголь- 
никъ мы будемъ называть симметрическимъ повторешемъ Л В С .

Если z возвратится посл^ указаннаго пробега къ первоначаль
ному своему значешю пересекая ось, по прежнему, между точками 
О и 1, то т)7 заменится опять черевъ tj, которое при движен1и 2  
положительной сторон^ вещественной оси, даетъ ^ - А С В \  но если z 
вернется къ пересекая вещественную ось, напр., между 1 и 〇〇,
то Y] заменится уже некоторой функщей \  • Если i  опять

будетъ двигаться по положительной сторонЬ вещественной оси, то ^  
опишетъ периметръ А - ,  иж^ющаго съ ЛСВГ общую сто
рону С В \ углы Хтс, и V7I： я представляющаго npeo6pa3〇BaHie поло
жительной ПОЛОВИНЫ ПЛОСКОСТИ Z - .

Повторяя т4 же равсуждев1я относительно сторбйъ АС  и ВС  
д  ка ^  деовъ ^ ГС и BG A\ и т. д., мы можемъ представить себ^ 
ц^лый рядъ A B fG, АС 'В , СВЛ\ и т. д., составляю-
щихъ сишетрическое повтореше А  ^  АВС.

Если 7) есть алгебраическая функщя отъ то число различныхъ 
значешй, получаемыхъ коэффид1ентами А у В у G ж D  ъъ выражешя

舍 : 兰，будетъ конечное, и потому число различныхъ величинъ

въ ряду т]. г]1? 7)2?. . .  будетъ тоже конечное. Отсюда сл^дуетъ, что 
въ этомъ случагЬичисж)разяичныхъположен^ивеличинъсимме- 
трическихъ повторен1й триугольника ЛВС  будетъ конечное; и на- 
оборотъ, если число различныхъ по положешю и величин4~симиетри- 
ческихъ повторенш конечно, то это покажетъ, что число различныхъ 
значенш yj конечно в следовательно уравнеше (1) п. 5 и уравнеше(Я) 
им'Ьютъ действительно адгебраическ!й интегралъ.
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Поставленная въ начала насшоящаго пункта задача при
водится^ слП)довашельио} къ разсмощргьтю, при какихъ значе- 
пгяхъ чиселъ X, [ i w v число симмешртескихъ повторены ^ . ^ 8  
(АВС) будешь конечное.

Разсмотримъ отдельно В случая:
a) Когда X н -  ^ н - v >  1 и въ то же время

(1) —  X —н  [J- -I— v 1 ? \  —  [х -+- v 1 ? X —I- ji* —  v 1.

b) Когда X -h [i- h h v > 1, а одно изъ неравенствъ (1) не соблю
дено (предположеше, что два или три нзъ неравенства (1) не соблю
дены, приводитъ, при X <  1, [л <  1, v <  1, къ противорМю).

c)
а) Если X~h [jlh- v> 1 и въ то же время удовлетворяются нера

венства (1), то относительно треугольника S можно, на основаши 
изв^стныхъ теоремъ геометр1и, утверждать следующее: кругъ, перпен
дикулярный ко вс-Ьмъ тремъ сторонамъ А - ,  есть мнимый; существуетъ 
вещественный кругъ, пересекающей круги, составляюп^е Стороны 
А  въ д1аметрально. противоположныхъ точкахъ; самый триуголь- 
никъ есть стереографическая проэкшя н^котораго сфери^ескаго т'ри- 
угольника, образованнаго большими кругами на шар^, построенномъ 
на упомянутомъ вещественномъ Kpyri, и, наконецъ, круги, составляю- 
щ1е стороны А - ,  пересекаются такъ, что точки встречи двухъ изъ 
нихъ разделяются третьимъ.

Задача въ этоиъ случай приводится къ изслгЬдован!ю, при какихъ 
условкхъ сферичешй, составленный изъ большихъ круговъ, 
допускаетъ конечное число различныхъ симметрическихъ или кон- 
груентныхъ повторен1й: въ самомъ д^л'Ь,, при построен1и сииметриче- 
скихъ повторен1й А  ^  S одинъ изъ Еруговъ и дв^ точки его пере- 
с4чен1я съ двумя кругами остаются неизменными; поэтому и упомя
нутый выше шаръ не изменится; симметрическое повторен1е А  ~  S 
будетъ проекцией симметрическаго повторен1я сферическаго триуголь- 
ника. '

Вопросъ сферической геометр1и, къ которому приведена разсма- 
триваемая задача, им'Ьетъ уже весьма простое pimeHie:

если два угла сферическаго триугольника равны каждый пря
мому 7 т о у чтобы число симметрическихъ повторетй было ко-

—  157 —
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иечио, необходимо и достаточно, чтобы 3 !  уголъ былъ соизм)ь- 
римъ съ %;

въ прочихъ случаяхъ число повторепгй будешь конечпымъ только 
тогда, если А  — образовапъ пересгьченгемъ шара плоскостями 
симметрт одного изъ правильныхъ многогранниковъ, вписанныхъ 
въ шарь.

Ь) Случай, когда 1, а одно изъ неравенствъ (1)
не соблюдено, приводится къ предъидущему.

Разсматривая всЬ фигуры, образуемый тремя кругами, пересе
кающимися такъ，что дв^ точки встречи двухъ изъ нихъ разд^- 
ляются третьимъ, мы легко заагЬтимъ, что вагЬст̂ Ь съ △ f ,  углы 
котораго равны Хтс, и vtc, будутъ еще В А - ,  углы которыхъ 
будутъ

Хтс, (1 — (1 — ■v) tc;

(1— Х)тс, [X7U, (1— V)TC;

(1--- X) TUj (1----[Х) TZ9 VTC#

Если допустимъ, что изъ неравенствъ (1) соблюдены первыхъ два, 
а вместо посл'Ьдняго им4емъ ,；

X —I—  V >  1，

то сейчасъ зам'Ьтимъ, что X и {х будутъ больше^; и въ такомъ слу
чай для А - ,  у котораго углы равны (1 一  Х)ти, (1 一 и vtc, 
уже вс4 неравенства (1) будутъ удовлетворены. 、

Отсюда мы видимъ, что каждому -A для котораго одно изъ 
неравенствъ (1) не удовлетворено, соотв^тствуетъ составленный 
т4ми же кругами, для котораго они удовлетворены.

Симметрическииъ повторешямъ перваго А  -  будутъ соответство
вать повторешя втораго; поэтому, еслиХ-+-[л-4-у> 1, 一 X -* - [x + v <  1 
X 一  十 v < l ,  а Х н - р  —  v <  1, то сл^дуетъ лишь разсмотр^ть, 
га'Ьетъ ли А  — съ углами 1 — X，1 一 v конечное число симметри- 
ческихъ повторетй, или н^тъ.
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Такимъ образомъ? значен1я Х7 [х, v (ограниченныя указанными 
выше условиями), при которыхъ уравнен!я (1) и (Я ) им-Ьютъ общ!*й 
янтегралъ алгебраически, представляются въ следующей таблиц^:

(I) т
(двойная пирамида; 
группа ( II)  типа).

(П)

т

х = + ， I ， 去，

= 了， Т ， группы (Ш ) и (IY )

V =
1

"2 ? f ， I ，
2
~8Ф ■

типовъ).

1 1 2 2 1 1 1 1 1л —  3 , 3 5 5 5 ，5 5 5 5 3 7 3 J 3 J 3 ^ (икосаэдръ;
1 1 1 1 2 1 2 1 2 3

户 I ， т ，т ，Т ， F ，т ，т ，т ， группа

”  1 2 2 1 2 4 1 3 1 2 (Y) типа)
V —  2 , 5 ? 3 2 ? 5 7 б ? 2 5 5 ? 5 » 3 • J

с) Пусть теперь X - h ^ h - v < 1 ;  положий!Ъ сперва X h - [ jlh- v < 1 .  

Въ этомъ случай круги, составляющее стороны триугольника 
пересекаются такъ, что точки встречи двухъ изъ нихъ находятся м и  
об4 вн^, или o6 i внутри третьяго. Kpoai того, существуетъ веще- 
ствен-ный кругъ Q, перпендикулярный ко вс^мъ тремъ сторояамъ три- 
угольника.

Если разсмотримъ вс-Ь фигуры, образуемый перес-Ьчешемъ 3 -  кру- 
говъ при уиомянутыхъ услов!яхъ, то убедимся, что они образуютъ 
два А  им(Ьющ1е углы Хтс, pnu, vtc; одинъ изъ  нихъ  будетъ внутри 
ортогональнаго круга, а другой вн^. Въ виду этого, мы можемъ огра
ничиться разсмотр'Ьшемъ симметрическихъ повторешй триугольника, 
дежащаго внутри круга Стороны симаетрическихъ повторешй бу- 
дутъ перпендикулярны къ тому же кругу. О; сами триугольники бу- 
дутъ лежать внутри этого круга; симметрическ1я повторешя будутъ, 
при безконечномъ продолжеши построешя, приближаться къ кругу Q , 
никогда его не достигая. (Справедливость этихъ зам^чашй проверить 
весьма легко, основываясь на свойствахъ круговыхъ подстановокъ и 
на разсмотргЬн1и на чертеж^ построен1й). Отсюда вытекаетъ, что число 
симметрическихъ повторешй въ этомъ случай — безконечно велико, и
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что поэтому, при X -i~ {x -b v < l уравнеше (Н ) алгебраическихъ инте- 
граловъ не ии^етъ.

Если X4 - j t - * - v = l5 то триугольникъ S мы можемъ считать пря- 
мостороннииъ; въ такоиъ случай ортогональный кругъ будетъ безко- 
нечно-большимъ; число симметрическихъ повторен1й будетъ также 
безграничнымъ.

Такимъ образомъ оказывается, что есть возможныя комбипацги 
чиселъ ^ (при сдгьланныхъ въ наспгоящемъ пупкшгь ограниче- 
тяхъ )у при копюрыхг уравненге гипергеомешричеспаго ряда (Н) 
имтш ъ общгй интегралъ алгебраическт7 даются таблицами I ,  
I I ,  и I I I .
， 7. Изложенныя въ этой глав^ соображешя могутъ быть прило

жены также и къ р^шетю вопроса о чисд^ нулей интеграла уравнешя 
гипергеометрическаго ряда (Я ) съ вещественными параметрами, заклю- 

"ченныхъ между двумя особенными точками уравнен1я.
Это решете основывается на следующей теорем^ геометр1и: пусть 

Z, т у п — три KaKia нибудь положительныя числа и разд^-
лимъ триугольники, соетавденные на плоскости тремя пересекающи
мися кругами, съ углами т к ^  rnz, на дв^ KaTeropin: къ первой 
отнесемъ т4, для которыхъ ^ ш н -n ; ко второй— для которыхъ 

Иаковы бы ни были числаЛ, т ，将一несуществувтътри- 
угольниковъ первой категорш, у которыхъ хотя бы одна сторона на
легала сама на себя; въ триугольникахъ 2 -  категор1и только та 
сторона можетъ налегать сама на себя, которая противолежитъ 
ббльшему углу 1к. Число разъ, которое эта сторона налегаетъ на себя,- 
равно

( 1 ) Е I—т-п-л-1

' гд-Ь Е(р) есть наибольшее.д^лое число, меньшее р (Е (1 ) =  0).
Будемъ определять числа нулей на отр^зк-Ь аЪ {а жЪ — особен- 

ныя тотеи уравнен!я (Н )) для интеграла уг уравнен1я (Я ), который 
въ T〇4Et а{а<СЪ) меньше нуля (это услов1е, очевидно, не ограничив 
ваетъ общности изсйдоваюя). •

Выберемъ второй независимый интегралъ уравнен1я (Н ) кото
рый обращался бы для х = а  въ нуль и для значешя х^>  а быль бы 
положителенъ. '
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При сд^ланныхъ выше допущешяхъ отношеше =  т] для
Уг .

точки х = 0  будетъ равно —  со. Чтобы просл-Ьдить вс^ изгЬнешя 
его при движенш ^  отъ 0 до 1, заметить, что на осаоваши теоремы 
Ш турма (Journal de Liouville? t. 1 я 2) корни иптеграловъ ух и

2/а— перемежаюдцеся, и что поэтому отношеше -у] =  ^1, между зна-

чешями —  со и н -  сю, при переход^ отъ одного корня у2 къ дру
гому, принимаетъ каждое значеше только одинъ разъ.

Поэтому при увелжчен1и х отъ нуля до ближайшаго корня инте
грала yv т] будетъ увеличиваться отъ —  сю до 0; при дальн^йшемъ 
движевш х , оно будетъ положительно и будетъ возрастать до нь 〇〇 
(для корня 夕2); зат4мъ т] начнетъ уменьшаться，опять получитъ зна- 
чен1е 0 . (для корпя будетъ зат^мъ отрицательнымъ, 一  〇〇. 
и т, д.

Пусть N  есть число нулей интеграла у2 на отр^зк^ аЪ (при этомъ 
точку Ъ будемъ считать непринадлежащею отрезку аЪ); число нулей 
интеграла уг будетъ или N 9 или iVnh- L

Съ другой стороны (п. 5), если х 7 двигаясь по отрезку аЪу прой-. 
детъ отъ одного корня у2 (а) до сл'Ьдующаго, то т], выбранное ука~ 
заннъшъ выше образомъ, опишетъ некоторую прямую (такъ какъ ве- 
щественнымъ значе^ямъбудутъ. отвечать вещественныя значешя т]) 
отъ —  〇〇 до -ь  〇〇; за все время движешя ж отъ а до 6 yj опишетъ

указанную прямую" N  разъ. Шкоторое rj1 =  опишетъ соот

ветственное число разъ полную окружность.
Эти замгЬчан1я показываютъ, что наша задача приводится къ сле

дующей: определить, сколько разъ сторона триугольника, въ который ' 
преобразовывается верхняя половина плоскости z— съ помощью отио- 
шен1я двухъ интеграловъ ypaBHeHia (Я ), соответствующая отрезку 
будетъ налегать сама па себя.

Обозначимъ черезъ X, и v по прежнему mod (1 —  у ), 
mod (а — (?) и mod (у  —  а —  р).

Приведенная выше теорема геометр1и покавываетъ, что сторона, 
соответствующая отрезку а&，можетъ налегать сама на себя только 
въ томъ случай, если противолежащей ей уголъ больше суммы осталь- 
ныхъ 2 угловъ; если это yaosie удовлетворено, то искомое число N  
определится по формул  ̂ (1).

11



— 162 —

Такъ, наприм^ръ, для отрезка 01 число N  равно

р  ( m〇d (а—р)一 mod (1—丫) — mod (Y_a—3 ) + l )

Окончательное pimeHie между числами N r N ~ ^ l  основывается 
уже на разсмотр,Ьн1и нгЬкоторыхъ частныхъ свойствъ того интеграла, 
число нулей котораго ивсл^дуется.




