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МОДИФИЦИРОВАННЫЕ G-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  

И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  
С ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ ГАУССА В ЯДРАХ 
В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 
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Настоящая работа посвящена изучению функциональных свойств шести классов многомерных интегральных пре-

образований с G-функцией Мейера и гипергеометрической функцией Гаусса в ядрах в пространствах измеримых ком-
плекснозначных функций. 

Цель – построение теории рассматриваемых интегральных преобразований в весовых пространствах интегрируе-
мых функций. 

Материал и методы. Исследуются шесть классов многомерных интегральных преобразований с G-функцией Мейе-
ра и гипергеометрической функцией Гаусса в ядрах в весовых пространствах интегрируемых функций в области 

. При этом используются методы функционального анализа, теории функций, комплексного ана-

лиза, методы теории интегральных преобразований и специальных функций, методы дробного интегродифференциро-
вания. 

Результаты и их обсуждение. Построена -теория шести многомерных интегральных преобразований со спе-

циальными функциями в ядрах: G-функцией и гипергеометрической функцией Гаусса. Получены условия ограниченности и 
взаимной однозначности операторов таких преобразований из одних пространств интегрируемых функций в другие, 
доказаны аналоги формулы интегрирования по частям. Для рассматриваемых преобразований установлены различные 
интегральные представления и выведены формулы обращения.  

Заключение. Полученные результаты обобщают полученные ранее для соответствующих одномерных и много-
мерных преобразований. 

Ключевые слова: многомерные интегральные преобразования со специальными функциями в ядрах, многомерное 
преобразование Меллина, G-функция Мейера, гипергеометрическая функция Гаусса, пространство интегрируемых 
функций, дробные интегралы и производные. 

 

MULTI-DIMENSIONAL MODIFIED G-TRANSFORMATIONS 
AND INTEGRAL TRANSFORMATIONS  

WITH HYPERGEOMETRIC GAUSS FUNCTIONS IN KERNELS 
IN WEIGHT SPACES OF SUMMED FUNCTIONS 

 

M.V. Papkopvich, O.V. Skoromnik 
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This paper is devoted to the study of the functional properties of six classes of multidimensional integral transforms with the 

Meyer G-function and the Gauss hypergeometric function in kernels in spaces of measurable complex-valued functions. 
The goal is to construct a theory of the considered integral transformations in weight spaces of integrable functions. 
Material and methods. Six classes of multidimensional integral transformations with the Meyer G-function and the Gauss  

hypergeometric function in kernels in weight spaces of integrable functions in the domain  are investigated. 

In this case, methods of functional analysis, theory of functions, complex analysis, methods of the theory of integral transformations 
and special functions, methods of fractional integral differentiation are used. 
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М А Т Э М А Т Ы К А 

Findings and their discussion. The -theory of six multidimensional integral transformations with special functions in the 

kernels: the G-function and the Gauss hypergeometric function has been constructed. Conditions are obtained for the boundedness 
and one-to-oneness of the operators of such transformations from one spaces of integrable functions to others, and analogs of the 
formula for integration by parts are proved. For the transformations under consideration, various integral representations are  
established and inversion formulas are derived. 

Conclusion. The results obtained generalize those obtained earlier for the corresponding one-dimensional and multidimensional 
transformations. 

Key words: multidimensional integral transforms with special functions in kernels, multidimensional Mellin transform, Meyer  
G-function, Gauss hypergeometric function, space of integrable functions, fractional integrals and derivatives. 
 

ассматриваются многомерные интегральные преобразования: 
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, где – мультииндекс с  и 

; для  

lD ; ; ;  

; ;  – функция вида 

[4; 5]: 

  ,  (1.7) 

представляющая собой произведение G-функций  [6, гл. 1]. G-функцией Мейера порядка  

( ), где , называется функция, определяемая интегралом Меллина– 

Барнса: 

 ,  (1.8) 

где  

 .  (1.9) 

Здесь L – специально выбранный бесконечный контур, оставляющий полюса 

 слева, а полюса  – справа, 

пустые произведения, если таковые имеются, считаются равными единице. Более подробно с теори-
ей G-функции (1.8) можно ознакомиться в [6, гл. 6]. 

Функция  представляет собой произведение гипергеометрических функций Гаусса 

(см., например, [7]:  

. 

Гипергеометрическая функция Гаусса  определяется при  как сумма гипергео-

метрического ряда [8, § 2.1] 
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Его параметры , , переменная , – символ Похгаммера: , 

. Ряд (1.10) сходится при  и при , 

, а при остальных значениях  функция Гаусса определяется как аналитическое 

продолжение этого ряда. Более подробно с теорией гипергеометрической функции Гаусса можно 
ознакомиться, например, в [8, гл. 2]. 
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М А Т Э М А Т Ы К А 

Настоящая работа посвящена изучению свойств преобразований (1.1)–(1.6) в весовых простран-

ствах ,  , , интегрируемых функций 

 на , для которых , где [2] 
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Результаты исследования для преобразований (1.1) и (1.2)–(1.6) обобщают полученные ранее для 
соответствующих одномерных случаев [6, гл. 6.6] и [9].  

Предварительные сведения. Множество ограниченных линейных операторов, действующих из 
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Многомерное преобразование Меллина функции   

определяется по формуле [10, формула 1.4.42]: 

 , , (2.1) 

, . 

Обратное преобразование Меллина для  дается формулой [10, формула 

(1.4.43)]: 
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Нам понадобятся элементарные операторы ,  [10, формулы (1.4.52), (1.4.53)]: 
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ственно равны [10, формулы (1.4.44), (1.4.46)]: 
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Нам понадобятся следующие свойства для операторов ,  [2, лемма 2.2], [3, лемма 1]. 

Лемма 2.1. Для 1 2 1 2( , ,..., ) , ... ,n
n nR =      =  = =   и   

(a)  является изометрическим изоморфизмом  на ; если  , то  
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(b)  является ограниченным изоморфизмом  на ; если  , то  

     ; (2.7) 

 является ограниченным изоморфизмом  на  и  

       .    (2.8) 

Также нам понадобятся многомерные аналоги операторов дробного интегрирования  и 

 типа Эрдейи–Кобера, которые определены для ; ; ; 

формулами [3]: 
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ванное -преобразование (1.1) является частным случаем модифицированного -преобра- 

зования [3], когда выполняются условия . Поэтому -теория для 

-преобразования (1.1) следует из соответствующих результатов для модифицированного  

-преобразования [3, теоремы 1, 2].  

Для формулировки утверждений, представляющих -теорию и формулы обращения много-

мерного -преобразования (1.1), нам понадобятся следующие многомерные постоянные [3], [4]: 
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и так далее 

   …  (3.1) 

 

…, …, ;  (3.2) 

ξM ξN

1 r  

ξM ,rL Re( ),r− ξL ,rf L (1 2)r 

)( ) )( ) (Re( ) Re( ))f f ν= + = −ξM s s ξ s ξ(M (M

1−
ξM ,rL Re( ),r+ ξL

1−
−=ξ ξM M

ξN ,ν rL ,ν rξL ,ν rf L (1 2)r 

1
)( ) ) (Re( ) )f f ν

 
= = 

 
ξ

s
N s s ξ

ξ ξ
(M (M

1−
ξN ,ν rL / ,ν rξL

1
1/

− =ξ ξN N

0 ; ,

+  σ

; ,

−  σ (Re( ) 0)nС   , Re( ) 0nC σ σ

nC

( ) ( )
( ) x 1

1
0 ; ,

0

x
(x) x t t (t)d t (x 0)

( )
f f

− + −
 + −
+  = − 

 


σ
σ σ σ σ

σ
σ

( ) ( )
1

(1 ) 1
; ,

x

x
(x) t x t (t)d t (x 0)

( )
f f

  −
 −− −
−  = − 

 


σ
σ σ σ

σ
σ

,2L
1

,G σ κ

1
,G σ κ

1
,Н σ κ

1 1... ... 1p q= = = = = =α α β β
,2L

1
,G σ κ

1
,Н σ κ

,2L

1
,G σ κ

1
min Re( ) , 0,

, 0;

n
n n

j n
j m

n

n

b m

m

 

  −   
 = 

 − =

1
1 max Re( ) , 0,

, 0;

n
n n

i n
i n

n

n

a n

n

 

  −   
 = 

  =

1 1 1 1 12( ) ,a m n p q = + − − 2 2 2 2 22( ) ,a m n p q = + − − 2( )n n n n na m n p q = + − −



М А Т Э М А Т Ы К А 

   , ,…,   (3.3) 

 , ,…, ;  (3.4) 
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и так далее  
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,…, , и функции вида (1.9)   имеют нули на 

прямых , ,…,  соответственно. 

Применяем многомерное преобразование Меллина (2.1) к -преобразованию (1.1) и, учиты-

вая [3, формула 62], получаем: 

 ,  (3.7) 

где  дается (3.6). 

Теорема 3.1. Пусть 
, , …, , ;  (3.8) 

; , ,…,  (3.9) 

.  

Верны следующие утверждения: 

a. Существует взаимно однозначное преобразование  такое, что 

равенство (3.7) выполняется для  и . 

Если , , ,…, 

 и , то  биективно отображает  на 

. 

1 1 1q p = − 2 2 2q p = − ;n n nq p = −

1 1

1 1

1 1
1

1 1 2

q p

j i
j i

p q
b a

= =

−
 = − + 

1 1

2 2

1 1
2

1 1 2

q p

j i
j i

p q
b a

= =

−
 = − + 

1 1 2

n n

n n

q p
n n

n j i
j i

p q
b a

= =

−
 = − + 

1
1 1 1

1 11 1
0

1 1

max Re( ) , ,

, ,

j
m j q

b q m

q m

+  

     
 = 

 − =

1
1 1 1

1 11 1
0

1 1

1 min Re( ) , ,

, ,

i
n i p

a p n

p n

+  

  +   
 = 

  =

2
2 2 2

2 22 1
0

2 2

max Re( ) , ,

, ,

j
m j q

b q m

q m

+  

     
 = 

 − =

1
0

max Re( ) , ,

, ,

n
n n n

j n nn m j q

n n

b q m

q m

+  

     
 = 

 − =

1
0

1 min Re( ) , ,

, .

n
n n n

i n nn n i p

n n

a p n

p n

+  

  +   
 = 

  =

m,n
p,q ( )s

m,n
p,q ( ) s

1,1,p ,m,n
p,q ,

1,q 1,1

( )( )

( ) ( )

k kk k

k k
k k

n i pi m n
kp q

j j qk

a
s

b=

  
   =
     


a

s
b

1 2( , ,..., ) n
n R =    

1 2( ... )n = = = 1 1 11  − 

2 2 21  −  1n n n  − 
,

,
( )k k

k k

m n
kp q

s ( 1,2,..., )k n=

1 1Re( ) 1s = − 2 2Re( ) 1s = − Re( ) 1n ns = −

1
,G σ κ

( )
1,p1 m,n

, p,q
1,q

( )
G ( ) ( )( )

( )

i

j

f f
 
 = + + +
  

σ κ

a
s s σ s σ κ

b
M M

m,n
p,q ( )s

1 1 1 1Re( )к  −  2 2 2 2Re( )к  −  Re( )n n n nк  −  1 2 ... n = = =

* * *
1 20, 0,..., 0na a a= = =  1 1 1 1Re( ) Re( ) 0к  − +    2 2 2 2Re( ) Re( ) 0к  − +  

 Re( ) Re( ) 0n n n nк  − +  

1
,G σ к ,2 Re( ),2[ , ] − +к σ

L L

,2f L Re( ) Re( )=  − +s к σ

* * *
1 20, 0,..., 0na a a= = =  1 1 1 1Re( ) Re( ) 0к  − +  =  2 2 2 2Re( ) Re( ) 0к  − +  =

 Re( ) Re( ) 0n n n nк  − +  = 1 Re( )−  + к G
1

,Gσ к ,2L

Re( ),2− +к σ
L



Веснік ВДУ. – 2022. – № 1(114) 

b. Преобразование  не зависит от  в том смысле, что если  и  удовлетворяют 

(3.8)–(3.9) и если преобразования  и  определены в пространствах  и  ра-

венством (3.7)`, то  для . 

c. Если , , ,…, 

, то для  преобразование  дается формулой (1.1). 

d. Пусть  и . Если , то  представимо  

в виде 

,                                (3.10) 

 
а при  дается формулой  

.                                  (3.11) 

 

e. Если  и , то имеет место формула:  

  ,                                 (3.12) 

где 

 .                                            (3.13) 

Получены формулы обращения для преобразования : 
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Условия справедливости этих формул дает утверждение, которое следует из [3, теорема 10]. 
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-теория и формулы обращения многомерного -преобразования (1.2).  

-преобразование (1.2) представим как композицию -преобразования вида (1.1) и 

элементарных операторов  (2.4). Действительно, заменяя в (1.1)  на  и совершая замену 

переменных , имеем: 
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Применяем к последнему равенству оператор , получаем следующее представление для пре-

образования  (1.2): 
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Следующая теорема дает -теорию преобразования (1.2), которая следует из соответствующих 

утверждений теоремы 3.1 и представлений (4.1)–(4.2). 
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b. Преобразование  не зависит от  в том смысле, что если  и  удовлетворяют 

условиям (4.4)–(4.5) и если преобразования  и  определены в пространствах  

и  равенством (4.3)`, то  для . 

c. Если , ,  

,…, , то для   да-

ется формулой (1.2). 

d. Пусть  и . Если , то  предста-

вимо в виде 
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а при  дается формулой  

 .  (4.7) 

e. Если  и , то имеет место формула:  
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    .  (4.9) 

Получены формулы обращения для -преобразования: 
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. (4.11) 

Условия справедливости этих формул дает утверждение, которое следует из теоремы  
3.2 и [3, теорема 10]. 
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Если , ,…, 

, и , то формулы обращения (4.9) и (4.10) справедливы со-

ответственно при  и . 

Представления преобразований  в виде обобщенных -пре- 

образований. Находим формулы многомерного преобразования Меллина (2.1) от преобразований 

, рассуждая аналогично соответствующим одномерным случаям, изложенным в 

[9, пункт 3]. Получаем 

;  (5.1) 

 

; (5.2) 

; (5.3) 

.  (5.4) 

Из (5.1)–(5.2) с учетом (4.3) получаем представления  в виде -пре- 

образований вида (1.2): 

  ;  (5.5) 

; (5.6) 

  ;  (5.7) 

.  (5.8) 

 

-теория преобразований . На основании (5.5)–(5.8) и (1.2) ,  

, параметры (3.2)–(3.4) имеют следующие значения: 

. (6.1) 

Для удобства введем обозначения: 

 . (6.2) 

Параметры  и  в (3.1) для преобразований  

(5.5)–(5.8) принимают следующие значения соответственно: 
,    (6.3) 

 ,  (6.4) 

,   (6.5) 

, min[Re( ),Re( )], .a b = −  =  (6.6) 
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, (6.7) 

для . 

На основании (5.2)  не принадлежит исключительному множеству  -функции в правой ча-

сти (5.2), если 

,  (6.8) 

для . 

На основании (5.3)  не принадлежит исключительному множеству  -функции в правой ча-

сти (5.3), если 

 , (6.9) 

для . 

На основании (5.4)  не принадлежит исключительному множеству  -функции в правой  

части (5.4), если 

 ,  (6.10) 

для . 

-теория преобразований (1.3)–(1.6) следует из (5.5)–(5.8) и теоремы 4.1 для  

-преобразования. 

Теорема 6.1. Пусть  
 ; . (6.11) 

Верны следующие утверждения: 

a. Существует взаимно однозначное преобразование , такое, что равен-

ство (5.1 ) выполняется для  и . 

Если  и (6.7) имеет место, то преобразование  биективно отображает  

на . 

b. Преобразование  не зависит от  в том смысле, что если  и  удовлетворяют 

условиям (6.11), и если преобразования  и  определены в пространстве  и 

пространстве  равенством (5.1), то  для . 

с. Если  то для  преобразование  задается равенством (1.3). 

d. Пусть  и . Если , то для преобразования  

справедливо представление 

. (6.12) 

Если , то  

. (6.13) 

e. Для двух функций  и , где , верно равенство: 

. (6.13´) 
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Теорема 6.2. Пусть 
 ; . (6.14) 

Верны следующие утверждения: 

a. Существует взаимно однозначное преобразование , такое, что равен-

ство (5.2) выполняется для  и . 

Если  и (6.8) имеет место, то преобразование  биективно отображает  

на . 

b. Преобразование  не зависит от  в том смысле, что если  и  удовлетворяют 

условиям (6.14), и если преобразования  и  определены в пространстве  и 

пространстве  равенством (5.2), то  для . 

с. Если  то для  преобразование  задается равенством (1.4). 

d. Пусть  и . Если , то для преобразования  

справедливо представление 

.  (6.15) 

Если , то  

. (6.16) 

e. Для двух функций  и , где , верно равенство: 

. (6.17) 

Теорема 6.3. Пусть 
 ; . (6.18) 

Верны следующие утверждения: 

a. Существует взаимно однозначное преобразование , такое, что равен-

ство (5.3) выполняется для  и . 

Если  и (6.9) имеет место, то преобразование  биективно отображает  

на . 

b. Преобразование  не зависит от  в том смысле, что если  и  удовлетворяют 

условиям (6.18) и если преобразования  и  определены в пространстве  и 

пространстве  равенством (5.3), то  для . 

с. Если  то для  преобразование  задается равенством (1.5). 

d. Пусть  и . Если , то для преобразования  

справедливо представление 

.  (6.19) 
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Если , то  

. (6.20) 

e. Для двух функций  и , где , верно равенство: 

. (6.21) 

 

Теорема 6.4. Пусть 
 ; . (6.22) 

Верны следующие утверждения: 

a. Существует взаимно однозначное преобразование , такое, что равен-

ство (5.4) выполняется для  и . 

Если  и (6.10) имеет место, то преобразование  биективно отображает  

на . 

b. Преобразование  не зависит от  в том смысле, что если  и  удовлетворяют 

условиям (6.22) и если преобразования  и  определены в пространстве  и 

пространстве  равенством (5.4), то  для . 

с. Если  то для  преобразование  задается равенством (1.6). 

d. Пусть  и . Если , то для преобразования  

справедливо представление 

.  (6.23) 

Если , то  

. (6.25) 

e. Для двух функций  и , где , верно равенство: 

. (6.26) 

 

Формулы обращения преобразований . На основании (5.5)–(5.8) параметры 

(3.5) принимают вид 

 , , ;  (7.1) 

 , , ;  (7.2) 

 , , ;  (7.3) 

 , , ;  (7.4) 

 
соответственно для операторов (1.3)–(1.6). 

Re( )  θ

1 ( 1) ( 1)
3 , ;

1 d
( )(x) x

dx

с f x + − +  +
 = −



σ
σ ω

3,0 ( 1)
3,3

0

, ,x
(t) t

1, 0,t

cc a c b
G t f d

c a b


+ −



 − − −
 

−  − − −  


ω

,2f L *,2k
gL

* Re( )k = − + −ω σ

( ) ( )3 , ; 3 , ;
0 0

(x) (x)dx (x) (x)dxc cf g f g
 

  =  σ ω ω σ

1 min[Re( ),Re( )]a b +θ Re( ) 0c 

4 , ;
с fσ ω ,2 ,2[ , ]  L L

,2f L Re( ) = s

Re( ) 0c = 4 , ;
с fσ ω ,2L

,2
L

4 , ;
с fσ ω   

4 , ;
с fσ ω 4 , ;

с fσ ω ,2L

,2
L 4 , ;

с fσ ω 4 , ;
с f= σ ω f  ,2

L ,2L

Re( ) 1,c  ,2f L 4 , ;
с fσ ω

1 2( , ,..., ) n
n C =     ,2f L Re( )  θ 2 , ;

с fσ ω

1 ( 1) ( 1)
4 , ;

1 d
( )(x) x x

dx

с f + − +  +
 =



σ
σ ω

2,1 ( 1)
3,3

0

, ,x
(t) t

, , 1t

ca b c
G t f d

a b


+ −



 − +
 

−  −  


ω

Re( )  θ

1 ( 1) ( 1)
4 , ;

1 d
( )(x) x

dx

с f x + − +  +
 = −



σ
σ ω

3,0 ( 1)
3,3

0

, ,x
(t) t

1, ,t

ca b c
G t f d

a b


+ −



 + −
 

−  −  


ω

,2f L *,2k
gL

* Re( )k = − + −ω σ

( ) ( )4 , ; 4 , ;
0 0

(x) (x)dx (x) (x)dxc cf g f g
 

  =  σ ω ω σ

, ; ( 1,2,3,4)с
j f j =σ ω

 0 max 0,Re( )i c a b = − − 0
i =  1,i n=

 0 max Re( ),Re( )i a b = 0
i =  1,i n=

0
i = −  0 min Re( ),Re( ) 1i c a c b = − − + 1,i n=

0
i = −  0 min Re( ),Re( ) 1i a b c = + + 1,i n=



М А Т Э М А Т Ы К А 

На основании (7.1) формулы обращения (4.10) и (4.11) для -преобразования (5.5) прини-

мают вид: 
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Условия справедливости формул (7.5) и (7.6) следуют из теоремы 4.2. 
Теорема 7.1. Пусть  

, . 

Если  и , то при  верно равенство (7.5), а при  верно 

равенство (7.6). 

На основании (7.2) формулы обращения (4.10) и (4.11) для -преобразования (5.6) прини-

мают вид: 
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Условия справедливости формул (7.7) и (7.8) следуют из теоремы 4.2. 
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Если  и , то при  верно равенство (7.7), а при  верно 
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На основании (7.3) формулы обращения (4.10) и (4.11) для -преобразования (5.7) прини-
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Условия справедливости формул (7.9) и (7.10) следуют из теоремы 4.2. 
Теорема 7.3. Пусть 
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Если  и , то при  верно равенство (7.9), а при  верно 

равенство (7.10). 

На основании (7.4) формулы обращения (4.10) и (4.11) для -преобразования (5.7) прини-

мают вид: 
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. (7.12) 

 
Условия справедливости формул (7.11) и (7.12) следуют из теоремы 4.2. 
Теорема 7.4. Пусть 

, . 

Если  и , то при  верно равенство (7.11), а при  верно 

равенство (7.12). 
Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция–2025», подпрограмма «Математические мо-

дели и методы», задание 1.2.01. 
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