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Для нахождения характеризации обобщенно локальных классов Фиттинга мы будем ис-

пользовать -метод Скибы исследований групп и формаций, предложенный в работе [4], кото-

рый был дуализирован в [2] и состоит в следующем. Пусть ℙ – множество всех простых чисел, 

𝜋 ⊆ ℙ и 𝜋′ = ℙ\𝜋. Если 𝑛 – натуральное число, то символами 𝜋(𝑛) обозначают множество всех 

простых делителей n и 𝜋(𝐺) = 𝜋(|𝐺|) множество всех простых делителей порядка группы 𝐺. 

Пусть 𝜎 – некоторое разбиение множества ℙ, т.е. если 𝜎 = {𝜎𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼}, то ℙ =∪𝑖∈𝐼 𝜎𝑖 и для всех 

𝑖 ≠ 𝑗 пересечение 𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 = ∅. Тогда символами 𝜎(𝑛) обозначают множество {𝜎𝑖: 𝜎𝑖 ∩ 𝜋(𝑛) ≠ ∅} 

и 𝜎(𝐺) = 𝜎(|𝐺|). 

Пусть Π ⊆ 𝜎. Символом 𝔈Π мы будем обозначать класс всех Π-групп. В частности, сим-

волами 𝔈𝜎𝑖
 и 𝔈𝜎

𝑖′  обозначим классы всех 𝜎𝑖-групп соответственно. 

Пусть ∅ ≠ 𝜎 ⊆ ℙ. Следуя [2], отображение 𝑓: 𝜎 → {классы Фиттинга} назовем  
𝜎-функцией Хартли или просто 𝐻𝜎-функцией 𝑓. Множество 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑓) = {𝜎𝑖: 𝑓(𝜎𝑖) ≠ ∅} – носи-

тель 𝐻𝜎-функции 𝑓. 

Пусть Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑓) и класс 𝐿𝑅𝜎(𝑓) = 𝔈Π ∩ (∩𝜎𝑖∈Π 𝑓(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖
𝔈𝜎

𝑖′ ). 

Определение. Класс Фиттинга 𝔉 назовем 𝜎-локальным, если 𝔉 = 𝐿𝑅𝜎(𝑓) для некоторой 

𝐻𝜎-функции 𝑓. 

Если 𝜎1 = {{𝑝}, {𝑞}, … } – минимальное разбиение множества ℙ и 𝔉 = 𝐿𝑅𝜎1(𝑓), то класс 𝔉 

назовем локальным классом Фиттинга и 𝐻𝜎1-функцию 𝑓 будем называть 𝐻-функцией 𝔉. 

Как установлено в [2], каждый 𝜎-локальный класс Фиттинга 𝔉 определяется  

𝐻𝜎-функцией 𝑓 такой, что 𝐹(𝜎𝑖) = 𝐹(𝜎𝑖)𝔈𝜎
𝑖′ ⊆ 𝔉 и 𝐹(𝜎𝑖) – классы Локетта для всех 𝑖 ∈ 𝐼. Заме-

тим, что 𝐹(𝜎𝑖) – класс Локетта, т.е. (𝐺 × 𝐻)𝐹(𝜎𝑖) = 𝐺𝐹(𝜎𝑖) × 𝐻𝐹(𝜎𝑖) для всех групп 𝐺 и 𝐻. Функ-

цию 𝐹 называют канонической 𝐻𝜎-функцией класса Фиттинга 𝔉. 

Основной результат работы, который дуализирует указанную выше теорему Брайса-

Косси из [3], доказанная. 

Теорема. 𝜎-Локальный класс Фиттинга 𝔉 тогда и только тогда является формацией, 

когда все значения его канонической 𝐻𝜎-функции 𝐹 являются формациями. 

В случае, когда 𝜎 = 𝜎1 – минимальное разбиение множества ℙ, следствием теоремы яв-

ляется следующая характеризация локальных классов Фиттинга, полученная Го Вэньбинем и 

С.Н. Воробьевым в работе [5]. 

Следствие. Локальный класс Фиттинга 𝔉 является формацией тогда и только тогда, 

когда все значения его канонической функции Хартли являются формациями. 
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Все рассматриваемые группы в настоящей работе конечны и разрешимы. В определениях 

и обозначениях следуем [1]. Cовокупность групп 𝔛, которая наряду с каждой своей группой 

содержит и все ей изоморфные группы, называют классом групп. Класс групп 𝔉 называется 

классом Фиттинга, если он замкнут относительно нормальных подгрупп и произведений 

нормальных 𝔉-подгрупп. Если 𝔉 – непустой класс Фиттинга, то для любой группы 𝐺 

существует наибольшая нормальная 𝔉-подгруппа, которую называют 𝔉-радикалом 𝐺 и 

обозначают 𝐺𝔉. 



28 

Центральное место в теории классов Фиттинга занимают исследования структуры 

классов Фиттинга, которые связаны с применением операторов Локетта «∗» и «∗» (см. [2], а 

также главы [1, X–XI]). Напомним, что для каждого непустого класса Фиттинга 𝔉 оператор «∗» 

сопоставляет наименьший класс Фиттинга 𝔉∗, содержащий 𝔉 такой, что (𝐺 × 𝐻)𝔉∗ = 𝐺𝔉∗ × 𝐻𝔉∗  

для всех групп 𝐺 и 𝐻 и оператор «∗» сопоставляет класс Фиттинга 𝔉∗ =∩ {𝔛 – класс Фиттинга и 

𝔛∗ = 𝔉∗}. Класс Фиттинга называют нормальным в классе 𝔖 всех разрешимых групп, если 𝔉 ⊆
𝔖 и для любой группы 𝐺 ∈ 𝔖 ее 𝔉 -радикал является максимальной из подгрупп 𝐺, принадле-

жащих 𝔉. Локеттом была сформулирована и известна в настоящее время под названием  

Гипотеза Локетта [2, проблема стр. 135]. Верно ли, что для каждого класса Фиттинга 

𝔉 существует нормальный класс Фиттинга 𝔛 такой, что 𝔉 = 𝔉∗ ∩ 𝔛? 

Очевидно, каждый разрешимый нормальный класс Фиттинга  𝔉 удовлетворяет гипотезе 

Локетта, поскольку ввиду [1, теорема X.3.7] любой неединичный класс Фиттинга  𝔉 является 

нормальным тогда и только тогда, когда 𝔉∗ = 𝔖. В работе [3] Брайсом и Косси было 

установлено, что класс Фиттинга 𝔉 удовлетворяет гипотезе Локетта в точности тогда, когда 

выполняется равенство  

𝔉∗ = 𝔉∗ ∩ 𝔖∗                                                                  (1) 

Там же было доказано, что равенство (1) справедливо для всех локальных 

наследственных классов Фиттинга, т.е. классов Фиттинга, замкнутых относительно взятия 

подгрупп. В последующем  Бейдлеманом и Хауком [4] была подтверждена гипотеза Локетта 

для локальных классов Фиттинга вида 𝔛𝔑, 𝔛𝔖𝜋𝔖𝜋’, где 𝔛  произвольный непустой класс 

Фиттинга. Справедливость гипотезы Локетта для любого локального класса Фиттинга была 

установлена Воробьевым [5]. В последующем Дерком и Хоуксом [1, теорема X.6.1] было 

показано, что гипотеза Локетта справедлива и для класса Фиттинга 𝔉 в универсуме 𝔈 всех 

групп тогда и только тогда, когда  

                                             𝔉∗ = 𝔉∗ ∩ 𝔈∗                                                                 (2) 

Галлего [6] было доказано, что равенство (2) верно в случае, когда 𝔉 локальный класс 

Фиттинга. Вместе с тем, Пинзом был построен пример (см. [7, пример 4.1]) класса Фиттинга, 

для которого 𝔉∗ ≠ 𝔉∗ ∩ 𝔈∗. Это приводит к задаче описания семейств классов Фиттинга, в 

общем случае неразрешимых, для которых справедлива гипотеза Локетта. Решение указанной 

задачи – основная цель настоящей работы. 

Материал и методы. В работе используется терминология и методы абстрактной теории 

групп. В частности, методы теории классов Фиттинга. 

Результаты и их обсуждения. Напомним, что произведением 𝔉 ⋄ ℌ классов Фиттинга 𝔉 

и ℌ называют класс групп (𝐺: 𝐺 𝐺𝔉⁄ ∈ ℌ).  

Ориентиром для исследований является 𝜎-метод, предложенный Скибой [8], для 

изучения строения групп и формаций (см., также, [9–11]), который был дуализирован в теории 

классов Фиттинга в работе [12] и состоит в следующем. 

Пусть ℙ – множество всех простых чисел, 𝜋 ⊆ ℙ и 𝜋′ = ℙ ∖ 𝜋. Символом 𝜋(𝑛) обозначим 

множество всех простых делителей числа 𝑛, 𝜋(𝐺) = 𝜋(|𝐺|) – множество всех простых делителей 

группы 𝐺. Пусть 𝜎 – некоторое разбиение ℙ, т.е. 𝜎 = {𝜎𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼}, ℙ =∪𝑖∈ 𝐼 𝜎𝑖 и 𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 = ∅  

для всех 𝑖 ≠ 𝑗; 𝜎(𝑛) = {𝜎𝑖: 𝜎𝑖 ∩ 𝜋(𝑛) ≠ ∅} и 𝜎(𝐺) = 𝜎(|𝐺|).  

Всякое отображение вида  𝑓: 𝜎 → {классы Фиттинга} называется 𝜎-функцией Хартли или 

просто 𝐻𝜎-функцией.  

Пусть 𝐿𝑅𝜎(𝑓) = (𝐺: 𝐺 = 1 или 𝐺 ≠ 1 и 𝐺
𝔈𝜎𝑖

𝔈
𝜎𝑖

′
∈ 𝑓(𝜎𝑖) для всех 𝜎𝑖 ∈ 𝜎(𝐺), где 𝔈𝜎𝑖

 и 𝔈𝜎𝑖
′ – 

классы всех 𝜎𝑖-групп и всех 𝜎𝑖′-групп соответственно, символом 𝐺
𝔈𝜎𝑖

𝔈
𝜎𝑖

′
 обозначен  

𝔈𝜎𝑖
𝔈𝜎𝑖

′-корадикал группы 𝐺 – наименьшая нормальная подгруппа 𝐺, факторгруппа по которой 

𝜎𝑖-замкнута. 

Класс Фиттинга 𝔉 называется 𝜎-локальным, если 𝔉 = 𝐿𝑅𝜎(𝑓) для некоторой 𝐻𝜎-функции 

𝑓. В частности, если 𝜎 = 𝜎1 = {{2}, {3}, . . . }, то 𝔉 называют локальным классом Фиттинга.  

Основной результат работы представляет следующая 

Теорема. Каждый -локальный класс Фиттинга удовлетворяет гипотезе Локетта. 
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Следствие 1. Если 𝔉 и ℌ – 𝜎-локальные классы Фиттинга, то для пересечения 𝔉 ∩ ℌ 

справедлива гипотеза Локетта, т.е. (𝔉 ∩ ℌ)∗ = (𝔉 ∩ ℌ) ∩ 𝔈∗. 

Следствие 2. Если 𝔉 и ℌ – 𝜎-локальные классы Фиттинга, то для произведения 𝔉 ⋄ ℌ 

справедлива гипотеза Локетта, т.е. (𝔉 ⋄ ℌ)∗ = (𝔉 ⋄ ℌ) ∩ 𝔈∗. 

В случае, когда 𝜎 = 𝜎1 = {{𝑝}, {𝑞}, … } – минимальное разбиение множества ℙ, получаем 

Следствие 3 (Галлего, [6]). Каждый локальный класс Фиттинга удовлетворяет гипоте-

зе Локетта в универсуме 𝔈 всех групп. 

Следствие 4 (Воробьев, [5, теорема]). Каждый локальный класс Фиттинга разрешимых 

групп удовлетворяет гипотезе Локетта. 

Следствие 5. Для пары классов Фиттинга 𝔖 ⊆ 𝔈 справедлива гипотеза Локетта и ги-

потеза Лауэ, т.е. 𝔖∗ = 𝔖∗ ∩ 𝔈∗ = 𝔖 ∩ 𝔈∗. 

Заключение. В настоящей работе найдены семейства обобщенно локальных классов 

Фиттинга, для которых справедлива гипотеза Локетта. 
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Все рассматриваемые группы конечны. Мы будем использовать терминологию из [1–5]. 

Пусть σ – разбиение множества всех простых чисел ℙ, т.е. σ = {σi | i ∈ I}, где ℙ = ∪i∈I σi и σi ∩ σj = 

= ⌀ для всех i ≠ j.  

Группа G называется σ-примарной, если G является σi-группой для некоторого i. Главный 

фактор H/K группы G называется: σ-центральным (в группе G), если (H/K) ⋊ (G/CG(H/K)) явля-

ется σ-примарным; σi-фактором, если H/K является σi-группой. Группа G называется обобщен-

ной {σi}-нильпотентной, если каждый главный σi-фактор группы G является σ-центральным. 

Если n – натуральное число, то символ π(n) обозначает множество всех его простых дели-

телей; σ(n) обозначает множество {σi | σi ∩ π(n) ≠ ⌀}; σ(G) = σ(|G|) и σ(F) = ∪G∈F σ(G); σ+(G) = {σi | G  

обладает главным фактором H/K таким, что σ(H/K) = {σi}}, σ+(F) = ∪G∈F σ+(G). Символ 𝐹{𝑔𝜎𝑖}(G) 

обозначает произведение всех нормальных обобщенных {σi}-нильпотентных подгрупп группы 

G. Напомним, что класс групп называется формацией, если он замкнут относительно взятия 

гомоморфных образов и подпрямых произведений. 

Всякая функция f вида 

f : σ ∪ {Ø} → {формации групп}, 

где f(Ø) ≠ ⌀, называется обобщенной формационной σ-функцией (см. [5]) и полагают 

 BLFσ(f) = (G | G/Rσ(G) ∈ f(Ø) и G/𝐹{𝑔𝜎𝑖}(G) ∈ f(σi) для всех σi ∈ σ+(G)). 


