
Министерство образования Республики Беларусь 
УЧРЕЖДЕНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ 

«ВИТЕБСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ  
ИМЕНИ П.М. МАШЕРОВА» 

(ВГУ ИМЕНИ П.М. МАШЕРОВА) 
 
 

УДК 512.542 
Рег.№ 20160350 
 
 

УТВЕРЖДАЮ 
Проректор по научной работе 
ВГУ имени П.М. Машерова, 
доктор педагогических наук, 
профессор 
______________ Е.Я. Аршанский 
___________________ 2021 г. 

 
 

ОТЧЕТ 
О НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ РАБОТЕ 

 
 

Методы локализации и теории решеток в исследовании строения 
конечных групп и их классов 

 
(заключительный) 

 
ГПНИ «Конвергенция-2020» 

 
 
Руководитель НИР, 
заведующий кафедрой алгебры и 
методики преподавания математики, 
доктор физико-математических наук, 
профессор _______________ Н.Т. Воробьёв 

  
 
 

 
 
 
 

Витебск 2021 



2 
 

СПИСОК ИСПОЛНИТЕЛЕЙ 
 
Руководитель темы,  
заведующий кафедрой алгебры и 
методики преподавания математики, 
доктор физ.-матем. наук, 
профессор _____________________ Н.Т. Воробьёв 

(введение, разделы 
1, 2, 5, заключение) 

Отв. исполнитель,  
профессор кафедры алгебры и 
методики преподавания математики, 
доктор физ.-матем. наук, 
доцент _____________________ Н.Н. Воробьёв 

(введение, раздел 4, 
заключение) 

Исполнители: 
Декан факультета математики и 
информационных технологий, 
кандидат физ.-матем. наук, 
доцент _____________________ Е.Н. Залесская 

(раздел 3) 
Заведующий кафедрой  
информатики и информационных 
технологий 
кандидат физ.-матем. наук _____________________ Е.А. Витько 

(раздел 5) 
Доцент кафедры алгебры и 
методики преподавания математики, 
кандидат физ.-матем. наук, 
доцент _____________________ С.Н. Воробьёв 

(раздел 5) 
Доцент кафедры алгебры и 
методики преподавания математики, 
кандидат физ.-матем. наук _____________________ А.П. Мехович 

(раздел 4) 
Преподаватель кафедры  
прикладного и системного 
программирования, 
кандидат физ.-матем. наук _____________________ А.В. Марцинкевич 

(раздел 3) 
Преподаватель кафедры  
алгебры и методики 
преподавания математики _____________________ Т.Б. Караулова 

(разделы 1, 2) 



3 
 

Аспирант кафедры  
алгебры и методики 
преподавания математики _____________________ Е.Д. Ланцетова 

(раздел 4) 
Аспирант кафедры алгебры и методики 
преподавания математики _____________________ И.И. Стаселько 

(раздел 4) 
 
Нормоконтроль _____________________ Т.В. Харкевич 

 



4 
 

РЕФЕРАТ 

 

Отчет 56 с., 1 кн., 78 источн. 

КЛАСС И МНОЖЕСТВО ФИТТИНГА, ФОРМАЦИЯ, ФУНКЦИЯ 

ХАРТЛИ, ФИШЕРА, РЕШЕТКА ФОРМАЦИЙ И КЛАССОВ ФИТТИНГА 

Объектом исследования являются алгебры радикальных и 

корадикальных классов конечных групп и их решетки. 

Цель работы – разработка новых локальных и решеточных методов 

исследования подгруппового строения конечных групп и их классов. 

В результате исследования: описаны общие методы построения 

локальных фиттинговых множеств конечной группы и на их основе найдены 

новые канонические системы подгрупп; развит метод локализации в теории 

нормальных классов Фиттинга и выявлены новые свойства решеток, в 

частности, решена проблема Дёрка–Хоукса (1992 г.) о полноте решетки 

локально нормальных классов Фишера; описаны тождества решеток и 

компактные элементы классов Фиттинга и формаций. 

Степень внедрения – полученные результаты использовались в 

учебном процессе ВГУ имени П.М. Машерова при чтении специальных 

курсов по теории групп и их классов для студентов и магистрантов 

математических специальностей, а также при написании курсовых и 

дипломных проектов, магистерских и кандидатских диссертаций. Отдельные 

результаты по исследованию подгрупповой структуры групп нашли 

применение в академических центрах Китая. Все полученные результаты 

являются новыми: впервые в мировой практике построены локальные 

множества Фиттинга конечной группы и описано строение инъекторов в 

терминах радикалов групп; развитие локальных методов в теории 

нормальных классов Фиттинга и формаций явилось основой для нахождения 

новых семейств решеток классов Фиттинга и формаций. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Краеугольным камнем теории конечных групп является теорема 

Силова (1872 г.) о том, что если порядок группы G равен pαm, где p – 

простое число, а m не делится на p, то в G существует по крайней мере 

одна подгруппа порядка pα (так называемая силовская p-подгруппа) и любые 

две силовские p-подгруппы сопряжены. В рамках этой теории получение 

теорем силовского типа сформировалось в большое самостоятельное 

направление, крупный вклад в развитие которого внесли в разрешимом 

случае Ф. Холл [1] и π-разрешимом – С.А. Чунихин [2] (π – некоторое 

множество простых чисел). Ими установлено, что любая конечная π-

разрешимая группа [2] (в частности, конечная разрешимая группа [1]) 

обладает холловыми π-подгруппами и любые две холловы π-подгруппы 

сопряжены. Напомним, что подгруппу H группы G называют холловой π-

подгруппой, если порядок H является π-числом, а ее индекс в G – π'–числом, 

где π' – дополнение множества π во множестве всех простых чисел. 

Примечателен тот факт, что все указанные выше результаты базировались 

лишь на арифметических свойствах групп, т.е. на свойствах их порядков. В 

60-е годы прошлого столетия был найден оригинальный неарифметический 

метод развития силовской теории: используя метод локализации изучения 

конечных разрешимых групп, Гашюцом [3], Гашюцом, Фишером и 

Хартли [4], Хартли [5] было получено обобщение фундаментальных теорем 

Силова и Холла в терминах локальных формаций и классов Фиттинга. В [4] 

установлено, что если F – класс Фиттинга, то любая конечная разрешимая 

группа обладает F-инъектором и любые два F-инъектора сопряжены. 

Напомним, что класс групп F называют классом Фиттинга. если F замкнут 

относительно взятия нормальных подгрупп и произведений нормальных 

подгрупп из F. При этом F-инъектором группы G называют её подгруппу V 

такую, что V ∩ N является максимальной из подгрупп N, принадлежащих F 
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для любой субнормальной подгруппы N группы G. Заметим, что если F – 

класс всех π-групп (в частности, F – класс всех p-групп), то F-инъектор 

группы – это ее холлова π-подгруппа (в частности, силовская p-подгруппа). 

Поэтому из теоремы Гашюца–Фишера–Хартли [4] следуют теорема Холла и 

теорема Силова в разрешимом случае. 

Дальнейший прогресс в развитии силовской теории был достигнут в 

разрешимом случае и частично разрешимом в работах В. Андерсона [6] и 

Л.А. Шеметкова [7], где было определено радикальное множество 

(фиттингово множество) группы, как непустое множество ее подгрупп, 

замкнутое относительно взятия нормальных подгрупп, произведений 

нормальных подгрупп и сопряжений подгрупп элементами группы. Более 

того, Л.А. Шеметковым [7] был доказан аналог теоремы Гашюца – Фишера – 

Хартли для множества Фиттинга  F   π-разрешимой группы в случае, когда 

множество π – множество всех простых делителей всех подгрупп из F . В 

связи с этим актуальна задача разработки локальных методов построения 

фиттингова множества конечной группы, т.е. локальных радикальных 

множеств группы и нахождения новых канонических классов сопряженных 

инъекторов в этой группе (в частности, π-разрешимой группе без 

ограничений на π). Перспективность такой задачи подтверждает работа [8] и 

тот факт, что множество всех F-инъекторов группы для класса Фиттинга F 

совпадает со множеством всех F –инъекторов этой группы для специального 

случая ее множества Фиттинга F, т.е. если F – множество всех подгрупп G из 

класса Фиттинга F. 

Второй круг вопросов, представляющих интерес, связан с, так 

называемыми, нормальными классами Фиттинга, т.е. такими классами 

Фиттинга F, для которых F-инъекторы являются нормальными подгруппами в 

любой конечной разрешимой группе. Интерес к данному направлению 

исследований обусловлен, прежде всего, основополагающими результатами 

Блессеноля – Гашюца [9] и Лауша [10], где установлено, что решетка всех 
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разрешимых нормальных классов Фиттинга является полной, модулярной, 

атомарной и изоморфна решетке подгрупп некоторой бесконечной абелевой 

группы (так называемой группы Лауша). Понятие нормального класса 

Фиттинга допускает естественную локализацию. Класс Фиттинга F называют 

нормальным в инъективном классе Фиттинга X (группы из X обладают 

F-инъектором) или просто локально нормальным (см. X.3 [11]), если F – 

подкласс X и для любой группы G из X каждый F-инъектор G нормален в G. 

Ориентиром для исследований решетки локально нормальных классов 

служит также проблема Дерка – Хоукса о полноте решетки X-нормальных 

классов Фиттинга для случая, когда X – идемпотентный класс Фиттинга (см. 

[11], стр. 716). Все это приводит к задаче развития метода локализации в 

теории нормальных классов Фиттинга (в общем случае неразрешимых) и 

изучения свойств решетки всех локально нормальных классов Фиттинга, в 

частности, решения вопроса о полноте решетки этих классов. 

Заметим, что нормальные классы Фиттинга ранее нашли эффективное 

применение для описания факторизаций локальных классов Фиттинга и 

описания структуры классов Фиттинга во многих работах (см., например, 

[12], [13]). 

Задачи изучения решеток радикальных классов, т.е. классов Фиттинга 

тесно переплетаются с задачами изучения решеток корадикальных классов: 

формаций. В этом направлении исследований значительный прогресс был 

достигнут А.Н. Скибой, что нашло отражение в его монографии [14].  

Примечателен тот факт, что значительное место для решения задачи 

классификации формаций и описания их факторизаций занимают вопросы 

изучения взаимосвязи тождеств решеток формаций и вложения формаций и 

произведений формаций в компактные элементы решеток формаций. В этом 

направлении исследований в 2000-2015 годы получены многочисленные 

результаты А.Н. Скибой, Го Вэньбинем, В.М. Селькиным, А. Баллестером-

Болинше, Л.А. Шеметковым, Н.Н. Воробьёвым, А.А Царевым и др (см., 

например, [15]–[17]). При этом важными для дальнейших исследований 
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5.4.3 Теорема [78]. Пусть ( )fSLF=F  для некоторого локального 

спутника f такого, что ( ) ( )pfpfp =N  для всех ∈p Supp (f ). Тогда формация 

F определяется локальным спутником f , все непустые значения которого 

являются формациями Локетта, т.е. 




= fSLFF . 

5.4.4 Следствие [78]. Пусть F – локальный класс Фиттинга, 

определяемый H-функцией F такой, что ( ) ( ) FN ⊆= pFpF p для всех ∈p  ℙ. 

Если F – формация Локетта, то все непустые значения H-функции F 

являются одновременно формациями и классами Локетта. 
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