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Введение

Одним из основополагающих результатов о взаимосвязи разрешимых корадикаль- 
ных и радикальных классов (формаций и классов Фиттинга) в теории формаций групп 
является теорема Брайса-Косси [1] о том, что локальная разрешимая формация яв­
ляется т-замкнутым классом для оператора замыкания г £ {S, Sn, N0}, в частности, 
формацией Фиттинга, тогда и только тогда, когда все значения ее наибольшего при­
веденного спутника т-замкнуты. Результат такого же типа был доказан для случая 
локальной формации произвольных групп Подуфаловой и Слеповой (см., например, 
теоремы 4.7 и 4.10 [2]).

В теории классов Фиттинга возникает дуальная задача — задача характеризации 
локального т-замкнутого класса Фиттинга для оператора замыкания т £ {.S', Q,Ro} 
посредством наличия свойства т-замкнутости у всех значений наибольшей приведенной 
функции Хартли, которая его определяет.

Решение указанной задачи для сг-локальных (в частности, локальных) классов 
Фиттинга — основной результат настоящей работы. Все рассматриваемые нами группы 
конечны.

§1. Предварительные сведения

Напомним, что если X — класс групп, то
S X  =  (G | G < Н  для некоторой группы Н £ X); если X =  SX,  то класс X 

называется наследственным или S-замкнутым;
SnX — (G | G sn H  для некоторой группы Н £ X); если X =  SnX, то класс X 

называется нормально наследственным или ^„-замкнутым;
QX = (G | ЭН £ X  и эпиморфизм Н на G); если X =  Q X , то класс X называется 

гомоморфом или Q-замкнутым;
R0X = (G | 3Ni < G(i = 1, ...,г), такие, что G/Ni £ X  и П}=1 Я, =  1); если X =  RqX, 

то класс X называется /^-замкнутым;
N0X  = (G | 3KjsnG(i  — I , . . . ,г ) ,  такие, что Ki £ X  и G =< К 2, . . . ,К Т > ) ;  если 

X =  N0X,  то класс X называется Ао-замкнутым.
Напомним, что ^-локальные классы Фиттинга впервые были определены в работе 

А.Н.Скибы и Л.А.Шеметкова [3].
Пусть 0  ф и> С Р, где Р — множество всех простых чисел. Отображение 

/  : uj U {Д }  {классы Фиттинга} называется w-локальной функцией Хартли или 
а;-локальной Я-функцией.

Пусть L R ul{f) = {G | Gwd £ f(w') и FP(G) £ f (p)  для всех р £ u> Г) 7r(G)}, где 
Gwd =  Ge'-d, FP(G) = G^^p'  и — класс всех тех групп, у которых каждый компози­
ционный фактор является оЯ-группой.

Класс Фиттинга $  называется а;-локальным [3], если существует некоторая а> 
локальная Н-функция f такая, что $  =LRw(f).
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Операторы замыкания для локальных классов Фиттинга 17

Если 3  =  L Rul(f)  для а;-локальной //-функции / ,  то согласно результату 
А.Н.Скибы и Л.А.Шеметкова [3] 3  определяется формулой:

5  =  (Прб7Г2£Р0 П (Пре7Г1/(р ) ^ ( £ Р0 Г) / И ^ с г ,  (*)

где 7га =  о; П Supp( f ) ,  Supp(f)={a G u U  {Д} | f(a)  ф 0}, тг2 =  аД ^ .
Лемма 1.1 ([4, с.273]). Класс X Я^-замкнут при условии, что если группа G 

имеет нормальные подгруппы и TV2, такие, что G/Ni  G Х(« =  1,2) и N\ П N? — I, 
то G G X.

Л емма 1.2 ([4, с.686]). Если оператор замыкания т G {S, Q, Яо}, то т-замкнутый 
класс Фиттинга является классом Локетта.

Лемма 1.3 ([4, с.63]). Пусть G и Н — группы и W  = G I Н. Если N  <  G, то
N* < W  и

W/N*  ~  (G/N) I Н.

Лемма 1.4 [4, с.697]). Если 3  — класс Локетта и группа G то для любой 
группы Н  3-радикал сплетения

(GI Н)$ = (G$)*.

Пусть X — произвольная совокупность групп, р — некоторое простое число. Тогда

=  Г Fit{Fp(G)\Gе р е  тг(ЭЕ);
\ 0,  р 0  т(Х).

Лемма 1.5 (]3, с. 139]). Пусть £  — класс Фиттинга. Тогда следующие условия 
равносильны:

1)3(Fp)Vlp С 3  для всех ре со;
2)3 =  LRW(J), где /(и /) = 3  и f(p)  =  3(F p)9lp для всех ре ш;
3) класс 3  и - л о к а л е н .  Лемма 1.6 ([5]). Пусть 3  ~~ ш-локалъный класс Локетта. 

Тогда 3  определяется наибольшей приведенной и-локальной Н-функцией F  и ее зна­
чения являются классами Локетта, причем F(u>') = 3  и F(p)Hlp =  F(p) С 3  для всех
р е  оз.

§2. Вспомогательные результаты

Для доказательства основных результатов работы предварительно докажем 
несколько лемм.

Непосредственная проверка показывает, что справедлива
Лемма 2.1. Пусть т — оператор замыкания. Если т G {S,Q,Rq} и 3i — т- 

замкнутый класс Фиттинга для всех г е  I , то класс Фиттинга 3  =  т-
замкнут.

Лемма 2.2. Пусть т G {S, Q,Ro}  — оператор замыкания и 3  = ПГ=1 3i- Если 
5] -  r -замкнутый класс Фиттинга и 3 j ~  т-замкнутый радикальный гомоморф для 
любого j  е  {2, ...,п}, то 3  ~  т-замкнутый класс Фиттинга.

Доказательство. Докажем методом индукции по числу сомножителей п. Пусть 
3  =  3 \3 2 , где 3i — т-замкнутый класс Фиттинга и З 2  — т-замкнутый радикальный 
гомоморф. __
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18 Е.Н. Залесская

Рассмотрим следующие случаи:
1. т =  S.
Пусть G G Тогда если Я  — подгруппа группы G , то С ?1 П Я  С GSl G 5i

Следовательно, П Я  G Si. Так как H G ^ / G ^  — подгруппа группы G /G ^  G $ 2 , то
ввиду изоморфизма

н/нпсш^нс^/с^
и Я-замкнутости класса 5 2 следует, что Я /Я  П GQ, G Зщ Значит, Я  G 5 i5 2 =  5  и класс 
5 5-замкнут.

2. т  -  Q.
Пусть G G 5  =  и Я  — нормальная подгруппа группы G. Тогда ввиду изо­

морфизма
G „ K / K  к  G j./G *, П К  = Сг, / К г ,

и того, что класс 5т Q-замкнут, получаем, что С ^ К / К  G 5 ь  Но G/Gy, G 5г- Следова­
тельно,

G / G g J G ^ K j G ^  — G / G ^ K  g 5г-

Теперь, учитывая изоморфизм

G /G * tf  ~  G / K / G ^ K / K  G &

следует, что G / K  G ЗгЗг и класс $  является Q-замкнутым.
3 . т  =  Я о .

Предположим, что G/Я,- G 5, 1=1,2. Без ограничения общности мы можем считать, 
что Я] П АГ2 =  1. Пусть Li /Ki  =  (G / K i )5 l. Тогда ввиду' изоморфизма

L\  П L ‘i j L \  П А 2 — (Li П Ь2)К 2/ К 2

и того, что
(Ai П А2) А2/ Я 2 < А2/А 2 G 5ъ

следует
L\  П L 2 / L 1 П Я 2 G 5i-

Аналогично получаем, что
L\ П А2/А 2 П К \  G 5.1 •

Но класс 5 i является Яо-замкнутым, Следовательно,

Ь\ П L2/(L i  П А 2) П (А2 П ATi) =  Ь\ П А2 € 5i-

Теперь, из того, что G/Ki  £ 5i52j 1=1,2, следует, что

G / K i / L i / K i  G 5 2-

Но
G / K i j L i / K i  ~  G/Я .

Значит, G/Li  G 5 2 и поэтому G/Aj П A2 G 5 2- Отсюда G G 5 i5 2 =  5  и класс 5  является 
Яо-замкнутым по лемме 1.1.

Теперь, учитывая свойство ассоциативности умножения классов Фиттинга, заклю­
чаем, что лемма верна для любого числа, сомножителей п. Лемма доказана.
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Лемма 2.3. Пусть 5  =  LRW(F), где F  — наибольшая приведенная ш-локальная 
Н -функция и W  = G I Zp — регулярное сплетение группы G с циклической группой 
порядка р. Если р Е и> и G является Р(р)-группой, то W  Е $■

Доказательство. Пусть G'* — базисная группа регулярного сплетения W. 
Покажем, что если G  Е F(p), то W  Е
Учитывая определение класса Фиттинга, G* Е F(p), и поэтому G* С W F (P). Соста­

вим факторгруппу W/G*/Wf ( p)/G* . Но тогда ввиду изоморфизмов

w / g * /w f [p)/ g * ~  W /W F[p)

и
w / g * ~ z v e  тр

следует, что W F(p) — G* или W  =  W F(P). Очевидно, что в каждом случае W  Е 
Е Е(р)Щр. Но по условию F  —  наибольшая приведенная w-локальная Н-функция. Зна­
чит, F(p)y\p = F(p)  С а поэтому W  Е F(p)  С Лемма доказана.

§3. Формации Фиттинга

Напомним, что класс групп называется формацией Фиттинга, если он является 
одновременно формацией и классом Фиттинга.

Теорема 3.1. Пусть 5  ~  ш-локальный класс Фиттинга. Класс $  является т- 
замкнутым для оператора замыкания г  Е {Q, Rq} тогда и только тогда, когда каждое 
значение его наибольшей приведенной ш-локальной Н-функции F  г-замкнуто.

Доказательство. Так как $  — L R W{F ), где F  — наибольшая приведенная и>- 
локальная Я-функция класса то ввиду [3] w-локальный класс Фиттинга 5  определя­
ется формулой

S =  (npe7r2<v) П (пре7П F(p)mp(Bp/) n F(j)<£„d, (*)

где 7Г ! = ш П  Supp(F), 7Г2 =  w\7ri.
В зависимости от значений оператора замыкания т рассмотрим два случая.
1. т  =  Q.
Тот факт, что если значение F{a) наибольшей приведенной w-локальной Я- 

функции F  является Q-замкнутым классом для каждого а Е w U {и/}, то и $  — 
Q-замкнутый класс Фиттинга вытекает непосредственно из того, что классы групп 

<£р1 , £Ш(], являются Q-замкнутыми ввиду лемм 2.1, 2.2 и равенства (*).
Докажем, что из Q-замкнутости класса Фиттинга $  следует, что и значение со- 

локальной Я-функции F  является Q-замкнутым для всех а Е со U {о/}.
Так как $  ~  Q-замкнутый класс Фиттинга, то по лемме 1.2, $  — класс Локетта. 

Если а = о/, то ввиду леммы 1.6, F(u') — £  — Q-замкнутый класс Фиттинга. Пусть а Е 
Е и \ лу. В этом случае F ( a )  — 0  и класс F ( a )  является Q-замкнутым для всех а Е оДяд.

Остается проверить, что из Q-замкнутости класса Фиттинга $  вытекает Q- 
замкнутость класса F(p) для всех р Е яд .

Допустим, что существует такое р Е тгь  что класс F(p) не является Q-замкнутым, 
то есть имеется группа G Е F(p) с нормальной подгруппой N  такая, что факторгруппа 
G / N  $  F(p).

Пусть W  =  G l Z p. По лемме 2.3, W  Е $ . Рассмотрим теперь регулярное сплетение 
W\ — (G /N )\Z P групп G /N  и Zp. По лемме 1.3, оно изоморфно факторгруппе (G\ZP) /N *.
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20 Е.Н. Залесская

Так как класс групп $  является Q-замкнутым, то W/N*  G S'. Следовательно, VV) G 
€ У и поэтому ввиду равенства (*) W\  G (Прб7ПЯ(р)бу. Значит, W\/ {Wi )F{p) G Gy и  

Р 1  W i / ( W i ) f ( j > ) \  д л я  некоторого р G яд.
С другой стороны, по лемме 1.6, F(p)  — класс Локетта и G / N  Я(р) для некото­

рого р G 7Г1. Тогда, применяя лемму 1.4, получаем, что

( G / N  I Zp)F(p) — ((G/N)f(p))*■

Используя свойства сплетения, имеем

W \/ { ( G / N ) F(p)Y ~  ( ( G / N ) / ( G/ N) f{p)) I z p.

Но Wi = G / N  I Zp, значит, (ITi)f(j») =  ( {G/ N) F{p))* и

W i/(W !)FW — ( {G/ N) / ( G/ N) m ) I Zp.

Отсюда вытекает, что порядок факторгруппы ИдДИ'Д^у) не является //-числом. 
Полученное противоречие показывает, что класс F(p)  является Q-замкнутым для 

всех р  G яд .
Итак, все значения наибольшей приведенной и>-локальной Я-функции F  являются 

Q-замкнутыми для любого a G и> U

2. т  =  Яо-
Так как классы групп 6Ц,*ЛР, бу, являются Яо-замкнутыми, то ввиду лемм 

2.1, 2.2 и равенства (*) получаем, что $  — Яо-замкнутый класс Фиттинга.
Покажем обратное: что из Яо-замкнутости класса $  вытекает Яо-замкнутость зна­

чений наибольшей приведенной а;-локальной Я-функции F  для всех a G w U
Так как класс £  — Яо-замкнутый класс Фиттинга, то по лемме 1.2, £  — класс 

Локетта. Очевидно, если а =  и/, то по лемме 1.6, класс Я (а/) =  £  — Яо-зэмкнут. Если 
же a G иДяд, то в этом случае F(a) =  0  и класс F{a) является Яо-замкнутым для всех 
a G оДяд.

Теперь остается выяснить, что если класс Фиттинга $  является Яо-замкнутым, то 
и класс Я(р) является Яо-замкнутым для всех р G яд.

Допустим, что существует такое р е  яд, что класс F(p)  не Яо-замкнут, то есть 
имеются факторгруппы G/ Nh i =  1,2, которые принадлежат Я(р), где Я* — нормальная 
подгруппа группы G, но факторгруппа G/А/  П N 2 F(p)  для некоторого р G яд.

Без ограничения общности можно считать, что N\ П Я2 =  1.
Пусть Wi =  G/Ni  I Zp,i — 1,2 и И7 =  G I Zp. По лемме 2.3 следует, что Ид G 

Учитывая лемму 1.3, имеем

W i ~ ( G l Z p)/N* = W / N ; £ $ .

Отсюда, ввиду Яо-замкнутости класса групп #  заключаем, что W / N /  П N /  G #.
Легко видеть, что W/ N*  П Щ  = W  G ц, и поэтому

W  G <Sn'2 П (ПpeniF{p)(Ep/) n  F ( J ) ^ d.

А это означает, что порядок факторгруппы W/WF(p) является р'-числом для некоторого
Р G яд.

Но по лемме 1.6, F(p)  — класс Локетта и С/А/  Г) Я2 =  G F(p)  для некоторого 
р  G яд. Теперь, применяя лемму 1.4, получаем, что (G I Zp)F(p) =  (Gp^)* .
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Но тогда по лемме 1.3 имеем

W / W F{P) =  W / ( G m Y  ~  {G/Gm ) I Zp

и порядок факторгруппы W не является //-числом.
Получили противоречие. Следовательно, класс F(p) — /^-замкнут для всех р £ 7гл. 

Теорема доказана.
Из теоремы 3.1. вытекает следующий результат.
Следствие 3.2. со-Локалъный класс Фиттинга является формацией тогда и 

только тогда, когда все значения его наибольшей приведенной ш-локалъной Н-функции 
являются формациями.

В случае ю — Р  мы получаем
Следствие 3.3. Локальный класс Фиттинга является формацией тогда и толь­

ко тогда, когда все значения его наибольшей приведенной Н-функции являются фор­
мациями.

§4. Наследственные классы Фиттинга

Напомним, что если из того, что группа G принадлежит классу групп #  и Н — ее 
подгруппа, следует, что Н  принадлежит то класс групп J  называется наследственным 
или S-замкнутым.

Теорема 4.1. Пусть $ — ш-локалъный класс Фиттинга. Класс $ является на- 
ыедственным тогда и только тогда, когда каждое значение его наибольшей приве­
денной и>-локальной Н-функции F является наследственным классом Фиттинга.

Доказательство. Покажем вначале, что если все значения наибольшей приведен­
ной ю-локальной Н -функции F  наследственны, то и J  -  наследственный класс Фит­
тинга.

Предположим, что о/ ф 0 . Тогда ввиду леммы 1.5, F ( u r) =  $ — наследственный 
класс Фиттинга. Если и/ =  0 , то класс Фиттинга J  локален и его можно представить 
следующим образом:

у = <*„ п (np̂ F{Pyyip(Bp-),

где 7г — Supp(F)  =  {р £ P\F(p) ф 0}.
Из того, что классы групп <Вп, Т£р. (Ер> являются наследственными, ввиду лемм 2.1, 

2.2 получаем, что $  — наследственный класс Фиттинга.
Докажем теперь, что если $  — наследственный класс Фиттинга, то и значения F  

наследственны для всех a GojU {а/}. Так как #  — наследственный класс Фиттинга, то 
по лемме 1.2, $  — класс Локетта. Очевидно, если о =  о/, то по лемме 1.6, F(u') — 3", и 
F(u') — наследственный класс Фиттинга. Пусть а £ иДл!. В этом случае F(a)  =  0  и 
класс F(a) наследственнен для всех а £

Остается показать, что класс F(p) наследственен для всех р £ яд, где 7г3 =  ш П 
П Supp(F).

Допустим, что существует такое р £ яд, что класс Фиттинга F(p) ненаследственен, 
то есть для некоторой Я(р)-группы G ее подгруппа Я  ф F(p).

Пусть W  =  GI Zp. Согласно лемме 2.3, W  £
Рассмотрим теперь регулярное сплетение И-д =  H \ Z P группы Я  и группы Zp. Так 

как 5  — наследственный класс Фиттинга и ИД С W  £ то

W i € д = (п Р&7Г2(ВР.) П (Пр€7Г1Я(р)(Нр/) n F { J ) ^ d.
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Отсюда W x € F(p)<Ep> для некоторого р е  i j .  Значит, £ (£р/ и р /
I W/TOrwl-

Но F (p )  класс Локетта и группа Н  не принадлежит F (p ). Следовательно, по 
лемме 1.4 получаем (Н  I Zp)f(j>) = {Hf(p))*-

Значит, ввиду леммы 1.3 W\/ {Hf (p))* — (H/Hp^f)  I Zp.
Так как ( W i ) p ( p )  =  ( Я f <j>))* и  И 7! / ( И 7, ) ~  ( H / H p ^ f )  I Zp, то заключаем, что 

порядок факторгруппы Wi/fW-fjp^)  не является р'-числом. Получили противоречие. 
Следовательно, класс F (p )  — S-замкнут для всех р € тк\. Теорема доказана.

В случае со =  Р  мы получаем следующий результат.
Следствие 4.2. Локальный класс Фиттинга является наследственным тогда и 

только тогда, когда все значения его наибольшей приведенной Н-функции являются 
наследственными.

Ввиду теоремы 1 [6] из теоремы 4.1. вытекает такой результат.
Следствие 4.3. Разрешимый класс Фиттинга тотально локален тогда и толь­

ко тогда, когда все значения его наибольшей приведенной Н-функции тотально ло­
кальны.

A b strac t. Let т be a closure operator and r  G { S , Q , R 0}. I n  this paper we classified the r- 
closed ui-local Fitting classes by the means of the largest integrated w-local Hartley function.
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