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В исследовании задачи существования и сопряженности инъекторов в произволь­
ной конечной группе известен результат Блессеноля-Лауе о том, что в любой конечной 
группе G существует единственный класс сопряженных квазинильпотентных инъекто­
ров, которые в точности являются 9£* -максимальными подгруппами G, содержащими 
обобщенную подгруппу Фиттинга F*(G). В настоящей работе, используя конструк­
ции классов Блессеноля-Лауе и Гашюца, мы расширяем результат Блессеноля-Лауе 
на случай, когда класс Фиттинга g = ф93, где ф — непустой класс Фиттинга и 93 — 
класс Блессеноля-Лауе, тем самым выделяя новый класс сопряженных ^-инъекторов 
в классах (£ всех конечных групп и (5я всех конечных я-разрешимых групп соответ­
ственно. Более того, мы доказываем, что 3-инъекторы группы G — это в точности все 
те gf-максимальные подгруппы G, которые содержат ее S-радикал G^. Специальными 
случаями таких инъекторов являются инъекторы для многих известных классов Фит­
тинга. В частности, такие инъекторы в классе <S всех конечных разрешимых групп 
были описаны Хартли, Фишером, Францем, Локеттом. 

1. Введение 
В теории классов Фиттинга конечных разрешимых групп один из основополагающих ре­
зультатов — обобщение теорем Силова и Холла, которое представляет теорема Гашюца-
Фишера-Хартли [1],о том, что для любого класса Фиттинга g в любой конечной разре­
шимой группе G существуют ^-инъекторы и любые два из них сопряжены в G. 

Напомним, что класс Фиттинга — класс групп, замкнутый относительно нормальных 
подгрупп и их произведений, а формация — класс групп, замкнутый относительно гомо­
морфных образов и конечных подпрямых произведений. Если класс групп одновременно 
является классом Фиттинга и формацией, то его называют формацией Фиттинга. Заметим, 
что если g — класс Фиттинга, то подгруппа V группы G называется ее g-инъектором 
[2], если V П N является ^-максимальной подгруппой в N для любой субнормальной 
подгруппы N группы G. 

Расширение указанного выше результата на случай произвольных конечных групп в 
общем случае невозможно (см., например, стр. 295 в [2]). Однако в этом направлении 
известны результаты Л. А. Шеметкова [3, 4] , В. Г. Сементовского [5], которые выделяют 
классы сопряженных инъекторов в случае, когда группа G частично разрешима. 

Впервые классы сопряженных инъекторов в произвольной конечной группе были най­
дены Блессенолем и Лауе [6]. При этом, ярким результатом в этом направлении является 
теорема о том, что любая конечная группа G имеет единственный класс сопряженных 
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квазинильпотентных инъекторов (9?*-инъекторов), которые в точности являются ^"-мак­
симальными подгруппами G, содержащими обобщенную подгруппу Фиттинга F*(G). 

Напомним, что класс всех квазинильпотентных групп 31* — это класс групп 
(G | G = F(G)L(G) = F*(G)), где F(G) — подгруппа Фиттинга, L(G) — полупростой 
радикал группы G (см. [7]). 

В настоящей работе, используя классы Блессеноля-Лауе [6], а также конструкции 
классов Фиттинга, предложенные Гашюцом (см. IX.2 в [2]), мы находим новые классы 
сопряженных инъекторов в классе (£ всех конечных групп и классе ©я всех конечных 
яг -разрешимых групп. Заметим, что специальными случаями таких инъекторов являются 
инъекторы для многих известных классов Фиттинга. В частности, такие инъекторы в 
классе © всех конечных разрешимых групп были описаны Хартли [8], Фишером [9], 
Францем [10], Локеттом [11]. 

Для описания инъекторов мы будем использовать понятие произведения классов Фит­
тинга. Произведением классов Фиттинга ЗЕ и ?) называется класс всех тех групп G, для 
которых G/G% € ?). 

Рассматриваются только конечные группы. В определениях и обозначениях мы сле­
дуем [2]. 

2. Предварительные сведения 
2.1. 51-классы 
Вначале напомним процедуру построения классов Фиттинга, которая была предложена 
Блессенолем и Лауе [6]. 

Пусть £ — подкласс класса $ всех простых групп, J — произвольная простая группа 
и K(J) — подгруппа Aut(7), которая удовлетворяет следующим требованиям: 

(1) если J и J\ — изоморфные простые группы их//— изоморфизм Aut(7) на Aut(/i), 
то K(J)+ = tf(/i); 

(2) если J — циклическая группа, то K(J) = 1; 

(3) для каждой простой группы У справедливо включение Inn(7) ^ K(J). 

Тогда ввиду (1) K(J) < Aut(7) для любой простой группы J. 
Если L/M — главный фактор группы G и L/M является прямым произведением 

изоморфных друг другу простых групп J\,... , Л, то CQ (L/M) — нормальная подгруппа 
G, которая определяется следующим образом: g e С*(Ь/М) тогда и только тогда, когда 
для g e G справедливо равенство Jf = У; и g индуцирует на /, автоморфизм из K(J{) 
для 1 < i < г. 

Главный фактор L/M группы G называют К -центральным в G, если CQ(L/M) = G. 
Пусть подгруппы Т и 5 нормальны в G и Т С 5, тогда под главным фактором G меж­

ду Т и S понимают какой-нибудь G-главный фактор G-группы S/T. Если он является 
минимальной нормальной подгруппой группы G/T, то такой фактор называется мини­
мальным главным фактором G между S и Т. Главный фактор L/M группы G называют 
2-фактором, если он является прямым произведением простых групп, принадлежащих 2. 

Пусть ЗЕ и $ — классы Фиттинга, причем ?) с ЗЕ. Блессенолем и Лауе [6] были введены 
два класса S3 = S3f (ЗЕ, $) и 6 = S f (3E, $), которые определяются следующим образом: 
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G е 33|(ЗЕ, ?)) тогда и только тогда, когда каждый главный Й-фактор G между G# и Gy 
/£-централен в G; 

G e Eg (ЭЕ, ?)) тогда и только тогда когда каждый минимальный главный Й-фактор G 
между G% и Gg) #-централен в G. 

Классы 93 и © назовем классами Блессеноля-Лауе или коротко ^L-классами. Как 
установлено [6] (см. теорему 1.2), 2?£-классы являются классами Фиттинга. 

2.2. Шнклассы и конструкции Гашюца 
Композиционной функцией Хартли или композиционной Я-функцией назовем функцию 
/ : 3 -* {классы Фиттинга}, принимающую одинаковые значения на изоморфных груп­
пах. Если функция / : $ -> {формации} принимает одинаковые значения на изоморфных 
группах, то / называют (см. [12]) композиционным экраном или композиционным спут­
ником. 

Пусть g — такая формация Фиттинга, что Do(J) с g с Do5n(Aut(/)). 
Определим композиционную Я-функцию / следующим образом: 

/ ( •0 = 
(1), У б й П Я , 

Напомним, что если / — композиционный спутник и L/M — нормальная секция группы 
G, то L/M называют /-гиперцентральной в G, если каждый G-главный й-фактор R/S 
группы L/M является /-центральным в G, то есть G/CQ(R/S) e f(J) для всех J e Й. 
Следуя Гашюцу (см. IX.2 в [2]), пусть ЭЕ и ?) — классы Фиттинга, причем ЗЕ с $ и 
R(G) = GSQ/GZ ДЛЯ всех групп G € @. Тогда ввиду 1Х.(4.а) из [2] класс групп 

#Д(/ , R) = {G е © | /?(G) /-гиперцентральна в G} 

совпадает с 2?2>классом 33 и является классом Фиттинга. 
Если же х/г — такая композиционная Я-функция, что 

*СО = 
(1), / е й г Ш , 
Do(J), У€Й\Я, 
@, •/ е 3 \ й, 

то для построения класса Фиттинга К мы будем также использовать конструкцию Гашюца 
(см. IX.2 в [2]). 

При этом напомним, что цоколем группы G называется произведение всех минималь­
ных нормальных подгрупп группы G. 

Пусть 5(G) = (Ggj/G#) П Soc(G/G#) для всех групп G е (£. Тогда класс групп 

HSty, 5) = {G € ® | 5(G)} ^-пшерцентральна в G} 

ввиду IX.2.8 из [2] является классом Фиттинга и кроме того (см. стр. 629 в [2]) совпадает 
с 51-классом &. 

В дальнейшем мы будем использовать свойства 2?£-классов 93 и £ и свойства инъек­
торов, которые приведем в виде следующих двух лемм. 

Пусть 7Г = СЬаг(й) и 5я — класс всех 7Г -разрешимых групп. Тогда с учетом леммы 
IX.4.2 из [2] и теорем 4.1 и 4.2 из [3] справедливо следующее утверждение. 
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Лемма 1. Для классов 93 и © справедливы следующие утверждения: 

(1) в любой группе G е (£ существует единственный класс сопряженных SQ-инъекто-
ров, которые в точности являются ^-максимальными подгруппами G, содержа­
щими SQ-радикал группы G; 

(2) в любой группе G е ©* существует единственный класс сопряженных QL-инъекто-
ров, которые в точности являются ^-максимальными подгруппами G, содержа­
щими ^-радикал группы G. 

Лемма 2 ([2]). Пусть G — произвольная группа и $ — непустой класс Фиттинга. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

(1) если V — Ц-инъектор G и К <G, то V П К — $-инъекторгруппы К; 

(2) если V — Ц-иньектор G и a: G - • Get изоморфизм, то Vet является %-инъектором 
группы Got; 

(3) подгруппа V группы G является ее $-инъектором, если V является ^-максимальной 
подгруппой группы G uV DM является Ц-инъектором М для любой максимальной 
нормальной подгруппы М группы G. 

3. Инъекторы произведений классов Фиттинга 
Если §• — непустой класс Фиттинга, то группу G называют ^-скованной [13], если 
CG(G%) ^ G%. 

Лемма 3. Пусть ф — некоторый непустой класс Фиттинга, Q е {93, ©} и gf = &Q. Если 
G — такая группа, что группа G/G§ ^-скована, и V - подгруппа группы G, содержащая 
ее ̂ -радикал G%, то справедливы следующие утверждения: 

(1) V$ = G e ; 

(2) V является ^-подгруппой группы G тогда и только тогда, когда V/G§ — 
^-подгруппа группы G/G§; 

(3) подгруппа V ^-максимальна в G тогда и только тогда, когда подгруппа V/G§ 
^-максимальна в G/G§. 

Доказательство. 1. По условию G% < V и ф с $. Следовательно, 

М&.С э ]с1ЪПС я = (Ся)в = Сз. 

Но по лемме А.7.4.(с) из [2] [VQ/GQ, G%/G§} = [V^, G^G^/GQ. Поэтому 

[У*. Gn]G6/G6 с ОЬ/GQ. 

Следовательно, подгруппы V§/G§ и G<%/G§ поэлементно перестановочны. Значит, 
V е © Я CG/G^G^/GQ). НО СС/Се((С/Се')8) с (G/G$)8. Ввиду леммы К . 1.12(b) 
из [2] (G/G e)8 = GQS/GQ = Gd/G^, и поэтому CG/G^(G^/G^) С G%/G$. 

Таким образом, V$/G$ с G%/G§ и VQ С Gg. Следовательно, 

Се = (С3)& = КеГ1Ся = ^ . 
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2. Так как G% с V, то по утверждению 1 леммы 3 V$ = G$. Следовательно, V 
является ^-подгруппой в точности тогда, когда V/G§ является З-грУ11110**-

3. Пусть V — g-максимальная подгруппа группы G. Предположим, что 
V/G§ С L/G§ € 8- Ввиду того, что G% с L, по утверждению 1 леммы 3 L§ = G$. 
Следовательно, L/G§ = L/L§ e 8 и L e g. Получили противоречие с тем, что под­
группа V является ^-максимальной в G. Значит, V = L и подгруппа V/G§ является 
8-максимальной в G/G§. 

Пусть теперь подгруппа V/G§ является ^-максимальной в G/G§. Предположим, что 
V с L е $. Тогда из того, что G$ С L, по утверждению 1 леммы 3 следует, что L§ = G§. 
Так как L e gf, то L/L§ € 8- Значит, V/G§ с L/G§ = L/L§ € 8- Это противоречит 
тому, что V/G§ является 8-максимальной в G/G§. Следовательно, V = L и подгруппа 
V является ^-максимальной в G. Лемма доказана. 

Теорема 1. Пусть & — некоторый непустой класс Фиттинга и $ = ф93. Тогда для 
любой группы G такой, что G/G§ является SQ-скованной, и ее подгруппы V справедливы 
следующие утверждения: 

(1) V является Ц-инъектором группы G тогда и только тогда, когда V/G§ является 
ЧЬ-инъектором группы G/G§; 

(2) %-инъекторы группы G — это в точности все те ее ^-максимальные подгруппы, 
которые содержат %-радикал G%; 

(3) в любой группе G существуют %-инъекторы и любые два из них сопряжены в G. 

Доказательство. Докажем первое утверждение. Пусть V — 3-инъектор группы G. Тогда 
Gg с V и V является ^-максимальной в G. Следовательно, по утверждению 3 лем­
мы 3 подгруппа V/G§ является 93-максимальной в G/G§. Ввиду леммы IX. 1.12(b) из 
[2] (G/G§)% = G%/G$. Поэтому из того, что G# С V, следует, что (G/G§)% с V/G$. 
Отсюда по утверждению 1 леммы 1 получаем, что V/G§ есть 93-инъектор группы G/G§. 

Обратное утверждение докажем индукцией по порядку группы G. Пусть G — контр­
пример минимального порядка. Согласно утверждению 1 леммы 1 в группе G/G§ су­
ществует 93-инъектор V/G§. Пусть М — любая максимальная нормальная подгруппа 
группы G. Ввиду леммы IX. 1.1.(а) из [2] М§ = G$ П М. Рассмотрим два возможных 
случая. 

1. Группа G§ с М. Тогда G$ = М§. Так как V/G§ — 93-инъектор группы G/G$, по 
утверждению 1 леммы 2 подгруппа VC\M/G§ является 93-инъектором группы M/G§. Но 
в данном случае М§ = G§, и поэтому VC\M/M§ — 93-инъектор группы М/М§. Следова­
тельно, по индукции подгруппа V ПМ — $-инъектор группы М. Так как V/G$ € 93, про 
утверждению 2 леммы 3 V е $• Докажем, что V — ^-максимальная подгруппа группы 
G. Действительно, ввиду утверждения 1 леммы 1 V/G§ — 93-максимальная подгруппа 
группы G/G§, содержащая подгруппу (G/G$)s$. Так как по лемме IX.1.12 (Ь) из [2] 
(G/G^)g3 = G%/G§, то G$ с V. Следовательно, по утверждению 3 леммы 3 V является 
^-максимальной в G. 

Итак, в данном случае V — Зг-инъектор группы G по утверждению 3 леммы 2. Полу­
ченное противоречие исключает случай 1. Остается принять случай 2. 

2. Группа G§ <£ М. В этом случае, ввиду максимальности Л/, G = G§M. Так как 

G/G$ ~ M/G§ П М = M/MQ, 
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по утверждению 2 леммы 2 подгруппа VC\M/M§ является 33-инъектором группы М/М§. 
Следовательно, по индукции V ПЛ/ — g-инъектор группы Л/. По утверждению 2 леммы 3 
V е $, и аналогично, как и в случае 1, V является g-максимальной в G. 

Значит, ввиду произвольности выбора максимальной нормальной подгруппы М груп­
пы G из утверждения 3 леммы 2 следует, что V — ^-инъектор группы G. Полученное 
противоречие завершает доказательство первого утверждения теоремы. 

Если подгруппа V является З-инъектором группы G, то по определению 3"-инъектора, 
очевидно, что Gg с V и V является g-максимальной в G. 

Докажем обратное утверждение. Пусть V — любая ̂ -максимальная подгруппа группы 
G, содержащая ее g-радикал G$. Покажем, что V — g-инъектор группы G. Так как 
G% с V и V е $, по утверждению 2 леммы 3 V/G$ е 93. Тогда, применяя утверждение 3 
этой леммы, заключаем, что подгруппа V/G§ является 93-максимальной в G/G§. Но из 
того, что Gg с V, следует, что 

(G/Сф = G%/Gs с V/G6. 

Следовательно, по утверждению 1 леммы 1 V/G§ является 93-инъектором группы G/G§. 
Но тогда из первого утверждения теоремы вытекает, что подгруппа V является $-инъек-
тором группы G. Второе утверждение теоремы доказано. 

Ввиду утверждения 1 леммы 1 в любой группе G существуют 93-инъекторы и любые 
два из них сопряжены в G. Следовательно, из первого утверждения теоремы вытекает, 
что в любой группе G существуют ^-инъекторы и любые два из них сопряжены в G. 
Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть ф — некоторый непустой класс Фиттинга и §• = ф©. Тогда для 
любой группы G е ©* такой, что группа G/G§ является ^-скованной, и ее подгруппы 
V справедливы следующие утверждения: 

(1) V является $-инъектором группы G тогда и только тогда, когда V/G§ является 
&-инъектором группы G/G§; 

(2) в любой группе G существует единственный класс сопряженных %-инъекторов; 

(3) %-инъекторы группы G — это в точности все те ^-максимальные подгруппы G, 
которые содержат ^-радикал Gg. 

Доказательство теоремы осуществляется аналогично доказательству теоремы 1 с уче­
том леммы 3 и утверждения 2 леммы 1. 

Замечание 1. Если класс Фиттинга ф совпадает с классом Фиттинга ЗЕ, который опре­
деляет класс HR(f, /?), то ввиду леммы IX.3.19 из [2] условие К-скованности для фак­
торгруппы G/G% можно опустить. В этом случае, учитывая лемму 3, получаем, что в 
любой группе G € ©* существует единственный класс сопряженных ЗЕК-инъекторов, 
которые в точности являются ЗЕЁ-максимальными подгруппами G, содержащими ЭЕ&-ра-
дикал Gae®. 

4. Следствия теорем 1 и 2 
Вначале приведем следствия из теоремы 1, которьге получаются с помощью задания кон­
кретных значений композиционной Я-функции / , определяющей конструкцию Гашюца 
ЯД(/, Ю-
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Пусть классы ЭЕ, g) и 2 таковы, что ЭЕ = (1), ?) = @ и 2 = $. Определим композици­
онную Я-функцию следующим образом: 

(О), У € Я П « . 
J V \Do(J), У € Й \ Я . 

Тогда ввиду того, что по леммам Ш.4.3 и Х.13.12 из [7] каждая группа 9?*-скована, для 
класса HR(f, К) = 31* мы получаем следующее утверждение. 

Следствие 1. В любой группе G существуют $$31*-инъекторы и любые два из них сопря­
жены в G, 

В случае, когда & = (1), из следствия 1 вытекает следующее утверждение, доказанное 
в [6]. 

Следствие 2. В любой группе G существуют квазинильпотентные инъекторы, и любые 
два из них сопряжены в G. 

Приведем теперь следствия из теоремы 1, которые получаются при конкретных зна­
чениях классов Э£, ?} и 2, определяющих 2?£-класс 93. 

Пусть ЭЕ = (£, S9 = (1), причем 2 — класс простых групп, который содержит все 
группы простого порядка, тогда согласно 5.2 из [6] получаем следующее утверждение. 

Следствие 3. В любой группе G такой, что G/G§ является Ш-скованной, существуют 
$$31-инъекторы и любые два из них сопряжены в G. 

Следствие 4 ([8]). В каждой разрешимой группе G ее &У1-инъекторы — это в точности 
^31-максимальные подгруппы G, содержащие ее &Ш-радикал. 

Если же & = (1), то из следствия 3 вытекает следующее утверждение. 

Следствие 5 ([14]), Каждая 31-скованная группа обладает единственным классом со­
пряженных 31-инъекторов. 

Следствие 6 ([9]). В каждой разрешимой группе G ее нильпотентные инъекторы — это 
в точности все те из максимальных нильпотентных подгрупп G, которые содержат 
подгруппу Фиттинга F(G). 

Наконец, в случае, когда ЗЕ = 91,%) = (1), причем 2 = {Zp}9 мы получаем для класса 
Фиттинга 

Я = {G e (5 | Op(G) ^ Zoo(G)} 

следующие утверждения. 

Следствие 7. В любой группе G такой, что G/G§ является Si-скованной, существуют 
^Ш-инъекторы и любые два из них сопряжены в G. 

Следствие 8 ([10]). В каждой разрешимой группе G ее Ш-инъекторы — это в точности 
^-максимальные подгруппы G, содержащие Ш-радикал G®. 

Укажем теперь следствия, которые вытекают из теоремы 2 и описывают инъекторы 
для некоторых известных классов Фиттинга. 

Пусть в дальнейшем я = Char(2), где 2 — подкласс класса $ всех конечных прос­
тых групп. Тогда в случае, когда ЗЕ = (1), учитывая замечание к теореме 2, получаем 
следующее утверждение. 
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Следствие 9 ([6]). В любой я-разрешимой группе G существует единственный сопря­
женный класс &-инъекторов, каждый из которых в точности является ^-максимальной 
подгруппой группы G, содержащей ее ^-радикал G©. 

Пусть теперь классы ЗЕ, $ и 2, определяющие конструкцию Гашюца HS(\/f, 5), таковы, 
что ЭЕ = (1), g) = (£, £ — класс всех неабелевых простых групп, и композиционная 
Я-функция \(г такова, что 

(Do(/), У б £ \ Я . 

Тогда ввиду IX.2.9 (с) из [2] класс 

HS(\[r, 5) = ® = (G € © | [Soc(G), Soc(G)] является прямым множителем G) 

и справедливо следующее утверждение. 

Следствие 10. В любой п-разрешимой группе G такой, что G/G§ является ffi-скованной, 
существует единственный класс сопряженных $Ш-инъекторов. 

В случае, когда ф = (1) справедливо следующее утверждение. 

Следствие И, В любой ж-разрешимой ffi-скованной группе G существуют ЧЯ-инъекто-
ры, и любые два из них сопряжены в G. 

Теперь приведем следствия из теоремы 2, которые получаются при конкретных зна­
чениях классов ЭЕ, ?) и £, определяющих BL-кпьсс ©. 

Пусть ЗЕ = (£,$ = (1), причем £ = {Zp}, тогда 2?£-класс 

© = & = (G € 6 | Socp(G) ^ Z(G)) 

и из теоремы 2 вытекает следующее утверждение. 

Следствие 12. 5 р-разрешимой группе G такой, что G/G§ является Qp-скованной, 
существуют $$р-инъекторы, и любые два из них сопряжены в G. 

Специальным случаем следствия 12 в классе всех разрешимых групп является резуль­
тат Локетта-Франца [11, 10]. 

Заметим, что теорема 2 в общем случае в классе @ неверна. Действительно, если 
ЗЕ = @, $ = (1), причем £ П 91 ф 0, то согласно 4.6 из [6] найдется группа G, в которой 
существуют по крайней мере два класса сопряженных С*((£, (1))-инъекторов. 
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