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Пусть ℙ – множество всех простых чисел и ∅ ≠ 𝜔 ⊆ ℙ. Класс Фиттинга 𝔉 называется 𝜔-нормальным, если для лю-
бой 𝜔-группы ее 𝔉-радикал является 𝔉-максимальной подгруппой этой группы. Если 𝜔 = ℙ, то класс 𝔉 называют нор-
мальным. В работе найдены характеризации разрешимых 𝜔-нормальных классов Фиттинга в терминах операторов 
Локетта и свойства квазинормальности.  

Цель работы – нахождение характеризаций 𝜔-нормальных классов Фиттинга в терминах операторов Локетта и 
квазинормальных классов Фиттинга. 

Доказано, что если 𝔉 – класс Фиттинга и (𝔉𝔑𝜔)
∗ – локальный класс Фиттинга, то 𝔉 𝜔-нормален в точности  

тогда, когда выполняется хотя бы одно из следующих условий: (1) если 𝔉 нормален в классе Фиттинга 𝜔-групп 𝔛,  
то 𝔉 квазинормален в 𝔛; (2) 𝔉 квазинормален в 𝔉 ⋄ 𝔑𝜔; (3) 𝔉∗ = 𝔉∗ ⋄ 𝔑𝜔. 
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Let P be the set of all primes and ∅ ≠ ω ⊆ ℙ. A Fitting class 𝔉 is called ω-normal if, for any ω-group, if its 𝔉-radical is an  
𝔉-maximal subgroup of this group. If ω = ℙ, then the class 𝔉 is called normal. In this paper, we find characterizations of solvable  
ω-normal Fitting classes in terms of the Lockett operators and quasinormality properties.  

The purpose of the work is finding characterizations of 𝜔-normal Fitting classes in terms of the Lockett operators and  
quasinormal Fitting classes. 

It was proved that if 𝔉 is a Fitting class and (𝔉𝔑𝜔)
∗ is a local Fitting class, then 𝔉 is ω-normal exactly if at least one of the  

following conditions holds: (1) if 𝔉 is normal in the Fitting class 𝔛 of ω-groups, then 𝔉 is quasinormal in 𝔛; (2) 𝔉 is quasinormal in  
𝔉 ⋄ 𝔑𝜔; (3) 𝔉∗ = 𝔉∗ ⋄ 𝔑𝜔. 
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 работе рассматриваются только конечные разрешимые группы. В определениях и обозначени-
ях мы следуем [1]. В теории классов групп задача описания структурных свойств классов Фит-

тинга связана с применением нормальных классов Фиттинга и их характеризаций (см., например, [1], 
разделы 3, 6 главы X). Напомним, что класс групп 𝔉 называется классом Фиттинга, если 𝔉 замкнут 
относительно взятия нормальных подгрупп и произведений нормальных 𝔉-подгрупп. Из определе-
ния класса Фиттинга следует, что если 𝔉 – непустой класс Фиттинга, то в любой группе 𝐺 существует 
наибольшая нормальная 𝔉-подгруппа. Ее называют 𝔉-радикалом группы 𝐺 и обозначают 𝐺𝔉. 

Класс Фиттинга 𝔉 обладает свойством нормальности [2], если для любой группы 𝐺 ее 𝔉-радикал 
является максимальной из подгрупп 𝐺, принадлежащих 𝔉. Для локализации понятия нормального 
класса Фиттинга Лауэ [3] и Хауком [4] были предложены обобщения и развитие свойства нормально-
сти классов Фиттинга в терминах радикалов и регулярных сплетений. 

Пусть 𝐺 и 𝐻 – группы. Тогда символом 𝐺 ≀ 𝐻 будем обозначать регулярное сплетение групп 𝐺 и 𝐻, 
в частности, символом 𝐺 ≀ 𝑍𝑝 – регулярное сплетение групп 𝐺 и 𝑍𝑝, где 𝑍𝑝 – циклическая группа по-

рядка 𝑝 (𝑝 – простое число). 
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Пусть 𝔛 – непустой класс групп. Тогда класс Фиттинга 𝔉 называется: 
1) 𝔛-нормальным [3], если 𝔉 ⊆ 𝔛 и для любой группы 𝐺 из 𝔛 ее 𝔉-радикал является  

𝔉-максимальной подгруппой 𝐺; 
2) 𝔛-квазинормальным [4], если 𝔉 ⊆ 𝔛 и для каждого p ∈ ℙ, 𝐺 ∈ 𝔉, и 𝐺 ≀ 𝑍𝑝 ∈ 𝔛 следует  𝐺𝑚 ≀ 𝑍𝑝 ∈ 𝔉  

некоторого натурального числа 𝑚. 
Заметим, что если  𝔛 – класс всех разрешимых групп, то 𝔉 – в точности нормальный класс Фиттинга. 
Значительный прогресс в исследовании факторизации и решеток нормальных классов Фиттинга 

был достигнут в работе Н.Т. Воробьёва и А.В. Марцинкевич [5], благодаря применению характериза-
ций 𝜔-нормальных (𝔖𝜔-нормальных) классов Фиттинга, которые были получены Дерком и Хоуксом 
(см. [1], теорему X.3.7). 

Основная цель настоящей работы – нахождение характеризаций 𝜔-нормальных классов Фиттинга  
в терминах операторов Локетта [6] и квазинормальных классов Фиттинга. 

Предварительные сведения. Пусть 𝔉 и ℌ – классы Фиттинга. Тогда класс групп 𝔉 ⋄ ℌ = (𝐺: 𝐺/𝐺𝔉 ∈ ℌ)  

называют произведением классов Фиттинга 𝔉 и ℌ. Хорошо известно, что 𝔉 ⋄ ℌ – класс Фиттинга, и 
операция умножения классов Фиттинга ассоциативна ([1, теорема IX.1.12(a), (c)]. 

Пусть ℙ – множество всех простых чисел ∅ ≠ 𝜔 ⊆ ℙ и 𝜔′ = ℙ\𝜔. В частности, если 𝜔 = {p},  
то 𝜔′ = {p}′ будем обозначать символом 𝑝′. 

Класс Фиттинга 𝔉 называют 𝜔-нормальным, если 𝔉 ⊆ 𝔖𝜔 и для любой 𝜔-группы G ее 𝔉-радикал 
является 𝔉-максимальной подгруппой G. 

Для доказательства критерия 𝜔-нормальности классов Фиттинга мы будем использовать понятие 
локального класса Фиттинга [7; 8], оператора Локетта [6] и их свойства. 

Отображение 𝑓:ℙ → {классы Фиттинга} называют функцией Хартли или 𝐻-функцией. Носитель  
𝐻-функции 𝑓 – множество 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑓) = {𝑝 ∈ ℙ: 𝑓(𝑝) ≠ ∅}. Пусть 𝜋 = 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑓). Обозначим 𝔖𝜋, 𝔑𝑝 и 𝔖𝑝′ –  

классы всех 𝜋-групп, 𝑝-групп и 𝑝′-групп соответственно. Пусть класс Фиттинга  
𝐿𝑅(𝑓) = 𝔖𝜋 ∩ (∩𝑝∈𝜋 𝑓(𝑝)𝔑𝑝𝔈𝑝′). Тогда класс Фиттинга 𝔉 называют локальным, если 𝔉 = 𝐿𝑅(𝑓) для 

некоторой 𝐻-функции 𝑓. 
Если 𝔉 – непустой класс Фиттинга, то символом 𝔉∗ обозначим наименьший класс Фиттинга, 

содержащий  𝔉 такой, что для любых групп 𝐺 и 𝐻 справедливо равенство (𝐺 × 𝐻)𝔉∗ = 𝐺𝔉∗ × 𝐻𝔉∗. 

Множество 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉) = {𝑝 ∈ ℙ: 𝑍𝑝 ∈ 𝔉} называют характеристикой класса Фиттинга 𝔉 и 𝜎(𝔉) обозна-

чают множество всех простых делителей всех групп из 𝔉. 
Лемма 1.1 [7, леммы 1 и 3, предложение X.3, 1.20]. Пусть 𝔉 = 𝐿𝑅(𝑓) для некоторой 𝐻-функции 𝑓 

и 𝜋 = 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝑓). Тогда: 
1) 𝜋 = 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝔉) = 𝜎(𝔉)  = 𝜎(𝔉∗) ; 
2) 𝐿𝑅(𝑓) = 𝐿𝑅(𝑓∗), где 𝑓∗ – 𝐻-функция такая, что 𝑓∗(𝑝) = (𝑓(𝑝))∗ для всех 𝑝 ∈ ℙ. 
Класс групп 𝔉  называют гомоморфом, если 𝔉 наряду с каждой группой содержит ее фактор. Го-

моморф называется насыщенным, если из условия 𝐺/Φ(𝐺) ∈  𝔉   следует 𝐺 ∈ 𝔉 , где Φ(𝐺) – под-
группа Фраттини группы 𝐺. 

Лемма 1.2. Пусть 𝔉 и ℌ – классы Фиттинга. Тогда: 
1) [1, теорема Х.1.8(а), (в) и теорема Х.1.15] 𝔉 ⊆ 𝔉∗ = (𝔉∗)∗ и если 𝔉 ⊆ ℌ, то 𝔉∗ ⊆ ℌ∗; 
2) [7, лемма 3] если ℌ – насыщенный гомоморф, то (𝔉ℌ)∗ = 𝔉∗ℌ; 
3) [6, лемма 2.1(е)] пусть 𝔉 – класс Фиттинга и 𝐺 – группа. Тогда 𝐺𝔉∗/𝐺𝔉 ≤ 𝑍(𝐺𝔉), где 𝑍(𝐺/𝐺𝔉) – 

центр факторгруппы 𝐺/𝐺𝔉 ; 

4) [1, предложение Х.1.25] если класс Фиттинга 𝔉 замкнут относительно взятия подгрупп,  
то 𝔉 = 𝔉∗. 

Класс Фиттинга 𝔉 называется классом Локетта, если 𝔉 = 𝔉∗. Мы будем использовать для харак-
теризации 𝜔-нормальных классов Фиттинга также результаты Хаука [9], Косси [10] о свойствах регу-
лярных сплетений и критерий 𝜔-нормальности Дерка–Хоукса (см. [1, теорема Х.3.7]), которые приве-
дем в качестве лемм. 

Лемма 1.3 [1, предложение Х.2.1(а)]. Пусть  𝔉 – класс Локетта и 𝐺 – группа. Если 𝐺 ∉ 𝔉, то 
(𝐺 ≀ 𝐻)𝔉 = (𝐺𝔉)

∗ для всех групп 𝐻. 
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Лемма 1.4 [4, теорема 2.10]. Пусть 𝔉 – класс Локетта, 𝐺 ∈ 𝔉 и 𝐻 – нильпотентная группа. Если 
𝐺𝑚 ≀ 𝐻 ∈ 𝔉 для некоторого натурального числа 𝑚, то 𝐺𝑛 ≀ 𝐻 ∈ 𝔉 для любого натурального числа 𝑛. 

Лемма 1.5. Пусть 𝐺, 𝐻 – группы и 𝑊 = 𝐺 ≀ 𝐻 – регулярное сплетение 𝐺 и 𝐻. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1) [1, лемма А.28.2(d)] если 𝐾 ⊴ 𝐺, то 𝑊/𝐾∗ ≅ (𝐺/𝐾) ≀ 𝐻; 
2) [1, лемма А.18.2(с)] если 𝐾 ≤ 𝐺, то 𝐾∗𝐻 ≅ 𝐾 ≀ 𝐻 ≤ 𝑊. 
Лемма 1.6 [1, теорема Х.3.7]. Пусть ∅ ≠ 𝜔 ⊆ ℙ и 𝔉 – класс Фиттинга 𝜔-групп. Тогда следующие 

утверждения равносильны: 
(1) класс Фиттинга 𝔉 𝜔-нормален; 
(2) для каждого 𝑝 ∈ 𝜔 и любой 𝜔-группы 𝐺 существует натуральное число 𝑛 такое, что 𝐺𝑛 ≀ 𝑍𝑝 ∈ 𝔉; 

(3) если 𝔖𝜔 – класс всех 𝜔-групп, то 𝔉∗ = 𝔖𝜔. 
Лемма 1.7 [4, теорема 5.5(с)]. Пусть 𝔉 и ℌ – классы Фиттинга. Если 𝔉 квазинормален в ℌ, 

то 𝔉 квазинормален в ℌ∗. 
Примеры локально нормальных классов 
Пример 2.1. Пусть ∅ ≠ 𝜔 ⊆ ℙ и 𝑝 ∈ 𝜔. Тогда класс всех 𝑝-групп 𝔑𝑝 нормален в классе всех ниль-

потентных 𝜔-групп 𝔑𝜔, т.е. 𝔑𝑝 ⊴ 𝔑𝜔 для каждого простого 𝑝 ∈ 𝜔. Докажем это. Так как любая  

𝑝-группа нильпотентная, 𝔑𝑝 ⊆ 𝔑𝜔 для всех 𝑝 ∈ 𝜔. Пусть 𝐺 – произвольная нильпотентная 𝜔-группа. 

Докажем, что подгруппа 𝑂𝑝(𝐺) – 𝔑𝑝-радикал 𝐺 является 𝔑𝑝-максимальной подгруппой группы 𝐺. 

Предположим, что 𝑂𝑝(𝐺) < 𝑀, где 𝑀 – 𝔑𝑝-максимальная подгруппа 𝐺. Поскольку 𝔑𝑝 ⊆ 𝔑𝜔, под-

группа 𝑀 нильпотентна. Следовательно, 𝑀 – субнормальная подгруппа 𝐺 и поэтому 𝑀 ≤ 𝑂𝑝(𝐺). 

Итак, 𝑂𝑝(𝐺) ≤ 𝑀 ≤ 𝑂𝑝(𝐺), следовательно, 𝑀 = 𝑂𝑝(𝐺), это противоречит тому, что 𝑂𝑝(𝐺) не является 

𝔑𝑝-максимальной подгруппой 𝐺. Полученное противоречие показывает, что для любого 𝑝 ∈ 𝜔 и лю-

бой группы 𝐺 из 𝔑𝜔 ее 𝔑𝑝-радикал 𝔑𝑝-максимальная подгруппа 𝐺. Кроме того, 𝔑𝑝 ⊆ 𝔑𝜔. Следова-

тельно, 𝔑𝑝 ⊴ 𝔑𝜔 для всех 𝑝 ∈ 𝜔. 

Пример 2.2. Пусть ∅ ≠ 𝜔 ⊆ ℙ и 𝔛 – непустой класс Фиттинга 𝜔-групп. Тогда  𝔛 нормален в произ-
ведении 𝔛 ⋄ 𝔑𝜔 классов Фиттинга 𝔛 и 𝔑𝜔. Действительно, если 𝐺 ∈ 𝔛, то 𝐺𝔛 = 𝐺 и поэтому 
𝐺/𝐺𝔛 = 1 ∈ 𝔑𝜔 и по определению произведения классов Фиттинга 𝐺 ∈ 𝔛 ⋄ 𝔑𝜔. Следовательно,  
𝔛 ⊆ 𝔛 ⋄ 𝔑𝜔. Кроме того, в этом случае 𝐺𝔛 – 𝔛-максимальная подгруппа 𝐺. 

Пусть 𝐺𝔛 < 𝐺 и 𝐺 – любая группа из 𝔛 ⋄ 𝔑𝜔. Тогда по определению произведения классов Фиттин-
га 𝐺/𝐺𝔛 – нильпотентная 𝜔-группа. 

Предположим, что 𝐺𝔛 < 𝑀, где 𝑀 – 𝔛-максимальная подгруппа 𝐺. Так как группа 𝐺/𝐺𝔛 нильпо-
тентна, то ее подгруппа 𝑀/𝐺𝔛 субнормальна в 𝐺/𝐺𝔛. Отсюда 𝑀 – субнормальная подгруппа 𝐺. Сле-
довательно, 𝑀 ≤ 𝐺𝔛 и 𝐺𝔛 = 𝑀.  Таким образом, 𝔛 ⊆ 𝔛 ⋄ 𝔑𝜔, и для любой группы 𝐺 из 𝔛𝔑𝜔  ее  
𝔛𝔑𝜔-радикал 𝔛-максимален в 𝐺, т.е. 𝔛 ⊴ 𝔛𝔑𝜔 для любого класса 𝜔-групп 𝔛. 

Пример 2.3. Любой непустой класс Фиттинга 𝔛 нормален в классе Фиттинга 𝔛𝔑, т.е. 𝔛 ⊴ 𝔛𝔑,  
где 𝔑 – класс всех нильпотентных групп. Это следует из примера 2.2 в случае, когда 𝜔 = ℙ. 

Критерий 𝝎-нормальности 
Основной результат работы – 
Теорема 3.1. Пусть ∅ ≠ 𝜔 ⊆ ℙ, 𝔉 – класс Фиттинга 𝜔-групп и ℌ = (𝔉𝔑𝜔)

∗. Если ℌ – локальный 
класс Фиттинга, то следующие утверждения равносильны: 

(1) 𝔉 – 𝜔-нормальный класс Фиттинга; 
(2) если 𝔛 – класс Фиттинга 𝜔-групп такой, что 𝔉 нормален в 𝔛, то 𝔉 квазинормален в 𝔛; 
(3) 𝔉 квазинормален в 𝔉 ⋄ 𝔑𝜔; 
(4) 𝔉∗ = 𝔉∗ ⋄ 𝔑𝜔. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ⇒ (2). Так как класс Фиттинга 𝔉 𝜔-нормален, то по лемме 1.6 (равно-

сильность (1) ⇔ (2)) для каждого простого 𝑝 ∈ 𝜔 и любой группы 𝐺 ∈ 𝔉 существует натуральное 
число 𝑛 такое, что регулярное сплетение 𝐺𝑛 ≀ 𝑍𝑝 ∈ 𝔉. Поскольку 𝔉 ⊆ 𝔛, мы получаем, что для любой 

группы 𝐺 ∈ 𝔉 из условия 𝐺 ≀ 𝑍𝑝 ∈ 𝔛 имеем 𝐺𝑛 ≀ 𝑍𝑝 ∈ 𝔉  для некоторого натурального 𝑛 и для  

всех 𝑝 ∈ 𝜔. Следовательно, класс 𝔉 квазинормален в 𝔛 для любого класса 𝜔-групп 𝔛, содержащего 𝔉. 
(2) ⇒ (3). Как установлено в примере 2.2, класс Фиттинга 𝔉 𝜔-нормален в произведении 𝔉 ⋄ 𝔑𝜔. 

Теперь, полагая в (2) 𝔛 = 𝔉 ⋄ 𝔑𝜔, 𝔉  является квазинормальным классом в произведении 𝔉 ⋄ 𝔑𝜔. 
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(3) ⇒ (4). Доказательство данного утверждения разобьем на несколько шагов. 
(а) Покажем, что класс Фиттинга ℌ обладает следующим свойством регулярных сплетений: 

Если 1 ≠ 𝐺 ∈ ℌ и для всякого простого 𝑝 ∈ 𝜎(ℌ) наименьшая нормальная 𝑝′-подгруппа 𝑂𝑝
′
(𝐺) 

группы 𝐺 (𝑂𝑝
′
(𝐺) – 𝑝′-корадикал 𝐺) такая, что 𝐺/𝑂𝑝

′
(𝐺) является 𝑝′-группой, совпадает с 𝐺, то 

существует натуральное число 𝑛 такое, что 𝐺𝑛 ≀ 𝑍𝑝 ∈ ℌ. 

Пусть 𝐺 ∈ ℌ и 𝑊 = 𝐺 ≀ 𝑍𝑝 – регулярное сплетение группы 𝐺 с циклической группой порядка  

𝑝 ∈ 𝜎(ℌ). Докажем, что 𝑊 = 𝐺 ≀ 𝑍𝑝 ∈ ℌ. Так как ℌ – локальный класс Фиттинга, то  

ℌ = 𝔖𝜋 ∩ (∩𝑝∈𝜋 ℎ(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝′) для некоторой 𝐻-функции h с носителем 𝜋. Заметим, что по утвержде-

ниям 1) леммы 1.1 и леммы 1.2 𝜋 = 𝜎(ℌ) = 𝜎(𝔑𝜔) и ℌ ⊆ 𝔖𝜔
∗ , поскольку 𝔉𝔑𝜔 ⊆ 𝔖𝜔. Следовательно, 

𝜋 ⊆ 𝜔. Покажем, что 𝑂𝑃
′
(𝐺) = 𝐺. Предположим, что 𝑂𝑃

′
(𝐺) < 𝐺. Тогда 𝐺/𝑂𝑃

′
(𝐺) ∈ 𝔖𝑃, и существует 

максимальная нормальная подгруппа 𝑀 группы 𝐺  такая, что 𝑂𝑃
′
(𝐺) ≤ 𝑀. Так как группа 𝐺 разреши-

ма, то индекс |𝐺:𝑀| = 𝑝 . Но тогда ввиду изоморфизма 𝐺/𝑂𝑃
′
(𝐺)/𝑀/𝑂𝑃

′
(𝐺)  ≅ 𝐺/𝑀 мы заключаем, 

что 𝐺/𝑀 является 𝑝′-группой. Получили противоречие с тем, что 𝐺/𝑀 является 𝑝-группой. Это дока-

зывает, что 𝑂𝑃
′
(𝐺) = 𝐺 для каждого 𝑝 ∈ 𝜋. 

Так как 𝐺 ∈ 𝔖𝜋 и 𝑊 = 𝐺 ≀ 𝑍𝑝 для 𝑝 ∈ 𝜋, то 𝑊 ≅ (𝐺 × 𝐺 × …× 𝐺) ⋋ 𝑍𝑝 является 𝜋-группой, т.е.  

𝑊 ∈ 𝔖𝜋. Остается проверить, что 𝑊 ∈∩𝑝∈𝜋 h(𝑝)𝔑𝑝𝔊𝑝 для каждого 𝑝 ∈ 𝜋. Так как 𝐺 ∈ ℌ,  

то 𝐺 ∈ h(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝 для всех 𝑝 ∈ 𝜋. По утверждению 2) леммы 1.1 h(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝′ = 𝔥
∗(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝′ для всех 

𝑝 ∈ 𝜋. Более того, по утверждению 1) леммы 1.2 (𝔥∗(𝑝))∗ = h∗(𝑝), т.е. h∗(𝑝) – класс Локетта для каж-
дого 𝑝 ∈ 𝜋. Поэтому без ограничения общности можно считать, что все значения 𝐻-функции h класса 
Фиттинга ℌ являются классами Локетта для всех 𝑝 ∈ 𝜋. 

Если 𝐺 ∈ h(𝑝), то 𝐺 ∈ h(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝′, поскольку h(𝑝) ⊆ h(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝. Пусть 𝐺 ∈ h(𝑝)𝔑𝑝 ⧵ h(𝑝). Тогда по 

лемме 1.3 𝑊h(𝑝) = (𝐺h(𝑝))
∗ и поэтому 𝑊/𝑊h(𝑝) ≅ 𝑊/(𝐺h(𝑝))

∗. Следовательно, по утверждению 1) 

леммы 1.5 𝑊/𝑊h(𝑝) ≅ (𝐺/𝐺h(𝑝)) ≀ 𝑍𝑝. Поскольку 𝐺/𝐺h(𝑝) является 𝑝-группой, ввиду изоморфизма  

заключаем, что 𝑊/𝑊h(𝑝) ∈ 𝔑𝑝. Значит, 𝑊 ∈ h(𝑝)𝔑𝑝 ⊆ h(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝′. 

Если 𝐺 ∈ h(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝′/ℎ(𝑝)𝔑𝑝, то, рассуждая аналогично, имеем 𝑊/𝑊h(𝑝)𝔑𝑝 ≅ (𝐺/𝐺h(𝑝)𝔑𝑝) ≀ 𝑍𝑝. 

Но 𝐺 – неединичная группа и 𝐺 = 𝑂𝑃
′
(𝐺). Следовательно 𝑊 ∈ h(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝′. Таким образом,  

𝐺 ∈ h(𝑝)𝔑𝑝𝔖𝑝′ для всех 𝑝 ∈ 𝜋. Это доказывает, что 𝑊 = 𝐺 ≀ 𝑍𝑝 ∈ ℌ. 

Поскольку 𝑍𝑝 – 𝑝-группа, то 𝑍𝑝 – нильпотентная группа. Отсюда по лемме 1.4 𝐺𝑛 ≀ 𝑍𝑝 ∈ ℌ
∗ для лю-

бого натурального числа 𝑛. Утверждение (а) доказано. 
(б) 𝔉∗ = ℌ. Предположим, что 𝔉∗ ≠ ℌ∗. Пусть 𝐺 – группа наименьшего порядка из класса ℌ∗/𝔉∗. 

Тогда 𝐺𝔉∗ < 𝐺 и по индукции ввиду разрешимости группы 𝐺, 𝐺𝔉∗ – единственная максимальная нор-

мальная подгруппа группы 𝐺 такая, что 𝐺/𝐺𝔉∗  – циклическая группа порядка 𝑝. Действительно, если 

существует максимальная нормальная подгруппа 𝑀 группы 𝐺, отличная от 𝐺𝔉∗ , то по индукции  

𝑀 ∈ 𝔉∗ и по определению класса Фиттинга 𝑀𝐺𝔉∗ = 𝐺 и 𝐺 ∈ 𝔉∗, что противоречит выбору группы 𝐺. 

По утверждению 3) леммы 1.2 𝐺ℌ/𝐺𝔉 ≤ 𝑍(𝐺/𝐺𝔉). Так как 𝐺𝔉∗  – единственная максимальная нор-

мальная подгруппа 𝐺, то 𝐺/𝐺𝔉 – циклическая 𝑝-группа. По утверждению 2) леммы 1.5 следует  

𝐺𝔉 ≀ 𝑍𝑝 ≅ (𝐺𝔉)
∗
≀ 𝑍𝑝 и, значит, (𝐺𝔉)

∗ ≀ 𝑍𝑝 – субнормальная подгруппа группы 𝐺∗𝑍𝑝. Поскольку  

𝐺∗𝑍𝑝 ≅ 𝐺 ≀ 𝑍𝑝, и для каждого 𝑝 ∈ 𝜋 из условия 1 ≠ 𝐺 ∈ ℌ и 𝐺 = 𝑂𝑝
′
(𝐺), следует по утверждению (а)  

𝐺 ≀ 𝑍𝑝 ∈ ℌ. Значит, подгруппа 𝐺𝔉 ≀ 𝑍𝑝 ∈ ℌ. Так как по условию класс Фиттинга 𝔉 квазинормален  

в 𝔉 ⋄ 𝔑𝜔 , то по лемме 1.7 𝔉 квазинормален в ℌ. Следовательно, по утверждению 1) леммы 1.2 
(𝐺𝔉)

2 ≀ 𝑍𝑝 ∈ 𝔉 ⊆ 𝔉
∗. Так как (𝔉∗)∗ = 𝔉∗ по утверждению 1) леммы 1.2, то 𝔉∗ – класс Локетта. Отсюда 

по лемме 1.4 следует, что 𝐺𝔉 ≀ 𝑍𝑝 ∈ 𝔉
∗. Значит, группа (𝐺𝔉)

∗
≀ 𝑍𝑝 является подгруппой 𝔉∗-радикала 

группы 𝐺 ≀ 𝑍𝑝, т.е. (𝐺𝔉)
∗ ≀ 𝑍𝑝 ≤ (𝐺 ≀ 𝑍𝑝)𝔉∗. Но по предположению 𝐺 ∉ 𝔉∗ и, кроме того, по утвержде-

нию 1) леммы 1.2 𝔉∗ – класс Локетта. Следовательно, по лемме 1.3 (𝐺 ≀ 𝑍𝑝)𝔉∗ = (𝐺𝔉
∗)∗, что противо-

речит вложению подгруппы (𝐺𝔉)
∗
≀ 𝑍 в группу (𝐺 ≀ 𝑍𝑝)𝔉∗. Следовательно, ℌ ⊆ 𝔉∗. 

Очевидно, 𝔉 ⊆ 𝔉 ⋄ 𝔑. Отсюда по утверждению 1) леммы 1.1 𝔉∗ ⊆ ℌ и 𝔉∗ = ℌ. Утверждение (б)  
доказано. 
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(в) 𝔉∗ = 𝔉∗𝔑𝜔. Так как класс Фиттинга 𝔑𝜔 является насыщенным гомоморфом, то по утвержде-
нию 2) леммы 1.2 ℌ = 𝔉∗𝔑𝜔. Ввиду утверждения (б) 𝔉∗ = 𝔉∗ ⋄ 𝔑𝜔 и утверждение (3) ⇨ (4) доказано. 

(4) ⇨ (1). Пусть 𝔖𝜔 – класс всех 𝜔-групп. Так как класс 𝔉 ⊆ 𝔖𝜔, то по утверждению 1) леммы 1.2  
𝔉∗ ⊆ 𝔖𝜔

∗ . Поскольку класс Фиттинга замкнут относительно взятия подгрупп, 𝔖𝜔 – класс Локетта, 
т.е. 𝔖𝜔

∗ = 𝔖𝜔 по утверждению 4) леммы 1.2. Следовательно, 𝔉∗ ⊆ 𝔖𝜔. С другой стороны, так как  
𝔉∗ = 𝔉∗𝔑𝜔, то, учитывая свойство ассоциативности умножения классов Фиттинга, имеем  
𝔉∗ = 𝔉∗𝔑𝜔 = (𝔉

∗𝔑𝜔)𝔑𝜔 = 𝔉
∗(𝔑𝜔)

2 = (𝔉∗𝔑𝜔)𝔑𝜔
2 = ⋯ = 𝔉∗(𝔑𝜔)

𝑛 для любого натурального числа 𝑛.  
Поскольку U𝑛=1

∞ 𝔑𝜔
𝑛 = U𝑛=1

∞ (𝔖𝜔 ∩ 𝔑)
𝑛 = 𝔖𝜔 ∩ U𝑛=1

∞ 𝔑𝑛 = 𝔖𝜔 ∩ 𝔖 = 𝔖𝜔, 𝔖𝜔 ≤ U𝑛=1
∞ 𝔉∗(𝔑𝜔)

𝑛 =
= U𝑛=1

∞ 𝔉∗ = 𝔉∗. Таким образом, 𝔉∗ = 𝔖𝜔. 
Следовательно, по лемме 1.6 (равносильность (1)⇔ (3)) класс Фиттинга 𝔉 𝜔-нормален. 

Теорема доказана. 
З а м е ч а н и е  3.2. Если 𝜔 = ℙ, то класс ℌ из условия доказанной теоремы совпадает с классом 

Фиттинга (𝔉𝔑)∗. Заметим, что класс Фиттинга 𝔉𝔑 является локальным, поскольку 𝔉𝔑 = 𝐿𝑅(𝑓) для  
𝐻-функции 𝑓 такой, что 𝑓(𝑝) = 𝔉 для всех 𝑝 ∈ ℙ. Кроме этого, по лемме 5 [7] 𝔉𝔑 – класс Локетта, т.е.  
ℌ = 𝔉𝔑 и ℌ – локальный класс Фиттинга. Поэтому из теоремы вытекает результат Хаука о характери-
зациях нормальных классов Фиттинга, который приведем в качестве следствия. 

Следствие 3.3 [4, теорема 5.35]. Пусть 𝔉 – класс Фиттинга. Тогда следующие утверждения рав-
носильны 

(1) 𝔉 – нормальный класс Фиттинга; 
(2) если  𝔛 – класс Фиттинга такой, что 𝔉 нормален в 𝔛, то 𝔉 квазинормален в 𝔛; 
(3) 𝔉 квазинормален в 𝔉𝔑; 
(4) 𝔉∗ = 𝔉𝔑. 
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