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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
Понятие линейного оператора наряду с понятием векторного про-

странства является основным в линейной алгебре и играет важную роль в 
самых разнообразных областях математики и физики, прежде всего – в 
анализе и его приложениях. Современное определение линейного операто-
ра впервые дал Дж. Пеано (Peano Giuseppe, 1858–1932) в 1888 году (для 
векторных пространств над полем ). Оно было подготовлено предше-
ствующим развитием математики, накопившей огромное число примеров. 
Их неполный перечень включает линейные подстановки в системах ли-
нейных уравнений, преобразования координат, дифференциальные и инте-
гральные преобразования. Вплоть до начала XX века систематически изу-
чались лишь линейные операторы между конечномерными пространства-
ми над полями  и . Первые “бесконечномерные” наблюдения были сде-
ланы О. Теплицем (Toeplitz Otto, 1881–1940) в 1909 году. Однако линей-
ные операторы между бесконечномерными пространствами изучаются, как 
правило, в предположении их непрерывности относительно некоторых то-
пологий. 

Настоящий сборник заданий, являясь по существу логическим про-
должением выпущенного ранее издания «Векторные пространства и их 
приложения» [9], предназначен для первоначального изучения основ тео-
рии линейных операторов конечномерных векторных пространств. Прежде 
всего, он адресован студентам-заочникам и может ими использоваться для 
самостоятельного овладения методами решения задач. Вместе с тем мате-
риал издания может послужить основой для проведения самостоятельных 
и контрольных работ по данной тематике на стационаре. Весь материал 
разбивается на разделы и подразделы. Структура сборника такова: каждый 
раздел начинается обзором основных понятий и результатов, представля-
ющим собой концентрированное изложение теории. Некоторые обоснова-
ния приведенных утверждений опущены, их можно получить самостоя-
тельно или, в случае затруднений, прибегнуть к рекомендуемой литерату-
ре. Далее приводятся наиболее типичные задачи различной степени слож-
ности с решениями. Каждый раздел завершают упражнения для самостоя-
тельного решения. 

Сборник может быть использован для подготовки к практическим заня-
тиям по дисциплинам «Алгебра», «Алгебра и теория чисел», «Геометрия и 
алгебра». Предназначен для факультета математики и информационных 
технологий. 

Автор искренне признателен доцентам кафедры алгебры и методики 
преподавания математики Наумику Михаилу Ивановичу, Залесской 
Елене Николаевне за ряд ценных замечаний, способствовавших каче-
ственному улучшению текста. Основная работа по изготовлению ориги-
нал-макета издания выполнена магистрантом кафедры алгебры и методики 
преподавания математики Побойневым Вадимом Олеговичем и аспиран-
том кафедры Стаселько Игнатом Игоревичем. Им автор приносит осо-
бую благодарность. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



5 

1. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ И ИХ МАТРИЦЫ. 

ДЕЙСТВИЯ НАД ЛИНЕЙНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ 

 

1.1 Определение линейного оператора 

 

Определение 1. Непустое множество элементов произвольной приро-

ды V называется векторным (или линейным) пространством над полем F, 

если на нем определены операции: 

а) сложения элементов множества V, т.е. (a, bV) (a+bV); 

б) умножения элементов из V на скаляры из F, т.е. 

(аV) (F) (аV); 

и при этом выполняются следующие условия: 

1○. Относительно операции „+“ множество V является коммутативной 

(абелевой) группой; 
2○. Операция умножения на скаляры ассоциативна, т.е. 

(аV) (,  F) (()а =  (а)); 

3○. Операция умножения на скаляры дистрибутивна относительно сло-

жения векторов, т.е. 

(a, bV) (  F) ( (а+b) = а+b); 

4○. Операция умножения на скаляры дистрибутивна относительно сло-

жения скаляров, т.е. 

(аV) (,   F) ((+)а = a+а); 

5○. (аV) (1F а =а). 

Определение 2. Пусть V и U — векторные пространства над полем F.  

Отображение 
  : V → U 

называется линейным, если 

1○. ),( Vba  ( ( ba + )= ( a )+ (b )); 

2○. (λF)( a V)( (λ a )=λ ( a )). 

Пример 1.  

 
Рис. 1 

 

Поворот есть линейное отображение пространства Е2  в себя (рис. 1). 
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Определение 3. Пусть V — векторное пространство над полем F. Ли-

нейным оператором или (линейным преобразованием) называется такое 

отображение f векторного пространства V в себя, т.е. f:  V→V, которое удо-

влетворяет следующим требованиям: 

1○. ),( Vba  (f( ba + )=f(a )+f(b )); 

2○. (λF)( a V) (f(λ a )=λ f(a )). 

Обозначение: Hom(V,V) ― множество всех линейных операторов век-

торного пространства V. 

 

Задача 1. 

Выяснить, будет ли отображение   вещественного векторного про-

странства L над полем  в себя линейным оператором, если: 

а)  (x)=2x для всякого вектора x L; 

б) для  всякого  вектора  x = (x1, x2, x3)3 его образ  

 (х)=(x1+k, x2+k, x3–k), где k — фиксированное  число. 

Решение. 

Отображение   является линейным оператором, если выполняются 

следующие два требования: 

1) (х+у) =  (х)+ (у); 

2)  (λх) = λ (х). 

Проверим, выполняются ли эти требования  для заданных отображений. 

а) По условию для любых векторов х, у L и любого      
( ) ( ) ( )( ;222) ухухухух  +=+=+=+  

( ( )( хххх  === )2()2) . 

Таким образом, в случае а)  требования 1), 2) выполнены, и поэтому  отоб-

ражение   является линейным оператором вещественного векторного 

пространства L. 

б) Если x=( x1, x2, x3), то  х =( x1,  x2,  x3). По условию имеем: 

λ (х) =  (x1+k, x2+k, x3–k)= (λ x1+ λ k, λ x2+ λ k, λ x3– λ k); 

 (λх) =( λ x1+k, λ x2+k, λ x3–k). 

т.е.  (λх)  λ (х) при λ 1 и k 0. 

Уже отсюда следует, что если  k  0, то   не является линейным операто-

ром пространства 3. 

Вместе с тем, при  k = 0 имеем 

( ) хххххххх ==−++= ),,()0,0,0(
321321

 , 

т.е. в этом случае  отображение   будет тождественным, а потому тожде-

ственным оператором пространства 3. 

Ответ: а) является; б) при k  0 не является;  

   при k = 0 является тождественным оператором. 
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Задача 2. 

Отображение А векторного пространства n определено равенством  

Ах=х+х0,  где х0n ― фиксированный ненулевой вектор. Является ли 

отображение А линейным оператором пространства n? 

Решение. 

        Из равенств Ах=х+х0, Ay=y+x0, A(x+y)=x+y+x0, A(x+y)=Ax+Ay заклю-

чаем, что x+y+x0=(x+x0)+(y+x0). Отсюда следует, что х0=0, но это проти-

воречит условию. Следовательно, отображение А не является линейным 

оператором векторного пространства n. 

Ответ: не является. 

 

Задача 3. 

Дано векторное пространство геометрических векторов. Отображение 

А состоит в замене каждого вектора его составляющей по оси Ох. Является 

ли это отображение  линейным оператором? 

 

Решение. 

Пусть a=х1i+y1j+z1k и b=х2i+y2j+z2k – произвольные векторы, а   – 

произвольное действительное число. Так как 

a+b=(x1+x2)i+(y1+y2)j+(z1+z2)k,  a= x1i+ y1j+ z1k, 

то 

A(a+b)= (x1+x2)i= x1i+ x2i=Aa+Ab, A( a)=   x1i=Aa. 

Итак, А – линейный оператор. 

Ответ: является. 

 

Задача 4.  
Доказать, что существует, и притом только одно, отображение, явля-

ющееся линейным оператором n-мерного  векторного пространства L, пе-
реводящее данные линейно независимые векторы  naaa ...,,,

21
L  соответ-

ственно в данные векторы nbbb ...,,, 21 L. 

Решение.  
По условию система n векторов naaa ...,,,

21
 линейно независима, а 

поэтому она является базисом n-мерного векторного пространства L и лю-
бой вектор x  L можно единственным образом разложить по векторам 
этого базиса: 

....
2211 nn

ахахахх +++=  

Определим отображение    следующим образом: 

( ) nnbхbхbхх +++= ...
2211

 .                                       (1.1.1) 

Так как 1 1 21 0 ... 0 nа а а а=  +  + +  , то, в частности, согласно (1.1.1) полу-

чим: 

1 1 2 1( ) 1 0 ... 0 nа b b b b =  +  + +  = . 
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Аналогично ( ) ( )2 2, ..., n na b a b = = . Таким образом,   переводит 

данные векторы  1 2, , ..., na a a  соответственно в векторы 1 2, , ..., nb b b . 

Докажем, что найденное отображение  является линейным оператором 

вещественного векторного пространства L. 

Так как  
nn

ахахахх  +++= ...
2211

, то, согласно (1.1.1), получаем: 

( ) 2 21 1 ... n nх х b х b х b    = + + + =  

2 21 1( ... ) ( ).n nх b х b х b х = + + + =           (1.1.2) 

Кроме того, если y – любой другой вектор из L, т.е. 

nnayayayy +++= ...
2211

,  то 

nnn
ayxayxayxyx )(...)()(

222111
++++++=+  

и по формуле (1.1.1) имеем: 
( )

( ) ( ).)...()...(

)(...)()(

22112211

222111

yxbybybybxbxbx

byxbyxbyxyx

nnnn

nnn





+=+++++++=

=++++++=+
         (1.1.3) 

Из результатов (1.1.2) и (1.1.3) следует, что  отображение   ― линейный 

оператор векторного пространства  L.  

Допустим теперь, что некоторый линейный оператор   пространства 

L в себя также переводит векторы naaa ...,,,
21

 соответственно в 
n

bbb ...,,,
21

, 

т.е.  ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ..., .n nа b а b а b  = = =  Тогда для  любого вектора  

1 1 2 2 ... ,n nx x a x a x a L= + + +   ввиду того, что   — линейный оператор,  

имеем: 

( ) ( ) ( ) ( )

,...

...)...(

2211

22112211

nn

nnnn

bхbxbx

axaxaxaxaxaxx

+++=

=+++=+++= 
 

а это означает, что отображение   совпадает с отображением  . 

 

Задача 5.  

Является ли линейным оператором отображение f: 2→2, если для 

любого вектора  x2 имеет место f(x) = i − 3j ? 

Решение. 

Имеем f(x1) = i−3j; 

  f(x2) = i−3j; 

  f(x1+х2) = i−3j. 

Следовательно,  f(x1) + f(x2) = 2i−6j   f(x1+х2). Таким образом, отображение 

f не является линейным оператором векторного пространства 2. 

 Ответ: не является. 
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Упражнения 

 

1. Дан линейный оператор f: 3→3. Каков геометрический смысл 

условий линейности оператора: f(x1+х2) = f(x1)+ f(x2); 

            f(λх) = λ f(х)? 

2. Может ли линейный оператор перевести пару ненулевых коллине-

арных векторов в пару неколлинеарных? 

3. Является ли линейным оператором замена каждого геометрического 

вектора его зеркальным отображением относительно координатной плос-

кости  xOy? 

4. Является ли линейным оператором умножение каждого геометриче-

ского вектора на его длину? 

5. Показать, что отображение   пространства вещественных функций, 

определенных и непрерывных на отрезке [a, b], ставящее в соответствие  

каждой функции f(x) из этого пространства функцию 
b

a

f(x) dx, является 

линейным оператором. 

6. Выяснить, будет ли линейным оператором отображение   про-

странства 3 в себя, если для любого вектора x=(x1, x2, x3) 3: 

а) ( )=х (х1+3, x2, x3);   б) =)(х (x1–x2+x3, x3, x2). 

7. Показать, что отображение пространства А3 (трехмерных строк дей-

ствительных чисел над полем ), переводящее строку (x1, x2, x3) в строку: 

а) (0, 0, х3); 

б) (x1,  x2, аx3), где а; 

в) (x1, – x2, x3); 

г) (x1cos  – x2sin , x1 sin  + x2 cos , x3), 

является линейным оператором. 

8. Является ли линейным каждый из операторов f: n→n, заданный 

следующим образом для любого   из  n: 

 a) f( ) = 3 ;  г) f( ) =  3; 

 б) f( ) = 2α;  д) f( ) = 
5


? 

 в) f( ) =2 +5; 

9. Является ли линейным оператор f, переводящий всякий вектор 

х = ( 1, 2) в вектор у, заданный своими координатами в том же базисе, 

что и вектор х, если: 

 а) у = ( 1+ 2,  1− 2); г) у = (1,  1+ 2); 

 б) у = ( 1,  1,  2,);   д) у = ),( 2

2

3

1
 ? 

 в) у = (2 1+3 2,  2); 
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 10. Является ли линейным оператор f: 3→3, если для любого век-

тора х3: 

 a) f(x) = |x| i;  б) f(x) = 2i+3j − k; 

 в) f(x) = (i, x) x;  г) f(x) = (i, x) j; 

 д) f(x) = (a, x) a, где а — фиксированный вектор этого пространства; 

 е) f(x) = [a, x], где а — фиксированный вектор этого пространства? 

11. Показать, что в трехмерном пространстве 3 геометрических век-

торов, исходящих из начала координат О, ортогональное проектирование 

  на некоторую плоскость, проходящую через точку О, является линей-

ным оператором пространства 3 в себя. 

12. В каком случае отображение А является линейным оператором, ес-

ли Ах=х0, где х — произвольный вектор векторного пространства n, а  х0 —  

фиксированный вектор? 

13. Пусть А — линейный оператор. Доказать, что отображение В, 

определяемое равенством  Вх=Ах–2х, является линейным оператором. 

14. Является ли линейным оператор f:  n×n→n×n, если для любой 

матрицы   А  n×n: 

а) f(A) = E + A, где E — единичная матрица порядка n; 

б) f(A) =  A ( ); 

в) f(A) = А2;   г) f(A) = АТ; 

д) f(A) = АВ, где В — фиксированная квадратная матрица порядка n? 

15. Является ли линейным оператор f:  n(х)→n(х), если для любого 

многочлена P(x) =  0x
n +  1x

n–1 + … + n  имеет место ( ( )) ( )f P x P x= ? 

16. Построить линейный оператор пространства А3, который бы остав-

лял на месте:  

 а) прямую    
1 2 3

1 2 3

0,

0,

х х х

х х х

+ + =


− + =
 

 б) плоскость 1 2 32 0.х х х− + =  

 

 

1.2 Матрица линейного оператора 

 

Пусть  f – линейный оператор векторного пространства V, причём dim 

V = n. Рассмотрим некоторый базис v1, v2, …, vn векторного пространства V.  

Подействуем линейным оператором f на базисные векторы. Получим си-

стему векторов f(v1), f(v2), …, f(vn). 
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Согласно определению базиса, каждый из полученных векторов мож-

но представить в виде линейной комбинации базисных векторов, т.е.  

                    













+++=

+++=

+++=

nnnnnn

nn

nn

vvvvf

vvvvf

vvvvf







...)(

....................................

...)(

...)(

2211

22221122

12211111

.                   (1.2.1) 

Определение.  Матрицей линейного оператора f в базисе v1, v2, …, vn 

называется матрица, столбцами которой являются координатные столбцы 

образов базисных векторов (f(v1), f(v2), …, f(vn)). 

Обозначение: 

            M(f) =





















nnnn

n

n







...

............

...

...

21

22221

11211

– матрица линейного оператора. 

Выводы. 

1. Таким образом, каждому линейному оператору соответствует мат-

рица линейного оператора в данном базисе. 

2. Справедливо и обратное: всякой квадратной матрице порядка n со-

ответствует линейный оператор n-мерного векторного пространства. 

3. Равенство (1.2.1) можно записать в следующей матричной форме: 

(f(v1), f (v2), …, f(vn)) = (v1, v2, …, vn)M(f).                 (1.2.2) 

Пример 2.  

 
Рис. 2 

 

В пространстве Е2 выберем ортонормированный базис е1, е2. Пусть  

 – поворот на угол  (см. пример 1, рис. 2). Тогда  

1 1 2

2 1 2

( ) cos sin ,

( ) sin cos .

e e e

e e e

  

  

= +


= − +
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Следовательно, матрица линейного отображения  : V → U есть 

cos sin
.

sin cos

 

 

− 
 
 

 

Заметим, что в данном случае V = U и мы использовали один и тот же 

базис е1, е2. в двух качествах: как базис пространства V и как базис про-

странства U, хотя, согласно определению, не обязаны были это делать. 

 

Задача 1. 

Является ли линейным оператором отображение   векторного про-

странства А2 (двумерных строк действительных чисел над полем ), пере-

водящее строку (х1, х2) в строку: 

а) (k х1, k х2); 

б) (х1+k, х2+k), 

где k — фиксированное действительное число? В случае, если   — линей-

ный оператор, указать геометрическую интерпретацию и найти его матри-

цу в базисе  е1=(1, 0), е2=(0, 1). 

 Решение. 

По определению   есть линейный оператор векторного простран-

ства L над полем , если выполняются два условия: 

1) с (а)=  (са),  2)  (а + b) =  (a)+  (b) 

для любых с, a, bL. Проверим эти условия в наших случаях а) и б). 

 Пусть а=(а1, а2) и b=(b1, b2) — произвольные строки из А2. Тогда в 

случае а) имеем: 

с (а)= с(kа1; kа2)=(сkа1; ckа2)= (kса1; kcа2)=  (са); 

 (а + b) = (k(а1 +b1); k(а2 +b2)) = (kа1; kа2)+( kb1; kb2) =  (a)+  (b). 

Таким образом, в случае а) требования 1) — 2) выполнены, и, следо-

вательно, оператор   — линейный оператор векторного пространства L. 

 Если геометрическим образом строки (а1, а2) считать радиус-вектор с 

концом в точке (а1, а2), то   будет растяжением с коэффициентом растя-

жения k  с одновременным зеркальным отражением от начала координат в 

случае, когда k < 0. 

 При  k = 0 образом каждой строки будет нулевая строка, т.е.   будет 

нулевым оператором векторного пространства А2. 

Найдем матрицу этого линейного оператора. Так как (х1, х2)=х1е1+х2е2, то 

х1, х2 являются координатами вектора (х1, х2) в базисе е1, е2. Теперь, учиты-

вая, что 

 (е1) = (k, 0) = kе1+0е2, 

 (е2) = (0, k) = 0е1+kе2, 

Ре
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получим 

А= 








k

k

0

0
. 

В случае б) имеем: 

с (а)= с(а1+k, а2+k)=(c(а1+k), c(а2+k)), 

 (са) = (cа1+k, cа2+k) 

и 

с (а)  (са) при с 1, 

если k 0 . Следовательно, при k 0    не является линейным оператором 

векторного пространства А2. При  k = 0  отображение   тождественно, т.е. 

 (а)=а, а поэтому является линейным оператором векторного простран-

ства А2. 

Ответ: а) является, матрица линейного оператора А= 








k

k

0

0
; 

            б) при k 0  отображение   не является линейным оператором 

векторного пространства А2; при  k = 0  отображение   является линейным 

оператором векторного пространства А2. 

 

Задача 2. 

Найти матрицу тождественного оператора Е в n-мерном векторном  

пространстве Аn. 

 

       Решение. 

       Тождественный оператор не меняет базисных векторов, т.е. 

1 1,e e = 2 2 , , .n ne e e e = =  Поэтому  

1 1 2

2 1 2

1 2

1 0 0 ,

0 1 0 ,

0 0 1 .

n

n

n n

e e e e

e e e e

e e e e

 = + + +

 = + + +



  = + + +

 

Следовательно, матрицей линейного оператора Е служит единичная мат-

рица n-го порядка. 

Е=























1...000

...............

0...100

0...010

0...001

. 

Ответ: Е – единичная матрица n-го порядка. 
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Задача 3. 

В четырехмерном векторном пространстве рассматривается линейный 

оператор А. Записать линейный оператор А 

а) в матричной форме (1.2.2); 

б) в координатной форме,  

если Ae1=e3+e4, Ae2=e1+e4, Ae3=e1+e2, Ae4=e2+e3. 

Решение. 

Согласно условию, имеем:  

Ae1=e3+e4 = (0, 0, 1, 0)+(0, 0, 0, 1)=(0, 0, 1, 1); 

Ae2=e1+e4 = (1, 0, 0, 1); 

Ae3=e1+e2 = (1, 1, 0, 0); 

Ae4=e2+e3 = (0, 1, 1, 0). 

Поэтому матрица линейного оператора А имеет вид:  

М(А)=





















0011

1001

1100

0110

. 

а) в матричной форме (1.2.2) линейный оператор А задается следую-

щим образом: 

(Ae1, Ae2, Ae3, Ae4) = (е1, е2, е3, е4)М(А) 

или 

(Ae1, Ae2, Ae3, Ae4) = (е1, е2, е3, е4)





















0011

1001

1100

0110

. 

б) линейный оператор А в координатной форме записывается так: 













+=

+=

+=

+=

.

,

,

,

214

413

432

321

ххх

ххх

ххх

ххх

 

Ответ: а) (Ae1, Ae2, Ae3, Ae4) = (е1, е2, е3, е4)





















0011

1001

1100

0110
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б) 













+=

+=

+=

+=

.

,

,

,

214

413

432

321

ххх

ххх

ххх

ххх

 

 

Задача 4. 

Известно, что 

( )1,0,0
1
=а ,    ( )1,1,0

2
=а ,   ( )1,1,1

3
=а  

( )5,3,2
1
=b ,    ( )0,0,1

2
=b ,   ( )1,1,0

3
−=b  —  

векторы векторного пространства L, заданные своими координатами в не-

котором базисе e1, e2, e3. В том же базисе найти матрицу линейного опера-

тора  , переводящего векторы  a1, a2, a3 соответственно в векторы  

b1, b2, b3. 

Решение.  

Система векторов  a1, a2, a3 — ступенчатая, а потому линейно незави-

симая, следовательно (см. задачу 4 из п. 1.1.), требуемое отображение   

существует и единственно. Для нахождения матрицы линейного оператора 

  в базисе  e1, e2, e3 нужно образы базисных векторов  ( ) ( ) ( )
321

,, eee   

линейно выразить через векторы базиса  e1, e2, e3.  

Выразим сначала векторы  e1, e2, e3 через  векторы a1, a2, a3. По усло-

вию  

1 3

2 2 3

3 1 2 3

,

,

.

а е

а е е

а е е е

=


= +
 = + +

 

Откуда 









=

+−=

+−=

.

,

,

13

212

321

ае

аае

аае

 

Следовательно 

( ) ( ) ( )=+−=
321

aae  =+−
32

bb –e1+(e2–e3)= –e1+ e2 – e3, 

( ) ( ) ( ) =+−=+−=
21212

bbaae  – (2e1+3e2+5e3)+e1= –e1–3e2–5e3, 

( ) ( )
113

bae == =2e1+3e2+5e3. 

Записывая последние три равенства в матричной форме, получаем:  
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( (e1),  (e2),  (e3))=(e1 e2 e3)

1 1 2

1 3 3

1 5 5

− − 
 

−
 
 − − 

. 

Таким образом, матрица 

А= 

1 1 2

1 3 3

1 5 5

− − 
 

−
 
 − − 

 

будет искомой матрицей отображения    в базисе  e1, e2, e3.  

Результат можно проверить, пользуясь тем, что координатные 

столбцы X  и Y любого вектора х и его образа  у =  (х) связаны равенством  

Y=AX. 

Например, для векторов 
1

а  и 
1

b = (а1) имеем верное равенство 

2 1 1 2 0

3 1 3 3 0

5 1 5 5 1

− −     
     

= − 
     
     − −     

. 

Ответ: А=

1 1 2

1 3 3

1 5 5

− − 
 

−
 
 − − 

. 

 

Задача 5. 

Линейный оператор совокупности всех векторов на плоскости xOy за-

ключается в повороте каждого вектора против часовой стрелки на угол  . 

Найти матрицу этого линейного оператора в координатной форме.  

Решение. 

Так как 
cos sin ,

sin cos ,

Аi i j

Aj i j

 

 

= +


= − +
 

то матрица линейного оператора 

М(А)=
cos sin

sin cos

 

 

− 
 
 

. 

Таким образом, рассматриваемый линейный оператор имеет вид: 





+=

−=

.cossin

,sincos





yxy

yхх
 

Ответ: 




+=

−=

.cossin

,sincos





yxy

yхх
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Задача 6. 

Показать, что дифференцирование является линейным оператором 

векторного пространства многочленов степени n–1 с одним неизвестным 

(вместе с нулевым многочленом) над полем  и найти матрицу линейного 

оператора в базисе 

1, х, х2, …, хn–1. 

Решение. 

Пусть f  (х) есть производная многочлена f(х). Так как 

))(( xcf = с f  (х) и ))()((
21

+ xfxf = ),()(
21

xfxf +  

то рассматриваемый оператор является линейным. Найдем его матрицу А. 

Так как 















+−+++=−=

+++==

+++==

+++==

−−−−

−

−

−

,0)1(...010)1()(

.......................................

,0...2102)(

,0...0111

,0...01001

1221

12

1

1

nnnn

n

n

n

ххnххnх

ххxx

ххx

хх

 

то 

А=























−

0...000

1...000

...............

0...200

0...010

n

. 

Ответ: А=























−

0...000

1...000

...............

0...200

0...010

n

. 

 

 

Упражнения 

 

1. Выяснить, является ли линейным оператор f: Е2→  Е2 , и в случае 

линейности оператора найти его матрицу в базисе i, j, если для любого 

вектора х Е2: 

а)  f(x)= х, где   — фиксированное вещественное число; 

б) f(x) — вектор, симметричный вектору х относительно оси ординат; 
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в) f(x) — вектор, симметричный вектору х относительно начала коор-
динат; 

г) f(x)=х+а, где а — фиксированный вектор этого пространства; 
д) f(x) — ортогональная проекция вектора х на биссектрису первого и 

третьего координатных углов. 
2. Показать, что отображение   пространства 3 в себя, переводящее 

любой вектор   x = (x1, x2, x3)   в вектор 
( )x =(x2+ x3, 2x1+ x3, 3x1–x2+ x3), является линейным оператором. Найти 

его матрицу в базисе  
e1=(1, 0, 0),  e2=(0, 1, 0),  e3=(0, 0, 1). 

3. Рассматривается векторное пространство, состоящее из векторов  
x=x1e1+ x2e2+ x3e3+ x4e4, где х1, х2, х3, х4 – всевозможные действительные 
числа. Доказать, что отображение А, определяемое равенством 
Ax=x2e1+x3e2+x4e3+x1e4, является линейным оператором, и найти его мат-
рицу.  

4. Доказать, что если a = (1,2,3) — вектор из евклидова пространства  
3 над полем  и для любого  x=(x1, x2, x3) 3   

( ) == aaxx ),( (x1+2x2+3x3)a , то отображение   является линейным опе-

ратором. Найти его матрицу:  
а)  в базисе  e1 = (1, 0, 0),  e2 = (0, 1, 0),    e3 = (0, 0, 1); 
б)  в базисе  b1 = (1, 0, 1),  b2 = (2, 0, –1),  b3 = (1, 1, 0). 

5. Доказать, что если 








db

ca
 — некоторая матрица из векторного 

пространства M2 квадратных матриц порядка 2 над полем P, то отображе-

ния  1 и  2 пространства M2, определяемые  формулами  ( ) 







=

dc

ba
AA

1
  

и ( ) A
dc

ba
A 








=

2
 , являются линейными операторами. Найти матрицы  

этих линейных операторов в базисе  

.
10

00
,

01

00
,

00

10
,

00

01
43211 








=








=








=








= eeee  

6. Линейный оператор пространства  4  переводит векторы 

a1=(0, 1, –1, 2), a2=(1, 2, –3, 1), a3=(0, 0, 0, 1), a4=(–2, 0, 1, –1) соответствен-
но в векторы b1=(7,6,–11,–10),b2=(0,7,–8,1),b3=(4, 2,–3,–6), b4=(–1, 3, –3, 9). 
Найти матрицу этого оператора в базисе a1, a2, a3, a4. 

7. Найти матрицу линейного оператора, переводящего любой вектор  

х = (a1, a2, a3, a4) в вектор у, заданный координатами в том же базисе, что и 
вектор х, если: 

а) у = (2a1+3a2 – a3+a4, a2+a3, a1,a2); 
б) у = (a2 – a3+a4, a1+a4, a2+2a3–a4, a3+a4); 
в) у = (a1 – a4, a2+a3+a4, a1–2a2+a3, 2a1+a2–2a3+3a4). 
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8. Дан линейный оператор f: 2×2→2×2, переводящий любую матрицу 

А2×2 в вектор  

f(A)=A
1 3

2 4

− 
 
 

. 

Найти матрицу этого оператора в базисе 

.
10

00
,

01

00
,

00

10
,

00

01
































 

9. Найти в базисе i, j, k матрицу линейного оператора  f: Е3→  Е3, пере-

водящего каждый вектор х в вектор у=[х, а], если: 

а) а=2i+j−k;  б) а=−i+2j+3k. 

10. Найти в ортонормированном базисе e1, e2, e3, e4 матрицу линейного 

оператора f евклидова пространства, переводящего каждый вектор х в век-

тор  f(x)=(а, х)а,  если: 

 а)  а = e1+ e2+ e3+ e4 ; 

 б)  а =2e1−3e2 + 4e3 – e4. 

11. Пусть а1=(2, 0, 3), а2=(4, 1, 5), а3=(3, 1, 2), b1=(1, 2, –1), 

b2=(4, 5, –2), b3=(1, –1, 1) — векторы пространства L, заданные своими ко-

ординатами в некотором базисе e1, e2, e3. Определить, существует ли ли-

нейный оператор, переводящий векторы а1, а2, а3 соответственно в векторы 

b1, b2, b3, и если существует, то найти его матрицу в базисе e1, e2, e3. 

12. Пусть   — ортогональное проектирование  трехмерного про-

странства  V3 на ось, образующую равные углы с осями прямоугольной си-

стемы координат, а e1, e2, e3 — единичные векторы, направленные по осям 

координат. Найти матрицу линейного оператора  в базисе e1, e2, e3.  

13. Доказать, что если e1, e2, e3 — векторы, направленные по осям про-

странственной системы координат, то проектирование трехмерного про-

странства на координатную ось вектора e1 параллельно координатной 

плоскости векторов e2 и e3 является линейным оператором. Найти его мат-

рицу в базисе e1, e2, e3.  

 

 

1.3 Связь между координатами вектора и его образа 

 

Пусть вектор х имеет координаты х1, х2, …,  хn в базисе e1, e2, …, en , 

т.е. 

х = x1e1+x2e2+…+xnen. 

Рассмотрим линейный оператор f с матрицей Ре
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А = 
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в базисе  e1, e2, …, en. Подействуем линейным оператором f на вектор х. 

Найдем координаты у1, у2, …, уn вектора f(x) в базисе e1, e2, …, en. Имеем 

f(x)= у1e1+у2e2+…+уnen.                               (1.3.1) 

С другой стороны, 

f(x)= f(x1e1+x2e2+…+xnen) = x1 f(e1)+x2 f(e2)+…+xn f (en)= 

= х1( 11
 е1+ 21

 е2+…+
1n

 еn)+ х2( 12
 е1+ 22

 е2+…+
2n

 еn)+…+ 

+ хn( n1
 е1+ n2

 е2+…+
nn

 еn)=(
11

 x1+ 12
 x2+…+

n1
 xn)e1+ 

+(
21

 x1+ 22
 x2+…+

n2
 xn)e2+…+(

1n
 x1+ 2n

 x2+…+
nn

 xn)en. 

Сравнивая последнее выражение с равенством (1.3.1), получим 













+++=

+++=

+++=

....

...................................................
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2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

ххху

ххху

ххху







                               (1.3.2) 

Формулы (1.3.2) можно записать в матричном виде: 

Y=АX,                                                      (1.3.3) 

где 

1

2
,

n

x

x
X

x

 
 
 =
 
 
 

  

1

2
,

n

y

y
Y

y

 
 
 =
 
 
 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
.

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

A

  

  

  

 
 
 =
 
 
 

 

Обозначение: если у=f(x),  где f — линейный оператор, имеющий в 

некотором базисе матрицу А, то будем писать  

у=Ах. 

Замечания.  

1. Если учесть уравнение (1.3.3) , то условия 1 и 2, содержащиеся в 

определении  линейного оператора, можно записать в виде 

А(Х1+ Х2) = АХ1+АХ2,  А( Х)=  (АХ). 

2. Если переменные х1, х2, …, хn связаны с переменными у1, у2, …, уn 

соотношениями (1.3.2), то будем говорить, что задано линейное преобразо-

вание переменных с матрицей А, переводящее переменные х1, х2, …, хn в 

переменные у1, у2, …, уn. Оно обладает теми же свойствами, что и линей-

ный оператор векторного пространства. 
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Задача 1. 

В двумерном евклидовом пространстве дан ортонормированный базис 

е = (e1, e2) и линейный оператор  , который вектор e1 растягивает вдвое и 

поворачивает на угол ,  а вектор e2 поворачивает по часовой стрелке на 

угол .
2


 Найти образ вектора а = 2e1+3e2 под действием  . 

Решение. 

І способ. Из геометрических соображений устанавливаем, что 

 (е1)=−2е1,  (е2)=е1. Так как линейный оператор переводит линейную 

комбинацию векторов в линейную комбинацию их образов с теми же ко-

эффициентами, то  (а) = 2 (е1)+3 (е2) = −4e1+3e1 = −e1, т.е. в базисе е 

вектор  (а) имеет координаты (−1, 0). 

ІІ способ. Найдем матрицу А оператора   в базисе е. Для этого обра-

зы базисных векторов выразим через базис е:  

 (е1)=−2е1=−2е1+0е2;  (е2)=е1 = е1+ 0е2. 

В более краткой записи: 

 (е)=(е1, е2)
2 1

0 0

− 
 
 

=еА, 

где А=
2 1

0 0

− 
 
 

. 

В базисе е вектор а по условию имеет координаты (2, 3). Поэтому  (а) 

имеет координаты, равные произведению матрицы линейного оператора в 

базисе е на столбец координат вектора а в том же базисе: 

А 








3

2
=

2 1

0 0

− 
 
 










3

2
=

1

0

− 
 
 

, 

т.е.  (а)=е
1

0

− 
 
 

=(е1, е2) 
1

0

− 
 
 

= −e1. 

Ответ:  (а) =−e1. 

 

Задача 2. 

Дана матрица 

А=

1 1 2

2 1 0

0 0 5

− 
 
 
  

 

линейного оператора f в базисе e1, e2, e3. Найти f(х), если х=2е1−е2+3е3. 

 

 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



22 

Решение. 

І способ. Известно, что координаты образа f(х) и прообраза х связаны 

соотношением Y=AX, где Y — столбец из координат образа,  X — столбец 

из координат прообраза. В данном случае 

















3

2

1

у

у

у

=

1 1 2

2 1 0

0 0 5

− 
 
 
  

2

1

3

 
 
−
 
  

=

















15

3

9

. 

Таким образом, f(х)= 9е1+3е2+15е3. 

ІІ способ. Используя определение матрицы оператора f в базисе e1, 

e2, e3, имеем: f(e1) = e1+2e2, f(e2) = −e1+e2, f(e3) = 2e1+5e3. Так как оператор f 

линейный, то 

f(х)=f(2е1−е2+3е3)=2f(е1)−f(e2)+3f(e3). 

Подставляя f(e1), f(e2), f(e3) в последнее равенство, находим 

f(х)=2(e1+2e2)−( −e1+e2)+3(2e1+5e3) 

или f(х)= 9е1+3е2+15е3. 

Ответ: f(х)= 9е1+3е2+15е3. 

 

Задача 3. 

Пусть линейный оператор   пространства n переводит линейно не-

зависимые вектора a1, a2,…, an в векторы b1, b2, …, bn соответственно. До-

казать, что матрица Ае этого оператора в некотором базисе е1, е2, …, еn рав-

на ВА−1, где столбцы матриц А и В состоят из координат векторов a1, a2, …, 

an и, соответственно, b1, b2, …, bn в базисе е1, е2, …, еn. 

Решение.  

Пусть Xi — столбец координат вектора ai в базисе е1, е2,…, еn, 

 Yi — столбец координат вектора bi в базисе е1, е2,…, еn. 

Так как по условию bi =  (ai), то по формуле (1.3.3) получаем: 

Y1=Ae X1, Y2=Ae X2, …, Yn=Aе Xn. 

Отсюда следует, что матрица, составленная из столбцов Y1, Y2, …, Yn 

равна произведению Ае на матрицу, составленную из столбцов Х1, Х2, …, 

Хn, т.е. 

В=Ае А. 

А так как система векторов a1, a2,…, an по условию линейно независима, то 

матрица А невырожденная и, следовательно, обратима. Значит, 

Ае = ВА−1. 
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Упражнения 

 

В задачах 1–11 даны в некотором базисе матрица А линейного опера-

тора f и вектор х. Найти в том же базисе координаты вектора у = f(х): 

1. А=
2 1

3 4

− 
 
 

, х = е1. 

2. А= ,

210

123

321

















 х = е1. 

3. А=

1 2 0

2 3 1 ,

0 1 1

− 
 
 
 − 

 х = (2, −1, 3). 

4. А= ,

110

011

101

















 х = (1, 1, −1). 

5. А=

1 0 2

2 1 1 ,

3 0 1

− 
 
 
 − 

 х = 2е1+4е2−е3. 

6. А= ,

121

211

100

















 х = −е1+2е2+е3. 

7. А= ,

1000

0100

0010

0001



















 х = 2е1+е2−е3+е4. 

8. А=
1 1

,
2 1

− 
 
 

 х = (2, −1). 

9. А= ,
00

01








 х = (3, 2). 

10.  А= ,
32

03








 х = (−1,7). Ре
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11.  А= ,

20000

02000

00200

00020

00002























 х = (1, 2, −1, 0, 3). 

 

В задачах 12—15 даны в некотором базисе матрица А линейного 

оператора f и вектора х и у. Найти в том же базисе координаты вектора 

f( х+ у): 

12.  А=
1 2

,
0 3

− 
 
 

 х = (2, −1), у = (3, 2),   = 1,   = 2. 

13.  А=

1 2 3

1 0 2 ,

1 1 1

 
 
−
 
  

 х = (−1, 1, −1), у = (−1, 1, −1),   = 2,   = −3. 

14.  А=

1 0 2

1 2 0 ,

2 1 1

 
 
−
 
 − 

 х = (2, 0, −1), у = (1, 2, 3),   = 3,   = 1. 

15.  А=

1 0 0 2

2 3 0 0
,

0 2 1 1

0 0 1 2

 
 
−
 
 
 
 

 х = (−1, 0, 2, 0), у = (0, 2, 0, 1),   = 1,   = 1. 

16.  Дан линейный оператор f: Е2→  Е2 с матрицей 

А= 












chsh

shch
 (  = const,  ) 

в базисе i, j. Доказать, что векторы, параллельные прямым у=х, у=−х, пе-

реходят в векторы, параллельные этим прямым.  

 

 

1.4 Связь между матрицами линейного оператора 

в различных базисах 

 

Пусть V − n-мерное векторное пространство над полем F. Возьмем в 

этом пространстве два базиса: 

e1, e2,…, en,             (1.4.1) 

( )1 2, , , . 1.4.2ne e e    

Разложим вектора базиса (1.4.2) по векторам базиса (1.4.1): 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



25 

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

. (1.4.3)

n n

n n

n n n nn n

e e e e

e e e e

e e e e

  

  

  

 = + + +
  = + + +


  = + + +

 

Определение 2. Матрица, столбцами которой являются коэффициен-

ты разложения (1.4.3) векторов базиса (1.4.2) по векторам базиса (1.4.1) 

называется матрицей перехода от базиса (1.4.1) к базису (1.4.2). 

Обозначение: А=
















nnnn

n

aaa

aaa

...

............

...

21

11211

 − матрица перехода от базиса 

(1.4.1) к базису (1.4.2). 

 Пусть вектор x имеет следующие разложения в базисах (1.4.1) и 

(1.4.2) соответственно: 

x=x1e1+x2e2+…+xnen, 

.'''

2

'

2

'

1

'

1 nnexexexx +++=   

Теорема 1 (связь между координатами вектора относительно раз-

личных базисов). Столбец координат вектора х в базисе (1.4.2) получается 

умножением слева столбца координат вектора х в базисе (1.4.1) на матри-

цу, обратную матрице перехода от базиса (1.4.1) к базису (1.4.2), т.е. если  

Х=





















nx

x

x


2

1

 − столбец координат вектора x в базисе (1.4.1), 

1

2

n

x

x
X

x

 
 
  =
 
 

 

 − столбец 

координат вектора x в базисе (1.4.2), A − матрица перехода от базиса (1.4.1) к ба-

зису (1.4.2), то 
1 .X A X− =  

Заметим, что матрица А−1 является матрицей перехода от базиса (1.4.2) 

к базису (1.4.1). 

Теорема 2. Пусть  f — линейный оператор векторного пространства V 

и M(f) — матрица линейного оператора f в базисе (1.4.1). Тогда матрица 

( )M f   линейного оператора f в базисе (1.4.2) имеет вид 

( )M f  =А–1M(f )А, 

где А — матрица перехода от базиса (1.4.1) к базису (1.4.2). 

Следствие 1. Если линейный оператор имеет в некотором базисе не-

вырожденную матрицу, то и в другом любом базисе матрица этого опера-

тора является невырожденной. 
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Следствие 2.  Ранг матрицы линейного оператора f векторного про-

странства V не изменяется при переходе от одного базиса к другому. 

 

Пример 3. Поворот на угол  является линейным оператором про-

странства Е2 (см. примеры 1 и 2). В примере 2 мы доказали, что его матри-

цей в ортонормированном базисе e1, e2  является матрица  

 

cos sin
( ) .

sin cos
M

 


 

− 
=  
 

 

 

В частности, поворот на 
2


 имеет в таком базисе матрицу 

 

0 1
.

1 0
A

− 
=  
 

 

 

Найдем его матрицу A  в базисе 1 22 ,e e =   2 1 2.e e e = −   

 

 
Рис. 3 

Как видно из рисунка 3, 

( )

( )
1 1 2

2 1 2

2 ,

.

e e e

e e e





   = − −


  = +
 

Это означает, что  

1 1
.

2 1
A

− 
 =  

− 
 

С другой стороны, согласно теореме 2, найдем матрицу A  по  

формуле 
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1 ,A C AC− =  

где С – матрица перехода от базиса e1, e2 к базису 1,e  2.e  

Согласно заданию базиса 1,e  2 ,e  получаем 

0 1
.

2 1
C

 
=  

− 
 

Откуда  

1

1 1

.2 2

1 0

C−

 
 =
 
 

 

Следовательно,  

1 1 1 1
0 1 0 1 2 1 1 1

.2 2 2 2
1 0 2 1 0 1 2 1

1 0 1 0

A

   
− − −           =   =  =          − −       

   

 

 

Задача 1. 

Дана матрица Т=
3 2

1 2

− 
 
 

перехода от базиса e1, e2 к базису 1,e  2.e  

Найти координаты вектора а=4e1+ e2 в базисе 1,e  2.e  

Решение. 

Известно, что 1 ,X T X− =  где Х и Х ′— матрицы-столбцы из координат 

вектора а соответственно в базисах e1, e2 и 1,e  2.e  Так как  

Т −1=
2 21

1 38

 
 
− 

,  Х= 








1

4
, 

то  

2 21

1 38
X

 
 =  

− 

4 101

1 18

   
=   

−   
. 

Следовательно, координатами вектора а в базисе 1e , 2e  будут 
4

5
,

8

1
− . 

Ответ: 
4

5
,

8

1
− . 

 

Задача 2. 

Найти матрицу перехода от базиса e1, e2, e3 к базису 1,e  2 ,e 3e  

пространства А3, и обратно, если 

e1=(1, 2, 1),              1e=(3, 1, 4), 

e2=(2, 3, 3),              2e =(5, 2, 1), 

e3=(3, 7, 1),             3e=(1, 1, −6). 
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×(-2)  ×(-1) 

         +     

          + 

  + 

+ 

               + 

         ×(2)       
 

      +     

        

   

 

 

Решение. 

Найдем линейные выражения векторов 1,e  2 ,e 3e  через векторы e1, e2, 

e3. Так как по условию векторы e1, e2, e3 образуют базис пространства А3, 

то эти линейные представления существуют и единственны. Следуя (1.4.3), 

составляем векторные уравнения: 

11 11 1 12 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

3 13 1 23 2 33 3

, (1.4.4)

, (1.4.5)

. (1.4.6)

e e e e

e e e e

e e e e

  

  

  

 = + +

 = + +

  = + +

 

Запишем уравнение (1.4.4) в виде 

11
 (1, 2, 1)+ 

21
 (2, 3, 3)+ 

31
 (3, 7, 1)= (3, 1, 4), т.е. 

(
11

 +2
21

 +3
31

 , 2
11

 +3
21

 +7
31

 , 
11

 +3
21

 +
31

 )=(3, 1, 4). 

Согласно определению равных векторов получаем систему линейных 

уравнений: 

11 21 31

11 21 31

11 21 31

2 3 3,

2 3 7 1,

3 4.

  

  

  

+ + =


+ + =
 + + =

    (1.4.7) 

Аналогично уравнения (1.4.5) и (1.4.6) дадут соответственно следую-

щие системы уравнений: 

12 22 32

12 22 32

12 22 32

2 3 5,

2 3 7 2,

3 1.

  

  

  

+ + =


+ + =
 + + =

  (1.4.8) 

13 23 33

13 23 33

13 23 33

2 3 1,

2 3 7 1,

3 6.

  

  

  

+ + =


+ + =
 + + = −

  (1.4.9) 

Левые части систем (1.4.7), (1.4.8), (1.4.9) отличаются лишь обозначениями 

неизвестных, а правые части различны. Поэтому процесс отыскания реше-

ний методом Гаусса можно записать одновременно для всех систем по 

следующей матричной схеме: 

 

 

1 2 3 3 5 1

2 3 7 1 2 1

1 3 1 4 1 6

 
 
 
 − 

             ~ 

1 2 3 3 5 1

0 1 1 5 8 1

0 1 2 1 4 7

 
 

− − − − 
 − − − 

                 ~ 
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          + 

  + 
 

      ×(5)     

        

   

 

~
















−−−

−−−

−−−

−

−

8124

185

1117

100

110

501

               ~ 

1 0 0 27 71 41

0 1 0 9 20 9 .

0 0 1 4 12 8

 − − − 
 
 
 
 

 

Заметим, что 2-ю и 3-ю строки мы умножили на (−1). 

Отсюда 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

27 9 4 ,

71 20 12 ,

41 9 8 .

e e e e

e e e e

e e e e

 = − + +

 = − + +

  = − + +

 

Поэтому матрица перехода от базиса e1, e2, e3 к базису 1e , 2e , 3e  имеет вид: 

А=

27 71 41

9 20 9

4 12 8

− − − 
 
 
 
 

. 

Обратная к ней матрица 

А−1=

11 21 31

12 22 32

13 23 33

1

| |

A A A

A A A
A

A A A

 
 
 
 
 

=

52 76 181
1

36 52 126
4

28 40 99

 
 
− − −
 
 
 

=

181
13 19

4

63
9 13

2

99
7 10

4

 
 
 
 − − −
 
 
  
 

 

является матрицей перехода от базиса 1e , 2e , 3e  к базису e1, e2, e3. 

Ответ: А=

27 71 41

9 20 9

4 12 8

− − − 
 
 
 
 

 – матрица перехода от базиса e1, e2, e3 к 

базису 1e , 2e , 3e ; 

А−1=

181
13 19

4

63
9 13

2

99
7 10

4

 
 
 
 − − −
 
 
  
 

– матрица перехода от базиса 1e , 2e , 3e  к базису 

e1, e2, e3. 
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Задача 3. 

Даны два базиса e1, e2 и 1e , 2e  векторного пространства и матрица  

А=
1 2

1 3

− 
 
 

 линейного оператора f в базисе e1, e2. Найти матрицу этого опе-

ратора в базисе 1e , 2 ,e  если 1e= e1−e2, 2e =3e1−4e2. 

Решение. 

І способ. Известно, что если А — матрица оператора f в базисе e1, e2, а 

Т — матрица перехода от базиса e1, e2 к базису 1e , 2e , то матрица В опера-

тора f в базисе 1,e  2e  находится по формуле В=Т −1АТ. В нашем случае 

Т = 
1 3

1 4

 
 
− − 

, Т −1=
4 3

1 1

 
 
− − 

. 

Следовательно, 

В=
4 3

1 1

 
 
− − 

1 2

1 3

− 
 
 

1 3

1 4

 
 
− − 

=
7 1

2 1

 
 
− − 

1 3

1 4

 
 
− − 

=
6 17

1 2

 
 
− − 

. 

ІІ способ. Для того, чтобы найти матрицу оператора f в базисе 1,e  2 ,e  

надо сначала найти образы f(e1), f(e2) этих векторов. Используя линейность 

оператора, получим: 

1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ),f e f e e f e f e = − = −  

2 1 2 1 2( ) (3 4 ) 3 ( ) 4 ( ).f e f e e f e f e = − = −  

Так как в столбцах матрицы А оператора f в базисе e1, e2 расположены 

координаты  f(e1),  f(e2) в базисе e1, e2, то f(e1)= e1+e2, f(e2)=−2e1+3e2. 

Следовательно, 

f( 1e )=(e1+e2)−(−2e1+3e2), 

f( 2e )=3(e1+e2)−4(−2e1+3e2) 

или f( 
1e )=3e1−2e2, f(


2

e )=11e1−9e2. 

 Из системы 
1 1 2

2 1 2

,

3 4 .

e е е

e е е

 = −

 = −

 находим е1=4 1e− 2e , е2=3 
1e − 2e . Следова-

тельно, f( 1e )=3(4 1e− 2e )−2(3 1e− 2e ), f( 2e )=11(4 1e− 2e )−9(3 1e− 2e ) или 

f( 1e )=6 1e− 2e , f( 2e )=17 1e−2 2e . Таким образом, 
6 17

1 2

 
 
− − 

– матрица операто-

ра f  в базисе 1e , 2e . 

Ответ: В=
6 17

1 2

 
 
− − 

– матрица оператора f  в базисе 1e , 2e . 
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Задача 4. 

Линейный оператор   векторного пространства 3 имеет в базисе   

e1=(8, –6, 7), e2=(–16, 7, –13), e3=(9, –3, 7) матрицу 

А=

1 18 15

1 22 20

1 25 22

− 
 
− −
 
 − 

. 

Найти матрицу B того же оператора в базисе   

1e =(1, –2, 1), 2e =(3, –1, 2), 3e =(2, 1, 2). 

Решение. 

Сначала находим матрицу перехода от базиса e1, e2, e3 к базису 1e , 2e , 

3e . Имеем  по определению:  

( 1e , 2e , 3e )=(e1, e2, e3)T, 

что равносильно матричному равенству 

1 3 2 8 16 9

2 1 1 6 7 3

1 2 2 7 13 7

−   
   
− − = − −
   
   −   

T. 

Выражая отсюда  T ,получим: 

T=

1
8 16 9 1 3 2 1 1 3

6 7 3 2 1 1 1 2 5

7 13 7 1 2 2 1 3 6

−
− −     

     
− −  − − = −
     
     − −     

. 

Найдем обратную к  T матрицу:  

















−

−

−

=−

121

231

133
1T  . 

Матрицу B данного отображения в базисе  1e , 2e , 3e  находим по из-

вестной формуле: 

1

3 3 1 1 18 15 1 1 3 1 2 2

1 3 2 1 22 20 1 2 5 3 1 2 .

1 2 1 1 25 22 1 3 6 2 3 1

B T AT−

− − −     
     

= = − − − − = − −
     
     − − − −     

 

Ответ: 

1 2 2

3 1 2

2 3 1

B

 
 

= − −
 
 − 

. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



32 

Задача 5. 

В евклидовом пространстве на плоскости векторы i и j образуют орто-

нормированный базис. Векторы u1=3i+4j, u2=−2i+7j также образуют базис. 

Проверить это и найти в базисе u=(u1, u2) матрицу оператора (преобразова-

ния) симметрии относительно оси Ох (на ней лежит вектор i).  

Решение. 

Пусть е=(i, j). Тогда u=еТ, где Т=
3 2

4 7

− 
 
 

 — матрица перехода. 

Очевидно, что Т — невырожденная матрица, т.е. u — базис. Пусть   

— оператор симметрии относительно оси Ох. Тогда из геометрических со-

ображений  (i)=i,  (j)=−j, т.е.  (е)=еА, где А=
1 0

0 1

 
 

− 
. 

Пусть  (u)=uВ. Тогда 

1
7 21

4 321 8
B T AT−  
= =  

−+  

1 0

0 1

 
 

− 

3 2

4 7

− 
 
 

=
7 21

4 329

− 
 
− − 

3 2

4 7

− 
 
 

= 

=
13 281

24 1329

− 
 
− − 

. 

Ответ: В=
13 281

24 1329

− 
 
− − 

. 

 

Упражнения 

 

1. Дана матрица перехода 
1 1

2 0

− 
 
 

 от базиса e1, e2 к базису 1,e  2.e  

Найти координаты векторов  1 ,e  2e  в базисе e1, e2. 

2. Дана матрица перехода 

1 2 1

3 1 0

2 0 1

− 
 
 
  

 от базиса e1, e2, е3 к базису 

1,e  2 ,e  3e . Найти координаты вектора 2e  в базисе e1, e2, е3. 

3. Найти матрицу перехода от базиса e1, e2, е3 к базису e2, е3, e1. 
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4. Найти матрицу перехода от базиса e1, e2, е3, е4 к базису е3, е4, e2, e1. 

5. Даны два базиса а = e1+e2, b = −4e1+e2 и с = 5e2, d = e1+3e2. Является 

ли матрица 








54

31
 матрицей перехода от базиса a, b к базису c, d? 

6. Даны два базиса а = e1+e2−е3, b=e1+e2, с=2e1 и а1=e1−e2, b1=2e1−e2, 

с1= e1+e2−е3. Является ли матрица 

1 1 3

2 4 5

1 2 0

− 
 

−
 
  

 матрицей перехода от ба-

зиса 

a, b, c к базису a1, b1, c1? 

7. Найти матрицу перехода от базиса e1, e2, е3 к базису a, b, c и мат-

рицу перехода от базиса a, b, c к базису e1, e2, е3, если: 

а) а=2e1+2е3, b=3e3−e2, с=3e1+е3; 

б) а= e1+e2+е3, b=e3, с= e1+2e2+3е3; 

в) а= e1−3e2+2е3, b=2e1+4e2+ e3, с=3e2; 

  г) а=5e2, b=2e1+3e2+е3, с=2e2 −e1−2e3. 

 8.  Линейный оператор   в некотором базисе e1, e2, e3, e4 имеет мат-

рицу 

A=

1 2 1 0

0 1 1 2

1 1 0 0

1 1 0 1

 
 
 
 
 

− 

. 

Найдите матрицу этого оператора в базисе: 

    а) e1, e2, e4, e3 ; 

    б) a1= e1,  a2= e1+ e2, a3= e2+ e3 , a4 = e3+ e4; 

    в) b1= e1, b2= 3e1+e2, b3= –5e1+2e2+ e3, b4=7e1–3e2+ 2e3+ e4. 

В задачах 9-19 даны два базиса e1, e2,…, еn и 1,e  2 ,e  …, ne  векторного 

пространства и матрица А линейного оператора в базисе e1, e2,…, еn. Найти 

матрицу этого оператора в базисе 1,e  2 ,e  …, .ne  

9.  
3 1

,
2 1

A
− 

=  
− 

 1e= e2, 2e = e1+e2. 

10.  
2 4

,
3 3

A
 

=  
− 

 1e= e2−2e1, 2e = 2e1−4e2. 
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11.  
1 0

,
2 4

A
 

=  
− 

 1e=3e1+2e2, 2e =2e1+2e2. 

12. 

0 2 1

3 1 0 ,

2 1 1

A

− 
 

=
 
 − 

 1e=3e1+e2+2e3, 

2e =2e1+e2+2e3, 


3
e =−e1+2e2+5е3. 

13. А=

2 0 1 0

3 2 0 1

0 1 1 2

1 0 0 3

 
 
−
 
 −
 
 

, 1e=e1, 2e =e1+e2, 3e=e1+e2+е3, 4e = e1+e2+е3+ e4. 

14. 

2 1 0

0 1 1 ,

0 0 1

A

− 
 

= −
 
  

 11e=2e1+e2−e3, 2e =2e1−e2+2e3, 3e=3e1+е3. 

15. А= 








30

12
, e1=3 1e− 2e , e2= 1e+ 2.e  

16. 
1 4

,
5 0

A
− 

=  
 

 e1= 1e+ 2e , e2=2 1.e  

17. 

1 2 3

0 3 1 ,

1 2 5

A

− 
 

=
 
 − 

 e1= 1e , e2=3 1e+ 2e , e3=2 1e+ 2e +2 3.e  

18. 

2 1 0

0 1 1 ,

0 0 1

A

− 
 

= −
 
  

 e1=2 1e+ 2e − 3 ,e  e2=2 1e− 2e + 32e , e3=3 1e+ 3.e  

19. 

0 1 0 2

2 0 0 1
,

3 1 0 0

0 0 2 0

A

− 
 
 =
 −
 
 

 e1= 1e , e2= 1e+ 2e , e3= 1e+ 2e + 3 ,e  

e4= 1e+ 2e + 3e+ 4.e  

20. Линейный оператор   пространства 3 в базисе а1=(0, 0, 1),  

а2=(0, 1, 1), а3=(1, 1, 1)  имеет матрицу 
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2 0 2

1 1 1 .

2 1 0

A

− 
 

= −
 
  

 

Найти матрицу В того же оператора в базисе b1 = (2, 3, 5), b2 = (0, 1, 2), b3 = 

(1, 0, 0). 

21. В евклидовом пространстве на плоскости u1=i−j, u2=2i+j, где век-

торы i и j образуют ортонормированный базис. Найти в базисе u=(u1, u2) 

матрицу оператора (преобразования) ортогонального проектирования на 

ось Оу (на ней лежит вектор j). 

22. В евклидовом пространстве на плоскости даны два вектора 

u1=3i+4j, u2=−2i+7j, образующие базис. Найти в базисе u=(u1, u2) матрицу: 

а)   оператора (преобразования) симметрии относительно оси Ох; 

б)   оператора (преобразования) симметрии относительно оси Оу; 

в) оператора, ортогонально проектирующего всякий вектор r этого 

пространства на ось Ох; 

г) оператора, ортогонально проектирующего всякий вектор r этого 

пространства на ось Оy. 

 23. В евклидовом пространстве даны векторы а=i−j, b =j+2k, c=2i+j. 

Найти в базисе a, b, c матрицу: 

а) оператора, переводящего всякий вектор r этого пространства в 

вектор kr, где k — фиксированное вещественное число, отличное от нуля; 

б) оператора, ортогонально проектирующего всякий вектор r этого 

пространства на плоскость хОу; 

в) оператора, ортогонально проектирующего всякий вектор r этого 

пространства на плоскость хОz; 

г) оператора, переводящий всякий вектор r этого пространства в век-

тор, симметричный вектору r относительно плоскости хОz. 

 

1.5 Действия над линейными операторами 

 

Пусть V — векторное пространство над полем F, а f и   — линейные 

операторы векторного пространства V. 

Сумма линейных операторов 

Определение 1.  Суммой линейных операторов f и   называется  

отображение векторного пространства V в себя (V→V), которое обознача-

ется f +  и ставит в соответствие каждому вектору x V сумму векторов 

f(x)+  (x), т.е. 

(f + )(x) = f(x) + (x). 
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Обозначение: f +  – сумма линейных операторов f и  . 

Умножение на скаляр 

Определение 2. Произведением линейного оператора f на скаляр λ 

( F ) называется отображение векторного пространства V в себя (V→V), 

которое обозначается λf и ставит в соответствие каждому вектору x V 

вектор λf(x), т.е. 

(λf)(x) = λf(x). 

Обозначение: λf – произведение линейного оператора f на скаляр λ. 

Произведение линейных операторов 

Определение 3.   Произведением линейных операторов f и   (или 

композицией линейных операторов) называется отображение векторного 

пространства V в себя (V→V), которое обозначается f ∙  и ставит в соот-

ветствие каждому вектору x V вектор f(  (x)), т.е. 

(f  )(x) = f(  (x)). 

Обозначение: f ∙  — произведение линейных операторов f и  . 

Замечания. 

1. Произведение линейных операторов f и   состоит в последова-

тельном применении сначала второго оператора  , а затем первого опера-

тора f, т.е. запись  

(f  )(x) = f(  (x)) 

означает, что сначала на вектор х действует линейный оператор  , а затем 

на полученный вектор  (х) действует линейный оператор f. 

2. Произведение линейных операторов в общем случае некоммута-

тивно, т.е.  

f    f. 

Теорема 1. Пусть f и   – линейные операторы векторного простран-

ства V. Справедливы следующие утверждения: 

1. Сумма f +   линейных операторов f и   есть линейный оператор 

векторного пространства V. 

2. Произведение линейного оператора f на скаляр λ, т.е. λf – линейный 

оператор векторного пространства V. 

3. Произведение линейных операторов f и  , т.е. f ∙  есть линейный 

оператор векторного пространства V. 

Как выполняются операции над линейными операторами в матрич-

ной форме, позволяет установить  

Теорема 2. Пусть линейные операторы f и   векторного простран-

ства V заданы в некотором базисе e1, e2,…, еn матрицами М(f) и M( ) соот-

ветственно. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1. М(f +  ) = М(f) + M( ), т.е. матрице суммы линейных операторов 

соответствует сумма их матриц. 
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2. М( f)= М(f), т.е. матрице произведения линейного оператора на 

скаляр соответствует произведение матрицы этого оператора на ука-

занный скаляр. 

3. М(f )=М(f)M( ), т.е. матрице произведения линейных операторов 

соответствует произведение их матриц. 

Обратный оператор 

Определение 4. Линейный оператор называется невырожденным, ес-

ли его матрица невырожденная. В противном случае линейный оператор 

называется вырожденным. 

Определение 5. Линейный оператор, при котором каждый вектор 

пространства является образом в точности одного вектора, называется вза-

имно однозначным. 

Определение 6. Линейный оператор f векторного пространства V 

называется обратимым, если существует такой линейный оператор  , что 

f =  f=E,                                                    (1.5.1) 

где Е – тождественный оператор; 

или  

     f (х)=  f(х)=х                                               (1.5.2) 

для любого вектора х из V. 

Замечания. 

1. Если какой-либо линейный оператор   удовлетворяет равенствам 

(1.5.1) (или равенствам (1.5.2)), то его называют обратным линейному опе-

ратору f и обозначают f −1. Тем самым равенства (1.5.1) записываются в ви-

де 

f f −1= f −1f=E.                                              (1.5.3) 

2. Из определения 6 следует, что если линейный оператор   является 

обратным линейному оператору f, то оператор f является обратным опера-

тору  . Линейные операторы f и  , удовлетворяющие равенствам (1.5.1) 

или (1.5.2) называется взаимно обратными. 

3. Линейный оператор f обратим тогда и только тогда, когда он вза-

имно однозначен. 

4. Пусть взаимно обратные линейные операторы f и   имеют в неко-

тором базисе матрицы А и В соответственно. Поскольку алгебра линейных 

операторов изоморфна алгебре (n×n)-матриц над полем F, то равенствам 

(1.5.1) будут соответствовать матричные равенства 

АВ=ВА=Е, 

т.е. А и В – взаимно обратные матрицы. 
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Выводы. 

1. Для того, чтобы линейный оператор был обратим, необходимо и 

достаточно, чтобы он был невырожденным. 

2. Для данного невырожденного линейного оператора с матрицей А в 

некотором базисе существует единственный обратный оператор с матри-

цей А−1 в том же базисе. 

 

Задача 1.  

В некотором базисе арифметического трехмерного пространства ли-

нейные операторы f и   заданы соответственно матрицами А и В. Прове-

рить вычислением известный из теории факт, что линейный оператор  

f –2  в том же базисе задается матрицей А–2В: 

5 4 3

2 1 2 ;

0 1 0

A

 
 

= −
 
 − 

 

1 1 2

1 0 3 .

3 2 4

B

− − 
 

=
 
  

 

Решение. 

Пусть e1, e2, e3 —данный базис. Вычислим образы базисных векторов 

под действием линейных операторов  , f и затем f – 2 : 

f(e1, e2, e3)=( e1, e2, e3) 

5 4 3

2 1 2

0 1 0

 
 
−
 
 − 

 =(5e1–2e2, 4e1+e2–e3, 3e1+2e2). 

Аналогично  (е) = еВ = (е1+е2+3е3, –е1+2е3, –2е1+3е2+4е3). Второе ра-

венство удваиваем и вычитаем из первого:  

(f – 2 )(е)=(3е1– 4е2– 6е3, 6е1+ е2– 5е3, 7е1– 4е2– 8е3).  

Очевидно, что 

(f – 2 )(е)=(e1, e2, e3) 

3 6 7

4 1 4

6 5 8

 
 
− −
 
 − − − 

. 

С другой стороны, 

А–2В= 

3 6 7

4 1 4

6 5 8

 
 
− −
 
 − − − 

, 

т. е. (f – 2 )(е)=е(А–2В). 

Ответ: 

3 6 7

4 1 4

6 5 8

 
 
− −
 
 − − − 

. 
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Задача 2. 

Пусть u и е — два базиса двумерного пространства, причем u1=2e1+e2, 

u2=e1–e2. Линейные операторы f и   заданы в этих базисах матрицами: 

f(u)=u 
1 0

2 1

− 
 
 

;  (e)=e 
3 1

2 0

 
 
− 

. Вычислить (f )(b), где b=e1+e2, f  — 

произведение операторов   и f. 

Решение. 

І способ. Вычислим матрицу оператора f в базисе е и затем перемно-

жим соответствующие матрицы: u=e
2 1

1 1

 
 

− 
=eT.  Обозначим  A=

1 0

2 1

− 
 
 

; 

B=
3 1

2 0

 
 
− 

. 

Тогда f(u)=uA=eTA. С другой стороны, f(u)=f(e)T. Из равенства 

f(e)T=eTA следует f(e)= eTAТ −1. Вычислим матрицу TAТ −1: 

2 1

1 1

 
 

− 
 

1 0

2 1

− 
 
 

 
1 1 1 21 1

1 2 4 13 3

− − −   
− =   

− − −   
. 

Далее, (f )(e) = f( (e)) = f(eB) = f(e)B= eTAT-1B. 

 Вычислим матрицу TAT −1B: 

1 2 3 11

4 1 2 03

−   
   
− − −   

 = 
7 11

10 43

 
 
− − 

. 

Поэтому (f )(b) в базисе е имеет столбец координат 

7 11

10 43

 
 
− − 

 
1 81

1 143

   
=   

−   
. 

Итак, (f )(b)=
3

8
e1–

3

14
e2. 

ІІ способ. Вычислим сначала  (b): 

3 1 1 4

2 0 1 2

     
=     

− −     
, 

т. е.  (b)=4е1–2е2. Найдем координаты  (b) в базисе u, т. е. решим уравне-

ние  (b)=u1x + u2y. Получаем: 4е1–2е2=(2е1+е2)х+(е1–е2)у. После преобразо-

ваний имеем е1(4 – 2х – у) + е2(–2–х + у)=0, откуда 





−=−

=+

;2

;42

yx

yx
 

x=
3

2
; y=

3

8
. 

Вычислим координаты f( (b)) в базисе u: 
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2
2

1 0 3
3

2 1 8
4

3

 
  − −   =       
   

. 

Итак, f( (b))=(f  )(b)= –
3

2
u1 + 4u2 = –

3

2
 (2e1 + e2) + 4(e1 – e2) = 

3

8
e1 – 

3

14
e2. 

Ответ: (f )(b)= 
3

8
e1–

3

14
e2. 

 

Задача 3.  

Линейный оператор   пространства 2 в базисе a1=(2,1), a2=(1,1)  

имеет матрицу 









=

32

53
аА , 

а линейное отображение   пространства 2 в базисе 1 (5, 2),b =   2 (1, 0)b =   

имеет матрицу
7,5 3,5

4,5 1,5bB
 

=  
 

. 

Найти матрицы линейных операторов (  + ) и   в базисе 21 ,bb . 

Решение. 

Задача сводится  к нахождению матрицы  Ab  линейного оператора    

в базисе 
21

bb  по формуле  

Ab=T−1AaT, 

где матрица T есть матрица перехода от базиса a1, a2  к базису 21 ,bb . Для 

нахождения T выразим векторы 21 ,bb  через a1, a2. Имеем последовательно:  

1 1 1 2 2 1 2 1 2(5, 2) (2 , ),b a a     = = + = + +  

1 2

1 2

2 5,

2.

 

 

+ =


+ =
 

Отсюда .3,1,3
21121

aab −=−==   

Аналогично получаем 
212

aab −= .  Ре
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Отсюда 

3 1

1 1
T

 
=  

− − 
 – матрица перехода от базиса а1, а2 к базису b1, b2; 

1
1 11

1 32
T −  

=  
− − 

 – матрица перехода от базиса b1, b2 к базису а1, а2. 

Следовательно,  
1 1 3 5 3 1 7 31 1

.
1 3 2 3 1 1 13 52 2

bA
−     

= =     
− − − − −     

 

Известно, что матрица суммы (произведения) двух линейных операто-

ров в некотором базисе  является суммой (произведением) матриц этих 

операторов в том же базисе. Поэтому матрицей линейного оператора  +   

в базисе b1, b2   будет матрица 

3,5 1,5 7,5 3,5 11 2

6,5 2,5 4,5 1,5 2 4b bА B
−     

+ = + =     
− −     

, 

а матрицей линейного отображения   в базисе  b1, b2  будет матрица 

7 3 15 71 1

13 5 9 32 2
b bA B

−   
=  =   

−   
 

39
10

2

75
19

2

 
 
 
 − − 
 

. 

Ответ: 
11 2

2 4b bА B
 

+ =  
− 

, =
bb

BA  

39
10

2

75
19

2

 
 
 
 − − 
 

. 

 

Задача 4. 

Линейный оператор  f  в базисе  e1, e2  имеет матрицу А= 








25

13
, а ли-

нейный оператор g в базисе 1e= e1 – e2 , 2e = e1 + e2 ― матрицу В=
1 2

2 3

 
 
− 

. 

Найти матрицу оператора: 

 а)  f + g в базисе 1e , 2e ; б)  f g в базисе e1, e2. 

Решение. 

 а) Матрица D оператора f + g в базисе 1,e  2e  равна сумме матриц опе-

раторов f и g в этом базисе. Так как оператор f задан матрицей А в базисе 

e1, e2 , то сначала найдем матрицу С этого оператора в базисе 1,e  2e . Фор-

мула, выражающая зависимость между матрицами А и С оператора f соот-

ветственно в базисах e1, e2 и 1,e  2e  имеет вид 1 ,C T AT−=  где Т― матрица 
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перехода от базиса e1, e2 к базису 1e , 2e . Так как 1e= e1 – e2, 2e = e1 + e2, то  

Т = 
1 1

1 1

 
 
− 

. 

Тогда 

Т –1= 
1 11

1 12

− 
 
 

, 

С = 
1 11

1 12

− 
 
 

 
3 1 1 1

5 2 1 1

   
   

−   
= 

1 3

2 2

5 11

2 2

 
− − 
 
 
  

. 

Таким образом,  

D = C + B = 

1 3

2 2

5 11

2 2

 
− − 
 
 
  

 + 
1 2

2 3

 
 
− 

 = 

















2

17

2

1
2

1

2

1

. 

б) Матрица H оператора  f   g в базисе e1, e2 равна AS, где S ― матри-

ца оператора g в базисе  e1, e2. Матрицу S находим по формуле  S=T1
−1BT, 

где Т1— матрица перехода от базиса 1 2,е е  к базису е1, е2. Таким образом,  

Т1 = Т−1, а Т1
−1 = Т. Тогда 

S = 
1 11

1 12

 
 
− 

 
1 2

2 3

 
 
− 

 
1 1

1 1

− 
 
 

 = 
2 3

1 2

 
 
− 

. 

Следовательно, 

H = AS = 
3 1 2 3

5 2 1 2

   
   

−   
 = 









198

115
. 

Ответ: а) D = 

















2

17

2

1
2

1

2

1

, б) H = 








198

115
. 

 

Задача 5. 

Линейный оператор А осуществляет поворот каждого вектора плоско-

сти xOy на угол   = 
4


. Найти в координатной форме оператор  А+Е.  
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Решение. 

Имеем 

2 2
cos sin ,

4 4 2 2

2 2
sin cos .

4 4 2 2

Ai i j i j

Aj i j i j

 

 

       
= + = +       

       


       
= − + = − +      

       

 

Следовательно, 

А= 


















−

2

2

2

2
2

2

2

2

. 

Так как Е= 








10

01
, то 

А+Е= 



















+

−+

1
2

2

2

2
2

2
1

2

2

. 

Таким образом, линейное преобразование А+Е можно записать с по-

мощью равенств  

2 2
1 ,

2 2

2 2
1 .

2 2

x x y

y x y

  
 = + −  

  


 
 = + + 

 

 

Ответ:   

2 2
1 ,

2 2

2 2
1 .

2 2

x x y

y x y

  
 = + −  

  


 
 = + + 

 

 

 

Задача 6. 

Линейный оператор А осуществляет поворот каждого вектора плоско-

сти xOy на угол  . Найти матрицу линейного оператора А2 (т. е. АА). 

Решение.  

Так как  
cos sin ,

sin cos ,

Ai i j

Aj i j

 

 

= +


= − +
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то 

А= 






 −





cossin

sincos
. 

Следовательно, 

A2= 








−

−−




22

22

sincoscossin2

cossin2sincos
=

cos2α sin2α

sin2α cos2α

− 
 
 

. 

Таким образом, преобразование А2 в координатной форме определяет-

ся равенствами 

cos2 sin 2 ,

sin 2 cos2 .

x x y

y x y

 

 

 = −

 = +

 

Эти результаты могут быть получены и из чисто геометрических сообра-

жений. 

Ответ:  A2= 






 −





cos2sin

2sin2cos
. 

 

Задача 7. 

Дано пространство геометрических векторов. Пусть линейный опера-

тор А осуществляет поворот пространства вокруг оси Oz на угол 
4


, а ли-

нейный оператор В осуществляет поворот пространства вокруг оси Ox на 

тот же угол. Найти матрицу линейного оператора АВ. 

Решение. 

Имеем, 

 

2 2
cos sin ,

4 4 2 2

2 2
sin cos ,

4 4 2 2

;

Ai i j i j

Aj i j i j

Ak k

 

 

       
= + = +       

       


       
= − + = − +       

       
 =




 

,

2 2
,

2 2

2 2
.

2 2

Bi i

Bj j k

Bk j k




=


   
= +   

   


   
 = − +   
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Следовательно, 

A= ,

100

0
2

2

2

2

0
2

2

2

2
























−

 B= ,

2

2

2

2
0

2

2

2

2
0

001























−  

2 1 1

2 2 2

2 1 2
.

2 2 2

2 2
0

2 2

AB

 
− 

 
 

= − 
 
 
 
 

 

Ответ: 

2 1 1

2 2 2

2 1 2
.

2 2 2

2 2
0

2 2

AB

 
− 

 
 

= − 
 
 
 
 

 

 

Задача 8. 

Линейный оператор А осуществляет поворот на угол 
4


 каждого век-

тора плоскости xOy. Найти матрицу линейного оператора B=A2+ 2 A+E 

Решение.  

A=

2 2

1 122 2

1 122 2

2 2

 
−  − 

  =  
   
 
 

. 

Следовательно,  

A2=
0 1

1 0

− 
 
 

. 

Итак, 

B=
0 1 1 1 1 0 2 2

1 0 1 1 0 1 2 2

− − −       
+ + = =       

       
2

1 1
.

1 1

− 
 
 

 

Ответ: B=2
1 1

.
1 1

− 
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                    у 

 

  е2 

 –е1 

   е1 х 

 

  −е2 
  

         Рис. 4   

Задача 9. 

На плоскости дана прямоугольная де-

картова система координат. Пусть f есть 

симметрия относительно оси Ох;   — пово-

рот на угол 
2


 против часовой стрелки, h — 

симметрия относительно биссектрисы перво-

го координатного угла (рис. 4). Вычислить 

матрицу оператора f h, установить геомет-

рический смысл этого оператора. 

Решение. 

Из рисунка видно, что 

f(e1)=e1,  f(e2)= –e2, т.е. f(e)=e
1 0

0 1

 
 

− 
=еА. 

Далее,  (e1)=e2,  (e2)= –e1, т.е.  

  (e)=e
0 1

1 0

− 
 
 

=еВ. 

Затем получаем h(e1)=e2, h(e2)=e1, т.е. 

h(e)=e 








01

10
=еC. 

В том же базисе оператор f h задается матрицей 

АВС=
1 0

0 1

 
 

− 

0 1

1 0

− 
 
 










01

10
=

1 0

0 1

− 
 

− 
, 

т.е. f h(е)=е
1 0

0 1

− 
 

− 
=(–e1, – e2). 

Оператор f h каждый базисный вектор переводит в противополож-

ный, т.е. он любой вектор переводит в противоположный. Очевидно, что 

f h есть симметрия относительно начала координат. 

Ответ: АВС =
1 0

0 1

− 
 

− 
. 

 

Задача 10. 

Дано преобразование переменных 





+−=

−=

.5

,32

212

211

хху

хху
 

Найти преобразование, обратное данному, если оно существует. 
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 Решение. 

 Матрица 

В=
2 3

1 5

− 
 
− 

 

данного преобразования невырожденная, так как det В=7 0.  

 Матрица обратного преобразования 

В−1=

















7

2

7

1
7

3

7

5

. 

Следовательно, преобразование, обратное данному, имеет вид 










+=

+=

.
7

2

7

1

,
7

3

7

5

212

211

уух

уух

 

Ответ: 










+=

+=

.
7

2

7

1

,
7

3

7

5

212

211

уух

уух

 

 

 

Упражнения 

 

1. Даны линейные операторы f , g, h. Доказать, что:  

а) f + g = g + f ;                               б) (f + g) + h = f + (g + h); 

в) f  (g + h) = f g + f h;               г) f  (g h) =( f g)h. 

2. Пусть в пространстве Е2 даны прямые l1 и l2, пересекающееся под 

углом  , f ― оператор симметрии относительно l1, g― оператор симмет-

рии относительно l2. Доказать, что f g― оператор поворота на угол 2 . 

3. Даны линейные операторы  f  и  g соответственно с матрицами 

А = 

2 1 0

1 3 1

0 4 2

− 
 
 
  

, В = 

1 3 1

4 0 1

2 3 4

− 
 

−
 
  

 

в некотором базисе. Найти в этом же базисе матрицу оператора: 

 а) f + g;  б) f g;  в) g  f. Ре
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4. Оператор f  в базисе e1, e2 имеет матрицу А = 
1 2

1 2

 
 
− 

, а оператор g 

в базисе 
111e= 2e1 – e2, 2e = e1 – e2 ― матрицу В = 

2 1

3 4

− 
 
 

. Найти матрицу 

оператора: 

 а) f + g в базисе e1, e2; б) f + g в базисе 1e , 2e ; 

 в) f g в базисе e1, e2;   г) f g в базисе 
111e , 2.e  

5. Пусть в пространстве Е2  f ― оператор поворота на угол    0, g ― 

симметрия относительно оси Oy. Равны ли между собой операторы fg  и  

g f? 

6. Пусть в пространстве Е2 f― симметрия относительно оси Oх, g― 

симметрия относительно оси Oy, h― симметрия относительно биссектри-

сы первого и третьего координатных углов,   ― поворот на угол  . По 

данному вектору а построить вектор b и найти матрицу указанного опера-

тора в базисе i, j, если: 

 а) b= f g(a);      б) b= g  f(a); 

 в) b= f h(a);       г) b= g     (a); 

  д) b=     g(a);    е) b= (    g)   f(a). 

7. Пусть в пространстве Е3   f ― симметрия относительно плоскости 

Oхy, h ― оператор, ортогонально проектирующей всякий вектор на плос-

кость Oyz, g ― оператор, переводящий всякий вектор х в вектор  х, где 

 . В базисе i, j, k найти матрицу оператора: 

 а)  f   g;     б)  g   f;              в)  f   h;     г)  h   f; 

 д)  g   h;   е)  f   ( g   f);     ж)  (h   f) g. 

8. Является ли невырожденным линейный оператор f : V →V, если: 

 а) существует ненулевой вектор х V, для которого  f(x) = 0; 

 б)  f   f = I, где I ― тождественный оператор; 

 в)  f(x) = 0 только в том случае, если  х = 0. 

9. Является ли невырожденным линейный оператор f : Е3 →  Е3, если  

для фиксированного ненулевого вектора а Е3 и любого вектора х Е3: 

 а)  f(x) = [x, a];   б)  f(x) = (а, х)а. 

10. Даны два линейных преобразования: 

2 3 ,

4 5 6 , ( )

7 8 9 ,

x x y z

y x y z А

z x y z

 = + +

 = + +

  = + +

       и       

3 4,5 ,

6 7 9 , ( )

10,5 12 13 .

x x y z

y x y z B

z x y z

 = + +

 = + +

  = + +

 

Найти   3А – 2В. 

11. Пусть над совокупностью векторов  u = xi+yj  на плоскости xOy 

производятся два линейных преобразования: А – замена вектора его со-
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ставляющей по оси Ox; В — зеркальное отображение вектора относительно 

биссектрисы I и III координатных углов. Найти преобразования AB и BA. 

 

 

1.6 Ортогональные матрицы. Ортогональный оператор 

 

Задача 1. Выяснить, является ли ортогональным оператор f: Е3→Е3, 

заданный в некотором ортогональном базисе матрицей 

1 2 1

6 5 30

2 1 2

6 5 30

1 5
0

6 30

 
− 

 
 
− 
 
 
 
 

. 

Решение. Оператор является ортогональным тогда и только тогда, ко-

гда в некотором ортонормированном базисе его матрица ортогональна, т. 

е. выполняются условия 

1

0, при ,

1, при .

n

kj ki
k

i j
a a

i j=


= 

=
 

Так как 

 

0
6

1

5

1

6

2

5

2

6

13

1
21

+







−+ =

=k
kk

aa  =0, 

 

30

5

6

1

30

2

6

2

30

1

6

13

1
31

+







−+








− =

=k
kk

aa  =0, 

 

30

5
0

30

2

5

1

30

1

5

23

1
32

++







− =

=k
kk

aa  =0, 

6

1

6

1

6

2

6

2

6

1

6

13

1
11

+







−








−+ =

=k
kk

aa  =1, 

3

2 2
1

2 2 1 1
1,

5 5 5 5
k k

k
a a

=
= + =  

30

5

30

5

30

2

30

2

30

1

30

13

1
33

++







−








− =

=k
kk

aa  =1, 

то оператор является ортогональным. 

Ответ: оператор является ортогональным. 
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Задача 2. Выяснить, является ли ортогональным оператор симметрии 

относительно плоскости Oyz в пространстве свободных векторов. 

 Решение. Ясно, что оператор симметрии сохраняет длину. Но всякий 

оператор, сохраняющий длину, является ортогональным. Таким образом, 

данный оператор является ортогональным. 

Ответ: оператор является ортогональным. 

 

 

Упражнения 

 

1. Выяснить, является ли матрица А ортогональной, и если является, 

то найти обратную ей: 

а) А = 
1 4

2 2

 
 
− 

;   б) А = 

1 3

10

3 1

10 10

 
− 

 
 
 
 

10
; 

в) А = 

1 2 2

3 30

5
0

30

2 1 1

3 6 30

 
 
 
 

− 
 
 

− − 
 

6
1
6

; 

г) А = 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

− 
 

−
 
  

;  д) А = 

2 3
0

13 13

0 1 0

3 2
0

13 13

 
− 

 
 
 
  
 

; 

е) А = 

1 1 1

3 2 6

1 1 1

3 2 6

1 2
0

3 6

 
 
 
 

− 
 
 

− 
 

. 

2. Какому условию должны удовлетворять   и   ( ,   ), чтобы 

матрица А = 
 

 

− 
 
 

 была ортогональной?  
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3. Выяснить, является ли ортогональным оператор f: Е2 →Е2, если 

 а)  f ― симметрия относительно оси Oу; 

 б)  f ― оператор, переводящий всякий вектор х в вектор  х, где   

  ,    0; 

 в)  f ― поворот на угол  ; 

 г)  f = g   h, где g ― симметрия относительно оси Oх, h ― поворот на 

угол  . 

4. В пространстве 3(t) многочленов не выше второй степени скаляр-

ное произведение определено равенством 1 1 2 2 3 3( , ) ,x y      = + +  где 

2

1 2 3;x t t  = + + 2

1 2 3.y t t  = + +  Оператор  f: 3(t)→  3(t) задан следу-

ющим образом: 2 2( ) ,f t t= −  ( ) 1,f t = −  (1)f t=   (t2, t, 1 ― базис простран-

ства 3(t)). Используя определение, доказать, что  f  является ортого-

нальным. 

5. В евклидовом пространстве задан ортогональный оператор f. Чему 

равна длина вектора f(х), если длина вектора х равна трем? 

6. Пусть f: Еn→Еn и g: Еn→Еn ― ортогональные операторы соответ-

ственно с матрицами А и В в некотором базисе. Чему равен det AB? 

7. Оператор  f: Е3 →Е3  в некотором ортонормированным базисе задан 

матрицей А. Выяснить, является ли оператор f ортогональным, если: 

а) 

1 0 2

0 1 1 ;

1 0 1

A

− 
 

= −
 
 
 

  б) А= 

1 6 2

5 70 14

2 3 1

5 70 14

5 3
0

70 14

 
− 

 
 

− 
 
 
 
 

; 

в) А = 

2 1
0

6 3

1 1 1

6 3 2

1 1 1

6 3 2

 
− 

 
 
− − 
 
 
 
 

. 

8. При каких условиях диагональная матрица будет ортогональной? 

9. Доказать, что каждое собственное значение ортогонального опера-

тора по модулю равно единице. 

10. Будет ли ортогональным оператор  f: Е3 →Е3, если f(х) = [x, a], где 

а – фиксированный вектор пространства Е3? 
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2. ЯДРО И ОБРАЗ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА. 

ИНВАРИАНТНОЕ ПОДПРОСТРАНСТВО 

 

Пусть f – линейный оператор векторного пространства V. Каждый век-

тор х из V переводится линейным оператором f  в некоторый новый вектор 

f(x) – образ вектора х, причем f(x) принадлежит V.  

Определение 1. Совокупность образов всех векторов из V называется 

образом или областью значений линейного оператора f. 

Обозначение: Im f = {f(x) |   x V } – образ линейного оператора f. 

Определение 2. Ядром линейного оператора f векторного простран-

ства V называют совокупность всех векторов пространства V, которые опе-

ратор  f  переводит в нулевой вектор. 

Обозначение: Ker f = {x V | f(x) = 0v} – ядро линейного оператора f. 

Теорема 1. Ядро и образ линейного оператора f векторного простран-

ства V являются подпространствами пространства V. 

Определение 3. Размерность образа линейного оператора f векторного 

пространства V называется  рангом линейного оператора f. 

Поскольку ранг матрицы линейного оператора векторного простран-

ства V не зависит от выбора базиса в нем, а зависит только от самого ли-

нейного оператора, то получаем 

Определение 4. Рангом линейного оператора f векторного простран-

ства V называется ранг его матрицы. 

Обозначение:  rank f =dim(Im f) – ранг линейного оператора f. 

Определение 5. Размерность ядра линейного оператора f векторного 

пространства V называется дефектом линейного оператора f. 

Обозначение:  d = dim(Ker f) – дефект линейного оператора f. 

Теорема 2. Пусть f – линейный оператор векторного пространства V. 

Тогда справедливо следующее утверждение: 

dim V = d + rank f. 
 

 

 

ИНВАРИАНТНОЕ ПОДПРОСТРАНСТВО 
 

Определение 6. Пусть   – линейный оператор векторного простран-

ства V. Подпространство LV называется инвариантным относительно 

оператора  , если из хL следует  (х)L. 

Замечания. 

1. В случае инвариантности подпространства L можно говорить о ли-

нейном операторе 1  с областью определения L. Оператор 1  называется 

индуцированным оператором. 
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2. Если хL, то  (х) =  1(х); если же хL, то  (х) существует, а 

1( )x  не определено. Различие операторов   и 1  состоит лишь в разли-

чии между их областями применения. 

 

Задача 1.  

Найти ядро, образ, ранг, дефект, базисы ядра и образа линейного опе-

ратора f: 3→3, если для любого вектора х = (x1, x2, x3) 3 имеем: 
а) f(х) = (0, 0, х3); 

б) f(х) = (х1−х2, 0, х3). 

Решение. 

а) Согласно условию Im f = {(0, 0, х3) | х3}. Поскольку справедливо 

равенство 

(0, 0, х3) = х3(0, 0, 1)= х3е3, 

то е3 = (0, 0, 1) – базис образа. Значит, rank f =1. 

По определению ядра линейного оператора 

Ker f = {(x1, x2, x3) | f(х) = (0, 0, 0)} = {(x1, x2, 0) | x1, x2 }. 

Поскольку справедливо равенство (x1, x2, 0) = x1(1, 0, 0)+ x2(0, 1, 0) =  

= х1е1+ х2е2, то е1 =(1, 0, 0), е2=(0, 1, 0) – базис ядра. Значит, d=2. Согласно 

теореме 2,   dim 3 = d + rank f. Действительно, 3=2+1. 

б) По условию Im f = {(х1−х2, 0, х3) | x1, x2, x3}. 

Поскольку 

(х1−х2, 0, х3) = (х1−х2)(1, 0, 0)+ х3(0, 0, 1) = (х1−х2) е1+х3е3, 

то е1 = (1, 0, 0), е3 = (0, 0, 1) — базис образа. Значит, rank f = 2. По опреде-

лению ядра линейного оператора 

Ker f = {(x1, x2, x3) | (х1−х2, 0, х3)=(0, 0, 0)}, т.е. 

1 2

3

0,

0;

x x

x

− =


=


1 2

3

,

0.

x x

x

=


=
 

Поэтому  Ker f = {(x1, x1, 0) | х1}. 

Поскольку 

(x1, x1, 0) = х1(1, 1, 0),  

то е = (1, 1,0) – базис ядра. Значит, d =1. По формуле из теоремы 2 3=1+2. 

Ответ: а) Ker f = {(x1, x2, 0) | x1, x2 } – ядро линейного оператора f, 

Im f = {(0, 0, х3) | х3} – образ линейного оператора f, rank f =1 – ранг 

линейного оператора f, d=2 – дефект линейного оператора f, е3 = (0, 0, 

1) – базис образа линейного оператора f, е1 =(1, 0, 0), е2=(0, 1, 0) – ба-

зис ядра линейного оператора f; 

б) Ker f = {(x1, x1, 0) | x1 } – ядро линейного оператора f,  

Im f = {(х1−х2, 0, х3) | x1, x2, x3} – образ линейного оператора f, 
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rank f =2 – ранг линейного оператора f, d=1 – дефект линейного опера-

тора f, е1 = (1, 0, 0), е3 = (0, 0, 1) – базис образа линейного оператора  

f, е = (1, 1,0) – базис ядра линейного оператора f. 

 

Задача 2.  

Линейный оператор   векторного пространства L задан матрицей  

1 1 0 2

0 1 1 3

1 2 1 1

1 0 1 5

A

 
 

−
 =
 −
 

− 

 

в некотором базисе e1, e2, e3, e4. Найти ядро и дефект оператора  . 

Решение. 

По определению, ядро оператора  , или Ker  , есть множество всех 

тех векторов х, которые оператор   переводит в нулевой вектор: ( ) 0=x . 

Это означает, что Ker   состоит в точности из тех же векторов х, коорди-

наты которых 4321 ,,, xxxx  (в базисе e1, e2, e3, e4) удовлетворяют условию: 

1

2

3

4

1 1 0 2 0

0 1 1 3 0
,

1 2 1 1 0

1 0 1 5 0

x

x

x

x

    
    

−      =
    −
    

−    

 

т.е. Ker   соответствует пространству L1 решений системы 

1 2 4

2 3 4 1 2 4 1 4 3

1 2 3 4 2 3 4 2 4 3

1 3 4

2 0,

3 0, 2 0, 5 ,

2 0, 3 0, 3 .

5 0.

x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x

+ + =


+ − = + + = = − +
   

+ + − = + − = = −
 − + =

 

Для матрицы А системы имеем: 

A~

1 1 0 2

0 1 1 3

0 1 1 3

0 1 1 3

 
 

−
 
 −
 

− − 

~
1 1 0 2

,
0 1 1 3

 
 

− 
 

 

Фундаментальная система решений: 

 

   x1     x2 x3 x4 

  1 −1 1 0 

−5    3 0 1 
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Следовательно, Ker  = {k1(1, –1, 1, 0) + k2(–5, 3, 0, 1) | k1, k2  }.  Значит, 

ранг r матрицы А равен 2 и  dim L1 = n – r = 4–2 = 2. 

Таким образом, дефект оператора   равен 2. 

Ответ: Ker  = {k1(1, –1, 1, 0) + k2(–5, 3, 0, 1) | k1, k2  }, d  = 2. 

 

Задача 3. 

Найти ядро, образ, ранг, дефект, базисы ядра и образа линейного опе-

ратора f: V→V, заданного в некотором базисе e1, e2, е3 матрицей 

1 2 3

1 1 0 .

0 3 3

A

− 
 

=
 
  

 

 

 

Решение.  

Ядро линейного оператора f векторного пространства V —

совокупность всех векторов пространства V, которые оператор f переводит 

в нулевой вектор. Поэтому, если х принадлежит ядру, то 

1 2 3

1 1 0

0 3 3

− 
 
 
   
















3

2

1

x

x

x

=

















0

0

0

, 

где х1, х2, х3 — координаты вектора х в базисе e1, e2, е3.  

Ранг матрицы полученной однородной системы, равен двум. Решив 

эту систему, получим  х1 = −3с,  х2 = 3с,  х3 = −3c,  где c  или х1 = −t,  

х2 = t,  х3 = −t,  где  t . Таким образом, ядро оператора является одномер-

ным пространством 

{(−t, t, −t) | t }. 

Совокупность образов всех векторов из V называется образом (или об-

ластью значений) линейного оператора. Следовательно, если a1, a2, a3 — 

координаты в базисе e1, e2, е3 произвольного вектора хV, b1, b2, b3 — ко-

ординаты его образа в том же базисе, то 

















3

2

1

b

b

b

=

1 2 3

1 1 0

0 3 3

− 
 
 
   
















3

2

1

a

a

a

 

или 

















3

2

1

b

b

b

=

1

1

0

− 
 
 
  

а1+

















3

1

2

а2+

















3

0

3

а3. 
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Так как 

1

1

0

− 
 
 
  

+

















3

0

3

=

















3

1

2

 

и столбцы 

1

1 ,

0

− 
 
 
  

   

















3

0

3

 

линейно независимы, то область значений оператора f есть пространство 

размерности 2. В качестве базиса этого пространства можно взять векторы  

1 1 2 ,e e e = − +  2 1 33 3 .e e e = +  

Ответ:  Ker f ={(−t, t, −t) | t };  d=1; rank f = 2; 

Im f = {x | x = 1 1e+ 2 2e , 1, 2  },  (−1, 1, −1) – базис ядра;  

1 1 2 ,e e e = − +  2 1 33 3 .e e e = +  – базис образа. 

 

Задача 4. 

Пусть L – вещественное векторное пространство многочленов f(х) над 

полем  степени ≤ n−1 и   – линейный оператор, заключающийся в диф-

ференцировании многочленов из L. Найти образ, ядро, ранг, дефект, бази-

сы ядра и образа оператора  . 

Решение. 

Производная многочлена степени ≤ n−1 есть многочлен степени  

≤ n − 2. С другой стороны, если 

f1(х)=а0+а1х+…+аn−2х
n−2 

– любой многочлен степени ≤ n−2, то найдется многочлен f(х) степени  

≤ n − 1 такой, что 1( ) ( ).f x f x =  Таким многочленом является, например, 

f(х)=а0х+
2

1a
х2+…+

1

2

−

−

n

an  хn−1. 

 Значит, образом пространства L при отображении   является мно-

жество всех многочленов из L степени ≤ n−2. 

 Ядром оператора   будет само поле коэффициентов , так как про-

изводная многочлена f(х) равна нулю тогда и только тогда, когда f(х) есть 

многочлен нулевой степени или ( ) 0.f x   
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 Заметим, что размерность ядра равна 1 (его базисом служит много-

член f(х)≡1), а размерность образа L равна n−1(его базис: 1, х, …, хn−2). 

 Ответ: rank   = n − 1;  d=1; 

                       Im  ={y | y=а0+а1х+…+аn−2х
n−2, а0, а1,…, аn−2}; 

                       1, х, …, хn−2 — базис образа;  

                       Ker  ={c | c}; 1 – базис ядра. 

 

Задача 5. 

а) Найти ядро, дефект, ранг и область значений линейного оператора 

  пространства M2 вещественных матриц порядка 2 над полем  ,  если   

задан матрицей  

1 3 5 1

2 1 3 1

4 7 13 3

3 1 1 1

A

 
 
 =
 
 

− 

 

в базисе  

1 2 3 4

1 0 1 1 0 1 0 0
, , , .

1 0 0 0 1 1 1 1
e e e e

       
= = = =       
       

 

 

б) Выяснить, принадлежит ли вектор 

22 4

2 10
y

− − 
=  
 

 из M2 подпространству Ker  . 

Решение. 

а) По определению областью значений линейного оператора   про-

странства M2 является образ  (M2) этого пространства, получаемый в ре-

зультате действия линейного оператора  . Этим образом будет подпро-

странство, натянутое на векторы   (е1),  (е2),  (е3),  (е4), координатные 

столбцы которых являются столбцами матрицы А. Имеем: 

A~

1 3 5 1

2 1 3 1

0 5 7 1

0 10 14 2

 
 

−
 
 − − −
 

− − − 

~
1 3 5 1

0 5 7 1

 
 

− − − 
, 

откуда ранг r матрицы А, а значит, и ранг оператора   равен 2. 

Следовательно, базис подпространства  (M2) состоит из двух векто-

ров. Если учесть при этом, что первые два столбца матрицы непропорцио-

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



58 

нальны, то за базис подпространства  (M2) можно принять, например, 

векторы 

1 1 2 3 4( ) 2 4 3e e e e e = + + + =  = +







+









00

22

01

01








+









33

00

44

40
= 









78

63
 

и 

 (е2)=3е1+ е2+7е3–е4 = 








69

84
. 

Таким образом, 

.,,
69

84

78

63
|)( 21212

















+








== R xxM  

Ядро оператора   соответствует (см. задачи 1, 3) пространству решений 

системы уравнений 

1 2 3 4

2 3 4

3 5 0,

5 7 0.

x x x x

x x x

+ + + =


− − − =
 

Находим фундаментальную систему решений данной системы линей-

ных однородных уравнений и соответствующие векторы базиса ядра: 

а1=(4, –7, 5, 0), 1 1 2 3

11 2
4 7 5 ,

1 5
a e e e

− − 
 = − − + =  

 
 

                а2=(–2, –1, 0, 5), 2a = –2 421 5eee +− =
3 1

.
3 5

− 
 
 

  

Таким образом, 

.,,
53

13

51

211
| 2121
















 −−
+







 −−
== R xxKer  

б) Вектор y=
22 4

2 10
Ker

− − 
 

 
 тогда и только тогда, когда найдутся 

такие  
21

, , что 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

11λ 3λ 2λ λ22 4 11 2 3 1
.

λ 3λ 5λ 5λ2 10 1 5 3 5
 

− − − −− − − − − −       
= + =       

+ +       
От-

сюда имеем систему: Ре
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1 2

1 2

1 2

1 2

11 3 22,

2 4,

3 2,

5 5 10,

 

 

 

 

− − = −

− − = −


+ =
 + =

 

решая которую получаем .0,2 21 ==   Следовательно, y Ker . 

Ответ: а) 
















+








== R21212 ,,

69

84

78

63
|)(  xxM – образ ли-

нейного оператора  ; ранг оператора   равен 2; 
















 −−
+







 −−
== R2121 ,,

53

13

51

211
|  xxKer  – ядро линей-

ного оператора  ; дефект оператора   равен 2; 

б) принадлежит. 

 

Задача 6. 

В арифметическом пространстве  4   линейный оператор   задан 

матрицей  

1 2 4 3

3 1 7 1
.

5 3 13 1

1 1 3 1

A

 
 

−
 =
 
 
 

 

Найти базисы ядра и образа, ранг  и дефект линейного оператора. Найти 

операторы, индуцированные в ядре и образе. 

 

Решение. 

Чтобы иметь возможность отождествить вектор и его столбец коорди-

нат, будем считать , что оператор   задан в единичном базисе,  

т.е. в базисе   (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1). 

Обозначим этот базис через е. 

Пусть I  — ядро и х I , т.е.  (х)=0. Поэтому АХ=0, где Х, 0 – столб-

цы координат векторов х  и 0 соответственно. 

Решая систему линейных однородных уравнений АХ = 0, находим яд-

ро как множество всех решений и базис ядра как фундаментальный набор 

решений: 
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1 2 3 4

2 1 31 2 3 4

1 2 3 4 4 1 3

1 2 3 4

2 4 3 0,

2 5 ,3 7 0,

5 3 13 0, 2 .

3 0,

1 2 4 3 10 5 25 0 0 0 0 0

3 1 7 13 1 7 1 1 0 2 1
.

8 4 20 1 2 1 5 05 3 13 1

0 0 0 01 1 3 1 4 2 10 1

x x x x

х х хx x x x

x x x x х х х

x x x x

+ + + =
 = − −+ + − = 

 
+ + + = = +

 + + + =

     
     −− −      
     
     
        

 

Найдем фундаментальную систему решений: 

а1 =( 1, −2, 0, 1), а 2 = ( 0, −5, 1, 2). 

Итак, базис ядра состоит из векторов а
1
, а

2
, дефект равен 2. Очевид-

но, что в I  линейный оператор   индуцирует нулевой оператор. 

Так как линейный оператор отображает линейную комбинацию векто-

ров на линейную комбинацию их образов, то образ линейного оператора   

натянут на образы базисных векторов 1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( ),e e e e     т.е. образ 

натянут на столбцы матрицы А, так как при умножении А на столбцы ко-

ординат единичных векторов е1 , е
2
, е 3 , е 4  будут получаться соответству-

ющие столбцы матрицы А. Применим элементарные преобразования к си-

стеме столбцов матрицы А, чтобы выделить базис подпространства, по-

рожденного этими столбцами: 

1 2 4 3 1 1 1 2 0 1 0 0

3 1 7 1 5 2 0 03 2 2 4
~ ~ .

5 3 13 1 7 2 0 05 2 2 4

1 1 3 1 1 0 0 01 0 0 0

     
     − −   − − −  
     −− − −     
        

 

Итак, образ Т натянут на векторы u
1
=(0, 5, 7, 1), u

2
=( 1, −2, −2, 0), ранг 

оператора равен 2. 

Проверка:    rank  + d = 2 + 2 = 4 = dim 4. 

Найдем образы векторов u
1
и u

2
и выразим их в базисе  (u

1
, u

2
) подпро-

странства Т. Это даст возможность задать оператор, индуцированный в Т 

оператором   относительно базиса u = (u1 , u 2 ). Для этого умножим мат-

рицу А на столбцы координат векторов u1 , u2 (одновременно): Ре
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1 2 4 3 0 1 41 11

3 1 7 1 5 2 53 13
,

5 3 13 1 7 2 107 27

1 1 3 1 1 0 27 7

−     
     

− − −
     =
     − −
     

−     

 

т.е.  (u1 )= с1  =( 41, 53, 107, 27),   (u 2 )= с 2 = ( –11, –13, –27, –7). Чтобы 

найти координаты векторов с1 , с 2  в базисе u1 , u 2 , решим две системы ли-

нейных уравнений (пакетом): 

0 1 41 11

53 135 2

107 277 2

27 71 0

 − 
 

− − 
 −− 

− 












−

−

−

−













727

1454

35135

1141

01

02

05

10 0 1 41 11

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 27 7

 − 
 
  
 
 

− 

 










−

−


1141

727

10

01
, 

т.е. с1 =27u1 +41u 2 , с 2 = –7u1 – 11u 2 . 

Поэтому  

 (u)=u 








−

−

1141

727
. 

Итак, в образе Т линейным оператором   индуцирован, очевидно, невы-

рожденный оператор, который в базисе u задается матрицей  










−

−

1141

727
. 

Ответ: базис ядра а1 =( 1, –2, 0, 1), а 2 = ( 0, –5, 1, 2); 

 (u)=u 








−

−

1141

727
; ранг оператора равен 2; дефект равен 2; базис об-

раза u
1
=(0, 5, 7, 1),   u

2
=( 1, −2, −2, 0). 

 

Задача 7. 

Линейный оператор   пространства M2 квадратных матриц порядка 2 

над полем  задан в базисе  

 

1 2 3 4

1 0 1 1 0 1 0 0
, , ,

1 0 0 0 1 1 1 1
e e e e

       
= = = =       
       

 

матрицей 
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1 3 5 1

2 1 3 1
.

4 7 13 3

3 1 1 1

 
 
 
 
 

− 

 

Найти для вектора 







=++−=

43

21
42 4210 eeex  его образ ( )00 xy =  и пол-

ный прообраз вектора 0y . 

Решение. 

Для координат 
4321

,,, yyyy  вектора 
0
y  имеем:  

1

2

3

4

1 3 5 1 1 9

2 1 3 1 2 4
.

4 7 13 3 0 22

3 1 1 1 4 1

y

y

y

y

−      
      
      = =
      
      

− −     

 

Таким образом, 

( ) 







=−++==

2130

2613
2249

432100
eeeeyx . 

Так как координаты 
4321

,,, xxxx  любого прообраза вектора 
0
y  удовле-

творяют уравнению  

1

2

3

4

1 3 5 1 9

2 1 3 1 4
,

4 7 13 3 22

3 1 1 1 1

x

x

x

x

    
    
    =
    
    

− −    

                  (2.1) 

то полному прообразу 
0
y  соответствует многообразие решений неодно-

родной системы уравнений, эквивалентной уравнению (2.1). Координат-

ный столбец вектора 
0
x  является частным решением этой системы, а об-

щее решение соответствующей однородной системы  

1

2

3

4

1 3 5 1 0

2 1 3 1 0

4 7 13 3 0

3 1 1 1 0

x

x

x

x

    
    
    =
    
    

−    

 

отвечает ядру оператора  . Если воспользоваться найденным в задаче 5 

базисом ядра  , то полный прообраз вектора 0y  можно представить  

в виде 
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.,,
53

13

51

211
|

43

21
21210
















 −−
+







 −−
=+








=+ R xxKerx  

Ответ: ( )0 0

13 26

30 21
y x

 
= =  

 
 – образ вектора 

0
x  под действием опера-

тора  ; 
















 −−
+







 −−
=+








=+ R21210 ,,

53

13

51

211
|

43

21
 xxKerx – 

полный прообраз вектора 0y . 

 

Задача 8. 

Доказать эквивалентность следующих определений невырожденности 

линейного оператора. Линейный оператор    

n-мерного векторного пространства L называется невырожденным, если: 

а) определитель матрицы оператора   в каком-нибудь (а значит, и в 

любом) базисе отличен от нуля; 

б) ядро I оператора   является нулевым (подпространством в L): 

I=(0); 

с) отображение   взаимно однозначно. 

 

Решение. 

Пусть А=(aij) есть матрица оператора   в некотором базисе e1, e2,…, 

en. Вектор  х = (х1, х2,…, хn)  принадлежит ядру I оператора   тогда и толь-

ко тогда, когда  Ах=0,  т.е. когда его координаты удовлетворяют системе 

уравнений: 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 0,

... 0,

... 0.

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =


+ + + =


 + + + =

 

Отсюда следует, что I=(0) тогда и только тогда, когда определитель матри-

цы А не равен нулю: |А| ≠0, т.е. определения а) и б) эквивалентны. 

 Теперь докажем эквивалентность определений б) и с). Напомним, 

что отображение   взаимно однозначно, если: 1)  (L)=L и 2) из a ≠ b сле-

дует  (а) ≠  (b). 

Если  I ≠ (0), то найдется вектор a ≠ 0 такой, что  (а)=0. Тогда име-

ем: a ≠ 0 и  (а) =  (0), т.е. отображение   не взаимно однозначно. 
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 Пусть   I = (0),  т.е. из   (а) = 0  следует  a = 0. Следовательно, си-

стема векторов 

1 1

2 2

( ) ,

( ) ,

( ) ,n n

e a

e a

e a







=


=


 =

 

линейно независима. В самом деле, если с1а1+ с2а2 +…+ сn аn =0, где хотя 

бы одно сi ≠0, то для   а = с1а1+ с2а2 +…+ сn аn   имеем  (а)=0, тогда как из 

линейной независимости системы векторов e1, e2,…, en следует  а ≠ 0.  Та-

ким образом,  I ≠ (0),  что противоречит условию. Значит, система  а1, а2, 

…, аn  линейно независима, а потому является базисом L. Отсюда следует, 

что любой вектор bL можно представить в виде  b = с1а1+ с2а2 +…+ сn аn  

и   (с1а1+ с2а2 +…+сn аn) = b, т.е. для каждого вектора b найдется вектор а 

такой, что  (а) = b. Это означает, что  (L) = L. Условие 2) взаимной одно-

значности оператора   очевидно. В самом деле, если a ≠ b, но   (а) = 

 (b), то a−b≠0 и  (a−b)= (а) −  (b)=0, т.е. a−bI, а потому I≠0, что про-

тиворечит условию. 

 Таким образом,  I = (0)  тогда и только тогда, когда отображение   

взаимно однозначно, т.е. определения б) и с) эквивалентны. Отсюда, из эк-

вивалентности определений а) и б), следует эквивалентность а) и с). 

 

Задача 9. 

 а) Пусть   — линейный оператор векторного пространства L раз-

мерности n, а — ненулевой вектор из L и L1 — минимальное подпростран-

ство в L, инвариантное относительно оператора   и содержащее а. Дока-

зать, что размерность  L1   равна рангу системы векторов 

а,  (а),  2(а), …,  n−1(а).                                         (2.2) 

 б) Найти размерность и базис L1 в случае, когда L = 4,  

а = (1, 1, 0, 1) и   имеет (в том же базисе, в котором задан вектор а) матрицу 

0 0 0 1

1 1 0 1
.

0 1 0 0

0 0 1 0

A

 
 

−
 =
 
 
 

 

 Решение. 

 а) Так как L1 инвариантно относительно  , то вместе с каждым век-

тором оно обязано содержать его образ при отображении  . Отсюда и из 

того, что а L1, следует, что  L1 содержит множество векторов 
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а =  0(а),   (а),   2(а), … ,                              (2.3) 

а потому и все подпространство ,L  порожденное этими векторами. С дру-

гой стороны, L  инвариантно относительно оператора  .  

В самом деле, пусть ,b L  т.е. b есть линейная комбинация каких-

либо векторов из (2.3): 
1 2

1 2( ) ( ) ( ).mkk k

mb c a c a c a  = + + +  

Тогда 
1 2 11 1

1 2( ) ( ) ( ) ( ).mkk k

mb c a c a c a    ++ += + + +  

Отсюда, учитывая, что подпространство L  – минимальное инвариантное 

подпространство, имеем:   L = L . Найдем базис L . Пусть k – наименьшее 

натуральное число, такое, что система векторов 

а,  (а),  2(а), …,  k−1(а)                          (2.4) 

линейно независима, а 

 k(a)=с1а+ с2 (а)+…+сk k−1(а).                      (2.5) 

Поскольку размерность пространства L равна n, а ряд векторов (2.3) беско-

нечен, то найдется такое k, что k ≤ n. Индукцией по m докажем, что вектор 

 m(а) линейно выражается через систему векторов (2.4) при любом m. 

 Для  m = 0, 1, …, k −1  это так. Допустим, что 

 m(a)=b1а+ b2 (а)+…+bk−1 k−2(а)+ bk k−1(а). 

Тогда 
 m+1(a)=b1 (а)+ b2 2(а)+…+bk−1 k−1(а)+ bk k(а). 

Отсюда, с учетом равенства (2.5), получим: 

  m+1(a)=bkc1а+ (bk c2+b1) (а)+…+ (bk ck+ bk−1) k−1(а). 

 Таким образом, векторы ряда (2.3), а потому и все векторы подпро-

странства L  линейно выражаются через линейно независимую систему 

векторов (2.4). Следовательно, система (2.4) является базисом простран-

ства L  и размерность L  равна k. А так как число k  не превосходит n, то 

оно равно рангу системы векторов (2.2). 

 б) В данном случае а=(1, 1, 0, 1), 

( )

0 0 0 1 1

1 1 0 1 1
( ) 1, 1, 1, 0 ,

0 1 0 0 0

0 0 1 0 1

a

  
  

−
  = =
  
  
  

 

 2(а) =  ( (а)) = (0, 0, 1, 1), 

 3(а) =  ( 2(а)) = (1, 1, 0, 1). 

Ранг системы векторов   а,  (а),  2(а),  3(а),   или ранг матрицы 
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1 1 0 1

1 1 1 0

0 0 1 1

1 1 0 1

 
 
 
 
 
 

 

равен 3. Значит, и ранг подпространства L1 равен 3. Базисом подпростран-

ства L1 может служить система векторов: 

а = (1, 1, 0, 1),   (а) = (1, 1, 1, 0),   2(а) = (0, 0, 1, 1). 

Ответ:   б)    rank L1 = 3;   а = (1, 1, 0, 1),    (а) = (1, 1, 1, 0),  

 2(а) = (0, 0, 1, 1) – базис L1. 

 

Задача 10. 

 В пространстве 3 линейный оператор   переводит любой вектор  

t = (x, y, z) 3   в  вектор  (t) = (−x, y, z). Дать геометрическую интерпре-

тацию заданного отображения и описать все подпространства 3, инвари-

антные относительно отображения  .  

 Решение. 

 Выберем в трехмерном пространстве прямоугольную систему координат Oxyz и 

будем понимать каждый набор (x, y, z) из 3 как вектор, идущий из начала координат в 

точку с координатами x, y, z. Все одномерные и двумерные подпространства 3 будут 

тогда центральными (т.е. проходящими через центр О) прямыми и плоскостями, а опе-

ратор   будет означать симметрию относительно плоскости уОz. Следова-

тельно, векторы этой плоскости будут переходить в себя. Понятно также, 

что если центральная плоскость проходит через ось Ох (т.е. если она пер-

пендикулярна плоскости  уОz), то любой вектор этой плоскости переходит 

в вектор этой же плоскости. Таким образом, все двумерные инвариантные 

подпространства 3 – это плоскость уОz и все перпендикулярные ей цен-

тральные плоскости. 

 Рассуждая аналогично, получим, что все одномерные инвариантные 

подпространства – это все центральные прямые плоскости уОz и перпен-

дикулярная этой плоскости центральная прямая Ох. 

Ответ: инвариантные подпространства 3 – плоскость уОz и все 

перпендикулярные ей центральные плоскости, а также центральные 

прямые плоскости уОz и перпендикулярная этой плоскости цен-

тральная прямая Ох. 

 

Задача 11. 

 Пусть   – линейный оператор n-мерного пространства L в себя, а – 

любой ненулевой вектор из L, а L1 – подпространство L, порожденное век-

торами 

а,  (а),  2(а), …, n−1(а),                                   (2.6) 
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где     2(а) =  ( (а)),  3(а) =  ( 2(а)), ,  n−1(а) =  ( n−2(а)). 

а) Показать, что L1 – инвариантное подпространство относительно  . 

б) Найти базис L1, если L есть пространство M2 вещественных квад-

ратных матриц порядка 2 над полем ,  а = 








00

03
, а оператор   задан в 

базисе 

е1 = 








00

01
, е2 = 









00

10
, е3 = 









01

00
, е3 = 









01

00
, е4 = 









10

00
 

матрицей 

0 0 1 0

0 1 0 0
.

1 1 0 1

0 0 0 1

A

 
 
 =
 −
 
 

 

Решение. 

 а) Покажем сначала, что вектор  n(а) линейно выражается через 

векторы системы (2.6). Система 

а,  (а), …, n−1(а),  n(а)                              (2.7) 

линейно зависима в L, так как она состоит из (n+1)-го вектора. Поэтому 

найдутся такие числа 0 , 1 , …, 1−n , ,n не равные одновременно нулю, 

что 

0 а + 1  (а)+...+ 1−n  n−1(а) + n  n(а) = 0.              (2.8) 

Пусть k – последнее отличное от нуля число в последовательности чисел 

0 , 1 , …, n . Ясно, что  k  ≠ 0 ,  так как  а ≠ 0. Мы имеем из (2.8): 

0 а + 1  (а)+...+ k  k(а)=0. 

Отсюда следует, что вектор  k(а) линейно выражается через предшеству-

ющие векторы системы (2.7): 
1

0 1 1 ( ) ( ) ... ( ).k k

ka a a a     −

−= + + +                       (2.9) 

Применяя (n−k) раз оператор   к обеим частям равенства (2.9), получим: 
1 1

0 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ).n n k n k n

ka a a a     − − + −

−= + + +  

Пусть теперь b – любой вектор из L1: 

b = k0a+k1 (а)+…+kn−1 n−1 (а). 

Тогда 

 (b) = k0 (а)+k1 2(а)+…+kn−1( 0   
n−k (а)+…+ )(1

1 an
k

−
−  ) L1, 

т.е. L1 – инвариантное относительно оператора   подпространство. 
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 б) Учитывая, что числа 3, 0, 0, 0 являются координатами вектора а, 

находим координаты а1, а2, а3, а4 вектора  (а): 





















4

3

2

1

a

a

a

a

=

0 0 1 0

0 1 0 0

1 1 0 1

0 0 0 1

 
 
 
 −
 
 





















0

0

0

3

=





















0

3

0

0

,  
0 0

( ) .
3 0

a
 

=  
 

 

Вычисляя таким же образом векторы 
2( )a  и 

3( ),a  находим, что система 

(2.6) в данном случае будет состоять из векторов 










00

03
, 









03

00
, 









00

03
, 









03

00
. 

Базис этой системы, а значит, и L1 составляют, очевидно, векторы 










00

03
 и 









03

00
. 

Ответ: б) 








00

03
, 









03

00
 – базис L1. 

 

Задача 12. 

В арифметическом трехмерном пространстве в единичном базисе ли-

нейный оператор   задан матрицей А. Установить, является ли инвари-

антной относительно   линейная оболочка векторов а
1
, а

2
 и определить, 

каков ранг индуцированного в ней оператора, если 

4 2 2

2 0 2 ;

1 1 1

A

− 
 

=
 
 − 

 а1 =( 1, 1, 0), а 2 = ( 1, 0, −1). 

 

Решение. 

I способ. Пусть  L= < а1 , а 2 >. Требуется доказать, что для любого  

b L  имеет место  (b)L. Очевидно, b = c1 a1 +c 2 a 2 , где c1  и c 2  –  про-

извольные числа, т.е. b = (c1 + c 2 , c1 ,−c 2 ) – общий вид вектора из L. Тогда 

 (b)  вычисляем, умножая А на столбец координат вектора b: 

1 2 1 2

1 1

2 2

4 2 2 2 2

2 0 2 2 ,

1 1 1 2

с с с с

с с

с с

− + +     
     

=
     
     − − −     

  т.е.   (b) = 2b,   (b)  L. 

Так как под действием   каждый вектор из L удваивается, то база перехо-

дит в базу, т.е.   индуцирует в L невырожденный оператор  (гомотетию в 

данном случае) ранга 2. 
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II способ. Вычислим  (а1 ),  (а 2 ) и проверим, выражаются ли они 

линейно через а1  и а 2 : 

4 2 2 1 1 2 2

2 0 2 1 0 2 0 ,

1 1 1 0 1 0 2

−     
     

=
     
     − − −     

 

т.е.    (а1 ) = ( 2, 2, 0),   (а 2 ) = ( 2, 0, −2). Решаем пакет двух систем ли-

нейных уравнений: 

1 1 2 2
1 0 2 0

1 0 2 0 ,
0 1 0 2

0 1 0 2

 
  

   
 − − 

 

т.е.   (а1 ) = 2а1 + 0а 2 ,   (а 2 ) = 0а1 + 2а 2 ,   (а1 ),   (а 2 )  L. 

Видно, что  (а1 ) и  (а 2 ) линейно независимы, т.е.   индицирует опера-

тор ранга 2. 

Ответ: является; ранг индуцированного оператора равен 2. 

 

 

Упражнения 

 

1. Найти ядро и образ тождественного оператора. 

2. В каком случае ядро линейного оператора f векторного простран-

ства V состоит только из нулевого вектора? 

3. Доказать, что линейный оператор n-мерного векторного простран-

ства L в себя является взаимно однозначным отображением тогда и только 

тогда, когда при этом отображении любой базис пространства L переходит 

снова в базис. 

4. Доказать, что если   и  – линейные операторы пространства L, та-

кие, что Ker  = Ker ={0},  то  Ker( )={0}. 

5. Найти ядро и образ, линейного оператора f : V→V, если для любого 

вектора хV  имеет место  f(x)=0. 

6. а) Найти ядро и образ, ранг, дефект, базисы ядра и образа линейного 

оператора   пространства 3 , если   задан формулой ( ) xx 2= . Найти 

матрицу этого оператора в каком-нибудь базисе e1, e2, e3 пространства 3. 

Показать, что   является изоморфным оператором пространства 3 на се-

бя. 

     б) Найти ядро и образ, ранг, дефект оператора f: E3→E3, если для 

любого вектора хE3 имеет место  f(x)=kx, где k — фиксированное веще-

ственное число  (k ≠ 0). 

7. Показать, что отображение пространства А3, переводящее строку  

(x1, x2, x3)  в строку: 
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 а) (0, 0, x3); 

 б) (x1, x2, аx3), где а; 

 в) (x1, −x2, x3); 

 г) (x1cos  − x2 sin , x1 sin  + x2 cos , x3), 

является линейным оператором. В каждом случае найти матрицу линейно-

го оператора в базисе е1=(1, 0, 0), е2 = (0, 1, 0), е3 = (0, 0, 1); образ и ядро. 

Указать геометрическую интерпретацию.  

8. В пространстве 3 задан некоторый базис а1, а2, а3, а в пространстве 

M2 вещественных квадратных матриц 2-го порядка над полем  заданы 

некоторый базис e1, e2, e3, e4 и вектор b=e1+2e2+3e3+ 4e4;   — отображе-

ние 3 в M2, такое, что для всякого вектора x=x1a1+ x2a2 + x3a3  имеет ме-

сто  ( ) 1 .x x b =  

а) Доказать, что отображение   является линейным оператором, и 

найти его матрицу в заданных базисах. 

б) Найти базисы ядра и образа оператора  . 

9. Найти матрицу, образ и ядро линейного оператора   пространства 

3 в базисе e1=(1, 0, 0), e2=(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1), если известно, что он любой 

вектор  x = (x1, x2, x3) переводит в вектор: 

а) ( ) ( )1 2 3, , 2 ;x x x x = −     б) ( ) ( )1 3 1 2, , 0 .x x x x x = − +  

10. Пусть а — фиксированный ненулевой вектор евклидова простран-

ства E3. Найти ядро и образ, ранг, дефект линейного оператора f: E3→E3, 

если для любого вектора хE3 : 

а)  f(x)=(x, a)a;            б)  f(x)=[x, a]. 

11. Линейный оператор   пространства M2 квадратных матриц 2-го 

порядка над полем  каждую матрицу 2MA  переводит в матрицу 

( ) 







=

11

11
AA . Найти матрицу   в базисе  

1

1 0
,

0 0
e

 
=  
 

 2

0 1
,

0 0
e

 
=  
 

 3

0 0
,

1 0
e

 
=  
 

 4

0 0
,

0 1
e

 
=  
 

 

а также по одному базису для ядра и образа  . 

12. Чему равен дефект d линейного оператора   пространства 3, ес-

ли   в некотором базисе задан матрицей 

1 2 0

2 3 1 ?

1 0 1

A

 
 

=
 
 − 

 

Является ли   взаимно однозначным отображением пространства 3 на 

себя? 

13. Найти ядро и образ, ранг, дефект линейного оператора f : V→V,  

матрица которого равна А, если: 
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а) 

1 2 1

3 0 2 ;

0 1 1

A

− 
 

=
 
  

  б) 

1 1 2

3 1 1 ;

4 0 1

A

− 
 

= −
 
  

 

в) А=

















6312

428

214

;  г) А=

















000

000

000

. 

14. Линейный оператор   пространства 3 в базисе   a1 = (0, 0, 1),  

a2 = (0, 1, 1), a3 = (1, 1, 1) задан матрицей 

2 0 2

1 1 1 .

2 1 0

A

− 
 

= −
 
 
 

 

а) Существует ли для   обратное отображение 1 ?−  Если существует, 

то какова его матрица в заданном базисе? 

б) Найти полный прообраз вектора  y = –a1 + 2a3  при заданном отоб-

ражении  . 

15. Доказать, что полный прообраз любого вектора а при линейном 

отображении пространства 4 является линейным многообразием в 4. 

16. Линейный оператор   пространства 4 задан в некотором базисе 

e1, e2, e3, e4 матрицей 

3 2 4 7

4 3 11 2
.

5 3 13 1

7 2 16 3

A

 
 

− −
 =
 − −
 

− 

 

Найти многообразие M пространства 4, которое служит полным прообра-

зом вектора  y= –3e1+13e2 –14e3+13e4. 

17. В пространстве E2 дан линейный оператор f, ортогонально проек-

тирующий всякий вектор а этого пространства на ось Ох. Найти ядро и об-

раз оператора f. 

18. В пространстве E3 дан линейный оператор f, ортогонально проек-

тирующий всякий вектор а этого пространства на плоскость Оху. Найти 

ядро и образ, ранг, дефект оператора f. 

19. а) Исходя из геометрических соображений, найти ядро, дефект, 

образ и ранг линейного оператора   – ортогонального проектирования 

пространства V3 на плоскость хОу прямоугольной системы координат, где 

е1, е2, е3 – векторы, направленные по осям координат. 

б) Исходя из геометрических соображений, найти ядро, дефект, образ 

и ранг линейного оператора   – проектирования трехмерного простран-
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ства на координатную ось вектора е1 параллельно координатной плоскости 

векторов е2 и е3, где е1, е2, е3 – векторы, направленные по осям простран-

ственной системы координат. 

20. Найти ядро, дефект, область значений и ранг линейного оператора 

  – ортогонального проектирования пространства V3 на ось, образующую 

равные углы с осями прямоугольной системы координат. 

21. Доказать, что ядро линейного оператора   n-мерного векторного 

пространства L в себя является нулевым подпространством тогда и только 

тогда, когда в любом базисе матрица оператора является невырожденной. 

22. Пусть линейный оператор   пространства Fn многочленов степени 

1− n  над полем  состоит в дифференцировании многочленов из Fn. 

Найти образ и ядро оператора  . 

 

 

3. СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ И СОБСТВЕННЫЕ 

ЗНАЧЕНИЯ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА И МАТРИЦЫ 

 

Пусть L – векторное пространство над полем F,  f – линейный опера-

тор пространства L,  А – квадратная матрица порядка n над полем F. Если 

Х – столбец высоты n, то произведение АХ имеет смысл и также является 

столбцом высоты n. При рассмотрении ряда вопросов для данной матрицы 

А приходится разыскивать ненулевые столбцы Х, для которых умножение 

на А слева равносильно умножению на некоторое число  , т.е. для кото-

рых имеет место равенство 

                                                       АХ =  Х.                                          (3.1) 

Нулевой столбец, конечно, при любом   удовлетворяет этому соотноше-

нию. Однако ненулевые столбцы, удовлетворяющие условию (3.1), суще-

ствуют далеко не при всяком  . 

Определение 1. Число   называется собственным значением или 

собственным числом квадратной матрицы А, если существует ненулевой 

столбец Х такой, что АХ= Х. 

Если   – собственное значение матрицы А, то всякий столбец Х (в 

том числе и нулевой), удовлетворяющий условию АХ= Х, называется 

собственным столбцом матрицы А, соответствующим собственному зна-

чению  . 

Займемся выяснением вопроса, что же представляют собой собствен-

ные значения данной квадратной матрицы (и существуют ли они вообще). 
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Пусть 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
,

... ... ...

...

n

n

n n nn

A

  

  

  

 
 
 =
 
 
 

   

1

2
.

n

x

x
X

x

 
 
 =
 
 
 

 

Матричное равенство  (3.1)  равносильно системе n равенств 

                                        

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

... ,

n n

n n

n n nn n n

x x x x

x x x x

x x x x

   

   

   

+ + + =


+ + + =


 + + + =

                      (3.2) 

которые можно также переписать в виде 

                                    

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ... 0,

( ) ... 0,

... ( ) 0.

n n

n n

n n nn n

x x x

x x x

x x x

   

   

   

− + + + =


+ − + + =


 + + + − =

                    (3.3) 

Существование ненулевого столбца Х, удовлетворяющего условию (3.1), 

равносильно существованию ненулевого решения у системы n линейных 

однородных уравнений (3.3) с n неизвестными. Но система (3.3) имеет 

ненулевое решение тогда и только тогда, когда ее определитель равен ну-

лю, т.е. когда 

                                       

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
0.

... ... ...

...

n

n

n n nn

   

   

   

−

−
=

−

                  (3.4) 

Следовательно, собственные значения   матрицы А характеризуются тем, 

что для них обращается в нуль определитель (3.4). 

Определение 2. Пусть t – переменная. Определитель 

                            )(t
А

 =

t

t

t

nnnn

n

n

−

−

−







...

............

...

...

21

22221

11211

= tEA −              (3.5) 

называется характеристическим многочленом матрицы А, уравнение 

tEA −  = 0  называется характеристическим уравнением матрицы А. Кор-

ни характеристического уравнения называются характеристическими 

корнями матрицы А. 
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Тот факт, что определитель (3.5) является многочленом от перемен-

ной t, очевиден (любое из n! произведений, из которых составлен этот 

определитель, является многочленом от t). Произведение элементов глав-

ной диагонали определителя (3.5) является, очевидно, многочленом от t 

степени n; при этом коэффициент при tn равен (–1)n. Все же другие произ-

ведения, входящие в состав этого определителя, будут многочленами от t 

степени, строго меньшей n. Следовательно, степень характеристического 

многочлена )(t
А

  равна порядку n матрицы А и его старший коэффициент 

равен (–1)n. 

Предыдущие наши утверждения позволяют сформулировать следую-

щую теорему. 

Теорема 1. Все собственные значения квадратной матрицы совпадают 

с корнями ее характеристического многочлена ).(t
А

   

Действительно, если   – собственное значение матрицы А, то, как мы 

видели, обращается в нуль определитель (3.4), а значит,   – корень много-

члена (3.5). Наоборот, если   – корень характеристического многочлена, 

т.е. ,0)( =t
А

  то ввиду (3.4) система (3.3) имеет ненулевое решение, и сле-

довательно, существует ненулевой столбец, удовлетворяющий условию 

(3.1); последнее же означает, что   – собственное значение  

матрицы А. 

Согласно теореме 1, чтобы найти собственные значения квадратной 

матрицы, надо составить ее характеристический многочлен и найти его 

корни. 

Чтобы найти все собственные столбцы матрицы А, соответствующие 

данному собственному значению  , надо, очевидно, найти все решения 

системы (3.3). Эти решения будут удовлетворять и системе (3.2), а значит, 

столбцы из решений будут собственными столбцами матрицы А. 

По теореме 2 пункта 1.4 матрицы одного и того же линейного опера-

тора f относительно различных базисов подобны. Поэтому они будут иметь 

одно и то же характеристическое уравнение, которое называется характе-

ристическим уравнением оператора f, а собственные значения матрицы 

оператора f называются собственными значениями оператора f. Напом-

ним, что две квадратные матрицы A и B порядка n над полем F называются 

подобными, если существует такая квадратная матрица T порядка n над 

полем F, которая обратима и  A=T–1BT. 

 

Задача 1. 

Найти собственные значения и собственные векторы линейного пре-

образования А, определяемого уравнениями  x = 5x + 4y,   

y = 8x + 9y. 
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Решение. 

Матрицу преобразования можно записать следующим образом: 

А= 








98

45
. Характеристическое  уравнение имеет вид  

0
98

45
=

−

−




  или  013142 =+−  ; 

собственные значения ,1
1
= 13

2
= . 

Для определения координат собственных векторов получаем две си-

стемы линейных уравнений: 

1 1 2

1 1 2

(5 ) 4 0,

8 (9 ) 0;

  

  

− + =


+ − =
          

2 1 2

1 2 2

(5 ) 4 0,

8 (9 ) 0.

  

  

− + =


+ − =
 

Так как 1
1
= , то первую систему можно записать следующим  

образом: 

1 2

1 2

4 4 0,

8 8 0.

 

 

+ =


+ =
 

Таким образом, значения 
1
  и 

2
  должны удовлетворять уравнению 

1
 +

2
 =0, или 

2
 = –

1
 . Следовательно, решение этой системы имеет вид 

1
 = с1, 2

 = –с1, где с1 – произвольная величина. Поэтому собственному 

значению 1=  соответствует семейство собственных векторов  

u = c1e1–c1e2,      т.е. u = c1(e1–e2).  

Значение 13
2
=  приводит к системе уравнений  

1 2

1 2

8 4 0,

8 4 0,

 

 

− + =


− =
 

т.е. 
2

 =2
1
 . Полагая 

1
 =с2, получаем 

2
 =2с2. Следовательно, собственному 

значению 13 =  соответствует семейство собственных векторов  

v = c2(e1+2e2). 

Итак, придавая в равенствах u = c1(e1 – e2), v = c2(e1 + 2e2) величинам с1 

и с2 всевозможные числовые значения, будем получать всевозможные соб-

ственные векторы линейного преобразования А.  

Ответ: собственные значения: ,1
1
= 13

2
= ; собственные векторы:  

u = c1(e1 – e2); v = c2(e1 + 2e2). 
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Задача 2. 

Найти собственные значения и собственные векторы линейного пре-

образования с матрицей  

2 1 1

1 2 1 .

0 0 1

A

− 
 

= − −
 
 
 

 

Решение. 

Составим характеристическое уравнение: 

2 1 1

1 2 1 0,

0 0 1







− −

− − − =

−

 

т.е. 

( ) ( )( )2
1 2 1 0, − − − =   или  ( ) ( )

2
1 3 0, − − =  

откуда  
1,2 31, 3. = =  

Если  =1, то для определения координат собственного вектора по-

лучаем систему уравнений 

1 2 3

1 2 3

3

0,

0,

0.

  

  



− + =

− + − =
 =

 

Таким образом, собственному значению  =1 соответствует семей-

ство собственных векторов  u=c1(e1+e2). 

Если  =3, то для определения координат собственного вектора по-

лучаем систему уравнений 

1 2 3

1 2 3

3

0,

0,

0.

  

  



− − + =

− − + =
 =

 

Семейство собственных векторов, соответствующее этому собствен-

ному значению, определяется равенством v=c2(e1 – e2).  

Ответ: семейство собственных векторов  u = c1(e1 + e2) соответству-

ет собственному значению 1
2,1
= ; 

семейство собственных векторов  v=c2(e1  – e2) соответствует соб-

ственному значению 3
3
= . 

 

Задача 3. 

Найти собственные векторы и собственные значения линейного опе-

ратора  пространства 4 над полем , заданного в некотором базисе  

матрицей 
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3 1 0 0

1 1 0 0
( ) .

3 0 5 3

4 1 3 1

M 

− 
 
 =
 − −
 

− 

 

Решение. 

Так как мы рассматриваем линейный оператор  пространства 4 

над полем , то собственными значениями оператора  будут являться 

лишь действительные корни его характеристического уравнения 

0.A E− =  Вычислим определитель матрицы  A – E: 

 

2

3 1 0 0 0 1 0 0

1 1 0 0 4 4 1 0 0

3 0 5 3 3 0 5 3

4 1 3 1 1 1 3 1

A E



   


 

  

− − −

− − + −
− = = =

− − − − − −

− − + − −

2

2

4 4 0 0
5 3

3 5 3 ( 4 4)
3 1

1 3 1

 


  


 

− +
− − −

= − − − = − + =
−

+ −

 

2 2( 2) ( 2) . = − +  

 

Поскольку характеристическое уравнение 2 2( 2) ( 2) 0 − + =  имеет дей-

ствительные корни  1,2 =2  и  3,4 = –2, то собственными значениями ли-

нейного оператора    являются числа  2  и  –2. 

Рассмотрим 1,2 =2. Собственными векторами, соответствующими 

собственному значению 2, будут те и только те ненулевые векторы  

1 2 3 4( , , , ),x x x x x=  записанные своими координатами в том же базисе, что и 

матрица  ( ),M   которые удовлетворяют матричному уравнению 

 

1

2

3

4

1 1 0 0 0

1 1 0 0 0
,

3 0 7 3 0

4 1 3 1 0

x

x

x

x

−     
    

−
    =
    − −
    

− −    

 

 

т.е. системе линейных однородных уравнений 
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1 2

1 2

1 3 4

1 2 3 4

0,

0,

3 7 3 0,

4 3 0,

x x

x x

x x x

x x x x

− =


− =


− − =
 − + − =

 

 

или равносильной ей системе 

 

1 2

2 3 4

3 4

0,

3 7 3 0,

5 0.

x x

x x x

x x

− =


− − =
 + =

 

 

Фундаментальная система решений этой системы состоит из одного векто-

ра, например, таким вектором является  (8, 8, 3, 15),−   а поэтому собствен-

ному значению  1,2 = 2  соответствуют собственные векторы вида  

(8, 8, 3, 15), −   где   – любое отличное от нуля действительное число. 

 При  3,4 = –2  имеем: 

,

1100

0010

0031

~

3314

3303

0031

0015

2




































−

−−

−

=+=− EAEA   

 

поэтому координаты собственных векторов должны удовлетворять систе-

ме уравнений 

1 2

2

3 4

3 0,

0,

0.

x x

x

x x

+ =


=
 + =

 

Фундаментальная система решений этой системы состоит из одного векто-

ра, например, таким вектором является  (0, 0, 1, 1).−  Поэтому собственному 

значению  3,4 = –2  соответствуют собственные векторы вида  

(0, 0, 1, 1), −  где   – любое отличное от нуля действительное число. 

 

Ответ: (8, 8, 3, 15) −  – собственные векторы, соответствующие собствен-

ному значению 1,2 = 2, где  – любое отличное от нуля действительное число; 

(0, 0, 1, 1) −  – собственные векторы, соответствующие собственному зна-

чению  3,4 = –2, где   – любое отличное от нуля действительное число. 
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Задача 4. 

Найти собственные значения и собственные столбцы матрицы 

1 1 1 1

0 2 0 0
.

0 0 1 1

0 0 1 3

A

− − − 
 
 =
 −
 
 

 

 

 

Решение. 

Находим характеристический многочлен )(t
А

 = tEA − . Он равен  

(t–1)(t–2)3. Значит, матрица имеет два собственных значения: 1 1 =  и 

2 2. =  Для каждого   составляем теперь систему (3.3): 

2 3 4

2

4

3 4

0,

0,

0,

2 0,

x x x

x

x

x x

− − − =


=


=
 + =

                   

1 2 3 4

3 4

3 4

0,

0 0,

0,

0.

x x x x

x x

x x

− − − − =


=


− − =
 + =

 

Решая эти системы, получаем, что собственными столбцами матрицы А 

для собственных значений  1 1 =  и 2 2 =  соответственно являются  

столбцы 

0

0

0

 
 
 
 
 
 

      и      ,









 
 
−
 
 
 
− 

 

где   и   – произвольные числа. 

Ответ: собственные значения: 1 1 =  и 2 2; =   

собственные столбцы      
0

0

0

 
 
 
 
 
 

       и       ,









 
 
−
 
 
 
− 

 

где   и   – произвольные числа. 
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Задача 5.  

Доказать, что если 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

 – симметрическая матрица, а дей-

ствительные числа , , 0    , то все корни характеристического уравне-

ния матрицы 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a

a a a

 

 

 


 

 

 

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

 

являются действительными числами. 

Решение. 

 В базисе e1, e2, e3 рассмотрим линейное преобразование с матрицей 

А. 

Тогда 

1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

3 13 1 23 2 33 3

,

,

Ae a e a e a e

Ae a e a e a e

Ae a e a e a e

 

 

 

 

 

 

    
= + +    

   
    

= + +    
   

    
 = + +   
    

 

или 

 

( )1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

3 13 1 23 2 33 3

,

( ) ,

( ) .

A e a e a e a e

A e a e a e a e

A e a e a e a e

   

   

   

= + +


= + +
 = + +

 

Полагая  1 1 2 2 3 3, , ,e e e e e e    = = =   имеем 

1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

3 13 1 23 2 33 3

,

,

.

Ae a e a e a e

Ae a e a e a e

Ae a e a e a e

   = + +


   = + +
    = + +

 

Таким образом, матрицей линейного преобразования в базисе 1,e  2 ,e  3e  

служит симметрическая матрица  
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

.

a a a

A a a a

a a a

 
  =
 
 
 

 

Следовательно, характеристическое уравнение линейного преобразования  

в базисе  1,e  2 ,e  3e   имеет только действительные корни. Так как при пере-

ходе к базису  e1, e2, e3  собственные значения не меняются, то те же корни 

имеет и характеристическое уравнение матрицы А.  

 

 

Упражнения 

 

1. В векторном пространстве  3  задан базис  

1 2 3(1, 1, 0), (1, 1, 1), (0, 2, 2),a a a= = =  

а оператор  переводит произвольный вектор x  3, причем 

1 1 2 2 3 3x x a x a x a= + + , в вектор 1 1( ) .x x a =  Выяснить, какие из векторов 

1 2 3 4 5( 2, 2, 0), (5, 5, 0), (2, 2, 2), (2, 8, 8), (2, 2, 1)b b b b b= − − = = = =  

являются собственными векторами линейного оператора  и каким соб-

ственным значениям они отвечают. 

2. В некотором базисе даны матрица M(f) линейного оператора f и 

векторы  x1, x2, x3. Определить в каждом из случаев, какие из указанных 

векторов являются собственными векторами линейного оператора f: 

a)  1 2 3

1 0 1 0 0
( ) , , , ;

2 1 2 3 1
M f x x x

       
= = = =       

− −       
 

б)  1 2 3

1 1 1 2 1
( ) , , , ;

6 2 3 4 2
M f x x x

− −       
= = = =       

− −       
 

в)  1 2 3

0 0 2 1 1 2

( ) 2 0 0 , 1 , 0 , 2 ;

0 2 0 3 5 2

M f x x x

       
       

= = = =
       
       
       

 

г)  1 2 3

0 1 0 1 1 4

( ) 6 3 2 , 2 , 0 , 0 .

3 0 1 0 3 1

M f x x x

− −       
       

= = = =
       
       −       

 

 

3. Найти собственные векторы и собственные значения линейного 

оператора  векторного пространства  3, переводящего строку  1 2 3( , , )x x x   

в строку: 

а)  3(0, 0, );x  
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б)  1 2 3( , , );x x ax  

в)  1 2 3( , , );x x x−  

г)  1 2 1 2 3( cos sin , sin cos , ).x x x x x   − +  

 

4. Найти собственные значения и собственные столбцы матриц: 

а) 
2 1

;
2 3

 
 
 

  б) 

1 1 1

0 1 1 ;

0 0 1

 
 
 
 
 

  с) 

1 2 2

2 2 4 .

2 4 2

− 
 
− −
 
 − 

 

5. Найти собственные значения и собственные векторы линейного 

преобразования с матрицей: 

а)  А = 












0

0
;    б)  А = 









−

−

24

46
;    в)  А = 

a b

b a

− 
 
 

; 

г)  А = 

1 1 3

1 5 1

3 1 1

 
 
 
 
 

;    д)  А = 

  

  

  

 
 
 
 
 

;   е)  А = .

0001

1000

0100

0010



















 

6. Найти собственные векторы и собственные значения линейных 

операторов, заданных в некотором базисе матрицами: 

а) 

2 1 2

5 3 3 ;

1 0 2

− 
 

−
 
 − − 

б) 

0 1 0

4 4 0 ;

2 1 2

 
 
−
 
 − 

в) 

4 5 2

5 7 3 ;

6 9 4

− 
 

−
 
 − 

 

г) 

1 1 0

1 1 0 ;

6 3 1

− 
 
−
 
 − 

  д) 

3 1 2

6 3 8 ;

1 1 3

− − − 
 
 
 − − − 

  е) 

6 12 4

6 11 3 ;

2 3 1

− − 
 
− −
 
 − 

 

ж) 

1 0 0 0

0 0 0 0
;

1 0 0 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

з) 

3 1 0 0

1 1 0 0
.

3 0 5 3

4 1 3 1

− 
 
 
 −
 

− − 

 

7. Доказать, что любая линейная комбинация собственных столбцов 

матрицы, соответствующих одному и тому же собственному значению  , 

является также собственным столбцом для того же собственного значе- 

ния  . 

8. Пусть Х является собственным столбцом для двух квадратных 

матриц n-го порядка А и В (собственные значения различны). Доказать, что 

тогда Х является собственным столбцом и для матриц АВ, А+В,  А. Чему 

равны соответствующие собственные значения? 
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9. Пусть Х – собственный столбец квадратной матрицы А,   – соот-

ветствующее собственное значение и  f(t) – произвольный многочлен. Ос-

новываясь на предшествующей задаче, показать, что Х является также соб-

ственным столбцом матрицы  f(А),  соответствующим собственному значе-

нию  f( ). 

10. Линейный оператор  пространства  3  задан невырожденной 

матрицей 

1 3 1

( ) 3 5 1 .

3 3 1

M 

− − 
 

= − −
 
 − 

 

Найти собственные значения оператора –1. 

11. Зная собственные значения линейного преобразования А, найти 

собственные значения обратного линейного преобразования    А–1. Пока-

зать, что из уравнения 01 =−− EA    следует  
1

0.A E


 
− = 
 

 

12. Выразить собственные значения и собственные векторы невыро-

жденного линейного преобразования  через собственные значения и соб-

ственные векторы преобразования –1. 

13. Доказать, что если    и   – невырожденные линейные преобра-

зования некоторого векторного пространства, то преобразования    и  

  имеют одни и те же собственные значения. 

Указание. Заметьте, что матрицы преобразований    и    подоб-

ны. 

14. Линейное преобразование А заключается в повороте простран-

ства на угол  
3


  вокруг оси Oz. Найти собственные значения и собствен-

ные векторы  этого преобразования. Показать, что матрица этого линейно-

го преобразования имеет вид 

1 3
0

2 2

3 1
0 .

2 2

0 0 1

А

 
− 

 
 
 =
 
 
 
 
 

 

15. Доказать, что собственными значениями треугольной матрицы 

являются ее диагональные элементы. 
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16. Доказать, что все собственные значения квадратной матрицы A 

отличны от нуля тогда и только тогда, когда матрица обратима. 

17. В некотором базисе пространства  2  линейный оператор  задан 

матрицей: 

а)  
1 1

;
1 1

 
 
− 

   б)  
2 0

.
0 2

 
 
 

 

Убедитесь непосредственно, что в случае а) собственных векторов не су-

ществует, а в случае б) каждый вектор является собственным. 

18. Квадратная матрица А называется кососимметричной, если 

А=−А. Доказать, что все собственные значения вещественной кососим-

метричной матрицы имеют вид  = bi с вещественным b (т.е. расположены 

на мнимой оси). 

19. Квадратная матрица А (с комплексными элементами) называется 

эрмитовской, если А= А . Доказать, что все собственные значения эрми-

товской матрицы вещественны. 

20. Квадратная матрица С (с комплексными элементами) называется 

унитарной, если CC =Е. Доказать, что все собственные значения унитар-

ной матрицы по модулю равны единице (  =1).  

Указание. Для собственного столбца Х рассмотреть произведение 

ХССХ  . 

 

 

4. ПРИВЕДЕНИЕ МАТРИЦЫ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 

К ДИАГОНАЛЬНОМУ ВИДУ 

 

Определение 1. Набор всех собственных значений линейного опера-

тора f называется его спектром. 

Если все собственные значения оператора f  различны, то спектр 

называется простым. 

Для линейного оператора с простым спектром имеет место следую-

щая 

Теорема 1. Если вектора некоторого базиса пространства L являются 

собственными векторами некоторого оператора f, то матрица оператора f в 

этом базисе диагональна. Если в некотором базисе пространства L матрица 

оператора f диагональна, то вектора этого базиса будут собственными век-

торами оператора f. 

Определение 2. Говорят, что матрица A приводится к диагонально-

му виду, если существует такая матрица C, что матрица CAC–1 является 

диагональной. 

Теорема 2. Всякая квадратная матрица порядка n, имеющая n раз-

личных характеристических корней, приводится к диагональному виду.  
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Теорема 3. Матрица линейного оператора приводится к диагональ-

ному виду тогда и только тогда, когда всякому характеристическому кор-

ню матрицы соответствует столько линейно независимых собственных 

векторов оператора матрицы, какова кратность характеристического кор-

ня. 

 

Задача 1 

Выяснить, можно ли матрицу А линейного оператора φ вещественно-

го пространства L привести к диагональному виду путём перехода к ново-

му базису, и если можно, то найти этот базис и соответствующую ему диа-

гональную матрицу: 

а) А = 

1 0 2

1 1 1

0 0 2

− 
 

−
 
 
 

;  б) А = 
















−

−

−

5012

418

205

; 

в) А = 

6 5 3

3 2 2

2 2 0

− − 
 

− −
 
 − 

;  г) А = 

3 1 6

3 2 6

3 2 7

 
 
 
 − − − 

. 

Решение. 

а) Находим характеристический многочлен матрицы  А: 

ЕА − =

1 0 2

1 1 1

0 0 2







− −

− −

−

= –λ3 + 2λ2 + λ–2= –(λ–1)(λ–2)(λ+1). 

Он имеет три корня 1, 2 и –1, т.е. отображение φ имеет столько различных 

собственных значений из поля , какова размерность пространства L над 

полем . Следовательно, его матрица приводится к диагональной форме – 

элементами её главной диагонали будут собственные значения 1, 2  и  –1: 

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 − 

. 

Для отыскания базиса нужно найти собственные векторы, отвечающие по-

лученным собственным значениям, из соответствующих систем уравне-

ний: 

(I)  

1 3

1 3

3

2 2 0,

0,

0;

x x

x x

x

− + =


− =
 =
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(II) 
1 3

1 2 3

3 2 0,

0;

х х

х х х

− + =


− − =
  (III) 









=

=−+

=

.03

,02

,02

3

321

3

х

ххх

х

 

Фундаментальные системы решений всех трех систем содержат по одному 

вектору: а1=(0, 1, 0) (система I), а2=(2, –1, 3) (система II), а3=(2, –1, 0) (си-

стема III) – все векторы заданы своими координатами в том же базисе, в 

котором задана матрица А. Эти векторы составляют искомый базис. 

 б) Находим характеристический многочлен матрицы  А: 

f(λ)=







−−

−−

−−

5012

418

205

= –λ3 + λ2+ λ–1= –(λ–1)2 (λ+1). 

Так как у многочлена f(λ) имеется квадратный корень λ =1, т.е. не все кор-

ни различные, то сразу на поставленный в задаче вопрос ответить нельзя, 

надо сначала найти сумму размерностей собственных подпространств  

K(1) и  K(–1), отвечающих собственным значениям  λ1 = 1  и  λ2 = –1. 

Для λ1 = 1 собственные векторы находятся из системы уравнений 









=−+

=−+

=−+

,06012

,0408

,0204

321

321

321

ххх

ххх

ххх

 

фундаментальная система решений, которой состоит из двух решений, 

например, векторов  b1 = (1, 0, 2),  b2 = (0, 1, 0). 

Таким образом, dim K(1)=2. 

Для λ2 = –1 получаем следующую систему: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 0 2 0,

8 0 4 0,

12 0 4 0.

х х х

х х х

х х х

+ − =


+ − =
 + − =

 

Её фундаментальная система решений состоит из одного вектора, напри-

мер, вектора b3 = (1, 2, 3), отсюда dim K(–1)=1. Итак,  

dim K(1)+ dim K(–1) =2+1=3= dim L. Поэтому матрица А приводится к диа-

гональной форме, а именно, в базисе b1, b2, b3 она принимает вид: 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 − 

. 

в) В этом случае характеристический многочлен 
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f(λ)=







−−

−−−

−−−

22

223

356

= –(λ – 2)(λ – 1)2  

также имеет кратный корень  λ = 1. Подпространство K(1) задается систе-

мой уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 5 3 0,

3 3 2 0,

2 2 0,

х х х

х х х

х х х

− − =


− − =
 − − =

 

для которой фундаментальная система решений состоит из одного вектора, 

откуда  dim K(1)=1. 

Подпространство K(2) задаётся системой 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 5 3 0,

3 4 2 0,

2 2 2 0;

х х х

х х х

х х х

− − =


− − =
 − − =

 

Её фундаментальная система решений также состоит из одного вектора, 

поэтому  dim K(2)=1. 

Итак,  dim K(1) + dim K(–1) = 2 < 3, а значит, матрица линейного опе-

ратора    к диагональному виду не приводима. 

г) Характеристический многочлен  f(λ) = (λ+3)(λ2–λ+1) имеет корни     

2

1
±i

2

3
, не принадлежащие полю  . Поэтому матрица к диагональному 

виду не приводится. 

Ответ:  а) приводима к диагональной форме      

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 − 

      в ба-

зисе а1=(0, 1, 0), а2=(2, –1, 3), а3=(2, –1, 0);   б) приводима к диаго-

нальной форме  

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 − 

   в базисе  b1=(1, 0, 2), b2=(0, 1, 0),  

b3=(1, 0, 2);  в) не приводима к диагональной форме;  г) не приводима 

к диагональной форме. 

 

Задача 2 

Линейный оператор вещественного пространства в некотором базисе 

задан матрицей 
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10 54 36

0 1 0 .

3 18 11

A

− 
 

= −
 
 − 

 

Показать, что данный оператор диагонализируем. Найти матрицу Т, диаго-

нализирующую матрицу А. 

Решение. 

Известно, что оператор векторного пространства диагонализируем, 

если выполняются следующие условия: все его характеристические числа 

вещественные и кратность mi каждого корня λi совпадает с числом  

n – r(A– λiE), где n – порядок матрицы А;  r(A – λiE) – ранг матрицы А – λiЕ. 

Решив характеристическое уравнение 

10 54 36

0 1 0 0,

3 18 11







− −

− − =

− −

 

найдем собственные значения  λ1 = –1, λ2 = 2, кратность которых равна со-

ответственно  m1 = 2,  m2 = 1. Таким образом, все собственные значения – 

действительные числа. Так как ранг матрицы 

А – λ1Е = А – (–1)Е=

9 54 36

0 0 0

3 18 12

− 
 
 
 − 

 

равен единице, то  n – r(A– λ1E) = 3 –1 = 2  и  m1= n – r(A– λ1E). Легко убе-

диться в том, что и m2= n – r(A– λ2E). Таким образом, данный оператор 

диагонализируем. 

Матрица Т, диагонализирующая матрицу А, в данном случае есть 

матрица третьего порядка, столбцами которой являются координаты трех 

линейно независимых собственных векторов матрицы А. 

Координаты α1, α2, α3 собственных векторов, соответствующих соб-

ственному значению  λ1 = –1  найдем из системы 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

9 54 36 0,

0 0 0 0,

3 18 12 0.

  

  

  

− + + =


+ + =
 − + + =

 

Имеем   α1=6α2+4α3. Таким образом, 

{(6s +4t, s, t) | s, t  ,   |s|+|t| ≠ 0} 

есть множество собственных векторов с собственным значением 

λ1 = –1.  

Координаты β1, β2, β3 собственных векторов с собственным значени-

ем   λ2 = 2   найдем из системы  
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1 2 3

2

1 2 3

12 54 36 0,

3 0,

3 18 9 0.

  



  

− + + =


− =
 − + + =

 

Имеем   β2 = 0, β1 = 3β3.  Таким образом, 

{(3p, 0, p)  p  ,   p ≠ 0} 

есть множество собственных векторов с собственным значением λ2= 2. 

Положив  s = 0, t = 1, затем  s = 1,  t = 0  и  p = 1, получим линейно незави-

симые собственные векторы (4, 0, 1), (6, 1, 0), (3, 0, 1). Следовательно, 

Т= .

101

010

364

















 

Ответ:  матрица, диагонализующая матрицу A такова:  

4 6 3

0 1 0 .

1 0 1

T

 
 

=
 
 
 

 

 

 

Упражнения 

 

1. Выяснить, какие из следующих матриц линейных операторов мож-

но привести к диагональному виду путём перехода к новому базису. Найти 

этот базис и соответствующую ему матрицу: 

а) 

1 3 1

3 5 1 ;

3 3 1

− − 
 
− −
 
 − 

 б) 

6 5 3

3 2 2 .

2 2 0

− − 
 

− −
 
 − 

 

 

2. Выяснить, какие из следующих матриц линейных операторов мож-

но привести к диагональному виду путём перехода к новому базису. Найти 

этот базис и соответствующую ему матрицу: 

а) 
















−

−

−

604

404

614

;     б) 

1 1 1 1

1 1 1 1
;

1 1 1 1

1 1 1 1

 
 

− −
 
 − −
 

− − 
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в) ;

2231

58126

4585

2134





















−

−

−

−

 г) .

0001

0010

0100

1000





















 

 

3. Выяснить, приводима ли в вещественном пространстве матрица 

линейного оператора к диагональному виду (в случае приводимости запи-

сать диагональный вид матрицы с точностью до расположения диагональ-

ных элементов): 

а) 
1 3

;
1 1

 
 
 

    б) ;
210

23








  в) ;

20

52








 

г) ;

111

111

111

















−−

−−

−−

 д) ;

300

530

153

















 е) 

0 1 1

1 0 1 ;

2 1 1

− 
 

−
 
 − − 

 

ж) ;

2003

0000

0000

0002





















    з) 

1 1 1 1

1 1 1 1
;

1 1 1 1

1 1 1 1

 
 

− −
 
 − −
 

− − 

  и) 

1 3 3

2 6 13 .

1 4 8

− 
 
− −
 
 − − 

 

 

4. В некотором базисе  e1, e2, …, en  линейный оператор  f  задан мат-

рицей А.  В вещественном векторном пространстве найти базис, в котором 

матрица оператора f имеет диагональный вид, если: 

а)  А=
1 4

;
1 1

− 
 

− 
    б)  А= ;

13

20








       в)  А= ;

202

040

202

















 

г)  А=

2 4 6

4 2 6 ;

4 4 8

 
 
 
 − − − 

  д)  А=

7 0 0

10 19 10 ;

12 24 13

 
 

−
 
 − 

 е)  А=

5 6 3

1 0 1

1 2 1

 
 
−

 
 − 

 

ж)  А=

1 1 1 1

1 1 1 1
;

1 1 1 1

1 1 1 1

− 
 

− − −
 
 − − −
 

− − − 

 з)  А=

1 1 0 0

1 1 0 0
.

0 0 1 1

0 0 1 1

− 
 

−
 
 −
 

− 

 

5. Найти матрицу Т, диагонализирующую данную матрицу А, и запи-

сать соответствующую диагональную матрицу, если: 
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а)  А= ;
14

41








 б) А= ;

32

26








 в) А=

4 2 0

2 3 2 ;

0 2 2

− 
 
− −
 
 − 

 

г) А=

9 54 36

0 0 0 ;

3 18 12

− 
 
 
 − 

 д) А=

1 2 3

2 1 3 ;

2 2 4

− − − 
 
− − −
 
 
 

 е) А= ;

166

276

265

















−

−

−

 

ж) А=

2 0 3 3

0 2 2 2
.

0 0 1 3

0 0 2 4

− − 
 
 
 − −
 
 

 

6. Найти диагональную матрицу над полем  , подобную матрице 

.

27125

46218

36158

















−

−

−

 

 

 
5. СОПРЯЖЕННЫЙ И САМОСОПРЯЖЕННЫЙ 

ОПЕРАТОРЫ 

 

Определение 1. Линейный оператор  g:  En → En  называется сопря-

женным оператору   f:  En→En,  если для любых  x, y En    выполняется 

условие   (f(x), y) = (x, g(y)).  

Обозначение:  f *– оператор, сопряженный оператору f. 

Теорема 1. Сопряженный оператор обладает следующими свойства-

ми:  

1. (f*)* = f; 

2. (fg)* = g*f*; 

3. (f+g)* = f*+g*; 

4. (f)* = f*; 

5. (f*) –1 = (f –1)*, если оператор  f  невырожденный. 

Определение 2. Линейный оператор f:  En → En  называется самосо-

пряженным или симметрическим, если для любых x, y En  выполняется 

условие (f(x), y)=(x, f(y)). Таким образом, если f – самосопряженный опера-

тор, то   f = f*. 

Заметим, что матрица самосопряженного оператора в ортонормиро-

ванном базисе является симметрической. 
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Задача 1. Найти ортогональную матрицу Т, диагонализирующую 
симметрическую матрицу 

А = 

3 1 1

1 5 1

1 1 3

− 
 
− −
 
 − 

. 

Решение. 
Известно, что ортогональная матрица Т, диагонализирующая симмет-

рическую матрицу А третьего порядка, имеет следующее строение: в 
столбцах ее расположены координаты трех ортонормированных собствен-
ных столбцов матрицы А. Решив уравнение 

3 1 1

1 5 1

1 1 3







− −

− − −

− −

 = 0, 

получаем 
1
  = 2, 

2
  = 3, 

3
  = 6. Координаты  1,  2,  3 собственного 

столбца матрицы А с собственным значением 
1
  = 2 находятся из системы 

1 1 1

1 3 1

1 1 1

− 
 
− −
 
 − 

 

















3

2

1







 = 

















0

0

0

 

или 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0,

3 0,

0.

  

  

  

− + =

− + − =
 − + =

 

Решив эту систему, получим  3 = − 1, где ,1 R  2 = 0. Следовательно,  

X1 = 0

k

k

 
 
 
 − 

 – собственный столбец матрицы А с собственным значени-

ем 
1
  = 2, где 0.,  kk R  

Аналогично находим собственные столбцы 

Х2 =  ,

















m

m

m

 3 2

l

X l

l

 
 

= −
 
  

 

с собственными значениями, соответственно 
2
 =3, 

3
 =6, где  

0. ,0,,  llmm RR  

Нормируя  X1, X2, X3,  получаем 
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*

1

1

2

0 ,

1

2

X

 
 
 

=  
 
 − 
 

  *

2

1

3

1
,

3

1

3

X

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

  *

3

1

6

2
.

6

1

6

X

 
 
 
 

= − 
 
 
 
 

 

Следовательно,     

1 1 1

2 3 6

1 2
0 .

3 6

1 1 1

2 3 6

T

 
 
 
 

=  
 
 
− 
 

 

Ответ: 

1 1 1

2 3 6

1 2
0 .

3 6

1 1 1

2 3 6

T

 
 
 
 

=  
 
 
− 
 

 

 

 

Упражнения 

 

1. Пусть f: Еn→Еn и g: Еn→Еn – линейные операторы. Доказать спра-

ведливость следующих равенств: 

 а) (f + g)* = f* + g*;     б) ( f)* =  f* );( R  

 в) (f*)−1 = (f −1)*,   где  f – невырожденный оператор. 

2. Пусть  f: Еn →  Еn   и   g: Еn →  Еn – линейные операторы. Доказать, 

что если   f   g = g   f,  то  и   f *   g* = g*   f *. 

3.  Пусть  f: Е1 →Е1 – линейный оператор. Найти сопряженный с ним 

оператор  f *. 

4. Оператор f: Еn→Еn имеет в некотором ортонормированном базисе 

матрицу А. Найти матрицу сопряженного оператора в том же базисе, если: 

а) А = 
2 3

4 5

− 
 
 

; б) А = 

1 3 2

0 1 4

3 1 2

− 
 
 
 − − 

; в) А = 

0 1 2

3 4 5

1 0 3

− 
 

−
 
 − 

. 

5. Пусть  f:  Е2 →  Е2 – оператор поворота на угол  . Найти сопряжен-

ный с ним оператор f *. 
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6. Оператор  f:  Еn →  Еn  имеет в некотором ортонормированном бази-

се матрицу А. Выяснить, является ли оператор f самосопряженным, если: 

а) А = 
2 1

1 3

− 
 
 

;  б) А = 

2 3 1

3 4 1

1 1 5

 
 

−
 
 − 

; в) А = 

1 1 1

1 2 2

1 2 3

− 
 
−
 
 − 

; 

г) А = 

0 2 4

2 1 1

4 1 3

− 
 

−
 
 − 

. 

7. При каком значении   оператор, заданный матрицей А в некотором 

ортонормированном базисе, является одновременно ортогональным и са-

мосопряженным, если: 

а) 

1

2
;

1 1

2 2

A


 
 
 =
 

− 
 

   б) 

1 2

5 5
?

1

5

A



 
 
 =
 
 
 

 

8. Пусть f: Е2 →  Е2 – оператор проектирования на ось Ох. Доказать, 

что f – самосопряженный оператор.  

9. Пусть f: Е3 →  Е3 – оператор проектирования на плоскость Оху. До-

казать, что f – самосопряженный оператор.  

10. Пусть х – собственный вектор с собственным значением 
1
  опера-

тора f: Еn →Еn,  у – собственный вектор с собственным значением  

2
  )(

21
   оператора f *. Доказать, что векторы х и у ортогональны. 

11. Линейный оператор f: Еn →Еn в некотором ортонормированном 

базисе e1, e2, …, еn имеет матрицу А. Найти матрицу сопряженного опера-

тора f * в ортонормированном базисе 1 2, , ... , ne e e   , если: 

а) А = 
3 1

4 2

− 
 
 

,   1e  = 
2

1
 

1
e −

2

1
 

2
e ,  2e  = 

2

1
 

1
e + 

2

1
 

2
e ; 

б) А = 
1 2

3 4

− 
 
 

,    1e= 
5

1
1

e + 
5

2
 

2
e ,  2e = 

5

2
 

1
e − 

5

1
 

2
e ; 

в) А = 

1 0 0

0 1 1

0 2 1

− 
 
 
  

,   1e  = 
3

1
 (

1
e  + 

2
e  + 

3
e ),  2e  = 

2

1
 (−

1
e +

2
e ), 

3e  =
6

1
 (−

1
e  −

2
e  + 2

3
e ). 
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