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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта третья часть теоретической физики пр дставляет собой естествен
ное продолжение части II: основные принципы механики применяются здесь 
к твердому телу, т. е. к системе материальных точек, расстояния между 
которыми неизменны. Общий характер изложения, выбор тем и примеров 
(я выбирал такие, ко горые. сравнительно легко доступны опыту) вполне 
соответствуют тому, что было сказано в предисловии к частям I и II.

Содержание книги следующее.
Главы I и II содержат кинематику и механику неизме. яемой системы, 

причем во избежание повторений сделаны частые ссылки на часть II.
Глава III рассматривает различные случаи равновесия твердого тела 

(статика). Сюда мною отнесены некоторые случаи равновесия балок, 
ферм, сыпучих тел, сводчатых перекрытий, цепей, канатов и т. п. Все 
это должно служить примерами применения общих уравнений равнове
сия и, кроме того, дает читателю некотррое понятие об основах техничес
ких расчетов; однако они отнюдь не представляют собой технических 
расчетов, которые носят совершенно иной характер.

Глава IV, где рассмотрены случаи вращения твердого тела вокруг 
неподвижной оси, содержит в себе также и случай упругой оси.

Главы V, VI, VII, VIII посвящены изучению явления вращения тела 
вокруг неподвижной точки. Оставаясь насколько возможно в рамках 
упрощенной теории, я старался осветить это явление с различных точек 
зрения. Непосредственный опыт и наблюдения (глава VIII) могут значи
тельно облегчить его понимание. А между тем явление вращения твердого 
тела вокруг неподвижной точки приобрело, в особенности в последнее 
время, большое значение как в науке, так и в технике. Общий план 
теоретического изложения явления, т. е. глав- V, VI, VII, читатель найдет 
в главе VIII в § 108. В главе VIII описаны главнейшие опыты с волчками 
и даны описание и расчет волчка-компаса и волчка-горизонта. Остальные 
технические применения волчка, как, например, волчок Шднка и др. для 
уменьшения качки корабля, однорельсовые железные дороги и т. п. я опус
тил, не желая обременять книги.

Глава IX трактует явление качения, а глава X — явление соударения 
твердых тел. В главу XI я выделил все расчеты по определению момен
тов инерции тел, ограничившись однородными телами простейших форм, 
наиболее часто встречающихся в практике Это сделано для того, чтобы 
не прерывать изложение вычислениями побочного, характера.

Для облегчения справок в конце книги имеется алфавитный указатель, 
а перед началом текста помещено довольно подробное оглавление. 

Декабрь 1931.
А. Эйхенвскгьд
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ГЛАВА ПЕРВАЯ

ТВЕРДОЕ ТЕЛО

1. Определение твердого тела. Твердым телом мы будем называть 
гистему материальных точек, расстояния между которыми неизменны.

Такое определение твердого тела (подобно целому ряду других опре
делений теоретической физики) представляет собою идеализацию или 
отвлечение, которое делается для упрощения теории. В действительности 
же все твердые тела более или менее изменяемы: находясь под действием 
внешних сил, ори изменяют и свой объем и свою форму. При подобных 
изменениях между соседними частями тела возникают внутренние силы 
реакции—-так называемые молекулярные, или упругие силы. Явления, 
сюда относящиеся, мы будем изучать в V части „ Теоретической физики“ , 
в теории упругости, а здесь нас будут интересовать законы движения 
и покоя твердого тела, рассматриваемого как нечто целое; при этом мы 
будем предполагать, что те небольшие изменения в форме и объеме тела, 
которые будут иметь место в действительности, не окажут заметного вли
яния на обш,ее движение тела. Это предположение не только упростит 
наши вычисления, но и позволит нам изучать отдельно такие явления 
в твердых телах, которые совсем не обусловлены свойствами упругих сил. 
В тех случаях, когда такое упрощение теории скажется недопустимым, — а 
как увидим .ниже, такие случаи возможны даже и при небольших измене
ниях в форме и объеме твердого тела, —  тогда и законы механики твер
дого тела нам будут недостаточны, и нам придется прибегнуть к теории 
упругости.

2. Шесть степеней свободы твердого тела. Мы можем здесь не при
нимать во вниманий" молекулярной структуры твердого тела, а считать 
его сплошь заполненным материей. При наших расчетах мы будем 
представлять себе твердое тело составленным из элементарных объемов 
dV, заполненных материей плотности р. В таком случае все твердое 
тело будет представлять собой систему материальных точек, массой

каждая. dm =  p-d V

Плотность р для различных точек может быть различной, а форма элемен
тарного объема d V может быть выбрана нами произвольно; она, обыкно
венно, выбирается сообразно с системой координат (ср. ч. I, стр. 39,, 40). 
Число таких материальных точек, из которых будет составлено рассматри
ваемое нами твердое тело, будет бесконечно. Тем не менее, положение 
твердого тела в пространстве может быть вполне определено шестью ко
ординатами; следовательно, твердое тело имеет в механике шесть сте
пеней свободы (ср. ч'. II, стр. 271, 179).

Мы можем убедиться в этом и следующим образом. Выберем в данном 
нам теле три каких-либо точки О, А, В, не лежащих на одной прямой
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линии; нетрудно видеть, что закрепив эти три точки, мы тем самым 
лишаем тело возможности двигаться как бы то ни было, т. е. делаем 
неподвижными все бесконечное число его материальных точек. Правда, 
положение трех выбранных нами точек в пространстве определяется, 
вообще говоря, 3 *3  =  9 координатами, но в рассматриваемом нами 
случае координаты эти не независимы друг от друга, именно благодаря 
твердости тела, благодаря неизменности расстояний ОА, АВ, ВО. 
Неизменность этих трех расстояний позволяет нам написать три  уравнения 
вида:

(хп ~ х 0УА~ (Уа —  Уо)2 +  (2а —  2оУ =  ( °A f>

которые свяжут 3 входящих в них координаты точек О,А,В и оставят 
свободными только 6 координат. Отсюда следует, что твердое тело имеет 
6 степеней свободы.

Закрепим одну из материальных точек твердого тела, например О,
неподвижно-в пространстве. После это
го тело еще способно будет вращаться 
вокруг закрепленной точки, а каждая 
из других материальных точек тела Р  
будет иметь возможность двигаться по 
шаровой поверхности радиуса ОР с цен
тром О. Но, закрепив одну точку твер
дого тела, мы тем самым отняли у него 
три  степени свободы (зафиксировали 
значение трех координат х г уЛ zv  точ
ки О), и у твердого тела осталось толь
ко 6 — 3 =  3 — три  степени свободы. 
Отсюда следует, что для определения 
положения твердого тела, закрепленного 
в одной точке, достаточно тр ех  коор
динат.

Что касается до самого выбора координат, определяющих положение 
твердого тела, то он может быть сделан как угодно, лишь бы выбран
ные шесть координат были независимы друг от друга и вполне опре
деляли положение тела. В большинстве случаев нам удобно будет точку 
О с координатами x v yv zx взять в центре тяжести твердого тела, или 
в действительном закреплении тела; положение же тела относительно 
закрепленной точки мы можем определить следующим образом. Точку 
О мы примем за начало двух систем декартовых координат (прямолиней
ных и прямоугольных; рис. 1); одну из этих двух систем OQX 0Y0Z0 мы 
будем считать неподвижной в пространстве (эту систему мы можем при
нять параллельной той неподвижной системе координат, относительно 
которой мы дали координаты хЛ, у г, zv  начальной точки О); другую 
систему координат OXYZ с тем же началом О мы представим себе неиз
менно связанной с материальными точками твердого тела и участвую
щей во всех движениях тела относительно точки О (на рис. 1 эти 
координатные оси соединены пунктирными прямыми линиями). Но положение 
всех точек твердого тела относительно системы координат OXYZ  остается 
неизменным, а потому для определения положения твердого тела в про

Рис. 1. Системы координат.
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странстве нам достаточно дать положение координат OXYZ относительно 
координат ОХ0 YQZQ. Мы знаем, что относительное положение двух систем 
координат с общим началом определяется девятью углами (или девятью 
косинусами углов), которые образуют оси одной из систем с осями 
другой системы (ср. ч. I, стр. 160, 142, ч. II, стр. 194, 126); но так как 
обе наши системы прямоугольны, то между косинусами углов наклонения 
осей имеются соотношения вида

a? +  P? +  Y? =  1; а ? + « $ ^ - « з  =  1-
Таких соотношений всего шесть, и следовательно, независимых углов 

остается только три  в согласии с тремя степенями свободы твердого 
тела, закрепленного одной точкой О. Самый выбор трех (независимых) 
основных углов остается и в этом случае произвольным, и мы ниже 
в главе VI) познакомимся с координатами ср, ф, г>, предложенными Эйлером, 

которые оказались наиболее удобными для описания движения твердого 
тела, закрепленного одной 
своей точкой.

3. Скорости точек твер- 
, дого тела. Рассмотрим опять 

три материальных точки О,
А, В  твердого тела и пред
положим, что за некоторый 
небольшой промежуток вре
мени dt тело переместилось 
в пространстве, причем тре
угольник ОАВ, оставаясь не
изменным, занял положение - 
0 1А1В1 (рис. 2). Мы можем 
расчленить это перемещение 
на следующие элементы. Во- 
первых, мы предположим, что весь треугольник ОАВ, оставаясь себе па-̂  
раллельным, переместился в положение 0 1А'В' Пусть ON представляет 
линию пересечения плоскостей ОлАгВ 1 и О^А'В'. Повераем плоскость 
треугольника OjA'B' вокруг ON так, чтобы она совпала с плоскостью 
ОгАгВ^, затем повернем тот же треугольник О ^ 'В ' вокруг оси OL, 
перпендикулярной к плоскости ОгА^Вх, до совпадения его с треугольни
ком Oj /Ij S j . Так как оба совершенных нами поворота элементарны 
(углы поворота бесконечно малы), то с ними можно обращаться как с 
векторами (ч I. стр. 28, 26), и заменить два поворота одним поворотом 
вокруг некоторой оси O^U (рис. 2) на некоторый угол da. Таким обра
зом перемещение треугольника из положения ОАВ в положение OjMj S ,  
мы можем расчленить на поступательное движение O^O =  ds0 и на пово
рот вокруг оси Оги  на угол da.

Одновременно с рассмотренным треугольником движется н все твер
дое тело, т. е. все его материальные точки. Отсюда следует, что и дви
жение любой точки тела Р  мы тоже можем считать составленным из 
поступательного движения по направлению d$0 и из поворота вокруг оси 
ОU на угол da. Если расстояние рассматриваемой точки тела Р  от

Рис. 2. Перемещение твердого тела.
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точки О равно г, то полное перемещение точки Р  выразится суммой 
(ч. I, стр. 41. 42):

d$p =  ds0 - f  [rfar].

Так как рассмотренное элементарное перемещение произошло в про
межуток времени dt, то, разделив это уравнение на dt, получаем соот- 4 
ношение между скоростями:

'Vp =  V о + [и г ]-

Таким образом скорость любой точки Р  твердого тела мы можем 
выразить через поступательную скорость одной из его точек О и через 
вращательную скорость и вокруг оси проходящей через эту точку (ср. ч I, 
стр. 41, 42; ч. И, стр. 14, 8).

4. Угловая скорость вращения твердого тела. Полученное нами со
отношение между скоростями точек твердого тела 
остается верным для любой точки Р  тела, какую 
бы исходную точку О мы не выбрали, но само 
собой разумеется, что значения величин, входящих 
в эту формулу, могут быть различными. Во-пер
вых, величина и направление поступательной ско
рости v0 зависят от того, какую точку тела мы 
выбрали как основную; во-вторых, расстояния г 
будут зависеть и от выбора основной точки О и 
от того, для какой из точек Р  тела мы желаем 
вычислить скорость движения. Докажем, однако, 
что и по величине и по направлению угловая ско
рость и остается для всех случаев одна и та же.

Выберем в теле какие-либо две точки А и В 
(рис. 3) и обозначим их поступательные скорости 
(относительно неподвижного пространства) через 
\/а и мь, а вращательные скорости тела вокруг 

осей, проходящих через эти точки, через ид и и6. Тогда скорость какой- 
либо третьей точки тела Р, отстоящей от точки А и В  на расстояние ra 
и vb, может быть выражена двумя способами: или исходя из точки А, 
как основной, или исходя из точки В\

VP =  Va -Н
v, =  v* +  K r 6] .,

Но, е другой стороны, взяв точку А за исходную, мы можем для 
поступательной скорости второй точки В  написать аналогичную формулу:

v6 =  va H-[u„ (гв — гь)],

где (ra — rb) представляет расстояние точки В от точки А. Если мы 
подставим это выражение в предыдущую формулу и приравняем оба по
лученных нами выражения для скорости vo, то получим:

* Р= ^ а  +  1«Л ] =  'а  +  [“Л ]  -  К Гь1 +  [ИЛ]

Рис. 3. Угловая ско
рость вращения тела.



Откуда
K rJ  =  K r&]-

Так как, вообще говоря, направление угловых скоростей непарал
лельно радиусам-векторам г (написанные нами векторные произведения 
не равны нулю), то это уравнение может быть удовлетворено всегда 
только при условии, что

Это означает, что какую бы точку твердого тела мы ни взяли за ис
ходную, угловая скорость вращения тела вокруг оси, проведенной через 
эту точку, оказывается одна и та же й по величине и по направлению. 
Это дает нам право величину и называть угловой скоростью вращения 
всего твердого тела.

5. Мгновенная ось вращения тела. На основании полученной нами 
общей формулы для скорости движения любой точки Р  твердого т^ла

vp =  v0+ [  иг].

мы можем определить в твердом теле такие точки, которые в рассматри
ваемый момент времени находится в покое. Для этого достаточно положить

vp =  v0 +  [u г] =  0.

Это уравнение линейно относительно вектора г (расстояния искомой 
точки Р  от исходной точки О) и, следовательно, представляет собой 
прямую линию. Действительно, если мы перепишем это уравнение в бо
лее обычной форме, т. е. в декартовых координатах с начало?.! в точке О, 
причем проекции вектора г на оси координат обозначим через х, у , г, 
то получим

v = ' t,o , + v - ^ = ° ;
z?y =  V0y +  игХ —  UxZ =  °;

"■ V  = *  v 0z + U xy  —  Uy X  =  0 .

Этими тремя уравнениями вполне определяется прямая линия. Так 
как все точки этой линии в  рассматриваемый момент времени нахо
дятся в покое, то мы можем себе представлять движение твердого тела 
в виде чистого вращения вокруг этой оси. Эта ось называется мгновен
ной осью вращения твердого тела; словом „мгновенная“ желают ука
зать, что рассматриваемая прямая линия служит осью вращения тела для 
рассматриваемого мгновения,— для некоторого момента времени t. С те
чением времени ось вращения может изменяться, перемещаясь как отно
сительно неподвижного пространс!ва, так и относительно материальных 
точек самого твердого тела. Мы встретимся е такими случаями в главе V и VI.

6. Винтовое движение. Можно задаться целью Дайти т’аьще точки Р  
в движущемся теле, скорости которых \р были бы параллельны угловой 
скорости и вращения тела в рассматриваемый момент времени. Для иско
мых точек Р  мы можем написать условие:

[uvp] =  0.

5 ]  ВИНТОВОЕ ДВИЖЕНИЕ И
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Подставляя сюда значение vp, выраженное через скорость основной 
точки v0 и через расстояние искомых точек г от основной точки О, 
получаем

[uv0] +  [u [иг] | =  О,
и л и :

[uv] и (ги) — г (ии) —  °-

Это векторное уравнение равносильно трем скалярным уравнением, 
содержащим проекции вектора г на оси координат (л:, у, z) и опреде
ляющим положение некоторой прямой линии в теле. Если мы возьмем 
одну из точек этой линии за основную, то движение тела представится 
в виде поступательного движения вокруг оси вращения; такое движение 
называется винтовым.

Простейшими примерами винтового движения могут служить: движе
ние буравчика, винта или гайки, а также движение пропеллера аэро
плана. Во всех этих примерах ось вращения постоянна; но в более общих 
случаях ось эта может менять свое положение и относительно внешнего 
неподвижного пространства (пропеллер) и относительно самого движу
щегося тела.

Ось винтового движения тела не нужно смешивать с мгновенной осью 
его. Для того чтобы сделать это более наглядным, предположим, что 
угловая скорость и в рассматриваемый момент времени параллельна оси 
координат OZ (выбор осей координат в нашей воле); тогда проекции 
вышенаписанного уравнения на оси ОХ  и OY будут

— uv0y — u2x  =  О,
-\-uv0x~~ч 2У =  0,

между тем как проекция уравнения на ось OZ даст тождество 0 =  0. 
Из этих уравнений определяются координаты

у =  +
и

третья координата z остается неопределенной. Это означает, что нашему 
условию удовлетворяет целая линия, паралельчая оси OZ, и следова
тельно, параллельная угловой скорости врай^ния г ла. Если мы подста
вим найденные значения х  и у  в общее уравнение для скорости любой 
точки движущегося тела, то получим

^ох — иУ =  Щх — v0x =  Q\ 
v0y+ u x  = v 0y —  v = o ;

« o r

Эти уравнения служат только проверкой нашим вычислениям и пока
зывают, что определенная нами линия (ось винтового движения тела) 
действительно обладает движением только параллельно угловой скоро
сти вращения тела иг. Что же касается мгновенной оси вращения тела, 
то для нее необходимо еще, чтобы и vpz равнялась нулю Сравнивая 
уравнения этого параграфа с уравнениями предыдущего параграфа, чи-

рх
РУ
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тагель увидит различие между осью винтового движения и мгновенной 
осью движения тела.

Бывают, однако, случаи, когда и vpz — 0, когда, например, тело дви
жется перпендикулярно к своей оси вращения. Такое движение уже 
нельзя называть винтовым в обычном смысле этого слова; однако с ма
тематической точки зрения его можно трактовать как особый случай 
винтового движения при поступательной скорости винта, равной нулю. 
Ниже мы рассмотрим и такой случай.

7. Пример 1-й. Пусть диск (короткий цилиндр) вращается вокруг 
своей центральной оси с угловой скоростью и и в то же время имеет 
поступательную скорость v вдоль оси вращения. Мы имеем здесь про
стой пример винтового движения тела, причем все точки диска описы
вают в пространстве винтовые линии. Радиусы этих винтовых линий бу
дут для различных материальных точек диска различны: они будут равны 
расстоянию рассматриваемой точки от оси диска. Что же касается до 
хода винтовых траекторий, то он для всех точек будет одинаков. Дей
ствительно, каждая точка диска совершает полный оборот (угол, рав
ный 2тс) во время

а за это время диск подвинется вперед на расстояние
„  v

h =  vt =  2u — .
\_ и

Эта величина называется ходом винта; а так как она оказывается 
независимой от положения точки на диске, то мы заключаем, что ход 
всех винтовых линий, описываемых различными материальными точками 
диска, один и тот же.

Рис. 4. Правовинтовое движение. ас. о. левовинювое движение.

Если векторы ы и v одинакового направления, то траектории точек 
диска будут представлять собою правые винты (рис. 4), если же век
торы и и v направлены противоположно друг другу, то винты траекто
рий будут левые (рис 5).

8. Пример 2-й. Теперь представим себе, что тот же диск, вращаясь 
вокруг своей оси симметрии с угловой скоростью и, перемещается по 
направлению, перпендикулярному к оси, с равномерною скоростью V. 
При таком движении различные точки диска, находящиеся на различных 
расстояниях от оси, будут описывать траектории различной формы. Возь
мем ось координат OZ параллельно оси диска, которая будет, следова
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тельно, проектироваться 'Па плоскость ХУ  в виде точки Ог ( р и 6) и 
предположим, что скорость v направлена по оси -)- ОХ, а скорость и 
направлена по оси -}-O Z. Для скоростей движения различных точек F 
диска мы имеем общее уравнение

v , =  v + [ u r ] ,

которое в применении к данному слу
чаю дает:

v„ =  v- иг„
=  +  » ’*■

Проекции вектора г на оси коорди
нат мы выразим через угол поворота 
диска со (рис. 6) и примем, что при 
t —  0 ось диска проходила через на
чало координат, а рассматриваемая точ-

Такое предположение не ограничивает Рис. 6. Движение перпендикулярно 
общности задачи, потому что выбор к оси вращения,
осей координат может быть сделан нами
произвольно. Итак, положив ср =  цД мы можем переписать наши уравне
ния в следующем виде:

vx — v —  иг cos («0; 
nv =  -f-  кг sin (at);

и проинтегрировать их по времени:
x  — vt- 
У — -

■ г sin (и/); 
г cos (ut).

Если бы поступательная скорость v равнялась нулю, то мы имели бы

* = = - } - г sjn(B/); 
у —  -)- г cos (ut),

и это означало бы, что все 
точки диска описывают кру
ги радиуса г (ср. ч. II, 
етр. 20, 12), равного рас
стоянию рассматриваемой точ
ки от оси диска, как и сле
довало ожидать.

При дальнейшем иссле
довании уравнений полезно 
делать различие между точ

ками диска, расположенными вблизи оси, и точками, отстоящими на более 
далекое расстояние от оси, и притом следующим образом.

При малых значениях г, для которых
v > u r ,

проекция vx скорости движения точки остается во все время движения 
положительной; между тем как параллельно оси OY точка совершает

Рис. 7. Кривые, описываемые различными 
точками диска.
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гармонические колебания. Результирующая траектория подобных точек 
диска будет иметь форму, изображенную на рис. 7, а. Эти волнообразные 
криуые отчасти напоминают собой синусоиды, но они отличаются от 
синусоид тем, что их верхняя и нижняя половины не одинаковы. Для 
синусоид (или косинусоид) мы имели бы несколько иные уравнения, а 
именно:

x  =  vt\ у —  -)- г cos (ut).

Далее, для точек, которые отстоят от оси диска на более значительное 
расстояние, для которого

v <Д иг,

величина vx, как это видно из вышенаписанного уравнения, может ока
заться в некоторые моменты времени отрицательной. Это означает, что 
такие точки будут некоторое время двигаться назад — в сторону, про
тивоположную движению оси диска, и следовательно, траектории их бу
дут образовывать петли {рис. 7, с). Наконец, те точки диска, расстояние 
г0 которых от оси диска удовлетворяет условию

v =  иг0,

будут иметь траектории, в которых вместо петель образовался острый 
излом (точка возврата), как это изображено на рис. 7 ,Ь.

Нетрудно доказать, что эти последние кривые представляют собой 
циклоиды. Действительно, если в наших уравнениях мы положим г — г0 и

v-.= ur(t\ в* =  <р; у = у '  — г0

(последняя замена означает, что мы подняли ось ОХ на высоту га~), то 
мы получим:

X =  Г0 (<р — sin <р);
y  =  r0 ( l  — cos <р).

Эти уравнения тождественны с уравнениями циклоиды, которые мы вы
вели раньше в части II (стр. 170, 111, рис. 78).

9. Определение мгновенной оси вращения диска. Определим положение 
мгновенной оси вращения диска, движение которого мы рассмотрели 
в предыдущем параграфе. Очевидно, что эта ось будет параллельна оси 
координат OZ, и нам нужно только определить точку Р  пересечения 
мгновенной оси с плоскостью XY. Для этого мы имеем уравнения 
(стр 11, 5 нужно положить \  =  vQx =  v\ uy — ux =  Q):

v = v  ~  иг =  0
=  + « п о 

следовательно, искомая точка должна удовлетворять условиям:

Второе из этих уравнений показывает нам, что искомая точка ле
жит на одной вертикали с центром диска (рис. .8), тогда как первое
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уравнение дает нам высоту этой точки над центром диска г0 Этот ре
зультат остается в силе для любого момента времени. Но еслр мгновенная
ось вращения диска во все время движения должна оставаться на одной 
вертикали с осью диска, то это означает, что эта ось сама перемешается 
в пространстве и притом с тою же скоростью v, что и ось диска. Далее, 
отсюда следует, что и относительно материальных тбчек диска положе
ние мгновенной оси вращения не постоянно: если эта ось все время оста
ется на высоте г0, а диск при этом вращается, то это означает, что
мгновенная ось описывает в теле диска круги радиуса г0 с центром на 
оси диска.

Оба найденные нами движения мгновенной оси как относительно не
подвижного пространства, так и относительно точек движущегося диска, 
мы можем реализовать'следующим образом. Представим себе, что к одной 
из плоскостей нашего -диска А приклеен второй диск В  радиуса г0 (рис. 8) 
концентричный с первым. На высоте г0 от оси ОХ  мы помещаем по
лосу 0 2Х, параллельно оси ОХ. Если мы будем катить диск В  по ниж

ней стороне полосы 
ОгХ  ̂ (не давая диску 
скользить по полосе), 
то оба диска будут по
вертываться вокруг точ
ки Р  касания диска В 
с полосой ОгХ г\ эта 
точка касания Р  и бу
дет служить мгновен
ной осью вращения 
обоих дисков. При та
ком качении мгновен
ная ось вращения рас
сматриваемого твердо
го тела будет переме
щаться в пространстве

по линии OjX7 со скоростью V, т. е. с той же скоростью, что и центр 
диска.

Заметим, что радиус диска г° равен радиусу того круга, для которого 
(стр 15, 8)

v =  йгп.

Рис. 8. Мгновенная ось вращения диска.

а в предыдущем параграфе мы доказали, что любая точка окружности 
этого круга описывает в пространстве циклоиду. Это вполне сходится 
с тем, что мы имели в части II на стр. 170, 111, где циклоида чертилась 
именно таким образом — качением круга по прямой линии (ч. II, стр. 170,111, 
рис. 78).

Мы ограничимся приведенными двумя примерами движения твердого 
тела, которые нам пригодятся впоследствии; целый ряд других примеров 
читатель может найти в технических учебниках по кинематике.

10. Движение Земли. Мы знаем, что Земля делает полный оборот 
вокруг свсей полярной оси в течение суток, и если рассматривать это 
вращение относительно неподвижных (т. е. очень далеко отстоящих от
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Земли) звезд, то эти так называемые звездные сутки (см. ч. П, стр. 11,4) 
равняются

Г —  86 164 сек.

Отсюда определяется угловая скорость вращения Земли вокруг ее по
лярной оси:

■ 2тти =  у  =  73- 10"б сек.

Кроме вращения вокруг полярной оси Земля имеет еще поступательное 
движение по своей траектории вокруг Солнца, с^орост^ которого равна 
около

v =  30 * £ .  
сек

Наконец, вся наша планетная система движется вместе с Солнцем по 
направлению к созвездию Лиры со скоростью около 20 километров в се
кунду и т. д. Но если мы отвлечемся от этого последнего движения и 
ограничимся исследованием движения точек земной поверхности относи
тельно планетной системы и применим для этого нашу основную фор
мулу

v„ =  V -H u .r],

то получим следующее.
Полюсы Земли (и вообще все точки земной оси) описывают вокруг 

Солнца одинаковые эллипсы. Все другие точки поверхности Земли опи
сывают винтообразные линии. Хотя ось Земли наклонена к плоскости 
эклиптики под постоянным углом в 66,5°, но угол, образуемый этой 
осью с траекторией  Земли, меняется в течение года: весной угловая 
скорость вращения Земли образует тупой угол с направлением ее движе
ния по эклиптике, летом этот угол делается прямым, осенью он ост
рый, зимой он снова делается прямым и т. д. (ср. ч. II, рис. 20). Вслед
ствие наклона полярный оси траектории точек земной поверхности 
представляют собой не обычные, а перекосившиеся винтовые линии; кроме 
того, и ход этих винтовых линий меняется в течение года: весной и 
осенью мы имеем наибольший ход, тогда как летом и зимой, когда 
Земля движется перпендикулярно к своей оси вращения, ход винтовых 
линий равен нулю. Наконец, нетрудно сообразить, что весной точки по
верхности Земли описывают левые винты, тогда как осенью эти винты 
превращаются в правые. Мы предлагаем читателю самому разобрать этот 
вопрос подробнее, а для большей наглядности он может воспользоваться 
для этого вращающимся глобусом.

Какова скорость движения города Москвы вокруг Солнца в различ
ные времена года?

11. Центр массы (инерции) твердого тела. Твердое тело представляет 
собой частный случай системы материальных точек, а потому даль
нейшие рассуждения наши будут вполне аналогичны тому, что мы уже 
имели в ч. II, в главе XI.
2 Теоретич. физика ч. III. ' ’
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Масса твердого тела равна сумме масс всех его точек; для сплошного 
тела эта сумма напишется в виде интеграла:

М —  \ о-do.
J

.1
Величины р и М  мы будем считать неизменными, независимыми от 

скорости движения, что соответствует действительности с громадной сте
пенью точности.

Центром масс (или инерции) твердого тела (или центром тядсести его) 
называется такая точка, которая при массе, равной М, образует вокруг 
любой точки пространства момент Мгс, равный сумме моментов масс 
всех точек данного тела (ч. II, стр. 271, 181). Обозначая координаты 
центра масс через х с, ус, zc, мы можем написать:

Xc = ^ P - X -d0’

yc= } j \ ? - y do’

z —  —  I о-z-do. 
c M  J  ‘

r„ — M
^  r-dm,

Если начало координат мы выбрали в центре масс, то координаты 
х с> у с, zc будут равны нулю. Отсюда мы видим, что момент всех масс 
точек, составляющих тело, вокруг центра масс равен нулю.

12. Моменты инерции твердого тела. Проведем через какую-либо точку 
данного нам твердого тела декартову систему координат и предположим 
ее неизменно связанной с материальными точками самого тела. В таком 
случае координаты каждой точки тела х, у , z и во время движения тела 
останутся неизменными. Моменты инерции тела вокруг этих осей коор
динат будут выражаться формулами (ч. II, стр. 273, 182):

вокруг оси X :  . . .  Л —  J (г2 — х 2) р ■ do,

вокруг оси Y :  B  =  j  ^ — У2)Р'^°>

вокруг оси Z : . . . C = j * ( r 2 — z2)p-do, 

а произведения инерции вокруг тех же осей будут;

D — ̂ yz-p-do ; Е  =  J z x ’ p-do; F =  J xy-p-do.

Момент инерции тела вокруг какой-либо оси OU, проходящей через 
начало координат и составляющей с осями углы, косинусы которых равны 
соответственно а, jj, у. выражается через моменты инерции и произведения 
инерции вокруг осей координат формулой

I  — A&  +  2 -{- C f  —  2D£y — Щ а -  2Fa
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Для твердого тела все эти величины А, В, С, D, Е, F, I  остаются 
и во время движения неизменными. Однако величины эти при перемене 
начала координат и при перемене направления осей координат будут, 
конечно, меняться. В каждой трчке тела можно выбрать направление осей 
координат так, что все произведения инерции будут равны нулю; эти 
направления называются главными осями инерции тела в рассматриваемой 
точке. При таком выборе осей координат вышенаписанная формула для 
момента инерции вокруг оси OU упрощается:

I = A 0a*- \-B 0y  +  C0f  ,

а величины А0, В0, С0 называются главными моментами инерции тела 
для рассматриваемой точки.

13. Эллипсоид инерции. Для более наглядного представления о момен
тах инерции вокруг различных осей, проходящих через рассматриваемую 
точку тела, Пуансо (Poinsot) предложил следующий графический метод. 
Из рассматриваемой точки проводят лучи во все стороны и на каждом 
луче откладывают длину

1

где /  означает момент инерции тела вокруг этого луча. Совокупность 
полученных таким образом точек образует поверхность эллипсоида, урав
нение которого мы получим, если в формулу для момента инерции под
ставим проекции на оси координата радиуса вектора г, а именно:

х  =  аг; у —  pr; z =  y
дают при подстановке.

4- В0у* +  С0г2 =  1. '

Длины главных полуосей, этого эллипсоида будут

“ 0 = 7 л ; c° = \ k , '

Форма и ориентировка этого эллипсоида характеризуют моменты 
инерции тела вокруг осей, проходящих через рассматриваемую точку; 
для различных точек тела и форма и ориентировка эллипсоидов инерции 
может быть весьма различна.

14. Тензор моментов инерции. Из вышесказанного следует, что мо
менты инерции и произведения инерции тела вокруг осей, проходящих 
через какую-либо точку тела, представляют собой симметричный тензор 
(ч. I, стр. 155, 137; стр. 158, 141) такого вида:

— F
— F  -f-В
— Е — D

2 *
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Если же оси координат направлены по главным осям инерции, то 
тензор упрощается, сохраняя только свои диагональные члены;

Т/=

В соответствии с этим эллипсоид инерции Пуансо представляет собой 
один из тех тензорных эллипсоидов, которые мы рассматривали в общей 
теории тензоров (ч. I, стр. 153, 136).

Возьмем какой-нибудь единичный вектор Uj, проведенный от рассма
триваемой точки тела, и пусть направление этого вектора определяется 
косинусами а, [5, у углов наклонения его к осям координат. Если мы при
меним к этому вектору операцию, обозначаемую символом Т7, то получим 
другой вектор

g = т а *

коего составляющие по осям координат будут

g x =  Аа — F$ — Еу
gy = — Fa-{-B$ —  Dy 
gz =  —  E a — D$ +  C4,

—  в этом именно и заключается значение символа Т7. Теперь составим 
скалярное произведение вектора G на вектор и2:

(Т/ иг  «О= gxa + gy$ +  g2у-
Нетрудно видеть, что мы получим таким образом выражение для мо

мента инерции тела вокруг оси OU, проведенной через рассматриваемую 
точку:

I — Aa2-\- £ р 2 +  C f  —  2D ft  —  2 Е р . —2Fa§.

Таким образом, применяя символы векторного (и тензорного) исчи
сления, мы можем написать:

/ = ( Т / и1.и1).

15. Радиус инерции. Очень часто бывает удобно относить величину 
момента инерции к единице массы, введя величину k, определяемую урав
нением

#  =  й = | / 1 ,
м  у м

Эта величина называется радиусом инерции тела для данной точки тела 
и для определенного направления (ср. ч. II, стр. 277, 185.). Для различных 
точек тела и для различных направлений радиусы инерции могут быть 
весьма различны. Соотношение между радиусом инерции и радиусом-век
тором эллипсоида Пуансо таково:

1 1

ГА о о 
О В0 о . 
0 О С0

г
у  I  к У м ‘
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В конце книги мы приводим вычисления, служащие для определения 
положения центра тяжести тел различной формы и моментов инерции, 
вокруг главных осей, проходящих через ц$нтр тяжести.. Если момент 
инерции 1С вокруг какой-либо оси, проходящей через центр тяжести, 
известен, то момент инерции вокруг параллельной ей оси, отстоящей от 
нее на расстоянии а  (и следовательно, не проходящей через центр тя
жести), определяется формулой (ч. II, стр. 274. 183):

1 = 1 с+ М а \

или, вводя сюда радиус инерции тела относительно центра тяжести ke
I  — k?M ,

получаем ]
I = M ( k *  - f a 2).

Таким образом, зная момент инерции (или радиусы инерции) тела по 
отношению к осям, проходящим через центр тяжести, мы легко можем 
вычислить и момент инерции вокруг любой другой оси, проведенной по 
любому направлению через любую другую точку тела.

16. Импульс твердого тела. Импульс твердого тела равен геометри
ческой сумме импульсов всех его точек. Для сплошного тела суммы 
переходят в интегралы, и мы можем для импульса написать формулу.

Р =  уv • dm =  I г • dm ,

где г означает расстояние рассматриваемой точки от начала координат, 
а точка над буквой означает производную по времени. Но, с другой 

центра тяжести тела определяется уравнениемстороны, положение 
(стр. 18, 11):

из которого следует, что
\ ■

г -dm,
г' =

^ v-dm =  Mvc.

Приняв это во внимание, мы можем импульс твердого тела представить 
в таком виде:

Р =  Ж г с=  Ммс,

где vc есть скорость движения центра тяжести. Таким образом центр 
тяжести твердого тела играет роль материальной точки, в которой со
средоточена вся масса тела. Это правило нам будет встречаться неодно
кратно.

17. Момент импульса твердого тела. Момент импульса твердого тела 
вокруг какой-либо точки равен геометрической сумме моментов импуль
сов всех его точек (см. ч. II, стр. 278, 187). Нас будет интересовать 
здесь, главным образом, момент импульса вокруг центра тяжести тела; 
центр тяжести тела может при этом находиться в движении. Выражение 
для момента импульса в этом случае упрощается (ч. П, 278, 187):
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K =  J[pv]-d«,
где г означает расстояние каждой точки тела до центра тяж< сти, a v — 
скорость движения этой точки; при этом под v мы можем подразумевать 
абсолютную скорость движения (относительно неподвижных координат) 
или относительную скорость точки по отношению к движущемуся центру 
тяжести. Для того чтобы это было яснее, пусть v означает абсолютную 
скорость движения каждой точки тела. Тогда для твердого тела вектор v 
можно разложить на два Еектора: на вектор скорости центра тяжести vc 
и на вектор относительной скорости точки тела; но благодаря твердости 
тела относительная скорость будет не что иное, как вращательная ско
рость точки вокруг центра тяжести, и мы можем написать:

v =  vc+ [u  г].

Первый член этой формулы для всех точек тела одинаков и может 
быть вынесен за знак интеграла. Мы получаем

потом , что момент масс вокруг центра тяжести (первый множитель) равен 
нулю. Остается

K = J  [г [ur]] =  f(u.r> —  г (« )).Л».

Двойное векторное произведение мы разложили (по правилу ч. I, 
стр. 32, 31) на два вектора, из которых один направлен параллельно 
угловой скорости тела и, а другой —  по радиусу-вектору г, проведенному 
из центра тяжести в рассматриваемую точку тела. Возьмем начало декар
товых координат в центре тяжести тела, а оси координат предположив 
неизменно связанными с материальными точками тела. Тогда проекция* 
радиуса вектора г на оси координат х, у , z  будет представлять коорди
наты рассматриваемой точки тела: при этом

Г2 =  AT2 —{—3/2 __J_ 2Г2.

(ru) =  хих -\-уиу -{- ZUz.

Приняв это во внимание, составим выражения для проекций вектора К 
на эти оси координат:

Кх — их^ (г2 —  х2) ■ dm —  и yj‘xy  ‘ dm — иг^ z x • dm ; 

Ку —  —  их ^ x y ’ dm-\-uvJ ( r 2 —y 2)-dm — uz (yz-dm : 

Кг =  —  uxjz x - d m — uy jV y  • dm - |-uz J (r2 — z2) • dm ;

Нетрудно видеть, что коэфициентами при их> иу, uz служат моменты 
инерции и произведения инерции тела относительно начала, т. е. относи
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тельно центра тяжести тела (ср. стр. 18, 12), а потому мы можем на
писать

Kx =  +  A“ x— Fuy — Euz;
Ky =  — Fux. +  Buy — Duz;
Kz =  — Eux — Duy +  Cuz.

Мы уже указали выше, что моменты инерции и произведения инерции 
для какой-либо точки твердого тела составляют симметричный тензор 
(стр. 19, 14), а теперь мы видим, что момент импульса твердого тела 
представляется в виде произведения этого тензора на вектор и угловой 
скорости вращения тела:

' • К =  Т; и.

В частном случае, когда вращение происходит вокруг одной из глав
ных осей инерции тела (в рассматриваемой точке), тензорное произведе
ние превращается в простое произведение момента инерции на угловую 
скорость вращения

Следовательно, вообще говоря, вектор момента импульса К не сов
падет по своему направлению с вектором угловой скорости и и только 
при вращении тела вокруг одной из главных осей инерции оба вектора К н 
у имеют одинаковое направление (ср- ч. II, стр. 27 9, 188).

18. Кинетическая энергия твердого тела. Кинетическая энергия твер
дого тела равна суммарной кинетической энергии всех его материальных 
точек. Мы уже доказали ранее теорему Кёнига (ч. II, стр. 280, 191), по 
которой кинетическую энергию системы материальных точек можно счи
тать составленной из двух частей: из кинетической энергии движения 
центра тяжести, в котором нужно принять сосредоточенной всю массу 
тела

Т =  — Mv 21 с 2 е ’

й из кинетической энергии движения всех точек тела относительно 
центра тяжести

Тг —  \  у 2-dm.

В этих уравнениях \ с означает скорость движения центра тяжести, а 
v —  относительную скорость движения одной из точек тела с массой dm. 
Для твердого тела относительную скорость v можно выразить через рас
стояние г точки от центра тяжести и через угловую скорость Еращения 
твердого тела и:

v = [ u r ] .

При подстановке этой формулы в подинтегральное выражение Тг вы
годно рассматривать квадрат скорости точки v2 как скалярное произведе
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ние (vv) и подставить значение v только в один из этих множителей. 
Тогда получаем:

ТГ =  \  j(v[ur])-rfm .

Переставляем множители по общим правилам векторного исчисления 
ч. I, стр. 31, 30)

Tr = \  М ) - ^ -

Общую для всех точек тела угловую скорость вращения и мы можем 
вынести за знак интеграла, после чего под интегралом отстанутся моменты 
импульсов точек тела вокруг центра тяжести. Итак,

2 Тт =  в J[rv ] • dm. —  (uK).

Подставляем сюда значение момента импульса вокруг центра тяжести, 
как мы его получили в параграфе 17, стр. 21.

2Тг — А и 2-\- В и 2 -J- С и 2 —  2Duyuz —  2Euzux —  2Fuxuy.

Если оси координат направлены по главным осям инерции, то имеем: 

2Tr= A u 2-\- В и 2 -J- Си2.

Как в последнем, так и в предпоследнем выражении кинетической 
энергии вращающегося твердого тела, мы можем величину угловой ско
рости вращения тела вынести за скобки и написать (ср. ч. II, стр. 281, 192):

2 7 ; = /и2.

Это выражение мы могли бы получить и непосредственно, подставив 
в выражение кинетической энергии вращения твердого тела

2 7 ; =  (иК)
значение (стр. 21, 17)

К =  Тг и
и вынеся и2 за скобки:

2Tr=  (uT;u) =  (u1T/u1) и2 — /и2.

19. Соотношения между кинетической энергией и импульсами. Выраже
ния для импульса и для момента импульса твердого тела могут быть 
выведены и из общего выражения для кинетической энергии тела, на осно
вании общего правила (ч. II, стр. 228, 149; стр. 241, 157), по которому всякий 
импульс, в обобщенном смысле этого термина, равен частной производ
ной по соответствующей скорости. Напишем выражение кинетической 
энергии твердого тела в предположении, что оси координат направлены 
по главным осям инерции тела:

2 Т =  М (vx2 +  v *  +  цг2) +  А и 2 +  В и 2 4 -  С и2.
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Для определения импульса тела нужно взять производные по ско
ростям  т/:

Ч Т  у г  \ Т Г

Р  — —  =  Mv • Р  —  —  —  Мо • Р  = — -— Мп ■
*  х' v Ъо * bv ~  * ’

Для определения моментов импульсов тела нужно взять производные 
по угловым скоростям (ч. II, стр. 241, 157)

„  ЬТ ,
к ‘ = ы = А и *

Все эти формулы находятся в полном согласии с тем, что мы полу
чили раньше путем преобразования интегралов, распространенных на все 
точки тела.

Заметим в заключение, что деля кинетическую энергию вращения Т 
на к2, мы получаем момент инерции тела I  вокруг оси вращения OU, а 
деля еще на I, получаем уравнение эллипсоида Пуансо (см. стр 19, 13). 
Мы можем, следовательно, и кинетическую энергию вращения твердого 
тела вокруг различных осей, проведенных через центр тяжести, тоже 
представлять в виде эллипсоида.

Все эти эллипсоиды: эллипсоид энергии, эллипсоид Пуансо (моментов 
инерции) и тензорный эллипсоид тензора Т7 (см. ч. I, стр. 153, 136, 
эллипсоид деформации) по существу одинаковы, только представлены 
в различных масштабах. Точно так же и соотношения между моментами 
импульса и угловыми скоростями твердого тела вполне соответствуют 
соотношениям между нормалями и радиусами-векторами тензорных эллип
соидов, о которых мы говорили в ч. I на стр. 155, 136; рис. 113.



ГЛАВА ВТОРАЯ

20. Основные уравнения. Твердое тело является одним из частных 
случаев системы материальных точек; поэтому для твердого тела оста
ются в силе общие уравнения механики системы (ч. II, стр. 290, 200).

Во-первых, уравнение импульса:

р = М \1 с— '£  F,

где М  означает массу всего тела, а у — ускорение центра тяжести тела.
V С

Справа написана геометрическая сумма всех сил, действующих на тело. 
Таким образом центр инерции твердого тела движется так, как будто 
в нем сосредоточена вся масса тела и к нему приложены все силы, 
действующие на тело.

Заметим, что равнодействующая всех внутренних сил тела всегда 
равна нулю, а потому внутренние силы в правую часть этого уравнения 
сов :ем не входят; но в число внешних сил могут входить не только 
заданные силы, но также и внешние реакции, обусловленные теми или 
иными С8ЯЗЯМИ.

Кроме уравнения импульса мы имеем еще уравнение моментов. Если 
мы предположим, что все моменты отнесены к неподвижной точке, или к 
центру инерции тела, то уравнение моментов принимает простой вид 
(ч. II, стр. 283, 195):

И в это уравнение моменты внутренних сил не входят, потому что 
они попарно уничтожаются, но могут входить моменты внешних реакций.

Оба уравнения — импульсов и моментов дают шесть скалярных 
уравнений: три —  для поступательной скорости движения центра инерции 
и три —  для вращательной скорости твердого тела. Это вполне соответст
вует шести степеням свободы твердого тела.

21. Уравнение энергии. Мы видели, что кинетическая энергия твердого 
тела состоит из двух частей: из кинетической энергии поступательного 
движения центра инерции тела:

и из кинетической энергии вращения вокруг центра инерции (ср. 26, 18):

МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

Tr = j j u * = j m
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Изменение кинетической энергии со временем мы можем представить 
в таком виде:

йТ . . .
~jj =  Mvc-vc -t-Iu-u =  (Pve) -j- CKu).

С другой стороны, если к какой-либо точке тела приложена сила F, 
и точка эта движется со скоростью V, то эффект (работа в единицу вре
мени) этой силы будет равен

(Fv).

Но скорость каждой точки твердого тела можно разложить на две 
составляющие: на скорость центра инерции V, и на вращательную ско
рость и вокруг центра инерции:

v =  v, +  [u-r], .

где г означает расстояние рассматриваемой точки Р  от центра инерции 
О. В таком случае и эффект силы можно представить в форме;

(Fv)-  (Fv,) - f  (F [иг]) =  (Fv,) +  (и [rF]).

Во втором члене мы произвели перестановку множителей по правилу 
векторного исчисления, причем величина в прямых скобках оказалась 
равной моменту силы вокруг центра инерции. Суммируя полученное 
выражение эффекта по всем точкам тела, получаем полный эффект всех 
сил, приложенных к твердому телу:

Е  F v =  vcS F + u E M .

На основании принципа сохранения энергии эта величина должна 
равняться изменению кинетической энергии тела в единицу времени; 
следовательно:

(vcP) +  (u-K) =  ve2 F - f u 2 M -

Если поступательное движение твердого тела независимо от его вра
щения, то это уравнение, распадается на два независимых уравнения

Р =  Mvc —  5)F; *К =  2 М-

Мы получили, таким образом, уравнения предыдущего параграфа.
22. Обобщение. Полезно заметить себе, что рассуждения предыдущего 

параграфа можно представить в несколько обобщенной форме.
Обозначим через q обобщенную скорость точки твердого тела, а 

через Q — обобщенную силу, приложенную к этой точке ( i. II, стр. 231,151)
(это означает, что если q представляет собой угловую скорость вращения, 
то Q представляет собой момент силы); в таком случае эффект всех сил, 
приложенных к твердому телу, представится в виде суммы
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С другой стороны, и кинетическая энергия тела может быть пред
ставлена в виде скалярного произведения обобщенного импульса на обоб
щенную скорость:

2Г = 2 (Ря)

(ср. стр. 23, 18; если Р означает момент импульса, то q будет означать 
угловую скорость вращения тела). Если ми возьмем призводную от этого 
выражения по времени, то получим

2Т =  5J(Pq) +  S(P®.

Мы предлагаем читателю, пользуясь вышеприведенными формулами 
для кинетической энергии твердого тела, самому доказать, что оба члена 
этой суммы одинаковы и что мы можем написать:

г=»2(**ч)-

Приравняв эффект сил быстроте изменения кинетической энергии, 
получаем

S Q - E P *

Это обобщенное уравнение содержит в себе и уравнение движения 
центра тяжести и уравнение моментов, которое мы имели в предыдущих 
двух параграфах.

Мы получим еще большее обобщение (когда изменяется не только 
кинетическая, но и потенциальная энергия твердого тела), если, пользуясь 
выражением для кинетической и потенциальной энергии твердого тела, 
мы составим уравнения Лагранжа (ч. П, стр. 227. 148) или Гамильтона 
(ч. И, стр. 242, 158). Этим методом мы воспользуемся ниже при выводе 
уравнений движения твердого тела, закрепленного одной своей точ
кой (глава VI).

23. О точках приложения сил. Каждая сила, действующая на матери
альное тело, имеет определенное место в теле, на которое она действует 
,непосредственно; это место может представлять часть поверхности тела 
или часть его объема. В последующих частях „Теоретической физики" 
мы будем различать поверхностные силы и объемные силы. Но здесь, 
в „Механике твердого тела,“ нам нет необходимости делать это различие, 
а предположив, что элемент поверхности или элемент объема, на которые 
действует сила, очень мал, мы можем принять, что силы приложены 
к определенным материальным точкам  твердого тела. Подобную точку 
обыкновенно называют точкой приложения силы, а самую силу изобра
жают в виде вектора, отложенного от этой точки в направлении дей
ствия силы; длину вектора откладывают в соответственно выбранном 
масштабе. Таким образом в общем случае нам может быть дано тело, 
в различных точках которого приложены данные силы. Но, кроме этого, 
могут быть даны добавочные условия, благодаря которым в некоторых 
точках тела возникнут силы реакции, которые непосредственно не даны 
нам, но которые должны быть определены из добавочных условий. Но
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если даже все силы и все моменты сил нам уже известны, то нам необ
ходимо определить равнодейств) юшую этих сид и моментов для того, 
чтобы определить движение тела. При решении подобных задач часто 
прибегают к преобразованию данных сил и моментов, чтобы упростить 
решение задачи; подобные преобразования в особенности употребительны 
в технике при графическом способе решения задач механики. Хотя мы 
здесь и не будем пользоваться графическим методом, тем не менее мы 
считаем необходимым дать здесь краткие сведения о преобразовании сил 
и моментов, оставаясь в рамках теоретической физики.

24. Преобразование сил. Всякую силу F (рис. 9), действующую 
непосредственно на точку А твердого тела, мы можем перенести в любую 
другую точку В, лежащую на линии действия силы, потому что при 
таком переносе ни проекции силы на оси координат, ни момент силы 
вокруг выбранной нами основной точки нисколько не изменятся, и следо
вательно, основные уравнения движения тела (уравнение импульса и 
уравнение моментов 26, 20) останутся в силе.

Обычно такой перенос силы в другую точку мотивируется следующим 
образом.

Приложим в точке В  две силы Fj и F2, равные F и взаимно-противо
положные; от этого ни равновесие, ни движение тела измениться не могут. 
Но действие силы F2 уравновешивается действием силы F, и следовательно, 
мы можем считать, что на тело дей
ствует одна только сила Fr  А это и _______ В ■ f
означает, что мы перенесли точку f  f  f
приложения силы F из Л в В . Из п п п ~*  Рис. 9. Перенос силы в другую точк*
этого рассуждения мы, между прочим, без изменения момента,
видим, что такой перенос силы без
изменения условий задачи возможен, строго говоря, только в абсолютно твер
дом теле, потому что в действительно упругих телах силы F и F2, хотя 
и будут уравновешивать друг друга, но они в то же самое время будут 
растягивать  (или сж имать) тело между точками А и В\ а между тем 
этого растяжения (или сжатия) в первоначальных условиях задачи совсем 
не было. Правда, в абсолютно твердом теле силы, растягивающие (или 
сжимающие) часть тела, никаких изменений в расстоянии между точками А 
н В  произвести не могут, а потому в абсолютно твердом теле (механику 
которого мы сейчас изучаем) указанные выше переносы силы допустимы.

Иногда приходится переносить силы в другие точки тела, не лежащие 
на линии действия силы. Если мы даже оставим направление силы 
неизменным, т. е. перенесем силу параллельно ее первоначальному направ
лению, причем проекции силы на оси координат не изменятся, тем не 
менее может измениться момент силы №  вокруг выбранной нами основ
ной точки О; обозначим это изменение момента через

M1 =  [r1Fj — [rF].

Тогда мы можем поступить двояко, а именно:
1) Перенести все силы так, как это нам оказалось удобным, и при

менить к этому новому расположению сил уравнение импульсов

p = 2 f .
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правая часть которого от переноса сил параллельно самим себе не из
менилась, уравнение же моментов мы изменяем сообразно с изменив
шимся расположением сил, вычитая из него те моменты, которые внесены 
нами переносом сил в другие точки:

2) Или же мы можем делать расчет движения центра тяжести по 
первому уравнению, пользуясь расположением уже перенесенных сил, 
а при расчете моментов предполагать силы еще не перенесенными; это 
тем более возможно, что, как увидим ниже, для упрощения расчета

моментов имеются другие методы.
25. Многоугольник сил. Если силы, дей

ствующие на твердое тело, находятся в од
ной плоскости (компланарные силы; такие 
случаи часто встречаются в технике), то их 
нетрудно соединить в одну равнодействую
щую, не изменяя моментов. Пусть, например,

fb

точкам А я В. Перенесем силы Ffl и
точку С пересечения линий их действия; нарных сил. J ~ Аv здесь в точке С мы можем соединить обе

силы в одну равнодействующую по известному правилу параллелограма.
Полученную силу Fab мы совершенно таким же способом можем соединить
с третьей силой Fc и т. д.

Очевидно, что таким образом можно соединить сколько угодно сил, 
лежащих в одной плоскости, в одну равнодействующую.

В том случае, когда данные силы не л е ж а т  в одной плоскости, 
'Сложение их в одну равнодействующую уже не может быть произведено 
без изменения моментов. Но если мы гимеем в виду решать только уравнение 
импульса (а не моментов), то можем 
переносить силы параллельно их первое 
начальному направлению в одну общую 
точку и в этой точке сложить все 
силы по правилу сложения векторов.
Так как положение этой точки остается 
при этом произвольным, то обычно при
меняют следующий способ. Выбирают 
какую-либо (удобную) точку О про
странства (она может лежать и вне тела) 
и от нее проводят линию, параллельную
одной из сил, действующих на твердое тело. Отложив на этой лини и в под
ходящем масштабе величину первой силы (рис. 11), откладывают от конца 
ее (в том же масштабе) вектор, равный и параллельный второй силе, 
и т. д. до последней силы. Затем начало перзой силы соединяют с кон
цом последней силы. Этот вектор и будет представлять собой равнодей
ствующую всех сил, приложенных к телу. Точка приложения этой равно
действующей остается пока неопределенной, но первое основное уравнение

В
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(импульсов) показывает, что эту равнодействующую нужно считать при
ложенной к центру инерции твердого тела.

В общем случае составленный нами многоугольник сил, приложенных 
к телу, может и не укладываться на плоскости; однако этот способ 
черчения многоугольника сил применяется, главным образом, тогда, когда 
его можно начертить на плоскости. Если же все силы параллельны, что 
также часто встречается в технических задачах, то весь многоуголь
ник укладывается на одной линии.

26. Пара сил. Две силы Fj, F2 одинаковой величины, но противопо
ложного направления, находящиеся на расстоянии а друг от друга (рис. 12 ), 
называются парой сил. Очевидно, что равнодействующая пары всегда 
равна нулю, а момент пары вокруг какой-либо точки пространства равен 
величине одной из сил, умноженной на расстояние между силами; направ
ление вектора момента перпендикулярно к плоскости пары. Для того, 
чтобы убедиться в справедливо
сти сказанного, представим себе 
пару сил Fj, F2 (рис. 13) и а нор
мальное к ним расстояние, или

Л

ГЛ

Рис. 12. Пара сил. Рис. 13. Момент пары.

плечо пары и, выбрав какую-либо точку О пространства, составим сум
му моментов сил пары вокруг этой точки:

"  =  № ]  +  № ] .

Но так как силы пары равны и противоположны, то мы можем написать: 

M =  [(r1 - P 2)F ] =  [aF].

Направление этого момента перпендикулярно к векторам а и F, т. е. 
перпендикулярно к плоскости пары. Таким образом наше утверждение, 
что момент пары сил (вокруг любой точки пространства) равен произ
ведению одной из сил на расстояние между силами и что направление 
этого момента перпендикулярно к плоскости пары, доказано.

27. Примеры пар сил. Пары сил довольно часто встречаются в дей
ствительности, в особенности в технике. Когда мы завинчиваем буравчик, 
мы действуем на обе половины его ручки двумя силами, равными и 
противоположными, направленными перпендикулярно к ручке (плечо пары). 
Если эти две силы не будут равны и противоположны, то буравчик 
наклонится и не будет итти по направлению своей оси. Подобную же 
пару сил мы прилагаем при завинчивании винта, гайки, или при закру
чивании нитки, проволоки и т. п. Каждый двигатель, в частности элек
тродвигатель, обладает парой сил на своей оси, или на своем шкиве: 
эта пара сил может быть передана при помощи ремня другому шкизу 
какого-либо механизма и т. д.
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Понятие о „паре сил" бывает иногда полезно в тех случаях, когда 
распределение самих сил в теле неизвестно, а известен только момент 
этих сил. Так, например, представим себе балку, заделанную в стену 
(рис. 14); если на балке висит груз Р, то он образует момент сил Ра 
вокруг той точки А, где заделана балка: для того чтобы балка выдер
живала груз Р  и не вываливалась из стены, в месте ее заделки должны 
действовать силы реакции, момент которых должен быть равен и про
тивоположен моменту Ра. Не зная, как именно распределены эти силы 
реакции (это зависит от способа заделки), мы тем не менее можем заме
нить их парой сил с моментом —  Ра.

На основании аналогичных рассуждений мы придем к заключению, 
что в каждом сечении балки В  тоже должна действовать пара сил с 
моментом — РЬ. Действительно, груз Р  действует на это сечение момен
том РЬ и стремится сломать балку в этом месте В. Этому излому сопро
тивляются упругие силы реакции, уравновешивающие момент силы РЬ, 
т. е. образующие момент, равный и противоположный —  РЬ. Не зная 
пока распределения упругих сид, мы можем заменить их парой с Момен

том —  РЬ.
Вообще,- как видим, пара сил пред

ставляет собой более наглядное поня
тие, заменяющее понятие момента сил, 
а потому оно часто употребляется, глав
ным образом, в технических расчетах.

28. Преобразование пар сил. Па
ра сил допускает еще большие пре- 

Рис- 14. Балка, вделанная в стену, образования, чем сила. Действитель
но, мы можем переносить пару сил 

в ее плоскости в каком угодно направлении, так как от этого момент 
пары не изменится ни по величине, ни по направлению. Мы можем пере
носить пары и в другие параллельные плоскости. Мы можем изменять 
направление и величину сил, составляющих пару, а также и принимать 
эти силы приложенными к каким угодно другим точкам тела, лишь бы 
при всех этих преобразованиях момент пары не изменялся ни по вели
чине, ни по своему направлению. Однако и здесь мы должны сделать 
то же замечание, что и при переносе сил в другие точки тела: все эти 
преобразования допустимы только в механике абсолютно твердого тела; 
в упругих телах подобные преобразования изменят распределение внут
ренних упругих сил в теле и, следовательно, изменят условия рассма
триваемой задачи.

Укажем еще на разницу между векторами сил и вектором момента 
пары сил. В то время как сила всегда должна быть дана с определен
ной точкой приложения или по крайней мере с какой-либо точкой, 
через которую должна проходить линия вектора силы, вектор момента 
пары силы может быть дан только своей величиной и своим направле
нием, без определенной точки приложения. Подобные векторы иногда 
называют свободными векторами.

29. Преобразование сил и пар сил. На основании вышесказанного 
мы можем преобразовывать системы сил, приложенных к твердому телу, 
и моменты этих сил весьма разнообразными способами. Так как эти
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способы часто употребляются в технических расчетах, то мы укажем здесь 
вкратце на некоторые из них.

Перенесем все силы, действующие на твердое тело в одну точку О 
(например, в центр инерции тела) и сложим их по правилу многоуголь
ника сил в одну равнодействующую (рис. 11). Эта равнодействующая 
и будет входить у нас в уравнение импульсов. Одновременно с этим, т. е. 
предполагая силы еще на своих первоначальных местах, определим 
моменты сил вокруг какой-либо точки О. Все полученные таким образом 
векторы моментов мы можем сложить тоже по правилу многоугольника 
векторов в один равнодействую
щий момент сил вокруг этой 
точки О. Полученный момент 
мы заменим одной парой сил, 
и так как момент пары не имеет

S i -

Рис. 16.
Преобразование сил и пар сил.

Рис. 17.
f .

определенной точки приложения, то мы можем считать его приложен
ным к той же точке О, где приложена равнодействующая всех сил. 
Таким образом мы привели всю систему сил, действующих на твердое 
тело, к одной силе Т и к  одной паре сил М, отнесенных к одной и 
той же точке О (рис. 15).

Далее, мы можем разложить равнодействующую F на две силы (рис. 16): 
одну йз них Fj ( =  F  cos а) взять по направлению момента М, а другую 
F2 ( — F  sin а ) — перпендикулярно к этому направлению. Силу F2 мы 
перенесем параллельно ее направлению в некоторую точку А, выбранную 
таким образом, чтобы момент ее- вокруг точки О был равен моменту И:

[rF 3] =  M
(это можно сделать, потому что F2 перпендикулярно к М).

При таком переносе мы должны будем (для восстановления условий 
задачи) вычесть из данных моментов внесенный нами новый момент М;»а 
так как внесенный нами момент равен данному, то моменты уничтожаются, 
и у нас останутся только две силы F3 и F3, эквивалентные всем дан
ным нам силам и их моментам. Само собой разумеется, что если данные 
моменты М не были равны нулю, то полученные нами две силы уже 
не будут проходить через одну и ту же точку, и их направления не бу
дут пересекаться друг с другом.

Наконец, мы можем поступить еще и так. Вместо того, чтобы рас
кладывать силу F, разложим вектор момента М на две составляющие 
(рис. 17): одну возьмем по направлению силы М3 ( =  М cos а), а дру
гую М,( =  М sin a ) — перпендикулярно к этому направлению.

Вторую из этих составляющих мы можем заменить переносом силы F
3 Теоретнч. физика, ч. Щ
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параллельно ее направлению в такую точку В  и на такое расстояние от 
плоскости (FM), чтобы

[rF J =  Ma
(это можно сделать, потому что F4 перпендикулярно к М2).

Таким образом мы привели действие всех сил к одной равнодейству
ющей силе F4 и к одному моменту М-, (к паре сил), направление кото
рого параллельно этой равнодействующей (ср. Винтовое движение тела:
Н,, 6).

30. Параллельные силы. Если все силы, действующие на твердое тело, 
параллельны, то и результирующая' сила будет иметь направление, парал
лельное силам, а величина равнодействующей будет равна алгебраической 
сумме всех сил. Если силы образуют момент, то он будет иметь напра
вление, перпендикулярное к равнодействующей силе. Точка приложения 
равнодействующей остается при этом неопределенной.

Поставим себе задачей найти такую точку приложения равнодейству
ющей, чтобы положение ее было независимо от направления сил отно
сительно твердого тела. Это надо понимать следующим образом. Пред
ставим себе, что мы повертываем тело, причем точки приложения сил 
остаются неизменными, и направление всех сил тоже остается неизмен
ным относительно внешнего неподвижного пространства; но, конечно, 
относительно материальных точек самого тела направление сил будет из
меняться: оставаясь параллельными, все силы будут поворачиваться вокруг 
своих точек приложения в сторону, противоположную повороту тела. 
Такое именно явление мы получим, если тело помещено в каком-либо 
поле сил, постороннего происхождения, например, в поле земного тяго
тения. Докажем, что при таком повороте тела в поле параллельных сил 
равнодействующая всех сил всегда проходит через одну и ту же точку 
тела (или через точку, неизменно связанную с телом). Эту точку назы
вают центром параллельных сил. В случае поля земного тяготения эта 
точка будет центром тя ж ести  тела.

Обозначим через а, [5, у косинусы углов, образуемых силами (а также 
и равнодействующей этих сил) с осями неподвижных координат. Проекции 
каждой силы F/ на оси координат будут:

В1Х — aFf, Fly — $Fp, Fj2 =  yFr
Точно так же и проекции равнодействующей F будут:

Fx =  aF; FV =  $F; FZ =  ^F.
Равнодействующую эту нужно провести на таком расстоянии от 

начала, чтобы момент ее вокруг начала был равен сумме моментов всех 
сил вокруг этого начала:

M =  [ r / l= 2 [ r ,F J .
Пользуясь этими соотношениями, напишем выражения проекции на 

ось ОХ  момента всех сил вокруг начала координат и приравняем их 
сумму проекции на ось ОХ момента равнодействующей F;

М х = У о  F z ~ s e Г у = Ч ' У с  F ~ ^ z c F  =

Fn M  % у< Fi — $ Ft-
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Величины у, как общие всем силам, мы вынесли за знаки сумк. Из 
этих уравнений и из других двух, им подобных, мы непосредственно 
заключаем, что искомая точка приложения равнодействующей (которая 
должна быть независима от величин а, [5, у) определяется уравнениями:

Ъ  ■ Уо =
2 ^  Ft 2 *< Fi

Следовательно, этими уравнениями определяется центр параллельных 
сил, действующих на твердое тело. Момент всех сил вокруг этой точки, 
очевидно, будет равен нулю.

31. Пример. Если тело находится в однородном поле тяготения, то 
к каждой материальной точке тела массы dm приложена сила g-dm, где 
g  есть ускорение силы тяжести в пределах рассматриваемого тела. При 
незначительных размерах тела мы можем считать величину g  в пределах тела 
везде одинаковой величины и одинакового направления. Центр этих парал
лельных сил определится из выражений вида:

S-dm
с~  gM  ■

Сокращая на g  и заменяя суммы интегралами, распространенными на 
весь объем тела, получаем:

z-dm* ' = l v i \ x -dm- г‘ = Ц
(ср. стр. 17, 11 .)

32. Поле тяготения, образуемое телом. Как известно (четвертый закон 
механики Ньютона, ч. II, стр. 33, 21), каждые две материальные точки 
взаимодействуют друг с другом с силой, пропорциональной их массам и 
обратно пропорциональной квадрату их взаимного расстояния. Коэфици- 
ент пропорциональности оказывается для любых масс, независимо от их 
величины, формы и химического состава, одинаковым и равным

k ~  6,66 • 1 0- 8 дин-см2 z ~2.
Если мы обозначим через F силу, с которой масса т  действует на 

массу mv  то можем написать:
km

где Л‘1 означает единичный вектор, проведенный от притягиваемой точки 
к притягивающей точке. В некоторых случаях желают избежать единичных 
векторов и умножают числитель и знаменатель на г:

km
р =  /и17 з ' г-

При расчетах взаимодействий обыкновенно поступают так: сперва 
рассчитывают поле напряжений притягивающего тела, а затем определяют 
действие этого поля на притягиваемое тело. Правда, при введении второго 
тела поле тяготения изменяется, однако это изменение не играет суще
ственной роли, потому что введенное нами поле второго тела не может
3 *
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изменить его собственное движение. Однако это замечание справедливо 
только для абсолютно твердых, неизменяемых тел; в деформируемых 
телах дело обстоит гораздо сложнее, потому что форма каждого тела, 
а вместе с тем и поле его тяготения, будет зависеть от действия обоих 
тел вместе. Но в механике абсолютно твердых тел у нас нет этих ослож
нений. Мы можем, следовательно, рассчитать напряжение действующего 
поля какого-либо сплошного твердого тела по формуле

где г означает расстояние каждой материальной точки тела от рассматри
ваемой точки поля. Здесь подразумевается интегрирование геометрическое, 
которого можно избежать, рассч]1тав предварительно скалярное поле 
потенциалов (ч. I, глава II):

А затем, по известному потенциальному полю путем диференцирования 
определяется поле его градиента

Общую теорию подобных полей мы излагали уже в первой части 
„Теоретической физики“, а здесь мы ограничимся разбором некоторых наи
более часто встречающихся полей.

33. Центральное поле. Чаще всего приходится иметь дело с полем 
тяготения, образуемым одной материальной точкой или с наружным 
полем однородного шара. Оба эти поля одинаковы: они симметрично 
расположены во все стороны, и линии сил их радиальны. Наружное поле 
однородного шара мы можем заменить полем одной материальной точки, 
помещенной в центре шара и имеющей массу, равную всей массе шара.

Потенциал и напряжение этого поля будут выражаться формулами:

Этими же формулами мы можем пользоваться и в тех случаях, когда 
тело, образующее поле, имеет любую форму, но находится от рассмат
риваемой точки поля на очень большом расстоянии по сравнению с_ раз
мерами тела. Так, например, при вычислении взаимодействий между Солнцем 
и планетами (ч. II. глава IV) заменяют их материальными точками, поме
щенными в их центрах.

Все поля, которые эквивалентны полю материальной точки, называются 
центральными полями.

Если мы введем в такое центральное поле массы т п какое-либо 
твердое тело, то сила, с которой поле будет действовать на тело, 
определится из формулы

g =  — grad V—  — V  У-



ПОЛЕ ВНУТРИ ОДНОРОДНОГО ЭЛЛИПСОИДА 3 7

При этом для различных точек dm тела, введенного в поле, величина г 
будет, вообще говоря, различная. Если размеры притягиваемого тела малы 
по сравнению с расстоянием его точек до центрального тела, то в первом 
приближении можно считать г для всех точек тела одинаковым, или, 
иначе говоря, считать поле в пределах тела однородным и написать;

Так мы поступали, изучая движение тел у поверхности Земли (ч. П, 
стр, 41, 29, и глава III).

Если притягиваемое тело представляет собой однородный шар или 
шар, плотность которого распределена симметрично вокруг центра, вообще, 
если притягиваемое тело само образует вокруг себя центральное поле 
тяготения, то и действие на него постороннего центрального поля будет 
иметь равнодействующую, проходящую через центр шара. Это прямо 
следует из принципа равенства действия и противодействия (третий закон 
Ньютона), но это видно также из наших формул. Действительно мно
житель при т 0 в формуле силы

представляет собою не что иное, как напряжение поля, образуемого 
притягиваемым телом; а если это притягиваемое тело шарообразно, то 
напряжение поля, им Образуемое, в" той Точке, ТД е~помещается “ притяги
вающее тело, равно

и следовательно, центральное поле действует на однородный шар как на 
материальную точку, помещенную в его центре и имеющую массу всего 
шара.

Отсюда следует также, что и два однородных шара взаимодействуют 
как две материальные точки, помещенные в их центрах.

34. Поле внутри однородного эллипсоида. Следующее по своей 
важности это — поле однородного эллипсоида. Этот случай важен не 
только по своим астрономическим и геофизическим применениям, но также 
и потому, что представляет собой простейший тип поля, не обладающего 
центральной симметрией. Мы не будем приводить здесь довольно сложные 
вычисления поля эллипсоида (читатель может найти их в специальных- 
работах), а дадим только конечные формулы и объясним их геоме
трическое значение.

Пусть нам дан однородный эллипсоид везде одинаковой плотности р 
с полуосями а, Ь, с. Масса этого эллипсоида будет равна

Возьмем декартову систему координат с началом в центре эллипсоида 
и направим оси OX, OY, OZ по главным осям эллипсоида а, Ъ, с

М —  — пабе .
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Обозначим через х, у, z координаты той точки пространства, в которой 
мы желаем определить напряжение поля тяготения (сила поля, действую
щая на единицу массы). 4

Нужно различать два случая: когда рассматриваемая точка находится 
внутри эллипсоида и когда рассматриваемая точка находится в наруж
ном пространстве; формулы для этих случаев получаются разные.

Для внутренних точек эллипсоида, а также для точек на его поверх
ности поле определяется потенциалом

V =  Ф— ^ (Ах* -+- By2 -f- С*2) ,

где Ф, А, В, С суть постоянные для данного эллипсоида величины; они 
вычисляются по формулам: 

оо
du

Y  [ а ? и )  и) (с*-{-и)
о
со

du
(а2 -f- и ) у  (а *  -J- и) (b2 -f- ид с2 -ф- и/

Л

Формулы для остальных постоянных В  и С построены так же, как и 
формула А, только на место первого' множителя при корне в знамена
теле (a 2 -j- и) нужно поставить (Ъ2 и) и соответственно (с2 и). Пос
тоянное Ф , очевидно, представляет значение потенциала в центре эллип
соида (при x = y  =  z =  0); эта величина подобрана так, чтобы потен
циал бесконечно удаленных точек равнялся нулю и чтобы потенциал на 
поверхности эллипсоида не претерпевал перерыва.

По потенциалу V определяется напряжение поля внутри эллипсоида:

=  <V - Г у = В>-'
ЪУ
Ъг

CZ

Как видим, соотношение между 'векторами g и г (радиус-вектор, 
проведенный из центра в рассматриваемую точку с координатами х, у, г) 
представляет собой тензор  (ср. ч. I. стр. 152, рис. 112). Поэтому напря
жение G не будет везде направлено по радиусу (как в случае шара); 
линии сил будут кривые, сходящиеся в центре эллипсоида; только те 
линии, которые идут по главным осям, будут прямыми. Это мы можем 
заключить также из формулы для потенциала. Эквипотенциальные поверх
ности

Ах2 -{- By2 -|- Сг1 =  const

будут представлять систему подобных и одинаково расположенных эллип
соидов, длины полуосей которых будут пропорциональны величинам;
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Поверхности одинаковых напряжений
G2 =  А2х 2 -}- В 2у2 -j-C2z2 =  const

тоже будут подобные и одинаково расположенные эллипсоиды, длины 
полуосей которых пропорциональны величинам •

1 1 1
А ’ В ’ С '

Мы предлагаем читателю положить в вышеприведенных интегралах 
а ~ Ь  =  с и получить, таким образом, внутреннее поле однородного шара 
(ч. I, стр. 92, 94).

35. Наружное поле эллипсоида. Для вычисления наружного поля 
тяготения эллипсоида проще всего будет, если мы воспользуемся теоремой 
Маклорена (которую мы здесь доказывать не будем), по которой кон
фокальные" эллипсоиды одинаковой массы образуют одинаковые поля 
тяготения  в наружном пространстве. Как известно, конфокальные эллип
соиды имеют общее уравнение

х2 . у 2 г2
a 2 -)-q b2-\-q - ‘r c2-\-q

где параметр q имеет для различных эллипсоидов разное значение.
Если мы заменим данный нам эллипсоид другим, ему конфокальным 

и выбранным так, чтобы его поверхность проходила через рассматривае
мую точку х , у , z , и припишем ему ту же массу М, то сила, дейст
вующая на эту точку, будет та же самая, как и прежде. Но теперь 
наша точка лежит на поверхности эллипсоида, и мы можем применить 
для расчета формулы предыдущего параграфа. Итак, для расчета наруж
ного поля мы можем применить формулы предыдущего параграфа, заменив 
под интегралами величины а2, Ь2, с2 через (a2-\-q), (b2-\-q), (c2-\~q). 
Кроме того, мы можем величину (q -f~ и) обозначить через и (величина 
q для рассматриваемой точки постоянна и определяется из уравнения 
конфокальных эллипсоидов, в котором х , у , z  означают координаты 
этой точки), но зато нижний предел интегрирования взягь равным q 
вместо нуля. Тогда мы получаем:

00
du

V (а8 + «) (&2 + н>(с2+«) ’
ясо

du
[а2 +  и) у  (д 2 _j_ ц) ф 2 „) ( С 2  _|_ и) •

я
Теперь величины Ф, А, В, С уже не постоянны, а для каждой 

точки поля имеют особое значение. Правда, на поверхности каждого 
конфокального эллипсоида величины эти остаются постоянными, но экви
потенциальные поверхности

V =  Ф  —  ~  (Ах2 4 -  By2 4  Сг2)
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уже не будут эллипсоидами; их иногда называют плинтоидами. Плин- 
тоид представляет собой нечто среднее между эллипсоидом и параллеле
пипедом с закругленными углами и вздутыми гранями. Линии сил будут 
кривые, нормальные к плинтошгам.

Из написанных формул мы непосредственно видим, что для бесконечно 
удаленных точек (q =  оо) потенциал равен нулю. Для точек, лежащих 
на поверхности данного нам эллипсоида (q =  0), потенциал наружного 
поля непрерывно переходит в потенциал внутреннего поля. Мы предла
гаем читателю, как интересное математическое упражнение, самому до
казать, что данные выше формулы потенциала для наружных точек 
пространства удовлетворяют уравнению Лапласа (ч. I, стр. 71, 76):

Э2 V b2 V
дл;2 by2

b2 V
bz2 =  V 2 v = o ,

тогда как потенциал во внутренних точках эллипсоида удовлетворяет 
уравнению Пуассона:

V 2 У =  — 4 ттр.

Чем меньше величины а 2, Ь2, с2 и чем больше q, тем больше конфо
кальные эллипсоиды и плинтоиды делаются похожими на шары; следова
тельно, вдали от эллипсоида поле постепенно делается радиальным.

36. Эллипсоид вращения. В практических применениях большею частью 
имеют дело с эллипсоидом вращения; а в таком случае вышеприведен
ные интегралы могут быть выражены в конечной форме при помощи 
обычно встречающихся функций (tg и lg). Итак, положим в подинтег
ральных выражениях Ь —  с ; кроме того, так как ось О Х  представляет 
собой ось симметрии не только данного нам эллипсоида, но и всего 
поля, то для описания поля нам достаточно двух координат: прежней 
координаты х  и новой координаты г =  j/ у  2 _|_ z2 , представляющей рас
стояние рассматриваемой точки поля от оси ОХ. Сообразно с этим и 
выражение для потенциала будет теперь иметь вид:

V —  Ф  —  - j-  {Ах2 -[- D r2) .

Точно так же и уравнение конфокальных эллипсоидов упростится:

a 2+ q ^ b 2 +  q

При вычислении интегралов удобно различать два случая: во-первн::, 
когда данный нам эллипсоид сплюснутый (как Земля), т. е. когда Ь^>с, 
и, во-вторых, когда он вытянутый, т. е. когда b < (  а. Мы начнем с 
первого случая и введем обозначения:

/ 2=  Ь2 — а2 ; a\ =  a2-\-q-, b \ = b 2 +  q.

Нетрудно видеть, что /  представляет собой фокусное расстояние 
эллипсов, получающихся при пересечении эллипсоида плоскостью, про
веденной через ось О Х  (так называемое меридиональное сечение —  паз-
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вание, взятое из географии). Величины и Ьг суть полуоси того кон
фокального эллипсоида, поверхность каторого проходит через рассматри
ваемую точку поля. При этих обозначениях мы получим:

' / f__я гр ter —_
«1

--  dlL 1У, --

Ф =

D  =

3 М  f
arc tg —  •

2/ 
- г м  

2/з — arc tg ■£—
b\

Для вытянутого эллипсоида a~^>b, и величина /  делается мнимой. 
Поэтому (во избежание мнимых величин в формулах) мы введем обозна
чение

% =  - Ь\

которое для данного случая тоже будет представлять собой фокусное рас
стояние меридиональных сечений. Между /  и / 0 мы имеем соотношения:

Р  =  — fo ’ / =  —  /о — — */„•
Подставив это значение /  в прежние формулы и воспользовавшись 

общей формулой

arc
* ( - *

+ / ,
'/о

мы получаем для вытянутого эллипсоида:

Все эти формулы относятся к наружному полю эллипсоида вращения. 
Для внутреннего поля, а также для точек на поверхности данного 
эллипсоида нам остается только положить q =  0.

В заключение мы считаем полезным еще прибавить, что приведенные 
нами формулы для сплюснутого эллипсоида вращения могут служить 
для расчета поля тонкого диска, который можно рассматривать как 
эллипсоид вращения с очень короткою осью симметрии а . Точно так же 
и формулы для вытянутого эллипсоида могут служить для расчета поля 
длинного цилиндра (с закругленными концами), который можно рассма
тривать как вытянутый эллипсоид вращения с очень длинной осью сим
метрии. Конечно, подобные расчеты не будут обладать абсолютной точ
ностью, но для многих случаев практики они бывают достаточно "точны. 
Это замечание имеет практическое значение, потому что точный расчет
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поля диска или цилиндра представляет значительные математические 
трудности.

37. Сила, действующая на тело в центральном поле. Если тело, поме
щенное в центральном поле тя
готения, не имеет формы шара 
или эллипсоида или если это 
тело неоднородно, то расчеты 
значительно осложнятся. Мы 
рассмотрим здесь тот случай, 
когда тело находится настолько 
далеко от притягивающего цен
тра, что можно при расчетах 
довольствоваться некоторым 
приближением.

Пусть О (рис. 18) означает центр инерции рассматриваемого тела, 
которое может быть любой формы и с любым распределением масс; 
буквой Р  у нас обозначена одна из материальных точек тела с массою dm, 
a S  пусть будет центр притяжения d массой mQ. Сила поля, действующая 
на точку Р, будет выражаться формулой (ср. рис. 18):

Рнс. 18. Тело в центральном поле.

dF =  km,
dm

° ^ q

Для дальнейших вычислений нам удобнее будет выразить q через р и г

ч = р  — г = р  рг

Кроме того, из треугольника O PS  следует:

q2 — р2 2рг ■ cos § -f- г2 = р 2 1 — 2 cos 

После этих подстановок, сила, действующая на точку Р, выразится
так:

d f = k- ^
р i 1 — H y H + i j Pi— у ) ’ * ” -

Первый множитель в скобках мы разложим в ряд (по правилу бинома 

Ньютона), ограничиваясь вторыми степенями отношения , которое

мы будем предполагать малым в сравнении с единицей. Получаем:

kmr
1- b 3( y ) cosS +  | - / Г 5 cos2 Ь —  1 Pi -  —

.< Выберем оси координат с началом в центре тяжести тела О и напра
вим ось OZ к центру притяжения S, а оси ОЛТ и O F  расположим в пло
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скости, перпендикулярной к линии OS и проходящей через точку О.

При таком выборе осей координат вектор ( р2 ------] будет иметь про

екциями:

на ось OYна ось ОХ: ( ------
Р

на ось OZ: ( 1 — —

Кроме того, мы имеем:

г cos b =  z; г2 cos2 $ =  а2; г2 sin2 b — х 2 -у1.

Приняв это во внимание, вычисляем проекцию равнодействующей на 
ось OZ:

km„

1 , о *  I е *2 3 *2 +  У2
‘ + V T 7 ' i " 7 "

km,

1 --------dm ,
Р

- т  -[-3 - ~ \ z - d m  -j- 3 —~ \ z 2-dm
3 km,

£ \ (x2 -]- y2) ■ dm .

В этой формуле первый член представляет собой силу, которую мы 
получили бы, если бы вся масса была сосредоточена в его центре инер
ции, или, другими словами, силу действия поля тяготения, которое в пре
делах рассматриваемого можно рассматривать как однородное; это пред
ставляет первое приближение нашего расчета.

Второй член у нас обращается в нуль, потому что для центра инерции 
(ср. стр. 18, 1 1 )

J z-dm  =  0.

Третий член составлен из двух частей, которые имеют множители: 

j z 2• dm =  lxy\ j”(х 2 -f у2) -dm —1г .

Здесь I  означает момент инерции тела относительно плоскости XY, 
тогда как 1г означает момент инерции тела относительно оси OZ, т. е. 
линии, соединяющей центр инерции тела с центром тяготения. Итак,

_ km0 . km X 1 , 1
г < = ^ г и  +  3 т г | > -  2 Г, \ -

Вычисляя проекцию равнодействующей на ось ОХ:

К =  ~ ^ \ x - d m  — Z ~ £ \z .x - d m ,



4 4 II. МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

мы замечаем, что при интегрировании первый член обращается в нуль;
г

последние члены будут содержать отношение — в третьей степени, и 

мы ими пренебрегаем. Остается

где Е  означает произведение инерции тела относительно оси OY, про
веденной через центр инерции (ср. стр. 18, 12). Аналогичный результат 
мы получаем для проекции равнодействующей на ось OY:

Полученные нами формулы хотя и представляют собой только второе 
приближение к истинным значениям силы F, но они очень поучительны. Пре
жде всего мы видим, что равнодействующая F, которая во всяком слу
чае должна проходить через центр притяжения S  (по той простой при
чине, что все ее составляющие, приложенные к отдельным точкам тела, 
проходят через S ) ,  не всегда проходит через центр инерции тела, 
потому что F j и Fj, не равны нулю. Но если одна из главных осей инер
ции тела направлена по OS, то Е  и D  обращаются в нуль и равнодей
ствующая сил поля проходит через центр инерции (при принятом нами 
приближении). Тем не менее формула

показывает, что и в этом случае равнодействующая всех сил не приложена 
к центру инерции (центр тяжести не совпадает с центром инерции тела), 
а расположена ближе к центру притяжения S  или дальше от него, смо
тря по знаку выражения, стоящего в скобках. Разберем несколько част
ных случаев.

Для однородного шара радиуса а  мы имеем (расчеты в главе XIII 
этой книги): •

и следовательно,

Это означает, что равнодействующая проходит через центр шара., Мы 
знаем, что это верно в точности, а не только при втором приближении.

Для эллипсоида вращения а? —  Ь2, помешенного своей осью симмет
рии по линии OS, мы имеем (см. главу XIII):

FX



3 8 ]  МОМЕНТ СИЛ, ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ТЕЛО В ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ 4 5

Для вытянутого эллипсоида с^>  а и сила F больше нормальной, 
выраженной первым членом нашей формулы. Это .означает, что точка при
ложения равнодействующей находится ближе к центру S, чем центр О. 
Для сплюснутого эллипсоида, напротив того, с<^а, и точка приложения 
равнодействующей будет расположена дальше от центра притяжения, чем 
центр инерции О.

Полученный нами результат можно себе уяснить очень наглядно сле
дующим образом. Проведем через центр инерции тела О сферическую 
поверхность с центром в S. На всей этой поверхности напряжение поля 
будет равно

Внутри поверхности (ближе к центру притяжения) поле будет сильнее, 
тогда как снаружи этой поверхности поле будет слабее. Если тело вытя
нуто по направлению OS  (рис. 19), то многие его точки будут находиться 
в поле настолько сильном, что притяжение тела будет больше нормаль
ного (рассчитанного по расстоянию 
OS между центрами). Наоборот, если

Р S

Рис. 19. Притяжение вытянутого Рис. 20. Притяжение сплюснутого
эллипсоида. эллипсоида.

тело сплюснуто (рис. 20), то большая часть его будет в более слабом 
поле и равнодействующая будет меньше нормальной. Для шара и вообще

для тел, для которых 1ху —  — /г, притяжение будет нормально, как будто

вся масса тела сосредоточена в его центре инерции.
На основании принципа равенства действия и противодействия мы 

можем рассчитанную нами равнодействующую F считать приложенной и к 
точке S, только, конечно, в противоположном направлении. Таким путем 
мы можем рассчитать поле тяготения, образуемое телом т 0) это тело 
может быть любой формы и любого распределения масс; однако, эти расчеты 
будут только приблизительные и могут иметь значение только для точек 
пространства, далеко отстоящих от тела.

38. Момент сил, действующих на тело в центральном поле. При неко
тором расположении масс в теле, помещенном в центральном поле тяго
тения, может образоваться момент сил, стремящийся повернуть тело.

Для того чтобы показать это, составим момент элементарной силы, 
приложенной к какой-либо точке Р  (рис. 21) тела вокруг центра инер
ции тела О:

=  [rafF] =
m0k

! - f  3 -  cos H P i - y dm.

■
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При разложении в ряд величины q2 мы ограничились первыми степе

Рис. 21. Вычисление момента сил.

нями отношения — , потому что при умножении на [гра] мы уже полу

чим члены со вторыми степенями-^-. Далее, мы можем принять во вни

мание, что [гг]= 0  и что г!ри интегрировании по всему объему тела

J  [rp j -dm =  0.

Действительно, этот член пред
ставляет собой момент сил в одно
родном поле, напряжение которого 
равно напряжению центрального 
поля в центре инерции тела, а мы 
знаем, что в однородном поле не 
образуется моментов. Впрочем, мы 
можем убедиться в справедливо
сти этого еще следующим образом. 

Поместим в рассматриваемое тело систему декартовых координат с 
началом в центре О инерции тела (рис. 21); оси же координат направим 
по главным осям инерции тела. Пусть направление OS  образует с этими 
осями углы, косинусы которых равны соответственно а, [3, у. Тогда век- 
тор [rp j будет иметь проекциями:

Pi* =  “5
Pi = Р ; [rPi]y =  za — *у;
Pi* =  Y; [rPi ]ж= х $ — у а .

При вычислении проекций момента М на оси координат нам придется 
интегрировать по всему объему тела выражения

^X'dm  —  0; J_y • dm =  0; ^z-dm —  0,

которые, как мы знаем, все равны нулю, если начало координат помещено 
в центре инерции тела, как это у нас и сделано.

Итак, для вычисления момента сил у нас остается выражение:

dM =  3 cos 5^ [rpj • dm,

в котором мы можем положить

(г cos S) == (rp j =  лга -}- уР -J- 27.
Составим выражение для проекции момента сил на ось ОХ: 

kmn
1J  [ху • ау -J- у 2 • [5у ~\~Уг * У2 —  ZX’ 0% — yz • Р2 —  z2\ • fiy • dm.

Так как косинусы а, [}, у (углов наклонения линии OS к осям коор
динат) от положения точки Р  в теле не зависят, то эти величины могут 
быть вынесены за знак интеграла, и тогда под интегралами у нас оста-
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нутся произведения ху, уг, zx, которые дадут при интегрировании про
изведения инерции тела (ч. II, 275, 184; стр. 18, 12) и величины х2, у2, z2. 
Но все произведения инерции при осях, направленных по главным 
осям инерции тела, равны нулю, и у нас остается:

Если мы сравним стоящий здесь интеграл с формулами стр. 18, 12 
для моментов инерции тела А, В, С вокруг осей OX, OY, OZ, то 
заметим, что интеграл этот равен разности двух моментов инерции (С — В).

Аналогичные формулы мы получим для проекции момента сил и на 
другие оси координат, а потому мы можем написать их и без вычислений, 
а именно:

Заметим, что все эти формулы остаются в силе, независимо от формы 
тела; тела различной формы, но одинаковых моментов инерции, будут 
испытывать в центральном поле одинаковые моменты сил.

В частном случае, когда тело имеет ось- симметрии, так что два 
главных момента инерции тела одинаковы, то проекция момента сил на 
ось симметрии будет равна нулю. Так, например, если А =  В, то Мг =  0. 
Такой случай мы имеем при действии Солнца на Землю. Форму Земли 
можно принять за эллипсоид вращения вокруг полярной оси Земли, и 
следовательно, момент сил тяготения Земли к не имеет состав
ляющей вдоль полярной оси Земли; остаются только составляющие 
момента, лежащие в плоскости экватора. Действие этих моментов мы раз
берем в гл. VIII.

Если одна из главных осей инерции тела направлена цо линии OS, 
то из трех косинусов а, Р, у два будут равны нулю, и следовательно, 
все проекции момента М и самый момент сил М пропадают.

Если мы сопоставим результаты, полученные в этом параграфе, 
с результатами предыдущего параграфа, то действие отдаленного центра 
притяжения на материальное тело любой формы можно считать состав
ленным:

1 ) из силы обратно пропорциональной квадрату расстояния между 
центрами О и S, аналогичной взаимодействию между двумя материаль
ными точками или двумя однородными шарами.

2) из добавочной силы, обратно пропорциональной четвертой сте
пени расстояния, величина и точка приложения которой зависят от 
положения главных осей инерции тела относительно поля тяготения.

3) из момента сил, величина которого обратно пропорциональна 
третьей степени расстояния; величина и направление момента сил зави
сят от расположения главных осей инерции тела относительно поля сил.



ГЛАВА ТРЕТЬЯ

РАВНОВЕСИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА (СТАТИКА)

39. Основные уравнения равновесия. Если твердое тело находится в 
покое, несмотря на то, что на него действуют внешние силы, то говорят, 
что тело находится в равновесии; но можно также сказать, что силы, 
действующие на тело, находятся в равновесии. Из этого определения непо
средственно следует, что мы можем получить уравнение равновесия, если 
в уравнениях движения твердого тела положим все ускорения и скорости 
(включая сюда и начальные скорости) равными нулю. Мы получили выше | 
два уравнения для свободного твердого тела — уравнение импульса и урав
нение моментов:

PC= 2 F; К = 2 М.

Положив в них ускорения равными нулю, получаем два уравнения для 
•равновесия твердого тела:

2 F =  0 ; $]М  =  0.

Те же уравнения мы могли бы получить и независимо от уравнений 
движения, исходя из принципа виртуальной работы, и притом следу
ющим образом.

Представим себе, что сила Fp, приложенная к какой-либо точке Р 
твердого тела, передвигает эту точку на некоторое расстояние §sp. Эле
ментарная работа этой силы будет равна:

( F / s p .

Но для абсолютно твердого тела величина смещения любой его точки 
Р  может быть выражена через смещение §з0, одной какой-либо точки О 
тела и через элементарный угол поворота тела Ьэ. (это есть вектор) 
вокруг оси, проходящей через эту точку (стр. 8, 3 ):

*  5sp =  5s0 +  [5ог],

где г означает расстояние рассматриваемой точки Р  от основной точки О. 
Если мы подставим это выражение в формулу работы силы Fp и просум
мируем работу всех сил, приложенных к телу, то получим:

S« = S F p$s0 - К £  Fp[§ar]-

В первом члене этой суммы мы можем общий для всех точек множи
тель $s0 вынести за знак суммы, а геометрическую сумму всех сил заме
нит» их равнодействующей F. Тогда получим:
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Во втором члене мы можем переставить множители: 

SF,[o '5r]=Sta[rF„],
и общий для всех точек тела множитель Ьа вынести за знак суммы; при 
этом сумму моментов всех сил мы можем заменить одним равнодействую
щим моментом, написав

(М  Ьа).

Таким образом элементарная работа всех сил, действующих на тело, 
выразится формулой:

$U —  (F Ss0) +  (M8a).

На основании принципа виртуальной работы (ч. II, стр. 218, 143) 
в случае равновесия эта величина должна равняться нулю. Если рассма
триваемое нами твердое тело свободно и его движения не ограничены 
никакими добавочными условиями (связями), то величины §s0 и Ьа совер
шенно произвольны и независимы друг от друга, и уравнение виртуаль
ной работы распадается на два независимых друг от друга уравнения, из 
которых следует, что

2 F „ = F  =  0 ; 2 [rF J  =  M = 0 .

Этот результат совпадает с тем, что мы получили из уравнений дви
жения (которые были составлены нами тоже для случая свободного тела); 
однако теперь выступает яснее следующее важное обстоятельство. Так 
как точка О, вокруг которой мы составляли моменты сил, была нами 
выбрана совершенно произвольно, то при составлении уравнения моментов 
мы можем выбирать такую точку, которая нам наиболее удобна для даль
нейших вычислений. При составлении уравнений движения мы должны 
были составлять моменты или относительно центра инерции тела, или 
относительно какой-либо неподвижной точки пространства; в противном 
случае уравнение моментов осложняется прибавкой члена, зависящего от 
скорости движения выбранной нами основной точки (ср. ч. II, стр. 290, 200).

При равновесии скорости всех точек тела равны нулю, и мы можем 
взять любую его точку О за основную для составления моментов сил без 
осложнений в уравнениях.

Итак, для равновесия твердого тела необходимо и достаточно, чтобы 
геометрическая сумма всех сил, действующих на тело (равнодействующая 
сил) равнялась нулю и чтобы геометрическая сумма всех моментов этих 
сил вокруг любой точки тела (равнодействующая пара сил) равнялась 
нулю.

Если мы отнесем написанные нами два векторных уравнения к каким- 
либо неподвижным, например, декартовым координатам, то получим шесть 
скалярных уравнений:

Рх —  0; =  0; Fz =  0;
м х =  0; Му =  0; Мг =  0;

в соответствии с шестью степенями свободы твердого тела.
4 Творетич. Физика, ч. III.



Многочисленные примеры равновесия твердых тел приводятся в эле
ментарных курсах физики и механики, а потому мы ограничимся здесь 
только несколькими типичными примерами.

40. Рычажные весы. Большое практическое и научное значение имеют 
условия равновесия рычажных весов. На рис. 22 изображена схема подоб
ных весов. Как известно, к коромыслу весов прикреплены три стальные 
призмы (советуем читателю рассмотреть устройство весов в натуре): сред
няя призма обращена ребром книзу и положена на гладкий горизонталь
ный столик, стоящий на неподвижной колонке V. Ребро этой призмы, 
перпендикулярное к рис. 22, обозначенное на нашей схеме буквой О, слу
жит осью, вокруг которой коромысло весов может свободно поворачиваться. 
Другие две призмы, ребра которых обозначены на нашей схеме буквами 
Л и В , прикреплены к коромыслу ребрами кверху, на этих ребрах подве
шены чашки весов. Цель применения подобных призм заключается в том, 
чтобы достичь свободы качаний коромысла и чашек, устранив, насколько 
это возможно, влияние трения. Сила трения, при соприкосновении твер-

5 0  m . РАВНОВЕСИЕ ТВЕРДОГО т е л а  ( с т а т и к а )

Д Ы Х тел друг с другом, 

i 0

часто зависит от случайных причин, и . влияние 
ее на равновесие весов крайне

о  —•— нежелательно, в особенности
а ------ ? A 'r '  о

-—  „  / < р |  Р  
Сч  ,

1 1 
J 1

при точных взвешиваниях. 
Расстояния О А =  а  и

1*
1

\\ ОВ —  Ъ между ребрами призм
1̂
1 1 1 

1  t  

G0 V

\
\
г

мы будем называть плечами
т

с ,
весов. Для большей общности

1*2 мы будем предполагать, что
Рис. 22. Схема рычажных весов. точки Л, О, В  не лежат в точ

ности на одной прямой линии, 
как это и бывает в действительности. Буквой С у нас обозначено поло
жение центра тяжести коромысла; углы, образуемые линией центра тяже
сти ОС с коромыслами весов О А и ОВ, мы обозначим через а и (5, 
а угол, образуемый линией ОС— с с вертикалью, обозначим через <р 
(рис. 2 2 ).

К коромыслу весов приложены четыре силы: вес двух чашек G3 и G2, 
вес коромысла G0 и реакция столика у ребра призмы Q. Первые три силы 
направлены вертикально вниз, тогда как последняя сила (реакция) напра
влена вертикально вверх. Условие равновесия требует, чтобы

G i  +  G2 +  G o —  Q-
Материал призмы и столика, на котором лежит призма О должен 

быть выбран настолько твердыми (сталь, агат), чтобы при максимальной 
нагрузке весов они выдерживали силу Q, по возможности не сминаясь.

Теперь составим уравнение моментов всех сил вокруг ребра призмы О; 
при этом момент силы реакции Q будет равен нулю и в уравнение не 
войдет (см. рис. 22):

G3a-sin (а —]— ср) — G26-sin (Р — tp) —J— G0c-sin со =  0.

Положим на обе чашки весов по одинаковому грузу q\ от этого 
положение равновесия весов не должно измениться, и мы должны получить
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опять тот же самый угол ср, как и без этих грузов. Но теперь уравнение 
моментов будет:

(Gj q) а  • sin (а tp) —  (G2 -f- q) b • sin ({5 —  со) -(- Оас • sin <р =  0.

Оба составленные нами уравнения могут быть удовлетворены при 
одном и том же значении ср, если будет соблюдено условие:

а  - sin (а -}— ср) =  - sin ([} — ср).

Однако, если даже это условие и было бы соблюдено, то мы получили 
бы уравнение моментов в таком виде:

(Gj — G2)a *sin (a-|-<p )-j-G oc-sin<p =  0,

из которого видно, что по тожение равновесия, т. е. угол ср, зависело бы 
от веса чашек и веса коромысла. Но обычно делают обе чашки одина
кового веса (это можно сделать с большой точностью), а в таком слу
чае, при Gj =  G2 мы получаем ср =  0. Это означает, что весы будут нахо
диться в положении равновесия, когда центр тяжести коромысла С придется 
вертикально под осью качания весов О. Этого следовало и ожидать, 
потому что при таком положении вес коромысла не может образовать 
момента вокруг оси и, следовательно, не может оказывать влияния на 
положение равновесия весов.

Если положение равновесия весов получается при ср =  0, то выше- 
написанное условие, которое необходимо для независимости угла ср от 
нагрузки чашек q, упрощается, а именно:

а  • sin а ~  b • sin (5.

Эти выражения представляют собою не что иное, как проекции плеч 
коромысла на горизонтальную (при tp =  0) линию, и они равны, следо
вательно, так называемым плечам сил (которые вертикальны), приложенных 
к призмам А п  В. Но если плечи одинаковы, то, понятно само собой, что 
и моменты при равных силах всегда будут одинаковы и равновесие 
не нарушится как бы мы ни изменяли одинаково ю нагрузку q чашек; этого 
мы и желали достичь.

41. Чувствительность весов. Теперь будем испытывать весы в другом от
ношении. Положим на правую чашку весов небольшой перевесок q; этот 
перевесок произведет небольшое отклонение весов, которое мы обозначим 
через <р. Положение равновесия при таком перевеске определится из 
уравнения моментов:

G ja • sin(a -f- tp) — (G2 -J- q)b ■ sin([5 — tp) -f- G0c sin tp =  0.

Если бы мы положили тот же перевесок q на левую чашку весов, 
то положение равновесия (т. е. угол tp) определилось бы из такого уравнения 
моментов:

(Gj -\-q)a • sin (a —  tp) —  G2b • sin (p -j- tp) —  G0c sin tp =  0.

Вообще говоря, угол tp, определяемый первым и вторым уравнением, 
может оказаться различным. Однако для взвешивания это неудобно во 
многих отношениях, и желательно, чтобы величина отклонения весов была
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независима от того, на которую из двух чашек мы кладем перевесок q. 
Другими словами, желательно, чтобы чувствительность весов была в обе 
стороны одинакова. Какова же должна быть конструкция весов, чтобы 
удовлетворить этому условию? Для решения этого вопроса сопоставим 
оба вышенаписанных уравнения моментов, приняв в них значение tp 
одинаковым. Кроме того, мы предположим, что условия, полученные нами 
в предыдущем параграфе, а именно:

Gj = G 2 =  G; a * s in а =  й -sin (i,

уже соблюдены. Раскрыв скобки и сложив оба уравнения вместе (приняв 
во внимание и только-что написанные соотношения), получаем:

a*cos а =  b -cos [5.

Мы можем достичь и этого условия, если сделаем короммсло весов 
по возможности симметричным, а именно: сделаем оба плеча вес^в 
одинаковыми а — Ь и постараемся достигнуть одинаковости углов а и (j. 
Чем лучше нам удастся достигнуть указанной симметрии, тем меньше 
будет отклонение весов зависеть от того, на какую чашку мы положили 
перевесок q.

Предположим, что весы наши удовлетворяют всем вышеуказанным 
условиям, и определим величину отклонения tp при данном перевеске q. 
С этою целью вычтем одно уравнение моментов из другого и примем 
во внимание все написанные здесь условия. У нас получится:

4Ga cos а • sin ср —  2qa • sin а • cos tp -j- 2qa cos а • sin p -]-2 G 0c- sin cp =  0, 
или:

(2 G fl-c o sa-}-G 0-c - {-9,«-cosa)sin (p  =  ^a- s i na  • costp,

откуда следует, что
__ 2qa'Sina

^ ^ G0c -J- (2G-f- q)a ■ cos a '

На практике отклонения весов при небольших перевесках (которые 
кладутся нарочно для определения чувствительности весов при точных 
взвешиваниях), бывают настолько малы, что можно положить

и тогда чувствительность весов s, т. е«. отношение отклонения ср к пере
веску q, определяется формулой:

tp __ а  • sin а
q G0c —)— (2G -\-q)a-cos a ’

Если a = p  =  90°, т. e. если все три призмы весов расположены на 
одной прямой линии, то

<р а

Как видим, при таких условиях вес чашек совсем не влияет на чув
ствительность весов. На практике стараются достичь и этого последнего
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условия; однако не нужно упускать из виду, что при нагрузке чашек 
коромысло немного сгибается и если даже а =  90° при одной нагрузке, 
то при других грузах а уже не будет равно 90°. В некоторых случаях 
делают а]>-90° для того, чтобы при наиболее часто встречающейся нагрузке, 
после прогиба коромысла, а  —  90°, иногда призмы чашек делают так, 
чтобы их положение можно было регулировать. Но, конечно, все эги 
способы применяются только в весах, предназначенных для особо точных 
взвешиваний; притом и само взвегйивание ведется так, чтобы даже малей
шие несовершенства в конструкции не влияли на точность результатов.

Заметим, что из формулы

следует, что чувствительность весов тем больше, чем меньше с, т. е. чем 
ближе центр тяжести коромысла с к точке опоры О, и чем плечи коро
мысла а длиннее. Тем не менее на практике при точных взвешиваниях 
предпочитают весы с короткими коромыслами. Причиной этого служит 
то обстоятельство, что точное взвешивание производится не непосред
ственным наблюдением положения равновесия весов, которое в хороших 
весах наступает только после очень продолжительных качаний, а наблю
дением самих качаний; а для того, чтобы сделать период качаний 
малым, необходимо (как увидим в следующей главе) делать плечи коро
мысла короче. Проигрывая, таким образом, в чувствительности весов, мы 
зато выигрываем в быстроте взвешивания, что бывает часто более необ
ходимым для получения точных результатов.

42. Балка на двух опорах. Дана балка (или мост), лежащая на двух 
опорах А я В  (рис. 23), на балке лежит груз Р, расстояния которого от 
опор мы обозначим через а  и Ь. Сумма

а-{-Ь  =  1

равна расстоянию между опорами. Эго — так называемый „пролет“ балки. 
Для определения реакций опор Ra и Rb напишем первое уравнение рав
новесия:

- R a + P - R b= 0 ,

и прибавим к нему уравнение моментов, которое мы можем составлять 
вокруг любой оси (в данном случае — вокоуг любой точки плоскости 
сил R  и Р). Выберем для составления моментов ось, проходящую через 
правую опору В\ тогда реакция этой опоры не войдет в уравнение:

Ra (а +  6) — />£ =  0.

Из этого уравнения непосредственно определяется реакция опоры А, 
а затем из первого уравнения определяется реакция опоры В:
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Ra

!

1ь

Если бы мы составили уравнение моментов вокруг оси А или оси С, 
то получили бы:

—  Rb (а  Н~ “Ь —  о»
Raa —  R bb =  0.

Любые два из написанных уравнений могут служить для решения 
задачи. Кроме реакций опор (внешние силы), обыкновенно интересуются

также и внутренними силами, дейст
вующими в каждом сечении балки и 
сопротивляющимися изгибу или из-

___________________________ 1 лому балки. Но внутренние силы
г — а ---- ^ ---------b Н всегда действуют попарно, причем в

А  I * А  каждой паре силы равны и проти-
А  т. В воположны, а потому на равновесие

£ тела, рассматриваемое как нечто це
лое, они никакого влияния оказывать 

R<l не могут и в наши уравнения рав-
|  новесия они не входят, и опреде-
' U лить их из этих уравнений нельзя. Но

можно обойти эго затруднение сле
дующим искусственным приемом. Пред
ставим себе, что балка отрезана в рас
стоянии х  от левой опоры А (рис. 24) 
и вся правая часть балки удалена. Для 
того чтобы оставшаяся левая часть 
балки тем не менее оставалась в равно
весии, необходимо, чтобы в сечении 
D  действовал некоторый момент сил Мх 
(некоторая пара сил), уразновешива- 
ющий момент оставшихся сил вокруг 
точки этого сечения, и мы можем на
писать:

—х —-

А

а-х\ . ------- Ь---------

В

Рис. 23, 24, 25. 
Балка на двух опорах.

Rax = M x.

Как видим, указанный нами искусственный прием состоит в' том, что 
мысленно удаляют часть твердого тела, находящегося в равновесии, и 
таким образом превращают некоторые из прежних внутренних сил в 
силы внешние по отношению к оставшейся части тела.

Определенный таким образом момент Мх будет представлять мом: нт 
внутренних сил, действующих в том сечении балки, где мы произвели раз
рез. Что касается до распределения самих сил по сечению, то он не 
может быть определен здесь: для этого необходимо прибегнуть к теории 
упругости.

Если бы мы, отсекая балку в точке Д  представили себе удаленной 
не ее правую часть, а левую (рис. 25), то получили бы уравнение 
моментов внутренних сил сечения:

M „ =  P (a  —  x) — R p(l — x ) =  — M!l).
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Нетрудно видеть, что оба полученных нами момента, действующих в 
сечении балки, равны и противоположны (предоставляем читателю самому 
проверить это), как это и должно быть (внутренние моменты упругих 
сил всегда действуют попарно).

Совершенно таким же образом мы могли бы определить внутренние 
моменты упругих сил и в других сечениях балки.

43. Линия мс&ентов внутренних сил. Если мы таким образом вычислим 
моменты сил для различных сечений балки и отложим их величины в 
подходящем масштабе на рисунке над соответствующим сечением балки, 
то мы получим некоторую линию, позволяющую судить о том, как рас
пределены моменты сил упругости в различных сечениях балки. В рас
смотренном нами в предыдущем параграфе случае, когда нагрузка балки 
состоит из одного груза Р, мы получаем для линии моментов два урав
нения: для сечений слева от груза Мх =  Р ак; для сечений справа от 
груза Mx =  Rax  — Р (х  —  а).

Следовательно, в данном случае- 
линия моментов будет состоять из 
двух прямых линий, пересекающихся 
над грузом (рис. 26). На опорах, если 
балка лежит на них свободно и не за
делана в стены, момент должен быть 
равным нудю. Если бы мы положили Рис< 26. Линии моментов при со- 
на балку несколько грузов на различ- средоточенном грузе,
ных расстояниях от опор, то для момен
тов Мх получили бы ломаную линию с изломом над каждым грузом. 
Предлагаем читателю самому разобрать какой-либо случай распределения 
нагрузки.

Для выбора балки достаточной прочности или для проверки прочно
сти уже выбранной балки очень важно знать, где действуют максималь
ные моменты и какова их величина. В рассмотренном нами примере наи
больший момент будет под грузом Р, и величина этого момента будет 
равна (х =  а):

ab
Mm ax = ^ aa =  -Y P ‘

Наконец, в случае подвижной нагрузки (например, при движении 
поезда по мосту) необходимо знать, как изменяются моменты сил в раз
личных сечениях балки при различных положениях гр\за на балке во 
время его движения. Размеры сечения балки рассчитываются, ко'нечно, 
по наибольшей возможной нагрузке, и притом при таком положении 
этой нагрузки, которое образует наибольшие моменты.

В рассмотренном нами простом примере нагрузки, состоящей из 
одного груза Р, нетрудно определить наибольший возможный момент сил 
при движении груза вдоль балки. Мы уже выяснили, что наибольший 
момент всегда получается в сечении под самим грузом и величина этого 
момента равна:

ab a U — а)
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Остается теперь определить такое значение а  (положение груза), при 
котором эта величина имеет максимальное значение. На основании общих 
правил определения максимума имеем:

£ ( г
Ъ а ~  Г 1'

2 а 0;
а  =  2 '•

Следовательно, наибольший момент мы получаем, когда груз нахо
дится посредине балки, и величина этого наибольшего момента равна:

1
М ■ -Р1.

По этой величине момента и рассчитывается сечение балки. Анало
гично ведется расчет и в других случаях, когда число подвижных грузов 
на балке более одного (движущийся поезд).

44. Сплошная нагрузка. Разберем еще случай, когда нагрузка на 
балке состоит не из отдельных грузов, а распределена сплошным образом. 
В таких случаях полезно ввести понятие о плотности нагрузки р ; эта

величина показывает нам величину на
грузки, отнесенной к единице длины (см) 
балки вблизи рассматриваемого сечения 
балки. Следовательно, если мы возь
мем у этого сечения длину dx, то по
лучим груз р  • dx. Величина р  для раз
личных сечений может быть различна; 
если же нагрузка равномерно распре
делена по балке, то величина р для 

всей балки одна и та же, и полная нагрузка балки будет равна pi.
На рис. 27 графически изображен более общий случай, когда плот

ность нагрузки над различными точками балки различна. Полная нагрузка 
балки определится формулой:

Рис. 27. Сплошная нагрузка.

' = ^ P - d x  =  Ra +  *ь-

Эта величина должна равняться сумме реакций обеих опор. Однако 
для определения этих реакций необходимо прибегнуть к уравнению момен
тов, которое можно написать следующим образом. Сила, действующая 
на элемент длины балки dx, равна р. dx, и если рассматриваемое нами 
сечение отстоит от левой опоры на расстоянии х, то момент этой силы 
вокруг опоры А или опоры В  будет равен соответственно:

рх  • dx; р(1 — х) • dx.

Момент всей нагрузки вокруг этих опор будет выражаться формулами:
i 1

Ма — ̂ p - x - d x ;  Мь =  —  j *р  (I — x)-dx. 
е е
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Пользуясь этими формулами, мы можем написать уравнение моментов 
вокруг опоры А и В в следующем гиде:

Ma ~ R bl =  0, Mb +  Ra l =  0.
Отсюда и определяются сопротивления опор.

Совершенно таким же образом определяется момент сил вокруг ка
кого-либо сечения балки, отстоящего от левой опоры на расстоянии а:

М р • (а — х) • dx.

Эта формула определяет момент упругих сил, действующих в рас
сматриваемом сечении. По тем же формулам определяются и моменты 
подвижной нагрузки.

45. Равномерная нагрузка. На практике нагрузка часто бывает распре
делена равномерно по длине балки; примером такой равномер ой нагрузки 
может служить собственный вес балки, ес ш только балка по всей своей 
длине имеет одинаковое сечение. Для равномерной нагрузки формулы 
предыдущего параграфа дают:

ЛГ
1

p l\ М ь =  -
1

РЪ

=  Ъ ;Ph

М-. pa (I — а).

Линии нагрузки Р  и моментов М (парабола) изображены на рис. 28. 
Впрочем этот простой случай рав- р ^

номерной нагрузки можно решить и 
непосредственно,' независимо от общих 
формул. Так как полная нагрузка балки Р 
равна pi, то сопротивление каждой

опоры равно — pi. Момент равномер-

й 8

Рис. 28. Равномерная нагрузка

ной нагрузки вокруг какого-либо сече
ния а мы можем заменить моментом 
равнодействующей этой части нагруз
ки, а равнодействующая будет нахо

диться на середине в точке х  — . Итак, уравнение моментов для се

чения а напишется так:

M = j Pl-a 1 1 п s— р а-а  =  — ра (1 — а).

Нетрудно видеть, что наибольший момент будет приходиться посредине 
балки при

I
й = т
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и будет равен

М ^ = ‘ ^ Р ‘г = ‘ Г Р1'

где Р  означает всю нагрузку балки.
Из сопоставления этой формулы с формулой для сосредоточенного 

груза

М =  ] - Р 1  
4

мы видим, что если распределить этот груз равномерно по всей балке, 
то наибольший момент вокруг срединного сечения балки сделается вдвое

меньше. Равномерная нагрузка более 
благоприятна для прочности балки.

46. Фермы. Фермой называется си
стема стержней, скрепленных своими 
концами (рис. 29.). Если скрепле
ния оставляют стержням свободу вра
щаться вокруг места соединения 
двух стержней (болтовые соединения), 
то стержни фермы должны непремен
но образовывать треугольники. Четы

рехугольник, или вообще многоугольник, не может оставаться при любой 
нагрузке в равновесии, если его стороны скреплены болтами; только 
треугольник сохраняет свою форму при любой нагрузке; поэтому фермы 
и состоят из системы треугольников. Фермы употребляются большей 
частью в железных сооружениях: мостах, стропилах, башнях, кранах 
и т. п. Расчеты подобных ферм подробно разбираются в специальных 
руководствах, и мы ограничимся здесь только указанием, каким образом 
в них применяются уравнения равновесия твердого тела.

Сопротивления опор определяются совершенно так же, как и в сплош
ной балке, потому что уравнения равнове
сия твердого тела не зависят от того, име
ются ли в теле пустоты, или оно представ
ляет собой сплошное тело. Для определения 
сил, действующих на отдельные стержни, 
составляющие ферму, мы можем применить 
тот же метод, который мы применяли для ^
определения моментов внутренних сил в Рис. 30. Определение сил 
сплошной балке. Разрежем мысленно ферму в ферме,
по линии DE  и представим себе правую (или
левую) часть фермы удаленной. Обозначим силы, действующие з разре
занных стержнях (рис. 50) через Fv F v F3. Составим уравнение моментов 
всех оставшихся сил, причем за ось моментов возьмем линию, пер
пендикулярную к рис. 30 проходящую через точку С, в которой 
перееекаются силы F2 и F 2. При таком выборе оси, силы F1 и Д 
не дадут момента, и у нас в уравнении моментов останется только 
одно незвестное /%.

Raa — Fsh =  Q.
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Из этого уравнения и определяется сила, действующая на стержень тп. 
Если мы получим для F3 положительное значение, то это будет означать, 
что стержень т п  подвержен растяжению (ср. рис. 30); в противном 
случае рассматриваемый стержень подвержен сжатию. Совершенно таким же 
приемом определяются силы и в других стержнях.

Если нагрузка фермы дана, то в одних стержнях мы получим растя
жение, тогда как в других стержнях можем получить сжатие. Если 
нагрузка изменяется (подвижная), то в одном и том же стержне усилия 
могут изменяться и переходить из растяжения в сжатие и наоборот. При 
проектировании ферм важно знать не только максимально возможное 
усилие во всех стержнях, но также каково оно, растяжение илй сжатие, 
потому что от этого зависит выбор конструкции самого стержня.

47. Статически неопределимые системы. Мы рассматривали равновесие 
балки, лежащей на двух опорах, однако очень часто балки, мосты, рельсы 
лежат на нескольких опорах.
В подобных случаях прин
ципы, положенные в основу 
механики твердого тела, ока
зываются недостаточными для 
определения реакции опор, 
как это мы сейчас покажем.

Пусть дана балка на трех 
опорах А, В, С (рис. 31) с 
двумя пролетами /j и lv 
причем на пролете 1Л помещен груз Р  в расстоянии а  от первой опоры А. 
Первое условие равновесия напишется так:

- R . + P - R , - R C=<S

Что же касается до уравнения моментов, то мы его напишем в трех 
видах, взяв за оси моментов А, В  и С:

Р а  —  Р Ь 11 —  ( l i  -К) =  ° ;

я < Л - ^ 1 - д ) + * Л = о ;
Р а +  Q  ~~ Р  V1 +  12 —  а) Рь12 =  °*

Однако написанные нами уравнения не независимы друг от друга; 
независимых уравнений мы можем получить только два, а этого недоста
точно для определения трех неизвестных Ra, Rb. Rc. Таким образом 
реакции опор оказываются неопределенными. А между тем на самом деле, 
т. е. в действительности опоры оказывают вполне определенные реак
ции. Очевидно, в написанных нами уравнениях и в принципах, на кото
рых они основаны, чего-то не хватает. Все дело в том, что мы предпо» 
лагаем и балку и опоры абсолютно твердыми, а между тем на самом 
деле балка под действием сил сгибается, а опоры более или менее опу
скаются. Величина сил реакций будет зависеть и от упругих свойств 
балки и от степени опускания опор. Если бы мы приняли все это во 
внима' ие, т. е. прибегли бы к теории упругости, то получили бы третье, 
недостающее нам уравнение, и величины реакций опор стали бы вполне 
определенными. Для того чтобы до некоторой степени уяснить себе,

*Ь
>

г

---------- -----------► 1** i 2 “ *■

А Р В С
Рис. 31. Балка на трех опорах.

Ч,
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каким образом упругие свойства опор могут влиять на их реакции, нам 
достаточно рассмотреть два крайних случая.

Представим себе, что опоры А и В  достаточно твердые, между тем 
как третья опора сдает при малейшем давлении; в таком случае балка 
обопрется на опоры А и В  и третья опора окажетса излишней. Уравне- 
нения моментов дают (при /?с =  0):

/, —  а а
* Ь = Т Р ' R‘  =  °-

Теперь предположим другой крайний случай, когда средняя опора 
легко сдает, в то время как балка почти не сгибается. В таком случае 
балка ляжет на две крайних опоры А и С и сопротивление опоры В 
будет настолько ничтожно, что им можно пренебречь в уравнении равно
весия. Тогда мы получим (при R b =  Q):

1г Н~ 1ч — а р.

На самом же деле произойдет нечто среднее между этими двумя 
крайними случаями, и реакции опор будут иметь значения, лежащие 
между теми крайними значениями, которые мы определили. Чем жестче 
опора В, тем больше будет на нее опираться балка и тем больше будет Rb. 
Наоборот, чем жестче сама балка и чем мягче опора В , тем меньше 
будет R b.

Если опоры А, В, С не лежат на одной прямой (например, столик на 
трех ножках), то неопределенность пропадает. Предлагаем читателю самому 
убедиться в этом и выяснить, почему это так. При четырех опорах задача 
всегда будет неопределенна, как бы ни были расположены эти опоры; 
это ясно уже из того, что положение твердого тела вполне определяется 
положением трех  его точек.

Аналогичную неопределенность мы получим при расчете фермы, в кото
рой вставлены добавочные стержни; например, если на рис. 29 прибавить 
стержень kl.

Все эти и им подобные случаи называются статически неопределимыми.
Слово статически здесь указывает на законы равновесия (статику) 

абсолютно твердого тела. Для упругого тела прибавляются новые урав
нения, и определение неизвестных сил делается вполне возможным.

48. Устойчивость тяжелого твердого тела. Мы видели (стр. 45, 38), что 
твердое тело, помещенное в поле тяготения, испытывает не только неко
торую силу, стремящуюся сообщить ему поступательное движение, но 
также и момент сил, стремящийся повернуть тело. Поэтому, если мы 
желаем закрепить тело в неподвижном состоянии, то должны и реакции 
устроить так, чтобы они образовали силы и моменты сил, равные и 
противоположные действию поля.

Нам достаточно здесь рассмотреть действие поля на твердые тела 
небольших размеров и предполагать поле тяготения однородным; тогда 
моменты сил пропадают и на тело действует только равнодействую
щая поля, приложенная к его центру инерции (который совпадает 
С центром сил тяжести). А в таком случае к твердому телу вполне
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Цилиндр на плоскости.

применимы те правила, к которым мы пришли, изучая равновесие мате
риальной точки (ч. II стр. 219, 144), и мы можем здесь их не повторять.

Остановимся только на следующем примере. Круговой цилиндр (или 
диск) положен на горизонтальную плоскость. Если центр тяжести цилиндра 
приходится на его оси (это будет иметь место в тех случаях, когда 
материал цилиндра симметрично 
расположен вокруг его оси), то при 
качении в ту или другую сто
рону высота центра тяжести 
над горизонтальною плоскостью 
будет оставаться неизменной, а 
следовательно, и потенциальная 
энергия цилиндра в поле тяго
тения тоже изменяться не будет.
Такое равновесие называется без
различным.

Если же центр тяжести цилиндра приходится вне его оси, тогда, 
вообще говоря, сила тяжести будет образовывать некоторый момент вокруг 
линии касания цилиндра на плоскости и цилиндр не будет в равновесии. 
Только в тех случаях когда центр тяжести будет находиться вертикально 
над линией касания, момент сил будет равен нулю и цилиндр будет в 
равновесии. Однако тут могут быть два разных случая. Если центр тяже
сти помещается выше оси (рис. 32), то при качении он будет понижаться, 
потенциальная энергия будет уменьшаться; это положение будет неустой
чивым и цилиндр, выведенный из положения равновесия, покатится дальше. 
Напротив того, если центр тяжести будет находиться ниже оси (рис. 33) 
цилиндра, то при качении в ту или другую сторону он будет повы
шаться, потенциальная энергия будет увеличиваться. Отсюда заключаем, 
что потенциальная энергия находилась в минимуме и равновесие было 
устойчивым. Цилиндр, выведенный из положения равновесия, будет стре
миться возвратиться к нему, а предоставленный самому себе, он будет 
качаться около положения устойчивого равновесия, пока силы трения 
не поглотят всю энергию качания.

Приведенный пример, несмотря на свою простоту, служит прекрасной 
иллюстрацией к общим принципам, изложенным нами в ч. II, стр. 219. 144. 
Кроме того, мы имеем здесь пример, когда центр тяжести находит ся

над точкой опоры и тем не менее поло
жение оказывается устойчивым. Этому не 
следует удивляться, так как устойчивость 
или неустойчивость равновесия не определя
ется одним положением центра тяжести от
носительно точки опоры, а необходимо еще 
знать, каковы условия в положениях, сосед
них с равновесием. Но это вполне соот
ветствует тому, что необходимо знать для 
определения минимума или максимума потен
циальной энергии.

49. Степень устойчивости. В технике принято характеризовать степень 
устойчивости твердого тела величиной той работы, которую нужно затра

Рис. 34. Призма на плоскости.
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тить, чтобы перевести тело из рассматриваемого устойчивого положения 
в ближайшее неустойчивое положение.

Определим степень устойчивости однородной прямоугольной призмы 
со сторонами а ,Ь ,с  (рис. 34). Центр тяжести этой призмы, очевидно, на
ходится на середине ее высоты а. Поставленная на горизонтальную пло
скость эта призма будет в устойчивом положении. Но если мы наклоним 
призму, повернув ее вокруг одного из ее ребер, например с, то на этом 
ребре она будет в неустойчивом положении. При этом центр тяжести 
будет находиться над ребром на высоте, определяемой уравнением:

Если мы обозначим вес призмы через Q, то работа, затраченная на

Эта величина и будет характеризовать степень устойчивости призмы на 
горизонтальной плоскости.

Нетрудно сообразить, что ближайшего неустойчивого положения мы 
достигнем, если будем наклонять призму вокруг более длинного ребра а; 
это видно также и из нашей формулы для степени неустойчивости.

Для равносторонней призмы, х. е. для однородного куба, мы полу
чим {а =  Ь — с):

Для цилиндра, лежащего на горизонтальной плоскости (рис. 33), при 
весе его Q и при расстоянии центра тяжести от оси равной а  мы полу
чаем степень устойчивости:

50. Влияние трения. Во всех предыдущих примерах мы предполагали 
реакции опор перпендикулярными к плоскости опор, т. е. предполагали, 
что опоры совершенно гладкие и без трения. Обычно одна из опор моста 
устраивается на катках для того, чтобы мост мог свободно изменять 
свою длину под влиянием температуры; при таком устройстве трение 
ничтожно по сравнению с реакцией. Если же опоры обладают трением, 
то их реакция уже не будет нормальна к плоскости соприкосновения, и 
условия равновесия могут измениться.

Самый простой случай мы имеем, когда тело лежит на наклонной 
плоскости (рис. 35). Разложим вес тела Q на две составляющие: одну 
возьмем нормально к плоскости, а другую параллельно плоскости:

U = 2 Q a .

Q- cos a; Q-sina-
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Вторая составляющая будет стремиться сдвинуть тело вниз по плоскости, 
в то время как первая составляющая будет прижимать тело к плоскости; 
вследствие этого возникнет сила трения, пропорциональная этому давлению:

/ ? = / •  Q c o s  а.

Тело не будет двигаться с места, пока 
Q -sina < [ / •  Q -cosa

т. е. пока

tg « < / •

Как видим, условие равновесия совсем не за
висит от веса тела, а зависит от угла наклона 
чины коэфициента трения /  тела о плоскость. Если мы постепенно бу
дем увеличивать уклон плоскости до тех пор, пока тело не начнет сколь
зить вниз по плоскости, то получим условие:

t g a — / •

Таким способом можно определить коэфициент трения /  опытным 
путем. Однако надо иметь в виду, что трение скольжения в начале дви
жения всегда несколько больше чем во время движения, а потому указан
ный способ определения коэфициента / н е  может дать точных результатов.

51. Равновесие сыпучего тела. Если мы рассмотрим ближе кучку 
песка, то она нам представится в виде груды песчинок разнообразной 
формы, лежащих друг на друге в самых разнообразных положениях, 
подобно груде камней; отдельные песчинки удерживаются в равновесии 
частью выступами ниже лежащих песчинок, частью силою трения между 
песчинками. Таким образом поверхность песка образует выступы и впа
дины весьма неправильной формы, зависящей от случайного расположения 
песчинок. Однако, если нас интересует не положение отдельных песчи
нок, а общая форма, которую принимает сыпучее тело при равновесии, 
то мы можем заменить действительную неровную поверхность сыпучего 
тела некоторой средней поверхностью и объяснить наклон этой средней 
поверхности к горизонту трением песчинок об эту поверхность. Чем 
меньше размеры песчинок, тем ближе будет наше предположение к дей
ствительности. Такой прием, —  замена действительного неоднородного тела 
некоторым воображаемым однородным телом, —  часто применяется в тео
ретической физике для того, чтобы сделать наблюдаемые явления доступ
ными расчету. Например, в механике мы принимаем твердые, жидкие и 
газообразные тела за сплошные, а между тем мы знаем, что они состоят 
из молекул, находящихся в движении.

Итак, мы будем принимать сыпучие тела, каковы сухой песок, сухая 
земля, различного рода зерно, насыпанное в мешках или закромах, тоже 
за сплошные тела, отдельные материальные точки которых (в отличие от 
твердых тел) могут передвигаться друг относительно друга, причем сопри
касающиеся частички действуют друг на друга с силой трения, законы 
которого те же, что и для твердых тел (см. ч. II стр. 50, 35).

Рис. 35. Призма на на
клонной плоскости.

плоскости а и от вели-
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Приняв это, нам нетрудно написать условие, которое должно быть 
соблюдено для того, чтобы какая-либо частица песка (песчинка) т  
(рис. 36) могла лежать на поверхности АВ  сыпучего тела. Применяя 
результаты предыдущего параграфа, мы можем написать это условие

в виде неравенства:

t g a < / ,

где а  означает угол, образуемый проведенной 
нами средней поверхностью АВ  с горизонтом 
АА, а /  —  средний коэфициент трения песчинок 
друг о друга. В этот коэфициент уже включено 
и действительное трение песчинок, и влияние 

Рис. 36. Естественный откос, неоднородности и шероховатости сыпучего тела.
Так как написанное условие имеет силу для 

любой песчинки (любой материальной точки), лежащей на поверхности 
песка, то оно применимо и к самой поверхности. Итак, поверхность сы
пучего тела под действием силы тяжести может принимать различные 
формы при условии, что

tg а < /

Коэфициент /  можно определить непосредственно из опыта. Если дать 
песку высыпаться из какого-либо отверстия (как в песочных часах) на 
горизонтальную плоскость, то образуется конус песка, образующие кото
рого наклонены к горизонту под углом а0, причем

tg a 0= f .

Эго объясняется просто тем, что все песчинки, образующие случайно 
углы большие а0 (вообще говоря) не смогут оставаться на поверхности, 
а будут скатываться вниз. Так как этот угол а0 образуется сам собою 
при всяком рассыпании сыпучего тела, то его называют углом естест
венного откоса. Вот несколько примеров углов естественного откоса:

сухой песок а0 =  3 0 ° -г-35°; tg а0 —  0,58 -ч- 0,70, 
сухая земля а0 =  3 5 °-^ -4 0 ° tg а0 =  0 ,70-4-0,84.

Мы можем, следовательно, сказать, что угол естественного откоса а0

8
наибольший угол, который еще возможен 
для данного сыпучего тела. Поэтому, ко
гда желают иметь еще больший уклон по
верхности в сыпучем теле, то устраивают 
так называемые подпорные стенки (рис. 37).
При расчете прочности и устойчивости 
подобной подпорной стенки принимают, 
что вся масса земли, находящаяся выше 
плоскости естественного откоса (клин ABD  
на рис. 37), не может держаться сама, а долж
на удерживаться стенкой. Подпорная стенка должна быть рассчитана, во- 
первых, на прочность самого материала стенки, затем на сопротивление 
сдвигу по направлению A F  и, наконец, на сопротивление опрокидыванию 
(момент сил вокруг ребра стенки Е). При подобных расчетах можно

Рис. 37. Подпорная стенка.
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также принять во внимание, что опрокидыванию сопротивляется не только 
момент веса самой стенки вокруг ребра Е, но также и трение между вну
тренней поверхностью стенки AD и сыпучим телом. Подробности этих 
расчетов можно найти в специальной технической литературе.

Образованием сыпучими телами естественных откосов объясняется 
целый ряд явлений, отличающих сыпучие тела от жидкостей даже и 
в том случае, если жидкость обладает большим внутренним трением. Так, 
например, пусть на дне закрома (рис. 38), в котором насыпано зерно, 
имеется отверстие А, служащее для ссыпки зерна из закрома. Достаточно 
установить под отверстием небольшую площадку тп , чтобы остановить 
высыпание зерна из закрома. Сперва зерно будет высыпаться на площадку, 
образуя конус естественного откоса; но как только вершина этого 
конуса достигнет отверстия закрома, то дальнейшее высыпание зерна из 
закрома совершенно прекратится, независимо от высоты зерна в зак
роме. На этом примере мы ясно видим, что равновесие сыпучих тел 
существенно отличается от равновесия жидкости, даже и в том случае, 

когда жидкость обладает большим внутренним тре
нием.

52. Равновесие гиб- Тг
кой нити. Представим 
себе цепь, состоящую т
T J O  i t  c t n n v r s  n n n l  -ГТТОГЧ “ 'Г

Рие. 38. Зерно з за
кроме.

Рис. 39. Равновесие звеньев 
цепи.

из целого ряда твер
дых звеньев, соединен
ных друг с другом 
шарнирами, которые 
не позволяют двум со
седним звеньям расхо

диться, но оставляют им полную свободу поворачиваться вокруг точки 
соединения. В обыкновенных цепях шарниры образованы самими звеньями 
(кольцами), но иногда, как, например, в висячих мостах и стропилах, 
шарниры образованы особыми болтами, вложенными в отверстия двух 
соседних звеньев. На каждый такой шарнир (рис. 39) будут действовать 
следующие силы. Во-первых, натяжения— Тг и -]- Т2 *) соседних звеньев 
и, кроме того, некоторая нагрузка Р. Для равновесия шарнира необхо
димо, чтобы

т * - т 1 +  р = о .
Подобные же уравнения мы можем написать для каждого шарнира 

цепи и, имея достаточное число уравнений, рассчитать реакции опор, 
где заделаны концы цепи, и усилия во всех звеньях, образующих цепь. 
Однако мы не будем на этом останавливаться, а считаем более интерес
ным и более важным перейти сейчас же к случаю гибкой, нерастяжи
мой nunfu.

Гибкую, нерастяжимую нить (например мягкую проволку) мы тоже можем 
рассматривать как цепь, состоящую из бесконечного числа элементарных 
звеньев, и для каждого такого звена написать уравнение равновесия,

*) Мы предполагаем, что идем вдоль цепи слева направо, и в том же направ
лении считаем натяжение Т положительным.
5 Теорвтич. физика ч. III.
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аналогичное тому, которое мы написали выше. Но так как звенья нити 
бесконечно малы, то и разность натяжений в двух соседних участках 
(рис. 40) нити тоже будут бесконечно мала. Мы получим в этом 
случае:

т! - т 1= а т = ^ л .

Рис. 40- Цепная линия

Кроме того, мы примем, что силы Р, приложенные к нити, не сосре
доточены в отдельных ее точках, а распределены непрерывным образом 
по длине нити. Если мы обозначим нагрузку единицы длины нити че
рез р, то сила, приложенная к элементу нити ds, будет равна

р -ds.

Поою этого условие равнове
сия элемента ds нити примет та
кую форму:

г 7 г + » “ ° -

Это уравнение и будет нам 
служить исходным пунктом в даль
нейшем. Однако прежде чем пе
рейти к применению этого урав

нения к частным случаям, полезно сделать одно преобразование общего 
характера. Предположим, что силы, действующие на нить, имеют по
тенциал и что нагрузку р, которая для различных точек нити может 
быть различной величины и различного направления, можно представить 
в виде частной производной от некоторой (скалярной) функции U:

Величина U  будет тоже своего рода потенциал сил, действующих 
на нить, но потенциал этот отнесен к единице длины нити. Введя эту 
величину в уравнение равновесия, мы получаем:

 ̂ у   S
5s 55

и следовательно:
Т = и + С .

При выборе соотвествующего начала для счета потенциалов, мы можем 
написать:

т=и.
Итак, при равновесии нити натяжение ее з любой точке равно потен

циалу сил, приложенных к нити и отнесенных к единице длины нити.
Как пример применения этой теоремы, предположим, что к нити 

приложены силы, направление которых в каждой точке нити перпенди■



\

кулярно к соответствующему элементу длины нити ds; нить представляет, 
таким образом, эквипотенциальную линию поая сил, действующих на нить. 
В таком случае U » const и Тша const: натяжение нити по всей ее 
длине одно и то же.

53. Равновесие нити под действием собственного веса. Мы получили 
для равновесия нити векторное уравнение

А г + р - о .

Если на нить действует только ее собственный вес, то нить будет ви
сеть в вертикальной плоскости. Возьмем в этой плоскости прямоугольную 
систему координат и направим ось ОХ  горизонтально, а ось OY верти
кально вверх (рис. 40). Наше векторное уравнение распадается на два ска
лярных уравнения:

f c ^ + A ^ O ;  ys TyJr P y =
' . S'iyZ'-'' (А 7 .С. -'X' / ■ "У

Проекции натяжения нити Т на оси координат Жы можем представить 
в таком виде:

Тх —  Т -c o s (Т-Х ) —  Т ; Tv =  T-sin(TX) =  T ~ .

Так как внешние силы вертикальны (рх =  0; ру — — р), то уравне
ния принимают вид:
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Интегралы этих уравнений будут:

тх =  т ^  const = р а ;

Первое из этих уравнений показывает, что горизонтальная проекция 
натяжения нити по всей длине одна и та же. Для симметрии со вторым 
уравнением мы положили эту постоянную интеграции пропорциональной 
нагрузке р, но самый кффициент пропорциональности а  мы оставляем 
пока неопределенным; он зависит от условий задачи: от длины нити, от 
расстояния между опорами и т. п.

Во втором уравнении мы можем положить постоянную интеграции С 
равной нулю. Это означает, что мы будем считать начало нити s — 0 
в той ее точке, где Ту =  0, т. е. в той точке, где нить горизонтальна; 
очевидно, это будет нижайшая точка нити. Итак, мы получили два урав
нения:

Тх = р а ]  Ty^ p s .

Натяжение Т во всякой точке нити совпадает с направлением каса
тельной к линии нити; поэтому мы получим величину тангенса угла 
5*
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наклонения этой касательной к горизонту, если разделим второе уравнение 
на первое:.

s
я

Из этого уравнения мы уже можем получить некоторое понятие о фор
ме, которую принимает линия нити под действием ее собственного веса. 
В нижайшей точке (s =  0; а =  0) нить горизонтальна, а затем ее наклон 
к горизонту все увеличивается (рис. 40), причем тангенс угла наклоне
ния касательной к горизонту пропорционален длине нити от нижайшей 
точки до рассматриваемой. Этим свойством обладает та̂ к называемая цеп
ная линия.

Для того чтобы получить уравнение линии нити, мы можем посту
пить» следующим образом. Возведем вышенаписанное уравнение в квадрат 
и прибавим к обеим частям его единицу. Приняв во внимание, что

(.dxY-\-{dyY =  {d s)\
мы получаем:

(is _ j / a 2- j- s 2 _ / _ ds
1 х ~  a  ’ V a  / У"a2 s2 ’

Это уравнение при интеграции дает:

х_ _ _ . s-]-Va2-\-s2
а  а

Постоянную интеграции мы приняли равной нулю, приняв, что при 
S —  0 (т. е. для нижайшей точки нити), лг — 0.

Теперь-мы произведем ту же самую операцию с уравнением, обратным 
вышенаписанному; тогда получаем:

d s __j / я 2 - j - s2 .
dy s

у =  У  a 2- j- s2.

И здесь мы положили постоянную интеграции равной нулю и имеем 
при s  =  0, у  — а. Выбранные нами постоянные интеграции соответствуют 
положению осей координат, которое изображено на рис. 40.

Мы получили, таким образом, уравнение линии нити в параметричес
кой форме, причем параметром служит длина нити s, считаемая от ее 
нижайшей точки. Для того чтобы получить уравнение в обычной форме, 
мы должны исключить параметр из наших двух уравнений. В результате 
получаем:

y = ^ ( e ^  +  e - ^ )  =  a.ch- 1 ^ )

Это есть уравнение цепной линии. Название „цепная“ эта линия полу
чила именно по той причине, что такую форму принимает цепь (или гиб
кая нить), висящая на двух опорах, под действием собственного веса.
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Заслуживает некоторого интереса кривизна цепной линии. Предостав
ляем читателю проверить формулу для радиуса кривизны:

d2y  
dx2

1 ds 
a  dx

У  a2 -\-s2 
: — za— : Р =а 2

+ {fx)
d2y 
dx2

a2 - j- s2

Наименьший радиус кривизны будет в нижайшей точке нити (s —  0):

Р min =  а -

Наша задача еще не доведена до конца: у нас осталась неопределен
ной величина а. Эта постоянная интеграции может быть определена только 
из так называемых пограничных условий. Так, например, если нам дана 
длина у нити и провес ее / ,  т. е. разность между ординатами опоры и 
нижайшей точкой нити, то из уравнения:

у =  /  а =  У  a2 -j-s2

можно определить а. По известному а  вычисляются затем и все осталь
ные величины, входящие в приведенные выше уравнения.

54. Упрощение задачи. На практике, однако, большею частью бывает: 
дано расстояние между опорами I и возможный провес проволоки 
а в таком случае приходится определять постоянное а из трансцендентного 
уравнения цепной линии, что представляет значительные неудобства. Но 
в тех случаях, когда провес проволоки невелик по сравнению с расстоя
ниями между опорами, можно довольствоваться приближением. Если раз
ложить правую часть уравнения цепной линии в ряд по степеням вели-

л:
чины — 

а
и ограничиться вторыми степенями, то получим:

- ' + * = | [ ( ‘ + Щ + ^ ) + М  +
X2

2а2

или (приняв начало координат в нижайшей точке кривой):

г х2
 ̂ 2а

Это есть уравнение параболы, из которого можно определить а  без 
особых затруднений. '

Положим, например, что нам даны расстояние между опорами I и 
допустимый провес проволоки /. Пусть опоры находятся на одинаковой 
высоте от горизонта. Подставляя эти данные в написанное уравнение, 
получаем:

I Г-
х  —
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Определив значение а, вычисляем угол а, т. е. наклон линии к гори
зонту, и натяжение нити в различных ее точках:

dy х  8/
=  =  х '

Т =
p'fi
W ;

Ту — Тх tg а = р х .

Для самих опор, где х — —, мы получаем: 

Т —  — ' Т — р!
8/ ’ у

В нижней точке нити мы имеем натяжение:

Т — -- -  
х 8/  ’ Т у - о.

Не представляет особых затруднений решить подобную же задачу для 
случая, когда опоры лежат на разных высотах и т. д.

55. Линия давления в своде. Некоторое сходство с предыдущей зада
чей имеет задача: определить линию, вдоль которой действует давление

в своде. При составлении уравнения равнове
сия для цепи или для гибкой нити мы с са
мого начала приняли, что силы Т представ
ляют натяжения. Такое предположение 
вполне естественно, так как ни цепь, ни нить 
не могут выдерживать продольное сжатие, 
и если бы в исключительном случае такое 
сжатие наступило, то оно было бы чрезвы
чайно неустойчивым: при малейшем отклоне

нии сил от точно долевого направления как цепь, так и нить сейчас же 
согнутся. Тем не менее уравнения наши остаются в силе и для тех слу
чаев, когда Т представляет долевое сж ати е , и мы можем воспользо
ваться ими для решения задачи, взятой из совершенно другой области.

Представим себе сводчатое перекрытие (рис. 42); А и В  суть опоры, 
или п яти  свода, а С — вершина, или замок свода. Назначение свода 
состоит в том, чтобы передать нагрузку, находящуюся над ним, на опо
ры А и В. Для некоторых конструктивных соображений, а также для про
верки прочности и устойчивости свода, желательно знать, по каким линиям 
действует давление внутри свода при передаче веса нагрузки на опоры.

На рис. 42_у нас проведена одна из таких линий давления. Если мы 
выделим мысленно элемент, ds этой линии и обозначим через Т1, и Т2 
давления на концах этого элемента; а через Р —  нагрузку, приходящуюся 
на этот элемент, то можем написать уравнение равновесия (рис. 41; ср. 
рис. 39):

т , - т 2 +  р = о .

Рис. 41. Давление внутри 
свода.

Г



5 5 ] ЛИНИЯ ДАВЛЕНИЯ В СВОДЕ 71

При применении этого уравнения к нашему случаю мы предположим, 
что нагрузка свода вертикальна и что она равномерно распределена по 
длине I (рис. 42) пролета свода. Возьмем ось ОХ  горизонтально и ось О У 
вертикально вверх (как в предыдущих задачах), напишем проекции уравне
ния равновесия:

* т * = о;
—  сПy — p-dx.

Первое уравнение дает нам опять, 
что при вертикальной нагрузке гори
зонтальная составляющая давления вез
де одинакова (это есть одно из посто
янных интеграции наших уравнений).

Мы положим (как и в предыдущей за
даче)

Тх = р а . Рис. 42. Линия давления в своде.

Обозначив через а угол наклона касательной к горизонту, мы можем 
вертикальную составляющую давления Т выразить через Тх:

Т . - Т . * а - Т

Подставляя это выражение во второе уравнение равновесия, имеем:

а  '
d2y
dx2

Это уравнение легко интегрируется:
dy х

X2
2 а

- f  О с-(-£>.

Если мы выберем начало координат в вершине кривой, то С- 
и мы получим:

: D =  0,

t g a = ------ ;а
£2 
2 а '

Как видим, кривая давления в своде при равномерной вертикальной 
нагрузке представляет собой параболу. Что касается до постоянной а, 
то она от величины нагрузки не зависит и определяется из пограничных 
условий.

Если мы сравним наш результат для линии давления в своде с тем, 
который , мы получили для гибкой нити, то заметим следующие различия. 
Во-первых, в основных уравнениях равновесия имеется различие в знаке 
сил; это произошло от того, что в нити мы имели натяжения, тогда 
как в своде мы предполагали давления. Эга разница в знаке отразилась 
в результате тем, чго кривая нити обращена вершиной вниз, тогда как
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кривая в своде обращена вершиной вверх. Что касается самой формы 
кривой, то для нити мы получили цепную линию, тогда как для свода 
мы получили параболу. Это различие обусловлено исключительно выбором 
нагрузки: в нити мы предполагали нагрузку равномерно распределенной 
по длине нити s  (собственный вес нити), тогда как в своде мы приняли 
нагрузку равномерно распределенной по горизонтальной плоскости над 
сводом. В предыдущем параграфе мы приняли для упрощения задачи, 
что провес нити очень мал, т. е. что нить почти горизонтальна; но 
такое предположение равносильно принятию равномерно распределенной 
нагрузки по оси ОХ, оттого мы и в предыдущем параграфе получили 
в результате параболу на место цепной линии.

Иногда при расчете сводов принимают нагрузку, распределенной 
неравномерно или даже меняющейся со временем (прохождение поезда 
над сводом); в таком случае и кривая давления уже не будет параболой.

Когда кривая давления в своде определена (или когда определены все 
возможные кривые при различных, между прочим и при переменных нагруз
ках), то стараются делать разрезку камней (направлениие плоскостей 
соприкасания соседних камней) в своде так, чтобы плоскости разрезки 
были по возможности нормальны к линиям давления. Исполнить это 
условие вполне точно, конечно, невозможно, в особенности при пере
менной нагрузке, но этого и не требуется, так как соседние камни удер
живаются от соскальзывания взаимным трением и в особенности це
ментом.

Нередко и в сыпучих телах можно наблюдать образование сводиков. 
Так, например, можно взять деревянный ящик, сделать небольшое отверстие 
в его дне, и закрыв отверстие снаружи дощечкой, насыпать в ящик 
песку; затем можно осторожно отнять дощечку от отверстия, причем 
немного песку высыплется, а остальной песок будет оставаться в ящи
ке, несмотря на открытое отверстие. Это явление объясняется образова
нием над отверстием сводиков, составленных йз отдельных песчинок, 
которые и распределяют вертикальное давление песка на стенки и дно 
ящика помимо отверстия. Как и в случае сводов правильной кладки, 
о которой мы говорили выше, сводики песчинок не должны непремен
но следовать за кривыми давления, потому что и песчинки удержива
ются от соскальзывания взаимным трением.

56. Гибкая нить, намотанная на цилиндр. Рассмотрим еще один случай 
равновесия гибкой нити, когда она намотана на цилиндр, причем при
мем во внимание также силу трения нити о поверхность цилиндра. Эта 
задача имеет некоторое практическое значение. Очень часто при спуске 
тяжелых грузов, привязанных к канату, или при причаливании судов к 
пристани, наматывают канат на какое-либо неподвижно закрепленное 
бревно; благодаря силе трения каната о бревно таки?л способом удается 
удержать груз или судно сравнительно небольшою силой. Правда, канат 
не обладает такой гибкостью, какую мы предполагаем в нити, но для 
объяснения рассматриваемого явления сопротивление каната изгибу играет 
только второстепенную роль. / •

Пусть ds (рис. 43) представляет собой часть нити каната. Разность 
натяжений нити dT  на концах этого элемента будет стремиться сдвинуть 
его по поверхности цилиндра; этому будет сопротивляться сила трения
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..-нити о поверхность цилиндра. Обозначив через R t силу трения на еди
ницу длины нити, можем написать уравнение равновесия:

d T = R t-ds.

Сила трения пропорциональна нормальному давлению:

При определении величины нормального давления Rn мы можем пре
небречь незначительной разницей натяжений на концах элемента ds 
и считать R nds равнодействующей двух равных сил Т, наклоненных 
друг к другу под углом da. Тогда на основании рис. 44 можем написать:

Rnds — 2 T sin d i.

При малой величине da мы можем синус заменить дугой:
Rnds — T-da.

ds ds

Рис. 43. Канат на цилиндре. Рис. 44. Давление каната на цилиндр.

Умножаем эту величину на коэфициент трения /  и подставляем 
в уравнение равновесия. Тогда получаем:

d T = / T - d a ; Ц - = f - d a .

Это уравнение при интегрировании дает:

l g j r = f < r ,  
1 о

T = T 0lf \

Здесь Т означает натяжение того конца нити, к которому приложена 
ббльшая сила, тогда как Т0 — натяжение другого конца нити.

Положим, например, что коэфициент трения / = V *  тогда при одном 
обороте нити вокруг цилиндра (а =  2тг) отношение между Т и Т0 полу
чается равным 4,8. При тех оборотах нити это отношение оказывается 
более 100! Таким образом объясняется явление, наблюдаемое при нама
тывании каната на бревно.



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

х ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ

57. Общие замечания. Явления вращения твердого тела представляют 
громадный научный и практический интерес, но явления эти довольно 
сложны, а потому мы начнем их изучение с простейшего' случая, когда 
тело вращается вокруг неподвижной оси. Основные уравнения механики 
твердого тела (стр. 26, 20):

p =  Mvc = F ;  К =  М

в применении к этому случаю несколько упрощаются.
Во-первых, скорость движения центра инерции мс может быть выра

жена через угловую скорость вращения тела и и расстояние центра 
инерции г  от оси вращения:

v  =  [и г].

Далее, момент импульса К в общем случае выражается формулой 
(стр. 21, 17):

К =  Т/(ч).

Но если ось вращения неподвижна, то мы можем ее принять за одну 
из осей координат, например ОХ, и тогда момент импульса будет иметь 
проекциями (ср. стр. 21, 17):

Кх =  Аих] Ку —  —  Fux, Кг — —  Еих.

Наконец, если осью вращения служит одна из осей инерции тела, 
то мы имеем: ,

Кх = А и х; Ху —  0; Хг =  0.

Нетрудно видеть, что твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной 
оси, имеет только одну степень свободы. Благодаря этому в выражение 
для кинетической энергии тела войдет только одна скорость, например, 
угловая скорость вращения тела вокруг данной оси. На основании выше- 
написанных формул мы можем непосредственно написать выражение для 
кинетической энергии вращения тела:

2 Т =  MrW -\-Аи2 =  Л1 (f- - f  к2) и2.

58. Атвудова машина. Мы име ;и уже случай рассчитывать действие 
машины Атвуда (ч. II, стр. 293, 203); однако, тогда при расчете мы 
пренебрегли массой блока, через который перекинута нить с гирьками 
(рис. 45); теперь мы можем исправить эту неточность.
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Обозначим через т г и т 2 массы гирек, а через т 3 и k —  массу и 
радиус инерции блока вокруг его оси вращения О (которая проходит 
через центр инерции блока). Кинетическая энергия обеих гирек и блока 
выразится формулой:

2 Т —  ntjV^ -j- m2vj 2 m3k2u*.

Но скорости гирек равны и противоположны:

и если нить не скользит по ободу блока, то ско
рость гирек (и нити) равна скорости обода блока. 
Обозначив радиус блока через а, можем написать:

v =  иа.
Рис. 45. Машина 

Атвуда.

Приняв все это во внимание, мы можем кинетическую энергию всей 
системы выразить через скорость гирек:

На рассматриваемую систему действует сила тяжести, равная разно
сти весов обеих гирек:

F = ( m 1 — m2)g .

Напишем уравнение эффекта сил, т. е. приравняем изменение кине
тической энергии системы со временем эффекту силы:

Отсюда определяется ускорение движения гирек v, а по нему и ускоре 
ние вращения блока:

/и, — тп„

Ъ  +  щ  +  т ,  [ j
T V

Если мы сравним этот результат с тем, который мы получили раньше, 
то увидим, что инерция блока несколько замедляет движение гирек, чего 
и надо было ожидать; однако, теперь мы получили численную величину 
этого замедления.

59. Пример. Момент инерции блока атвудовой машины можно опре
делить из опыта, например следующим образом.

Задавшись определенной высотой h падения гирек, замечаем по воз
можности точно время падения соответствующее ускорение будет равно:

2 h
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Затем, прибавляя к обеим гирькам равные грузы т  и повторяя опыт 
притой же высоте паления h, опять замечаем время падения t%\ соответст-. 
вующее ускорение будет равно:

2й

Подставляя эти данные в нашу формулу, получаем два уравнения; деля 
одно уравнение на другое, причем g  и h сокращаются, мы получаем:

В это уравнение входят только отношения между массами (можно 
разделить уравнение, например, на т ) ,  которые нетрудно определить 
взвешиванием.

Радиус блока а  определяется измерением его периферии, к которой 
прилегает нить. Зная все эти величины, можем из написанного уравне
ния определить k — радиус инерции блока.

Впрочем, машина Атвуда, вообще не приспособлена к особо точным 
измерениям, а при демонстрациях на лекции стараются упростить задачу, 
чтобы сделать ее как можно более наглядной; поэтому инерцией блока 
обыкновенно пренебрегают. Для того чтобы это было возможно, делают 
блок из легкого материала (алюминия), и делают его не сплошным, а 
с большими отверстиями, в виде колеса; все это уменьшает момент инер
ции блока. С другой стороны, вес гирек выбирается побольше. При 
таких условиях инерция блока будет иметь лишь незначительное влияние 
на ускорение всей системы.

60. Физический маятник. В части II (стр. 157, 104) мы изучали 
колебания материальной точки, остающейся при движении на неизменном 
расстоянии от некоторого центра О и подверженной действию силы тя
жести. Такое движение можно реализовать, подвесив небольшой тяжелый 
шарик на тонкой нити, и такое приспособление (почему-то) принято 
называть математическим  маятциком. Если же мы имеем маятник со 
стержнем, массой которого нельзя пренебрегать при расчете, и с чече
вицей больших размеров, которую нельзя принимать за материальную 
точку, то в отличие от математического маятника, его принято называть 
физическим маятником. Мы можем обобщить этот термин и называть 
физическим маятником всякое твердое тело любой формы, подвешенное 
на горизонтальной оси, около которой оно способно качаться под дейст
вием силы тяжести. Такое тело мы имеем, например, в рычажных весах 
(стр. 50, 40) и в других измерительных приборах.

Пусть О (рис. 46) представляет точку пересечения оси качания, 
которую нужно себе представлять перпендикулярной к чертежу, с плоско
стью нашего рисунка, а С - —центр тяжести тела. При отклонении линии 
ОС— г от вертикали на некоторый угол а вес тела mg (приложенный 
к центру тяжести) образует вокруг оси О момент сил, равный mgr sin а
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Если мы обозначим через /  момент инерции тела вокруг оси О, то 
уравнение моментов напишется так:

— mgr sin a. — la .
Это уравнение отличается от уравнения математического маятника

—  g-sina =  / а

только тем, что на место длины математического маятни
ка / мы имеем теперь величину

J_
т г  "

Поэтому вся теория математичехкого маятника (ч. И, стр 157, 
104— 110) приложима и к физическому маятнику, если мы 
положим в наших прежних формулах

т г Рис. 46. Центр 
качания.

Между прочим, если мы возьмем математический маятник такой именно 
дливы, как указывает эта формула, то и период качания его будет 
одинаков с]периодом качания рассматриваемого тела. Это замечание остает
ся в силе не только для малых, но также и для больших амплитуд 
качания.

Для малых амплитуд качания (положив sin а —  а), мы получаем 
период качания тела

Г = 2„ | /
I

mrg’

Математический маятник можно рассматривать как частный случай 
физического маятника. Действительно, момент инерции I  математического 
маятника равен ml2, а расстояние г его центра тяжести от оси качания 
равно I; при этих значениях /  и г мы имеем:

т г

Итак, I представляет длину математического маятника, эквивалентного 
по своему периоду качания (изо-периодического) рассматриваемому нами 
физическому маятнику. Если мы повесим на ось О, около которой ка
чается тело, небольшой тяжелый шарик и длину нити возьмем равную /, 
то шарик придется около точки О, (рис. 46). Отклоним шарик вместе 
с телом, прижимая шарик к точке 0 3, и затем пустим их качаться вместе; 
тогда шарик будет качаться, оставаясь все время около точки Ог  Точка 
0 3 называется центром качания тела.

61. Свойства центра качания. Докажем, что расстояние I центра ка
чании О] от точки привеса О маятника всегда больше г — расстояния 
центра тяжести от О. Обозначим- для этого через / 0 момент инерции
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тела вокруг центра тяжести С  (точнее вокруг —  оси, проходящей через 
центр тяжести и параллельной оси О). Тогда, как известно (етр. 20, 15).

и следовательно,

/ = ■ & . + *

откуда видим, что

т г

1 > г .

Если мы обозначим через г, расстояние центра тяжести от центра 
качания, то на основании той же формулы можем написать (ср. рис. 46):

г = 1 — г = ^  =  —

или:
г> г,

т г

где k обозначает радиус инерции тела вокруг оси, проходящей через 
центр тяжести и параллельной оси О. Таким образом радиус инерции 
тела представляет среднее пропорциональное между расстояниями его 
от оси качания и от центра качания.

Если мы перевернем маятник и повесим его за точку 0 7, т. е. дадим ему 
качаться вокруг оси Ov  параллельной прежней оси О, то тогда, очевидно, 
расстояние центра тяжести от оси качания будет равно г , , а наша формула 

показывает, что в таком случае расстояние центра тяжести от 
центра качания должно быть равноВ X

А

...1
0 ,

тг-у

Таким образом точки г и гг обладают свойством взаим
ности. когда одна из них служит осью качания, то другая 
служит центром качания. Отсюда следует также, что и дли
на эквивалентного маятника

1 = г - \ г г

т
Рис. 47. 

Оборотный 
маятник.

и период качания маятника Т  будут одни и те же, будет ли 
он качаться вокруг оси О или вокруг оси Ог

62. Оборотный маятник Катера. На указанном свойстве 
осей О и Oj физического маятника Катер (Kater, 1818) ос
новал очень точный способ измерения ускорения силы тя
жести.

Твердый стержень АВ (рис. 47) снабжен двумя нризмами О и О,, 
ребра которых обращены друг к другу; расстояние между этими ребрами 
можно смерить с большою точностью. На стержне надеты две тяжелые 
чечевицы А и В, которые можно передвигать вдоль стержня и закреплять 
на любых расстояниях от призм. Измеряют период качания маятника,
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во-первых, когда он висит на ребре О, и во-вторых, когда он висит на 
ребре Ог  Передвижением чечевид, т. е. изменением момента инерции 
маятника и положения его центра тяжести, добиваются того, чтобы в 
обоих случаях период качания маятника был один и тог же; этого не 
трудно достичь, и притом с большой точностью. Если это достигнуто, 
то наблюденному периоду качания Т соответствует длина математического 
маятника I, равная расстоянию между ребрами призм. Полученные таким 
образом величины Т и I позволяют вычислить ускорение силы тяжести 
g  в том месте, где производился опыт, по формуле:

g

Впрочем, если даже периоды качании маятника вокруг осей О и О, 
немного отличаются друг от друга (точка 0 3 не совсем точно совпадает 
с центром качания), тем не менее полученные из опытов данные после 
введения соответствующих поправок могут служить для точного опре
деления величины Т. Кроме того, при точных измерениях принимают 
целый ряд других предосторожностей, на которых мы здесь не можем 
останавливаться.

63. Крутильный маятник. Мы рассматривали сейчас качания тела во
круг горизонтальной оси под действием силы тяжести. Рассмотрим те
перь тело с вертикальною осью вращения, на которое действует какая-либо 
сила, сопротивляющаяся его поворотам. Эта сила может быть реализована 
какой-либо пружиной, или тело может висеть на вертикальной проволоке 
или нити, закручивающейся при повороте тела. Подобные приспособления 
мы имеем в целом ряде измерительных приборов: в амперметрах, вольт
метрах, гальванометрах и т. п.; такое приспособление мы уже рассматри
вали при описании опытов Кавендиша, Бойса и других (ч. II, стр. 84, 
57, 58), и самый крутильный маятник мы имели случай изучать в общей 
механике (ч. II, стр. 100, 72). Однако здесь мы рассмотрим этот вопрос 
в более общей форме, предполагая тело любой формы, точно так же и 
сила, сопротивляющаяся его поворотам, тоже может быть реализована 
как угодно; однако, для большей ясности и простоты задачи мы предполо
жим момент этой силы пропорциональным углу а  поворота тела. Обозначив

коэфициент пропорциональности через -г-, мы можем написать уравнение
о

моментов в следующем виде:

и следовательно, период колебании рассматриваемого тела вокруг верти
кальной оси будет равен:

Чувствительность прибора (угол а при данном моменте внешних сил) 
будет тем больше, чем больше коэфициент упругости 5. Отсюда заклю
чаем, что большая чувствительность всегда будет сопровождаться большим
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периодом колебания прибора Т; а если мы желаем уменьшить этот период, 
чтобы сократить время, протекающее от начала действия внешнего мо
мента сил до наблюдения отклонения прибора, то должны уменьшить, 
насколько это возможно, момент инерции /  подвижной части прибора.

Все эти результаты применимы также к и случаю качания тела вокруг 
горизонтальной оси. При малых отклонениях мы и в этом случае имеем 
момент силы тяжести, пропорциональный углу отклонения:

М =  mgr • а
\

Рычажные весы (стр. 50, 40) тоже представляют собою один из 
частных случаев этого закона: —  там мы имели чувствительность:

я = ^ - =  —
Я £■ (/

I
и момент сил пропорциональный углу отклонения ш:

М =  qa =  g0r-y.

В этом случае чувствительность пропор
циональна длине коромысла. Но, с другой 
стороны, момент инериии коромысла пропор
ционален квадрату его длины. Этим объяс
няется, почему стараются делать коромысло 
короче хотя бы и в ущерб чувствительности 
(ср. стр. 51, 41).

64. Реакция оси вращения. Пусть тело вращается вокруг оси О 
с угловой скоростью и (рис. 48), центр тяжести, с находится от оси 
вращения на расстоянии а. Тогда при вращении на ось будет действовать 
центробежная сила:

т>2

Рис. 48. Реакции опор 
вращения.

оси

Fc =  М- ■ —  Muv =  Маи2,

направленная от оси к центру тяжести. Реакция оси R  будет равна и 
противоположна этой силе.

Мы можем получить этот результат и из нашего основного уравне
ния импульсов:

Р =  Л4 v =  F.

При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси с постоянной 
угловой скоростью скорости всех точек тела остаются постоянными по 
величине, но меняют только свое направление. Поэтому и импульс тела 
тоже будет оставаться постоянным по величине и изменяться только по 
своему направлению. В подобных случаях быстрота изменения вектора вы
ражается через угловую скорость его вращения формулой (ч. I, стр. 42, 43 
ч. И, стр. 18, 11):

P =  [uP] =  M[uv].
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Так как на тело не действуют никакие внешние силы, кроме реакции 
оси, то мы должны положить

R =  — М [uv].

Этот результат совпадает с полученным нами выше.
65. Пример. В настоящее время угловые скорости вращения в некоторых 

технических приборах бывают очень значительны, и небольшая асимме
трия в расположении материала во вращающихся частях может произ
вести при вращении опасные для прочности оси центробежные силы. ' 
Так, например, некоторые турбины Лаваля делают до 200 оборотов в 
секунду, и скорости точек на их периферии могут при этом достигать 
400 метров в секунду. Если мы предположим на периферии подобной тур
бины излишек массы всего в 10 г, то получим центробежную силу в

Z7 == отмг/= •  2тг■ 200 ■ 4• 104 =  5 -105 г =  500 кг.
. 981

Уже из этого примера мы видим, как важно добиваться осевой сим
метрии во вращающихся частях не только в отношении геометрической 
их формы, но также и в расположении масс. Так как на практике нельзя 
достичь желаемой симметрии одной только тщательностью в выделке вра
щающейся части, то после выделки и сборки вращающиеся части под
вергают особому испытанию на специальных приборах, которые позво
ляют измерять центробежные силы, действующие на ось вращения; до
бавляя или отнимая небольшие массы в различных местах вращающейся 
части, добиваются возможного минимума центробежных сил.

66. Момент, ломающий ось. Но предположим, что центр тяжести тела 
совершенно точно совпадает с осью вращения; тем не менее, если ось не 
направлена по одной из главных осей инерции тела, могут появиться мо
менты сил, направление которых перпендикулярно к оси и которые стре
мятся сломать ось. Чтобы показать это, нам нужно обратиться к уравне
нию моментов. Направим ось ОХ  по оси вращения. Если мы возьмем оси 
OY и OZ, вращающиеся вместе с телом, то получим проекции момента 
импульса на эти оси в виде (ср. стр. 23, 17):

Кх =  Ащ К у —  — Fu\ Кг ~  —  Ей.

По отношению к самому телу эти три величины постоянны, как и 
самый вектор К; но по отношению к внешнему пространству вектор К, 
оставаясь постоянным по величине, изменяет свое направление, вращаясь 
с постоянною скоростью и. А мы уже неоднократно видели (стр. 74, 57; 
стр. 80, 64), что изменение вращающегося вектора со временем по от
ношению к неподвижному пространству выражается формулой:

К== [иК].

Сообразно с этим наши уравнения моментов (которые нужно относить 
к неподвижному пространству) напишутся таким образом:

МХ= К Х =  0;
6 Теоротпч. физика, ч. III.
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'Му — Ку =  —  и Kz= - \-E iP \
Мг=  Кг= - \ - и  Ку =  —  Ей2.

Так как внешних сил (кроме реакции оси) мы не имеем, то эти мо
менты должны уничтожаться (уравновешиваться) моментами реакции оси. 
Следовательно, результирующий момент реакции оси будет равен:

Mr =  u2 V e 2-\-f * .
Этот момент перпендикулярен к оси, и, следовательно, ось должна 

сопротивляться излому в поперечном направлении (рис. 49). Относительно 
вращающегося тела момент Мг постоянен и по величине и по направле
нию, тогда как относительно внешнего неподвижного пространства момент 
вращается с постоянной угловой скоростью. Если мы, оставив ось ОХ 
вдоль оси вращения (которая неподвижна), возьмем неподвижные 
оси OY и OZ перпендикулярно к этому направлению, то получим проек

ции момента на неподвижные оси в виде:
к

Мх =  Mr cos ut\ Му =  Mr sin ut.

дг Вращательное движение всегда можно разло
жить на два взаимно перпендикулярных гар
монических колебания (ч. II, стр. 133, 91). 
Отсюда мы видим, что подшипники, в кото
рых вращается ось, будут подвержены силам, 
которые должны приводить их в сотрясение.

Если ось вращения совпадает с одной из 
главных осей инерции тела, то F  и Е  равны 

нулю, и вместе с тем пропадают и моменты, ломающие ось.
Сравним полученную нами здесь реакцию оси с той, которую мы 

получили, исследуя влияние вне осевого положения центра тяжести тела. 
Когда центр тяжести не совпадает с осью вращения тела, то мы полу
чаем центробежную силу, которая тоже стремится согнуть или сломать 
ось, но при этом силы, передающиеся на обе опоры, или на оба под
шипника, всегда направлены одинаково (рис. 48), между тем как в рас
смотренном нами здесь случае, когда ось не совпадает ни с одной из 
главных осей инерции тела, силы, действующие на обе опоры, равны и 
противоположны, на ось вращения, на подшипники и на весь фунда
мент машины действует пара сил (рис. 49), которая сообщает им кача
ния вокруг оси, перпендикулярной к оси вращения.

Нетрудно видеть, что ломающий момент можно рассматривать тоже 
как действие центробежных сил. Представим себе тело АВ  (рис. 49), 
вращающееся вокруг оси NN. Мы можем рассматривать это тело как 
состоящее из двух половин А и В  с центрами тяжести Са и Сь, кото
рые не лежат на оси вращения, хотя центр тяжести всего тела С и ле
жит на оси вращения. При вращении у нас получатся две центробежных 
силы Fa и Еь, образующие пару сил, ломающую ось; момент этой пары 
перпендикулярен к оси. Только в том случае, когда расположение масс 
обладает некоторою симметрией и центры тяжести обеих половин тела 
приходятся на одной и той же нормали к оси, плечо обеих центробе
жных сил делается равным нулю и ломающий момент пропадает. Но это

/V=£

Рис. 49. Момент реакции оси 
вращения.
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требование равносильно тому, чтобы ось вращения совпадала с одной 
из главных осей инерции тела.

Бывают случаи, когда моменты, ломающие ось, неизбежны; например, 
когда две машины приводят во вращение одну и ту же ось (рис. 50) 
и точки приложения сил расположены по сторонам, противоположным 
относительно оси. Массы Мг и М2 (рис. 50) образуют момент (перпенди
кулярный к рис. 50), ломающий ось. В подобных случаях помещают на 
той же оси еще добавочные массы УИ3, 
расположенные таким образом, чтобы об
разуемые ими центробежные силы давали 
момент равный и противоположный мас
сам Мг и М2. Правда, при таком до
бавлении масс, ломающие моменты не 
устраняются совершенно, но они делают
ся симметричными по своему расположе
нию и, образуя в совокупности своей 
момент равный нулю, не производят со
трясения подшипников и фундамента.

Уравновешивающие массы читатель может заметить на осях локомо
тивов и в корабельных машинах.

67. Упругая ось (предварительный подсчет). В прежнее время 
старались избегать больших скоростей вращения в машинах из опасения, 
что даже при небольшой асимметрии в расположении масс, которая не
избежна даже при самой тщательной выделке, возникнут опасные центро
бежные силы. И действительно, при очень больших скоростях весь остов 
машины приходит в сильное сотрясение. Однако Лаваль (инженер по 
постройке турбин) заметил, что эти сотрясения увеличиваются только до 
известного предела быстроты вращения турбины и что при переходе 
через этот предел, т. е. при еще большей быстроте вращения, турбина 
идет спокойнее. Явление Лаваля было объяснено Фёпплем (1895) и дру
гими учеными. Оказывается, что это явление обусловлено гибкостью 
оси турбины, причем при известной быстроте вращения наступает особого

рода резонанс^ когда амплитуда коле
баний машины делается наибольшей; 
при переходе через этот резонанс ам
плитуды колебаний быстро уменьша
ются. Так как явление Лаваля представ
ляет интерес не только с технической, 
но и с чисто научной точки зрения, то 
нам необходимо на нем остановиться.

Пусть прямая АО В  (рис. 51) пред- 
ставляет ось турбины во время ее 

покоя. Во время вращения вследствие несовершенного совпадения центра 
тяжести С с осью вращения возникнет центробежная сила, которая бу
дет выгибать ось. Положим, что выгнутая ось займет положение ADB 
(на рисунке сильно преувеличенное). Обозначим через /  отклонение 
Йередины оси (где надега турбина) от положения покоя, через е — рас
стояние центра тяжести от оси и через г — расстояние центра тяжести

9 *

'  >

• 'чС
Р I

Рис. 51. Упругая ось вращения.

Рис. 50. Уравновешивающие 
массы.
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от точки О. Если мы пересечем турбину плоскостью, перпендикулярной 
к оси и проходящей через ее середину, то получим рис. 52. Здесь точка О 
означает положение середины оси во время покоя, D  —  положение ее 
во время вращения и С —  центр тяжести турбины. Для предваритель
ного подсчета мы предположим, что все три точки О, D, С находятся

на одной прямой (как на рис. 52); при более 
подробном исследовании мы откинем эго пред
положение. При вращении турбины точки D 
и С будут описывать окружности радиусов /  
и г вокруг точки О; в то же время точка С 
будет описывать окружность радиуса е вокруг 
точки £>.

На турбину будут действовать две силы: 
Во-лервых, центробежная сила, или сила 

У инерции, направленная по радиусу-вектору г и 
равнаж F c=tm ru 2, и, во-вторых, сила упругости 

Рис. 52. Предварительный ПруЖИНЫ) направленная от середины оси D к
Р У щения. ° СИ ВРа* Центру О. Эту силу можно положить пропор

циональной стреле прогиба /  турбины:

Fe=z — b f—  —  b(r  — е).
Знак минус мы поставили потому, что сила эта направлена противо

положно вектору f; введенный нами коэфициент пропорциональности 
будет зависеть от материала оси, от ее поперечного сечения и от рас
стояния между опорами.

Если скорость вращения турбины постоянна, то между этими двумя 
силами наступает равновесие, и мы можем написать:

туи? —  Ъ (г —  е) =  О,

откуда определяется расстояние центра тяжести от точки О:
be

г —  --------- -.
Ъ —  т и 2

Здесь удобно будет ввести обозначение:

Эта величина представляет собою не что иное, как частоту колеба
ния упругой оси с насаженной на ней турбиной в то время, когда она 
еще не приведена во вращение (ср. ч. II, стр. 99, 71, рис. 34). При 
таком обозначении мы получим для стрелы прогиба оси формулу:

/= = / ■ — е

Эта формула показывает нам, что пока турбина еще не вращается 
(и =  0), прогиб /  равен нулю (как это и должно быть), но затем с увели
чением угловой скорости вращения и прогиб сильно увеличивается (оче
видно, вследствие появления центробежной силы). При и =  а  прогиб 
даже делается бесконечно большим, т. е. ось турбины должна сломаться.
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Однако если бы нам удалось перейти через эту критическую скорость, 
то при дальнейшем увеличении быстроты вращения (и >  а) стрела про
гиба будет уменьшаться. Но это и означает, что при очень больших 
скоростях турбина будет работать спокойнее, как это и заметил Лаваль.

68. Упругая ось (более подробное исследование). Однако при 
таком толковании явления Лаваля некоторые пункты остаются неясными, 
и их нужно рассмотреть подробнее.

Прежде всего является вопрос: каким образом можно перейти через 
критическую скорость вращения без поломки оси турбины? Ответом на 
этот вопрос служит нам общая теория резонанса (ч. II, стр. 110, 78, 79). 
Теория всегда дает бесконечно большие амплитуды колебаний, при со
вершенном отсутствии трения. Но в действительности трение или какая- 
либо другая причина, поглощающая энергию колебаний, неизбежны, и 
амплитуда колебаний не будет увеличиваться так сильно. Кроме того, 
даже эти большие амплитуды резонанса не устанавливаются моментально, 
а требуют некоторого времени для раскачивания (ср. ч. II, стр. 113, 79). 
И действительно практика показывает, что быстрый переход через кри
тическую скорость вращения без поломки оси 
вполне возможен. Наконец, можно сконструиро
вать особые приспособления, предупреждающие 
возможность опасных прогибов.

Второй пункт, который нам необходимо 
выяснить, заключается в следующем. Положим, 
что нам удалось благополучно перейти через 
критическую скорость; тогда наша формула 
дает нам при и ^ > а  коэфициент при е отри
цательный. Это означает, что расстояние г 
делается меньше /  (рис. 53), т. е. центр тяже- Рис# 53. Предварительный 
сти турбины С располагается ближе к линии расчет упругой оси вра- 
оси О, чем середина согнутой оси D. Но если щения.
это так, то при малейшем Отклонении одной из
указанных точек образуется момент сил F e и F g, который тотчас же пе
реведет центр тяжести снова наружу. Другими словами, положение центра 
оказывается неустойчивым.

Такой парадоксальный результат получился у нас отчасти потому, 
что мы с самого начала приняли, что векторы ОС и OD имеют одина
ковое направление, но главным образом потому, что мы имеем здесь 
случаи динамического равновесия (равновесие движения) и вопрос об 
устойчивости принимает несколько иную форму. Для большей ясности 
мы произведем наш расчет еще раз, откинув предположение, что точки 
О, D, С расположены на одной прямой, и введя в уравнения движения 
силу трения.

Проведем оси декартовых координат ОХ  и O F  с началом в точке О 
несогнутой оси (рис. 54) и пусть векторы г и е образуют с осью ОХ 
углы а и р .  Когда центр тяжести С будет равномерно вращаться вокруг 
оси турбины с угловою скоростью и, то угол (5 будет равномерно расти, 
и мы можем положить:

р =  at.
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На турбину действуют следующие силы: во-первых, центробежная сила trir, 
приложенная к центру тяжести; затем сила трения, которую мы поло
жим пропорциональной расстоянию г центра тяжести от начала. Не же
лая входить в детали конструкции турбины, мы можем оставить коэфи-

циент пропорциональности с неопределенным:

F = сг

Рис. 54. Явление резонанса 
в упругой оси вращения.

Наконец, на ось турбины действует си
ла упругости оси, которую, как и раньше, 
мы положим пропорциональной стреле про
гиба:

F = - b t

При составлении уравнения импульсов мы 
X должны все силы считать приложенными к 

центру тяжести турбины и получаем:

т  г -]— сг —j— Ъ\ =  0.

Проектируя это уравнение на оси координат, мы можем заменить 
(ср. рис. 54):

f x — x  —  e cos (ut)\ f y = y  — e sin (ut)

и тогда получаем два уравнения?

т х - \ -  сх-\- bx =  be cos (ut)\ 
т у  -\-cy-\-by =  be sin (ut).

Подобные уравнения нам уже встречались в теории вынужденных 
колебаний, и мы можем прямо написать их решения в следующей форме 
(ч. II, стр. 107, 77, 78):

х  —  г cos а  =  г cos (ut —  ср); y  =  r slna =  r sin (ut —  ср);
cb , qzг •—- —  —  - . . ------- tor Ф = ------- ■.

Y ( \ — z*)* -\-{q zy ' 1 — *2

При этом мы ввели следующие обозначения:
и са Г~и

Z= a '  Ч =  Т '  — У

Из этих формул мы можем вывести целый ряд следствий, которые 
дадут нам общую картину явления.

1) При вращении турбины на оси ADB  центр тяжести С должен 
описывать круги радиуса е вокруг точки D  оси. Однако сама точка D, 
в свою очередь, описывает круги радиуса /  вокруг начала О, потому 
что стрела прогиба остается при равномерной скорости вращения и 
постоянней. Наконец, и центр тяжести С тоже описывает круги постоян
но!'о радиуса вокруг точки О, потому что и величина г при постоянной 
скорости вращения тоже неизменна.
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2) Наши уравнения, как мы уже указали, имеют вид уравнений вы
нужденных колебаний точки, и угол <р играет в них роль разности фаз 
между колебаниями действующей силы (правые части уравнений) и коле
баниями точек (х  и у). Но в действительности мы имеем не колебания, 
а вращения вокруг оси О; а- наши уравнения представляют собой один 
из примеров разложения равномерно-вращательного движения на два 
взаимно перпендикулярных гармонических колебания (ср. ч. II. стр. 136, 
рис. 59, 91). Поэтому ср на самом деле представляет величину угла, 
образуемого векторами е и г, как это видно из самого рис. 54 и из 
наших формул: „

<Р =  Р —
3) Итак, величины ср, г, /  остаются при равномерном вращении тур

бины постоянными, но для различных скоростей вращения и они будут, 
вообще говоря, различными. При скоростях и, меньших критической 
скорости а  (ниже резонанса), угол ср будет острый (рис. 54) и центр 
тяжести С будет описывать круг большего ра
диуса, чем точка D  оси; наборот, при скоро
стях выше критической угол ср будет тупой 
(рис. 55), и центр С будет описывать круг мень
шего радиуса, чем точка D. Что же касается 
величин г и /, то они будут изменяться в зависи
мости от и точно так же, как изменяется ампли
туда колебаний при изменении частоты колеба
ний действующей силы.

69. Вопрос об устойчивости движения. Нам 
остается еще выяснить вопрос, почему две 
силы: с одной стороны, центробежная сила Fc, 
и, с другой стороны, сила упругости пружины Fe, 
образующие, как мы теперь видим, всегда не
который момент при любой скорости вращения 
турбины, не переводят центр тяжести С за точку D, подальше от центра 
вращения, как это показано у нас на рис. 52.

Ответ на этот вопрос мы имеем в наших уравнениях движения, где 
центробежная сила представлена членами т х  и ту , и эта сила уравно
вешивается не только силой упругости, но также и силой трения Ff. 
Все эти силы вместе образуют замкнутый векторный четырехугольник 
(ср. ч. II, стр. 109, рис. 39 и стр. 110, рис. 40; 77) и, следовательно, 
в каждый момент времени находятся в равновесии.

Мы можем исследовать устойчивость рассматриваемого движения дру
гим способом (см. ч. II, стр. 305, 209). Представим себе, что мы откло
няем рассматриваемую систему от того стационарного движения, которое 
мы получили из наших уравнений, т. е. представим себе, что мы сооб
щили турбине толчок, изменяющий угол ср, при неизменной скорости и, 
и спросим себя, каково будет дальнейшее движение? Но при изменении 
угла <р координаты х  и у изменятся тоже на некоторые величины и Ьу, 
и наши уравнения изменятся в следующие:

т  (х  -}- 5дг) -j- с(лг—]—5л:) -(- b (х  -]- §лг) =  be cos (lit), 
т  (v -[- $у) -j- с (у -{- by) 8 {х  -j- $,t) —  be sin (at)

Рис. 55. Явление резонанса 
в упругой оси вращения.
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Вычтя из этих уравнений наши основные уравнения, мы получаем: 

т Ь х - \-  cbx -)- ЬЬх —  0; 

mby -)- cby -|- ЬЬу =  0.

Как видим, величины 8л; и by будут совершать затухающие гармони
ческие колебания (ср. ч. II, стр. 102, 73). Но это и означает, что рассмот
ренное нами движение с постоянным углом tp обладает устойчивостью.
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70. Уравнения Эйлера. Переходя к изучению явлений вращения твер
дого тела вокруг неподвижной точки, мы прежде всего преобразуем об
щее уравнение моментов:

К =  М.

Разложим вектор К, т. е. изменение вектора К со временем, на две 
части: на изменение по отношению к материальным точкам самого враща
ющегося тела,— это изменение мы обозначим через К', и на изменение 
вектора К, которое обусловлено только вращением. Это последнее измене
ние, как это мы уже неоднократно выясняли, равно [иК] (ср. ч. I, 
стр. 41, 42, ч. И, стр. 201, 132; ч. III, стр. 93, 64). Итак,

К = к '  +  [иК] =  М.

Представим себе во вращающемся теле систему декартовых коорди
нат OXYZ, неизменно связанную с телом и, следовательно, вращающуюся 
вместе с ним. Начало этих координат мы возьмем в неподвижной точке 
тела (вокруг которой тело вращается и через которую все время прохо
дит ось вращения тела; при этом, однако, направление оси вращения может 
изменяться со временем), а сами оси направим по главным осям инерции 
тела относительно этой точки. Обозначив проекции угловой скорости 
вращения и на эти (вращающиеся) координаты через р, q, г, обычно 
принятые обозначения, мы можем написать для проекций момента им
пульса на эти оси:

Кх =  Ар;, Kv =  Bq; К = С г .

Так как величины А, В, С остаются по отношению к выбранным 
нами осям постоянными, то производные по времени момента импульса 
будут:

<  =  Ар; Ky =  Bq\ К = С г .

Далее, вектор [иК] будет иметь проекциями:

[иК]л =  uyKz — utKy = q - C r  — r-Bq  =  (В  —  C) qr;
[uK], =  игКх — uxKz =  г- Ар — p-Cr =  — (С —  А) гр\ 
fuK], =  UXKV — иуК у =  р  • Bq q • Ар =  (А В) pq\

ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ
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Таким образом уравнения моментов у нас напишутся в виде:

Мх =  Ар — (В  —  С) qr;

Му =  Bq —  (С А) гр\

Mz — Сг —  (А — В) pq.
С

Эти уравнения были впервые получены Эйлером (1760).
Обращаем внимание читателя на то обстоятельство, что в этих урав

нениях все проекции векторов (включая и вектор момента сил М) отнесены 
к подвижным осям координат, неизменно связанным с вращающимся телом.

71. Решение уравнений Эйлера при отсутствии внешних моментов. 
Если угловые скорости вращения тела и их изменения со временем из
вестны, то по уравнениям Эйлера мы легко можем определить моменты 
действующих сил, но обратная задача —  по данным моментам определить 
движение тела — представляет значительные математические трудности и 
•решена только в немногих частных случаях.

Если на тело не действуют никакие внешние моменты, то уравнения 
Эйлера принимают более простой вид:

• В — С
р = A qr>
, С — А
ч = в  гр;
. А — В
г =

с  pq’

и могут быть решены в конечной форме эллиптическими функциями 
Обозначим через р0, qQ, г0 значения угловых скоростей в начальный 
момент времени t —  0 и выберем этот момент так, чтобы q0 —  0; тогда 
угловые скорости в последующие моменты могут быть выражены форму
лами:

p = p 0d n o ( t ~ t Q)\ 
q =  s s n o ( t  — toy,
r =  r0cna(t  — t0), &

в которых dn, sn, cn суть символы эллиптических функций (они нам встре
чались при исследовании колебаний в ч. II, стр. 163, 107, рис. 77), а 
постоянные а и е, а также и величина модуля k эллиптических функций 
гыражаются формулами:

02 = 9л С А — В
-Ро В С

С А _ С
S2 - i*aи

А — В ’

£2 (  'о У
С В - -С
А 'А  — В
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Заметим, что, для того чтобы эти величины были реальны, необходимо 
выбрать координаты так, чтобы

А > 5 > С
или чтобы

А < В < С ,
что всегда возможно.

Если распределение масс в теле обладает некоторой симметрией, причем 
моменты инерции В  и С  одинаковы, то и модуль делается равным нулю 
и эллиптические функции превращаются в круговые. Подобные случаи 
мы разберем ниже, независимо от общей формы решения уравнений.

72. Изменение направления оси при вращении по инерции. Рассмотрим 
несколько подробнее случай вращения тела по инерции, но так как 
аналитическая форма решений уравнений Эйлера (в виде эллиптических 
функций) не обладает достаточной наглядностью, то обратимся к самим 
уравнениям.

Если момент внешних сил равен нулю, то 

К =  0 ;  К =  const,

т. е. момент импульса (по отношению к неподвижному пространству) 
остается неизменным. Но момент импульса относительно осей, проведенных 
во вращающемся теле

К '= — [иК],

не остается постоянным, а потому и угловая скорость вращения и 
тоже должна изменяться. Предположим, например, что в некоторый момент 
времени t проекция р 0 угловой скорости на ось инерции ОХ  была равна 
нулю, тогда как q0 и г0 не равны нулю; это означает, что тело в этот 
момент вращалось вокруг оси, лежащей в плоскости YZ. Тогда первое 
уравнение Эйлера:

g  __ Q
*Р  = — ~ qr> ПРИ А) ~ О

показывает нам, что тело начинает вращаться и вокруг оси ОХ. Точно 
так же, если ось вращения в некоторый момент Бремени находилась 
в плоскости Z X  или в плоскости XY, то уже в следующий за этим момент 
появляются вращения вокруг осей, перпендикулярных к этим плоскостям. 
Таким образом, несмотря на то, что на тело не действуют никакие внешние 
силы и оно вращается, так сказать, по инерции, тем не менее оно не со
храняет направления своей оси вращения постоянным," ось вращения дви
жется в теле, проходя в различные моменты времени через различные 
материальные точки твердого тела. Только точка О, через которую должна 
проходить ось вращения во все моменты времени, остается неизменной; 
отсюда заключаем, что ось вращения описывает в теле некоторую кони- 
ческую поверхность.

Впрочем, в некоторых частных случаях направление оси вращения в теле 
может оставаться постоянным. Так, например, если вращение по инерции 
происходит вокруг одной из трех главных осей инерции (следовательно.
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вокруг одной из выбранных нами осей координат), то направление оси 
остается постоянным. Пусть, например,

Ро —  0 > 9о =  0» Л) 7^  0 >
тело вращается вокруг оси OZ. Тогда уравнения Эйлера дают:

Р =  0; 9 = 0 ;  г =  0,

и по начальным данным:
р  =  0, 9 =  0; г —  const =  г0.

Другой частный случай мы имеем, когда тело обладает симметрией, и 
два момента инерции одинаковы, например, В  — С; в таком случае

р — 0; р =  const.

Впрочем, при В  =  С и направление главных осей инерции OY и OZ 
делается неопределенным (в эллипсоиде вращения тоже направление двух 
осей неопределенно).

Еще большую свободу мы имеем в случае, когда А =  В  =  С; тогда 
вращение по инерции вокруг любой оси тела может оставаться неизменным.

Полезно сравнить полученные нами здесь результаты с теми, которые 
мы имели при вращении тела вокруг данной неподвижной оси (стр. 81,66'. 
Стремление тела изменить направление оси вращения обнаруживается здесь 
появлением моментов, ломающих ось.

73. Движение оси в теле. Мы можем пойти несколько дальше и 
составить себе некоторое представление о том, как изменяется направ
ление оси вращения тела при отсутствии моментов внешних сил.

При вращении тела по инерции две величины остаются постоянными, а 
именно:

1) кинетическая энергия вращающегося тела

2 Т =  Арг Bq2 -]- О 2;

2) момент импульса вращающегося тела

K i =  A *p *+ B » q *- \- C tr*.

Что же касается угловой скорости вращения 
и2 =  р 2 —}- 92 -J- г2,

то проекции ее на оси координат (вращающиеся вместе с телом) р, q, г 
могут изменяться со временем, и в большинстве случаев, как это мы 
уже выяснили, они будут изменяться, удовлетворяя, однако, вышенаписан- 
ным двум уравнениям. Эти уравнения мы можем рассматривать как 
уравнения двух эллипсоидов с центрами в начале координат, радиусы- 
векторы которых имеют проекциями на оси координат:

х = р \  y =  q; z =  r.

Уравнения этих двух эллипсоидов можно написать в форме:
Y2 ti2 2̂
— 4- _  J - '1 - —  1

i V
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причем для эллипсоида энергии мы получим полуоси:

2Т .

а для эллипсоида импульсов получим полуоси

К
Аа,

1 В  ’
К

С< = с -

Мы опять предположим, что оси координат у нас выбраны так, что 

А (по оси О Х )^>В  (по оси ОУ)^>С  (по оси OZ).

В таком случае для эллипсоида энергии и для эллипсоида момента 
импульса мы получим соотношение между осями обратное

а<С. 6 <С с.

Таким образом оба последние эллипсоида (в противоположность эллип
соиду инерции) будут вытянуты по направлению оси OZ. Нетрудно 
сообразить, что эллипсоид импульсов всегда более вы тянут , чем эллип
соид энергии. Действительно, из соотношений: »

£ * _ .  Г  ± .  <4
ае V  С \  а,

при А >  С, мы заключаем, что

А
С '

Это соображение нам сейчас пригодится.
Величины р, q, г, которые должны удовлетворять уравнениям обоих 

эллипсоидов одновременно, определяются, очевидно, линией пересечения 
обоих эллипсоидов; отсюда заключаем, что вектор угловой скорости и 
при изменении своего направления должен все время скользить по этой 
линии -пересечения. Каковы же будут эти линии? Для выяснения этого 
рассмотрим следующие характерные случаи.

Предположим сначала, что эллипсоид энергии и эллипсоид момента 
импульсов касаются друг друга на оси ОХ, и следовательно,

при этом:
а е =  а В  be < br  Се < СВ

2Т А  =  К 2.

Так как эллипсоид импульсов более вытянут, то он будет весь на
ходиться снаружи эллипсоида энергии, причем вращение тела будет 
происходить вокруг оси ОХ. Теперь предположим, что телу сообщен неболь
шой толчок и его эллипсоид импульсов несколько изменился. Так как at не 
может сделаться больше ае, то это изменение может произойти только 
в том смысле, что эллипсоид импульсов сделается уж е  эллипсоида энер
гии и мы получим пересечение обоих эллипсоидов по некоторой линии 
аа  (рис. 56).
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Следовательно, после небольшого толчка, при дальнейшем вращении 
тела ось вращения и будет описывать небольшой конус вокруг перво- 
начальной оси вращения ОХ. Такое движение вокруг оси ОХ  нужно счи
тать устойчивым.

Такой же результат мы получим, если предположим, что тело перво
начально вращалось вокруг оси OZ (ось наименьшего -момента инерции).

Для этого случая мы имеем:

а е > а »  Ье >  Ьй Се =  СЬ
2 ТС =  К2.

Эллипсоид импульсов будет 
находиться целиком внутри 
эллипсоида энергии (рис. 58). 
При небольшом толчке полу
ось ct сделается больше полу
оси се (меньше она быть не 
может), эллипсоид момента им
пульса немного высунется на
ружу эллипсоида энергии, и оба 
эллипсоида будут пересекаться 
друг с другом по некоторой 
линии сс, огибающей ось OZ. 
По этой линии и должна бу
дет скользить ось вращения те
ла после толчка, она будет
описывать небольшой конус во
круг оси OZ. Как видим, вра
щение тела вокруг оси OZ то
же нужно считать устойчивым.

Нечто иное мы получим,
если тело вращалось первона
чально вокруг оси OY (ось 
среднего момента инерции). Та
кое вращение, вообще говоря, 
возможно без изменения на-

Рнс. 56, 57 и 58. Пересечение эллипсоида правления оси вращения, од- 
энергии с эллипсоидом момента импульса. ^  оно будет неустойчивым.

Действительно, в этом случае мы имеем условия:

а е > а п  Ье = Ь1> Се < С1>

и оба рассматриваемые эллипсоида не только будут иметь общую точку 
касания на оси OY (рис. 57), но, кроме того, будут пересекаться друг 
с другом по кривым bb и bb. При небольшом (даже случайном) толчке 
взаимное касание эллипсоидов прекратится, и они будут пересекаться
друг с другом по кривым, близким к линиям bbbb. Но из рис. 57 мы 
видим, что эти новые кривые пересечения эллипсоидов (оставаясь близ
кими к старым кривым bb) будут огибать или ось ОХ  или ось OZ
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(смотря по направлению случайного толчка), но никоим образом не 
могут огибать оси первоначального вращения О Y-. Так как по этим 
кривым должна будет двигаться после толчка ось вращения н, то она 
будет описывать- конус большого отверстия вокруг оси ОХ или вокруг 
оси OZ и при этом сильно и быстро отклоняться от оси О Y. На этом 
основании вращение вокруг оси 
О У нельзя счи тать устой
чивым.

На рис. 59 изображен эл
липсоид энергии и на поверх 
ности его намечены различные 
типы линий пересечения его с 
эллипсоидом импульсов. Линии 
эти называются полодиями 
(см. § 75).

74. Теорема Пуансо. В пре
дыдущем параграфе мы выяс
нили, каким образом будет из
меняться направление оси вра 
щения внутри тела, т. е. по 
отношению к материальным точ
кам самого вращающегося тела. Для того чтобы выяснить, каково 
будет движение этой оси относительно внешнего неподвижного про
странства, мы прибегнем к геометрическому толкованию этого явления, 
найденному Пуансо.

Напомним читателю соотношение между кинетической энергией вра
щения тела и моментом импульса его (стр. 24, 19):

„  ЬТ ЬТ ЪТ
/ C c o s a = — • ЛГ cos 3 == -— • К  c o s y = — .

Ьр ’ г й? ’ 1 5 г

Но если мы будем рассматривать выражение 

2 Т =  Ар2 +  Bq* +  О 2

как уравнение эллипсоида, радиус-вектор которого есть и, то а, р, у 
будут представлять углы, образуемые нормалью к поверхности этого 
эллипсоида с осями координат ОХ, О Y, OZ; нормаль эта проведена 
в той точке поверхности эллипсоида, через которую проходит в рас- 

' сматриваемый момент вектор и. Это, между прочим, непосредственно следует 
также из того обстоятельства, что соотношение между векторами К и и  
представляет собой симметричный тензор, а выражение энергии слу
жит им тензорным эллипсоидом (ср. стр. 24, 19; ч. I, стр. 155, 
рис. 113; 136).

Далее мы знаем, что величина 2 Т представляет собой скалярное 
произведение вектора угловой скорости и на вектор момента импульса К 
(стр. 23, 18):

2 Т =  uK — uK -cos {иК) =  иК cos 0,

1
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где (5 означает угол между векторами и и К. Но в рассматриваемом случае, 
т. е. при вращении тела по инерции, величины К и 2 Т  остаются пос
тоянными; следовательно, и величина

h =  u cos
2 Т
К

тоже будет оставаться постоянной. Но эта величина представляет собой 
не что иное, как перпендикуляр, опущенный из центра О на плоскость, 
касательную в той точке эллипсоида энергии, через которую в данный 
момент проходит вектор и, т. е. мгновенная ось вращения.

Все только что указанные условия, которые должны быть соблюдены
при вращении твердого тела вокруг непод
вижной точки без действия внешних сил 
(по инерции), можно реализовать на следую
щем геометрическом примере, придуманном 
Пуансо.

Пусть вектор К (рис. 60) представляет со
бой момент импульса вращающегося тела; 
этот вектор остается и по величине и по 
своему направлению в пространстве постоян
ным. Далее, пусть Т представляет положе
ние эллипсоида энергии тела в некоторый 
момент времени. Проведем к этому эллип
соиду касательную плоскость ММ, перпен- 

Рис. 60. Разрез. Эллипсоид Дикулярную к направлению К. Тогда, соглас- 
Пуансо. но с вышесказанным, вектор угловой скорос

ти и должен быть проведен в точку касания 
(рис. 60). Теперь представим себе, что эллипсоид Г, оставаясь своим цен
тром на точке О, катится по неподвижной плоскости ММ  без скольжения. 
При таком движении вектор и будет все время проходить через точку каса
ния эллипсоида к плоскости ММ, нормаль к эллипсоиду будет всегда па
раллельна постоянному вектору К и, наконец, величина и cos Р будет 
во все время движения оставаться постоянной. Таким образом все указан
ные выше условия будут соблюдены.

Итак, теорема Пуансо состоит в следующем: движение твердого тела 
вокруг неподвижной точки при отсутствии внешних моментов сил можно 
представить в виде качения эллипсоида энер
гии тела по плоскости, перпендикулярной к 
вектору момента импульса тела.

75. Полодия и герполодия. Мы видели, что 
при вращении твердого тела вокруг непод
вижной точки О по инерции вектор угло
вой скорости и чертит на поверхности эл
липсоида энергии (эллипсоида Пуансо) за
мкнутую линию (рис. 59). Подобные линии 
называются полодиями (от слов полюс и гре
ческого слова одос —  путь\ полодия — путь полюса).

В то же самое время эллипсоид энергии катится по плоскости ММ 
(рис. 60) и чертит по ней своей точкой касания тоже некоторую кри

Рис. 61. План. Эллипсоид 
Пуансо.



76] ДВИЖЕНИЕ В8ЛЧКА ПРИ вТвУТСТВИН ВНЕШ НИ* МОМЕНТОВ ОИЯ 97

вую линию (рис. С1 ), которая носит название герполодии (иногда — 
серполодия, след полюса) Герполодия, вообще говоря, не будет предста
влять собой замкнутую линию, и форма ее сложнее, чем форма полодии. 
Но нетрудно видеть, что герполодия будет заключаться между двумя 
концентрическими окружностями (см. рис. 61). Радиус большей окружно
сти мы получим, определив расстояние точки касания эллипсоида от век
тора К в тот момент, когда эллипсоид энергии повернется своей наимень
шей осью в вертикальную плоскость (на рис. 60 эллипс, изображенный 
сплошной линией); между тем как радиус меньшей окружности у нас полу
чится, когда эллипсоид энергии повернет свою среднюю ось в вертикаль
ную плоскость (на рис. 60 эллипс, изображенный пунктирной линией).

Если мы проведем из неподвижной точки О лучи ко всем точкам 
полодии и ко всем точкам герполодии, то получим две конических поверх
ности, касающиеся друг с другом по одной из образующих; эта обра
зующая служит в то же время мгновенной осью вращения тела На этом 
основании мы можем описать движение твердого тела как качения кону
са полодии по конусу герполодии, причем этот последний конус остае
тся неподвижным в пространстве.

Сказанное мы считаем достаточным для того, чтобы дать понятие о 
вращении твердого тела вокруг неподвижной точки по инерции, а так 
как движение это в общем случае все же довольно сложное, то в 
дальнейшем мы ограничимся более подробным изучением явления враще
ния только таких твердых тел, эллипсоид инерции которых представ яет 
собой эллипсоид вращения с двумя равными полуосями (например А =  В) 
В этом случае и эллипсоид энергии (Пуансо) и эллипсоид момента импу
льса тоже будут эллипсоиды вращения (см. стр 92, 73', причем все 
формулы и геометрические соотношения значительно упрощаются. С дру
гой стороны, такие именно случаи чаще всего встречаю; ся на практике.

76. Движение волчка при отсутствии внешних моментов сил. Волчком 
мы будем называть твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной 
точки, у которого два главных момента инерции вокруг точки вращения 
одинаковы. Мы положим А =  В; что касается до С, то оно может быть 
в некоторых случаях меньше А =  В, и эллипсоид инерции будет сплюс
нутый; если же С^> А, то эллипсоид инерции будет вытянутый. В обоих 
случаях мы имеем эллипсоиды вращения с осью симметрии по направле
нию оси С.

Свободным волчком мы условимся называть волчок, на который не 
действуют никакие внешние моменты сил. Если волчок находится в поле 
земного тяготения, то мы должны предположить, что он уравновешен, 
или укреплен в своем центре тяжести. В таком случае центр тяжести и 
будет служить той неподвижной точкой, вокруг которой происходит 
вращение волчка и которую мы принимаем за начало координат.

Уравнения Эйлера для свободного волчка напишутся так (при А — By.
, А — С

т7 = Н л q ■ г‘А
А — с

г-р.

7 Теоретит. |пэина, х. III.

г —  0.
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Эти уравнения легко интегрируются. Последнее уравнение показы* 
кает, что проекция угловой скорости и на ось симметрии С  остается во 
все время движения постоянной, т. е. той же величины, какая она была 
и начале движения:

г =  const.

Приняв это во внимание, мы можем ввести в первые два уравнения 
постоянную

А —  С 
а  =  —  Л

Эта величина тоже представляет собой некоторую угловую скорость 
вращения вокруг оси С. Первые два уравнения напишутся теперь так:

p =  -\-aq\ q —  —  ар.

Взяв производную по времени от одного из этих уравнений и под
ставив в другое, мы можем разделить переменные и получаем:

р — —  а?р\ <7 =  — a2q.

Каждое из этих уравнений решается формулами гармонических колебаний, 
причем величина а  означает частоту этих колебаний, между тем как 
амплитуда и фаза их зависят от начальных условий. Выберем начало 
счета времени в тот момент, когда # = **0 . Тогда мы можем написать ре
шения этих уравнений в форме:

р  =  -\-P c o s  at-, # =  —  P stn  at.

Нетрудно проверить, что эти формулы удовлетворяют нашим уравне
ниям. Каково же значение этих^ формул? Возведя их в квадрат и скла
дывал, получаем:

“яУ= У рЧ Т 2 =  р-
Это означает, что проекция угловой скорости и на плоскость XY  оста
ется все время постоянной и равной Р. Разделяя второе выражение на 
первое, получаем:

Это означает, что угол, составляемый направлением Р  с осью ОХ, не 
остается постоянным; Еектор Р  равномерно вращается вокруг начала О 
(ср. ч. II, стр. 136, рис. 59, 91): оставаясь в плоскости X Y , угловая 
скорость этого вращения равна:

Выше мы видели, что проекция угловой скорости и на ось OZ остается 
постоянной, теперь мы в и д и м , что проекция вектора и на плоскость XY
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тоже остается постоянной. Отсюда заключаем, что и сам вектор и оста
ется постоянным по своей величине:

и угол наклонения этого вектора к оси OZ, определяемый формулой:

тоже остается постоянным. Однако направление этого вектора не оста
ется постоянным: оно изменяется вместе с направлением Р  в плоскости 
XY\ это означает, что вектор и описывает вокруг оси OZ круговой ко
нус с отверстием 2 х. Движение это происходит равномерно с угловой 
скоростью а. Пересечение этого конуса с поверхностью эллипсоида 
Пуансо, т. е. полодия, будет окружность круга с центром на оси OZ; 
радиус этого круга будет равен Р.

Теперь перейдем к вектору момента импульса К; его проекции на оси 
координат OXYZ, неизменно связанные с телом, равны:

Эти формулы показывают, что вектор К ведет себя вполне аналогично 
вектору и: его проекции на ось OZ и на плоскость XY  остаются во все 
время вращения тела постоянными, и угол, образуемый вектором К с осью 
OZ, определяемый формулой:

тоже во все время вращения остается постоянным. Тем не менее направ
ление вектора К относительно материальных точек тела не остается 
постоянным: вектор К описывает вокруг оси OZ круговой конус с той 
же угловой скоростью а, что и вектор и.

Если углы а и 0 остаются при вращении тела постоянными, то и 
угол =  & — а между векторами и и К тоже должен оставаться посто
янным. Это мы можем подтвердить двумя способами: во-первых, соста
вив формулы для разности углов 0 и а, и во-вторых, из соображений 
о кинетической энергии вращения.

Так как нам пригодятся формулы для синусов и косинусов, то напишем;

и =  У  р г -|- q2 -j- г2 — Y  Рг +  f 2 =  const

Р  
г ’

Кх= А р ;  Ky =  Aq; Кг =  Сг.

sin а =  — ; и
гcos а — — ;
и

Отсюда получаем для разности этих углов:

Sin  ̂=  sin (0 — а) = ( Л  — Q -jfcl

1*
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С другой стороны, как известно, кинетическая энергия вращающе
гося тела может быть представлена как скалярное произведение вектора 
момента импульса на вектор угловой скорости (стр. 24, 18):

2 Г  =  (Ku) —  Ки cosp.

Но кинетическая энергия Т при отсутствии внешних моментов остается 
постоянной, а выше мы доказали, что величины векторов К и и  тоже 
остаются постоянными; отсюда следует, что и угол р, который опреде
ляется теперь формулой:

й 2 Г
cos р = Ж '

не изменяется со временем. Заметим, что и величина этого угла получи
лась у нас в согласии с прежним результатом, потому что

2 Т = А Р *  +  Сг*.
Резюмируя все это, мы можем сказать, что при движении волчка 

по инерции величины векторов угловой скорости и и момента импульса 
К и у г ш  их наклонения к оси OZ и друг к другу остаются постоян
ными; только вся плоскость ОКи равномерно поворачивается вокруг оси 
OZ с угловой скоростью а. Направление этого вращения, а также от
носительное положение векторов и и К в теле зависят от соотношения 
между моментами инерции тела. Так, например, из формулы

tg 9 =  ~  tg а

мы видим, что при А С угол 9 а  (мы предполагаем утлы острыми), 
т. е вектор и будет находиться ближе к оси OZ, чем вектор К между 
тем как при Л < С  вектор К будет ближе к оси OZ, чем и (ср. рис.

Рис. 62, 63. Движение оси во вращающемся теле.

Далее, из формул

у =  угол ( X P ) - ^ - a t ,
А — С

г

читатель легко заключит, что при А ] >  С  вектор Р  будет поворачиваться 
o j ОХ  к — OY, а с ним и вся плоскость ОКи будет поворачиваться в 
теле, как показано стрелками на рис. 62. Вектор угловой скорости этого



вращения направлен по оси — Z  При Л < С  мы получаем вращение в 
противоположную сторону (рис. 63).

77. Вращение волчка относительно внешнего пространства. В пре
дыдущем параграфе мы выяснили все детали движения свободного 
волчка, относя это движение к осям OXYZ, неизменно связанным 
с материальными волчками самого тела. Для того чтобы определить 
движение по отношению к внешнему неподвижному пространству, нам 
нужно выбрать какие-либо неподвижные оси координат. Однако благо
даря симметрии всего движения нам достаточно выбрать одну ось, а 
именно, — возьмем для этого направления вектора момента импульса К, 
которое, как мы знаем, при движении по инерции остается неподвиж• 
ним в пространстве. Расположение векторов К, и и оси волчка OZ друг 
относительно друга (т. е. углы 9 а, нам уже известно, и нам остается 
еще определить угловые скорости вращения волчка по отношению к внеш
нему неподвижному пространству. Мы воспользуемся для этого теоремой 
Пуансо (стр. 95, 74). По этой теореме движение волчка можно пред
ставить как качение эллипсоида энергии (который неизменно связан с 
телом) по неизменной плоскости ММ (рис. 60), касательной к этому 
эллипсоиду в точке пересечения его с вектором и. Но так как в рассмат
риваемом случее мы имеем дело с эллипсоидом вращения и углы а и (5 
остаются неизменными, то как полодия, так и герполодия будут круги, 
а лучи, проведенные из центра эллипсоида к этим кривым, будут обра
зовывать два круговых конуса. Нам удобнее поэтому рассматривать не 
качение эллипсоида по плоскости, а качение одного кругового конуса 
(полодии) по другому тоже круговому конусу (герполодии). Конусы эти 
имеют общую вершину и касаются по одной из образующих, которая в 
рассматриваемый момент представляет собой мгновенную ось вращения.

Угловую скорость вращения волчка при качении конуса полодии мы 
обозначим вектором а, а угловую скорость вращения волчка вокруг оси 
К мы обозначим через Ь; эта последняя величина называется прецессией. 
волчка. Для определения величин угловых скоростей вращения волчка и 
его прецессии мы можем исходить из следующих соображений. На самом 
деле, тело волчка (конус полодии) в каждый момент поворачивается вок
руг своей мгновенной оси и; но мы можем рассматривать это движение 
как составленное из вращения волчка вокруг своей оси (вектор а) и враще
ния волчка вокруг оси вектора момента импульса К (вектор Ь). Отсюда 
непосредственно следует, что векторы a, b, и должны в каждый момент 
времени составлять замкнутый треугольник (рис. 68, 69):

a - f  b =  и,

для которого мы имеем соотношение между сторонами и углами: 

а : Ь : и —  sin : sin а : siп 9.

Так как величина вектора и и все углы (5, ct, 9 остаются во время 
движения неизменными, то и длины сторон а и Ъ тоже остаются пос
тоянными. Из написанных свотношений, приняв во внимание формулы для
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синусов углов, которые мы получили в предыдущем параграфе, мы
получаем:

sin 8 А — С 
а — ---- jj- и — ------—  г ;

sin Й 
sin а 
sin {1

и — К
А '

Заметим, что величина вектора а  у нас получилась та же самая, что 
и угловая скорость вращения вектора и относительно материальных то
чек тела (стр. 97, 76). Эго мы могли предвидеть. Действительно, если 
вектор и описывает внутри тела конус с угловой скоростью — а  (поло
дия), то, когда этот вектор служит мгновенной осью вращения, т. е. 
когда он остается на мгновение неподвижным в пространстве, все тело 
должно поворачиваться вокруг этой оси с угловой скоросы ю.-{- а. Угло
вая скорость вращения вектора и была направлена по оси — OZ тела, 
следовательно, угловая скорость вращения волчка относительно внешнего 
неподвижного пространства, т. е. вектор а, направлена по оси -f- OZ 
волчка.

Величины b и а  мы можем определить еше несколько иным способом.
Прежде мы разлагали вектор U по оси OZ тела (г) и перпендику

лярно к этой оси (Р). Теперь мы разлагаем тот же вектор тоже на две 
составляющие: одну берем по оси волчка, а другую —  по оси Еектора К. 
Но если мы составим проекции этих последних составляющих опять на 
ось волчка и на плоскость, перпендикулярную к его оси, то должны по
лучить опять те же величины г и Р. Сделав это, получаем два урав
нения:

b cos & -[-a =  r; £sinO =  P.

Каждое из этих уравнений позволяет определить величину Ъ (прецес
сию волчка), и результат получается в полном согласии с приведенным 
зыше:

ь __ г — а  __ Cr t __ Р  __ Сг
cos Й A cos й ’ sin Й A cos й ’

Определив таким образом Ь, получим из первого уравнения а.
Более подробное исследование явления вращения волчка по инерции 

удобнее и нагляднее будет сделать отдельно для волчков сплюснутых 
и для волчков вытянутых.

78. Волчок вытянутый. Вы тянуты м  волчком мы условимся называть 
волчок, момент инерции которого вокруг оси симметрии меньше, чем 
вокруг осей, перпендикулярных к оси симметрии:
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Эллипсоид инерции такого волчка будет сплюснутый, но эллипсоид 
энергии будет вытянутый  (ср. стр. 92, 73). Из соотношения

А — Са =  ----- ------г

мы заключаем, что вектор а  будет одного направления с вектором г ,  а 
на основании формулы

4 tga

видим, что
с

0 > а .

Этот случай изображен на рис. 64 и 66. Конус полодии катится по 
конусу герполодии, причем оба конуса острые и касаются своими на
ружными поверхностями. Отдельные точки твердого тела описывают в 
пространстве кривые, изображенные на рис. 66 и называемые эпици-

Рие. 64. Вытянутый волчок. Рис. 65. Сплюснутый волчок.
Оа — ось вращения, р  —- конус полодии, h — ко

нус герполодии, р г — конус прецессии.
Оа — ось вращения, р — конус полодии, h — ко- 

нус герполодии, рТ конус прецессии.

клоидами (циклоида, которую мы рассматривали в ч. II на стр. 170, 
рис. 78; 1 1 1 , получалась при качении круга по прямой линии; эпициклоида 
получается при качении круга по окружности другого круга). Поэтому 
и само движение твердого тела называется иногда 
эпициклическим.

На рис. 68 у нас изображена диаграмма, со
держащая все векторы, которыми мы интересова
лись: вектор угловой скорости вращения тела ц с 
его двумя проекциями г и Р и вектор прецессии b

С
с его двумя проекциями ~  г и Р.

На диаграмме обозначены и углы между этими Рис. 66. Эпициклоида, 
векторами. Вся эта диаграмма вращается в прост
ранстве вокруг оси Ь. Обращаем внимание, что Еекторы Ь, а , и образуют 
замкнутый треугольник, выделенный у нас более жирными линиями.
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Полезно заметить себе, что иногда конус, описываемый осью волчка 
в пространстве (рис. 64), называется конусом прецессии. Мы имеем, 
таким образом, три конуса: конус полодии, конус герполодии и конус 
прецессии.

79. Волчок сплюснутый. Сплюснутым волчком мы называем волчок, 
момент инерции которого вокруг оси симметрии больше, чем вокруг осей, 
перпендикулярных к оси симметрии

Л < С .

Эллипсоид инерции такого волчка будет вытянутый, но эллипсоид 
энергии (эллипсоид Пуансо) будет сплюснутый (рис. 65). Из соотношения

мы заключаем, что (в противоположность вытянутому волчку) вектор а
будет иметь направление, противоположное 
вектору г  (рис 69) и угол д будет тупой.

Отверстие конуса полодии будет такое 
широкое, что он будет обнимать собою 
конус герполодии (рис. 65). При качении 
конус полодии будет касаться наружной 
поверхности конуса герполодии своей 
внутренней стороной. При таком качении 
отдельные точки тела будут описывать в 
пространстве кривые, изображенные на 
рис. 67, которые называются перициклои- 
дами. Само движение волчка тоже иногда 
называется перициклическим.

На рис. 69 изображена диаграмма век
торов, и мы советуем читателю сравнить эту диаграмму с диаграммой 
рис. 68, полученной для вытянутого волчка. Векторы a , b , и опять

Р ис. 68. Диаграмма вытянутого волчка.

образуют замкнутый треугольник, но в отличие от предыдущего случая 
b~^>v. Кроме того, вектор а образует с вектором К тупой угол. Вслед
ствие этого, если смотреть на вращающийся волчок по оси К, мы увидим,

Рис. 67. Перициклоида.
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что вращение волчка и его прецессия имеют противоположное направ
ление, между тем как в предыдущем случае оба эти движения были 
одного направления (векторы образовали острый угол). Иногда обозна
чают это различие словами: движение ретроградное и прогрессивное, или 
обратное и прямое.

Если мы применим термин конус прецессии (конус, описываемый 
вектором а), то можем сказать, что в вытянутом волчке все три конуса — 
конус полодии, конус герполодии и конус прецессии — направлены 
своими отверстиями в одну сторону, тогда как при сплюснутом воичке 
конус прецессии направлен своим отверстием противоположно отверстиям 
конусов полодии и герполодии (ср. рис. 64 и рис. 65).



Г Л А В А  Ш Е С Т А Я

(Продолжение)
80. Эйлеровы координаты. В предыдущей главе мы применяли урав

нения Эйлера, в которые входят проекции угловой скорости вращения 
тела и, а также и проекции моментов внешних сил на оси координат, 
вращающиеся вместе с телом. Для получения данных о вращении тела 
относительно неподвижного пространства мы должны были перейти от от
носительных вращений к абсолютным вращениям, причем использовали 
и теорему Пуансо. Можно, однако, составить уравнения движения, в ко
торые входили бы проекции угловых скоростей и моментов на коорди
наты, неподвижные в пространстве, и в некоторых случаях это удобнее

и нагляднее.
Так как твердое тело, закрепленное 

одной точкой, имеет три степени сво
боды (стр. 7, 2), то нам предстоит вы
брать такие три координаты, которые 
бы вполне определяли положение тела. 
Эйлер предложил это делать следую
щим образом.

Пусть OX0Y0Z0 (рис. 70; ср. рис. 20 
части II) представляет систему непо
движных декартовых координат, тогда 
как OXYZ —  систему координат, неиз
менно связанную с телом. Начало обеих 
систем координат мы выбираем в точ
ке закрепления тела, вокруг которой 
тело может свободно вращаться. Пло

скости координат X 0Y0 и X Y  обеих систем будут пересекаться друг с 
другом по некоторой прямой ON (линия узлов рис. 20, ч. II), а прямую, 
перпендикулярную к ON и лежащую в плоскости XY, мы обозначим 
через OL.

Угол между осями OZ0 и OZ мы обозначим через 0.
Угол „ „ ОХ0 и ON „ „ ,  ф.
Угол „ „ ON и ОХ я я „ <р.

Этими тремя углами вполне определяе ся положение системы коорди
нат OXYZ (а следовательно, и положение всего твердого тела) относи
тельно неподвижной системы OX0Y0Z0. Для того чтобы доказать это, 
представим себе, что сперва система OXYZ совпадала с неподвижной 
системой OX Y0Z0. Затем при заданном угле ф мы проводим в плос
кости X 0Y0 линию ON и повертываем систему OXYZ вокруг этой линии ON

ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ

*  \
Рис. 70. Координаты Эйлера.
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(как вокруг оси) на угол 0 так, чтобы ось OZ заняла свое положение, 
как на рис. 70. Затем, повернув систему OXYZ (т. е. все твердое тело) 
вокруг оси OZ на угол ср, мы получаем и положение осей ОХ и OY, как 
показано на рис. 70. Таким образом двумя вполне определенными 
поворотами подвижной системы вокруг осей ON и OZ мы перешли 
от положения неподвижных координат к положению подвижных коорди
нат. Следовательно, три выбранных нами угла 0, ф, <р вполне определяют 
относительное положение обеих систем.

При и учении движения твердого тела вокруг неподвижной точки нас 
будет интересовать не столько преобразование координат, как преобра
зование угловых скоростей. В уравнения Эйлера входили проекции угло
вых скоростей р, <7, г на оси ОХ,
OY, OZ, неизменно связанные с телом, 
тогда как теперь нас будет интересо
вать, как будут меняться со временем 
углы 0, ф, ср, и, следовательно, нам 
желательно иметь в уравнениях дви
жения угловые скорости 0, ф, ср.
Для перехода от олних проекций к 
другим проще всего применить тот 
прием, которым мы пользовались и 
раньше (ср. ч. I, стр. 160, 142), а 
именно составить проекции интересую
щего нас вектора угловой скорости и 
на те и другие оси. При этом, од
нако, нужно помнить, чго угловые рис. 71. Разложение угловых скоростей, 
скорости откладываются всегда по
оси, перпендикулярной к плоскости угла поворота, и притом по правилу 
правого винта (ч. I, стр. 27, 26).

Угловая скорость & имеет направление по оси ON (рис. 71), и ее 
составляющие по осям координат OXYZ равны соответственно:

Ьх =  0 cos ср ; 0у —  —  9 sin ср; 0г =  0.

Угловая скорость ф имеет направление по оси OZ0; мы ее разложим 
сперва на два взаимно перпендикулярных направления OZ и OL:

фг=фсоз&; ^£=<j>sind;
а затем эту последнюю составляющую мы опять разложим на две — по ОХ 
и OY:

фг =  ф sin 9 sin ср; фу=  ф sin & cos ср.

Угловая скорость ср уже направлена по оси OZ.
Теперь нам остается только собрать все составляющие по отдельным 

осям OXYZ и полученные суммы приравнять проекциям р, q, г.
р  =  ф sin 9 sin ср -|— & cos ср; 
q =  ф sin & cos ср — & sin ср; 
г = ф  cos 0 -j-cp.

1
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Отсюда нетрудно получить и формулы обратного перехода:

9 —  р  cos <р — ^ sin ср;

/з sin ср -I— ^ cos ср; _ 
sin9 ’

< р = г —  (psin(p-j-<7 Costp)ctg&.

81. Уравнения движения в эйлеровых координатах. Полученные нами 
выражения мы могли бы подставить в уравнения Эйлера и, изменив соот
ветственно проекции моментов сил, получить уравнения движения твер
дого тела вокруг неподвижной точки в эйлеровых координатах. Однако 
мы предпочитаем вывести эти уравнения независимо от прежних, исходя 
из выражения для энергии тела и применив метод Лагранжа (ч. II. 
сгр. 231, 151). Мы ограничимся случаями, когда А =  В.

Кинетическая энергия Т вращающегося тела (для удобства письма 
мы берем удвоенную энергию) выразится теперь формулой:

2 Т — А (р2 +  ^2) +  С/-2 =  Л (sin2 0 • ф2 -4- О2) -j- С* (ф, cos 0 ф>3.

Проекции момента импульса К на различные оси мы получим, взяв 
частные производные от кинетической энергии по соответствующей угло
вой скорости (стр. 24, 19). Для большей ясности .мы поставили у проек
ции момента импульса два значка: один из них указывает на ось, на ко
торую берется проекция, а другой —  на соответствующую этой оси угло
вую координату Эйлера:

ЬТ

йг

Йф

ЙГ

— 3 - =  Лф sin2 9 Cr cos

1<гЛ ц  С г

(Обозначение г мы оставили и в этих формулах для сокращения письма; 
значение же г, выраженное через координаты Эйлера, у нас лано выше.)

Для составления уравнений Лагранжа нам еще необходимы частные 
производные по угловым координатам. Прежде всего мы видим, что ко
ординаты ф и <р совсем не входят в выражение кинетической энергии
(входят только угловые скорости ф и (р). Поэтому мы имеем:

Только производная по 9 даст нам: 

й Т
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Как из°естно, угловым координатам соответствуют моменты сил (ч. II, 
стр. 231, 151), поэтому уравнения Лагранжа для каждой угловой коорди
наты а будут иметь вид:

dt Ъх да

Составляя подобное уравнение для координат 0 , ср, <р, получаем сле
дующие уравнения движения в эйлеровых координатах:

MNd=A ft  —  Лф2 cos & sin 9 - f  Сг ф sin d;
М ?;ф =  Л ф 5т 2д - | - 2  Лф & sind cos d -j- C!r cos d —  C rdsin d ;
M, Cr.

И здесь мы нашли более удобным оставить в формулах величину г, 
хотя она и не относится к эйлеровым координатам, но, вводя ее, мы сок
ращаем формулы.

82. Прецессия свободного волчка. В качестве примера применения 
уравнений предыдущего параграфа мы разб-рем еще случай волчка, на 
который не действуют моменты внешних сил (ср. стр. 115, 87).

Положив в уравнениях М =  0, мы получаем:

г =  0, г =  ф cos d —|— сс == const.

Далее, вполне возможен случай, когда при УИд =  0 угол d остается 
во все время движения постоянным; это условие будет соблюдено, если 
мы выберем направление оси OZ по направлению вектора К момента 
импульса вращающегося волчка. Полот-ив в первом уравнении моментов
М& =  0 и d =  0, получаем (сокращая на ф sin d):

Ф =
Сг

A cos d '

Эту величину ф мы прежде обозначили вектором Ь; она представляет 
собой угловую скорость вращения оси волчка вокруг OZ (оси момента 
импульса К) и называется прецессией волчка. В рассматриваемом случае
эта прецессия регулярна (величина ф не меняется со временем).

По известным величинам г и ф мы можем определить

<р =  г —  ф cos d — ———  г.

Величину ф мы прежде обозначили вектором а.
Наконец, положив в формулах преобразования угловых скоростей

d =  0, мы имеем:
р  — ф sin d sin ср; 

q —  ф sind cos cp;

P  =  ]/  p 2 -f* Ф  =  ф sin d; и2 =  ( ф sin d)a - j-rs.
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Все эти результаты совпадают с тем, что мы получили из уравнений 
Эйлера. Разница в наших вычислениях состоит только в том, что прежде 
мы относили уравнения движения тела к координатам, вращающимся 
вместе с телом, а затем определяли движение по отношению к неподвиж
ным координатам, тогда как сейчас мы шли обратным путем.

83. Прецессия и нутация. Прецессией мы назвали изменение со време
нем угла ф в эйлеровых координатах, изменение же угла & мы будем 
называть нутацией В предыдущем параграфе мы выбрали направление 
неподвижной оси OZ0, совпадающее с направлением вектора момента 
импульса волчка К. При таком выборе координат у нас угол 9 оказался 
постоянным, и, следовательно, никакой нутации не получилось; кроме
того, угловая скорость прецессии ф оказалась постоянной. Но если бы 
мы выбрали другое направление неподвижной оси OZQ, то, хотя угол 
между векторами а и К' оставался бы при движении постоянным, тем не 
менее угол между осью волчка и осью OZ0 изменялся бы, и мы получили 
бы нутацию. Действительно, ось волчка описывает вокруг неподвижной 
оси К круговой конус, и в некоторые моменты времени ось волчка будет 
находиться вне угла, образуемого К с осью OZ0 тогда как, обойдя пол-обо
рота прецессионного движения вокруг оси К, ось волчка придется внутри 
этого угла. Таким образом угол 9 между осью волчка и осью OZ0 будет 
меняться периодически с частотой, равной угловой скорости прецессии
волчка ф0 вокруг оси момента импульса К.

Вместе с изменением угла 9 будет при таком движении изменяться
и угол ф, и притом с тою же самою частотою ф0. Прецессия ф отно
сительно тех координат, которые мы теперь предложили, уже не будет
регулярной (величина ф не будет постоянной).

Из этого мы видим, что если буквально придерживаться номенклатуры,
обозначая через ф прецессию, а через 9 нутапию, то эти ветчины будут 
зависеть от выбора с и с т е м ы  координат. Имея это в виду, мы должны

каждый раз указывать, относительно каких 
координат даны величины ф и 9.

Так, например, при описании движения сво
бодного волчка мы можем сказать, что ось волч
ка совершает регулярную прецессию без ну
тации, но при этом мы предпола!аем, что дви
жение отнесено к неподвижной оси момента 
импульса. Такое описание движения волчка и 
проще, и нагляднее, и более соответствует 

Рис. 72. Разложение угло- свойству самого физического явления.
вых скоростей. 84. Удар по оси волчка Пусть К0 (рис. 72)

представляет собой момент импульса Еолчка 
и ц0 —  его угловую скорость вращения. Мы предполагаем, следова
тельно, что волчок вращ 1е(Ся вокруг одной из своих главных осей 
инерции и не совершает никакой преие.'сии. Предположим, что в неко
торый момент времени t0 мы сообщаем оси волчка толчок, т. е. мгновен
ную силу F, приложенную к точке А оси на расстоянии г от его не лра 
тяжести. Это означает, что в момент времени t0 начал действовать неко
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торый момент сил Ma = [ r F ] ,  стремящийся повернуть волчок вокруг оси 
ОМд (рис. 72) и произвести отклонение оси на некоторый угол 0. 
Мы знаем, что момент сил производит изменение момента импульса 
тела, и если момент сил действовал небольшое время т, то полное 
изменение момента импульса за это время будет равно:

<о 4"1
г к = » | м д. л .

* *о
Направление вектора 8К параллельно вектору Ма и, следовательно, перпен
дикулярно к начальному моменту импульса К0. Сложив первоначальный 
момент импульса вновь сообщенному телу моментом импульса (геометри
чески; рис. 72), получаем результирующий момент импувьса К.

Таким образом момент импульса тела после толчка изменил свое 
направление и отклонился на угол Э, определяемый формулой: ,

ЬК 
Сг *

Мы видим, что отклонение будет при прочих равных условиях тем меньше, 
чем быстрее вращается волчок (чем больше г).

В то же самое время и вектор и0 тоже получит некоторое отклонение. 
Действительно, дополнительный момент импульса §К вокруг оси ОМ даст 
нам дополнительную угловую скорость вращения вокруг той же оси:

где А — момент инерции вокруг этой оси. Складывая эту дополнительную 
скорость с первоначальной скоростью и, получаем результирующую 
угловую скорость, которая отклонена от первоначальной угловой скорости 
на некоторый угол, определяемый формулой:

Так как углы а и 0 неодинаковы, то после 
сообщенного толчка векторы К и и  уже не будут 
совпадать друг с другом, и волчок будет совер
шать вращение, сопровождаемое прецессией во
круг оси К.

85. Волчок стоячий и волчок висящий. Имея в 
виду рассмотреть действие на волчок силы тяжести, Рис. 73. Стоячий волчок, 
или, точнее, момента силы тяжести (сила тяже
сти действует и на волчок, подпертый в центре тяжести, но никаких 
действий не производит), нам необходимо различать два типичных слу
чая: во-первых, тот случай, когда точка опоры волчка помещена ниже 
его центра тяжести (рис. 73) и, во-вторых, когда она находится выше 
его центра тяжести (рис. 74). Первый случай мы будем для краткости 
называть стеячим волчком, второй случай будем называть висящим

Л  ' ' ' \  ' ■ ’
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волчком. К первому случаю нужно отнести волчки-игрушки, ко второму 
случаю относится большинство волчков, употребляемых в технике.

Обозначим через т  массу волчка, через g  ускорение силы тяжести 
и через s расстояние центра тяжести от точки опоры.

В стоячем волчке угол 0, отклонение оси волчка 
от вертикали, направленной вверх, будет острый, и 
момент силы, тяжести вокруг горизонтальной оси, 
проходящей через точку опоры О волчка, определит- 

м  ся формулой (рис. 73 ):

Л ^ =  mgs sin 9.

В висящем волчке угол 9 будет тупой (рис. 74); 
тем не менее момент силы тяжести выразится той же 
самой формулой: однако необходимо помнить, что 
cos 9 теперь будет отрицательный. Иногда вместо 
угла 9 мы будем вводить в наши формулы угол 
а  =  (180° —  9). При этом мы получим:Рис. 74. Висящий 

волчок.
sin а =  sin i cos а —  —  cos i

Обратим внимание на то, что висящий волчок представляет собой не 
что иное, как маятник, с тем, однако, различием, что его чечевица обладает 
вращением. Это последнее обстоятельство, как увидим ниже, может 
значительно изменить его движения.

86. Регулярная прецессия волчка при действии момента силы тя
жести. 11режде всего зададимся вопросом, возможна ли регулярная прецес
сия во 1чка, находящегося под действием момента силы тяжести, и при 
каких условиях она возможна. Регулярной мы назвали такую прецессию, 
при которой и — const и, следовательно, 9  =  0. Подставив эти величины 
в уравнение моментов Ма, получаем после сокращения на sin 9:

mgs =  — Лф2 cos 9 Сг ф.

Введем в это уравнение обозначение:

; Сг 
A cos 9 ’

эта величина, как мы уже знаем (стр. 109 , 82), представляет регулярную 
прецессию того же волчка при отсутствии момента силы тяжести. То, да 
имеем:

Ф2 — Фо * Ф
mgs 

A cos 9
и можем определить:

1 ; о 4wgs  I
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Формула показывает, что, вообще говоря, возможны две регулярные 
прецессии: одна из них быстрая, другая медленная. Однако, если подко
ренная величина отрицательна, т. е. если

(Сг)2 <  4 A mgs cos &,

то регулярная прецессия вообще невозможна.
Нетрудно видеть, что при отсутствии момента силы тяжести С ^ = 0 )  

вышенаписанная формула превращается в формулу регулярной прецессии 
свободного волчка (ф0).

Другой крайний случай мы имеем при отсутствии вращения, т. е. 
при г =  0; тогда

У — у  Л cos й

Для стоячего волчка эта прецессия невозможна (ф получает мнимое 
значение), но для висящего волчка c o sd < 0  и ф имеет действительное 
значение.

Но при отсутствии вращения мы имеем здесь случай простого маят
ника, и величина ф представляет собой ту угловую скорость вращения 
маятника вокруг вертикали, которая необходима для того, чтобы \гол Й, 
образуемый маятником с вертикалью, оставался неизменным. Мы можем 
и про маятник сказать, что написанное условие для ф представляет усло
вие регулярной прецессии маятника.

Для маятника момент инерции А выразится через массу т  и длину 
маятника I таким образом:

A — ml2\ l — s,

и если мы введем острый угол наклонения маятника к вертикали 
а =  180° — д, то получим формулу:

l i f e -

совпадающую с той, которую мы получили для так называемого кони
ческого маятника раньше (ср. ч. II, стр. 178, 116) Для конического 
маятника возможны тоже две различных величины прецессии; но они 
равны и противоположны.

Сравнение с жоническим маятником очень поучительно и придает на
шим вычислениям большую наглядность. Было бы, например, совершенно 
неправильно думать, что при данных значениях величин А, С, г, 9 и при 
наличии момента силы тяжести mgs sin & волчок непременно будет со
вершать прецессию по формуле:

mgs 
A cos д J

а нужно понимать наш результат таким образом. Если при вышеперечислен
ных данных мы сообщим волчку прецессию величины, равной одному из
8  Теоретпч. физика, и. III.
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написанных двух возможных значений ф, то волчок при таких условиях 
будет совершать регулярную прецессию, т. е. угол 0 будет оставаться 
постоянным. При других условиях (так же как и для простого маятника) 
прецессия, вообще говоря, не будет регулярна, и угол й не будет по
стоянным.

Регулярная прецессия волчка и при действии момента силы тяжести 
представляет собою устойчивое движение, и около этого движения воз
можны нутации. Однако мы на этом останавливаться не будем и перей
дем к более общему случаю.

87. Прецессия волчка с нутацией. Первое уравнение моментов (для 
координаты й) будет теперь иметь вид:

Мь — mgs sin & =  Лй — Лф2 sin & cos & -j- (>ф sin й.

Здесь А означает момент инерции волчка вокруг оси ОК, проходя
щей через точку опоры; такой же момент инерции мы имеем и относи
тельно оси OL, перпендикулярной к ОК. Вокруг оси симметрии волчка 
OZ момент инерции равен С.

Остальные два уравнения моментов мы не будем переписывать, по
тому что мы предполагаем выбрать несколько иной путь решения за
дачи. Заметим, что

*1 = 0 -
аф ’ йф . г—' —  0; ^ 0.d<p О'Д

Это означает, что ни кинетическая энергия, -ни потенциальная энер
гия тела не зависят от координат ф и ср. Такие координаты называются 
циклическими (см. ч. И, стр. 249, 163). -Импульсы, соответствующие 
циклическим координатам — в данном случае импульсы Kq> и Ка, — оста
ются постоянными (эго —  общее правило), и мы можем воспользоваться 
этим для исключения циклических координат из наших уравнений. Так, 
например, уравнением (стр. 108, 81):

К = <—г —  С г =  const 
й'Д

само собою исключается координата ср; и действительно, угол <р не имеет 
значения дня дальнейшего решения задачи. Угловая скорость tp тоже 
исключилась у нас, а осталась лишь постоянная скорость вращения г 
волчка вокруг его оси симметрии. Этим обстоятельством мы уже неод
нократно пользовались.

Момент импульса, соответствующий координате ф, напишется так 
(стр. 108, 81):

ът
Ки>= — =  Л<Ь sin2 0 +  Cr cos & =  const. 

ф аф 1

Положим, что в некоторый момент времени t —  0 прецессия ф0 рав
нялась нулю и угол наклонения волчка к вертикали был равен й0. Под-
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ставляя эти значения в написанное уравнение, получаем значение мо
мента импульса в момент ( =  0:

Л'ф =  Cr c o s 9„.

Эта величина момента импульса остается постоянной и для всех 
последующих моментов времени, а потому уравнение момента импульса 
можно написать так:

Лф sin2 & =  Cr (cos 90 — cos 9).
Затем составим выражение полной (удвоенной) энергии волчка 

(см. стр. 108, 81):
2 (Г-!- U) —  А (92 -(- ф2 sin2 9) -f- Cr2 -|- 2mgs cos 0 =  const.

Полная энергия волчка должна во все время движения оставаться 
постоянной, так как мы предполагаем, что волчок продолжает вращаться 
и не падает, несмотря на действие силы тяжести. Это, действительно, и 
наблюдается довольно часто.

Если мы в выражение энергии подставим начальные условия, а 
именно:

t =  0; <Ро =  0; 9 =  90,
то получим для t —  0:

2 (7-f- U)t=0 — Сг2 -|- 2mgs cos 90 =  const,
и уравнение постоянства полной энергии может быть переписано в сле
дующей форме:

A (92 -f- ф2 sin2 9) — 2mgs (cos 90 — cos 9)
Левая часть этого уравнения — существенно положительная вели

чина; отсюда заключаем, что во все время движения
» >  So-

Это означает, что отклонения волчка от начального положения, когда 9 
было равно 90, могут происходить только в положительную сторону, 
и если мы положим

& —  &о +  v>

то  величину v нуж но считать положительной (она м ож ет в некоторы е 
моменты врем ени равн яться  и нулю, но не мож ет бы ть отрицательной). 

Если  эт о  т а к , то  из уравнения момента импульса

л ^ » (С059» - С0з9)

мы видим, что и величина ф тоже всегда положительна, La исключением 
тех случаев, когда 9 =  90; в эти моменты времени ф =  0.

Подставим это значение ф в уравнение энергии; тогда получаем 
уравнение:

й cos 9П — cos 9 Г С2г2 „ Л(0)2 = ----- - ----- | 2mgs -  -  зш2у  (cos 90 — cos 9)J ,

8 *
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которое содержит только одну координату 0 и начальные данные; все 
остальные координаты ф и ср исключились. На этом примере мы видим, 
почему циклические координаты называются в английской литературе 
исключаемыми (ч. II, стр. 249, 163) координатами.

В полученном нами уравнении слева стоит существенно положитель
ная величина, а справа первый множитель тоже, как мы видели выше, 
всегда положителен (9 > 9 0); следовательно, и второй множитель должен 
оставаться во все время движения положительным. Отсюда заключаем, 
что

С2г2
2mgs >  Ш п ч  (cos d° ~ cos &)’

а следовательно:
А cm 2  А

(cos 90 — cos ft) <  2m gs..- - - - - .

Из последнего неравенства мы видим, что разность (9— 90), т. е. 
величина нутации v, вообще говоря, бывает невелика; в особенности 
она мала при больших значениях г, т. е. при быстрых вращениях 
волчка.

До сих пор наши формулы были вполне точны, но это последнее 
замечание позволяет нам сделать значительные упрощений в формулах, 
если удовольствоваться приближенным расчетом рассматриваемого явления.

88. П ри бл и ж ен н ое р еш ен и е. П ред п ол ож и м , д ей стви тел ьн о , ч то  правая 
часть н аш его  н е р авен ства  оч ен ь м ал а ; то гд а  левая  ч асть  н е р авен ства  б у 
д е т  е щ е  т о г о  м ен ьш е, и  мы м ож ем  п ол о ж и ть:

9 =  90 -j- v; sin v =  v; cos v — 1--- ^ v2;
Z

cos ii — cos (90 -[- v) =  cos &0 • cos v — sin 90 • sin v =
=  cos 90---— cos 90 • v2 — sin 90 • v;z

cos 90 — cos 9 =  ~  cos 90 • v2 -f- sin 90 • v. 
z

sin2 (90 -f- v) =  sin2 90 -j- 2 cos 90 • v.
Подставляя эти формулы в уравнение для 9 и откидывая все члены 

со степенями v выше второй, мы получаем:
(9)2=  (v)2=:Z)-v — £-v2, 

где козфициенты D  и Е  означают:

D  =  —— 2mgs sin 90;
l C r\2 mgs cos 90

E = [ a )---------  •

Вышенаписанное уравнение можно интегрировать обычным способом 
(ср. курс интегрального исчисления), и мы предлагаем это сделать чита
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телю самому, тогда как здесь мы выберем несколько иной путь реше
ния, который мы неоднократно применяли и раньше.

Имея в виду, что нутация v должна быть периодична во времени и 
притом, как мы доказали выше, она должна быть положительной, по
пробуем задаться решением этого уравнения в такой форме:

V =  v0 ( 1 — cos at). у

Это решение удовлетворяет начальным условиям, по которым при 
t — 0 и v должно равняться нулю; кроме того, v остается для любого 
времени t положительным. Что касается до амплитуды нутаций v0 и до 
частоты а, то подберем их так, чтобы удовлетворить вышенаписанному 
диференциальному уравнению.

Составим сперва формулы:

v =  v0sinn/-a;
v2 =  (1 -{— cos2 at — 2 cos at) —  — (v0 sin at)2 -[- 2v0v

и подставим их в диференциальное уравнение. Тогда получаем:

(v() sin at)’1 а? —  D'> —  2£v0v -j- E  (v0 sin at)2)
(v0 sin at)2 [a2 —  £] — vc (1 —  cos at) [D — 2£v0].

Для того чтобы это уравнение удовлетворялось в каждый момент 
времени (т. е. независимо от значения величины t), необходимо, чтобы 
выражения, стоящие в прямых- скобках, сами по себе равнялись нулю. 
Мы получаем, таким образом, два уравнения, из которых и определя
ются:

D D
2 Е ~  2а2 ’

Подставляя сюда значения коэфициентов уравнения D  и Е, получаем:

( j )
mgs cos ii0 

А ’

V
Amgs sin dn

(О )2 —  Amgs cos il0 '

При очень быстрых вращениях волчка (т. е. при тех значениях г, 
которые встречаются в практике) мы можем даже вторым членом в вы
ражении для частоты а пренебречь по сравнению с первым членом и 
удовольствоваться формулами:

Сг
А ’

Amgs sin &0   Мп
{Сг)2 Сг-а'

Б последнюю формулу мы ввели обозначение:

М0 — mgs sin &0.
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Эта величина представляет собой момент силы тяжести в начале дви
жения (при t —  0), а также в те моменты времени, когда 9 =  90. В дру
гие моменты времени момент сил М немного изменяется вследствие 
угла 0, т. е. вследствие нутаций. Итак, для нутации мы можем написать:

AL
v== —— (1 — cos at).

Cra

Переходя к вычислению прецессии по формуле (стр. 114, 87):

♦  =  Л ^ Г а (со59« - с“ 9)'

мы можем и здесь разность косинусов выразить через нутацию:

A s i n » V =  s in » V'

Подставляя сюда найденное нами выражение для v и заменяя 9 через 
90 (при малом v), получаем величину прецессии:

ф _  — cos
\-*l

89. Другой способ приближенного решения. В предыдущем параграфе 
мы применили приближенные формулы к уравнению энергии, но мы 
могли бы применить их также к уравнению моментов. Сделаем это. На 
место точного уравнения

Мь =  mgs sin 9 =  Л9 —  /4ф2 sin 9 cos 9 -f- О ф sin 9

мы можем (пренебрегая величиною ф по сравнению с быстрым враще
нием волчка вокруг его оси г или <р) применить упрощенное уравнение:

mgs sin 9 =  Av -J- О ф  • sin 9

и присоединить к этому приближенное выражение для прецессии:

"  i Сг

Вводя обозначение jjl =  cb sin 9, мы получаем два уравнения для опре
деления ji и v:

М_
А

где мы обозначили, как и прежде,

+  ад; P =  «v ,
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Подставляя второе уравнение в первое, получаем диференциальное 
уравнение для v:

•• - .  М  v -]- a2v =  — ,

которое легко интегрируется, а именно (предоставляем читателю самому 
в этом убедиться):

М п v = ——- (1
Аа2

cos at)

(мы приняли, что при t =  0 отклонение v =  0).
Получив выражение для v, подставляем его во второе уравнение и 

определяем ji, а следовательно, и ф, в полном согласии с результатами 
предыдущего параграфа. Написанные выше приближенные уравнения для 
р и v нам будут встречаться неоднократно в таком, более симметричном 
виде:

М _  
А ~  
0  = ii — av;

причем:

90. Циклоидальное движение оси волчка. Проинтегрируем выражение 
для ф по времени, приняв, что при ^ = 0  угол ф был равен нулю, и 
напишем формулы для ф и v вместе:

_ mgs sin{l0 
V Cra

sin at)\

(1 — cos at).

Для того чтобы от угловых отклонений перейти к линейным откло
нениям, нам необходимо умножить величины ф и v на расстояние до 
соответствующей оси вращения. Обратим внимание на какую-либо точку Р 
оси волчка (большею частью это будет верхний конец оси волчка) 
и обозначим ее расстояние от точки опоры через /. Нутации происходят 
вокруг оси, проходящей через опору, а потому линейное отклонение, 
соответствующее углу v, будет равно y =  /v. Прецессия происходят во
круг вертикальной оси по кругу радиуса / s i n 0о , п о э т о м у  линейное от
клонение вдоль круга прецессии будет равно Ar =  /sind0 -(p Таким обра
зом для линейных отклонений мы получаем:

х
Imgs sin 0о 

Ста
{at — sinaf);

Imgs sin l)n 
Cra (1 — cos at).
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Если мы сравним эти формулы с уравнениями обыкновенной цик
лоиды (ч. II, 170, 111):

х  =  г0 (ф — sin со);
— cos ®),

то увидим, что они одинаковы. Отсюда заключаем: каждая точка оси 
волчка описывает при своем движении циклоиду.

Циклоиду мы представляли себе образованной качением круга по 
прямой линии. В рассматриваемом нами теперь случае движение проис
ходит по кругу прецессии; однако величина нутации v обыкновенно так 
мала, что сравнител но с ней окружность круга прецессии можно при
нять за прямую (см. следующий параграф). Радиус катящегося круга, 
описывающего нашу циклоиду, определяется формулой;

Imsrs sin iL 
f° = "  Cm

f .  e . он равен  ам плитуде н утац ий . К аж ды й о б о р о т  э т о г о  к р у га  п р о и с х о 
дит во  время од н ого  пери ода нутации

и п у ть , проходи м ы й этим  кругом  з а  врем я од н ого  п ер и о д а, т . е. р ас 
стояни е м еж ду двум я сл едую щ и м и  друг за  д р у гом  остри ям и циклоиды  
(о т  t = 0  до  t  —  T J ,  б у д ет  р авен

х0 =  2ттг0.

Ч исло так и х  ц и клои дальн ы х ш а г о в , к ото ры е каж д ая  то ч к а  оси волчка 
д елает при полном о б хо д е  к р у га  прецессии , б у д ет  р ав н о  длине ок р у ж н о 
сти к р у га  п рец ессии  2 n / s in d 0, р аздел ен н ой  на длину од н ого  ш а га  ц ик
лоиды :

I  sin  sin  0 n 
п— ------ у =

Н о  ту  ж е  сам ую  величину мы м ож ем  п олуч и ть, деля вр ем я  полного 
о б о р о та  прецессии на врем я одной  полной нутации :

п = Т ш т а

Таким образом все детали движения легко поддаются расчету.
Однако к сказанному здесь необходимо добавить некоторые замеча

ния. Во-первых, не нужно забывать, что наши расчеты представляют 
только первое приближение, сделанное нами в предположении, что вол
чок вращается очень быстро. Во-вторых, мы предположили, что при 
t =  0 и ф = 0 .  Это означает, что волчок после установки острием на 
подставку предоставляется действию момента силы тяжести без началь
ной прецессии. Только при таких условиях мы получим чистую циклоиду
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с острыми концами. Если же в начале движения волчку был дан 
толчок иди направление его момента импульса не совпадало в точности 
с направлением оси волчка (это тоже служит причиной прецессии; 
стр. 109 , 82), то вместо циклоиды с острыми вершинами (рис. 76) ось 
волчка будет описывать кривые, похожие на обыкновенную циклоиду 
(которые иногда тоже называются циклоидами с добавкой: вытянутая, 
или сжатая), но у которых острые вершины сглажены (рис. 75) или за
менены петлями (рис. 77). Приведенные здесь расчеты нетрудно обобщить 
и на случай начальной прецессии, отличной от нуля.

91. Пример. Чтобы иметь некоторое понятие об относительных вели
чинах прецессии и нутации, рассчитаем следующий пример. Пусть волчок 
сделан в виде диска со стержнем, вставленным в его центр. Радиус 
диска пусть будет р =  4 см, толщина его h — \ см, расстояние центра 
тяжести от точки опоры пусть будет равно s — 2 см и длина оси 
1 =  8 см. Что касается до плотности материала, из которого сделан диск,

*0

Рис. 75. Рис. 76. Рис. 77.
Различные типы прецессии с нутацией.

то мы ее обозначим через 5; числовая величина этой плотности у нас 
входить не будет.

Масса т  и момент инерции диска вокруг оси симметрии волчка опре
делятся формулами:

. , ч _ 1 „ т  2/и =  тгр2 ./ го ; с=  — р 2 ./ и ; — =
Момент инерции волчка вокруг горизонтальной оси, проходящей че

рез опору, определяется по моменту инерции вокруг одного из диамет» 
ров диска с прибавлением произведения из массы на квадрат расстояния 
центра тяжести от опоры:

А =  ^р2 - j - / z 2̂  т  - j- s2m

При выбранных нами размерах оба момента инерции почти одина
ковы, и мы можем написать:

. ~ СгА =  С; а — — =  г.
/л.

Следовательно, ч асто та  нутаций равна угловой скорости вращения 
волчка.
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Предположим, что мы сообщаем волчку быстрое вращение, например, 
30 оборотов в секунду, и ставим его острием на подставку так, чтобы 
его ось составляла с вертикалью угол в 30° (sin(>0 =  0,5; co s&0— 0 84). 
На основании приведенных данных угловая скорость вращения Еолчка 
определится в

г —  а  — 30 • 2тг =  бОтг.

=  0,03 см.

Амплитуда его нутаций будет равна

/ •2 ^ s s in 9 0 8 -2-980-2-1
Г°  р2г2 42-(60я)2-2

Каждый шаг циклоиды, описываемой концом оси волчка, равен 
х0=  2яг0 =  0,18 см.

Как видим, обе эти величины настолько малы, что будут едва за
метны на опыте.

Величина прецессии определится из формулы:

1,3.I _  m gs__2gs _ 2-980-2
‘ Cr р V  16 -60 -я

Это означает, что ось волчка будет делать один полный оборот во
круг вертикали во время _

_  2я7], =  =  =  4,8 сек. 
ф

Радиус круга прецессии равен /sin 0 0 =  4 см, и длина окружности 
равна 8я =  2 5 сл . Число шагов циклоиды, укладывающихся на круге 
прецессии, мы можем получить, деля длину окружности на длину одного 
шага А'0, или деля период прецессии на период нутации, или деля а на 
ф, получаем (в круглых числах):

25 60-я
п =

0,18 1,3
145.

В заключение нам полезно будет подсчитать относительную величину 
двух членов бинома, который нам встретился на стр. 116, 88

( О )2 —  Amgs cos &0.

Чтобы упростить вычисления, мы можем вынести величину С2 за 
скобки, приняв во внимание, что у нас

А — С = ~  р2т .

Подставляя числовые значения, получаем в круглых числах:

г 2gs  cos Й0
О ■ j =  С2 [36 0 0 0 —  180].
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Мы видим, что второй член почти в 200 раз меньше первого, и им 
можно пренебречь, что мы и сделали на стр. 116, 83.

92. Псевдорегулярная прецессия. Приведенный нами пример очень 
типичен для тех быстро вращающихся волчков, которые встречаются в 
практике. Нутации волчка в большинстве случаев настолько 'малы, что 
они остаются незаметными, и прецессия представляется вполне регуляр
ной. Однако на самом деле регулярная прецессия волчка, находящегося 
под действием момента силы тяжести, может наступить только при осо
бых условиях (стр. 1 1 2 , 86), между тем как в большинстве случаев мо
мент силы тяжести произведет прецессию, сопровождаемую нутациями. 
Принимая это во внимание, условились нерегулярную прецессию, кажу
щуюся регулярной, называть псевдорегулярной прецессией.

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Момент силы тяже
сти, действующий на вращающийся волчок, стремится повернуть ось 
волчка вокруг оси ОМь (рис. 73, 74), между тем как прецессия повора
чивает ось волчка вокруг оси OZ. Оси ОМь и OZ перпендикулярны 
друг к другу, и наблюдателю, следящему за движением оси волчка, 
иногда кажется парадоксальным, что волчок отклоняется по направлению, 
перпендикулярному к действию силы. Но этот парадокс только кажу
щийся и объясняется тем, что наблюдатель не замечает нутаций.

Для того чтобы это утверждение стало как можно нагляднее, обра
тимся опять к упрощенным уравнениям нутаций (стр. 119, 89 в конце):

jjl — av =  0.

В этих уравнениях v представляет изменение угла 90 наклона оси 
волчка к вертикали, а р представляет изменение угла у поворота волчка 
вокруг оси OL, перпендикулярной к оси OZ; следовательно, отклонения 
v и р взаимно перпендикулярны. Предположим, что в некоторый момент 
времени t —  0 волчок занимал положение, определяемое углом &0, и ни
какой прецессии не было. Так как y =  <j)sin0, то в этот момент вре
мени и р было равно нулю, а потому для этого момента первое уравне
ние напишется так:

Но это уравнение означает, что угол 9 начинает увеличиваться 
т. е. что волчок начинает отклоняться именно в т у  сторону, куда дей
ствует момент силы тяжести. Волчок и продолжал бы отклоняться в эту 
сторону, если бы он не вращался. Однако благодаря ускорению v у 
отклонения оси появится и некоторая скорость V, а эта скорость v на 
основании второго уравнения

P  =  <2V

сейчас же произведет ускорение р, и у волчка появится отклонение, пер
пендикулярное к первоначальному отклонению V. Далее, за ускорением р
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появится и скогость отклонения д, которая согласно первому уравнению 
буд т изменить величину нутации V. Получившееся изменение нутации, 
в свою очередь, изменит д (а следовательно, и прецессию ф) и т. д., 
и т. д. Таким образом вследствие постоянного взаимодействия отклоне
ний v и д верхний конец оси волчка будет описывать в пространстве 
циклоидальную кривую (рис. 78) и, таким образом, постепенно прецесси

ровать вперед. Отдельные петли этой циклоиды так 
малы, что остаются незаметными, но результирующая 
прецессия, т. е. постепенное, хотя и медленное, 
увеличение угла ф, обнаруживается вполне ясно.

93. Волчок с неизменным моментом импульса. 
Очень часто, применяя теорию волчка к различным 
случаям техники, совсем не интересуются малыми 
нутациями и желают знать только результирую
щую прецессию. В таких случаях можно значи
тельно упростить расчеты. Конечно, эти расчеты 
будут представлять только первое приближение, 
но это приближение будет тем точнее, чем 
быстрее и равномернее вращается волчок. 

Предположим, действительно, чтб величина момента импульса волчка

Рис. 78. Псевдорегуляр- 
ная прецессия.

К — Сг

остается неизменной. Не нужно забывать, что угловая скорость враще
ния г составлена из двух частей

Г =  <0 фсоэ &.

Первый член этой формулы представляет собственное вращение Еолчка 
вокруг его оси, тогда как второй член представляет проекцию прецессии 
ф на ось волчка.

Поэтому, если даже собственное вращение волчка поддерживается 
каким-либо образом (двигателем) постоянным, тем не менее всякое появ
ление или изменение величины прецессии ф и всякое изменение угла О 
уже влекут за собой и изменение величины г. Но, как уже сказано 
выше, мы будем предполагать, что все эти возможные изменения нич
тож но малы по сравнению с быстротою ср собственного вращения 
волчка, и будем считать величину г неизменной при всяких условиях. 
Но если величина момента импульса К неизменна, а может изменяться 
только направление этого вектора, то уравнение моментов принимает 
простой вид (стр. 89, 70):

К' =  0; М =  [1Ж].

Здесь U означает угловую скорость поворота вектора К. Применяя 
эту формулу к волчку, подверженному моменту силы тяжести, мы должны 
положить;

7W ==«gssin & ; «  =  ф; / С = С г ;



9 4 ] ПРИНУЖДЕННАЯ ПРЕЦЕССИЯ И РЕАКТИВНЫЙ МОМЕНТ ВОЛЧКА 1 2 5

и тогда получаем уравнение моментов:

mgs sin & =  ф • Cr sin ft,

из которого непосредственно определяется величина (псевдорегулярной) 
прецессии:

Y Cr

в согласии с тем, что мы нашли раньше (стр. 118, 88). Нутации не по
явились благодаря /нашему упрощенному предположению.

Так как по самому смыслу векторного произведения вектор М пер
пендикулярен к векторам U и К, то и прецессия ф должна происходить 
вокруг оси, перпендикулярной к оси момента 
сил ОЛ4а. Кроме того, направление М должно 
составлять с векторами U и К правовинтовую 
систему (рис. 79).

Приведенные здесь соображения настолько 
просты и наглядны, что ими часто пользуются 
в различных вопросах, где применяется теория 
волчка (см. следующую главу).

94. Принужденная прецессия и реактивный 
момент волчка. Формулу предыдущего параг
рафа мы можем применять и к тем случаям, 
когда момент сил М равен нулю, но вращаю
щееся тело каким-либо способом принуждается 
к равномерной прецессии ф. Мы видели, что 
момент сил М, стремящийся увеличить угол ft, служит причиной прецес
сии и по формуле:

М =  [UK]; и =  ф.

Эту формулу мы можем толковать как равновесие двух моментов 
сил: внешнего момента сил М и реактивного момента — [1Ж]. Внешний 
момент сил М стремится увеличить угол ft, следовательно, внутренний 
реактивный момент стремится уменьшить этот угол ft; в результате угол 
ft остается неизменным. Как только мы устраним дейс!вие внешнего мо
мента, но оставим неизменной прецессию ф, то угол ft сейчас же начнет 
уменьшаться. Это рассуждение представляет собой не что иное, как 
одно из применений третьего закона механики Ньютона; действие 
равно и противоположно противодействию (ср. Мг и Мэ на рис. 79).

Фуко выразил полученный нами результат следующим правилом: 
волчок, который принуждается к равномерной прецессии, стремится на
клонить свою ось так, чтобы его собственное вращение стало параллель
ным принужденному вращению (т. е. чтобы уменьшить угол ft).

Обращаем внимание на то обстоятельство, что аналогичное правило 
мы имеем для магнитной стрелки: стрелка стремится стать своим маг
нитным полем вдоль линий сил внешнего поля. Магнитное поле анало

гично угловой скорости принужденной прецессии, а магнитный момент

а

Рис. 79. Реактивный мо
мент волчка.
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стрелки аналогичен моменту импульса волчка. Формулы моментов для 
волчка и для магнитной стрелки одинаковы (см. общий курс „Электри
чества", А. Эйхенвальд).

Очень часто в уравнениях движения волчка принужденную прецессию 
заменяют эквивалентным ей моментом сил. Из вышеизложенного непо
средственно следует, что принужденная прецессия U эквивалентна мо
менту

Mr= - [ U K ]  =  + [K U ].

Эта формула нам пригодится при различных применениях геории 
волчка в главе VIII.



Г Л А В А  С Е Д Ь М А Я

ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ 
(МАЛЫЕ НУТАЦИИ)

95. Введение координаты При многих исследованиях движения 
волчка, а особенно при исследовании малых нутаций, бывает, удобно на 
место угловой скорости ф ввести в уравнения угловую скорость (как мы 
что уже делали: см. стр. 118, 89 и след.):

у =  (Ь sin 0 .

Эта величина у имеет простое геометрическое значение: она пред
ставляет собой проекцию угловой скорости ф на ось OL (ср. стр. 106, 
80, рис. 70).

При введении этой величины в наши уравнения нам встретится и 
вторая производная по времени:

](= 'ф  sin —|— ф& cos 9.

Пользуясь этими соотношениями, мы можем переписать первое урав
нение моментов в следующей форме:

=  Л& — A f  ctg & -]- Cry.

Второе уравнение мы тоже преобразуем таким образом: мы разложим 
момент Mv на два составляющих момента вокруг осей OL и OZ (ср. 
рис. 70):

ЛТф —  Мх sin & -[- Му cos &.

Во всех случаях, которые мы будем разбирать ниже, момент сил во
круг оси симметрии волчка OZ будет у нас равным нулю, и мы можем 
положить:

М,р —  M,sin &.

Но если М —  0, то и г = 0 ,  т. е. угловая скорость вращения волчка 
вокруг оси OZ остается постоянной (как это мы имели и выше). I фи
нне это во внимание, мы можем переписать второе уравнение (по сок
ращении на sin&) в таком виде:

Му —  Ау -[- Луд ctg 0 —  СгЬ.

Третье уравнение (при Му —  0) дает нам опять',

г — const.
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96. Другой способ получения уравнений. Уравнения предыдущего па
раграфа можно получить и независимо от выводов предыдущей главы, 
исходя непосредственно из основного уравнения моментов:

м = к '  +  [иК].

Мы уже пользовались этим уравнением при выводе уравнений Эйлера 
(стр. 89, 70), причем за оси координат мы принимали главные оси инер
ции тела( Эти оси участвуют во всех движениях тела, поэтому вектор и 
представлял собой угловую скорость вращения самого тела. Теперь мы 
выберем оси координат ON, OL и OZ (рис. 70; ср. рис. 7 i стр. 106). 
Эти оси тоже не остаются в покое относительно внешнего неподвиж
ного пространства; но они и не следуют за всеми движениями тела. Это 
видно уже на примере свободного волчка (стр. 109, 82), где оси ON  и 
OL участвуют в регулярной прецессии, но не вращаются вокруг оси сим
метрии волчка. Поэтому теперь вектор и уже не будет представлять со
бой угловую скорость вращения тела, а угловую скорость вращения вы
бранных нами осей координат.

Выбранные нами координаты участвуют в нутации и в прецессии; 
первое из этих движений имеет угловую скорость 9  вокруг оси ON, а вто
рое имеет угловую скорость ф вокруг вертикальной оси OZ0. Поэтому для 
угловых скоростей вокруг осей ON, OL, OZ мы имеем выражения:

« ^ = 9; H£ =  cj)sin& — X; uz =  ф cos & =  X ctg а .

Если мы обозначим моменты инерции тела вокруг этих осей соот
ветственно через

А, В, С,

то можем для проекций момента импульса на эти оси написать:

Кк = а Ь-, KL =  BX; К2 = - С { ф + Х ctg&) =  (> .

Составляем выражения для проекций векторного произведения, вхо
дящего в основное уравнение моментов, на оси ON и OL:

[uK]^ =  uLKz — uzKL =  1-Cr — X ctg 6 • B l;
[иК]£ =  uzKK — uKKz —  X ctg а л а  —  a  • О .

Подставляем эти выражения в уравнения моментов:

Мь=  А6 — В Ь  ctg 0 +  ОХ;
м у= в х  - f  лха ctg а — оа;
М = С г = 0 .

Эти уравнения несколько общее, чем уравнения предыдущего пара
графа, потому, что теперь моменты инерции Л и В  тела могут быть и 
неодинаковы. Кроме того, эти уравнения более симметричны, чем урав
нения в эйлеровых координатах ф, ср, а.



9 7 ] МАЛЫЕ НУТАЦИИ БЫСТРО ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ВОЛЧКА 1 2 9

Мы можем для проверки результатов перейти обратно к эйлеровым 
координатам, положив в этих уравнениях

X =  d)sin&: X =  d> sin O'-}- ф ■ 0 cos d;
Mx sin & =

Тогда получим:

=  — £ф 2 sin 9 cos & -j- Сг ф sin 9;
=  sin2& -j- (Л -]-Б)ф-&  sin ft c o sd — О й;

M9 =  C r = 0 .

Эти уравнения при А — В  совпадают с теми, которые мы получили 
в § 81.

97. Малые нутации быстро вращающегося волчка. Впрочем, и эти 
уравнения могут быть решены точно только в простейших случаях, и то 
при помощи эллиптических интегралов, а потому нам приходится до
вольствоваться приближенными решениями. Случай волчка, подвержен
ного моменту силы тяжести, мы уже решали приближенным способом, 
предположив, что вращения волчка очень быстры. Но в следующей главе 
мы встретимся с несколько более общей задачей, имеющей важное тех
ническое применение (волчок-компас), а потому нам полезно будет уже 
теперь приготовиться к ней, и притом в форме насколько возможно бо
лее общей.

Обозначим через 90, Й0, ф0 значения входящих в наши уравнения ве
личин, соответствующие стационарным движениям, т. е. регулярной пре
цессии. Через v и pi мы обозначим небольшие отклонения от стационар
ного движения. Тогда мы можем положить:

^  “Ь v>
Первые члены этих сумм во всяком случае постоянны и не меняются 

со временем, а потому
d —  v; 0 =  v; 1 — ц.

Вторые же члены суть величины настолько малые, что мы можем по
ложить

ctg(ft0 +  v):
cos 90 cos v — sin &0 sin v _ 
sin d0 sin v -f- cos &0 sin v 

cos v =  1 ; sin v =  v.

1
:Ctg9» + s- h « : , ;

Соответственно с этим мы представим и моменты сил Мд и Мх в виде 
сумм:

=  Мдд Z3v; Мг — Мхо Е^,

в которых первые члены соответствуют стационарному движению и, сле
довательно, независимы от v и ц, тогда как зависимость вторых членов 
настолько мала, что нам достаточно положить их пропорциональными 
соответствующим отклонениям. Если мы теперь подставим все эти вели
чины в уравнения моментов, то величины, соответствующие стационар-
9 Теоретич. физика, ч. III.



ному движению, взаимно уравновесятся, и у нас останутся только члены, 
зависящие от v и р и их производных по времени. Мы не будем выпи
сывать этих членов, но нетрудно видеть, что при подстановке у нас по
лучатся члены с произведениями X0v, Хр0, jjlv, X0v, которые мы можем от
кинуть по их малости в сравнении с членами С п  и Сгц. Оставляя только 
члены с первыми степенями переменных, мы получим линейные уравнения;

Ау —J— Z>v —J— O p  =  0;
Z?p-]~£p —  O v =  0.

%
Написанные нами уравнения напоминают уравнения связанных колеба
ний (ч. И, стр. 139,93). Однако в части II мы ограничились исследова
нием случая упругой связи (когда в уравнении для х  входила коорди
ната у) и случая инерциальной связи (когда в уравнение для х  входила 
вторая производная у ); кроме того, мы ограничились более подробным 
исследованием слабой связи. Теперь мы имеем перед собой несколько иной 
случай: в уравнение одной из переменных входит первая производная 
по времени другой переменной; кроме того, здесь нас интересует именно 
случай сильной связи между V и р, выражающийся коэфициентом Сг 
(быстрое вращение волчка).

Имея в виду только что сказанное, мы займемся решением этих урав
нений в общей форме.

98. Связанные колебания. Для того чтобы можно было непосред
ственно сравнить наши теперешние вычисления с теми, которые мы про
изводили в части II (стр. 139, 93), мы напишем наши уравнения в такой 
форме:

х  —J-  а\ х  — kxy 0;
у  -[- а2У — k2X —  о.

Здесь ах и «2 означают частоты собственных колебаний каждой из 
двух связанных систем х  и у  в том случае, когда связи отсутствуют 
(kx =  kz —  0), и следовательно, имеют место уравнения:

х  =  — а 21х; у  —  — и\у.
4 Г

Коэфициенты kx и k2 характеризуют степень связи; произведение kxk2 мы 
будем обозначать через А2 =  А1А2.

Задаемся решениями в форме (ср. стр. 110, 83):

х  =  A cos at, у — В  sin at.

Нетрудно видеть, что колебания одинаковых фаз не удовлетворили бы 
вышенаписанным уравнениям, а потому мы задались разностью фаз в 90°. 
Если бы мы задались решением в комплексной форме (ч. II, 148, 98), 
то это получилось бы у нас само собою. В прежних наших исследова
ниях связанных колебаний в части II у нас в уравнения движения вхо
дили или члены kxy, или члены kxy  (связи были или упругие, или инер
циальные), теперь же мы имеем члены ky с первой производной по вре-
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мени; это именно и служит причиной появления разности фаз в 90°. 
Подставляя эти решения в диференциальные уравнения, получаем:

А (а2 —  а2) — —  &,а£;
В (а2 — а2) —  —  k2aA.

Перемножая оба уравнения друг на друга (для исключения амплитуд 
А и В), получаем для частоты а  биквадратное уравнение:

W  -  я 2К  + а \ - f  V] +  * ? *2  =  о,
из которого определяем

. *2 =  \  [ а \ +  al +  k2] ±  1 V  [а2 +  а2 -f- k2f  - 4  а2а2.
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Если же мы разделим одно уравнение на другое, то получим отноше
ние амплитуд:

/А  V  k: a 22— a2
\ В )  ~ k 2 а2 —  а2’

Для определения знака этого отношения в различных частных слу
чаях приходится обращаться к исхоаным=,уравнениям.

Итак, мы получили два различных значения для искомой частоты, ко
торые мы обозначим через а и а", причем каждому значению а соответствует 
свое значение отношения между амплитудами. Поэтому мы можем напи
сать наше решение в такой общей форме:

х  =  Ау cos (аИА-ал)  -\-А2 c o s(a 7 - j- a 2); 
у =  В2 sin (a!t -f- cii) -(- B2 sin (a"t -j- a2).

Две из входящих в эти выражения амплитуды, а также и две фазы 
аг и а2 определяются начальными условиями задачи.

99. Сильная связь между колебаниями. Коэфициент связи k, входя
щий в наши уравнения в применении их к волчку, будет содержать 
в себе множителем импульс волчка СУ; в большинстве случаев величина О  
настолько велика, что мы можем несколько упростить форму решений, а 
именно: вынесем сумму —{— fe2] за скобки:

«2 =  у К  +  а 22- И 2] [m V 4*1*2
L ~  V

При большом значении k2 подкоренное выражение мало отличается 
от единицы, и мы можем применить приближенный способ извлечения 
корня:

a 2 =  ^ [ a 2- \-a 2 +  k2] 1 - Ц 1 —
2а\а2

9+
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При очень большом № мы можем даже удовольствоваться формулами:

(*■ )» =  [« *  +  <$ +  * » ] ;

(а"\2 — ______ L J ____

и для отношения амплитуд:

(АгУ К * \  +  & /А, у  *,аК«1 +  *Ч
W  К  У  +  >‘ ‘ ' \В ,1  +

Наконец, если величина А2 очг«ь велика по сравнению с частотами 
я 2 и я 2 , то мы можем еще более упростить наши формулы, откинув 
в суммах величины я 2 и я 2 по сравнению с величиною А2; тогда полут 
чим для частот: ,

В этом случае, как видим, результирующие частоты будут очень 
сильно отличаться друг от друга: одна из них пропорциональна частоте 
вращения волчка г, тогда как другая обратно пропорциональна этой вели
чине г. Такое сильное расхождение обеих частот колебаний обусловлено 
сильной связью между ними (ср. ч. II, стр. 139, 93).

Что касается амплитуд, то мы получаем при этих условиях:

А1̂ |2_ * i  . 2 К  о.\
Вг)

1

\B j А* « Г

Если коэфициенты kx и k2 почти одинаковы, как это обыкновенно 
бывает в практических применениях, то амплитуды большей частоты 
в каждом из колебаний х  и у тоже будут почти одинаковы, тогда как 
амплитуды меньшей результирующей частоты будут относиться друг 
к другу обратно пропорционально их основным частотам (которые имели 
бы место без связи).

Результаты, которые мы получили для сильных связей, неприменимы, 
конечно, непосредственно ко всем другим случаям, тем не менее они 
весьма поучительны и характерны для связанных колебаний.

100. Случаи, когда основные частоты одинаковы. Исследование свя
занных колебаний значительно упрощается, если уже из условий задачи 
ясно, что частоты основных колебаний (т. е. при отсутствии связи) обеих 
систем одинаковы. Мы могли бы написать результаты для этого Случая, 
воспользовавшись формулами предыдущего параграфа, положив в них 
а 2 =  я 2 . Но гораздо нагляднее будет, если мы решим этот случай неза
висимо. Мы положим, кроме того, и kr =  &2:

х  ~Ь alx  -j- ky — 0; 

y  +  a \y —  kxг = 0.



Задаваясь решениями в форме

jf =  i4cosa^; y — Bs\nat

и подставляя их в диференциальные уравнения, мы получаем:

А(а2 — аг) — —  kaB;
В(а\ — а2) =  — kaA.

При делении этих уравнений друг на друга мы получаем, что
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Таким образом амплитуды оказываются равными. Что же касается до 
знака, то из вышенаписанных уравнений мы видим, что

при а ^ > а j А =  -{-В,
при а  < [  ах А —  — В.

Перемножая оба уравнения друг на друга и извлекая квадратный ко
рень, имеем:

(а \  — a2) = ± k a .

Двойной знак при k нам сейчас пригодится. Мы получили теперь 
квадратное уравнение (на место прежнего биквадратного), решение ко
торого будет:

а  =  у [ ;=Р * ± ] Л г 2 +  4а2].

С математической точки зрения любая комбинация знаков в этой 
сумме допустима, и формула содержит в себе четыре решения. Однако 
мы должны выбирать только те знаки, при которых величина а положи
тельна.

Итак, в рассмотренном случае мы имеем решения в виде: 

х  =  Ах cos (a't -[- dj) -j- A2 c o s  (a"t -f- a2) ; 
y  =  A1 sin (a't -f- ax) —  A2 sin (a"t -f- a2).

Величины Av A2, ax, a2 зависят от начальных условий.
Если связь очень сильная, то удобно будет вынести величину k2 из- 

под знака квадратного корня:

/ 4- cfi 
1 +  -JT .

и так как (при большом k2) под корнем мы имеем величину мало отли
чающуюся от единицы, то можем применить приближенный способ из« 
влечения корня, написав: >

2а2\Л
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Так как величина а  должна быть по смыслу своему положительна, 
то второму члену этой суммы мы должны приписать знак плюс; полу
чаем два значения для частоты колебаний:

a,==k+ i '

В первой формуле мы можем второй член откинуть.
Другой крайний случай мы имеем, когда связь очень слабая В таком 

случае удобно вынести из-под корня большую величину 4а* и опять при
менить приближенный способ извлечения корня. Получаем:

—(- k 2аг

Снова в первом члене суммы мы должны сохранить оба знака, тогда 
как второй член может быть только положительным. Для частот по
лучаем: '

a! =  a1 Ar ~ k )  d '^ = a y — ~ k .

При сильной связи обе частоты сильно отличались друг от друга, 
тогда как теперь, при слабой связи, разница между ними небольшая.

Бывают случаи, когда основные частоты а! и а" мнимы (система при 
отсутствии связи неустойчива) и а  отрицательно.

101. Пример. Для того чтобы вычисления предыдущих параграфов 
приобрели большую наглядность, мы применим их к уже разобран
ному нами случаю волчка, находящегося под действием силы тяжести 
(стр. 116, 88). Момент сил тяжести равен (рис. 73):

=  mgs sin 9.

Подставляем сюда значение 9 —  90 -(- v, где v —  очень малая величина; 
при этом мы можем написать:

Мь =  mgs sin 90 -f- mgs cos 90 • v.

В прежних наших вычислениях мы вторым членом пренебрегали. Урав
нения нутаций теперь напишутся так:

A v — mgs cos 90 • v -f- Сгц. =  mgs sin 90.
A ji • • • —  Cry —  o.

Применяя обозначения предыдущих параграфов, мы имеем:

а 2
1

mgs cos ft0 
А ’

Первая из этих формул показывает, что при отсутствии связи (т. е. 
при г = 0) частота колебаний оказывается мнимой; другими словами, 
волчок совсем не будет совершать колебаний, а будет падать. Однако
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при быстром вращении он устойчив и будет совершать нутации с ча
стотою (стр. 144, при а2 =  0):

(o’)2 =  [а\ +  k2] —  [(Сл)2 — A mgs cos &0].

Частота эта действительная, и волчок будет вращаться не падая, 
пока

(Сг)2 >  Amgs cos &0. _

Однако не нужно забывать, что все наши вычисления приближенные и 
основаны на предположении, что быстрота вращения волчка велика. По
этому определение минимальной быстроты г вращения волчка, при кото
рой он уже перестает быть устойчивым, по этой формуле делать нельзя. 
Для этой цели пришлось бы вернуться к точным формулам § 86; но мы 
не считаем нужным останавливаться на этом.

Дальнейшие вычисления величин &, v, ji, ф производятся, как на стр. 
116, 88.

102. Волчок-маятник. Теперь предположим, что волчок прикреплен 
к стержню и подвешен в виде маятника (рис. 74). Пока волчок еще не 
приведен во вращение, такой маятник будет совершать колебания под 
влиянием силы тяжести, как всякий другой физический маятник. Частота 
колебаний его при малых отклонениях определяется формулою (стр. 
76, 60):

где А означает момент инерции маятника вокруг оси качания.
Если же мы приведем волчок во вращение, то получим совсем иные 

явления. При не особенно быстром вращении волчка маятник еще будет 
совершать колебания, однако его плоскость колебания не останется не
изменной, а будет поворачиваться (как маятник Фуко: ч. II, 213, 141). 
Мы получим маятник с прецессией. Если же вращение волчка очень бы
строе, то маятник совсем не будет совершать своих обычных колебаний, 
а останется только одна псевдорегулярная прецессия с небольшими ну
тациями, как в волчке.

Теоретически этот случай отличается от предыдущего только тем, что 
теперь угол д0 (рис. 74) тупой, тогда как в обыкновенном стоячем волчке 
он острый (рис. 73). Уравнения движения остаются те же:

Л v — mgs cos й0 • v -j- Cr\i =  mgs sin 90;

Ац • • • — Cry — 0.
Однако теперь благодаря тому, что угол i)0 тупой, частота собствен

ных колебаний (при отсутствии связи; cos&0< ( 0):
о mgs cos 60

уже не будет мнимой. Эта частота представляет собой не что иное, как 
частоту колебания обыкновенного физического маятника, и формула наща
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совпадает с той, которую мы написали выше. Действительно, малым от
клонениям маятника соответствует угол &0, близкий к 180° (ср. рис. 74), 
и cos &0, близкий к —  1 .

Результирующая частота нутаций будет выражаться такой же фор
мулой, как и в предыдущем параграфе:

(У)2 =  ̂ 5 [(О)2 — Л mgs cos U

однако, так как теперь cos &0<СО, то частота будет немного больше. 
Впрочем, при быстрых вращениях второй член этой формулы мал по 
сравнению с первым, и мы можем для частоты нутаций (в обоих слу
чаях) принять величину

■ Сг 
А '

Это совпадает с тем, что мы получили и прежде, откинув в уравне
нии нутаций член mgs cos d0 • v. Напишем еще выражения для амплитуд 
нутаций и прецессии (ср. стр. 116, 88):

rags sin д0 .4 rags sin 00
V° А(а')2 (С/)2 — Amgs cos 110 ’

ф — C r  v« —  Crmgs
‘ °  A sin f>0 (Cr)2 — Amgs cos d0 ‘

И здесь мы можем откинуть второй член в знаменателе и написать

V
Amgs sin § 0 _ __mgs _

* ”  Cr *(Cr)2 i о "

тогда опять получим прежние результаты стр. 118.
103. Стоячий волчок при малых отклонениях от вертикали. Если бы 

мы применили формулы предыдущего параграфа к случаю медленных 
вращений волчка, то, как мы уже сказали (стр. 134, 101), мы получили бы 
неверные результаты. Мы можем теперь убедиться в этом. Положим, что 
вращение волчка г настолько медленно, что в формулах предыдущего 
параграфа мы можем членом (О )2 пренебречь по сравнению с членом 
Amgs cos 00. Тогда мы получаем для результирующей частоты и для 
амплитуды нутаций:

- f — rags cos 0о , .  <,
а = \  -----А------ ; v0 =  - t g 9 0 =  —V

Эти формулы те же, что и при отсутствии вращения (г =  0), и не 
содержат в себе ничего принципиально неверного. Между тем, если мы 
сделаем то же самое с формулой для прецессии, то получим:

Фо
Сг

что неверно, как это мы сейчас покажем.
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Вообще во всех предыдущих вычислениях мы предполагали, что вол
чок вращается быстро, и это позволило нам получить приближенные ре
шения с достаточной точностью. Теперь мы не будем предполагать, что 
волчок вращается быстро, зато предположим, что ось волчка только не
значительно отклоняется от вертикали. При таких условиях тоже можно 
получить приближенные формулы решений, причем эти формулы будут 
применимы как к случаям быстрых, так и к случаям медленных враще
ний волчка.

Прежде всего выясним вопрос о прецессии и обратимся для этого 
к уравнению момента импульса вокруг вертикальной оси OZ (стр. 108, 
81):

, —  Лф sin2 & -|- &  cos ® =  & =  const.

Так как момент силы тяжести не имеет составляющей по вертикали, 
то момент импульса k остается постоянным. Предположим, что в на
чале движения ( t= 0) волчок стоял вертикально; тогда момент импульса 
его был равен (0 =  0):

Cr— k,

и эта величина остается постоянной и в последующие моменты движе
ния, даже если мы толкнем ось волчка, сообщив ему небольшую ско
рость 0. При таком толчке мы прибавляем некоторый момент импульса 
вокруг оси ОК, но момент импульса вокруг оси OZ остается неиз
менным.

Подставляем эту величину k в уравнение импульса и несколько пре
образуем его:

;   0 ( 1 — cosO) Сг
^ ~~ Л(1 — cos20) Л (1 - j-co sd )'

До сих пор наши формулы вполне точны, но они не позволяют оп
ределить ф независимо от &; а величина & нам пока еще неизвестна. 
Теперь воспользуемся тем, что величина отклонения й мала, и положим:

Тогда мы мажем для прецессии написать:

Второй член, стоящий в скобках, настолько мал по сравнению с еди
ницей, что им можно пренебречь и положить

Между тем как выше, при неверном расчете, мы получили величину 
вдвое большую. Как видим, наше первое приближение сводится к тому,

1 —{-cos& =  l —j—1 —  2 sin2 -Ц- =  2 1 1 —
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что мы отбрасываем небольшие изменения прецессии со временем и при- 
нимаем псевдорегулярную прецессию за регулярную. Чтобы проверить 
себя, мы можем определить производную прецессии по времени:

откуда видим, что изменения прецессии со временем, действительно, 
очень малы.

Но если с самого начала принять, что прецессия равномерна, то из 
второго уравнения моментов (стр. 12 2 , 81):

—  Лф sin2 9 -ф- 2Лф9 sin 9 ■ cos 9 — 0 9  sin 9 =  0;

положив в нем ф =  0, мы тоже получаем (cos9  =  - J- l) :

ф —  -j- Cr 
2 A ‘

Эту величину ф мы подставляем в первое уравнение моментов:

Мь — mgs ■ sin 9 = Л9 —  А ф2 sin 9 cos 9  -f- О ф  sin 9 

и, таким образом, получаем уравнение для нутаций (sin 9 =  9; cos 9 =  1):

* — I 4Л*
mgs

А ] 9-

Это — известное диференциальное уравнение гармонических колеба
ний, и мы можем написать его решение в такой форме;

9  =  v0 sin at,

причем частота колебаний определится из формулы: 

а =  ̂ д У Г (Cr)2 — 4 А тё 5-

Эта формула верна при любых значениях скорости вращения волчка г, 
но при условии, что отклонения v0 незначительны. Из этой формулы мы 
видим, что волчок может устойчиво вращаться вокруг вертикальной оси 
лишь до тех пор, пока его скорость вращения г удовлетворяет неравен
ству

( О )2 4 Amgs.

Если вращение волчка замедлится еще более, то теоретически ча
стота колебаний оси а  делается мнимой; а практически это означает, 
что вертикально вращающийся волчок будет неустойчив и при малейшем 
толчке начнет падать.

104. Волчок-маятник при малых отклонениях. Совершенно тот же 
прием мы можем применить и к тому случаю, когда точка опоры волчка 
помещена выше его центра тяжести, т. е, когда волчок подвешен, как
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маятник. В этом случае малые отклонения от вертикали будут означать, 
что угол 9 близок к 180°. Мы положим поэтому

9 =  180° — a; sin 9 =  sin а; cos 9 =  —  cos а.

Уравнение момента импульса вокруг вертикали напишется так:

=  Аф sin2 9 -)- О  cos 9 =  k.

Предположив, что в момент t —  0 маятник висел вертикально, мы 
имеем (а =  0):

sin90 =  0; cos90 =  — 1; k — — О ,

и эта величина k при отсутствии моментов сил вокруг вертикали остается 
и ео все последующие моменты движения неизменной. Подставляя это 
значение в уравнение импульса, получаем:

- e r a — с о , . ) = _ с г  [ j - л .
‘ А ( 1 — cos2 а) 2А |_ ^  4 J

Опять, как и в предыдущем параграфе, пренебрегаем небольшими из
менениями прецессии и положим

Величина прецессии та же, как и для стоячего волчка, но она проти
воположного знака. Этот результат мы тоже могли бы получить из вто
рого уравнения моментов, положив в нем ф —  0.

Теперь введем угол а  в первое уравнение моментов, приняв во вни
мание, что

9 — 180 —  а; 9 =  — а; 9 — — а, 
sin 9 =  sin а —  а; cos9 =  — cosa =  — 1.

Тогда первое уравнение моментов примет вид:

mgs - 2  =  — А а - j- Лф2а +  Сгфа,

я после подстановки значения ф даст нам диференциальное уравнение 
для угла отклонения маятника:

---- a =  , » Sin<lf-

Мы получили гармонические колебания волчка-маятника с частотой

а =  —  У  (Сг)2 +  4 A mgs.

Амплитуда v0 этих колебаний зависит от силы первоначального толчка. 
Одновременно с этими колебаниями (нутациями) маятник будет совер
шать п-ецессию, величину которой мы определили выше. В следующем 
параграфе мы исследуем эти движения подробнее, а сейчас заметим только, 
что в рассматриваемом нами теперь случае частота а  не может получить
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мнимое значение (как это мы имели в предыдущем параграфе), и движе
ние подвешенного волчка будет всегда устойчиво, что ясно само собой.

105. Кривые, описываемые осью вертикального волчка. Интересно 
рассмотреть подробнее те кривые, которые начинает описывать ось волчка 
после сообщенного ей бокового удара.

Обозначим расстояние рассматриваемой точки Р  оси волчка от точки 
опоры через I (ср. рис. 83 и 86, 107); тогда расстояние ее от вертикаль
ной оси будет равно Zsinft. Если мы опустим из этой точки перпенди
куляр на горизонтальную плоскость XY, проведенную через точку опоры, 
то получим координаты точки Рг (sin& =  &):

лг= /0 cos ф; 
y  =  l§ sin ф; й —  v0 sin at.

Изменение х  и у  со временем и даст нам представление о движении 
оси волчка. Подставляем сюда значения й и ф и получаем уравнение 
траектории точки в параметрической форме, причем параметром служит 
время t:

х  =  г sin at cos ф£; 
j> =  rsin  at sin ф£;

r = / v .0‘

Значения частот а  и ф определяются формулами:

а  =  2д  V  (Сг?  +  4Amgs;
Cr

Ф = ± 2 1 '

причем верхние знаки относятся к случаю стоячего волчка, а 
у знаки — к случаю подвешен- у

ного волчка.
Форма этих кривых будет 

зависеть от соотношения 
между частотами а  и ф. На 
рис. 80 изображена кривая, 
описываемая осью стоячего 
волчка при сравнительно 
быстром вращении; на рис. 81 
изображена кривая видящего 
волчка при сравнительно мед
ленном вращении.

Уравнения этих кривых можно написать и в такой форме

нижние

Рис. 80. Колебания стоя
чего волчка.

Рис. 81. Колебания ви
сящего волчка.

1 . 1
х  =  г sin {a - j- <j>)Z-f- -g- г sin (a  —  ф)£

— r c o s ( a - f  tb)Z + • г cos (a  — ф) t.
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Нетрудно видеть, что первые члены этих сумм составляют вместе дви

жение по кругу радиуса ~ г  с угловой скоростью

(а  -Ь  Ф)-

Знак -}- мы поставили, чтобы показать, что вращение по кругу на
правлено в положительную сторону (как растут углы в тригонометрии); 
эту угловую скорость нужно представить себе отложенной по оси -J- OZ.

Вторые члены этих сумм составляют вместе тоже движение по кругу 
того же радиуса, но направленное в противоположную сторону; угловая 
скорость вращения равна

—  (а — ф).

Таким образом полученные нами кривые можно образовать сложе
нием двух взаимнопротивоположных круговых движений одинакового 
радиуса, но различных частот. Этим замечанием можно воспользоваться 
для более удобного черчения кривых.

106. Частный случай. Интересно применить полученные формулы к трму 
случаю, когда момент силы тяжести равен нулю (случай свободного 
волчка).

Положив mgs =  0, мы получаем для частоты нутаций:

, Сг ,

ту же величину, что и для прецессии, и уравнения траектории получают 
вид:

x  =  r  sin at cos at =  —  r sin 2at) 

y  —  r  sin at sin at =  —- r (1 — cos 2at).

Нетрудно видеть, что эти формулы представляют собой уравнения 
круга, окружность которого проходит через начало координат и центр 
которого лежит на оси O F  в расстоянии

от начала. Чтобы это было нагляднее, мы можем перенести начало ко
ординат в центр круга и написать

х — г sin 2at-, у '— у --- j  г =  — г cos 2at)

Два гармонических колебания по осям ОХ  и OY одинаковой ампли
туды и одинакового периода, но с разностью фаз в 90 ° дают вместе кру
говое движение/
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Для стоячего волчка а  положительно, и угловая скорость движения 
по кругу должна быть отложена по оси -}- OZ; для висячего волчка та 
же угловая скорость а  должна быть отложена по оси — OZ.

При этом является вопрос, что означает это различие в знаке а, 
когда в рассматриваемом случае на волчок совсем не действует момент 
силы тяжести, и разница между стоячим и висячим волчком пропадает. 
Эго различие в знаке прецессии не зависит, конечно, от ориентировки 

У волчка относительно вертикали, а зависит лишь
от ориентировки оси волчка относительно выб
ранных нами осей координат. Если мы будем 
смотреть вдоль оси волчка по направлению век
тора К =  Сг, то прецессия во всех случаях бу
дет положительна', если ось волчка направле
на по оси -j- OZ, то и прецессия будет направ
лена по оси -j- OZ; если же мы повернем ось 
волчка на 180° и направим ее по оси — OZ, 
то вместе с нею повернется и ось прецессии 
и ляжет тоже по направлению — OZ.

Заметим, что расстояние центра описываемо
го круга от начала О соответствует половине амплитуды нутаций (рис. 82):

I 2  0

Далее, из написанных формул нетрудно (взяв производные по вре
мени) определить скорость рассматриваемой точки

x  — ra cos 2at\ y  =  ra sin 2at.

Следовательно, в начале движения, при t =  0 мы имели

x Q — ra; у0 =  0;

-------- X

Рис. 82. Колебания сво
бодного волчка.

и угловую скорость:

{L =  vn а =  V,
Сг
2Л *

Толчок был направлен параллельно оси ОХ, и, следовательно, оси 
волчка был сообщен момент импульса вокруг оси OY величиной

К = А \  =  \ с п 0.

Этот импульс сложился геометрически с первоначальным моментом 
импульса Сг, а потому угол отклонения результирующего импульса опре
делится из формулы:

K v 1
tg9  =  Cr =  ^ V

Мы видим, таким образом, что результирующий момент импульса бу
дет направлен в центр того круга, который описывает волчок после
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удара. Вокруг этого центра ось волчка будет вращаться с угловою 
скоростью

2 а  =  ~ ~ .
А

Таким образом в рассматриваемом случае нутация и прецессия волчка, 
произведенные толчком, слились вместе в одну регулярную прецессию 
оси волчка вокруг направления момента импульса.

Этот результат можно было предвидеть, потому что рассматриваемый 
нами теперь частный случай тождествен с тем, который рассматривали 
на стр. 110, 84.

107. Другой способ решения задачи о малых коле
баниях вертикального волчка. Мы считаем чрезвычайно 
полезным рассмотреть малые колебания вертикального 
волчка еще раз, несколько иным, более наглядным 
способом.

Представим себе висячий волчок-маятник (получен
ные формулы нетрудно применить потом и к стоячему 
волчку) и возьмем начало неподвижных координат в 
точке привеса (рис. 83); направим оси ОХ и О Y го
ризонтально и ось OZ вертикально вверх. Пока еще 
волчок не приведен во вращение, маятник может совер
шать свои колебания, оставаясь все время в одной и
той же вертикальной плоскости. Возьмем какую-либо ^ис- ^  3исЯ1Дий Г, J волчок,точку Р  на оси маятника, отстоящую от точки под
веса на расстоянии /; проекция этой- точки на плоскость X Y  будет 
иметь координатами (см. рис. 83):

 ̂ [х =  I sin a  cos ф =  /а  cos ф;
у  —  I sin а sin ф =  /а sin ф; 

г — 1а.

Мы положили здесь ski а  =  а, имея в виду только небольшие откло
нения маятника от вертикали. Обозначение г представляет расстояние 
рассматриваемой точки Р  от вертикальной оси.

Обозначим через А момент инерции маятника вокруг горизонтальной 
оси, проходящей через точку подвеса, через s  —  расстояние центра тя
жести маятника от точки подвеса, через т  —  его массу и через g — 
ускорение силы тяжести. Тогда уравнение моментов даст нам (стр. 88, 60):

А а =  — mgs ■ а;
А г =  —  m gs-[г.

Второе уравнение (в линейных мерах) получается из первого (в угло
вых мерах) умножением на /, так как отклонения мы предполагаем не
большими. Имея в виду, что во время вращения волчка, маятник уже 
не будет оставаться в одной и той же плоскости, мы составим проекции 
написанного уравнения на плоскости Z X  и YZ\ получаем два урав
нения:

Ах —  — mgs ■ х;
Ay =  — m gs-у,



в соответствии с тем обстоятельством, что маятник имеет две степени 
свободы (ч. II, стр. 152, рис. 70, 100). Оба эти уравнения независимы. 
друг от друга и показывают, что проекции маятника на плоскости ZX  
и YZ могут совершать гармонические колебания с одинаковыми ча
стотами:

fm g s
a i =  a2 = - h y  - J - *

Теперь предположим, что волчок приведен во вращение, т. е. что 
ему сообщили некоторый момент импульса К =  Сг, направленный от 
точки подвеса к концу маятника. В момент t —  0 этот вектор будет 
направлен по оси — OZ, и мы сообщаем маятнику небольшой толчок 
в направлении, параллельном оси ОХ  (в плоскости ZX). При вращаю
щемся волчке маятник уже не будет следовать этому толчку и не будет 
сохранять свою плоскость колебания неизменной, а будет отклоняться 
в сторону под действием реактивного момента вращающегося волчка, 
который определяется формулой (стр. 144, 94):

Mr=[KU],
где U означает угловую скорость поворота оси волчка во время качаний 
маятника. Если мы обозначим проекции угловой скорости отклонения 
маятника на оси ОХ  и OY через ах и ау , то величины проекций реак
тивного момента на те же оси будут Сгах и Сгау . Что же касается 
знака этих проекций, то их, правда, можно тоже определить из вы- 
шенаписанного векторного уравнения, но гораздо проще (и нагляднее) 
будет, если мы определим их, основываясь на правиле Фуко (стр. 125,94). 
По правилу Фуко волчок всегда отклоняется в сторону оси принужден

ного вращения.
Итак, предположим, что маятник 

движется вдоль оси -\- ОХ  (рис. 84) и, 
следовательно, имеет угловую скорость 
вращения вокруг оси —  OY равную — ау. 
Тогда по правилу Фуко волчок заста
вит маятник отклоняться тоже по на
правлению оси — OY, и конец маят
ника, вместо того, чтобы следовать пер
воначальному толчку и итти вдоль 
оси -j- ОХ, свернет в сторону по ли
нии Оа (будет сворачивать вправо). 

Мы можем описать это явление количественно, сказав, что у маятника 
появляется ускорение вдоль оси — OY  величиной

MTyd —  — С гх .

Здесь мы тоже, умножив на I, перешли от углового ускорения к ли
нейному.

Совершенно таким же образом, применяя правило Фуко, мы при
дем к заключению, что при движении маятника параллельно оси -j-OY, 
т. е. при вращении вокруг оси -J- ОХ  (ср. рис. 85), реактивный момент
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Рис. 84 и 85. Отклонения висящего 
волчка.
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волчка заставит маятник двигаться —  отклониться к оси -J- ОХ и описать 
кривую ОЬ (отклониться вправо). Следовательно, у маятника появится 
ускорение вдоль оси ОХ  величиной

Мгх- 1 =  +  Сгу.

На основании этих соображений мы должны изменить первоначальные 
уравнения движения маятника, прибавив к ним определенные выше реак
тивные моменты и написать их таким образом:

А х =  — mgs • х -f- Cry,
Ay =  —  mgs • у — Crx.

Деля эти уравнения на Л и перенося все члены в одну сторону, мы 
получаем:

x-^a^x-^-ky —  O; 1
У -\-a \y  — kx =  0.

причем мы ввели обозначения
mgs

k —  —
Cr 
А *

Мы имеем перед собой уравнения связанных колебаний (стр. 132,100), 
причем основные колебания (при & =  0) обеих систем одинаковы. Мы 
можем целиком применить уже полученные нами формулы и написать 
для результирующих частот (ср. стр. 132, 100):

а' \ _ ±

а" i
; £ +  ) A 2 +  4 ^ J

(мы выбрали те знаки, которые дают для частоты а' и а" положителы 
ное значение). Что касается амплитуд и фаз результирующих колеба
ний, то они (как всегда) зависят от начальных условий. Мы предполо
жили, что в момент t —  0 маятник висел вертикально и ему сообщен 
небольшой толчок параллельно оси ОХ. При таких условиях мы должны 
написать решения в виде (ср. стр. 133, 100):

х  =  Аг sin a t  -J- Ах sin a"t, 
y  =  —  Ax cos dt-\- Аг cos a"t.

Эти формулы мы можем представить и таким образом:

х :
а '4 - а" а!'— а!' 

sin — -—  t cos — - —  t;

sin- t sin

2
a' — a"

U

Подставляя сюда значения а! и а", получаем:

x  =  r0 sinat cosd>£ 
у  =  Tq sinaf sindtf,

10 Теоретич. физика, ч. III.
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где

= /
/г2

+  «? =

Ф =  “  2 k

С г \ 2 mgs _ 
2Л / Л ~ ;

Сг 
' 2А

Рис. 86. Стоячий 
волчок.

в полном согласии с прежним результатом (стр. 140, 105).
Мы предлагаем читателю самому повторить вычисления для случая 

2  стоячего волчка (рис. 86) и дадим только следую
щие краткие указания»

,Цля стоячего волчка уравнение моментов при от
клонении на малый yroii ft дает

Л9 —  - f  mgs • &.

В этом случае частота колебаний при отсутствии 
вращения отказывается мнимой; волчок неустойчив.

Применяя правило Фуко, мы имеем следующее. 
При движении конца волчка по направлению оси -j- ОХ 
(рис. 86), т. е. при повороте его вокруг оси -[-ОК, 
возникает реактивный момент, наклоняющий волчок 
к этой оси - fO K , и следовательно, конец оси вол
чка вместо того, чтобы следовать первоначальному 
отклонению вдоль оси ОХ, будет отклоняться по 

направлению к оси- вынужденного вращения -\-OY  и опишет ли
нию Оа (рис. 87); (стоячий волчок свернет влево, тогда как висячий 
маятник сворачивал вправо) (ср. рис. 87 и рис. 84). Точно так же при 

движении вдоль оси -\-O Y  (это соот
ветствует вынужденному повороту во- у
круг оси — ОХ) волчок под дейст
вием реактивного момента должен бу
дет наклониться в сторону этой оси — ОХ  
и описать кривую ОЬ (рис. 88 ср. с 
рис. 85), т. е. опять свернуть влево.

Рис 87 ~*Ог Таким образом, руководствуясь пра- 
клопения стоя- «илом Фуко, мы непосредственно видим, рИс. 88. Отклонения 
чего волчка, почему для стоячего волчка прецессия стоячего волчка.

положительна, тогда как для висячего 
волчка прецессия отрицательна (стр. 136, 103, стр. 138, 104) (ср. рис. 86, 
87, 88 с рис. 83, 84, 85).

Возвращаясь к разбираемому случаю стоячего волчка, мы видим, что 
уравнения напишутся теперь в таком виде;

А х  =  mgs • х  —  Cry ; а 2= = а 2_ _ ^ >
Ay —  mgs ■у  - f  Crx ; 1 2 A

Основные частоты, при отсутствии связи, здесь мнимы, а потому 
(стр. 133, 100) для результирующих частот мы должны выбрать знаки 
при членах суммы иные, чем для висячего волчка-маятника, а именно: 

а! ) 1

~ Х +х

+  k ±  у  № -f 4
а
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Если мы напишем решения в таком виде:

х  =  rQsin accost]) t; 
y =  /'0 sin a ^ s in ^ ,

то частоты нутаций и прецессии будут иметь значение:

тоже в согласии с прежними результатами.



ГЛАВА ВОСЬМАЯ

ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРИИ ВОЛЧКА

108. Сопоставление результатов теории. В предыдущих трех главах 
мы изучали движение твердого тела вокруг неподвижной точки, причем 
пользовались тремя системами координат:

1) Декартовыми координатами, неизменно связанными с материаль
ными точками тела и проведенными по главным его осям инерции. Эти 
координаты участвуют во всех движениях тела. Мы получили так назы
ваемые эйлеровы уравнения движения (стр. 89, 70). Общих решений 
для этих уравнений мы не имеем, но в частном случае, когда внешние 
моменты сил равны нулю, уравнения Эйлера решаются при помощи 
эллиптических функций. Мы ограничились более подробным изложением 
теории волчка, т. е. тела, у которого два главных момента инерции

г одинаковы (у которого эллипсоид инерции есть эллипсоид вращения); 
в таком случае эллиптические функции переходят в круговые.

2) Угловыми координатами Эйлера &, ф, <р, определяющими положение 
вращающегося тела относительно неподвижных декартовых координат, 
уравнения движения в этих координатах (стр. 108, 81) мы опять приме
нили к случаю свободного волчка. Если волчок подвержен действию 
момента силы тяжести, то уравнения моментов решаются при помощи 
эллиптических интегралов, но мы ограничились приближенными решениями. 
С математической точки зрения было бы лучше применить те или 
другие приближенные расчеты к самим эллиптическим интегралам, но мы 
избежали этого, откинув некоторые сравнительно малые величины 
в самих уравнениях движения; при этом мы исходили из предположения, 
что скорость вращения волчка очень велика. Такой способ расчета для 
практических целей вполне достаточен.

3) Наряду с координатами Эйлера мы применяли несколько иные 
координаты 0, у, ш, которые не остаются неподвижными в пространстве, 
н;з и не участвую? во всех движениях тела. Уравнения движения в этих 
координатах часто встречаются в литературе, и мы считали необходимым 
дать о них понятие. Более симметричная форма этих уравнений позволила 
нам упростить решение вопроса о нутациях быстро вращающегося волчка.

В предыдущей главе мы рассмотрели движение волчка с точки зрения 
теории связанных колебаний о двух степенях свободы.

Все наши приближенные вычисления основывались на предположении, 
что волчок враш,ается очень быстро, однако для случая вертикально 
стоящего или висящего волчка мы могли и не делать этого предположе
ния, а основывать приближенные расчеты на том обстоятельстве, что 
отклонения оси волчка от вертикали незначительны. Поэтому в тех 
случаях, когда вращение волчка медленное, а отклонения оси волчка от 
вертикали значительны, наши приближенные расчеты теряют свою силу;
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в таких случаях необходимо прибегать к другим методам расчета, о ко
торых мы здесь не нашли возможным распространяться и которые 
читатель в случае надобности может найти в специальных сочинениях.

Главнейшие результаты теории можно описать вкратце следующим 
образом. Когда на твердое тело не действуют никакие внешние моменты 
сил, то момент импульса тела остается постоянным как по величине, так 
и по направлению. Если момент импульса и угловая скорость вращения 
тела совпадают с одною из главных осей инерции тела, то движение 
может быть стационарным, и ось вращения остается неизменной в про
странстве. Однако устойчивым такое движение может быть только при 
условии вращения вокруг оси наибольшего или вокруг оси наименьшего 
момента инерции тела; вокруг оси среднего момента инерции вращение 
неустойчиво (стр. 92, 73). В большинстве случаев векторы момента 
импульса и угловой скорости вращения тела не будут совпадать друг 
с другом, и тогда вращение тела вокруг неподвижной точки нагляднее 
всего описывается способом Пуансо (95, 74), а именно —■ качение^ 
эллипсоида энергии по плоскости, перпендикулярной к направлению момента 
импульса, или качением конуса полодии по конусу герполодии. Для 
волчка (для тела с двумя равными главными моментами инерции) оба эти 
конуса круговые (стр. 97, 76). При этом ось волчка описывает вокруг 
направления момента импульса круговой конус с равномерной угловой 
скоростью; это называется регулярной прецессией свободного волчка.

Обозначим моменты инерции волчка вокруг главных осей, проходящих 
через неподвижную точку, через С и А =  В. Тогда, если начальные 
условия движения волчка таковы, что угловая скорость и его вращения 
образует с осью С некоторый угол а, то момент импульса К образует 
с осью волчка угол й, определяемый формулой (стр. 97, 76; стр. 109, 82):

и ось волчка описывает вокруг направления К конус прецессии с угловой 
скоростью

; Сг 
* Д cosd ’

Как видим, регулярная прецессия свободного волчка возможна прй 
всяких начальных .условиях; только в исключительных случаях, когда 
вектор и направлен по одной из главных осей инерции, прецессия 
пропадает.

Нечто иное мы имеем при действии момента силы тяжести. Здесь 
тоже возможна регулярная прецессия (стр. 1 1 2 , 86), однако для этого 
начальные условия должны быть подобраны особым образом: они должны 
удовлетворять уравнению:

mgs —  —  4 i 2cos Ф +  О ф .

Если начальные условия не удовлетворяют этому уравнению, то под 
действием момента силы тяжести возникают нутации, и прецессия 
перестает быть регулярной.
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Регулярные прецессии волчка под действием момента силы тяжести 
представляют собой устойчивые движения. Если мы сообщим волчку 
толчок, изменяющий угол {1, то вблизи регулярной прецессии возникнут 
небольшие нутации, и сама прецессия уже перестанет быть равномерной 
(регулярной), а будет сопровождаться небольшими ускорениями и за
медлениями. Частота нутаций и частота изменения прецессии определяются 
формулой (стр. 117, 88):

Сг

Однако мы можем поставить волчок на подставку, не сообщив ему 
никакой начальной прецессии (при этом момент импульса и угловая 
скорость вращения должны быть направлены по оси волчка). Тогда 
под действием момента силы тяжести волчок начнет совершать нутации 
и начнет прецессировать вокруг вертикальной линии, проходящей через 
точку опоры (стр. 118, 88, 89). Частота этих нутаций опять равна:

Сг

Как видим, частота и период нутации зависят только от свойства 
самого волчка (моменты инерции, скорость вращения), а момент силы 
тяжести только возбуждает эти собственные колебания системы (анало
гично смычку, возбуждающему собственные колебания скрипичной струны).

Что же касается до прецессии, возбуждаемой моментом силы тя
жести, то она по существу своему нерегулярна (стр. 123, 92). Однако, 
чем быстрее вращается волчок, тем быстрее происходят колебания прецес
сии и нутации, тем меньше, „делается их амплитуда. При очень быстром 
вращении нутации и изменения прецессии делаются незаметными, и прецессия 
каж ется  регулярной. Она носит название псевдорегулярной прецессии.

Если волчок вращается очень быстро, то можно пренебречь явлениями 
нутаций и определить величину псевдорегулярной прецессии непосред
ственно из формулы (стр. 124, 93):

M =  [UKj; U =

В этой главе мы приведем целый ряд примеров вращающихся тел, 
которые, правда, не называются волчками, но к которым применима 
теория волчка, изложенная в предыдущих трех главах. Применение этой 
теории облегчается здесь тем обстоятельством, что технические волчки 
(вращающиеся колеса, двигатели, пропеллеры и т. ;п.) обыкновенно 
обладают сравнительно большой скоростью вращения. Часто эти „волчки" 
установлены на телах, находящихся в движении, и подвергаются выну
жденным поворотам оси вращения (вынужденная прецессия). При исследо
вании и подсчетах происходящих при этом явлений большую пользу 
может оказать простое и наглядное правило Фуко (стр. 125, 94), 
а также формула реактивного момента волчка:

М,= [К0].
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109. Волчки и жироскопы. Явления, рассмотренные нами в препыдущих 
глазах теоретически, чрезвычайно полезно проследить на опыте, от 
этого и сама теория сделается более наглядной, и применение теории к 
различным частным случаям, встречающим
ся в технике, станет более легким.

Для опытов можно воспользоваться 
любым игрушечным волчком, имеющимся 
под рукой, хотя для более подробного 
изучения явления и для демонстрации в 
аудитории сконструированы специальные 
волчки, называемые иногда жироскопами.
В переводе на русский язык жироскоп 
означает прибор для наблюдения („скбп“) 
вращения („жиро“ ), причем первоначалt но 
под этим' подразумевалось наблюдение Рис.89.Колоколообразный волчок. 
вращения Земли, так как Фуко пока
зал, что волчок, подобно маятнику (ч. II, стр. 213, 141), может слу
жить для доказательства вращения Земли (см. ниже 116). С тех пор 
это название сохранилось для научных волчков во французской, итальян
ской и русской литературе, ко мы в этой книге последовали примеру

англичан и немцев (top, Kreisel) 
и применяем более общий термин, 
волчок, оставляя название жиро
скоп для прибора Фуко.

На рис. 89 изображена схема ко
локолообразного волчка, форма кото
рого выбрана так, чтобы его можно 
было подпереть в самом центре тяже
сти С или только немного ниже цент
ра тяжести. Исключив таким образом, 
насколько это возможно, действие 
момента силы тяжести, мы можем 
наблюдать регулярную прецессию 
волчка при различных начальных ус
ловиях. Если ввинтить или вывинтить 
стержень А, вставленный вдоль оси 
волчка, то мы получим волчок под 
действием момента силы тяжести и 
можем наблюдать псевдорегулярную 
прецессию.

Более сложная конструкция, но 
зато и более совершенная, изобра
жена на рис. 90. Это —  так называе
мый подвес Кардана, употребляемый 

нередко и в технике. Ось волчка OZ вставлена своими концами в под
шипники zz, устроенные в легком обруче аа. Подшипники устраиваются 
или в виде остриев, или в виде углублений, в которые входят острия оси 
волчка; в последнее время на место этих остриев (керны) стали употреб
лять шариковые подшипники, которые в смысле устранения трения более

—

«ч. у

Рис. 90. Жироскоп на подвесе Кардана.
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совершенны, чем керны. Обруч аа  тоже имеет свою ось NN, располо
женную перпендикулярно к оси волчка OZ и вставленную в такие же 
подшипники другого обруча несколько большого диаметра bb. Наконец, 
и этот обруч bb снабжен осью ZoZ0, перпендикулярной к предыдущей

оси N N , и вставлен или в третий обруч, 
или, как у нас показано на рис. 90, в не
подвижную раму сс. Благодаря указанным 
трем обручам ось волчка может свободно 
принимать любое направление в пространстве. 
На рис. 90 показано одно из таких поло
жений, причем обозначены и соответствую
щие координаты Эйлера. Если читатель срав
нит рис. 90 с рис. 70 стр. 106, то он увидит, 
что подвес Кардана как нельзя более под
ходит к координатам Эйлера, обруч bb мо
жет свободно поворачиваться вокруг верти

кальной оси OZ0 и описывать углы ф; ось 
Рис. 91. Обыкновенный вол- N N  обруча аа  представляет собой линию 

чок на подставке. узлов и позволяет придавать оси волчка OZ 
любой наклон &, и, наконец, сам волчок, 

вращаясь вокруг оси OZ, описывает углы ср. Углы д, <]> и <р представляют 
собой координаты Эйлера.

Соответствующей регулировкой подшипников всех осей можно достиг
нуть того, что центр тяжести волчка (который при тщательной выделке 
помещается точно на оси вращения) бу
дет приходиться и на оси N N  и на оси 
OZ0. Вообще нужно постараться, чтобы 
центр тяжести волчка (включая и подвиж
ные обручи) помещался как можно точ
нее в центре карданова привеса, т. е. в 
точке пересечения трех ос£й OZ0f' ■ OZ,
ON. Если это достигнуто, то волчок бу
дет в любом положении в безразличном 
равновесии.

Пустив волчок в ход и сообщив его 
оси небольшой удар (стр. 110, 84), мо
жно наблюдать регулярную прецессию.
Прикрепив к ободу аа  волчка небольшой 
груз, мы получаем момент силы тяжести 
вокруг центра карданова подвеса, вслед
ствие чего вращающийся волчок начнет со
вершать псевдорегулярную прецессию и т. д.

Для целей демонстрации описанный 
выше карданов подвес можно упростить 
тем, что на место обруча bb применить 
только верхнюю его половину и подвесить ее на нити OZ0 .

На рис. 91 и 92 изображен об^кй^венный волчок, который легко 
найти в продаже и с вторы м  можно произвести много поучительных 
опытов. Он имеет только один обруч аа {меридиан), в котором вставлена ось

подвеса Кардана.
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Рис. 93. Жироскоп со стержнем.

волчка на кернах; иногда перпендикулярно к этому обручу припаян дру
гой (экватор; у нас на рис. 91 и 92 не показан) параллельно ободу 
волчка; это сделано для того, чтобы удобно было брать волчок в руки, 
не задевая вращающейся части. Обыкновенно с таким волчком наблюдают 
псевцорегулярную прецессию под действием момента силы тяжести, 
как это и 'изображено '  на рис. 91. Но можно сделать в местах пересе
чения меридиана с экватором небольшие углубления и вставить в них 
острые концы проволочного обода bb (рис. 92), который затем повесить 
на нити сс. Таким образом получается упрощенная форма подвеса Кар
дана; это дает возможность делать опыты с волчком почти без влияния 
момента силы тяжести.

Мы укажем еще на одну форму демонстрационного волчка, которая 
представляет значительные удобства; этот тип волчка иногда называется 
жироскопом Фесселя (Боненбергера, Плюккера и т. д. —  похожие друг на 
друга типы); он изображен на рис. 93. Здесь у волчка имеется только

один обруч аа, который при
креплен к коромыслу АО С, 
коромысло может свободно 
качаться и свободно повора
чиваться около точки под
веса О. Для уравновешива
ния волчка на коромысле по- Р.и^^ За. 
мещен передвижной груз В. п°Двес

Желательно, чтобы точка подвеса коромысла по возможности р 
совпадала с осью симметрии волчка, Коромысла и противовеса; 
а для того чтобы достигнуть свободы качания коромысла, можно точку О 
поставить на острие или, сделав около О горизонтальную оск вставить 
ее в вилку, способную вращаться в вертикальной 
подставке (как на рис. 93а). Вообще нужно устроить 
около О нечто вроде карданова подвеса, но не с 
тремя, а только с двумя осями. Противовес В  можно 
передвигать вдоль коромысла в ту и другую сторону 
и таким образом получать моменты силы тяжести раз
личной величины.

Подобный волчок можно устроить из велосипед
ного колеса, прикрепленного непосредственно на ко
ромысле, без всякого обруча.

Сняв коромысло с подставки, мы можем подвесить 
его за конец С и таким образом устроить волчок- 
маятник (рис. 94), движения которого представляют 
интерес не только в механике, но и в учении об 
электричестве.

Заметим, что у только что описанных волчков 
(Фесселя и волчка-маятника) момент инерции вокруг 
оси качания может быть значительно больше мо
мента инерции вокруг оси вращения. Таким образом 
эти волчки относятся к типу вытянутых  волчков (ср. стр. 103, 78), 
тогда как все раньше описанные приборы представляли собой сплюснутые 
волчки с наибольшим моментом инерции вокруг оси вращения.

Рис. 94. Жироскоп 
со стержнем в виде 

маятника.
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Ниже мы познакомимся с волчком-компасом, применяющимся в насто* 
ящее время в мореплавании. Этот волчок прикреплен к поплавку, плава
ющему в ргути. Такой способ подвешивания волчка (взамен подвеса Кар
дана) был впервые предложен лордом Кельвином (Уильямом Томсоном) 

Волчки приводятся во вращение большей частью при помощи шнура, 
который наматывается на ось волчка и затем быстро стягивается. Намо
тку нужно производить аккуратно ряд к ряду, а сматывать надо, начав 
медленно и постепенно ускоряя. При соблюдении этих условий волчку 
можно сообщить очень большую скорость вращения (до 50 оборотов в 
секунду) без особых усилий и не рискуя оборвать шнур. Более тяжелый 
волчок можно привести во вращение, прижимая его обод к шкиву какого- 
либо электродвигателя. Иногда волчки устраиваются в виде турбины, при
водимой в движение сжатым воздухом. Наконец, волчки-компасы сами 
представляют собой электродвигатель с вращающимся магнитным полем 
и приводятся в движение трехфазным током. При таком устройстве были 
достигнуты скорости почти в 500 оборотов в секунду.

110. Опыты с волчком. Перед тем как начать производить опыт с
волчком, полезно обозначить каким- 
либо образом (нзцример краской) тот 
конец оси волчка, куда будет направ
лен его момент импульса, и пускать 
волчок во вращение всегда в одну и 
ту же сторону. Это необходимо по
тому, что во время самого вращения 
иногда бывает трудно разглядеть," 
в какую именно сторону волчок вер

тится.
Q Условимся называть положитель-

У  ' К ным тот конец оси волчка, куда вы-
' ' 1 , J-ходит его момент импульса К. Если

Fj направить положительный конец оси
Рис. 95. Реактивный момент волчка, на себя (рис. 95), то вращение обо

да волчка будет происходить в сто
рону, обратную  движению часовой стрелки; если же мы будем смотреть 
вдоль оси волчка, по направлению момента импульса К, то вращение вол
чка будет нам представляться по стрелке часов. Положительный и отри
цательный концы волчка соответствуют положительному (г. е. северному) 
и отрицательному (т. е. южному) полюсам магнита, а направление враще
ния волчка соответствует направлению положительных амперовых токов 
в магните (ср. „Общий курс электричества". А. А Эйхенвальд). Вообще 
явления, наблюдаемые в волчке, имеют много общего с явлениями магнетизма.

Производство опытов с волчком мы начнем со следующего. Возьмем 
вращающийся волчок в руки так, чтобы его положительный конец лежал 
в правой руке, а отрицательный конец — в левой (рис. 95). Если мы бу
дем подымать или опускать обе руки одинаково, то волчок будет лежать 
у нас в руках спокойно. Если же мы более или менее быстро опустим 
правую руку относительно левой, другими словами, повернем ось волчка 
вокруг горизонтальной оси U, направленной от нас вперед (ср. рис. 95), 
то почувствуем, что положительный конец оси волчка стремится уйти из
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правой руки вперед. На рис. 95 буквами F  показаны активные силы, ко
торые мы прилагаем к волчку, а буквами R  — реактивные силы самого 
волчка. На том же рисунке обозначен и реактивный момент волчка А1Г, 
вызванный принужденным вращением U. Этот опыт хорош тем, что он 
дает экспериментатору непосредственно почувствовать реактивные силы 
волчка. Однако опыт нужно производить с некоторой осторожностью, 
заранее приготовившись к появлению реактивного^момента, иначе, в осо
бенности при быстром вращении тяжелого волчка и при быстром его 
повороте, реакция может оказаться настолько сильной, что волчок выр
вется из рук и при падении испортится.

Направление реактивного момента всегда легко определить заранее по 
правилу Фуко или по векторной формуле:

М -  [KU].

Действие реактивного момента можно также наблюдать и в подве
шенном волчке (рис. 92); стоит только немного закрутить нить подвеса 
вправо (смотря сверху) или влево, как тотчас же положительный конец 
волчка начинает опускаться вниз или поднимается кверху (ср. ниже: 
Инклинаторий Фуко).

Если волчки, изображенные на рис. 90, 92, 93, хорошо центрированы, 
так что на них не действует заметным образом момент силы тяжести 
и они сохраняют направление оси вращения неизменным, то можно со
общить этой оси (или рамке аа ) небольшой толчок рукой с моментом 
вокруг оси узлов N N  и наблюдать получившуюся регулярную прецессию 
(84). В сплюснутых волчках прецессия будет обратная, а в вытянутых 
она будет прямая (ср. стр. 102, 78, стр. 104, 79). При сообщении толч'ка 
не нужно забывать придерживать штатив волчка другой рукой, чтобы не 
опрокинуть штатива; да и самый толчок (а не удар) должен быть произ
веден с достаточной силой, но мягко-, при жестком ударе могут постра
дать керны, в которых вращаются оси.

Чаще всего волчки служат для наблюдения псевдорегулярной пре
цессии (рис. 91). Для того чтобы заметить происходящие при этом ну
тации, нужны специальные условия (ср. пример в 91). Из формулы для 
частоты нутации:

Сг

мы видим, что нутации можно сделать заметными или при малом f, т. е. 
яри неособенно быстром вращении волчка, или при большом А, т. е. 
в волчке сильно вытянутом. Так, например, если поставим слабо вращаю
щийся волчок вертикально на подставк (рис. 91), то в первые моменты 
вращения, можем уловить нутации, т. е. движение оси волчка по кривым, 
изображенным на рис. 80 (стр. 140, 105); но затем волчок, обладая 
слабым вращением, будет наклоняться и падать. Гораздо удобнее наблюдать 
нутации на волчке Фесселя (рис. 93) где можно достичь очень больших 
амплитуд и весьма медленных нутаций. Наконец, кривые, изображенные 
на рис. 81 (стр. 140, 105), легко реализовать при помощи волчка-



156 VIII. ПРИМЕНЕНИЯ ТЕОРИИ ВОЛЧКА

маятника (рис. 94). Что касается рис. 82 (стр. 140, 105), то он пред- 
ставляет собой случай регулярной прецессии после толчка, сообщенного 
оси свободного волчка. Об этом опыте мы уже упоминали выше с вол
чками 89, 90, 92, 93.

Возвратимся опять к волчку-маятнику (рис. 94). Пока волчок еще не 
вращается, маятник после толчка при вертикальном положении или после 
отклонения без толчка может совершать обычные колебания в вертикаль
ной плоскости; а если мы пустим его косо, то он будет описывать 
эллипсы (ч. II, стр. 181, 117). Мы можем сообщить маятнику такой 
боковой толчок, что он будет затем двигаться равномерно по горизонталь
ному кругу (мы можем назвать это движение регулярной прецессией без 
нутаций, ч. II, стр. 178, 116). Если же мы пустим маятник с большого 
отклонения от вертикали и немного косо, то он будет совершать движе
ния, похожие на эллиптические, но оси эллипсов не останутся неподвиж

ными в пространстве, а будут понемногу 
поворачиваться (это движение мы можем наз
вать нутацией с прецессией. Ср. ч. II, стр. 180, 
116, рис. 83).

Теперь сообщим волчку быстрое враще
ние и повесим маятник вертикально. После 
небольшого толчка маятник уже не будет 
совершать обычные колебания в вертикаль
ной плоскости, а начнет описывать кривые 
в виде так называемых розеток (рис. 96). 
Как видим, все ветви розетки проходят через 
вертикаль точки подвеса маятника. Это про
изошло от выбранных нами начальных усло
вий, а именно— толчок в положении равнове

сия маятника. Если мы вместо этого отклоним маятник от вертикали и затем 
предоставим его действию момента силы тяжести, без какого-либо на
чального толчка, то маятник уже при пе’рвом спуске свернет в сторону

Рис. 97, 98. Различные типы движений волчка маятника.

и не пройдет через вертикаль точки подвеса. Таким образом обнаружился 
реактивный момент вращающегося волчка. При дальнейшем движении 
маятник не будет описывать розетки, а будет описывать циклоиды (рис. 97). 
Чем быстрее вращается волчок, тем мельчу будут эти циклоиды (рис. 98);

Рис. 96. Различные типы дви
жений волчка маятника.
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две крайних окружности, в пределах между которыми происходит это 
циклоидальное движение, будут тем ближе друг к другу. Это есть не что 
иное, как нутация с прецессией. Наконец, при очень быстром вращении 
волчка его нутации могут сделаться настолько мелкими, что их совсем 
не будет видно, и маятник будет двигаться по горизонтальному кругу, 
совершая псевдорегуляриую прецессию. Для псевдорегулярной прецессии 
никакого горизонтального толчка сообщать маятнику не требуется. При 
начальном боковом толчке мы на место циклоиды получим кривые вроде 
изображенных на рис. 75 и 77 в 90. Сказанного мы считаем достаточным; 
дальнейшие опыты читатель может произвести по собственной инициативе.

111. Закругления и выбоины пути.
Мы уже рассматривали влияние закруг
лений и выбоин пути на движущийся 
поезд-(ч. II, стр. 185, 119), но имели 
в виду только появление центробежной 
силы; теперь мы можем к этому доба
вить реактивные моменты  вращаю
щихся колес. При больших скоростях 
движения эти реакции могут оказаться 
ощутительными.

Рис. 99 представляет пару колес 
(паровоза или вагона), движущихся по Рис. 99. Реакция на закруглении 
кривой в направлении,указанном стрел- пути,
кой. Если обозначить момент инерции
пары колес через С, их радиус через а, скорость движения и угловую 
скорость вращения колес через v и г, то момент импульса этих колес 
будет равен:

К — С г

Вектор К имеет на рис. 99 направление наружу кривой а поворот оси 
и колес происходит вокруг оси, направленной от нас к чертежу; сле
довательно, результирующий момент реакции

WI, =  [Ки]

будет лежать в горизонтальной плоскости (чертежа) и иметь направление, 
обратное направлению движения (паровоза, вагона). Этот момент реакции 
будет прижимать наружное колесо к рельсу. При движении поезда в 
противоположную сторон/ и величина К и величина и перемерят свой 
знак, а произведение их останется того же знака. Это означает, что в 
какую бы сторону ни двигался поезд по кривой, момент реакции его 
колес будет всегда прижимать наружное колесо к наружному рельсу. 
Нетрудно видеть, что реактивный момент вращающихся колес действует 
в ту же сторону, что и момент центробежной силы (<ф. рис. 84, ч. II, 
стр. 185, 119). Оба эти момента пропорциональны квадрату скорости 
движения поезда. Действительно, если мы обозначим через Ъ радиус
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-  V
закругления, то угловая скорость поворота оси колес будет равна «  =  - ,  

а момент реакции колес будет равен:

( а о

Если путь имеет выбоину, и притом для обоих колес одинаковой 
величины, то ось колес, проходя такую выбоину, будет опускаться и 
подниматься, оставаясь параллельной своему начальному направлению; 
при этЗм никакого реактивного момента получиться не может. Но если

выбоины обоих рельсов неодинаковы, 
то получается поворот оси вокруг до
левой горизонтальной линии (рис. 100), 
следствием чего появляется реактивный 
момент вокруг вертикальной оси. Такие 
повороты колес иногда называются ви
ляньем.

Обыкновенно на закруглениях пути 
наружному рельсу придают некоторый 
подъем (ч. II, стр. 185, рис. 84). При 
начале этого подъема, когда поеза пере
ходит с прямой на кривую (или обрат
но), возникает реактивный момент, про

изводящий вилянье. Поэтому при больших скоростях движения необходимо 
делать подъем наружного рельса по возможности постепенным.

112 . Вращающиеся механизмы на кораблях и аэропланах. Строго 
говоря, каждый быстро вращающийся двигатель или механизм, находящийся 
на Земле, должен оказывать реактивный момент, так как он принужден 
поворачиваться вместе с Землей. Однако угловая скорость вращения Земли 
настолько мала, что эти реактивные моменты даже в быстро вращающихся 
двигателях (как, например, турбины Лаваля) ничтожны; их можно обна
ружить только чувствительными научными приборами (см. ниже: 
волчок-компас).

Двигателну установленные на кораблях, моуут оказать значительные 
реактивные моменты и при качке корабля и при переменах курса. Особенно 
ощутительно это явление на аэропланах, а потому полезно его разобрать

Рис. 100. Реакция на выбоине.

Р

Рис. 101. Реакция при позороге 
аэроплана направо.

U

Рис. 102., Реакция при повороте 
аэроплана налево.

подробнее. На рис. 101 схематически изображена ось аэроплана с пропел
лером РР. Предположим, что пропеллер вращается по стрелке часов 
(вправо), если смотреть со стороны летника и. следовательно, его момент
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импульса К направлен в сторону движения. При повороте направо, т. е. 
при вынужденном вращении оси пропеллера вокруг направления U, мы 
должны получить реактивный момент (рис. 10 1), наклоняющий перед 
аэроплана вниз. При повороте аэроплана налево (рис. Г0|2) получается 
момент, поднимающий перед аэроплана вверх. Это явление хорошо знакомо 
летчикам, и они с ним считаются при управлении аэропланом.

ИЗ. Катящийся обруч. Примером применения теории волчка может 
служить катящийся по горизонтальной плоскости обруч (чем иногда 
забавляются дети); теория обруча, в свою очередь, поможет нам разобраться 
в некоторых явлениях, происходящих при езде на велосипеде. Итак, 
представим себе обруч (рис. 103) 
радиуса а, катящийся по гори
зонтальной плоскости, и пред
положим, что обруч был пу
щен вначале так, что его плос
кость была вертикальна, а за
тем от случайных причин (не
ровности пути и т. п.) плос
кость обруча наклонилась на 
некоторый угол 9 относитель
но вертикали и повернулась во
круг оси, проходящей через 
т!чку касания обруча с плоско
стью, на некоторый угол у; эту 
последнюю ось мы можем при 
расчетах считать вертикальной, 
так как отклонения 9 мы будем 
предполагать малыми. Далее 
угловую скорость вращения об- Рис. 103. Качение обруча,
руча вокруг его оси симметрии
мы будем считать большою по сравнению с угловыми скоростями 9 
и 1 , а потому можем применить к этому случаю упрощенные уравнения 
движения (стр. 128, 96. Ср. также стр. 118, 89):

—  А 9  -)- Сг •

Мг — B 'i— о  • 9 •

Д  этих уравнениях С означает момент инерции обруча вокруг его оси 
вращения; мы можем положить эту величину равной массе обруча т ,  
умноженной на квадрат радиуса а (приблизительно):

С = т а 2.

Далее, В  есть момент инерции обруча вокруг оси углов т. е. вокруг 
диаметра обруча. Для этой величины мы возьмем формулу, выведенную 
нами для полого цилиндра (глава XI):

1 „ 1
В  =  - т а *  =  - С ,
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Наконец, А есть момент инерции вокруг оси углов 0, т. е. вокруг 
оси, проходящей через точку касания обруча с горизонтальной плоскостью 
и направленной вдоль пути качения. Эта величина определяется по извест
ной величине В  по формуле стр. 20, 15:

А =  В т а 2 =  ~ С-

Сперва предположим,- что обруч катится без внешних влияний и 
только под действием силы тяжести; момент силы тяжести вокруг верти
кальной оси (рис. 103) равен:

m g-a  sin 6 =  mga - 9.

Но если обруч будет двигаться по кривой радиуса R  со скоростью v,
„ . v2

то на него будет действовать центробежная сила т  — , и момент этой
Н

силы, приложенной к центру обруча, вокруг горизонтальной оси, прохо
дящей через точку касания обруча, будет равен:

г/2
т  — а •

К

Оба эти момента нужно будет принять во внимание в первом уравне

нии движения, где встречается ускорение 6 . Перед этим заметим, однако, 
что поступательная скорость движения обруча v и его вращательная ско
рость г при чистом качении без скольжения (что мы и предполагаем) 
связаны уравнением:

v =  ar.

Кроме того, при повороте обруча на кривой его плоскость будет t 
поворачиваться вокруг вертикального диаметра с той же угловою скоро

стью 1 , с которой поворачивается радиус кривизны пути, проведенный 
в точку касания; ведь плоскость колеса при качении всегда должна быть 
касательной к пути. Это замечание позволяет нам написать соотношения:

1)2
v =  a r = R i ' ,  т —а =  т а 2-г-У' =  Сг-\-

К

Если мы примем все это во внимание и положим внешние моменты сил 
(кроме силы тяжести) равными нулю, то получим уравнения:

3 ..
mgab — —С6 -{- 2 0  • i ;/л

0 = Л с х - о - » -

Интегрируем второе уравнение в предположении, чтох =  Оприд =  0 
(т. е. что обруч катился сперва по прямой):

х = 2 г . а .
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Подставляя у в первое уравнение, получаем:

Подобное уравнение нам уже встречалось неоднократно, и оно озна
чает, что качение обруча представляет собой движение устойчивое при 
условии, что

Если это условие соблюдено, то обруч при небольших случайных откло
нениях от вертикального положения будет совершать гармонические коле
бания с частотой:

Возьмем для примера обруч диаметром в один метр, а  =  50 см и,

Итак, обруч будет катиться устойчиво, если мы ему сообщим посту
пательную скорость не, менее 1,2 метра в секунду. При меньшей скорости 
обруч упадет.

Одновременно с гармоническими колебаниями угла & мы на основании 
второго уравнения должны ожидать гармонические колебания угла у. 
Другими словами, обруч не только будет периодически отклоняться от 
вертикали то в ту, то в другую сторону, но в то же самое время будет 
поворачиваться (вилять) то вправо, то влево, и притом с тем же пери
одом, как и отклонение д. Периодические отклонения представляют собой 
не что иное, как нутацию', но при большой быстроте движения (а сле
довательно и вращения) обруча эти нутации будут очень малы и часты, 
и будет казаться, что обруч движется по прямой и остается в вертикаль
ной плоскости. Мы имеем здесь нечто аналогичное псевдорегулярной 
прецессии.

Заметим, что повороты обруча вправо и влево (вилянье) существенно 
необходимы для его устойчивого движения. Если бы мы лишили обруч 
возможности вилять, например тем, что пустили бы его по рельсу, то 
тем самым лишили бы его устойчивости.

Теоретически условие прямого рельса выразится тем, что на?<1 нужно 
будет положить у =  0, а в таком случае первое уравнение даст нам:

4 г 2 > ^ .
а

подставив в нашу формулу g =  9 8 0 ^ -^ , получаем условие:

И  Теорегпч. физика, ч. III.
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Правая часть этого уравнения того Же знака, что и левая, и уравне
ние решается не тригонометрическими, а показательными функциями 
вила e+kt. Это означает, что при небольшом, случайном отклонении от 
вертикали, обруч будет продолжать отклоняться в т у  ж е  сторону и скоро 
упадет: движение его неустойчиво.

Из вышенаписанных уравнений следует также, что обруч может катиться 
и в наклонном положения, но только не по прямой, а по окружности 
круга. Обозначим наклонение плоскости обруча через 90, а радиус кри
визны его пути через /?0. Положив в первом уравнении 9 =  0, получаем 
непосредственно условие для такого качения:

mga 90 =  2Сг х0 =  2С

откуда и определяется

К приведенным расчетам необходимо, однако, добавить, что в действи
тельности устойчивость рассматриваемых движений нарушается под вли
янием трения. Сила трения при чистом качении всегда ничтожна, и ее мы 
можем не принимать здесь во внимание; но при поворотах обруча появля
ется сила трения скольжения в точке (или вернее в небольшой площадке) 
касания обруча с горизонтальной плоскостью, и эта сила до некоторой 
степени ограничивает свободу поворота колеса х (дейв^вует аналогично 
рельсу, упомянутому выше), отчего и устойчивость движения значительно 
уменьшается. Если бы эта сила была пропорциональна 9-, то она произ
водила бы только затухание колебаний 9 и могла бы даже способствовать 
устойчивости обруча. Но на самом деле эта сила совсем не зависит от 
величин 9 или х и действует пропорционально давлению обруча на гори
зонтальную плоскость (см. ч. II, стр. 50, 35). Если бы мы захотели ввести 
эту силу трения в наши уравнения, то получили бы во втором уравнении 
еще постоянный член (ср. ч. II, стр. 54, 38) й в результате постоянное 
увеличение угла отклонения 9 все в одну и туже сторону. Правда, при 
таком увеличении угла 9 обруч будет сворачивать все сильнее и сильнее 
в сторону и уменьшать радиус кривизны своего пути; тем не менее его 
падение по направлению к центру кривизны неизбежно. Это явление, т. е. 
качение обруча (или монеты) по спирали постепенно уменьшающегося 
радиуса кривизны нетрудно наблюдать в действительности.

114. Управление велосипедом. Движение велосипеда по горизонталь
ной плоскости вполне аналогично разобранному нами в предыдущем пара
графе качению обруча. Но между обоими явлениями существуют и разли
чия, так как велосипед имеет свои конструктивные особенности, а глав
ное—  велосипедом можно управлять и таким образом преобразовывать 
его неустойчивое движение в устойчивое. Мы не будем составлять урав
нения движения велосипеда (читатель может их найти в литературе), 
а ограничимся общими замечаниями, достаточными для того, чтобы уяс
нить себе основные принципы, на которых основано управление велоси
педом.

Прежде всего отметим отличия велосипеда от простого обруча:

9
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1 ) у велосипеда два колеса, связанные рамой; 2) ось руля не вертикальна 
и не направлена в центр переднего колеса; 3) поворот всего велосипеда 
(его рамы) по кривому пути не равен повороту переднего колеса, а зави
сит еще от расстояния между колесами, 4) центр тяжести движущейся 
системы, включая сюда и самого велосипедиста, не совпадает с центром 
вращающейся части, а помещается гораздо выше и, кроме того, может 
менять свое положение во время езды и т. п.

Тем не менее движение велосипеда имеет много общего с качением 
обруча: 1 ) устойчивость велосипеда увеличивается с увеличением скоро
сти движения (что хорошо известно всем велосипедистам); 2) устойчиво
сти способствует, во-первых, реактивный момент вращающихся колес и, 
во-вторых, момент центробежной силы; 3) оба указанные момента дей
ствуют в одну и ту же сторону, а именно: наружу закругления пути 
движения (в сторону противоположную той, где находится центр кривизны 
пути); 4) сумма этих двух моментов, как и в случае обруча, пропорци
ональна угловой скорости поворота ■£, но коэфициент пропорциональности 
выражается несколько сложнее и т. д.

В дальнейшем мы будем говорить о действии только одного реактив
ного момента вращающихся колес, а действие центробежной силы будем 
подразумевать; это упростит наши рассуждения и сделает их более на
глядными. ?

Итак, представим себе, что велосипед движется довольно быстро по 
прямому пути и что по каким-либо причинам его клонит направо-, угол & 
(рис. 103) увеличивается. Из рис. 103 мы легко можем увидеть, что по

являющийся при этом реактивный момент вращающегося колеса [КО] бу
дет направлен вниз, и, следовательно, велосипед будет поворачиваться

направо-, но при повороте направо появится новый реактивный момент [Ify]. 
который будет уменьшать угол $ и, следовательно, восстанавливать 
велосипед в вертикальное положение. Однако мы не будем дожидаться 
этого автоматического восстановления велосипеда, а сами повернем руль 
направо, чтобы усилить восстанавливающий момент, и притом настолько, 
что угол & не только быстро уменьшится, но и перейдет через нуль 
так, что велосипед станет немного наклоняться налево. Это нам необхо
димо для того, чтобы иметь возможность сейчас же повернуть руль налево и 
вывести велосипед снова на прямой путь. Одновременно с этим уничто
жится и левое, отклонение плоскости колеса, которое мы произвели 
раньше усиленным поворотом руля направо. Если мы во втором случае 
повернули руль влево слишком сильно, так что велосипед с левого от
клонения опять перешел на правое, то мы можем исправить свою ошибку, 
повернув руль направо, но не так сильно. От искусства велосипедиста 
зависит более или менее быстрое, а иногда даже едва заметное восста
новление велосипеда в вертикальное положение и на прямой путь.

Мы описали наиболее часто употребляемое управление велосипедом 
при помощи руля (действуя моментом сил Мх, который входит у нас во 
второе уравнение); но возможно управление велосипедом, не трогая руля, 
а перемещая центр тяжести своего корпуса вправо или влево (действуя 
моментом сил Ма, который входит у нас в первое уравнение). Так как

11*
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оба уравнения связаны друг с другом, то управление велосипедом изме
нением момента Ма, вполне аналогично управлению моментом Мх. Пред
положим действительно, что при быстрой езде по прямому пути велосипед 
отклонился немного вправо. Не довольствуясь автоматической регулиров
кой, ездок усиливает ее перемещением центра тяжести тоже вправо. Уве
личение угла 0 вместе с моментом импульса К велосипеда образуют ре

активный момент [К&], направленный вертикально вниз и поворачиваю
щий велосипед направо. Этот поворот направо происходит так сильно,

что новый реактивный момент [Ку] не только уничтожает правый наклон О, 
но даже переводит плоскость велосипеда. немного налево. Перемеще
нием центра тяжести влево ездок достигает одновременно и поворота 
велосипеда влево (т. е. опять на прямой путь) и уничтожения левого 
наклона —  0. Как и в случае управления рулем, для восстановления 
вертикального положения и прямого пути велосипеда двух перемещений 
центра тяжести вправо и влево может оказаться недостаточно (когда они 
или малы, или слишком сильны), и придется исправлять наклон и вилянья 
велосипеда дальнейшими перемещениями центра тяжести; и в этом случае 
успех зависит от искусства велосипедиста.

Приведенные рассуждения не могут, конечно, научить кого-либо управ
лению велосипедом, но нам достаточно было показать, что оба способа 
управления — руЛем и без руля —  основаны на одном и том же механи-

имеет целью обеспечить снаряду сохранение направления его оси во 
время движения. Но так как движение снаряда происходит по кривой 
(рис. 104), то ось снаряда, сохраняя свое направление в простран
стве неизменным, образует с траекторией все больший и больший уюл 
(рис. 104 а, Ьу с). В конце своего пути снаряд ударился бы в цель бо
ком (рис. 104 сУ, а между тем желательно, чтобы он попал в цель острием. 
Тут оказывается полезным сопротивление воздуха. Сила сопротивления 
воздуха, вообще говоря, находится в очень сложной зависимости от 
формы снаряда и от его ориентировки относительно направления движе
ния, но направление этой силы R  проходит вне центра тяжести снаряда 
(рис. 105) и образует, следовательно, вокруг центра тяжести некоторый 
момент сил (на рис. 105 этот момент направлен от чертежа на наблюда
теля). Под действием этого момента вращающийся вокруг оси СК0 сна
ряд совершает (псевдорегулярную) прецессию вокруг направления движе-
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ния Cv, как это показано на рис. 105 стрелкой на пунктирной линии, 
и понемногу ось снаряда из положения СК() переходит е/ положение СК. 
Произвести точный расчет этого движения теоретически почти невозможно, 
так как явления трения в воздухе слишком сложны, а потому опытным 
путем подбирают соотношение между поступательной и вращательной 
скоростью снаряда таким образом, 
чтобы снаряд, совершая в пути пре
цессионное движение, успел повер
нуться и попасть в цель острием.

К тому же разряду явлений от
носятся различные более или менее 
сложные движения тел, которым при 
бросании в воздух было сообщено 
также и быстрое вращение (буме
ранг, вращающиеся диски, мячи лаун- 
тенниса и т. п.). Отскакивание от рис> Ю5. Прецессия вращающегося 
поверхности воды плоских вращаю- снаряда вследствие трения о воздух, 
щихся камешков, брошенных под
углом к поверхности воды, тоже объясняется аналогичным образом и т. д.

116. Жироскоп Фуко. Вскоре после своего знаменитого опыта с маят
ником (ч. II, стр. 213, 141), доказывающего вращение земли вокруг ее 
оси, Фуко пришло в голову применить для той же цели волчок. Так как 
ось волчка при отсутствии внешних моментов сил остается неподвижной 
в пространстве (так же, как и плоскость качания маятника), то относи

тельно вращающейся земли эта ось 
должна изменять свое направление. Са
мому Фуко не удалось произвести этот 
опыт с желаемой чистотой; тем не 
менее идея его была правильна, и нам 
необходимо разобрать ее более подроб
но с количественной точки зрения, по
тому что она легла в основу устройства 
современных волчков ■ компасов.

Представим себе, что мы находимся 
на поверхности Земли в некоторой точ
ке Р  (рис, 106), имеющей географиче
скую широту to (географическая дол
гота этого места для наших рассужде
ний не имеет значения). В этой точ
ке Р  мы поместим начало декартовых 
координат и проведем ось ОХ  по па
раллели на восток, ось О Y по меридиа
ну на север и ось OZ по вертикали 
вверх (в зенит). Эта система координат, 
будучи неизменно связана с Землей (зем

ные координаты), будет следовать за вращением Земли вокруг ее 
оси. Движение Земли вокруг Солнца в 365 раз медленнее, и мы можем 
его не принимать во внимание. Установим в точке Р  волчок на кар- 
дановом подвесе (стр. 151, 109), и пусть центр тяжести волчка в

Рис. 106. Земные координаты.
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Y(Nord)

Рис. 107. Отклонение и наклоне
ние волчка-компаса.

точности совпадает с центром карданова подвеса. При такой уста
новке на волчок не будет действовать момент силы тяжести, и он может 
продолжать вращаться без прецессии, сохраняя направление своей оси 
неизменным относительно неподвижного пространства. Проведем через ось 
волчка вертикальную плоскость (рис. 107) (плоскость, проходящую через 
ось волчка и направление силы тяжести в данном месте) и обозначим 
через а угол, составляемый этой плоскостью с меридианом, и через р — 
угол, образуемый осью волчка с горизонтом. Углы а  будем считать от

меридиана на запад, а углы р будем счи
тать от горизонта вверх.

Если бы мы вместо волчка имели дело 
с магнитной стрелкой (а между ними, как 
увидим, большое сходство), то угол а мы 
назвали бы западным склонением (или 
отклонением), а угол р назвали бы на
клонением стрелки. Для измерения скло

нения магнитной стрелки употребляется 
прибор деклинаторий, для измерения на
клонения употребляется инклинаторай.

При вращении Земли ось волчка оста
ется в покое, а координаты вращаются. 
Для того чтобы узнать, как при этом 
будут изменяться углы а  и р, составим 

проекции угловой скорости вращения Земли о> на координаты OZ и OY 
(проекция на ось ОХ  равна нулю):

проекция на ось OZ равна (рис. 106) о)sines; >
проекция на ось O F  равна ............... w costs.

Первая из этих проекций дает нам непосредственно изменение угла а со 
временем

—  а —  to sin сэ.

Для того чтобы определить изменение угла р (рис. 107) нам необходимо 
еще ввести множитель sin а; тогда получаем:

—  Р =  со cos tp • sin а.

Таким образом, наблюдая углы а и р ,  образуемые осью волчка с мери
дианом и с горизонтом, мы могли бы определить вращение Земли. Однако 
Фуко не удалось подтвердить это заключение на опыте по многим при
чинам. Прежде всего величина угловой скорости вращения Земли

“ = 24^ 6 0 = 7 3 - 10- 6 •
настолько мала, что приходится долго ждать, пока углы а и р  изменятся 
на заметную величину; а за это время и скорость вращения волчка успеет 
уменьшиться и случайные причины могут оказать влияние на положение 
оси волчка. Технические средства для поддержания постоянного и быст
рого вращения волчка, имеющиеся у нас в настоящее время, во времена 
Фуко были неизвестны. Но, кроме этого, на положение,оси волчка оказы
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вают влияние моменты внешних сил, между прочим, и момент силы тяже
сти, избежать которых почти невозможно. Уже небольшое несовпадение 
центра тяжести волчка с центром карданова подвеса произведет псевдо- 
регулярную прецессию и изменение углов а  и [J, которые гораздо значи
тельнее, чем изменения, происходящие от вращения Земли.

117. Инклинаторий и деклинаторий Фуко. Сознавая всю трудность не
посредственного опыта со свободным волчком, Фуко предпринял другой 
опыт, в котором движение оси волчка ограничивалось одним вертикаль
ным или одним горизонтальным направлением.

Предположим, что наружный обруч bb карданова подвеса закреплен 
неподвижно (рис. 90). При таком закреплении ось волчка еще может 
поворачиваться вокруг оси NN  в вертикальной плоскости (как инклина
торий магнитной стрелки), в то время как в горизонтальной плоскости 
волчок должен следовать вращению Земли. По правилу Фуко (стр. 125, 94) 
при таком вынужденном вращении волчок должен стеремиться откло
ниться и стать параллельно оси вынужденного вращения, т. е. поднять 
свой положительный конец кверху (положительным концом волчка мы 
называем тот его конец, куда направлен его момент импульса). Эквива
лентный этому движению реактивный момент волчка определится форму
лой (стр. 125, 94):

уИр =  Сг о) sin ср • cos (5 =  (при малом {$) =  Сг со sin ср.

Теперь предположим, щто мы закрепили обруч аа  (рис. 90) карданова 
подвеса перпендикулярно к обручу bb и даем оси волчка свободу повора
чиваться, оставаясь в горизонтальной плоскости. В таком случае волчок 
будет участвовать во вращении Земли вокруг горизонтальной оси OF, ле
жащей в меридиане. Следствием этого появится реактивный момент волчка, 
поворачивающий ось волчка по направлению к меридиану. Волчок будет 
вести себя как магнитная стрелка компаса (деклинаторий). Эквивалент
ный реактивный момент будет равен:

=  —  Сг a  cos ср sin а —  (при малом а) —  Сг a  cos ср • а.

Эти опыты Фуко дали лучшие результаты, чем со свободным волчком; 
но устранить влияние момента силы тяжести и в этом случае было почти 
невозможно. Поэтому в позднейших опытах, предпринятых Гильбертом, 
а в особенности Фёпплем, момент силы тяжести не исключался, а прини
мался во внимание при толковании отклонений оси волчка. У Фёлпля вол
чок представлял собой электродвигатель и висел на трех проволоках, 
подводящих электрический ток. Позднее Уильям Томсон (лорд Кельвин) 
предложил устанавливать волчок-компас на ртути, чтобы он мог сво
бодно поворачиваться в горизонтальной плоскости. Таким путем посте
пенно вырабатывался принцип волчка-компаса.

118. Волчок-компас. На рис. 108 представлен схематически верти
кальный разрез волчка-компаса Аншютца.

Здесь N S  означает ось волчка, которая обычно устанавливается 
в плоскости меридиана. Сам волчок есть нечто иное, как электродвига
тель трехфазного тока с вращающимся магнитным полем. Для того чтобы 
волчок вращался со скоростью до 500 оборотов в секунду (наибольшая дос
тигнутая в настоящее время скорость), необходимо, чтобы частота пере
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менного тока, питающего волчок, была немного больше этого; поэтому 
и электрический ток для волчка должен быть взят от специальных машин, 
производящих переменный ток такой повышенной частоты (обычный 
переменный ток городских сетей имеет частоту всего в 50 периодов

в секунду). Так как 
ротор (вращающаяся 
часть) волчка нагрева
ется и от электриче
ского тока и от тре
ния о воздух, то 
М. Шулер предложил за
ключать ротор волчка 
в замкнутую оболочку, 
наполненную водоро
дом; трение о водород 
меньше, чем о воздух, 
и водород более теп
лопроводен; поэтому 
ротор волчка не так 
сильно нагревается во 
время вращения. Обо
лочка волчка прикреп
лена к поплавку ВВ, 
плавающему в коль
цеобразном сосуде АА 
со ртутыо. Центр тя

жести волчка, его оболочки и поплавка помещается • ниже опоры, и 
все приспособление обладает устойчивым равновесием.

К поплавку прикреплена сверху так называемая роза  компаса RR, 
т. е. круг с делениями, которые можно наблюдать сквозь верхнее окно 
компаса. На розе помечено направление оси волчка, а на окне —  направ
ление оси корабля.

Электрический ток, поддерживающий вращение волчка, подводится 
тремя проводами / 3, из которых один соединен со ртутыо кольцеобраз- 

, ного сосуда; (а следовательно и с поплавком и с оболочкой волчка), тогда 
как другие два, изолированные от первого, окунуты в чашечки со ртутью 
и соединены с обмоткой, вложенной в оболочку.

Из этого краткого описания мы видим, что ось волчка-компаса может 
свободно поворачиваться в горизонтальной плоскости (вокруг вертикальной 
оси), как деклинаторий, но в то же время поплавок может немного 
наклониться и ось волчка может немного подниматься и опускаться 
вблизи гооизонтальной плоскости, как инклинаторий.

Для определения движения волчка-компаса мы воспользуемся уравне
ниями, полученными нами на стр. 128, 96, и притом в эйлеровых ко
ординатах, откинув в них средние члены с множителями ф2 и д ф  по их 
малости дю сравнению с остальными членами. Мы имеем (при постоянном г):

Мь —  ДО Сг ф • sin 0;
=  Дф • sin2 й — О &.
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Приняв во внимание, что теперь мы имеем дело с волчком, ось кото
рого почти горизонтальна, мы должны в этих уравнениях положить 
(ср. рис. 107):

0 =  90° — р; » =  — Р; д =  — ‘р;
sin {)• =  cos  ̂ =  1 ; cosd  =  sin р =  [5; ф =  а;

Момент внешних сил вокруг линии узлов NN  перпендикулярной к оси 
О К  будет состоять из двух частей: из момента силы тяжести

Mg =  mgs • sin р =  mgs • р,

и из реактивного момента волчка М ,̂ обусловленного вращением Земли. 
Согласно тому, что мы вычислили в предыдущем параграфе для инкли- 
натория, мы должны положить

Л/р =  — Сг со sin ср.

Момент внешних сил вокруг оси OZ обусловлен реактивным момен
том волчка:

Ми =  — Сг со cos со • а.

Введя все это в уравнения движения и переставляя члены, получаем: 

Л р-[-mg's-р — Сг а =  Сг ш sin ср;

В a -j- Сг со • cos со • а -J- Сг р =  0.

Мы опять имеем перед собой уравнения связанных колебаний 
(стр. 149, 98), причем частоты собственных колебаний каждой системы 
в отдельности равны:

„2__Сгы cos ср
С1 —  А - а2— —  >. 

и коэфициент связи равен:

&
(СГ) 2 
АВ *

Так как связь здесь несомненно сильная, то мы можем для частот 
результирующих колебаний применить сокращенные формулы (стр. 151,99):

Сг
у Т л  ’

а1 а2 
k

mgs ■ ш - cos со 
Сг

Частота а' представляет собоП быстрые нутации оси волчка, которые 
едва заметны и нас зиесь интересовать не булут. Для частоты с" мы имеем 
соотношение между амплитудами колебаний а и р ,  формулу:

Ро «1 / Сг (О • COS <0 

mgs
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К этому необходимо еще добавить, что уравнение для |5 содержит еще 
и постоянный член Crosincp, а потомзГугол р будет представлять постоян
ное отклонение

Cr W -sin (р 
mgs ’

около которого происходят гармонические колебания.
Итак, решение уравнений движения волчка-компаса мы можем теперь 

написать в такой форме:
а — а0 sin a"t\ 

р =  pj -j- р0 cos a"t.

Амплитуда a0 зависит от начального толчка, между тем как постояш 
ное отклонение Р2 от толчка не зависит, а обусловлено вращением 
Земли и моментом силы тяжести. Это отклонение Р2 можно при желании 
изменить соответственной нагрузкой оси волчка.

Из полученных формул мы видим, что колебания а и р  имеют оди
наковую частоту, разность фаз в 90 ° и различные амплитуды. Так как 
направления этих отклонений а и р  перпендикулярны друг к другу, то 
результирующее движение конца оси волчка будет представлять собой 
эллипс (ч. II, стр. 133, 91). В этом эллипсе вертикальная полуось Р0 го
раздо меньше горизонтальной; кроме того, центр эллипса будет поднят 
над горизонтом на угловое расстояние рг

В действительности угол а 0 колеблется обычно между пределами -4-5°, 
тогда как угол Р0 очень мал и остается в пределах +  8'. Частота колеба-

2тг
ний а" так мала, что период колебаний Г = —  доходит до 50 минут.

119. Примечания к расчету волчка-компаса. В уравнения движения 
волчка-компаса мы ввели реактивные моменты волчка:

М^ —  — C!r to - sin ср; Ма =  — Cr<o- coscp-a.

При этом может возникнуть вопрос, почему явилась необходимость ввести 
эти моменты, когда волчок, повидимому, свободен в своих движениях, 
в противоположность инклинаторию и деклинаторию Фуко (стр. 167, 117). 
Дело в том, что основные уравнения моментов составлены в предполо
жении, ч“го координаты O XY Z неподвижны в пространстве, а между тем 
земные координаты, относительно которых мы измеряем углы а и дви
жутся. вместе с Землей. Поэтому для получения правильных результатов 
мы должны или перейти от подвижных координат к неподвижным или 
ввести добавочные силы (у нас введены моменты сил). То же самое мы 
делаем и в других случаях; так, например, вертикальное положение отвеса 
определяется силой тяжести; но вследствие вращения Земли получается 
отклонение (ч. II, стр. 206,136), которое мы объясняем теоретически, вводя 
добавочную силу, а именно: центробежную силу вращения Земли.

Для того чтобы это было еще более наглядно, мы сделаем так: в урав
нениях волчка-компаса мы не будем вводить добавочные реактивные 
моменты, но зато перейдем от подвижных координат к неподвижным. Для 
этого нам достаточно заменить относительные изменения углов а и $



абсолютными их изменениями по отношению к системе координат, не 
участвующей во вращении Земли. В таком случае нам нужно к величинам
а и р прибавить изменения, обусловленные вращением Земли. Эти доба
вочные изменения мы уж вычисляли на стр. 164, 115. Итак, мы должны 
в наших уравнениях

вместо а  написать.. .а  -|— со -sin ср,

вместо р написать. о - cos ср-а,

а добавочные реактивные моменты откинуть. Тогда получаем:

А р -j- mgs -3 —  Cr (a -j- со ■ sin ср) =  О,

В а - \- . . .  —{—Cr —j— со cos <р* а) =  О,

т. е. те же уравнения, что и выше.
Что касается способа решений этих уравнений, то здесь возможно 

упрощение. Так как отклонения а и р  невелики, а период колебаний
очень велик, то ускорения р и а будут настолько малы, что первые члены 
уравнения можно откинуть и ограничиться следующими:

Сг (а -j- (о ■ sin ср) —  mgs • р,
Сг (р -|- о) • cos ср • а) —  0.

Эти уравнения представляют собой не что иное, как частный случай 
применения упрощенного уравнения моментов (стр. 124, 93):

М  =  [ и К ] .

Рекомендуем читателю проверить это утверждение.
Взяв производную по времени от первого уравнения и подставив 

в него значение р из второго уравнения, получаем:

С г a — mgs • Р =  — mgs • со cos ср • а.

Отсюда определяем частоту колебаний угла а, а затем из первого ура
внения—  постоянное отклонение и колебания угла р. Результаты согласу
ются с тем, что мы имели при. более строгом расчете.

120. Дальнейшие усовершенствования волчка-компаса. Изложенная 
в предыдущих параграфах теория показывает, что волчок, действительно, 
может служить компасом; он Имеет устойчивое положение в меридиане, 
а при случайном толчке совершает около этого положения гармонические 
колебания. Большой период колебания оси волчка имеет то преимущество, 
что корабельная качка, период колебания которой в несколько секунд, 
на нее почти не влияет. Но с другой стороны большой период колебаний 
не позволяет быстро определить среднее положение оси, т. е. направление 
плоскости меридиана. По этим причинам появилась необходимость устроить 
добавочное приспособление для возможно быстрого затухания колебаний.

Далее, опыт показал, что хотя долевая качка корабля (вокруг оси, 
перпендикулярной к оси корабля) и не влияет на компас, но попереч
ная качка (вокруг оси корабля) может раскачивать его значительно, так 
как собственные колебания волчка с поплавком вокруг точки подвеса

/
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имеют период около одной секунды. Более того, если ось корабля С0‘ 
ставляет некоторый угол с осью волчка (с меридианом места), то попе
речная качка прошводит односторонние отклонения оси волчка (угол а), 
и тогда пригодность волчка для мореплавания является сомнительной. 
Это затруднение было преодолено М. Шулером который предложил при
менять для компасов не один волчок, а систему из трех волчков, оси 
которых расположены в одной горизонтальной плоскости под углом 
в 60 ° друг к другу. При таком устройстве роза компаса по всем на
правлениям имеет период колебаний около 50 минут, и качка корабля 
(с периодом от 4 до 12 секунд) не оказывает на нее заметного дей
ствия. Другие конструкторы вместо двух добавочных волчков устраивают 
один добавочный волчок с вертикальной  осью для достижения той же 
цели.

На показания волчка-компаса могут влиять и другие причины. Из 
полученных нами формул мы видим, что на постоянное отклонение р0 
влияет широта места. При устройстве затухания колебаний появляется 
также постоянное отклонение и угла а0. Однако оба эти отклонения 
очень малы, и для них составлены таблицы1!. Далее, скорость корабля тоже 
может повлияв на показания компаса. Мы предлагаем читателю самому 
сообразить, почему при движении корабля вдоль меридиана на север ось 
волчка должна отклоняться на запад, тогда как при движении на юг ось 
волчка будет отклоняться на восток. Впрочем, и эти отклонения, как 
нетрудно подсчитать, незначительны и тоже могут быть приняты во вни
мание как поправки при отсчете показаний розы компаса.

Несмотря на все указанные влияния волчки-компасы начинают 
входить в практику и заменять магнитные компасы, потому что влияние 
железных корабельных частей и электрических установок корабля на маг
нитную стрелку сказывается еще значительнее.

В 1921 г. М. Шулер произвел с волчком-компасом интересный 
опыт определения направления географического меридиана. Наблюдая от
клонения оси волчка в ту и другую сторону во время ее колебаний, 
Шулер определял среднее показание волчка; таким образом ему удалось 
определить положение географического меридиана с точностью до 10'' 
(угловых секунд). Весьма вероятно, что подобными же наблюдениями мож
но будет определить и угловую скорость вращения Земли, и притом 
с такой же большой точностью (величина © входит в уравнения движения 
оси волчка). Эти опыты имеют большое научное значение: благодаря им 
мы имеем возможность определять положение географического меридиана 
места и скорость вращения Земли вокруг ее оси совершенно независимо 
от астрономических наблюдений.

121. Искусственный горизонт. На кораблях и на аэропланах часто 
бывает необходимо иметь прибор, по которому можно было бы судить 
о направлении вертикальной линии или о направлении горизонтальной  
плоскости  в некоторый момент времени. Обыкновенный отвес для этой 
цели непригоден, так как неизбежная качка превращает отвес в маятник 
с большими размахами. На кораблях для указанной цели служит есте
ственный  морской горизонт. Так, например, для определения широты 
места необходимо измерение высоты какой-либо звезды над горизонтом 
(конечно, в угловых мерах),, Это делается при помощи угломерного ин
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струмента, называемого с е к с т а н т о м ;  визируя одновременно на горизонт 
и на звезду, определяют угол между этими двумя направлениями. Но 
горизонт часто бывает закрыт облаками или неясно очерчен, и произ
вести желаемые измерения оказывается невозможным. Еще в большей 
степени необходим горизонт на аэропланах, с которых часто совсем не 
видно естественного горизонта; а между тем для управления аэропланом 
необходимо знать в каждый момент ориентировку его крыльев относи
тельно горизонтальной плоскости. Для всех этих целей были придуманы 
специальные приборы, основанные на свойстве волчка сохранять, несмотря 
на качку, направление оси вращения в пространстве неизменным. Первый 
подобный прибор был сконструирован французом Флериэ и применен 
к секстанту. В приборе помещен волчок с вертикальной осью, приво
димый в быстрое вращение дутьем сжатого воздуха. Точка опоры волчка 
(острее) помещалась немного выше его центра тяжести (как на рис. 89), 
поэтому волчок и при отсутствии вращения мог висеть достаточно устой
чиво, а во время вращения его устойчивость увеличивалась настолько, 
что даже при сильной качке волчок совершал только незначительные ну
тации. При помощи зеркал и линз было достигнуто, что вращающийся 
волчок чертил в поле зрения трубы секстанта горизонтальную линию, 
—  это и служило искусственным горизонтом  при измерениях. Незначи
тельные нутации этого горизонта нисколько не мешали измерениям, и 
результаты получались достаточно точные для практических целей.

Из приведенного краткого описания мы видим, однако, что искусствен
ный горизонт представляет собой принципиально то же самое, что и 
обыкновенный отвес; в отвесе точка опоры тоже лежит выше центра 
тяжести, а линия, соединяющая точку опоры с центром тяжести, пер
пендикулярна к горизонтальной плоскости. Однако различие между этими 
двумя приборами и заключается именно в том, что обыкновенный отв’ с 
при качке получает большие размахи сравнительно небольшого периода 
качания, между тем как волчок-маятник делает только малые размахи, 
и притом сравнительно большого периода. При описании компаса мы 
уже указали, что период колебаний его может быть доведен до 50 ми
нут. Возможность при помощи вращающегося волчка достигнуть малых 
колебаний большого периода, или, как говорят, возможность стаби ли зи 
р о вать  м а я т н и к  (или отвес), вытекает непосредственно из наших урав
нений стр. 167, 118 и из того, что мы сказали об углах а и  ̂ откло
нений оси волчка-компаса (ср. также § 120). Эта возможность и исполь
зована теперь для устройства искусственного горизонта.

Мы даем здесь рис. 109 и 110 одного из подобных приборов 
(Аншютца), употребляемого на аэропланах. На рис. 109 схематически 
представлен разрез прибора: М  изображает оболочку, в которой помещен 
волчок - электродвигатель (как и в компасе на рис. 108) с вертикальной 
осью вращения ОгУ. Эта оболочка имеет снаружи ось 0 20 2, вст.влен- 
ную в обруч bb (в разрезе); наконец, и обруч bb в свою очередь имеет 
горизонтальную ось 0 30 3. Таким образом мы имеем здесь не что иное, 
как подвес Кардана (рис. 90, стр. 151) с тем, однако, отличием, что 
ось 0 30 3 проходит не через центр тяжести, а немного выше. К оси 0 30 3 
прикреплен диск Н 0Н0, нижняя половина которого зачернена и который 
виден летчику сквозь стеклянное окошко (рис. 110). Линия Н Н  на этом
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диске и представляет собой искусственный горизонт. Одновременно 
с диском летчик может видеть вставленную в прибор кольцеобразную 
стеклянную трубку G0G0, наполовину наполненную маслом. Уровень 
масла был бы тоже горизонтален, если бы аэроплан летел по прямой-, 
но если аэроплан сворачивает на кривой, то уровень масла GG станет 
перпендикулярно к равнодействующей (рис. 110 )* силы тяжести и 
центробежной силы, возникающей при движении аэроплана по кривой. 
Таким образом летчик может видеть на описанном приборе одновре
менно: направление плоскости крыльев аэроплана АА, направление гори
зонтальной плоскости НИ, а по разнице между направлениями НИ

122. Прецессия и нутация Земли. Так как все небесные тела враща
ются вокруг своей оси, то теория волчка имеет применение и в теоре
тической астрономии. Мы-ограничимся здесь рассмотрением только одного 
примера, а именно: применим теорию волчка к объяснению прецессии 
Земли и укажем вкратце на причины нутации ее оси.

Земля находится в поле тяготения, образуемом Солнцем и Луной; 
влияние остальных небесных тел настолько мало, что мы може^ его не 
принимать во внимание. Для того чтобы не рассеивать внимания, мы 
сперва выясним влияние Солнца, а затем уже дополним наши расчеты, 
приняв во внимание влияние Луны.

Расстояние между Солнцем и Землей так велико по сравнению с их 
размерами, что мы можем поле тяготения Солнца принять за централь
ное (действующее обратно пропорционально квадрату расстояния между 
центрами Солнца и Земли). В таком центральном поле тела, не обла
дающие симметрией шара, испытывают не только некоторую силу тя
готения, но, кроме того, и некоторый момент сил вокруг их центра 
тяжести, и мы уже определили величину этого момента (стр. 47, 38):

и OG может судить о радиу
се кривизны траектории аэро
плана.

Рис. 109. Разрез волчка-горизонта. Рис. 110. Показания волчка- 
горизонта.
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М ^ З ^ Ф - А ) . ^

х
Эти формулы отнесены к системе декартовых координат, начало 

которых помещено в центре тяжести тела, а оси направлены по главным 
осям инерции тела. Величины А, В, С  означают главные моменты инер
ции тела вокруг этих осей; а , (3, у СУТЬ косинусы углов, составляемых 
радиусом-вектором р,  соединяющим рассматриваемое тело с центром 
тяготения 5  (в нашем случае Землю с Солнцем) с осями координат 
OX, OY, OZ  (рис. 111, ср. рис. 21, стр. 146, 38). Через k обозначена 
постоянная тяготения, а т 0 означает массу центрального тела (Солнца)#

Ось O Z  мы направим по оси вращения Земли и примем, что масса 
земли распределена симметрично вокруг ее оси вращения; тогда мы мо
жем положить В  —  А, и на основании последней формулы моментов 
имеем Мг =  0. Это означает, что составляющая момента сил тяготения 
вдоль оси вращения Земли равна нулю и что сила тяготения Земли 
к Солнцу не может повлиять на скорость вращения Земли вокруг ее оси.

Входящие в первые две формулы косинусы а, [1, у мы выразим через 
угол 8, составляемый вектором р с  осью О.АТ (рис. 111), и через уголд, со
ставляемый плоскостью экватора с плоскостью эклиптики. Заметим, что 
ось ОХ, несмотря на вращение Земли, всегда направлена по одной из̂  
главных осей инерции Земли (потому что А =  В). Из рис. 111 следует, что

cos {ргХ ) — a — cos 8; 
cos (/>1K) =  [J =  sin8-cos&; 
cos {p^Z) =  у =  — sin 8 sin &

(последние две формулы получаем, проектируя вектор /^sinS, лежащий 
в плоскости SOX, на оси OY и OZ).

В наши формулы входят произведения:

— Ру =  sin2 8 • cos 6 ■ sin & =  ~  sin & • cos &---^ cos 28 • sin & • cos d;
— ya =• sin 8 cos 8 • sin &.
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Угол & можно считать постоянным (нутации Земли очень малы), тогда 
как угол 5 зависит от положения Земли на эклиптике. Во время весен
него и осеннего равноденствия 5 =  0 и § = 1 8 0 °  линия пересечения эква
тора с эклиптикой направлена к Солнцу (ср., например, рис 20, ч. II, 54); 
во вре^-я зимнего и летнего солнцестояния ось ОХ  перпендикулярна к р. 
Таким образом угол 5 периодически изменяется, и период его изменения 
равен одному году. Вместе с углом § будут изменяться и моменты 
Мх и Му, и Земля должна отвечать на эти изменения нутациями своей 
оси. Однако эти нутации черезвычайно малы. Гораздо больщего вни
мания заслуживает постоянная часть произведения ((у, которая указы
вает на существование постоянного момента

•Я htw
Мь = ---- — — ^  (С — A) sin 9 • cos 9.

2 р 3

Величина этого момента совершенно не зависит от положения Земли 
на ее орбите. Этот момент стремится повернуть ось Земли вокруг 
оси — ОХ  и уменьшить угол 9 (рис. 111). Мы можем сказать, что 
Солнце силой тяготения стремится привести плоскость экватора к сов
падению с плоскостью эклиптики.

Так как этот результат имеет значение не только для Земли, но 
также и для других планет и даже для самих орбит спутников, то по
лезно уяснить себе причину этого и помимо формул. Для этого рассмо
трим какое-либо сплюснутое тело вращения (рис. 112), ось которого ZZ

Рис. 112. Момент сил в центральном пол!.

наклонена к шюскости его орбиты ASB. Находится ли тело в положении 
А или в положении В, во всяком случае ближайшие к Солнцу части тела 
будут притягиваться сильнее, чем более удаленные части; поэтому, кроме 
общего притяжения к Солнцу, должен получиться момент сил, стремя
щийся привести плоскости YY и АВ  к совпадению.

Совпадение плоскости экватора Земли с плоскостью эклиптики несом
ненно произошло бы, если бы Земля не вращалась. Но благодаря своему 
вращению Земля ведет себя подобно волчку и должна совершать под 
действием момента псевдорегулярную прецессию. Если не обращать вни
мание на происходящие притом нутации, то можно применить к этому 
случаю формулу (стр. 124, 93):

‘ jCco-sin9’„

в которой через <о обозначена угловая скорость вращения Земли вокруг 
ее оси.
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Прежде чем вычислять величину этой прецессии, определим ее на
правление. Написанная выше формула получается из более общей век
торной формулы

М — [UK],

где U для рассматриваемого случая имеет значение прецессии ф, а вектор К 
означает момент импульса Земли, равный Сю и направленный по -}- OZ. 
Три вектора М, U, К должны составлять правовинтовую систему (рис. 111). 
Отсюда заключаем, что вектор U, т. е. угловая скорость прецессии ф 
имеет направление на южную сторону эклиптики (по оси —  OZ рис. 111).

Это вполне соответствует тому, что мы имели, рассматривая волчок, 
вращающийся на подставке и находящийся под действием момента силы 
тяжести. Действуя на стоячий волчок, момент силы тяжести стремился 
увеличить угол г> и производил прецессию, вектор угловой скорости 
которой был направлен вверх и образовал с вектором момента импульса 
волчка острый угол. На Землю действует момент сил, стремящийся 
уменьшить угол 0 (как в волчке-маятнике стр. 138, 104), а потому в 
этом случае вектор угловой скорости прецессии будет образовывать 
с вектором момента импульса Земли (который имеет направление от юж
ного полюса к северному) тупой угол.

Итак, мы приходим к заключению, что ось Земли должна описывать 
круговой конус вокруг нормали OZ к эклиптике (рис. 112); одновре
менно с этим и линия пересечения ОХ  плоскости экватора с плоскостью 
эклиптики тоже должна перемещаться стой же угловой скоростью ф. Но 
мы уже указывали выше, что эта линия пересечения определяет собой 
положение точек весеннего и осеннего равноденствия (ср. рис. 20 части II), 
следовательно, и эти точки должны перемещаться по эклиптике с той 
же угловой скоростью и по тому же направлению. Нетрудно вилеть, что 
перемещение точек равноденствия должно происходить в сторону, противо
положную движению Земли на ее орбите; равноденствие должно наступать 
раньше, чем это следовало бы без прецессии. Это вполне совпадает 
с непосредственными астрономическими наблюдениями, почему и само 
это явление было названо предварением равноаенствия.

После того, как мы убедились, что направление прецессии предсказы
вается теорией волчка правильно, перейдем к вычислению самой вели
чины прецессии:

3 kma С — А 
2 р'6ю С

cos ft.

В эту формулу мы должны подставить следующие цифровые данные:

Постоянная тяготения............................ k =  6,66- 10-s  CGS
Масса С о л н п а .......................................... w , =  2 • 1033 г
Расстояние Земли от Солнца . . . .  р  =  1,5- Ш13 см 
Угловая скорость вращения Земли . . со =  73-10 —6 сек. -1  
Наклонение плоскости экватора к пло

скости э к л и п т и к и ............................ ft =  23° 27'; cos ft =  0,92.
12 Тооретич. фнопка, ч. III.
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Что касается моментов инерции Земли С и А, то для предвари
тельного подсчета мы можем принять Землю за однородный эллипсоид 
вращения, для которого (см. гл. XI, 148):

С — А  а2 — с2
С 2 ч2 ’

где а  означает радиус экватора, а с — полуось Земли. Так как разница 
между величинами а и с сравнительно мала, то мы можем принять:

С — А аА -с  а  — с  а  — с   1
С 2а а а 2 9 7 ,5 ’

Справа поставлено численное значение сплюснутости Земли, как оно 
определено непосредственными геодезическими измерениями.

Подставив эти данные в формулу прецессии, получаем:

А —
3 6 ,66-10-8.2 .1033 0,92
2 3 ,4 .1039-7 3 .1 0 _6 297,5

=  0 ,2 5 -1 0 -” . сек."1.

Между тем, на самом деле предварение равноденствия имеет угловую 
скорость

ф =  0 ,7 8 -1 0 ' l l - сек."1,

т. е. почти в три  раза ботыиую. Такое расхождение нашей теории 
с астрономическими наблюдениями произошло оттого, что мы еще не 
приняли во внимание влияние Луны.

Если мы сопоставим величины т и р  для Солнца и Луны:

Масса т 0 ................... Солнца 2-Ю ЗЗг; масса Луны 7,5- 1026 г
Расстояние р  Земли от Солнца 1,5-1013 см\ —  от Луны 3 ,8 -1010 сж,

то найдем, что множитель /«о
p i ’ входящий в формулу прецессии, для мо

мента сил, обусловленных Луной, вдвое больше, чем для момента, обусло
вленного Солнцем. Таким образом, чтобы принять во внимание действие 
Солнца и Луны вместе, нам нужно наш результат умножить на 3. Тогда 
теория подойдет уже близко к наблюдениям.

На самом деле годовая прецессия равна 50" (угловым секундам), из кото
рых 16" мы дожны приписать влиянию Солнца и 34" —  влиянию Луны.

Впрочем, наш расчет имел значение только первого приближения; мы 
принимали Землю за однородный эллипсоид вращения, что далеко не 
соответствует действительное!и. Так как расспределение масс внутри 
Земли с точностью неизвестно, то было бы рациональнее произвести рас
чет в обратном порядке, считая величины Л и С неизвестными, а вели
чину ф взять из наблюдений. При таком расчете мы получили бы:

С — А 1
С 305 '
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Как видим, эта величина лишь немного отличается от принятой нами
1

-  -- ■■ и, следовательно, главная причина предварения равноденствий нами
L  У / , о

определена правильно. Более подробные исследования этого вопро:а чи
татель найдет в специальных сочинениях.

Само собой разумеется, что определенная нами псевдорегулярная 
прецессия Земли должна сопровождаться нотациями, амплитуду коюрых 
мы можем определить по формуле (стр. 117, 88):

Mf.-A sin ft А ;
V» = '(C57» =  — ' с *

При этом расчете мы можем положить А — С и получим угловое 
значение колебания земной оси, равное 0 ,5 - Ю-7, что соответствует на 
поверхности Земли расстоянию всего в 27 см. На самом же деле были 
обнаружены колебания оси Земли в несколько метров; но эги колебания 
имеют совсем иную причину (деформации земного шара и т. п.), и мы 
на них не можем здесь останавливаться

12*
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ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 

КАЧЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

123. Предварительные замечания. Прежде чем перейти к теоретиче
скому исследованию качения твердого тела, мы должны сделать следую
щие замечания.

Действительные твердые тела не обладают абсолютной твердостью, 
а потому при соприкосновении двух тел оба соприкасающиеся тела немного 
сжимаются. Степень этого сжатия зависит от величины тех сил, коп р  >ie 
возникают в месте соприкосновения, и от коэфициентов упругости то о 

и другого тела. Если, например, шар лежит на 
плоскости, то и шар немного сжимается и плос
кость вдавливается шаром (рис. 113). Вмесю 
одной точки (геометрического) соприкосновения 
шара с плоскостью мы получаем небольшую пло
щадку соприкосновения этих двух тел. Сила, дей
ствующая в месте соприкосновения, распространя
ется на всю эту площадку, но неравномерно: наи
большее давление (сила, приходящаяся на еди
ницу площадки) мы имеем в центре п ощадки, 
тогда как к краям давление постепенно умень
шается. Вследствие такого неравномерно рас

пределенного давления и сжатие соприкасающихся тел тоже будет не
равномерным. Более того, материал плоского тела опустится в центре 
площадки, тогда как у краев площадки образуется выпучивание материала 
(рис. 113). Теперь представим себе, что этот шар катится или скользит 
по поверхности плоского тела. Ясно, что при перемене относительного 
положения тел вдавливание и выпучивание материала тел будет изме
няться и движение тел будет сопровождаться целым рядом разнообраз
ных сил (силы упругости обоих тел, силы трения между телами и т. д.). 
Однако расчет всех этих сил представил бы значительные затруднения, 
и во всяком случае это выходило бы из рамок „Механики твердого тела“ . 
Поэтому мы должны ввести здесь упрощения, стараясь в то же время на
сколько возможно ближе подойти к действительности.

Первое упрощение, которое мы сделаем, заключается в том, что мы 
будем принимать тела настолько твердыми (коэфициент упругости на
столько большим), что их вдавливанием можно пренебречь и рассматри
вать соприкосновение тел как геометрическое. Вместо рис. 113 мы бу
дем иметь в виду рис. 114.

Что же касается сил, возникающих при физическом соприкосно
вении по всей площадке dd (рис. 113), то мы будем их считать отнесен
ными к точке соприкосновения d (рис. 114). Силы эти будут следующие.

1) Сила трения, сопротивляющаяся сдвигу или скольжению
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(со. ч. II, стр. 50, 35) одного тела по другому. В эту силу мы включаем и 
силы упругости (сдавливания, выпучивания) и поверхностные силы. На 
основании многочисленных опытов можно принять результирующую всех 
этих сил пропорциональной нормальному давлению N  соприкасающихся тел, 
а направление этой результирующей принять противоположным скольже
нию одного тела по другому. Обозначая козфициент пропорциональности 
через f, мы можем положить

F ^ f - N .

Коэфициент f  будет зависеть от свойств материала и от свойств 
поверхности (шероховатость или гладкость) соприкасающихся тел.

Если на тело действует сила, параллельная плоскости соприкосновения, 
но меньшая, чем Fv  то скольжения не произойдет; тем не менее, в месте 
соприкосновения тел вдавливание и выпучивание изменятся, и возникнет 
не только вертикальная, но и горизонтально на
правленная реакция Fr (рис. 114). В результате мы 
получим пару сил с моментом

M =  Fr a.

Эта пара сил, не будучи в состоянии произве
сти скольжение, тем не менее, может произвести 
качение одного тела по другому.

2) Момент сил трения, сопротивляющийся ка
чению одного тела по другому. Возникновение Рис. 114. Касание шара 
этого момента ясно из рис. 113, где изображены и плоскости,
вдавливания и выпучивания соприкасающихся по
верхностей. Основываясь на опытных данных, мы можем момент и этих 
сил тоже принять пропорциональным нормальному давлению

M =  kN.

Впрочем, необходимо заметить, что силы, сопротивляющиеся качению, 
большей частью настолько малы, что при наличии трения скольжения 
ими можно пренебречь.

3) Момент сил трения, сопротивляющийся вращению тела вокруг 
нормали к плоскости соприкосновения. Происхождение этого момента 
тоже ясно из рис. 113. Величина его тоже пропорциональна нормальному 
давлению. Этот момент сил не имеет значения для движения тела вдо ь 
плоскости соприкосновения тел, но он задерживает вращение тела вокруг 
нормали к этой плоскости. При небольшом вдавливании тел момент этот 
незначителен.

124. Чистое качение. Чистым качением мы будем называть такое дви
жение одного тела вдоль поверхности другого’ тела, которое не сопрово
ждается скольжением.

Предположим, что тело В  (рис. 115) неподвижно и по нему катится 
тело А. В некоторый небольшой промежуток времени dt тело А перейдет 
из положения А в соседнее положение Аг  При этом точка соприкоснове»
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ния обоих тел переместится на теле В  из а  в аг, а на теле А из а  в Ь. 
Если качение чистое, то необходимо, чтобы

(aa l) =  (ab) dsl =  ds2.

Обозначим через г радиус кривизны дуги ds2 и через da. соответствую
щий этой дуге центральный угол. Тогда условие чистого качения 
можно выразить и так:

ds1 =  ds2 =  г-da.

Самый простой случай качения мы имеем пр-> движении кругового 
цилиндра по непод ижной плоскости. На рис. 116 изображено сечение 
этою цилиндра плоскостью чертежа перпендикулярной к той плоскости
по которой цилиндр катится; при 
будет катиться по линии АВГ За

другому.

этом круг, изображенный на рис. 1 )6, 
некоторое время t круг перейдет из 

положения А в положение Вл, при
чем он повернется на угол а. Сле
довательно, точка соприкосновения

Рис. 116. Чистое качение 
цилиндра по плоскости.

окружности круга с плоскостью качения пройдет по этой окружности 
(по поверхности цилиндра) пугь

АВ — s — га .

При чистом качении величина 5 должна равняться передвижению точки 
касания по плоскости; следовательно:

АВ — А1В1 =  АВГ

В то же самое гремя АВ1 — 0 0 1— перемещению центра кр\га.
Отсюда мы заключаем, что при чистом качении цилиндра по плоскости 

перемещение оси цилиндра х  и угол поворота цилиндра а  связаны урав
нением:

х  =  га.

Взяв производную по времени, получаем соотношение между скоро
стями; поступательная скорость оси цилиндра и его вращательная скорость 
Связаны ураьнением:

v — га.

Это уравнение и будет представлять условие чистого качения цилин= 
дра по неподвижной плоскости.
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Если цилиндр не только катится, но еще и скользит вперед, то мы 
получим; v > r d .

Напротив, если цилиндр скользит назад, мы получим:

v< ^ ra .
125. Примеры чистого качения. Полезно рассмотреть несколько наи

более часто встречающихся примеров чистого качения.
1) Между плоскостями А А и В  В уложены катки  (или шарики, рис. 117;. 

Такое приспособление употребляется при передвижении тяжелых предме
тов, а также в опорах мостов (одна из опор моста делается на катках 
для того, чтобы мост мог свободно изменять свою длину при перемене 
температуры). Нетрудно сообразить, что при передвижении плоскости АА

относительно плоскости ВВ  на длину I катки перекатятся. на длину у  / и

1 I
повернутся вокруг своей оси на угол у =  — —, где г  означает радиус

в Г
катков.

2) Ось Л (на рис. 118 изображен разрез оси) устроена на шариковых 
подшипниках. Обозначим радиус оси через а, радиус шариков через г, а 
радиус внутренней неподвижной части под
шипника В В  через Ъ. Предположим, что 
ось А повернулась на некоторый угол а, 
и в то же время шарики повернулись на 
угол у. Если шарики действительно катятся,

Рис. 117. Плоскости на катках или 
шариках.

Рис. 118. Горизонтальная ось на 
шариковых подшипниках.

а не скользят, то их точки касания должны пройти как по наружной по
верхности оси Л, так и по внутренней поверхности цилиндра В пути, т. е. 
дуги окружностей, одинаковой длины Обознача! через аг и а2 централь
ные углы, соответствующие этим дугам, можем написать:

Г( =  ааг =  Ьа3.
Подставив эти величины в формулу

«=«, + «,= (1 + 1) CJ
и взяв производную по времени, получаем соотношение между угловыми 
скоростями вращения оси и шарикоз:

а = а , - } - а 2



1 8 4 IX. КАЧЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА

3) В предыдущем примере все угловые скорости a, av у были парал
лельны друг другу (перпендикулярны к чертежу). В более общем случае 
эти векторы могут быть различных направлений, и в таком случае алге
браическое сложение угловых скоростей нужно заменить векторным 
сложением. Мы предлагаем читателю разобрать самому случай, изобра
женный на рис. 119. Здесь конец вращающейся оси сточен в виде 
конуса А, который своей поверхностью опирается на шарики, могу
щие катиться внутри желоба ВВ. Обозначим через и угловую скорость 
вращения оси машины (относительно неподвижного желоба В В), через

U j— угловую скорость вращения шариков и че
рез и2 —  угловую скорость вращения оси отно» 
сительно шариков. Требуется доказать, что

U =  «! +  иг-
126. Чистое качение диска по плоскости. 

Теперь мы рассмотрим качение диск-) (короткий 
цилиндр мы будем называть диском) по пло
скости с точки зрения механики твердого тела. 
При качении диска по плоскости мы имеем два 
движения: во-первых, поступательное движе
ние оси диска и, во-вторых, враш,ательш е дви
жение диска вокруг этой оси. Не нужно, однако, 
думать, что подобное движение обладает двумя 
степенями свободы; при чистом качении на это 
движение налагается условие (или связь; ср. ч. II, 
стр. 154, 101):

х — го:, x  =  v =  ra — ru,
а каждое добавочное условие уменьшает число степеней свободы на единицу.

Следовательно, качение диска по плоскости обладает только одной 
степенью свободы.

Составим выражение для кинетической энергии диска. Обозначим че
рез т  массу диска и через v скорость его поступательного движения. 
Тогда кинетическая энергия поступательного движения будет равна

Тг — mv2 .

Обозначим через k радиус инерции диска вокруг его оси симметрии 
(она же ось вращения во время качения); тогда момент инерции диска 
будет равен mk2, и при углозой скорости вращения и мы получим ки
нетическую энергию вращающегося диска:

. Т„ =  —k2mu2.\  г 2

Полная кинетическая энергия диска будет равна 

Т =  j  m(y2 - f  k2u2) ,
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а принимая во внимание связь между угловой скоростью и и скоростью v, 
можем написать:

Таким образом диск, катящийся по плоскости, с механической точки 
зрения эквивалентен телу, движущемуся поступательно (без вращения), 
но с несколько большей массой

т 1 =  т ( ^ + ^ г \  •

127. Чистое качение по наклонной плоскости. Полученный нами в пре
дыдущем параграфе результат мы можем применить к качению диска по 
наклонной плоскости. Сила, действующая на 
диск, равна mg (рис. 120 ); составляющая этой 
силы, параллельная уклону плоскости, равна 
F = m g-sin a .  Следовательно, уравнение дви
жения будет:

т mg sin а.

Мы здесь уже приняли во внимание увели
ченною массу диска. Это уравнение читатель Рис. 120. Цилиндр на наклон- 
можег получить также из уравнения энергии: ной плоскости.

ОТ
dt — F -v .

Полученное нами уравнение движения показывает, что диск будет
скатываться по наклонной плоскости с постоянным ускорением v\ а 
если первоначально диску была сообщена скорость вверх по плоскости, 
то диск будет замедлять свое движение, остановится на неко орой вы
соте и затем начнет скатываться вниз. Вообще движение диска будет 
происходить по тем же законам, как и, движение мате иальной точки 
под действием постоянной силы тяжести (ср ч. II. стр. 156, 103). Еще 
большее сходство мы получим, если вместо диска дадим катиться по нак
лонной плоскости шару. Катящийся по плоскости шар имеет две степени 
свободы, как и материальная точка. Если первоначальная скорость шара 
будет направлена вверх и под некоторым углом к уклону плоскости, то 
шар опишет на плоскости параболу и т. д.

Написанное нами уравнение применимо не только к диску, но также 
и к полому цилиндру, к обручу и к шару, только величина k будет для 
разных случаев разная.

Для диска или однородного цилиндра мы имеем (146):
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Для полого цилиндра однородного материала с радиусом а и а0 (§ 117) 
мы получим:

fl2 +  g0 _

Наконец, для однородного шара радиуса а (§ 148):

k2 =  -^-а2 .5

Ушорение скатывания по наклонной плоскости будет обратно про

порционально величине а так как эта величина всегда больше

единицы, то качение тела по наклонной плоскости всегда будет проис- 
хо ить медленнее, чем движение материальной точки при тех же усло
виях Скорость, приобретаемая материальной точкой при движении по 
нак онной плоскости, определяется непосредственно из-уравнения энергии

~  V2 =  2 gh,

где h  — рязность высот начала и конца движения. Между тем, при каче
нии из этой энергии необходимо еще вычесть энергию вращения тела

в кон чной точке.
128. Качение со скольжением. 

Теперь рассмотрим несколько бо
лее общий случай, когда диск не 
только катится, но еще и сколь
зит по плоскости. Для большей 
наглядности мы можем рассмат
ривать переход диска (рис. 12 1 ) 

Рис. 121. Качение диска со скольжением, из положения А0 в положение В ,
как бы составленным из двух частей: 

из чистого скольжения А0А без поворота диска, и из чистого каче
ния А ВУ. Для полного перемещения диска мы можем написать урав
нение:

(О 0О1)  =  (О 0О )- ]- (С Ю 1); 

x = x s +  ra,

где xs означает путь А0А, пройаенный скольжением без по орота.
Взяв от этого уравнения производную повремени и обознач я через v 

скорость движения оси диска, через vs — скорость скольжения (относи
тельная скорость точки диска и точки плоскости, находящихся в рассма
триваемый момент времени в соприкосновении) и через и — угловую ско
рость вращения диска, получим:

vs т[~ т .

Случай чистого качения мы получим, если положим в этом уравне
нии vs *= 0 .

В прежних примерах мы пренебрегали силой трения, которая при 
качении большей частью очень мала; мы и теперь пренебрежем трением
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качения, но силою трения скольжения уже нельзя пренебрегать, потому 
чг) она значительна и от величины этой силы зависит самая форма 
движения. Сила трения скольжения, как мы уже указали выше, пропор
циональна нормальному давлению тела на плоскость

F ,= f N .

Если плоскость горизонтальна и на тело не действуют никакие внеш
ние силы, кроме силы тяжести, то для катящегося тела мы должны на
писать первое уравнение движения (уравнение импульсов) в таком виде:

mv —  — /mg;

но, кроме того, на катящееся тело будет действовать момент силы тре
ния вокруг центра тяжести (вокруг оси симметрии диска), и уравнение
моментов даст нам: , „ •

к2 т а  =  М =  1mg • г.

Как видим, качение диска, сопровождаемое скольжением, имеет две 
степени свободы, и для его описания потребовались два уравнения; тогда 
как при чистом качении мы имели только одну степень свободы и ура
внение импульсов слилось с уравнением моментов благодаря связи чи 
стого качения v =  ru, которой теперь уже нет.

Соответственно с этим и начальные данные у нас теперь должны 
быть двух родов: во-первых, начальная скорость движения центра тяже
сти (или оси) диска v0 и, кроме того, начальная угловая скорость вра
щения диска и0 . Если эти величины нам даны, то и начальная скорость 
скольжения диска г/л0 определится из уравнения:

v0 =  vs0 +  ru0 .

Уравнение импульсов и уравнение моментов дают нам для ускорений 
поступательного и вращательного движения диска следующие формулы;

v ^  —  fg ; u = - \ - / g ~ ,  

которые при интеграции дают скорости:
v = = v 0- / g - t ;

Скорость скольжения определяется из уравнения:

Vt =  v — ru =  v0— ru0—  ( l  +  ’-V,— ( l  + p ) / ^ -

Это уравнение показывает нам, что скорость скольжения диска по 
плоскости со временем уменьшается, и мы можем даже определить тот 
момент времени tt , когда скольжение совсем прекратится:

и = -
гип

fS  1 + f g  1 + А2
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Подставляя это значение tx в уравнения для v и и, получаем для 
момента прекращения скольжения:

-v0
v0 —  гип, 

г2 ’
1 + £ 2

, V0 — гщ, 
г01  „2

1 +  Т 2

Г

Нетрудно видеть, что эти величины удовлетворяют условию чистого 
качения; действительно, умножая последнее уравнение на г, получаем:

v0 — ru0
‘ * ’

гих= г и 0 -\--
1 +

/г2

Итак, если даже в начале движения диск брошен на плоскость с та
кими начальными скоростями v0 и и0 , что он начал свое движение 
в форме качения со скольжением, то с течением времени скорость сколь
жения vs уменьшается, тогда как скорость его вращения и увеличивае гея. 
В момент tx , определенный выше, скольжение совсем прекращается, и 
диск продолжает катиться дальше без всякого скольжения.

При вычислении дальнейшего движения диска мы должны положить 
в вышенаписанных уравнениях / = 0; тогда получим:

=  0; v — vx,

т. е движение с постоянною скоростью (по инерции). Впрочем, на са
мом деле движение будет замедляться отчасти от сопротивления качению 
самой плоскости (ср. стр. 180, 123), отчасти от сопротивления воздуха. 
Уравнения движения для этого случая будут аналогичны уравнениям дви
жения материальной точки (ч. И, стр. 51, 36) с тем, однако, различием, 
что на место действительной массы тела т  нам необходимо поставить 
увеличенную массу т ] (стр. 185, 126), так как одновременно с посту
пательным движением диска происходит и его вращение.

129. Различные начальные условия. К расчету предыдущего параграфа 
необходимо сделать несколько дополнений.

Прежде всего величина tx представляет собой время, наступившее 
после того, как диск был брошен на плоскость с данными начальными 
скоростями и и0. Следовательно, наше решение имеет смысл только 
при условии, что tx )>  0, т. е. что скорость скольжения v^  была поло- 
жигельна^ и тогда

При этом могут быть два случая.
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Если при положительном vQ величина и0 тоже положительна, то для 
того, чтобы vs0 было больше нуля, необходимо, чтобы

v0> r u 0 .

Это и есть обычное условие скольжения диска по направлению дви
жения (вперед).

Но можно так бросить диск, что при положительном v0 величина 
и0 будет отрицательной:

и0 =  UQ.

Для этого необходимо при бросании диска сообщить ему вращение в 
сторону, противоположную его вращению при чистом качении (рис. 116). 
При таких начальных условиях величина

* з о  =  * о  +  ™ 'о

будет несомненно больше нуля, и определенное нами время прекращения 
скольжения будет иметь положительное значение:

1 ! г2 \
* ( 1 +  T i)

Подставляем' эту величину в формулы для поступательной и враща
тельной скоростей диска:

=  ------
1 Ч-^г-k2

■ ~ * Л
j <fl

1 +
r*_ k2
ъ

Нетрудно убедиться в том, что эти формулы удовлетворяют условию 
чистого качения

г и. v1 •

При этом могут быть следующие три случая.
Во-первых, величина ил может оказаться положительной; тогда и ве

личина Vj тоже будет положительной, и диск при дальнейшем движении 
(при будет катиться вперед.

Во-вторых, величина и1 может оказаться отрицательной; тогда и vl 
будет отрицательной, и диск покатится назад.

В-третьих (правда, только в исключительных случаях), величины ил и 
V, могут аннулироваться вместе со скольжением vs . В таком случае 
диск, прекратив свое скольжение, остановится. Для того чтобы это
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произошло, начальные условия w0 и и0 должны быть подобраны гак, 
чтобы было удовлетворено условие:

130. Качение и скольжение диска вниз по наклонной плоскости. Рас
смотрим опять движение диска но наклонной плоскости (стр 185, 127), 
но теперь будем предполагать также возможность скольжения диска. На 
писк действует сила тяжести mg. Составляющая этой силы вдоль по 
уклону mg sin а (рис. 120 ) за вычетом силы трения

Уравнение моментов вокруг центра тяжести диска напишется так:

Для скорости и ускорения скольжения диска по плоскости мы имеем 
общие уравнения:

Разберем три типичных случая дзижения диска по наклонной плос
кости

Если уклон плоскости велик, а трение мало, так что

то ускорение скольжения будет иметь положительное значение. Это 
означает, что если диск был положен на плоскость без начальных ско
ростей, то он начнет двигаться со скольжением и скорость его сколь
жения будет увеличиваться пропорционально времени t

Соотвгтствеч ые ускорения мы получим и для поступательного и лля 
B j a o i a r e A  ни: о движения диска. Чистое качение наступить не может.

При меньшем уклоне плоское!и, когда

г\г  =  &2 • к ’ .

FT— / - N — fm gcos 2

произведет ускорение v центра тяжести диска. Уравнение импульсов 
будет:

fm g cos а - г — т№  • и.

vs s= sv — ru; =  v — ги\ 
а потому для рассматриваемого случая получаем:

или

V .S cos а • t .
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ускорение т ^ = 0, и скорость скольжения остается постоянной равной vs0 . 
Если в начале движения диск был положен на плоскость без скольже
ния (при условии г ^ = 0), то и при дальнейшем движении диска сколы 
жения не наступит, и мы получим чистое качение диска.

Наконец, если уклон плоскости настолько мал, что

t g a < / ( I + a

то ускорение скольжения делается отрицател! ным Это означает, что если 
даже первоначальная скорость скольжения была направлена вниз по уклону 
плоскости, тем не менее при дальнейшем движении скольжение будет 
уменьшаться, а когда оно обратится в нуль, то наступит чи.тое качение. 
Если же в начале движения скольжения не было, то и при дальнейшем 
движении его не будет. Вообще этот случай будет аналогичен движе
нию диска по горизонтальной плоскости (когда а =  0).

Мы предлагаем читателю самому разобрать случай движения вверх 
по наклонной плоскости. Однако при этом надо иметь в виду, что если 
движение происходит вверх по плоскости, то сила трения скольжения 
(направленная всегда противоположно движению) будет одного направле
ния с силою mg sin а, и уравнение импульса напишется таким образол^

mg-sin a -f- tmg cos а =  mv.

Если начальная скорость ©0 была направлена вверх по плоскости, то 
при движении она будет уменьшаться и в некоторый момент времени 
скольжение вверх совсем прекра1ится и начнется качение Во время чи 
стого качения уравнение импульса напишется так:

m gsina —  mv.

Если же диск остановится и начнет двигаться обратно, вниз по плос
кости, то мы должны будем написать опять уравнение импульсов в виде

mg sin i  — fmg cos a. — m j.

Мы советуем и здесь разобрать случай, 
когда w0 < 0  (ср. стр. 189, 12Э).

13J. Качение шара по горизонтальной пло
скости. Поместим начало к;ординат в центр 
шара, оси ОХ  и O F  возьмем в горизонтальной 
плоскости, а ось OZ вертикально вверх (рис 122).
Обозначим скорость центра шара через v и 
угловую скорость вращения шара через ц. Мы 
будем предполагать, что шар во время своего 
движения остается на плоскости, и можем по
ложить vz =  0. Тогда движение шара будет 
иметь (вместо шести) только пять степеней свободы со скоростями

V  ^  =  0; и>; иу ’ “*•
При чистом качении шара по какому-нибудь направлению v он бу

дет вращаться вокруг оси OU (рис. 122), перпендикулярной к этому

122. Качение шара по 
плоскости.
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направлению, и для соотношения между скоростью центра шара и вра
щательной скоростью шара мы можем написать векторное уравнение:

v - [ги].

Проектируя это уравнение на оси ОХ  и OY, получаем (при гх =
— гу — 0): ‘

vx =  — fUy -, vy =  J - r u x.

Если качение сопровождается скольжением со скоростью vs , то мы 
получим:

vx =  vsx — rUy ‘> Vy =  Vsy +  rUx-

Такие же уравнения мы должны написать и для начала движения 
(при * =  0):

vxo =  vs*o — ruyo: Vy0 =  VsyO +  rux0 ■

Уравнения импульсов и уравнения моментов напишутся таким образом 

vx =  ~ f g \  » y = — t g ~ \

— M  " x = — f g ^ 2; 

vz —  0 ; кг =  0 .

При интеграции этих уравнений мы должны прин-ть во внимание 
начальные условия и, кроме того, ввести условие (связь), что шар остается 
во все время движения в соприкосновении с плоскосттю (vz =  0).

Vx =  vox —  fg't; иу =  uyQ

vy =  v0y —  fg-f, ux =  Ux0- \ - /g ~ t;

Мы видим, что уравнения движения распадакмся на три группы, не 
зависимых друг от друга. Первая пара уравнений, относящихся к дви
жению параллельно оси ОХ, и вторая пара уравнений, относящихся 
к движению параллельно оси О У, тождественны с уравнениями качения 
диска, которые мы рассматривали выше (стр. 186, 128) довольно под
робно, а потому мы можем ограничиться указанием главнейших резуль
татов наших вычислений, а именно:

Если в начале движения шар скользил по плоскости, то при даль
нейшем движении скорость скольжения будет уменьшаться, дойдет до 
нуля, и тогда наступит чистое качение. При качении со скольжением 
скорость движения центра тяжести постепенно уменьшается, а когда на
ступит чистое качение, то скорость делается постоянной, и шар катится 
дальше по инерции (трение качения мы в наших уравнениях не приняли 
во внимание). Если начальная угловая скорость вращения шара
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воположнд той скорости, которая соответствует качению шара впе
ред, то по прекращении скольжения шар может покатиться назад 
(ср. стр. 188, 129). При определенном соотношении между начальными 
скоростями шар может по прекращении скольжения остановиться непо
движно, не вращаясь.

Положим, что условия движения таковы, что па
раллельно оси ОХ  шар катится со скольжением, тогда 
как параллельно оси О Y скольжение уже прекратилось 
или его совсем не было. В таком случае скорость 
центра шара параллельно оси ОХ будет постепенно 
(и равномерно) уменьшаться, тогда как параллельно 
оси OY скорость движения шара будет постоянна.
В результате мы получим движение центра шара по 
параболе. Действительно, из уравнений движения р ис 123 д в и ж е .

Ох ~fgt\ ^

X  =  v0x-t-
1

Л У'

fgt2 ', У  =  % ,-*•

н и е  ш а р а  по п а р а 
б о л е .

По исключении времени получаем уравнение параболы (рис. 123):

х- ох.У ----
2
1 fg

1У

В тот момент, когда скольжение прекратится и параллельно оси ОХ 
(при t2) проекции скоростей vx2 и vy2 сделаются постоянными, шар 
покатится без скольжения с постоянной скоростью по прямой линии, 
направление которой может быть определено по уравнению:

t g ( V O
Уу2

V . .

Эта прямая будет касательна к параболе, которую описывал шар при 
скольжении, и притом в той ее точке Р  (рис. 123), где прекратилось 
скольжение.

Из сказанного мы видим, что при известных начальных условиях 
движение шара по горизонтальной плоскости может быть рассчитано во 
всех деталях. Нетрудно также рассчитать движение шара по наклонной 
плоскости, причем можно ввести в уравнения также и силу трения, , 
сопротивляющуюся качению, а также и силу сопротивления воздуха, 
которую при малых скоростях можно принять пропорциональной скоро
сти поступательного движения шара.

Нам остается еще рассмотреть последнюю пару уравнений, относя
щихся к оси OZ:

v2 =  0-, uz =  u20.

Но пеовое из этих уравнений указывает только на отсутствие дви
жения центра тяжести пара-1лельно оси OZ, тогда как второе уравнение 
показывает нам, что сообщенное шару вращение вокруг вертикальной
13 Teopeww. физика, ч. Ш ,
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оси OZ остается при всех его дальнейших движениях неизменным. Бу
дет ли шар катиться и скользить по горизонтальной плоскости OXY, 
или он совсем остановится, —  все равно, у шара останется еще враще
ние иг вокруг вертикальной оси, на которое ни трение скольжения ни 
трение качения не оказывают" никакого влияния. Однако на самом деле, 
как это мы уже указывали ьыше (стр. 180, 123), вращению вокруг оси, 
нормальной, к поверхности качения, также соп отивляется трение особого 
рода, а потому и это вращение должно постепенно уменьшаться и, на
конец, совсем прекратиться.

Все рассмотренные нами случаи качения шара по горизонтальной 
плоскости можно наблюдать на бильярде. Что же касается до ударов, 
которые необходимо сообщить бильярдному шару для получения тех или 
иных движений, то мы их разберем в следующей главе.



Г Л А В А  Д Е С Я Т А Я .

132. Предварительные замечания. Явления, происходящие при со
ударении двух тел, еще более сложны, чем явления качения. Соударяю
щиеся тела при соприкосновении тоже вдавливаются друг з друга 
(ср. стр. 180, 123), и притом очень сильно, так как силы, возникающие при 
соударении, обыкновенно очень велики. От того места, где произошел 
удар, сжатие и расширение материала тела распространяются подобно вол
нам по каждому из соударяющихся тел; эти волны отражаются от гра
ниц тела и дают начало упругим колебаниям, остающимся в теле и после 
прекращения удара. Силы взаимодействия между соударяющимися телами 
будут, следовательно, зависеть не только от степени их взаимного смича- 
ния, как это мы имели при исследовании явления качения (стр, 180 123), 
но также и от формы и размеров самих тел, пот му что от формы 
и от размеров тела зависит распределение волн, отраженных от границ 
тела. Задача, поставленная для решения в д-акой форме, уже выходит 
за рамки механики твердого тела и относится к теории упругости Но 
к этому прибавляются еще осложнения другого характера, как-то: потеря 
энергии удара на нагревание, на сяинание тел, на трение, на сопро
тивление о воздух и на распространение звука в возд хе и т. п. Не 
имея возможности принят*, все эти опстоятел; ства во внимание, мы 
должны ограничиться приб иженным решением, ввеля в расчет такие 
соотношения, которые, с одной стороны, возможно близки к действитель
ности, а с другой стороны, еозможно просты, чтобы излишне не 
осложнять самого расчета.

При расчете явлений удара мы примем следующее.
1) Мы б,дем предполагать, что вдавливание соударяющихся тел на

столько мало что в момент удара соприкосновение между телами чисто 
геометрическое.

2) Самый процесс удара мы будем предполагать происходящим в та
кое короткое время bt, что мы будем счиоть удар мгновенным. Если 
соприкосновение соударяющихся тел началось в момент tk, а кончилось 
в момент t2, то мы можем принять:

t2 —  tl =  bt—*  0.

3) Сделанное предположение о мгновенности удара влечет за собою 
другое предположение, а именно: что координаты соударяющихся тел за 
время удара не успевают измениться заметным образом. Обозначая какую- 
либо координату тела (линейную или угловую, или какую-либо обобщен
ную) через q, мы можем наше допущение выразить формулой:

?2 —  01 =  * 0 — -°- 
13*

ТЕОРИЯ СОУДАРЕНИЯ ТВЕРДЫХ ТЕЛ.
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4) Несмотря на сделанные нами предположения, что $̂  =  0 и что 
bq =  0, мы, тем не менее, должны принять, что импульсы р  и скорое' и г; 
тела при ударе изменяются; в этом и заключается явление удара. Обо
значим через F{ силу, действующую во время удара. Тогда на основании 
второго закона Ньютона мы должны написать

P2 — Pi =  ̂ Frd t .

\  ** V .
Если разность (р2 —  рг) имеет вследствие удара конечное значение, 

а промежуток времени (t2 — ), в течение которого действовала сила F{, 
очень мал (а мы принимаем даже, что он ничтожно мал), то сила Ft 
должна быть очень велика.

5) Итак, мы примем, что силы F(, производящие удар и мгновенное 
изменение импульса р, чрезвычайно велики по сравнению с другими си
лами, не производящими таких мгновенных изменений импульсов Мы 
будем называть эти силы мгновенными. По сравнению с мгновенной си
лой удара мы можем, например, пренебречь обычной силой трения ме
жду телами, если ..удар не направлен нормально к поверхности соприкос
новения тел. Это подтверждается, например, известным опытом с монетой, 
положенной на стакан, покрытый картой. Сообщив удар карте по на
правлению, касательному к плоскости карты, мы можем выбить карту 
из-под монеты, причем монета не будет приведена в горизонтальное 
движение, а упадет вертикально вниз, в стакан.

6) Из принятых нами допущений следует такж е/ что потенциальная 
энергия тела за -время удара не может измениться заметным образом 
(потому что координаты и вообще положение тела не изменяются замет
ным образом). Что же касается кинетической энергии, то она, вообще 
говоря, будет изменят* ся, потому что изменяются и импульсы р и ско
рости v тел. Мы встретим ниже случаи, когда кинетическая энергия 
частью теряется. Это нужно понимать в том смысле, что за время удара 
часть кинетической энергии превращается в другие виды энергии (в теп
лоту) и уже не проявляется в скоростях движения тел.

133. Нормальное падение шара на плоскость. Положим, что шар па
дает вертикально на горизонтальную плоскость с высоты hv В момент 
соприкосновения шара с плоскостью шар имел скорость

при этом импульс шара был направлен вниз и имел величину
рг —  т у г.

Кинетическая энергия шара в момент удара была равна 

T =  — mv\ =  mghv

Во время удара между шаром и плоскостью действовали упругие 
силы, и мы можем весь процесс соударения рассматривать состоящим из 
двух периодов^

1 9 6  X. ТЕОРИЯ СОУДАРЕНИЯ ТВЕРДЫХ ТЕЛ
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В первую половину этого периода плоскость оказывала реакцию 
движению шара, вследствие чего скорость шара, его импульс и его кине- 
1ическая энергия быстро уменьшились до нуля. Кинетическая энергия 
шара превратилась в потенциальную энергию упругих сил, возникших 
в материале плоскости и шара вблизи места соприкос
новения.

В следующую затем половину периода соприкосно
вения упругие силы стремятся восстановить нормальный 
объем материала: происходит расширение, и силы упру
гости оттаткивают шар и плоскость друг от дру^а При 
этом потенциальная энергия упругих сил снова превра
щается в кинетическую энергию шара; шар .отскакивает 
вверх с некоторой начальной скоростью - 
подняться на некоторщо высоту (рис. 124)

hn 11 
' 2\g

За время удара скорость шара изменилась на величину

— ( — ®a) =  ® i + * V  
Импульс шара изменился на величину

Pi — p2 =  tn('Vl Jr V2)-
Кинетическая энергия шара изменилась на величину

-1 m{v* — v22).

Рис. 124. Нормаль
ное падение шара 

на плоскость.

Отношение кинетической энергии, получившейся после удара, к кине
тической энергии до удара мы обозначим через &2:

Величина k называется коэфициентом удара Сили импульса), а ве
личина /г2 называется коэфициентом восстановления энергии.

Коэфициент- k может быть определен неп среде гвенно из опыта. Для 
этого достаточно заметить высоту, с которой шарик падает на горизон
тальную плоскость, и высоту, до которой шарик опять поднимается после 
удара о плоскость. Вот некоторые данные опытов, произведенных с ша
риками, падавшими с высоты 40 см:

удар слоновой кости о с т а л ь ....................... & =  С,8
удар слоновой кости о слоновую кость . . . 0,9 
удар дерева о д е р е в о .......................................... . 0,5

Если произвести опыт со свинцовым шариком, или вообще шаэиком 
из мягкого материала, то при соприкосновении с деревянной плоскостью 
шарик сплюснется и совсем не подскочит обратно. В этом случае мы 
должны приписать коэфнциенту к значение, равное нулю.



198 X . ТЕОРИЯ СОУДАРЕНИЯ ТВЕРДЫХ ТЕЛ

Приводя результаты опытов, мы указали также и высоту, с которой 
шар падал на плоскость, потому что это отчасти влияет на коэфиниент 
восстановления k

134. Отражение шара от плоскости. Если шар ударяется о плоскость, 
двигаясь под некоторым углом к ее нормали (рис. 125) (бильярдный шар

Рис. 125. Отражение шара от плоскости. шая скорости, как и при
нормальном падении, изме

нит свой знак и может изменить свою величину, если k не равно еди
нице. И|Ьк, мы можем положить:

v, — v t ; v„ =  k-v„ .И Ч Я? Я|
Если мы обозначим через а и [5 углы, образуемые направлением дви

жения шара с нормалью к плоскости (рис. 125) до и после его удара 
о плоскость, то можем написать:

Как видим, известное правило, что угол падения равен углу отраже
ния ( а  =  р), может быть применено только в том случае, если коэфи- 
циент восстановления k равен единице.

135. Соударение вполне упругих шаров. Теперь представим себе два 
шара массы т 1 и т 2, которые обладают скоростями V-, и v2. Если эти 
шары во время своего движения приблизятся друг к другу настолько, 
что рзсст! яние между их центрами сделается равным сумме их радиусов, 
то произойдет удар. После удара скорости шаров могут оказаться иными 
и по величине и по направлению; мы их обозначим через и, и и2. На 
рис. 126 изображены эти шары в момент соприкосновения, и ММ озна
ч а е т  плоскость, проведенную через точку соприкосновения шаров. Опять 
мы предположим поверхности шаров совершенно гладкими и разложим

м м

ударяется о борт), то мы 
можем разложить скорость 
движения шара на две со
ставляющие: олну из них vt 
взять параллельно плоскости 
и другую vn—  нормально к 
плоскости. Если предполо
жить, что поверхности шара 
и плоек сти совершенно глад
кие, т. е. пренебречь си >ой 
трения, то можно положить 
тангенциальные составляю
щие сю рости до и nocie 
удара vtf и vt одинаковыми. 
Нолмад ная же составляю-

И, следовательно.
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каждую скорость V-, и v2 на две составляющие: одну бозьмем параллельно 
плоскости соприкосновения, а другую по нормали к плоскости. Первые 
составляющие не изменятся ю  время удара, тогда как нормальные со
ставляющие могут измениться. Обозначим нор
мальные составляющие скоростей шаров до и 
после удара через v ,vni и wni, Тогда мы можем 
для этих составляющих написачь два уравнения.

Во-первых, уравнение импульсов, которое 
должно выразить, что общий импульс обоих 
шаров вместе не изменяется во время удара 
(для импульсов, нормальных к ММ):

т ^ п>4 т 2 % — mi 4 т 2
mi ( vnt —  Wn ) =  m S Vn, —  w n)-

Затем уравнение сохранения энергии (мы пред
полагаем шары вполне упругими): Рис. 126. Соударение шаров

mivl  4  «а< = miwi  4- v l ;
т л«  —  К )  =  ~ т 2 «  -  м и 

деля уравнение энергии на уравнение импульсов, имеем:
г» — о =  —  (г» —  w„ ).П{ Пч 4 П\ Пч

Это означает, что относительная скорость, нормальная к плоскости 
соприкосновения ММ, меняет свой знак (ср 133, 134).

Это уравнение вместе с уравнением импульсов позволяет определить 
wnl и wni' т- е* нормальнее составляющие скоростей после удара. Мы 
получаем (опуская значки я):

+  Щ ) =  O i  —  Щ)т>г +  2 m2v2; 
to2(Wi -j- т 2) =  2mxvx -|- (/я2 — mx)v2.

Этими формулами и решается вся задача, так как тангенциальные 
составляющие скороеiей при ударе не изменяются.

Мы предла аем читателю повторить этот расчет, введя в него козфи- 
циент удара k. Мы заметим юлько, что уравнение импульсов о.танется 
неизменным, а при делении уравнения энергии на уравнение импульсов 
мы получаем:

В результате вместо вышеполученных уравнений для wx и w% мы 
теперь имеем:

(Щ 4  Щ) = (т 1 — km2)Vl 4  (! 4  k)m2V2>
W-Xmi 4  т д = С1 4  k)mxvx + (т2 — kmx)v2.

Потеря энергии при соударении выразится формулой:

ДГ »  --  щ  (г»х2 — Wj*) +  ~  т 2 (v ^  — w * )  =

1 яг,/я*
( 1 - & D K — v j * .
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Для вполне неупругих шаров к =  0, и мы получаем:

Щ  +  т 2
w.

Шары продолжают двигаться, не расходясь друг от друга, с общей 
нормальной составляющей скорости w.

138. Частные случаи соударения вполне упругих шаров. Полезно рас
смотреть некоторые частные случаи соударения упругих шаров. Мы огра
ничимся случаями, когда оба шара движутся по одной линии (т е будем 
рассматривать только нормальные составляющие скоростей).

Если один из шаров имеет сравнительно с другим шаром очень боль
шую массу mv  то, разделив числитель и знаменатель полученных нами 
выражений для w1 и w2 на mv  мы получим:

w.
те

1 + Р  =те
1 _ ъ

те. vi +  2
Щ
те,

w,
( 1 + 5 ) - а ч + ( 5 - 1

■ 'г*

Если пренебречь членами, содержащими множитель малой вели
те, 
те.

w*-1 —  +  ̂  
w2 =  J r 2v1 — vr

На основании этих уравнений мы можем написать:

W-, ■W., —  ТУ2) .

Замечая, что (v2 —  v2) представляет собой относительную нормаль
ную скорость шаров, мы можем сказать, что в этом случае относитель
ная (нормальная) скорость изменяет свой знак. Если скорость более 
массивного шара была до соударения равна нулю, то она и после удара 
останется равной нулю, а для нормальной составляющей скорости менее 
массивного шара мы получим:

w„

т. е. тот же результат, что и при ударе о неподвижную плоскость 
1 Если массы обоих шаров одинаковы, то наши формулы (при т 1 =  т г) 
дают:

wa
■V,2 »

Мы можем выразить этот результат словами, сказав, что шары при 
соударении обмениваются своими скоростями.

Если один из двух одинаковых по массе шаров был в покое (г»3 — 0), 
а другой двигался прямо на него со скоростью v2, то после удара вто
рой шар окажется в покое (® 2 =  0), а первый начнет двигаться со ско
ростью vv  и притом в ту же сторону.
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Если первый шар находился в покое, а второй двигался не совсем 
по направлению к центру покоящегося шара, а только задел его боком, 
то дли определения движения шаров после удара нужно рассмотреть от
дел! но нормальную составляющую скорости и тангенциальную ее соста
вляющую. Последняя составляющая не изменится, тогда как первая цели
ком передается покоящемуся шару Предоставляем читателю рассчитать 
этот случай более подробно.

Все указанные случаи соударения шаров 
можно воспроизвести на бильярде.

137. Внецентренный (косой) удар. До сих пор 
мы разбирали только такие случаи удара, в кото
рых импульс силы пыл направлен к центру тяже
сти тела. Даже в тех случаях, когда скорость 
одного из шаЬов была направлена не в центр 
другого шара, мы все-таки имели дело с цен
тральным ударом, потому что мы предполага
ли, что поверхности шаров настолько гладки, 
что при соударении шары взаимодействуют толь
ко нормальными составляющими своих импуль
сов; но нормальные составляющие направлены 
к центру шаров. Теперь мы разберем случай, 
когда импульс удара имеет внецентралъное на
правление, Мы предположим, что тело до удара 
находилось в покое. Импульс мгновенной си
лы Q будет образовывать по отношению к 
центру тяжести С (рис 127) некоторый момент импульса

К =  [аО].

Для большей наглядности рассуждений мы пока предположим, что 
момент К имеет напра ление по о зной из главных осей инерции 'ела. 
В таком случае момент импульса твердого тела выразится через углоьую 
скорость вращения тела и простой формулой (а р . 23, 17):

К = А и ,

и мы можем сейчас же определить угловую скорость, приобретенную 
телом вследствие мгновенного импульса Q:

Если направление импульса Q перпендикулярно к плечу а, как это 
у нас изображено на рис 127, и мы обозначим радиус инерции тела 
через k, то можем выразить угловую скорость и, наступившую после 
удара, через импульс

Рис. 127. Внецентренный 
удар.

aQ



202 X . ТЕОРИЯ СОУДАРЕНИЯ ТВЕРДЫХ ТЕЛ

До сих пор мы использовали для расчета только уравнение момен
тов. Одновременно с этим уравнение импульсов дает нам для скорости мс 
центра тяжести после удара величину

Итак, если тело находилось в покое и ему был сообщен мгновенный 
импульс Q с моментом вокруг центра тяжести и этот момент импульса 
имел направление, параллельное одной из главных осей инерции тела, 
то тело будет иметь после удара, во-первых, поступательную скорость

величина и направление которой сове шенно такие же, как если бы удар 
был произведен по центру тяжести тела; но, кроме того, тело получит 
вращательную скорость, определяемую формулой:

1
№ Лт

138. Общий случай внецентренного удара. Мы прелположили, что 
началь ый момент им ульса был наплавлен по одной из главных осей 
инерции тела; в более общем случае вращательная скорощь после удара 
м жет быть определена из тензорного соотношения между моментом 
импульса К и у;ловой скоростью и (стр. 23, 17):

Kx =  +  Aux —  Fuy — Eu;,
К  у —  —  Fux - f  Виу — Du.5;
Кг ~  — Еих — Duy -f- Сиг.

Из этих трех уравнений по данным Кх, Ку, Кг определяются три про
екции угтовой скороаи их uy ,uz.

Применяя векторные обозначения, мы можем написать:

К =  Ту и, и =  Т—1 К

Геометрически же эго означает, что нужно провести плоскость, пер
пендикулярную данному направлению К и кчса1ельную к эллипсоиду 
энергии, тогда радиус-вектор, проведенный в точку касания, будет 
представлять по величине и по направлению вектор угловой скорости и 
после удара.

Мы предполагали, что тело до удара находилось в покое. Если же 
тело уже обладало поступательной скоростью v0 и вращательной ско
ростью и0, то приобретение при уларе скорости v и и сложатся (гео
метрически) с первоначальными, и тело будет после удара двигаться 
со скоростями (V04 ~V) и (u0-f-u).

Подобный случай мы рассматривали в 84, сгр. 110 (удар по оси 
волчка).

139. Мгновенная ось при внецентренном ударе. Мы вернемся опять 
к тому частному случаю, который мы рассматривали в 137, а именно,
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когда момент импульса параллелен одной из главных осей инерции тела, 
и определим положение мгновенной оси вращения тела тотчас после 
удчра. Эта ось будет, очевидно, параллельна моменту импульса к и угло
вой скорости и. Что же касае'си расстояния этой оси от центра тя
жести С (рис. 127;, то оно определяется уравнением (ср. стр. 11, 5;:

vc =  b-u.

Подставляя сюда найденные выше значения ve и и, получаем:

а  • b =  /г2.

Мы получили, таким образом, интересное соотношение между плечом 
мгновенного инпульса а , расстоянием мгновенной оси от центра тяжести b 
и рааи>сом k инерции тела вокруг центра тяжесш. Это то же самое 
соотношение, которое мы получили для физического маятника (стр. 77, 61), 
причем в физическом маятнике а  и b означали 
расстояния его центра тяжести от точки привеса 
и от центра качания. Отсюда заключаем, что если 
произведем удар по ц-нтру качания маятника в 
начравле ши, перпендикулярном к его длине, то 
получим вращение тела вокруг оси, проходящей 
через точку привеса. Так как мгновенная ось в 
момент удара остается неподвижной, то, очевидно, 
реакция о и привеса маятника будет равна нулю: 
ось не будет чувствовать удара. При ударе в дру
гие точки тела мы, вообще говоря, получим дей
ствие удара и на ось.

Примером только что сказанного может служить 
известное наблю ение при работе молотом, а имен
но: далеко небезразлично, за которое место ручки 
молота мы держим его при ударе; можно найти та
кое место ручки, чтобы удар не отражался на руке 
работающего. Это место и будет представлять со
бой положение мгнове шой оси при ударз, и оно 
определяется вышенаписанным соотношением; но его можно определить 
довоюио точно и непосредственным ощущением.

Вопрос о реакции оси вращения при ударе мы рассмотрим в более 
общем виде в следующем параграфе.

140. Реакция оси при внецеш репном ударе. Положим, что нам дано 
твердое тело, списобное свободно вращаться вокруг неподвижной оси OZ 
(рис. 12S), и на это тело под йствовали мгновенные силы, величина и 
напршление которых определяются вектором Q с определенной точкой 
приложения Р; впрочем, вместо положения этой точки Р  нам достаточно 
знать момент N1 эюй силы Q вокруг начала координат О.

Требуется определить движение тела, т. е. его вращение вокруг 
оси OZ после удара, предполагая, что в момент удара тело было в покое.

Мы будем писать уравнения и в векторной и в скалярной форме. 
Декартовы координаты мы направим следующим образом. Ось GZ на
правим по оси вращения тела; плоскость OXY  проведем перпендикулярно

при внецентренном 
ударе.
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к оси вращения и через центр тяжести тела, направление же осей ОХ 
и O F  в этой плоскости мы пока оставим неопределенным.

Расстояние центра тяжести от оси вращения мы обозначим через г, 
и, следовательно, координаты центра тяжести будут:

Так как вращение тела может происходить только вокруг оси OZ, 
то проекции угловой скорости и на другие две оси ОХ  и O F будут 
равны нулю.

Приняв это во внимание, мы можем для импульса тела написать:

Рх =  —  тиу;
Р =  mvc— т  [иг]; Р„ =  +  т и х ;

Р-г =  0.
Момент импульса всего тела будет иметь своими проекциями на оси 

координат (ср. стр. 23, 17; при их =  иу — 0):

Кх — —  Еи;
K =  T/ (u); K = ~ D u ; 

я  г =  +  си.

Напишем уравнение моментов, обозначив через L момент реактив
ных сил:

/ Ьх =  — М х Л-Ей;
К —f- !VS —j— L =  0; £  c=  —  M +  Du;

L2 —  — M 2 —  Си.

Прежде всего заметим, что Lz должно равняться нулю, потому что 
мы предполагаем, что тело может свободно вращаться вокруг неподвиж
ной оси OZ, и никакого реактивного момента вокруг этой оси оказы
вать не может (если не считать силы трения в подшипниках, которую 
мы не принимаем во внимание). Это дает нам возможность из послед
него уравнения непосредственно определить угловую скорость вращения 
тела после удара:

Здесь k означает радиус инерции тела вокруг оси OZ. Подставляем 
это значение угловой скорости в первые два уравнения:

£  = __J\J[ I £
mk\

Эти формулы показывают нам, что реактивные моменты оси Lx и Ly 
произойдут от двух причин: во-первых, от того, что на тело подейство
вали мгновенные силы с моментами Мх и Му, и, во-вторых^ вследствие
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реакции инерциальных моментов Ей и Du, пропорциональных возникшей 
при ударе угловой скорости вращения и вокруг оси OZ. Это те же 
инерциальные моменты, которые мы уже рассматривали при изучении 
явления вращения тела вокруг неподвижной оси (стр. 81, 66). Таким об
разом, если даже моменты Мх и Му будут равны нулю и будет дей
ствовать только Мг, тем не менее, мы получим ломающие моменты на 
оси Lx и Ly. Только в том случае Lx и Ly равны нулю, если Е  и D 
равны нулю, т. е. если тело вращается вокруг одной из главны \ осей 
инерции. Это вполне сходится с тем, что мы нашли раньше (стр. 81, 66к 
Однако нет необходимости в том, чтобы ось вращении непременно про 
ходила через центр тяжести тела.

Теперь обратимся к уравнениям импульсов и определим из них реак
цию оси R:

Qx-j-muy;
P -+ Q  +  R ==0 ; Ry =  —  Qy — mux;

R2 =  - Q 2.

Последнее из этих уравнений дает нам непосредственно долевую реак
цию оси вращения. Для определения поперечной реакции оси R v и Ry 
нам остается только подставить в эти уравнения значение угловой сю - 
роста вращения тела к, найденное нами из уравнения моментов.

Но гораздо нагляднее будет пощупигь следующим обра ом. Направим 
ось ОХ  к центру тяжести тела (выбор направления осей ОХ и О К мы 
оставили свободным). Тогда координаты центра тяжести будут х =  а и 
у =  0. Если мы обозначим расстояние точки приложения внешнего им
пульса Q от оси вращения через р, то момент импульса вокруг оси OZ 
будет выражаться формулой:

Mz =  [Р Ql* ~ P *Q y —  PyQx,
и угловая скорость вращения тела после удара будет:

“ = Д ^ (г’А - ' ,А )

Подставляя эти значения в формулы реакций оси, получаем:

Qx’

R„ QA 1
Р хЛ  / у *  

' V / " * "  V Q *

Первая из этих формул дает реакцию оси, направленную к центру 
тяжести, то-рда как вторая формула дает реакцию, перпендикуляаную 
к линии соединения оси вращения с центром тяжести. Реакция R  обра
щается в нуль только при условии, что Qx — 0; тогда как реакция R  
может равняться нулю лишь s  том случае, если при Qx =  0, кроме того, 
еще соблюдено условие: —

Рха — V-
этичное условие мы уже получили в предыдущем параграфе 

(ср. стр. 203: ab — №y, разница только в том, что прежде k означало

1
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радиус инерции вокруг центра тя ж ести  тела, тогда как теперь Л1 
означает радиус инерции вокруг оси OZ, отстоящей от центра тяжести 
иа расстоянии Ъ. Соотношение между этими величинами следующее 
(стр. 20, 15):

Точно так же и рх у нас теперь означает проекцию на ось ОХ рас* 
стояния точки приложения импульса Q от оси вращения, между тем 
как прежде а  означало расстояние точки приложения импульса от центра 
тяжести О. Соотношение между этими величинами (ср. рис. 127):

рх —  а  —  Ь.

Если принять все это во внимание, то легко увидеть, что найденное 
нами теперь условие тождественно с прежним, а именно:

рх а =  &j2 =  № -f- а2,
(px — a )-a= r .k 2, 

b-a =  k2.

141. Баллистический маятник. Простой пример внецентренного удара 
мы имеем в так называемом баллистическом маятнике, который иногда 

служит для определения скорости пули.
Яшик, наполненный песком А (рис. 129), под

вешен на горизонтальной оси О, вокр) г которой 
он может свободно вращаться. В ящик стреляют 
с близкого расстояния, причем пуля т  застревает/ 
в песке, а Еесь ящик от сообщенного ему удара 
(момента импульса) отклоняется от вертикального 
направления нз некоторый угол а. По этому углу а 
и можно определить скорость пули

Обозначим массу пули через т ,  массу яшика 
с песком через М\ скорость пули до удара через V, 

а общую скорость ящика вместе с п лей в мо
мент непосредственно после удара —  через w. 

Уравнение импульсов нам дает:Рис. 129. Баллистиче
ский маятник.

mv — (М  -j- т )  w.

Приобретя скорость w и соответствующую кинетическую энергию

—  {М m)w2, ящик с пулей, отклонившись, может подняться на высоту h.

Напишем уравнение энергии, причем потерей энергии при трении пули 
о песок мы пренебрегаем; если этого не делать, то пришлось бы ввести 
некоторый коэффициент k, который нужно было определить из опыта. 
Итак,

m)w2 —  (М -J- m)g- h.
At

I
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Выразив h через длину маятника I (приближенно можно для I взять 
расстояние центра ящика о г точки привеса) и угол отклонения (рис. 129)

А == / (1 — cosa) =  2/-sinJ -^-, 

получаем для скорости пули формулу:

ГОРИЗОНТАЛЬНЫЙ УДАР КИЕМ ПО БИЛЬЯРДНОМУ ШАРУ

Этот способ определения скорости пули хорош по своей простоте, 
однако в настоящее время имеются другие, более i очные способы, где 
непо редстве но определяется расстояние, пройденное пулей в точно 
определимый промеж ток ̂ времени. Но, конечно, приборы, для этого не
обходимые, горгздо сложнее.

Мы предлагаем читателю рассчитать баллистический маятник более 
точно, а именно: введя расстояние центра тяжести яшика с пулей от 
оси привеса, радиус инерции маятника, коэфициент потгри энергии k2. 
Необходимо определить и реакцию оси вращения, чтобы знать, какова 
должна быть прочность подвеса

142. Горизонтальный удар кием по бильярдному шару. В предыду
щей главе (стр. 1й1, 13i) мы рассматривали движение шара по гори
зонтальной плоскости при различных начальных условиях; теперь мы 
обсулим вопрос, каким образом можно реализовать эти начальные условия, 
сообщая кием толчок бильярдному шаоу. Кстати это послужит нам 
наглядным примером применения уравнений предыдушего параграфа.

Сперва мы разберем только горизонтальные удары кия в вер икаль- 
ной плоскости, проходящей через центр (а следовательно, и через точку 
касания) шара.

Зададимся вопросом, как нужно произвести толчок, чтобы шар начал 
свое качение по бильярду без скольжения. Для того чюбы в момент 
улара не произошло скольжения, необходимо, чтобы мгновенная ось 
удара проходила через точку касания шара с плоскостью бильярда. 
Обозначим через гс расстояние центр т удара от центра тяжести шара,

Рис. 130. Рис. 131. Рис. 132,
Различные удары кием по бильярдному шару.

который при однородности бильярдных шаров совпадает с его геометри
ческим центром (рис. 130) Если а ОЗ'ачает радиус шара, то условие 
предыдущего параграфа в применении к данному случаю дает:

а-гс —
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Подставляем сюда значение радиуса инерции шара (стр. 186, 127)

получаем:

Итак, для получения чистого качения горизонтальный удар должен
2

быть сделан выше центра шара, и притом на высоте, равной — радиуса

шара. Если мы ударим ниже, то нолучим качение, сопровождаемое сколь
жением в направлении движения шара; если же мы ударим выше, то шар 
во воемя удара соскользнет назад.

Направим горизонтальный удар кия в центр шара; для этого случая 
мы должны написать начальные условия в такой форме:

К = А ° и 0 —  0; v0 =  vSo.
Действительно, момент импульса вокруг центра тяжести равен нулю, 

а импульс передается непосредственно центру тяжести тела, и начальная 
скорость v0 будет представлять собой скольжение. Дальнейшее движе
ние шара будет происходив по уравнениям {стр. 187, 128):

v =  v0 - f g - t ;
7

Vs =  vQ- —fg-t, 

я =  0 + ^ / ^ - <-

Скольжение шара по плоскости бильярда прекратится в момент (vs -
2 vn

■ 0)

j l  
7 f g ’

когда шар уже прошел расстояние

, 1 f ,2 2 V
7 f g ‘ - 7

« V
49 fg  '

После этого момента поступательная и вращательная скорость шара 
будут равны соответственно:

5
у У0>

___5
1 7 а

Нетрудно видеть, что это действительно соответствует чистому каче
нию, а именно:

v1 =  ul - а.
Теперь предположим, что шар получил горизонтально направленный 

удар очень близко к его точке касания (рис. 131). Чтобы излишне не 
осложнять формулы, мы даже предположим, что г  —  —  а, т. е. удар 
произошел в самой точке касания.
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Тог:а начальные условия будут таковы:
K0 — — mv0a — Au0-,

откуда:

7

и дальнейшее движение шара будет происходить по уравнениям: 
v =  v0 - f g - t ,

7

•  — T - J + S ' * ' —
Нетрудно видеть, что по прошествии времени

1 Т fg  f g
прекратится не только скольжение шара ^  =  0, но одновременно с ним 
обратятся в нуль и его поступательная, и его вращательная скорости: 
шар совсем остановится (v =  vs =  ti=Qi).

До сих пор мы предполагали удар в центральной плоскости шара. 
Если удар будет произведен правее или левее центра, то, кроме разоб
ранных выше начальных условий, появится еще момент импульса вокруг 
вертикальной оси шара, и шар начнет вращаться вокруг этой оси с уг
ловой скоростью

Это движение прибавится к тем, которые мы рассмотрели выше. Так 
как вращение вокруг оси, проходящей через точку касания шара, может 
происходить почти без трения, то угловая скорость этого вращения мо
жет сохраниться надолго. Даже и в том случае, когда шар перестанет 
катиться (см. выше), он может еще продолжать вращаться вокруг своей 
вертикальной оси.

143. Косой удар по шару, Мы видели в предыдущем параграфе, что 
при горизонтальном ударе почти у точки касания шара к бильярдной 
плоскости шар, правда, получает вращение, обратное тому, которое ему 
необходимо для качения вперед, однако, это обратное движение уничто
жается трением, и шар не катится назад, а останавливается, пройдя не
которое расстояние вперед. Нельзя ли, однако, ударить по шару так, 
чтобы получить и его обратное поступательное движение? Для этого 
следовало бы сообщить шару момент импульса еще больший, чем мы 
это делали. Но мы ударяли уже в самой низкой точке шара, а потому 
увеличить момент импульса больше уже невозможно. Тем не менее, по
лучить обратное движение бильярдного шара вполне возможно (как это 
хорошо известно игрокам на бильярде), но для этого нужно ударять не в 
горизонтальном направлении (как то мы делали до сих пор), а произвести
14 Теоретвч. физика, и. Ш ,
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косой удар по направлению к плоскости бильярда (рис, 132). 
Хотя при таком косом ударе мы тоже не можем произвести ббльшего 
момента импульса, чем прежде, но зато горизонтальная составляющая 
импульса получается при этом мен’ ше. Обозначив начальную скорость 
шара через v0, а начальную угловую скорость (вокруг горизонтальной

При сравнительно меньшей начальной скорости v0 и время скольжения 
делается меньше, и второй член последней формулы остается меньше 
первого, а потому к концу скольжения у шара еще может остаться 
некоторая часть обратной угловой скорости, которая и покатит шар 
обратно (мы предоставляем читателю самому развить это более подробно, 
задавшись определенным углом и определенной точкой приложения кия).

Наконец, для получения движения бильярдного шара по параболе, о 
котором мы говорили на сгр. 193, 131, тоже необходим косой удар. 
В справедливости этого читатель может сам убедиться и на основании 
теории, и из непосредственного опыта.

Одно следствие косого удара мы оставили без внимания. Дело в том, 
что при косом ударе, направленном на плоскость бильярда, шар полу
чает некоторый импульс вертикально вниз. Результат этого импульса 
должен быть такой же, как и при палении шара на бильярдную пло
скость с некоторой высоты (стр. 196, 133); другими словами, шар дол
жен будет подскочить после удара на некоторую высоту. Это действи
тельно и наблюдается на опыте. В наших расчетах это обстоятельство 
не принято во внимание.

оси) через мы имеем уравнения движения:

v  =  v0 — tg 't ,
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144. Предварительные замечания. Формулы для моментов инерции тел 
различной формы читатель может легко найти в различных технических 
справочниках. Поэтому мы считаем достаточным привести здесь примеры 
вычислений моментов инерции таких простейших форм, которые наиболее 
часто встречаются в физической практике.

Тела мы будем предполагать однородными, всюду одинаковой плотно
сти р. Но множитель р мы будем для упрощения формул опускать.

При вычислении моментов инерции мы будем поступать следующим 
образом. Поместив в центре тяжести тела систему координат OXYZ, 
оси которой направлены по главным осям инерции системы (положение 
центра тяжести и направление главных осей инерции на наших примерах 
легко определяются из соображений о симметрии тела), мы будем вы
числять сперва интегралы (ч. И, стр. 27, 16) (ч. III, стр. 18, 12):

где dM означает элемент массы тела.
Сложив эти интегралы попарно, получаем моменты инерции относи

тельно осей:

Деля момент инерции на массу тела, получаем радиус инерции (ч. II, 
стр. 277, 185; (ч. III, стр. 20, 15)

В некоторых случаях осевой симметрии тела удобнее вычислять не
посредственно момент инерции вокруг оси симметрии по формуле:

Зная главные моменты инерции относительно центра тяжести тела, 
мы можем вычислить момент инерции вокруг любой оси, проходящей 
через центр тяжести (стр. 18, 12;  и вокруг любой ей параллельной оси 
(стр. 21, 15;.
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145. Параллелепипед (рис. 133). Центр тяжести прямоугольного па
раллелепипеда со сторонами 2а, 2Ь, 2с помещается в точке пересечения 
трех плоскостей, проведенных через середины сторон и параллельно его

граням (рис. 133). Эти три плоско
сти мы и возьмем за плоскости коор
динат.

Масса параллелепипеда (при плот
ности р = = 1 ) равна

M —  8*abc.

Определим момент инерции парал
лелепипеда относительно плоскости 
XY. Для этого расслоим параллеле
пипед плоскостями, параллельными 
плоскости XY , на тонкие слои тол
щиною dz Масса каждого такого 
слоя будет равна

dM —  Aab ■ dz,

и момент инерции ее относительно 
плоскости X Y  будет

dlxy — Aabz2 • dz.

Интегрируя по всем подобным 
слоям, получаем:

+г
/_„ =  Aab I z2'dz-х у

с2 1
8abc • — =  Мс2.

О о

Совершенно таким же образом получаем моменты инерции относи
тельно плоскостей YZ и ZX:

Складывая эти выражения попарно, получаем моменты инерции во
круг осей:

/ , =  Л = | ж ( ^  +  с2); / v =  S  =  i - M ( c 2 +  a 2);

b2).

Радиусы инерции будут равны соответственно: 

^ 2 =  l ( $ 2 - f  с2); *у2=  1  (с2 +  а2); k?-- 1
(a2 -I- b2).
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В частном случае для куба мы имеем 2а 
куба. Получаем: 1

A =  B =  C =  — Md2,
о

2b =  2i =  d стороне

Л2 :
1

Л*.

Расслоим цилиндр плоскостями, 
параллельными плоскости XY, на 
тонкие диски толщиною dz. Масса 
каждого такого диска равна

dM —  па2 • dz,

и момент инерции его относительно 
плоскости X Y  равен

dl =  тш2 -z2 dz.
•V

146. Круговой цилиндр (рис. 134). Обозначим радиус цилиндра че
рез а, а длину (или высоту) его через 2с Ось цилиндра примем за ост 
OZ декартовых координат, плоскость 
X Y  которых проведем через сере
дину длины цилиндра. Направление 
осей ОХ  и OY (перпендикулярных 
друг другу) может быть любое.

Масса этого цилиндра ( р = 1 )  
равна

М =  тга2 • (2с).

Интегрируя по всем подобным
дискам, получаем момент инерции всего цилиндра относительно плос
кости XY: +  с

1ху —  тга2 \̂ z2■ dz =  ~  тга2 2с3 =  -^-Л4с2.

Для определения момента инерции относительно плоскостей YZ и
Z X  рассмотрим один-из дисков (рис. 135). 
Элемент площади такого диска в цилин
дрических координатах будет выражаться 
формулой:

dS =  r-dr-da.

Расстояние этого этемента от плоско
сти OXZ (рис. 135) равно /-sin а, и мо
мент инерции его относительно этой плос
кости равен

dlxz =  (/3 • dr) (sin2 a-da)'dz.

Для того чтобы получить момент инер
ции веет о цилиндра относительно плос

Рис. 135. Разрез кругового ци
линдра.

н * *
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кости OXZ, мы должны проинтегрировать это выражение по а между 
пределами а =  0 и а  =  2тг, причем

2п 2*

J  sin2 a-da =  ^
1

sin2a-</a =  \ (I — cos 2 a ) - d a ~ n .

Пределы интегрирования для г и г  будут соответственно равны: 
г =  0 —> r = a ,  z —  — с; z =  -\-c.

Таким образом момент инерции цилиндра относительно плоскостей, 
фоходящих через его ось будет выражаться формулой:

у г=  / «  =  тт 2с) j Г3-dr:
тт а4

4 =  •

Складывая моменты инерции относительно плоскостей попарно, полу
чаем моменты инерции относительно (или вокруг) осей координат:

1я=г,=м  т +
а2

7г = ж т .

Радиусы инерции будут равны соответственно:

k}-- . ь 2д' •
2— __

4 * 3  * —  2 ‘

Для сравнительно тонкого диска можно пренебречь длиной цилиндра с 
по сравнению с его радиусом и написать:

Ь 2 ---- Ь 2 ---- - U 2 ----Rx — Ry —  4 > —  2

147. Полый цилиндр (обруч). Положим, что поперечное сечение ци
линдра ограничено двумя концентрическими окружностями радиусов а0 
и а.

Масса такого цилиндра (при р =  1J  при длине его 2с равна:

М  =  п  ( а 2 —  а 02) (2с).

Для определения момента инерции относительно оси симметрии ци
линдра мы можем (в отличие от предыдущего параграфа) поступить та
ким образом. Выделим мысленно кольцеобразный элемент поперечного 
сечения при радиусе г (рис. 135); его площадь равна

dS =  2nr>dr,
и момент инерции слоя, толщиною dz, относительно оси симметрии равен

dlz— 2m3-dr-dz.

Интегрируя по всем кольцеобразным элементам между пределами 
г — а0 и г =  а, получаем:
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Если бы цилиндр был СПЛОШНОЙ (й0 =  0 ) ,  то мы получили бы

а2

в согласии с результатом предыдущего параграфа.
Для радиуса инерции полого цилиндра имеем:

V  =  T (a2 +  ao2)-

Для определения момента инерции относительно других осей прихо
дится применять тот же способ, как и в предыдущем параграфе, только 
пределы интеграции будут для полого цилиндра несколько иные, а 
именно: вместо нижнего предела г —  0 нам теперь нужно взять: г^=юй. 
Тогда имеем:

/> » = /« = !SsTt(2ff) \ r * ' dr ■ (а4 — а04) (2с),

ао

или, вводя массу полого цилиндра, имеем:

,й2+ йог
у̂г ^гх' ■ ■М-

Выражение для Ixv остается то же:
/2

1ху= м - д .

Складывая попарно, получаем опять:
г2

1, =  1 , = м
4 ' 3 / ’ 2

Для короткого полого цилиндра (для обруча) можем принять (с —  0):

/  = /  = ж ? 2 +  до2 . /  = д р ^ 2+ У  

Наконец, для тонкого обруча можем положить а2 =  а02 и написать:

1 X ■{у ^  2 ’ г̂ ' :М а2.

148. Эллипсоид. Дан однородный эллипсоид с полуосями а, Ь, с\ 
требуется рассчитать его моменты инерции (рис. Т36).

Как известно, масса однородного эллипсоида (при плотности р =  1) 
рассчитывается по формуле:

4
М - - <3 ix-abc.
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Центр тяжести однородного эллипсоида лежит, очевидно, в его гео
метрическом центре. Для вычисления моментов инерции проведем оси 

2  координат из центра по направле-
н по главных осей эллипсоида. 
Тогда уравнение эллипсоида напи
шется так:/  —■ -

ь,
А .  /

/  а ' 7 \

/  \  0 " ' ' Ч  Ь /

/ К о  /  
/

/  у /  
/ /У

/  /  1 У

х- Л-У-Л- — =  1.2 ' /,2 Г -2

РПС. 139. Эллипсоид.

Для вычисления момента инер
ции эллипсоида относительно плос
кости OXY  (рис. 136) расслоим 
мысленно весь эллипсоид на тон
кие слои параллельно плоскости 
X К Уравнение сечения эллипсоида 
на каком-либо расстоянии z от 
плоскости X Y  будет следующее:

х 2 . у 2 z2
\ Тл * >

где z  для полученного сечения есть постоянная величина. Мы получили, 
таким образом, уравнение эллипса. Для определения главных осей этого 
эллипса аг и 6, (рис. 136) нужно в этом уравнении положить у  —  0, и 
затем л г = 0 .  Получаем:

Д О — *  Д О — *

Так как площадь эллипса равна:

S = n > a l bJ =  тг-ab 1 1 — ,

то объем рассматриваемого слоя толщиною dz будет равен: 

dO —  тг-ab  ̂1 — ~  j  • dz,

а момент инерции этого слоя относительно плоскости X  Y будет:

dlxy~  ъ -ab ( 1 z2 ■ dz.

Момент инерции всего эллипсоида относительно плоскости X Y  опре
делится интегрированием этого выражения между пределами z —  — с и 
z =  -\-с:

+  С

1ху =  п-аЬ
z2\

\ - j ) z 2.dz
4nabc с2
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Моменты инерции относительно плоскостей YZ и Z X  мы получим 
простой перестановкой букв а , Ь, с (круговая перестановка). На осно
вании этого мы можем написать для моментов инерции однородного 
эллипсоида вокруг его главных осей следующие выражения:

/  - и ь* +  с2. h 2— ь2 - f  с2.
1х 5 > Кх --- 5 ’

£2 -4-а 2 k 2--- c2- f  е2.
у J 5 ’ 5 ’

/ - м а г + ьг; k 2 — а2 -(- b2
г 5 г 5 *

Нетрудно доказать, что это будут главные моменты инерции эллип
соида.

Для однородного шара а  =  ^ =  г мы имеем:

/ = А Г - | - а 2; /г2 =  4 « 2-о о

149. Тело вращения. Так как в технике очень часто тела вращаются 
вокруг своей оси симметрии', то полезно разобрать и этот случай. Рас
слоим мысленно такое тело на тонкие диски перпендикулярно к оси сим
метрии OZ. Момент инерции каждого такого диска толщиной dz вокруг 
оси симметрии нами уже определен выше (стр. 214, 147):

^dl2= ^ r * - d z

Поэтому момент инерции всего тела определится интегралом:

' . = т р 42-
—  С

Конечно, при этом необходимо знать форму тела вращения, т. е. 
должен быть дан радиус тела г как функция г.

Применим эту формулу к примерам, уже рассчитанным нами выше. 
Если тело вращения представляет собой цилиндр высотой 2с, то 

г — а и от z не зависит, и мы получаем прежнюю формулу:

, /о  Ч , Л а */, =  - « - ( 2  с) =  Л4т .
Применим нашу формулу к эллипсоиду вращения с осью симметрии OZ. 

Тогда из уравнения меридионального сечения:

г2 — а2

,/, 14 Теоргп.ч. *  1зи а ч. III.
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мы можем определить г и подставить в подинтегральное выражение. По
лучаем;

я  а

Интегрируя это выражение в пределах от г —  —  с до 2 — -|-с:

/  — — 4-  — 1 + ‘
* 2 [  ^ Зс2 ' 5с4J  _ с ’

получаем после подстановки пределов:

/ г =  к а4 [ «  — -§ С +  Т с]  == 71а1] | с =  ж 4 а2’

в согласии с тем, что мы имели в предыдущем параграфе (здесь у нас 
а =  6). Для шара остается только положить с — а.

150. Эллипсоиды инерции. Вычислив главные моменты инерции тела 
вокруг его центра тяжести, мы получаем понятие и о его эллипсоиде 
инерции, и можем пользоваться им для различных задач по движению 
твердого тела. Мы считаем излишним останавливаться на этом, а желали бы 
обратить внимание читателя только на следующее обстоятельство. Если 
все три главные момента инерции тела одинаковы, то его эллипсоид 
инерции представляет собой шар, и моменты инерции тела вокруг всех 
осей, проходящих через ту же точку тела будут одинаковы. Такой 
случай мы имеем в однородном шаре, а также и в однородном кубе. 
Предлагаем читателю определить высоту цилиндра, эллипсоид инерции 
которого есть шар, если радиус цилиндра дан. Можно найти такую 
точку (вне центра тяжести) в данном цилиндре, чтобы моменты инерции 
вокруг этой точки образовали шар и т. д.
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, „ тела вращения 217.
„ . эллипсоида 215.

Момент реактивный 125.
„ реакции оси 81.
„ сил в центральном поле 45.

Нити равновесие 65—73.
Нутация 110, 114, 174.
Обруч катящийся 159.
Ось мгновенная 11, 15.

„ упругая 83 — 87.
Поле тяготения 35.

„ центральное 36.
„ эллипсоида 37, 39.

Полодия и герполодия 96.
Прецессия и нутация 110.

„ Земли 174.
, вынужденная 125
„ псевдорегулярная 123.
„ регулярная 109, 112.
„ снаряда 164.

Предварение равноденствий 174.
Пуансо теорема 95.
Радиус инерции 20.
Реактивный момент 125, 157, 158.
Реакция опор 53—59.

„ оси 80.
Сил многоугольник 30.

„ пары 31.
„ преобразование 29, 32.

Силы параллельные 34.
Тензор моментов инерции 19.
Удара коэфициент 197.

, процесс 195.
Удар внецентренный 201.

в кием по бильярдному шару 207,209.
Удар шара о плоскость 196, 198.

, шаров 198.
Устойчивость 60, 61.
Ферма (определение реакций) 58.
Фуко жироскоп 165.

, правило 125.
Центр качания 77.

„ тяжести 17.
Центральное поле 36.
Цепная линия 67.
Циклоидальное движение 13, 15, 119.
Циклоиды различного типа 119
Эллипсоид Пуансо 95.

„ энергии и импульсов 92.
Эйлера координаты 106,

, уравнения 89.
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