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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ (1932 г.)

Я воспользовался вторым изданием этой книги для исправления 
целого ряда вкравшихся в первое издание опечаток, а также для перере- 
дактирования некоторых параграфов с целью сделать их более понят
ными. В общем же и объем книги и ее содержание остались прежние. 
Всё, что мною было сказано в предисловии к первому изданию, я мог 
бы повторить и сейчас и притом еще с большею определенностью, так 
как за это время успели выйти в свет часть II и часть VI „Теоретиче
ской физики'1, а часть III и часть IV — готовы к печати Кроме того, 
теперь и в иностранной литературе применение векторных обозначений 
вошло во всеобщее употребление как в науке, так и в технике (у нас— 
глава I) и начинает входить даже в элементарные руководства. Теория 
поля и теория тензоров (у нас глава II и некоторые параграфы главы III) 
могут пригодиться не только физикам, но и многим инженерам-электро- 
техникам и гидротехникам. Только последний отдел главы III предназна
чен для сравнительно небольшого круга читателей, специалистов по 
математической физике.

Для облегчения справок я сделал оглавление книги подробным.

Январь 1932 г. А. Эйхенвалъд

I*
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ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ (1926 г.).

Эта п е р в а я  часть „Курса теоретической физики* посвящена, глав
ным образом, „теории поля*. Обыкновенно теория поля излагается в кур
сах теоретической физики в связи с теорией притяжений, в гидродина
мике или в электродинамике. В этом курсе я решил выделить теорию 
поля в особую часть по следующим причинам.

Во-первых, теория поля, по моему мнению, представляет сабой 
в настоящее время главное з е р н о  всей теоретической физики. Каждое 
физическое явление, происходящее в пространстве и во времени, уже 
образует поле.

Во-вторых, теория поля лежит на границе между физикой и гео
метрией, и те трудности, которые приходится преодолевать при изуче
нии геометрии поля, сами по себе достаточно велики, и их не следовало 
бы примешивать к тем трудностям, которые присущи самим физическим 
теориям.

В-третьих, выделяя теорию поля, мы отчасти избегаем повторения вы
водов одних и тех же теорем в ра 'личных отделах теоретической физики.

Наконец, в-нетв ртых, мною руководило еще следующее соображе
ние: может быть, для некоторых из читателей окажется достаточным 
изучение этой п е р в о й  части теоретической физики для того, чтобы, 
не дожидаясь появления других частей, перейти непосредственно к чте
нию специальных сочинений. В таком случае я надеюсь, что это руко
водство, в котором собраны главнейшие основы теоретической физики 
и где обращено особое внимание на н а г л я д н о с т ь  и з л о ж е н и я ,  
может оказать существенную услугу.

Книга эта разделена на три главы.
Глава I содержит в себе главнейшие правила векторного исчисления. 

Она изложена кратко; в основу ее положены, главным образом, геоме
трические, а не аналитические соображения. Эту главу необходимо 
усвоить себе перед тем, как приступать к изучению теоретической фи
зики вообще, потому что векторные обозначения приняты в настоящее 
время почти во всех руководствах. У некоторых авто >ов заметно даже 
известное увлечение символикой вектор 1ых операций. Однако, по моему 
мнению, в применении сокращенных обозначений и символов необходимо 
соблюдать некоторую меру, потому что нагромождение символики не 
уясняет, а наоборот, затемняет смысл формул, и выигрыш в краткости 
формул влечет за собою проигрыш в их наглядности.

Глава II заключает в себе основы теории поля. Прежде этот отдел 
назывался теорией потенциальной функции. Сведения, собранные в этой 
главе, необходимы будут отчасти при изучении теории всемирного тяго-
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тения, но в большем количестве в гидравлике, аэродинамике и теории 
упругости; в особенности они необходимы в электромагнетизме. Замечу 
кстати, что теория плоского поля, где п|именены функции комплексного 
переменного, несмотря на свой кажущийся отвеченный характер, тем 
не менее находит себе полезное применение в чисто практических во
просах техники. Наконец, законы переменного поля важны при изуч нии 
волны, т. е. к гидродинам! ке, акустике, отике и в электромагнитных 
волнах беспроволочной теле1 рафии. Впрочем, в этой главе даны только 
основы общей теории волн и указана связь этой теории с теорией по
тенциалов; подробности же будут разобраны нами в специальных главах 
теоретической физики.

В главе III даны краткие сведения о тензорах, из которых диферен- 
циальные тензоры имеют применение в теории упругости. В последнем 
отделе этой главы дана общая аналитическая тео ия тензоров многомер
ного пространства, которая развилась в самое последнее время под 
влиянием теории относительности Эйнштейна Изучение этого отдела, 
как и всякое обобщение законов, полезно с общетеоретической точки 
зрения, но применение он получит у нас только в теории относитель
ности.

Из всего вышеизложенного мы видим, что изуение п е р в о й  части 
этого курса не должно непоем нно предшествовать изучению остальных 
частей, но что можно изучение некоторых отделов этой части отложить 
до того времени, когда о и понадобятся. Наоборот, при и учении раз
личных отделов теоретической физики можно обращаться к этой первой 
части за справками и за разъяснениями по общим вопросам теории 
физического поля.

В заключение считаю необходимым заметить, что я сарался вести 
изложение так, чтобы оно не требовало от читателя обширных сведений 
но матема ике: достаточно знания основ- диференииального и инте
грального ш числений. Но, конечн >. чем лучше читатель владеет мате
матическим методом, т^м л.гче будьт ему изучать теоретичес уго 
физику.

А. Эйхенвальд
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ГЛАВА I

ВЕКТОРЫ

1. СЛОЖЕНИЕ И ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ

1. Скаляры. Некоторые физические величины вполне определяются 
одним кислом, выражающим отношение рассматриваемой величины 
к выбранной нами единице измерения.

Так, например, объем в 5 см3, масса в 10 г, время — 12 сек., 
энергия — 0,25 джоуль, температура — 37° С, количество электричества — 
0,001 кулон, разность потенциалов — 200 вольт и т. д.

Подобные величины называются скаларами.
Само собою разумеется, что кисло, определяющее данный скалар, 

зависит от выбранной единицы измерения. Чем единица больше, тем 
число меньше, и наоборот. Так, например, джоуль в 107 раз больше 
эрга, а потому:

0,25 джоуль =  0,25 • 107 эрг.

Некоторые скалары всегда положительны (объем, масса), другие бы
вают и положительными, и отрицательными (температура, электричество). 
В последнем случае нужно условиться относительно нуля для рассматри
ваемых скаларов и относительно знака их. Так, например, за начало 
счета, или за „нуль", температур принимают температуру тающего льда 
при атмосферном давлении. Все температуры выше нуля (более теплые 
тела) принято считать положительными, температуры же ниже нуля — 
отрицательными. Подобным же образом электричество натертого янтаря 
уже давно принято считать отрицательным, а потому и электроны мы 
должны считать заряженными отрицательно, а ядро атома — положи
тельно. Все это имеет лишь условное значение; но условиться необ
ходимо.

Скалары можно складывать и перемножать; вообще с ними можно 
производить любые алгебраические операции, как с обыкновенными алге
браическими величинами.

2. Векторы. Кроме скаларов в физике встречаются еще такие вели
чины, для полного определения которых указания одного числа бывает 
недостаточно. Так, например, величина прямолинейного смещения точки 
в 2 см не вполне характеризует это перемещение; необходимо еще 
указать, куда, в каком направлении переместилась точка: вверх, вниз, 
на север, на восток или как-нибудь иначе. Смещение точки и ему 
подобные величины в физике называются векторами.
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Прямолинейное смещение точки обладает еще следующим важным 
свойством. Представим себе, что точка переместилась по линии ОА 
(рис. 1), а затем по линии АВ. Оба эти смещения вместе привели 
точку в В  и, следовательно, по своему результату эквивалентны одному 
смещению О В. Но ОВ есть геометрическая сумма смещений О А и АВ. 
Таким образом в противоположность скаларам, которые складываются 
алгебраически, векторы складываются геометрически.

Перемещение точки, скорость, ускорение, сила, напряжение поля 
и т. п. — все это векторы. Масса в один килограмм — скалар, сила 
в один килограмм — вектор.

Как видим, каждый вектор содержит в себе и скалярную часть, 
а именно: единицу измерения и число. Поэтому, если даны векторы 
одного направления, то с ними можно обращаться, как со скаларами.

sj п Необходимо, однако, заметить, что не
всякая величина в физике, для которой даны 
единица измерения число и направление в 
пространстве, представляет собою вектор. 
Так, например, две силы, величины и на- 

О правления которых изменяются при совме-
рис> стном действии, могут дать результат, от

личный от простого геометрического сложе
ния; для их сложения недостаточно знать величину и направление 
каждой силы в отдельности, а необходимо еще знать их зависимость 
друг от друга.

Далее, как увидим ниже, углы поворота твердого тела характери
зуются тоже некоторым числом и направлением, но они не склады
ваются геометрически, а потому мы их не будем называть векторами. 
Но, хотя углы поворота не векторы, тем не менее, как увидим ниже, 
бесконечно малые углы и угловые скорости суть векторы.

Итак, векторами мы будем называть такие физические величины, 
которые при выбранной единице измерения определяются числом и на
правлением и которые складываются геометрически.

Когда мы познакомимся с физическими величинами более высокого 
порядка, чем векторы, с так называемыми тензорами, то отличительные 
свойства векторов нам станут более ясными.

3. Изображение векторов. Типичным вектором будет нам всегда слу
жить вектор прямолинейного смещения точки. Поэтому любой другой 
физический вектор — скорость, силу, напряжение поля — мы часто будем 
изображать в виде отрезков прямых линий. Длина  этих отрезков, при 
некотором определенном масштабе, будет представлять собою скаларную 
часть вектора, а направление отрезка мы будем брать параллельно 
направлению вектора. Но, так как каждый отрезок прямой ОА имеет 
два направления: ОА и АО, то при изображении вектора необходимо 
еще указать направление вектора вдоль по отрезку. Это можно сделать 
при помощи стрелки, или соответственною расстановкою букв или 
цифр, или каким-либо другим способом. Положим, что мы условились 
изображать силу е  1 дину длиною в 1 а .  В таком случае ОА (рис. 2) 
будет изображать по величине и по направлению силу в 3,2 дины. 
Силы О А и -Оа, приложенные к точке О, одинакового направления, но
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разной величины. Силы О А и О В — одинаковой величины, но разных 
направлений. Наконец, сила ОС отличается от предыдущих и по вели
чине и по направлению.

Правда, изображать векторы отрезками и производить над ними 
графические построения в особенности удобно тогда, когда все данные 
векторы расположены параллельно одной плоскости, ко
торую мы и можем принять за плоскость чертежа.
Однако и в общем случае бывает очень полезно предста
влять себе векторы в пространстве в виде прямых от- . 
резков определенной длины и определенного направле
ния и производить над этими векторами мысленно раз
личные геометрические построения. Уменье мыслить 
пространственно крайне важно как для физика, так 
и для инженера. Наконец, для графических построений 
можно векторы, распределенные в пространстве, проек
тировать на плоскость, как это делается в начертатель
ной геометрии.

4. Обозначение векторов. Впрочем, геометрические 
построения в пространстве можно заменить алгебраиче
скими действиями над проекциями векторов на какие-либо оси координат. 
Так поступают, например, в аналитической геометрии и в аналитической 
механике. Но со времени изобретения векторного исчисления мы имеем 
возможность производить вычисления, вполне аналогичные алгебраиче
ским, непосредственно над самими векторами, а не над их проекциями, 
и получать результаты, независимые от выбора той или иной системы 
координат. Это последнее обстоятельство имеет немаловажное значение 
для исследования физических явлений. Кроме того, векторное исчис
ление часто значительно упрощает вычисления и представляет их в более 
наглядной форме. Ввиду этого полезно с ним ознакомиться; и это тем 
более, что векторное исчисление уже вошло в обиход современных учеб
ников и современных научных работ по теоретической физике.

Условимся обозначать векторы большими или малыми прямыми бук
вами жирного латинского шрифта, тогда как для скаляров оставим 
обыкновенный курсив. Так, например:

А, В, R, а, Ь, г

будут изображать у нас векторы и по величине и по направлению, 
тогда как

А, В, R, а, Ъ, г

будут у нас скалярные величины тех же векторов.
В Германии принято векторы обозначать готическим шрифтом.
5. Сложение векторов. Мы уже сказали, что векторы складываются 

геометрически. Условимся обозначать сумму двух векторов А и В 
таким образом:

А -Г- В =  С.

5]

Это означает, например, следующее.
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Пусть точка О (рис. 3) должна совершить два перемещения, которые 
даны векторами А и В каково будет результирующее перемещение 
точки?

Изобразив на чертеже отрезком ОА ве-тор А, отложим от конца 
этого вектора отрезок АС, равный и параллельный вектору В, т. е.

В

Заметим, что если 

то вообще

отрез-у О В. После дву* таких пе
ремещений точка О перейдет в С, 
и, следовательно, результирующее 
ее перемещение из О в С будет 
изображаться отрезком ОС или век
тором С.

Итак, вышенаписанное векторное 
равенство означает, что С предста
вляет собою геометрическую сумму 
векторов А и В.

А +  В =  С,

и только тогда,, когда А и В одного направления,

Рассматриваемая нами точка О могла 
бы сперва переместиться по ОВ (рис. 4), 
а затем по ВС; результирующее пере
мещение было бы тоже ОС.

Значит, можно написать:

C =  A-J-B =  B-j-A.

» А

Наконец, смешения А и В можно 
себе представить происходящими одно
временно, например в одну секунду; тогда А иВ  могут изображать сред
ние скорости рассматриваемых смещений, а С будет результирующая 
средняя скор ють движения.

Мы можем поэтому сказать, что результирующий вектор С (рис. 5) 
представляет собою по величине и по направлению (см. стрелки) диаго-

В

Риз. 5.

наль параллелоггама, построенного 
на векторах А и В  {права ю парал- 
лелог' ама).

Как видим, векторы приходится 
иногда переносить параллельно самим 
себе: на рис. 3 мы поступили так 
с вектором В. Поэтому условимся 
считать равными векторы, которые 
можно совмес(ить параллельным 
перемещением.

6. Перемена знака вектора. Пусть точка О прршла путь О А и затем 
прошла обратно по АО  в прежнее положена О  (на рис. 6 оба пути

I
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нарисованы для наглядности не совпадающими). Очевидно, что резуль
тирующее смещение точки равно нулю. Как и в скаларной алгебре, две 
величины, дающие в сумме нуль, нужно считать противоположных зна
ков. Будем это обозначать так:

А — А =  0.

Заметим, что при перемене знака вектора скаларная величина его оста
ется положительной, только направление 
вектора меняется на противоположное.

7. Вычитание векторов. Положим те
перь, что даны два вектора А и В (рис. 7), 

д  и требуется опре-
Q а ■ t..... -  -  >-■■—* _4 делить их раз-

-А ность
Рис. 6. А — В =  С .

Для этого построим вектор А (рис. 7) и от конца его А отложим 
вектор, равный и противоположный вектору В, т. е. АС'; тогда отрезок 
ОС' и будет изображать искомый вектор O'.

Наше равенство можно написать и так:

A- К — В) =  С',

а это означает, что вычитание векторов эквивалентно сложению с пере
меною знака, как 8 алгебре.

8. Пример. Из рис. 8 легко видеть, что в параллелограме, построен
ном на векторах А и В, одна диагональ равна сумме, а другая диагональ 
равна разности этих двух векторов. .

Насколько важно обозначать векторы ^
стрелками, видно из рис. 9, где построен V
тот же параллелограм, но обозначения 
A -J- В и А — В поменялись местами. Объяс
няется это просто тем, что направление 
вектора В здесь противоположно тому, 
котор е он имеет на рис. 8.

9. Сложение и вычитание трех век
торов. Пусть даны три вектора А, В и С Д’
(рис. 10), изображенные отрезками ОА,
ОВ, ОС, которые могут и не лежать в 
одной плоскости.
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Докажем, что сумма этих трех векторов равна вектору D — OD, 
иредставляющему собой диагональ параллелепипеда, построенного на 
векторах А, В и С.

Действительно, складывая сперва векторьГ А и В, получаем их сумму 
в виде диагонали OB' параллелограма ОАВ'В; а, приложив к OB' еще 
третий данный вектор С — ОС, получаем В — OD, как диагональ парал
лелограма OBDC.

Итак, мы можем написать векторное равенство:

A -f  B - f  C =  D.

При нашем сложении мы шли по пути OAB'D  и замкнули этот 
пространственный четырех^ о ьник результирующим вектором OD. Но 
с тем же правом мы могли пойти по пути О В С D и с тем же результа
том, т. е. замыкающая сторона была бы омять OD.

Однако для пути OBC'D  мы должны написать векторное равенство 
в таком виде:

В - f  С -j- А — D.

Наконец, идя по пути OAA'D, мы получили бы

B -j-C -f A =  D.

Как видим, векторная (геометрическая) сумма так же не зависит от 
порядка сложения, как и скаларная (алгебраическая) сумма.

Советуем читателю для упражнения доказать, что

А С  =  — A -j- В -у- С,
В А  =  А — В - f  С,
СВ' =  A - f  В — С.

Из того же параллелепипеда непосредственно следует, что

A - f  В =  D — С,
A -f  B - f  С — В =  0.

Отсюда заключаем, что векторы тоже можно переносить из одной 
части векторного равенства в другую с переменою знака, как это 
делается и в алгебраических равенствах.

Если сумма нескольких векторов равна нулю, то это значит, что 
они образуют замкнутый многоугольник.

Если сумма трех векторов равна нулю, то они образуют замкнутый 
треугольник и, следовательно, лежат в одной плоскости или могут быть 
перенесены в одну плоскость параллельным перемещением (компла
нарны).

Уравнение треугольника (рис. 11) будет

A -f B - f  С =  0,

между тем как для треугольника (рис. 12 и рис. 3) имеем:

A -f  В — С =  0.
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Образуя подобные уравнения, т. е. суммируя по замкнутому контуру, 
можно итти в любом направлении, но необходимо брать векторы со 
знаком -{- (плюс), если направление пути совпадает с направлением дан
ного вектора (см. стрелки); если же направление пути противоположно 
направлению вектора, то берут вектор со знаком — (минус).

10. Общие правила. Полученные нами для трех векторов результаты 
мы можем обобщить на случай скольких угодно векторов и установить

следующие общие правила:
а) Сумма нескольких век

торов есть вектор, предста
вляющий собою замыкающую 
сторону векторного много
угольника, составленного из 
всех слагаемых векторов. При 

А этом начало каждого вектора А
Рис. 11. совпадает с концом преды- рис. 12.

дущего вектора, а резуль
тирующий вектор направлен от начала первого вектора к концу 
последнего.

б) Сумма векторов не зависит от порядка сложения.
в) Перемена знака вектора означает перемену его направления на 

противоположное, без изменения его скаларной величины.
г) Вычитание эквивалентно сложению с переменою знака.
д) Векторное равенство не нарушается от прибавления к обеим 

частям его по одинаковому вектору.
е) - В векторном уравнении можно переносить любой член из одной 

части в другую с переменою знака.
11. Произведение скалара на вектор. Символ аА означает вектор 

того же направления, что и А, но скаларная величина которого в а раз 
больше, чем у вектора А. При этом мы можем писать множитель а 
перед вектором или за ним:

аА =  А а.

На рйс. 13 нарисованы два парал- 
лелограма ОАСВ и ОА'С'В', причем 
у второго все линейные размеры в 
а раз больше, чем у первого. Диа
гонали обоих параллелограмов дол
жны, конечно, совпадать, если сторо
ны ОА и ОВ совпадают со сторо
нами О А ’ и OB’. Отсюда легко 
заключить, что если

А +  В =  С,
то

aA-J- аВ =

Итак, произведение скалара на вектор обладает свойствами, вполне 
аналогичными свойствам обыкновенных алгебраических произведений.

1 1 ?

В' С'

a(A-f В).
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а) Свойство
a A ~  Aa

называется пермутативностыо (перестановка).
б) Свойство

а (А В) =  а к аВ

называется дистрибутивностью (распределение множителя на отдельные 
члены).

Заметим, однако, сейчас же, что не все векторные операции обла
дают этими свойствами, как об этом подробнее будет сказано ниже.

12. Единичный вектор. Единичным вектором называется вектор, ска
лярная величина которого равна выбранной единице. Обозначая единич
ный вектор знаком Ар мы можем любой вектор А представить как 
произвеление единичного вектора Аг на скалярную величину А  данного 
вектора. Таким образом

А =  ЛАГ

Единичные векторы часто употре
бляются для обозначения направления какой- 
либо линии, или — как ее называют в та
ких случаях — направления оси, по кото
рой еще не отложены векторы.

13. Проекция вектора на ось. Как из- 
s вестно, под проекцией длины А вектора 

на какую-либо ось s подразумевают ве
личину A cos Ms), где (As) означает угол 
между направлением вектора А и оси s. 

Но из рис. 14 мы видим, что cos (As) может считаться и положительным 
и отрицательным, смотря по тому, будем ли мы за угол между А и $ 
считать угол а или угол [}. Поэтому во избежание неопределенности 
необходимо в каждом случае условиться относительно направления оси, 
на которую проектируется вектор, и на чертеже указывать стрелками 
как направление вектора А, так и направление оси s.

Проекция вектора А на ось есть вектор скалярная величина кото
рого равна A cos (As) и направление которого совпадает с s.

Мы будем иногда обозначать скаларную часть проекции вектора А 
на ось s через

At —  A  cos (As),
а самый вектор

AS —  A  cos (As) sr

У некоторых авторов величина проекции, т. е. скалар As, обозна
чается тем же шрифтом, что и самый вектор ks.

14. Проекция уравнения на ось. Представим себе в пространстве два 
вектора А и В (рис. 15) и сумму их

А

А +  В =  С.
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Проекции этих векторов на ось $ будет соответственно:

А а= 0 А \
В S =  A 'C ,

17

Из чертежа видно, что 

или также

Cs= 0 'C '.

* ,  +  » .  =  « ,

А , +  В , =  СГ

Обобщая этот результат на случай скольких угодно векторов, полу
чаем теорему: проекция суммы нескольких векторов на какую-либо ось 
равна сумме проекций этих векторов на ту 
же ось.

Или иначе: в векторном уравнении можно 
всем членам его приписать значки любой 
оси £ и обратить его, таким образом, в ска- 
‘'ларное уравнение.

15. Метод координат. Очень часто век
торы задаются не непосредственно, а вели
чиною своих проекций на оси координат. В 
большинстве случаев пользуются прямолиней
ною, прямоугольною системой координат; 
будем ее называть „декартовой", или „кар
тезианской".

Различают две декартовы системы коор
динат. В одной из них (рис. 16а) напра
вления осей выбраны так, что если ввинчивать буравчик по оси - \ -Z, 
то надо его ручку поворачивать от оси -j- X  к -f- Y, как показано на 
рис. 16а. Точно так же, ввинчивая по оси -\-Х , мы должны ручку по
вернуть от -j- У к —(- Z, а ввинчивая по - \ - Y — повернуть от - \-Z  
к Х\ круговой порядок букв X Y Z X  остается при этом неизменным. 

j  Эта система называется пра- ^
вовинтовою системою.

В противоположность 
этой системе, в левовинто
вой системе (рис. 166) оси 
расположены так, что по
ворот ручки буравчика от 
- \ -Х  к -j- Y ввинчивает его 
по —Z  и т. д. Советуем 
читателю на какой-нибудь 
модели самому убедиться в 
том, что левовинтовая си
стема никакими поворотами

не может быть приведена в совпадение с правовинтовою системой. Обе 
системы существенно отличаются друг от друга совершенно так же, как 
отличны друг от друга два винта один с правой (рис. 17, а) и другой 
с левою нарезкою (рис. 17, b).
2 Теоретичеокая физика. Ч. I.

- X

Рис. 1бб.
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Правовинтовую систему можно обратить в левовинтовую, если пере
менить направление одной из осей на противоположное или переменить 
направление всех трех осей. При перемене знаков двух осей система 
остается того же рода.

При зеркальном изображении (рис. 18) одна система превращается 
в другую.

Мы будем пользоваться исключительно правовинтовою системою.

Рис. 17.

Для проекций какого-либо вектора А на декартовы оси координат 
мы имеем следующие соотношения, как это видно из рис. 19:

А х — А cos (АХ); 
А у —  А cos (A Y); 
Az =  A cos (AZ); 

A ' ^ A l + A l + A *

А =  А  х cos (АХ) А- А у cos (A Y) - f  Аг cos (AZ))
А =  А* +  Aj, +  Аг.

Z

Рис. г8. Рис. 19.

Последнее равенство можно толковать так: любой вектор равен 
сумме своих проекций на оси координат.

Это последнее положение верно и при косоугольных координатах.
16. Преобразование декартовых координат. Как пример применения 

векторного уравнения предыдущего параграфа мы приведем вывод фор
мул перехода от одних декартовых координат (прямолинейных и прямо
угольных) к другим декартовым координатам с общим началом.
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Проведем из общего начала координат к какой-либо точке Р  про
странства вектор г (радиус-вектор) и разложим его на составляющие по 
осям координат; мы можем при этом написать два векторных уравнения:

r =  x-fy  +  z,
г = £ - Н - К -

Проектируя первое уравнение на оси OXYZ, а второе уравнение на 
оси OEHZ, мы непосредственно получаем искомые формулы. Однако, 
прежде чем делать это, мы введем сокращенные обозначения, которые 
нам пригодятся и впоследствии:

cos (ZE) =  аг; cos (X Н) — а2; cos {XT) ~ а 3, 
cos(FE) =  Pjj cos(7H) =  p2; cos(FZ) =  p3; 

cos (ZS) =  Yi; cos(ZH) =  Y2» cos(ZZ) =  y3.
При этих обозначениях проекции второго уравнения на оси OXYZ  
дают

х = ctjS -{- д2г, -)- а3С;

У —  М  М  +  Рз’5

тогда как проекции первого уравнения на оси 0SHZ дают

S =  «i* +  Pi.y +
Ч =  +  М  +  Ъг '>
< =  a3x + $ 3y  +  43z.

Заметим, что вторую тройку уравнений мы могли бы получить из 
первой тройки, решая ее относительно S, 7], £ (три уравнения с тремя 
неизвестными); точно так же и из второй тройки мы могли бы получить 
первую.

Во-вторых, легко видеть, что коэфициенты преобразования координат 
в обеих тройках одинаковы, но расположены они иначе, а именно: коэ
фициенты, стоящие в первой тройке в одной строке, стоят во второй 
тройке друг под другом, и обратно. Это позволяет нам изобразить фор
мулы преобразования координат в виде таблицы:

$ л с

X 0) ч ч

У Pi h Рз

Z Тз Тз

2*
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Смысл этой таблицы (подобные таблицы будут у нас часто встре
чаться) ясен сам собою: для того чтобы получить формулы преобразо
вания для х, у , z, нужно составлять суммы произведений из вверху 
стоящих координат на коэфициенты соответствующей строки; для того 
чтобы получить формулы преобразования для £, 7), £, нужно составлять 
суммы произведений из слева стоящих координат на коэфициенты соот
ветствующего столбца таблицы.

Девять коэфициентов, составляющих таблицу преобразования, не 
независимы друг от друга; действительно, так как рассматриваемые нами 
координаты прямоугольны, то суммы квадратов косинусов, стоящих 
в каждом ряду и стоящих в каждом столбце должны равняться единице 
(теорема Пифагора). Таких соотношений мы имеем шесть. Отсюда сле
дует, что из девяти коэфициентов таблицы независимо друг от друга 
могут быть взяты только три. Иначе говоря,. положение одной системы 
декартовых координат относительно другой такой же системы, при общем 
начале координат, вполне определяется тремя углами.

Мы преобразовывали проекции радиуса-вектора г; но нетрудно ви
деть, что по тем же самым формулам будут преобразовываться при 
переходе от одной системы декартовых координат к другой проекции 
любого вектора А.

2. ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

17. Скаларное произведение. Как известно, работа силы F по пути S 
определяется произведением силы на путь и на косинус угла между ними.

Подобные произведения двух векторов F и s часто встречаются 
в физике.

Работа W  есть скалар, а потому и само произведение Fs cos(Fs) 
называется скаларным.

Мы будем обозначать скаларное произведение двух векторов А и 8, 
ставя буквы рядом или разъединяя их точкою, или заключая их в круг
лые скобки; вообще — как принято обозначать произведения двух ска- 
ларов. Только шрифт векторных букв будет нам указывать на то, что 
нужно помножить еще на косинус угла между векторами. Так, например:

W =  АВ =  А • В =  (АВ) =  АВ  cos (АВ).
Из нашего определения скалярного произведения непосредственно 

следует, что если оба вектора параллельны [cos (Л.6) =  1], то
(АВ ) =  АВ.

Точно так же х
(А)2 =  Л2.

Если же оба вектора перпендикулярны друг к другу [cos (АВ) =  0), 
тогда и скаларное их произведение равно нулю:

(АВ) =  0.
Справедливо и обратное заключение: если (АВ)=^=0, но А=£0 я 

В =Д 0, то А _[_ В Т
1 Зачеркнутый знак равенства означает неравенство:

А=£ Возначает, что А г:е равно В.
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Так как 

то, очевидно,
cos (АВ) = 

(АВ):

= cos(54), 

КВА)

= АВ +  АС

(пермутативность ).
Далее, скаларное произведение можно рассматривать как проекпию 

одного из векторов например А, на направление другого вектора В, 
и притом увеличенную в В  раз, или наоборот:

(АВ ) =  Ав В =  АВа,

а так как проекция суммы равна сумме проекций (стр. 17, 14), то мо
жем написать:

А(В +  С ) =  А{В +  С)а =  АВа + А С а .

(дистрибутивность ).
Значит, с векторами в скаларном произве

дении можно обращаться по известным прави
лам скаларной алгебры.

Мы можем воспользоваться этим для вы
вода целого ряда теорем геометрии.

18. Примеры. На рис. 20 мы имеем:
С =  А — В. Рис. 20.

Возведя это равенство в квадрат, т. е. умножая скаларно само на 
себя, имеем:

С2 =  (A - f  В)2 =  А2 4 - 2 (АВ) +  З2,

или переписывая его в скаларной форме:
С2 =  Д2 _|_ 2.45 cos (АВ) +  5 2,

получаем известную теорему о квадрате стороны треугольника.
Если А перпендикулярно к В, то 

(АЗ) =  0, и мы имеем теорему Пифагора:
С2 =  А2 —J— В2.

Далее, для диагоналей параллело- 
грама имеем (рис. 21):

(А +  В) +  (А — В)2 =  2(А2 +  В2),
(А 4- В)2 — , А ■— В)2 =  4 (А8),

(А -J- В) (А — В) =  А2 — В2.

Первое равенство означает, что сумма квадратов, построенных на 
диагоналях любого параллелограма, равна сумме квадратов, построенных 
на его четырех сторонах.

Второе равенство говорит, что разность квадратов диагоналей па
раллелограма равна учетверенному произведению двух смежных сторон 
на косинус угла между ними.

Для ромба А — В) тем не менее (А — В) не равно нулю, потому 
что эти два вектора имеют разные направления.



2 2 I. ВЕКТОРЫ

Из последнего равенства, в котором для ромба надо положить 
А 2 — В 2, мы видим, что в ромбе обе диагонали перпендикулярны друг 
к другу, потому что их скалярное произведение равно нулю.

19 Скаларное произведение в декартовых координатах. Разложим 
два вектора А и В по осям координат X , Y, Z  и составим их скалар
ное произведение. Каждый из векторов можно рассматривать как гео
метрическую сумму его проекций на оси координат (стр. 18, 15), а по
тому можем написать:

(АВ) =  (A* -j- A v +  Аг) (Вх -f- Ву —j— Вг).

При перемножении и раскрытии скобок надо иметь в виду, что 
проекции на разные оси перпендикулярны друг к другу и дают в ска
лярном произведении нуль: например А̂ Вг — 0 и т. д. Поэтому из 
девяти членов произведения останутся только три, которые можно 
написать и скаларно:

(АВ ) =  A xB x + A yBy +  AzBz.

Если принять А —  В =  1, тогда получаем: 

cos (АВ) =  cos (АХ) cos (ВХ) -J- cos (A Y) cos (ВУ)~{- cos (AZ) cos (BZ).

Это — известное из аналитической гео
метрии выражение для косинуса угла 
между двумя линиями в пространстве.

20. Пример. Применим понятие о 
скаларном произведении к выводу урав
нения плоскости в декартовых коорди
натах.

, Пусть дана некоторая плоскость 
У  abc (рис. 22). Опустим из начала коор

динат О на эту плоскость перпендику
ляр О Р =  р; это будет вектор с соста
вляющими р х, ру, рг. Проведем к ка
кой-нибудь другой точке А  той же 
плоскости радиус-вектор г, и пусть его 
составляющие будут:

ry= y ,  rz — z.

Очевидно, что для любого вектора г, проведенного из начала в лю
бую точку А этой плоскости, мы можем напи;ать:

гр =  Р>
откуда

V P  =  (r-p) =  p 2

■— это и есть векторное уравнение плоскости
Чтобы превратить его в обычный вид, обозначим через р, единичный 

вектор по направлению нормали Оп\ его проекции на оси координат

Z
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будут представлять собою не что иное, как косинусы углов, обоазуемых 
вектором р с этими осями, а именно:

cos (пХ), cos (л У), cos(/zZ).

Тогда получим по стр. 22, 19:

(г* Pj) =  xcos (п X ) -\-у  cos (n Y )-\- zcos (nZ) =  p

— обычное уравнение плоскости.
Если наша плоскость должна проходить через какую-либо точку, для 

которой дан радиус-вектор г0 , проведенный из начала координат, или, 
что все равно, даны координаты дг0 , у 0 , z0 этой точки, тогда вектор 
(г — г0) должен лежать в нашей плоскости и, следовательно, быть пер
пендикулярен к рт , скаларное произведение векторов (г — г0) и Pi дол
жно равняться нулю:

Pi (г ■ ■ г0) =  0.

Это выражение представляет собою уравнение плоскости, проходящей 
через точку г0 и перпендикулярной к данному направлению рг .

В развернутом виде имеем:

(х  — х0) cos (п Х ) -{ - (у  — Уо) cos (п Y) -j-(z  — z0) cos (nZ ) =  0.

Уже из этого примера мы видим, каким образом векторные уравне
ния могут быть применяемы в аналитической геометрии.

21. Векторное произведение. Наряду со _ скаларным произведением 
векторов А и В, которое равно ЛБ cos(.45), в физике часто встречается 
еще так называемое векторное произведение, величина которого равна 
ЛБ sin (ЛБ), т. е. равна площади параллелограма, построенного на век
торах А и В.

Заметим, что всякая площадь характеризуется не только своею вели
чиною, но и своим направлением в пространстве; поэтому естественно 
считать векторное произведение двух век
торов

С =  ЛБ sin (ЛБ) 

тоже за вектор.
Каково же направление этого вектора?

Направление площади в пространстве мож
но определить направлением ее нормали, 
а потому и вектор С (рис. 23) следует 
отложить по нормали к площади ОАВ'В.
Но здесь мы опять встречаемся с тем 
обстоятельством, что всякая линия, а сле
довательно, и нормаль к площади ОАВ'В 
имеет два направления, и нам необходимо условиться, какое из них 
принять за положительное, т. е. за то направление, по которому нужно 
отложить вектор С. Условимся откладывать вектор С так, чтобы Евкторы 
А, В и С образовывали правовинтовую систему (рис. 23). Это означает*

С-[А В]
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что поворот ручки буравчика от А к В (по кратчайшему пути) дол
жен сообщить буравчику поступател! ное движение по С.

Мы выбираем правовинтовую систему потому, что у нас оси коорди
нат тоже образуют правовинтовую систему. При этом площадь, напри
мер четырехугольника ху, будет изображаться вектором по оси Z  и т. д.

Векторное произведение в отличие от скаларного произведения мы 
будем обозначать четырехугольными скобками (рис. 23):

С=[А В].

Из нашего определения векторного произведения непосредственно сле
дует, что если оба вектора параллельны друг другу и sin (АВ ) =  0, то 
их векторное произведение равно нулю,

[АВ] — О,

даже и в том случае, если ни А, ни В сами по себе не равны нулю.
Обратно, если [АВ] =  0, но А 0 и В 0, то А || В — признак 

параллельности двух векторов.
Точно так же всегда

[АД] — 0.

Если же оба вектора перпендикулярны друг к другу — s in '(A B )= l, 
то величина их векторного произведения, очевидно, равна произведению 
их скаларных величин А В. Напомним, что при этих условиях скалярное 
произведение тех же векторов было бы равно нулю (стр. 20, 17).

Векторное произведение в одном отношении существенным образом 
отличается от скалярного произведения. Действительно из определения 
векторного произведения вытекает, что

[АВ] =  •— [ВА];
пермутативность сохраняется, но с переменой знака.

22. Изображение площадей векторами. Часто 
бывает полезно не только параллелограмы, но я 
площади другой формы изображать векторами. 
При этом нужно величину площади откладывать по 
положительной нормали к этой площади. Для 
того чтобы показать, куда у данной площади 
направлена положительная нормаль, можно начер
тить, конечно, эту нормаль, но можно условиться 
на каждой площадке указывать на правление ее 
контура стрелкою (рис. 24), а нормаль считать 
направленной так, чтобы контур и положительная 

нормаль образовывали правовинтовую систему. Это означает, что при 
повороте ручки буравчика по направлению контура, сам буравчик пойдет 
по положительной нормали (рис. 25). Этому условию удовлетворяет и 
наш параллелограм (рис. 23) вектора С, у которого контур нужно на
чинать с вектора А и итти по ОАВ'В.

Если величину площади считать вектором, отложенным по ее поло
жительной нормали, то проекция вектора С на какую-либо ось s будет

п

Рис. 24.
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изображать площадь проекции площадки S на плоскость, перпендику
лярную к s. Действительно, ведь проекция площади на плоскость полу
чается умножением на косинус угла между ними, так же как и проек
ция вектора на ось; но косинус угла между нормалями двух плоскостей 
всегда равен косинусу угла между этими плоскостями.

На рис. 25 и 26 одна и та же пло- ^
щадка S но с противоположными напра
влениями контуров, проектируется на пло
скость XY, а вектор, ее изображающий, 
проектируется на ось Z.

Условимся ту сторону площадки, из 
которой выходит положительная нормаль, 
считать положительной.', а ту сторону, в 
которую входит положительная нормаль, 
будем считать отрицательной (рис. 25 и 
26). На плоскости X Y  первая площадка 
имеет положительную проекцию, а вто
рая — отрицательную.

Если дана площадка с контуром опре
деленного направления, то изображающий 
ее вектор тоже вполне определен и по 
величине и по направлению. Наоборот, если
дан вектор, то мы всегда можем приурочить к нему некоторую пло 
щадку определенной величины с контуром определенного направления. 
Но форма площадки при этом не играет роли.

23. Сложение и разложение площадок. Всякую площадку S можно 
разложить на составляющие площадки, проектируя ее на плоскости 

7  координат (рис. 27), и мы можем на
писать:

2 3 ]

Рис. 25.

$ =  S 4-S 4-Sw уг » zx Г wху ’

где площадка S представляет собою 
геометрическую сумму ее проекций на 
плоскости координат.

В то же самое время вектор п, изо
бражающий площадку S, разложится по 
осям координат:

П~ п* -Ь пу'4“ пг-
Таким путем плоская площадка S 

разложилась у нас на три плоских пло« 
щадки, и притом вполне определен- 

Рис. 26. кым образом. Но если бы, наоборот,
мы задались тремя любыми плоскими 

площадками по плоскостям координат и пожелали бы их сложить, то, 
вообще говоря, это оказалось бы невозможным: мы можем совсем не 
получить замкнутого контура. Причина этого лежит в том обстоятель
стве, что для каждой точки проекции искомого контура — на плоско
стях координат уже даны две координаты, и, следовательно, для каждой
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s \  7 s- у  \  /

Г V s  \

V

/

точки искомого контура даны шесть координат; а этого для трех из
мерений слишком много. Между тем склад./вая три вектора п .̂, п„, пг , 
изображающих величину данных площадок, мы всегда получим вполне 
определенный результат, а именно: вектор п

Как согласовать такое разногласие? Мы уже обращали внимание на 
то, что форма площадок при их векторном изображении не играет ро- 

7  п ли, а имеет значение только величина
их. Поэтому, складывая геометрически 
три вектора пх , пу и пг и получив 
вектор п, мы можем приурочить ему 
площадку любой формы; однако вели
чина этой площадки должна равняться S, 
ее нормаль должна бшть направлена по 
п и контур ее должен образовать с п 
праовинтовую систему. Проекции этой 
площадки на плоскостях координат, 
вообще говоря, совсем не будут сов
падать с заданными нам проекциями 
ни по форме, ни по положению; тем 

Л  не менее, они будут равны заданным
Рис. 27. проекциям по своей величине.

Имея это в виду, мы можем скла
дывать любые площадки, как векторы, и под геометрическою суммою 
нескольких площадок подразумевать площадку, вектор которой равен 
геометрической сумме векторов слагаемых площадок.

Итак, при геометрическом суммировании площадок их форма не имеет 
значения.

24. Пример. Представим себе параллелепипед 
добно тому как диагональ параллелограма ОВ' 
собою геометрическую сумму двух прилежа
щих сторон ОА и ОВ , точно так же и диа- С'
тональная плоскость параллелепипеда OB'DC о
представляет собою геометрическую сумму 
двух прилежащих граней ОАА'С и ОВС'С,

В‘ этом легко убедиться, если проекти
ровать грани параллелепипеда на какую- 
нибудь плоскость, например на плоскость 
рис. 28. При этом все грани параллелепи
педа будут проектироваться в виде паралле- 
лограмов, и площадь проекции диагональной 
плоскости OB'DC будет равна сумме проек
ций площадей ОАА'С  и ОВС'С, т. е. сумме Рис. 28.
проекций двух прилежащих граней. Доказать
это легко по рис. 28, принимая во внимание, что площадь ОВС'С равна 
площади A B 'D A , а площааь OB'DC равна сумме площадей ОАА'С и 
AB'D A \

Итак, для нашего параллелепипеда имеем:

ОАВС  (рис. 28). По- 
(рис. 28) представляет

В"

[(А +  В) С] =  [АС]+[ВС],
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а это означает, что при векторном произведении имеет место дистри
бутивность, как в алгебре.

Конечно, при таком дистрибутивном перемножении 
хранить порядок следования векторов друг за другом, 
тировать; иначе мы изменим знак соот
ветствующего векторного произведения.

25. Пример. Применим только что 
доказанное правило к тетраэдру (рис. 29).

Ребра этого тетраэдра будут соот
ветственно:
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необходимо co- 
т. е. не перму-
0

ОЛ =  А; О В  — В; ОС =  С; 
АВ =  В — А; ВС =  0 — В; СЛ — А — С.

Удвоенные площади без боковых 
граней будут:

[АВ], [ВС], {СА],

>С

причем все нормали направлены наружу тетраэдра.
Удвоенную площадь основания можно выразить тремя эквивалентными 

формулами:
2 Д  =  [(В — А) (С -  В)] =  [(С — В) (А -  С)] =  [(А — С) (В — А)].

Нормаль основания у нас направлена внутрь тетраэдра (см. направле
ние контура АВС).

Производя перемножение с раскрытием скобок и принимая во вни
мание, что [АА] =  [ВВ] =  [СС] =  О,

получаем из любого выражения:
2 А  =  [АВ] +  [ВС] -f- [СА],

/  т. е. что площадь основания тетраэдра
равна геометрической сумме трех 
его боковых граней, или, что то же 
самое, площадь основания тетраэдра 
равна алгебраической сумме проекций 
трех его граней на плоскость основания.

В этом же смысле мы можем ска
зать, что сумма всех граней любого 
замкнутого многогранника равна ну
лю, а векторы, их изображающие, 
образуют замкнутей многоугольник. 
Легко обнаружить, что это верно и 
для тела, ограниченного кривыми по
верхностями, если разбить их на бес
конечно малые плоские площадки. 

Возьмем в плоскости X Y  (рис. 30) радиус 
совпадения с осью К. Получим новое поло

Рис. 30.

26. Сложение вращений. 
О А ~ г  и повернем его до
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жение ОВ. Угол поворота а3 имеет вполне определенную величину и 
направление, и мы могли бы условиться откладывать его по оси враще
ния Z  подобно тому, как мы условились откладывать векторные произ
ведения и величины площадей. Тем не менее, угол аЛ не есть вектор.

Действительно, повернем радиус ОВ в плоскости FZ, т, е. вокруг 
оси X , на угол а2 до положения ОС и отложим угол а2 по оси X, а 
затем приведем ОС опять в совпадение с ОА поворотом в плоскости 
ОСА на угол а3 ; этот угол придется отложить на некоторой оси V, 
перпендикулярной к плоскости ОСА. Так как точка А  описала замкну
тый путь, т. е. результирующий угол поворота радиуса г равен нулю, 
то, если бы углы а были действительно векторы, мы могли бы написать 
векторное равенство:

« i4 -« a  +  e* =  0.

Между тем, эти три вектора не составляют замкнутого треугольника. 
Из рис. 30 прямо видно, что ось V  даже не лежит в плоскости ZX, 
в которой лежат векторы аг и а2, и, следовательно, а3 не может быть 
диагональю параллелограма, построенного на аг и а2.

Далее, если применить к шаровому сектору О АВС  теорему о зам
кнутых многогранниках (стр. 27, 25) и принять во внимание, что площадь

кругового сектора с углом а равна ~гГ2я и что эту площадь можно от-

дожить в виде вектора, как мы хотели откладывать углы а, то можем 
написать векторное уравнение:

г2 (ctj -f- а2 -J- <х3) -}- вектор площади (АВС) =  0.

Но из этого мы видим, что векторная сумма (а2 -f- а2 -j- а3) не равна 
нулю. Только при бесконечно малых углах а (в пределе), когда пло
щадь АВС  делается бесконечно-малой величиной второго порядка, мы 
имеем право написать:

dctj -f- da2 -j- dz3 —  0.

Разделив это уравнение на элемент времени dt и обозначая через и 
угловые скорости, получим:

Ul- fu 2 +  u3 =  0.

Итак, угловые скорости суть векторы, а углы поворота — не векторы.
27. Пример. Пусть точка А (рис, 31) вращается вокруг оси OU, 

описывая полный круг в Т  секунд. Угловая скорость этого вращения 
будет равна

2тг
“ =  Г *

а линейная скорость точки А:

2тг
V==Y г sin (иг) =  иг sin (иг),



2 8 ] ПРОЕКЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ НА ОСИ КООРДИНАТ 2 9

Если мы условимся откладывать угловые скорости в виде векторов 
по оси вращения и притом так, чтобы путь А В , описываемый точкою А, 
и ось OU были в правовинтовом соотношении, тогда все три вектора и, 
г , v будут расположены тоже по правовинтовой системе, и мы можем 
формулу для скорости написать в векторном виде:

V =  [ и г ] .

Поворот ручки буравчика от и к г 
дает ему поступательное движение по 
направлению v  (рис. 31).

В предыдущем параграфе мы уже до
казали, что угловые скорости имеют свой
ство вектора; теперь докажем это еще 
раз несколько иначе. Положим, что точка А 
вращается одновременно вокруг двух 
осей, проходящих через точку О, и пусть 
угловые скорости будут и1 и щ . Так 
как линейные скорости суть векторы и 
складываются геометрически, то результи
рующая скорость должна быть:

К '

V ~  V j - I -  v 2 —  [U jP ] +  [u2r] =  [и г ] ,

где и — результирующая угловая скорость.
Для того чтобы это равенство имело место, необходимо, чтобы

U1 4 “ 112 ”  и>

т. е. угловые скорости должны тоже складываться геометрически.
Момент силы вокруг точки О (рис. 32), как известно, равен про

изведению силы F на плечо A =  /"sin (rF). Поэтому можно и моменты 
сил изображать векторами:

M =  [rF].

Вектор момента M направлен перпендикулярно к 
плоскости, проходящей через г и F

Точно так же, если мы количество движения 
тм, или импульс, обозначим через р , то момент 
импульса будет:

Q — rp sin (rp)

и изобразится в векторном обозначении гак:

0 =  [гр].

28. Проекции векторного произведения на оси координат. Пусть 
даны два вектора А и В своими проекциями на оси координат X, Y, 
X, так что
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Составляя векторное произведение

С =  [ А В ] * [ ( А ,  +  А, +  А ,)(В , +  В , +  Вг)]  =  С, +  С,, +  С,

и принимая во внимание, что векторы одинакового направления дают 
в произведении нуль, и сравнивая величины проекций в правой и левой 
частях равенства, получаем:

Сх =  Л уВг - А гВу , 

Cv =  А Х^г >
Cz =  A xB v- A yBx .

В левых частях этих равенств мы имеем проекции векторного про
изведения [АВ] на оси координат, тогда как в правых частях — проек
ции площади параллелограма АВ  sin (АВ) на плоскости координат.

Формулы эти так часто встречаются, что их полезно знать наизусть. 
Но их и нетрудно запомнить, если заметить, что индексы в первых 
членах правой части непосредственно следуют за индексом левой части 
по правилам круговой перестановки (хyz, yzx, zxy). Индексы же во 
вторых членах правой части представляют собою простую перестановку 
индексов первого члена. При этом буквы А  и В  не переставляются.

Советуем читателю применить эти формулы к выражениям предыду
щего параграфа

v =  [иг], M =  [rF], Q =  [гр],

которые играют большую роль в механике точки и твердого тела.
Если векторы А и В принять равными единице и обозначить коси

нусы их углов наклонения к осям X, Y, Z  соответственно через аг, аа, 
я3, p j , Р2, ($3 , а для вектора С=[АВ] обозначить эти косинусы через 
у , , у2, у , , тогда векторное уравнение

С =  [Aj • В, ] =я sin (АВ) С5 

*аст нам следующие три скаларных уравнения:

81п(ЛД)у1 = о ,р з  — а ,р „
sin (АВ) у2 =  <23 t̂ — С£,р3 ,
sin (АВ) Уз =  а,р2 — a,Pj.

Возводя в квадрат и складывая затем эти выражения, получаем 
известную формулу аналитической геометрии для синуса угла между двумя 
прямыми А, и В, , выраженного через косинус углов, составляемых этими 
прямыми с осями координат:

sin2 (АВ) =  (а2рз — +  (а8р, — cr̂ ) 2 +  (а^ 2 — а ^ ) 2.

Так как
sin a —  | / 1 — cos2 a,

то ту же формулу мы можем получить из выражения для cos (АВ) 
(стр. 22, 19).
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Если А ~ В  —  С —  1 и перпендикулярны друг другу, то, называя 
их X ', У, Z’, получаем формулы, встречающиеся в аналитической гео
метрии при преобразовании декартовых координат:

Y] ~  а2?з аз^2 >
У г ~ азГ̂1 а1^з >
Ys =  а1^2 а2^1 *

Если А =  В — 1 и лежат в плоскости ХУ, тогда получаем:

Yi =  Y2 =  Уз^ 1 и а 2 — аз “  Рг — ? з ~ 0; 
sin (.<4.8) =  cos (/4A")cos (B Y )— cos (/4F)cos (BX).

Таким образом, помня формулы векторного произведения, мы без 
затруднения можем написать целый ряд других важных формул.

28. Произведение трех векторов вида А (ВС). Произведение
(ВС) =  ВС cos (ВС)

есть скалар; поэтому произведение этого скалара на вектор А (стр. 15, 11) 
есть вектор того же направления, что А, но в (ВС) раз больший.

В произведении А (ВС) нельзя переставлять множители в скобках со 
множителями вне скобок, без изменения смысла самого произведения. 
Действительно, векторы

А (ВС) =  Ах ВС  cos (ВС),
8  (СА) =  СА cos (СА),
С (АВ) =  Сх АВ  cos (АВ),

вообще говоря, различной величины, и раз
личного направления.

30. Произведение трех векторов вида 
А [ВС]. Мы уже знаем; что векторное про
изведение [ВС], которое мы обозначим че
рез D, представляет собою площадь паралле- 
лограма ОВВ'С (рис. 33), построенного на 
В и С, т. е. площадь основания параллеле
пипеда, построенного на А, В и С. Проекция 
же А на 0 есть высота этого параллелепи
педа. Отсюда видим, что скаларное произ
ведение (AD) или наше произведение трех
векторов А [ВС] представляет собою объем параллелепипеда, построен
ного на векторах А, В и С.

Так как величина объема должна получиться та же, возьмем ли мы 
за основание

[СА] или [АВ],
то

[ВС],

А [ВС] =  В [СА] =  С [АВ].

Значит в этом произведении, в противоположность произведению А (ВС), 
мы можем переставлять множители без изменения результата произведе
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ния. Необходимо, однако, соблюдать круговой порядок множителей, что
бы не изменить знак произведения.

Из формы этих прои-.ведений непосредственно следует, что если два 
из трех перемножаемых векторов параллельны, то произведение равно 
нулю.

Выразим произведение А [ВС] через проекции векторов на оси коор
динат по (стр. 22, 19, стр. 30, 28)

Итак, объем параллелепипеда, составленного из векторов А, В и С, 
равен детерминэту, составленному из проекций этих векторов на оси

две составляющие по направлениям В и С. Определим величины этих 
состевляющих. Назовем проекцию вектора А на плоскость ВС  через F 
(рис. 34), т. е. положим F =  A  sin (AD); тогда скаларная величина век
тора Е выразится так:

j  другой стороны, так как Е перпендикулярно к F, то (стр. 31, 28):

а это выражение, в свою очередь, равно детерминанту

координат. Миноры же этого детерминанта 
представляют собою проекции граней этого 
параллелепипеда на плоскости координат. 
Если этот детерминант равен нулю, то это 
означает, что три вектора А, В, С лежат 
в одной плоскости или в параллельных плос
костях — компланарны.

О .
\ В

Рис. 34.

В
31. Произведение [А [ВС] ]. Вектор 0 =  

= [ВС] (рис. 34) перпендикулярен к плос
кости векторов В и С. А вектор Е =  [AD] 
в свою очередь перпендикулярен к D и, сле
довательно, лежит в плоскости векторов В и С. 
Мы можем поэтому разложить вектор Е на

Е  =  A sin (A D) D =  FBC sin ВС.

sin (ВС) —  cos (BE) cos (CF) — cos (B F ) cos (CE),

и, следовательно,

E =  SC cos (BE) -F  cos f CF) — BC  cos (CE)- F cos (B F ) =  
—  BC  cos (BE)-A  cos (AC) — SC cos (CE)-A cos (A B )

или в векторном обозначении
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Таким образом вектор Е разложен у нас на два направления, по В 

и по С.
Можно получить тот же результат, оперируя с проекциями векторов 

на оси координат; так, например:

А  -  АР у = А у [Вхсу -  Вус х] -  [ВгСх -  в кс г\,

прибавляя и вычитая произведение АхВхСх и собирая в скобки множи
тели при В х и Сх , получаем:

ЕХ =  В Х( С А ) - С Х(АВ),

а это эквивалентно полученному нами выше векторному выражению 
для Е.

Легко видеть, что

[А[ВС]] +  [В[СА]]+[С[АВ]] =  0.

32. Произведение четырех векторов [АВ] [СО]. Переставляя в этом 
произведении векторы [АВ] и D (стр. 31, 30), получим:

[АВ] [CD] =  С [D [АВ]], 

а по предыдущему параграфу:

[D [АВ] ] =  A (BD) —  В (DA).
Следовательно,

[АВ] [CD] — (СА) (BD) — (ВС) (DA).

33. Полярные и аксиальные векторы. Полезно отметить существен
ную разницу между векторами, которые мы здесь встречали.

Векторы смещения, скорости, силы обыкновенно приложены к точке 
или, как говорят, к полюсу, и направление их определяется непосред
ственно по их физическому смыслу. Подобные векторы носят название 
полярных векторов.

С другой стороны, угловая скорость вращения, мо мент силы и т. п. 
условно откладываются по оси вращения, и направление их не может 
быть определено непосредственно из понятия вращения, а необходимо 
еще условиться, считать ли их направление по правой или по левой 
винтовой системе. Подобные векторы носят название аксиальных век
торов.

Вектор площадки и вообще все векторные произведения предста
вляют собою аксиальные векторы.

Когда мы познакомимся е векторами высших порядков, так назы
ваемыми тензорами, то увидим, что векторное произведение относится, 
строго говоря, к разряду тензоров второго порядка

34. О делении векторов. Мы рассмотрели в этой главе только про
изведения вектор )В, совершенно не упоминая о делении векторов друг 
на друга. Но дело в том, что в скаларной алгебре в с я к о е  изменение 
одного из множителей в произведении а-Ъ —  с изменяет величину с; 
в векторной же алгебре, как легко заметить, и скаларное и векторное 
произведения могут остаться неизменными при некоторых изменениях
3 Теоретическая фишка. Ч. Г.
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одного из множителей, Так, если в произведении АВ заменить вектор В 
любым другим Еектором, проекция которого на А равна проекции В

на А, то произведение не изменится. Поэтому в алгебре а —  имеет
Свполне определенный смысл, между тем как для векторов А — можетS)

иметь разные значения.
Правда, можно было бы условиться относительно того, что понимать 

под делением на вектор, и некоторые авторы действительно пробовали 
это делать. Однако подобные предложения не внесли пока ни упрощения 
в формулах, ни наглядности в выводах. Поэтому лучше совсем отка
заться от употребления вектора в знаменателе во избежание недора
зумений.

'  Таким образом у нас вектор В в знаменателе встречаться не будет; 
мы будем иметь дело только с делением на скаларную  величину В 
вектора, и такое деление будет, конечно, равносильно умножению на 

1
скалар — .

В

3. ПРОИЗВОДНЫЕ И ИНТЕГРАЛЫ

35. Диференциалы в физике. Приложение анализа бесконечно-малых, 
т. е. диференциального и интегрального исчислений к физическим явле
ниям требует некоторых оговорок.

Понятия о производной и о диференциале в математике основано на 
представлении о беспредельно убывающих величинах, и величина про

изводной представляет собою предел отношения двух величин ^  при

беспредельном уменьшении обеих. Для того чтобы этот предел был ко
нечной величины, необходимо, чтобы s была непрерывная функция х.

Между тем, все физические тела состоят из отдельных молекул и, 
следовательно, по существу своему прерывны.

Если мы говорим об элементе длины ds, например какой-либо ли
нейки, то, строго говоря, при беспредельном уменьшении этот элемент 
ds теряет свой физический смысл. Уменьшив ,ds до молекулярных раз
меров, 1 0 ~ 8 см, мы не только не в состоянии будем определить на
правление этого элемента, но даже, если бы мы могли это сделать 
в один определенный момент времени, то в следующий момент вслед
ствие постоянного движения молекул это направление пришлось бы уже 
изменить.

Поэтому, желая применять к физической линейке или вообще к фи
зической линии анализ бесконечно-малых, мы должны физическую линию 
заменить некоторой идеальной математической линией, проведенной 
по некоторому среднему пути сквозь объем, занимаемый рассматривае
мыми молекулами. К этой-то идеальной математической линии и отно
сятся собственно все наши выводы.

То же самое мы можем сказать и об элементе площади d S  и об 
элементе объема do.



Так, например, плотность тела р в какой-либо его точке мы опреде
ляем как предел отношения массы тела dm к его объему do:
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dm

При беспредельном уменьшении do это отношение обращается в 
производную; и мы, действительно, будем с ним обращаться, как с ма
тематической производной.

Однако такое определение плотности может быть прилагаемо к дей
ствительным телам только до известных пределов. Если уменьшить 
объем do до молекулярных размеров, то масса тела, заключающаяся 
в этом объеме, делается прерывною, и, притом не только в простран
стве, но и во времени. Тем не менее, мы можем условиться приписывать 
каждой точке тела определенную плотность, предполагая, однако, что 
для определения этой плотности около рассматриваемой точки был взят 
настолько большой объем, что прерывность материи и движение моле
кул уже не оказывали заметного влияния на величину заключающейся 
в этом объеме массы. С другой стороны, взятый нами объем не должен 
быть слишком велик: ведь он должен в рассматриваемом нами физиче
ском явлении играть роль элемента объема, с которым мы хотим обра
щаться как с диферендиалом. Так, например, из этих элементов объема 
мы будем составлять объемы куба, шара и т. п. физического тела; по
верхность этих тел должна быть достаточно гладкая для того, чтобы 
мы в приложении могли считать ее за грань куба или за поверхность 
шара. В различных приложениях эта степень гладкости, а следователь
но, и величина do, может быть различною.

Это' замечание относится в одинаковой мере к большинству физиче
ских явлений, и вышеуказанную разницу между математическими опреде
лениями и их приложениями к теоретической физике не следует упускать 
из вида

36. Элемент линии. Если нам дана какая- 
нибудь кривая линия 01А  (рис. 35), то мы 
можем ее разбить на отдельные участки или 
элементы ds, настолько малые, чтобы их 
можно было считать за прямые линии. Как 
велики эти участки в действительности, это 
будет зависеть от физических условий и от 
требуемой, точно_ти. Мы будем обращаться 
с этими элементами ds, как с диференциа- 
лами.

Величина ds, есть вектор, коего проекции на прямоугольные прямо
линейные оси координат мы обозначим через dx, dy, dz\ тогда

{d%Y =  { d x f - \ - { d y f \ { d z ) \
Под интегралом

д
j* ds =  А

OlA
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мы будем подразумевать геометрическую сумму всех элементарных ве
кторов кривой линии 01А. Эти элементарные векторы образуют 
как бы многоугольник, коего замыкающая сторона и будет вектор А.

Таким образом интеграл от вектора ds не равен длине s, как это 
было бы, если бы s было скаларом.

Если мы от той же точки О пойдем по какой-нибудь другой линии 
0 2 А и опять придем в точку А, то, очевидно, получим в сумме тот же 
вектор А:

А

f  d s  =  k .
02 А

Следовательно, значение нашего интеграла не зависит от пути инте
грирования, а зависит только от относительного положения начальной и 
конечной точки пути.

Если мы пойдем по обратному пути и, выйдя из точки А, придем 
в точку О, то для любого пути мы получили бы:

о
| rfs =  — А.
А

Если мы пойдем сперва по пути 01 А, а затем по пути А 2О и при
дем опять в исходную точку, то получим нуль:

А О

Обобщая этот результат, мы можем сказать, что любой замкнутый 
контур дает:

£ d s  —  0.

*71

Это означает совершенно то же самое, что геометрическая сумма 
сторон замкнутого многоугольника равна нулю (ср. стр 14, 9).

Знак интеграла с кружком будет у нас означать интегрирование по 
замкнутой границе, в данном случае — по замкнутому контуру.

37. Элемент поверхности. Если нам дана какая- 
нибудь кривая поверхность S, то мы можем раз
бить ее на отдельные участки любой формы, но 
настолько малые, чтобы их можно было считать 
за плоские. Как велики эти участки будут в дей
ствительности, это будет зависеть от физиче
ских условий и от требуемой точности, но мы 
будем обращаться с ними, как с диференциа- 
лами dS.

Каждый элемент поверхности должен у нас 
иметь контур и нормаль определенных направле
ний, по правовинтовой системе (рис, 36).
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Величину dS мы можем изобразить также в виде элементарного ве

ктора ап по положительной нормали к площади dS. Ту сторону элемен
тарной площадки ^S, из которой всходит положительная нормаль, 
будем называть положительной и обозначать знаком -j- (плюс); с про
тивоположной стороны у той же площадки будет — (минус)

Под интегралом по поверхности S:

JiS="
мы будем подразумевать геометрическую сумму всех площадок dS, т. е. 
всех векторов dn.

Всякую замкнутую поверхность мы можем рассматривать как замкну
тый многогранник, составленный из элементов dS. Для замкнутой по
верхности все dn образуют замкнутый многоугольник и, следовательно 
(ср. стр. 27, 25),

^ rfS  =  0 .

Здесь кружок у интеграла опять означает интегрирование по замкнутой 
^ границе, в данном случае по замкну

той поверхности.
Разрежем нашу поверхность по ка

кому-либо контуру abed (рис. 37).
Тогда обе части нашей поверхности 
должны дать одно и то же значение 
интегралу п, но только с противопо
ложными знаками, потому что в сумме 
они дают нуль. И, действительно, если 
мы дадим нашему контуру определен
ное направление стрелкой (рис. 37), 
то нормаль п2 окажется по отно
шению к этому контуру по правовинтовой системе, а п3 по левовин
товой системе и

П1 - И 3 =  0 .

Из этого мы заключаем, что любая поверхность, для которой данный 
контур abed служит границей, имеет одну и ту же величину интеграла

J i S  =  n.

Для того чтобы определить эту величину п, мы можем поступить 
следующим образом.

Проектируем контур abed на плоскости координат YZ Z X  и Х У  
н, определив паощади полученных проекций, 
осям X, У и Z. Тогда получим вектор

жим их величины по

К- <i- U. Qarjnd* 
г * « П  <*. Шсрхап>м

it ft. £мб-ка Т. Р. 
К. Г, У,

а

П =  пх +  Ну Н “  ПЦ
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Я2 = й 2 _|_я2 _1_ л2#

Эти уравнения и будут решать задачу.
При таком способе нужно, конечно, обращать 

внимание на направление контура в проекциях, 
чтобы не ошибиться в знаке.

Так, например, если на плоскости Х У  кон
тур образовал петлю (рис. 3-8), то площадь, огра
ниченную контуром abc, нужно отложить по -f- Z, 
а площадь, ограниченную контуром bde, отложить 
по — Z.

38. Элемент плоского угла. Если на' окружности 
радиуса г у точки Р  выделить элемент линии ds 
и если этот элемент виден из центра под некото
рым углом da, то, как известно,Рис. 38.

ds =  rda.

Если направление элемента ds не совпадает с направлением окруж
ности, то мы можем взять проекцию ds на окружность (с элементом ds 
и элементом длины окружности можно об
ращаться как с прямыми линиями) и по
лучим (рис. 39):

откуда
ds cos (nr) =  r da,

, ds • cos (nr) 
da — -----------—-

Здесь n означает направление положитель
ной нормали к ds. Направления линий 
ds, п, г  должны быть даны или относи
тельно них необходимо как-нибудь уело- . рис_ 3 9  
виться.

39. Элемент телесного угла. Совершенно таким же образом, как с эле
ментом плоского угла da, мы можем поступить и с элементом телесного

угла da). В этом случае вместо окруж
ности нужно будет взять поверхность 
шара. Но шаровые поверхности растут 
пропорционально квадрату радиуса, по
этому элемент поверхности dS, выде
ленный на шаре и видимый из центра 
под телесным углом da>, будет равен:

d S  — г2 d(о.
Если элемент поверхности dS  не сов

падает с поверхностью шара, то мы 
можем провести через точку Р  шаровую поверхность радиуса г 
и взять проекцию площадки d S  на эту поверхность; тогда получим



площадку
плоские):

откуда:
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на шаре (обе площадки по их малости принимаем за

dS  • cos (nr) —  r2d(s>,

d  ca dS-cos (nr) 
r2

Здесь n означает направление нормали к площадке dS.
Заметим, что d(o может быть положительным и отрицательным 

смотря по тому, какая сторона площадки dS видна из точки О и какое 
направление г мы приняли за положительное.
Поэтому у площадки dS  надо дать направление 
ее нормали или, что то же самое, направление 
ее контура (см. стр. 25, 2 2 ). Обыкновенно телес
ный угол считают положительным, когда из его 
вершины видна положительная сторона площадки.

40. Элемент объема в различных системах 
координат. Элемент объема, очевидно, равен ска
лярному произведению вектора элементарной пло
щадки d$ на вектор элемента длины d$ (рис. 41):

do =  (dS ■ ds).

Для различных систем координат элемент площади и элемент длины 
будут иметь различные выражения.

Так, например, в декартовых координатах (рис, 42):
do —  dx dy dz.

Z
2

Рис. 42. Рис. 43.

В косоугольных координатах можем написать:
do =  dx [dy dz).

В цилиндрических координатах (рис. 43) в плоскости X Y  элемент 
площади будет:

d S = r  da-dr
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и, следовательно,
do  —  г  da  d r  d z .

Когда физическое явление симметрично вокруг оси Z , т. е. не за
висит от а, то часто за элемент объема берут разность объемов двух

цилиндров радиусов г  и /■ -fir; 
тогда:

do =  2nrdrdz.
В сф ерических  координатах за 

элемент площадки на шаре радиу
сом г  можно взять четырехуголь
ник, образованный параллелями и 
меридианами.

Элемент длины по параллели 
будет: rsin& -dcp.

Элемент длины по меридиану 
будет: rdft.
Величина площадки

dS  =  г2 sin & • dy ■ dft,

и объем
do =  r2sin d'd<p-dd- dr:

Если ввести в это выражение величину телесного угла diо (стр. 39, 39), 
то получим:

Рис. 44.

do =  r 2 d (.о • dr.

Р'

41. Производная вектора по скалару. Представим себе некоторый 
радиус-вектор г (рис. 45), который в некоторое время t  занимает поло
жение О Р , а во время t  4- d t занимает по
ложение О Р —  г'. Длина РР =  f  — г будет 
некоторый элементарный вектор dr, направление 
которого, вообще говоря, мож^т и не совпадать 
с направлением г. Под производной вектора г 
по скалару t  подразумевают предел отношения 
вектора dr к скалару d t  при беспредельном умень
шении и того и другого.

Как видим, определение векторной производ
ной совершенно одинаково с определением скаляр
ной производной; но разница заключается в том,

, drчто dr, а следовательно, и суть вект оры  и Рис. 45.

имеют не 
Если t

d t
только величину, но и направление. 

есть время, то, очевидно, вектор
dr d  / ч 

V = — =*= — (г) 
d t d t  к ’

есть скорость движения точки от Р  к Р ', a dr есть пройденный этой 
почкой за время d t  путь d s.



Вектор ds мы можем представить как произведение единичного век
тора Sj, направленного по касательной к пути и скалара ds:

ds — dr —  sx ds
и тогда имеем:

42] ПОВОРОТ ВЕКТОРА 41

dr

т. е. единичный вектор касательный к пути (или к траектории точки) 
равен производной радиуса-вектора по пути. В этом случае скалар ds, 
т. е. длина пути принята за независимое переменное, а не время.

42. Поворот вектора. Заметим, что если dr =  О, то это еще не зна
чит, что сам вектор dr =■ 0, а означает только, что радиус-вектор ОР 
не изменил своей скаларной величины, а, оставаясь себе равным, по
вернулся на некоторый угол da0 и принял 
другое направление OQ. Разберем этот 
случай несколько подробнее.

Угол da0 мы можем изобразить векто
ром (рис. 46), отложенным из точки О 
нормально к плоскости OPQ векторов г 
и г', т. е. по оси U0. Тогда ве .тор аг 
может быть представлен и по величине и 
по направлению векторным произведением

dr=z[da0- г].

Впрочем, обыкновенно дается не угол по
ворота самого вектора г, а угол da пово
рота точки Р  вокруг некоторой оси U 
(рис. 46), направление которой не перпен
дикулярно к г . Но и для этого более общего случая мы можем получить 
такое же уравнение. Мы сделаем это двумя способами.

Во-первых, отложив по оси U yi ол da, разложим его на два вектора: 
один по оси U0 и другой — по оси г. Но последняя составляющая пово
рачивает вектор г вокруг оси г и, следовательно, никакого движения 
точки Р  не производит. Первая же составляющая равна:

da0 =  da cos (Ш 0) =  da sin {Ur).

И теперь мы можем написать:

d r= d a ^ -r= d a -rs in (U r)  

или векторное уравнение

dr =  [rfa-г].

При этом ось поворота U может быть и не перпендикулярна к г.
То же самое уравнение мы можем получить еще другим способом.
Проектируем треугольник OPQ на плоскость, перпендикулярную к 

«си U (рис. 46). При этом у точки О’ получится вектор
r0= r s i n ( £ 7r)

U

Рис. 46.
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который поворачивается вокруг перпендикулярной к нему оси U на угол 
da и, следовательно, опять dr —  dar0. В векторных обозначениях имеем:

dr —  [da-г],
т. е. то же самое, что и выше.

Разделив это уравнение на элемент времени at, переходя к пределу 
и обозначая угловую скорость вращения через

получаем выражение для линейной скорости вращения точки Р  через 
угловую скорость вращения вокруг оси U:

v =  [u-r].
В более общем случае, когда вектор г меняет и свою величину и 

свое направление, мы можем разложить вектор dr, а также и скорость 
движения точки v на две составляющие: одну — по радиусу vr, а дру
гую— по окружности v,; тогда получим:

V — v , +  [u-r].
43. Ускорение точки. От вектора скорости мы можем перейти к век

тору ускорения, взяв опять производную по времени. И здесь не нужно 
забывать, что, вообще говоря, не только величина скорости, но и ее 
направление может меняться со временем. Поэтому, написав для скорости

v =  sat>,
где Sj означает единичный вектор по направлению касательной к пути, 
и взяв производную от этого произведения, имеем:

dv
dt

dv , ,
:S' d t + ~ ^ V-

ds,
ж

Но во втором члене справа Sj не может менять своей величины, потому 
что это есть вектор, равный единице: он может менять только свое на
правление. Поэтому совершенно так же, как и выше (стр. 42, 42), при 
вращении радиуса-вектора с угловою скоростью и, мы можем написать:

rfSj
dt

Полученный нами вектор s1 перпендикулярен к sa, т. е. перпендику
лярен к траектории движения и, как легко видеть, направлен от точки Р  
к центру кривизны. Если мы это последнее направление обозначим еди
ничным вектором Rj, то будем иметь:

Sj — RjB,
и, следовательно, второй член правой части выразится так:

•
stv  =  Rxvu —  Rjra2 —  Rj ,

где г есть величина радиуса кривизны траектории.
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Из этого мы видим, что второй член нашей формулы для ускорения 
точки представляет собою не что иное, как цент ростремительное уско~ 
рение т очки.

Полное же ускорение движения точки составилось из д вух  частей: 
яз ускорения по касат ельной  и ускорения по р ади усу  кривизны  траек
тории точки:

• • , „ v zv s ^ s ^ - f - R j — .

44. Геометрическое значение производных. Мы предполагаем, что чи
татель знаком с элементами диференциального и интегрального исчисле
ний, где подробно излагается теория претелов и объясняются значения 
производных и диференциалов. Тем не менее, имея в виду последующие 
применения этих понятий, мы вкратце на
помним читателю геом ет рическое значение У  
этих величин.

Если в плоскости X Y  дана кривая

у = т .  ч

то тангенс угла наклонения касательной 
к этой кривой в какой-либо точке Р  
равен производной

tg a  =

от у  по х  в этой точке. Поэтому, если 
кривая в какой-либо точке не имеет ка
сательной, или касательная делается не
определенной, или если в точке Р  можно провести несколько касатель
ных, то все это будет относиться и к производной.

Отношение d y  к d x  или предел этого отношения, т. е. f \ x :), мы
л АУбудем иногда ради наглядности описывать такими словами: — представляет

собою увеличение у , отнесенное к единице длины d x , которая получается 
при переходе от точки Р  к соседней, т. е. бесконечно близкой точке Р '  
той же кривой.

Иногда мы будем называть — крут изной  или быст рот ой подъема
d x

кривой в точке Р . Отрицательный подъем это, очевидно, спуск.
Понятие о диференциале d y  непосредственно следует из понятия 

о производной:
d y  =  f \ x )  dx .

Действительно, если подъем на единицу длины (крутизна) равен / ' ( х ) .  
то весь подъем d y  на всю длину d x  будет в d x  раз больше, т. а, 
f \ x ) d x .

Как видим, величина d y  зависит и от f ' ( x )  и от dx .
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Если величина какой-либо функции зависит от двух переменных х  
и у, то можно себе представить поверхность (рис. 4-8)

z = f ( x y ) .

Тогда тангенс угла наклонения касательной tr в точке Р  в плоскости, 
параллельной плоскости X Z  (у =  const), будет частная производная от 
г  по х,

~  при у  =  const.
дх

Точно так же, для касательной в плоскости, параллельной пло
скости ZY, получим частную производную от z  по у.

Z

Рис. 48.

— при х  =  const.

Переход точки Р  к соседней точ
ке Р '  на поверхности, т. е. подъем 
на высоту dz, может быть совершен 
в два этапа. Сперва параллельно 
плоскости X Z  мы поднимемся на вы-

й/ лсоту — ах,- затем параллельно пло-
ОХ \х

скости YZ на высоту ф  dy.

Весь подъем, т. е. полный дифе- 
ренциал, будет:

dz =  d f =  dx  4 - dy. 
Ъх 1 by

Мы могли бы получить тот же результат, поднимаясь по другому 
пути: сперва параллельно плоскости YZ, а затем параллельно плоскости 
XZ. Однако, как увидим ниже, бывают и исключения из этого правила.

Совершенно аналогично с этим для функции трех и более пере» 
менных получим:

d f = r x d x J ' - f y d ^ % d ' + - - -

Так как каждая частная производная по одной из переменных берется
днри неизменных всех других переменных, то знак — сам по себе еще не

а Х
имеет определенного смысла, если мы не укажем, какие другие перемен
ные при этом диференцировании остаются постоянными. Так, например, 
частные производные по z  для одной и тол же поверхности

f[ x ,  у, *) =  0  и /(г , а, д) =  0 ,

но выраженной, с одной стороны, в декартовых координатах, а с другой 
второыы,— в цилиндрических координатах, могут быть различными.
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Это значение част ной производной надо себе ясно представлять 
(например геометрически) и не упускать его из виду, иначе возможны гру
бые ошибки, в особенности при применениях в теоретической физике.

45. Производная скалара /  по оси s. До сих пор мы брали про
изводные от скалара по скалару же, и сама производная оставалась ска- 
ларом. Но в теории поля у нас часто будут встречаться производные от 
скаларов, которые имеют векторный характер.

Положим, что какой-либо скалар /  имеет в двух соседних точках 
пространства Р  и Pv  отстоящих друг от друга на длину d s — два раз
ных значения /  и Предел отношения d f  к d s , при беспредель
ном приближении этих двух точек друг к другу называется производной 
скалара /  по направлению  оси s. Эту производную откладывают по на
правлению d s  в виде вектора. Подобные векторы можно 
отложить от точки Р  во все стороны.

Если за направления s взять три оси декартовых 
координат, а скалар /  предполагать функцией х, у, г, 
то получим:

° * ~ Ъ х '  ° у~ ъ „»  ° г ~ Ъг ’

т. е. част ные производные от f { x ,  у , z ) по осям к о 
ординат .

Полный диференциал функции /  будет равен:

d f  =  ̂  d x  -j- ~  d y  dz .
dx _ Ъу Ъг Рис. 49.

Мы можем истолковать это уравнение как скаларное произведение 
двух векторов: одного вектора G коего проекции на оси координат напи
саны выше, и другого вектора ds, коего проекции равны d x , dy , dz.

Тогда можно выражение для диференциала d f  написать в виде ска- 
ларного произведения

d f = ( G - d s ) .

Представим себе поверхность (рис. 49):

/(* ,  У, z ) = / ( r )  =  const,

и положим, что мы переходим в соседнюю точку Р '  той же поверх
ности, т. е. по такому направлению d s ~ d r ,  для которого d f —  Q, 
тогда полученное нами уравнение

(G-rfr) =  0

будет означать, что Еектор G перпендикулярен к dr.
Но векторы dr, лежащие на поверхности /; г), можно провести у точки Я 

во все стороны, и ко всем им вектор G будет перпендику/ярен. 
Отсюда заключаем, что найденный нами вектор G направлен по нормали  
к поверхности /(г ).
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Поэтому, если мы теперь направим ds не вдоль по поверхности, 
а по ее нормали dn, то [co s(G /z)= l] получим:

df —  G • dn,

или

— =  G.
dn

Мы направляли вектор ds вдоль поверхности и по нормали к по
верхности; теперь направим ds вообще по какому-либо косому направле
нию, тогда из уравнения

d f =  (G ds) —  G • ds • cos (Gs) — Qs ds 
получаем значение производной no любой оси s:

ds
Мы видим что производная скалара /  по оси s равна проекции век

тора G, нормального к поверхности / =  const, на эту ось.
Вектор G встретится нам в теории поля, где 

он носит название градиента.
48. Производная вектора А по оси s. Совер

шенно аналогично с тем, как мы сейчас посту
пили со скаларом, мы можем поступить и с век
тором.

Пусть вектор А (рис. 50) имеет в двух близ
ких точках пространства О и О' значения А и А', 
разнящиеся и по величине и по направлению. 
Если свести начала обоих векторов в одну точку 
О и построить их разность а?А, то предел отно
шения вектора dh к скалару ds и будет про
изводная вектора А по оси s. Как видим, эта 
производная по оси s есть вектор, направленный 

по dh, между тем, в предыдущем параграфе мы получили производную, 
направленную по оси s.

Если вектор А нам дан своими проекциями на декартовы оси ко
ординат, то с каждой проекцией мы можем обращаться, как со скаларом; 
тогда получим, например,

dА =  dx  +  dy - f dz.х dx 1 Ьу 1 Ъг
Подставляя сюда

dx —  ds cos (Xs), d y -d s c o s (Y s ) ,  dz =  ds cos (Zs),

Рис. 50.

получаем:
dA ЪА . 3/4 / v  \ i \— -  —  x cos (Xs) 4- ~ ~  cos ( Es) 4 - —^  cos (Zs).
US oX  o y  oZ

Аналогичные выражения получаем для А у и Az. Таким образом мы 
получим проекции на оси координат производной вектора А по напра
влению оси $.



47. Интегрирование по пути. Положим, что точка движется по пути з
под действием какой-либо силы F.

Работа силы на участке пути Oa —  ds будет равна:
d W =  F dscos (Fs).

Работа на другом участке пути ab будет совершаться, вообще го
воря, под действием силы другой величины и иначе наклоненной к 
пути. Тем не менее, мы можем сложить все эти элементарные работы 
и выразить полную работу, совершаемую на конечном пути от О до d  
непрерывною суммою или интегралом

d d
lF=[(F-.<fc) =  J Ff .d$,

о о
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где F5 есть проекция силы на путь.
Подобные интегралы, состоящие из скаларного произведения какого- 

либо вектора на путь, довольно часто встречаются в физике. Они носят 
название интегралов по пути, или по линии s.

Иногда результат интегрирования не зависит от пути, как, например, 
когда Р^=соп51 (ср. стр. 35, 36, где F —  1), 
но иногда при различных путях интегри
рования, получаются различные результаты.

48. Пример. Пусть v — постоянная ско
рость какого-либо твердого тела или потока 
жидкости. Напишем интеграл по пути Od 
(рис. 51):

d d
J'(V-G?S) =  |>'y(V1 >tfS).

V,

Скалярное произведение (v-,-rfs) мы можем толковать как проекцию 
ds на постоянное направление vr  Если длину, ОА (рис. 51) обозначить 
через А, то:

А А

IV (V • rfs) =  -у J  (Vj • ds) —  vA, 
о о

т. е. не зависит от пути.
Если же взять этот интеграл по замкнутому контуру, то получим для 

любого замкнутого контура;
(f) (v • ds) =  0 .

Нечто другое мы получим, если вместо поступательного движения 
тела возьмем движение вращательное.

Скорость точки А (рис. 52) на расстоянии г  от оси при угловой 
скорости вращения и будет равна:

v  =  иг.

t
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Интегрируя по окружности круга г, по пути АВСА, получим; 

ф  (у -ds) =  ur-2nr —  2unr2.

Как видим, результат интегрирования не равен нулю, а зависит от пло
щади описываемого нами круга.

u 49. Поток вектора. Представим себе жид
кость, текущую с постоянной скоростью v  по 
трубе АВ  (рис. 53). Проведем мысленно в тру
бе некоторое плоское сечение S. Для того 
чтобы определить, какой объем жидкости про
текает сквозь сечение S, отложим от 5  против 
течения жидкости длину v  и построим в 
совершенно такое же сечение, как 6 ". Очевидно, 
что весь объем жидкости между 6  ̂ и S  должен 
пройти через 5  в одну секунду.

Но объем цилиндра (5.^) равен:
N — Sn =  Sv  cos (vri),

где п — нормаль к S, т. е. высота цилиндра.
Величина N  называется потоком жидкости сквозь сечение трубы S. 
Если мы величину площади S бу

дем изображать вектором, отложен
ным по ее нормали, то поток жид- А  
кости выразится так:

iV =(v-S)==v„S.

Подобные выражения очень часто 
встречаются в физике, причем вместо 
скорости в это произведение могут 
входить и другие векторы; так, на
пример, угловые скорости, напряжение поля и т. п. Во всех случаях 
скаларное произведение любого вектора А на площадку S называется по
током вектора А.

В вышеприведенном примере поток вектора v был равен объему еже
секундно протекающей по трубе жидкости. Но вместо вектора скорости

мы могли бы взять вектор, представляю
щий собою произведение из плотности 
жидкости р и скорости V,  т. е. вектор pv 
(плотность количества движения жид
кости). Тогда поток вектора pv будет:

N = ( p  v-S).

Это выражение дает нам не объем, 
а массу ежесекундно протекающей 
сквозь сечение S жидкости.

50. Интегрирование по поверхности. 
Пусть нам дана какая-либо Поверхность S  
(рис. 54), у которой векторы v могут
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иметь в различных местах различную величину и различное направление. 
Для определения потока этих векторов сквозь поверхность 5 необходимо 
разделить всю поверхность на элементарные площадки, настолько малые, 
чтобы их можно было считать плоскими и чтобы самый вектор внутри 
каждой площадки можно было считать постоянным по величине и напра
влению.

В таком случае для каждой элементарной площадки поток будет 
равен:

tfA/ =  (v-tfS),

а поток сквозь всю поверхность, ограниченную контуром АВС, получим 
интегрируя

W=j(v-tfS) =  J  v„-tfS
ABC ABC

— это называется интегралом вектора V,  взятым по поверхности.
В частности, когда вектор v имеет везде одинаковое направление, 

мы можем написать:

yv=  ̂  Г (Vl dS),

ABC

но ( Vj  tfS) есть проекция вектора dS на направление v3 и в то же время 
это есть проекция площадки dS на плоскость, перпендикулярную к на
правлению Vj .

Поэтому мы можем сказать, что

Г  ( Vj  dS)

ABC

равен площади проекции контура АВС  на плоскость, перпендикулярную 
к vr

Для замкнутой поверхности, как и для замкнутого многогранника, 
имеем: ,

(f) (Vj tfS) =  0.

51. Пример. Дано твердое тело, вращающееся вокруг оси OU (рис. 55)
с угловою скоростью и. Определим J(v-tfs) по замкнутому пути АВС А.
Подставляя вместо скорости v ее выражение через вращательную ско
рость и (стр. 42, 42), имеем:

(v-tfs) =  ([ur] tfs),

а переставляя множители по правилу (стр. 31, 30), получим:
[и • г] - rfs =  и [г - С?8].

Но [rtfs] равно удвоенной  площади треугольника, построенногобоког 
и ds. Эту площадь треугольника мы можем принять за элемент tfS на -
4  Теоретическая физика. Ч. I.

5 1 ]
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вой поверхности S конуса, описанного из точки О (рис. §5) через кон
тур АВС А. Поэтому

Последний интеграл представляет собою поток вектора 2и сквозь 
боковую поверхность конуса О АВС. Но так как вектор 2и для всех точек 
вращающегося твердого тела один и тот же, то поток его сквозь боковую 
поверхность конуса О АВС  будет тот же, что и сквозь площадь основания 
АВС. Поэтому мы можем написать:

а это означает, что интеграл скорости точек вращающегося твердого 
тела по любому замкнутому контуру равен потоку удвоенной угловой

52. Оператор Гамильтона ^7- Применение его к скалару. Целый ряд 
формул, которые у нас будут встречаться в теории поля, бывает иногда 
удобнее писать и легче запомнить, если применять символически, т. е. 
формально, вектор коего составляющие по осям координат соответ
ственно равны:

Разберем несколько наиболее часто встречающихся выражений. 
Произведение вектора V  на какой-либо скалар / ( х , у , z) должно 

быть вектором. Проекции этого вектора на оси координат будут:

Это не что иное, как частные производные скалара / ( х , у, z) по осям 
координат. Мы уже встречали этот вектор (стр. 45, 45) и видели, что он

АВС А АВС

U скорости этого тела, сквозь любую поверхность, 
ограниченную этим контуром.

С

11 V I* 1 XV I  КУ J  I  V* 1 U  I КI  у U  11V  1 V l l  U W U i  v p u

°  и сквозь эгу площадь будет итгг2, и, следовательно,

Положим в частном случае, что мы интегри
руем по окружности круга радиуса г  с центром 
в О, причем плоскость этого круга перпендикулярна 
к и. Площадь круга равна тсг2, а поток вектора

Этот результат мы уже получили раньше 
(стр. 48 , 48).

Рис. 55.
Вышеприведенные примеры суть только частные 

случаи более общих теорем Гаусса и Стокса, о 
которых мы будем говорить ниже.
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нормален к поверхности /(* , у, г) =  const. Его называют градиентом.

V /  — grad /.

Квадрат фиктивного вектора как и всякого действительного док
тора, есть скалар

V 2 =  —  +  —  +  —V а* 2 ^  Эу2 ^  ЭД2 ’

который в применении к скалару /  означает сумму вторых производных 
от /  по осям координат

v ;  ' S y * ~ J z s

Символ V 2/  не нужно смешивать с символом (V /)2» который представ
ляет собою квадрат градиента

a/ \ 2 , / ¥ V  , /э / ' 2
(v/)8= i ^ )  + ( | 3z — (grad /)2.

53. Применение к вектору. Произведение символического век
тора V  на какой-либо действительный вектор А может быть двояким: 
скалярным и векторным.

Скаларное произведение означает:
3 Л 3 Л ЭЛ

Этот скалар называется расхождением вектора A (divergence, диверген
цией). Векторное произведение А] будет вектором, коего проекции 
на декартовы оси координат будут (ср. стр. 30, 28):

ЭЛ, ЭЛ„
^ аь = 1 7 - т г ;

[V7 А] =  id *  _  i d s  . 
lV  bz Ьх ’

3Av
[V А]г=  ~ ~ i d f

Зу

Этот вектор называется вихрем вектора А и обозначается знаком curl:

[V  А] =  curl А.

Подробнее об этом векторе мы будем говорить ниже в теории поля.
Если V  принимать за вектор, то согласно правилам векторных про

изведений (стр. 32, 30) должно быть:

V  [ V  А] — div- curl А — 0

[V (V /] — curl ■ grad f —
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Что это действительно так, в этом легко убедиться непосредственным 
вычислением в декартовых координатах.

Так, например,
3 /54г 5 4 \  5 (ЪАХ 54 \

d,VCUrlA=: +  +
5л: \  5у 5д ) ' 5 у 

5 /5 4  54
~  1= о .
зУ

5л :

5а:

54. Исключения из векторных правил для вектора Гамильтона. С век
тором Гамильтона V  не всегда можно обращаться, как с обыкновенными 
векторами; не нужно забывать, что он представляет собою знак произ
водной по оси.

Так, например, применяя V  к произведению двух скаларов fp , нужно 
будет применить его к каждому множителю отдельно:

V ( / »  =  / ( V /> )+ />  (V /) -
Это можно написать и так:

grad (Jp) = / •  gracfр -|-р  grad/.

Точно так же, применяя оператор V  к произведению скалара на 
вектор, имеем:

V  -/А = / ( V  А) +  (V /- А).
Это означает:

d iv ( /-A )= /-d iv A  f- g rad /-А.

Наконец, если написать векторное произведение

[V ’/А] = / [ V  А] -{- [V /" А],
то это означает:

curl { f-А )=  /•  curl A -j- [grad/■ А].

Ввиду такого отличия вектора Гамильтона от обыкновенных векторов, 
необходимо обращаться с ним осторожно и не слишком формально, 
иначе легко можно впасть в ошибки. Впрочем, мы не будем здесь раз
вивать подробно правила применения символа \ / ,  а ограничимся лишь 
наиболее употребительными случаями.

55. Оператор (А \ / ) .  Формально этот оператор есть скалар. Он мо
жет быть применен и к скалару и к вектору. Применив его к скалару /, 
получим:

У . - У _1_ A У.
5 z(A V ) / = ^  — 4-4^ — 4г — ==(А V A

это есть скаларное произведение вектора А на grad /=
(А V ) / —  4  • G cos (40 ).

G

Если обозначить направление или ось вектора А через а и принять 
во внимание (стр. 46, 45;, что

б с о Ц Ж Ч - б „ = £ ,

Л
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то можем написать:

5 6 ]

( S V ) / = i | .

Словами это выразится так: скаларная величина вектора А множится на 
быстроту подъема функции /  по направлению вектора А.

Применяя скаларный оператор (А V ) к какому-либо вектору В, мы 
получаем для проекций на оси координат:

(А Ч ) В . - Л , % + А , % + * . * § * ;

(A +

( Ю ) в . - л . % + л # + л , % .

Но правую часть, например, первого уравнения можно переписать 
в таком виде:

dBx 
da *

А I cos (АХ) ^  +  cos (A Y) -)- cos (AZ) =  А 
у аХ by dZ )

откуда видим (ср. стр. 46, 46), что произведение наше равно:

<AV > B - А % .

Его можно словами выразить так: это есть вектор, который имеет 
направление dE и величина которого равна произведению скаларной 
величины А на производную вектора В по оси вектора А.

Если вектор А равен единице, т. е. представляет собою просто не
которое направление s1, тогда операция

эквивалентна производной вектора В по этой оси Sj (ср. стр. 46, 46).
56. Расхождение вектора [АВ]. В декартовых координатах расхожде

ние вектора [АВ] будет выражаться так:

div [АВ] =  1  [А,В-А Д ,] +  А  [А ,В , -  АХВ,} +  A  [Д Д . _  A /B J;

выполняя диференцирование и располагая иначе члены, получаем 
div [АВ] =  В • curl А — А • curl В.

57. Вихрь вектора [АВ]. Для того чтобы вычислить вихрь, т. е. 
curl [АВ], напишем составляющие по оси X  от следующих двух вектор
ных выражений:

(А V ) В ■— А (V  В) и (B V )A  — B (V A \



которые получаются друг из друга перестановкою букв А и В:

5 4  i.  в е к т о р ы

ал.

( А У ) ^ - л , ( У В ) = л у^ - л ^  +  л г ^ - л ,
a s

ау
ал

а в.

< Ю )А х - в я С 7 ю = в , - ^ - в х iy

дА
Ъг
ал.ал^

у Л -в  — -  — В —
^  г ад * ад

Вычитая первое из второго, получаем справа

^ ( А ; В - А , В х) - ± { А ' В х - А хВг),

т. е. составляющую по оси X  от curl [АВ].
Отсюда видим, что

curl [АВ] =  (В V ) А — (А У ) В +  А (V  В) — В ( у  Д).

58. Значение grad (АВ). Точно так же, как и в предыдущем пара- 
графе, вычисляем проекцию на ось X  двух выражений:

(А У )  В +  [A-curl В] и (В У ) А +  [В-curl Л]

и складываем их.
В результате получим:

grad (АВ) =  (А У ) В +  (В У ) А -j- [А • curl В] -f- [ 8  • curl А].

Если А =  В, то имеем:
grad А2 =  2 (А-У) А -}- 2[А• curl А).

59. Значение curl-curl А. Это выражение довольно часто встречается 
в различных отделах физики, и его полезно знать наизусть.

Опять проектируем на ось X:

(curl • curl А)  ̂=  (curl А)г — ^  (curl A)v =

ал.
Эу \ ах

ал,
ау

а д 4 'у

— (*Ах ^
a z \ ад ах

а ал.
Прибавляя и вычитая справа -— г-^ и переставляя соответствен

оХ  дХ
ным образом члены, получаем:

а /ал, ал ал, /  а2 а2 а2
(curl. c u r l +  ^  +  +  —  +  Ах =

=  V * (V  А) — У 2лл.

Аналогичные выражения получим для осей Y и Z, а потому можем 
все три уравнения соединить в одно векторное уравнение:

сшЗ - curl А — У  • div А — у 2Д
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Примечание. Хотя все доказательства последних шести параграфов 
мы вели для простоты и краткости в декартовых координатах, тем не 
менее полученные нами векторные формулы, как и сам оператор Гамиль
тона \7> имеют геометрическое значение независимо от выбора той или 
иной системы координат. Это видно по отсутствию в окончательных фор
мулах всякого следа координатной системы.

О геометрическом значении вектора Гамильтона мы скажем подробнее 
в следующей главе И, в теории поля.

ч



ГЛАВА II

ТЕОРИЯ ФИЗИЧЕСКОГО ПОЛЯ

1. СКАЛАРНОЕ ПОЛЕ

60. Физическое поле. Пространство, в котором происходят какие- 
либо физические явления, называется физическим полем.

Так, например, температура воздуха в различных частях земной по
верхности и в различных слоях атмосферы представляет собою поле 
температур; вблизи магнитов мы наблюдаем магнитное поле; каждое 
наэлектризованное тело образует вокруг себя электростатическое поле, 
и т. д.

Поля бывают скаларные и векторные.
Часто в одном и том же месте бывает несколько полей одновременно. 

Так, например, в земной атмосфере метеорология наблюдает скаларные 
поля — поле температур и поле давлений, — и векторные поля — поле 
скоростей воздуха (т. е. направление и силу ветра), электрическое и 
магнитное поле и поле земного тяготения.

Нас могут интересовать не только распределения этих полей в один 
какой-нибудь момент времени, но также и законы зависимости этих по
лей друг от друга и их изменения со временем.

Оказывается, что большинство физических полей имеет так много 
общего друг с другом как по своей конструкции, так и по законам, ими 
управляющим, что, изучив в подробностях одно из этих нолей, мы 
можем легко предсказать явления, происходящие в другом поле. Чтобы 
убедиться в этом, стоит только вспомнить, что такие разнообразные яв
ления как свет, электрические и магнитные силы, а также и силы все
мирного тяготения — все они действуют обратно пропорционально квад
рату расстояния от источника. Очень часто и в технике применяются 
методы, основанные на аналогиях между явлениями в полях, которые по 
существу своему весьма различны. Так, наблюдая движение жидкости 
вблизи различных поставленных на пути препятствий, можно получить 
картину линий сил магнитного поля. Движение воды в песчаном грунте 
аналогично диффузии раствора и аналогично движению тепла в неравно
мерно нагретом теле. Наконец, задачи теории упругости иногда сводятся 
иа задачи электростатики и т. д.

Выяснению и изучению общих законов различных физических полей 
и посвящается эта глава.

61. Скаларное поле. Пусть нам дано поле какого-либо скалара <в. 
Это значит, что даны значения <р для всех точек какого-либо простран
ства. Говорят есть функция положения точки в этом пространстве
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или — ср есть функция координат. Например, в случае декартовых коор
динат поле может быть дано в виде уравнения:

<Р=/(*. У, г).

Подобные функции ср мы будем большею частью называть потен
циалом, хотя в применениях этот скалар может иметь значение темпе
ратуры, давления, плотности жидкости и т. п.

Для более наглядного изображения поля и для более легкой ориен
тировки в нем при изучении его свойств, обыкновенно соединяют — на 
чертеже или мысленно — все точки пространства, имеющие одинаковые 
значения ср, поверхностями; их называют поверхностями одинакового 
потенциала, или эквипотенциальными поверхностями.

Для различных значений ср одного и того же поля эквипотенциаль
ные поверхности будут, вообще говоря, различной и самой разнообраз
ной формы.

Проведем в поле ряд поверхностей с значениями потенциалов ср0, 
<р0 -f- d, ср0 -{- 2d ,__ и т. д. Тогда все поле будет у нас расслоено экви
потенциальными поверхностями, причем 
разность потенциалов между двумя смеж
ными поверхностями будет везде одинакова, 
а именно: равна d. Такое изображение 
поля очень удобно и наглядно, оно часто 
употребляется и в науке и в технике. Стоит 
только перенумеровать на чертеже эти по
верхности, и тогда, по стоящему у поверх
ности номеру, мы уже будем знать потен
циал всех точек данной поверхности 
(рис. 56). Потенциалы тех точек поля, ко
торые оказались в промежутке между про
веденными на чертеже эквипотенциальными 
поверхностями, придется определять по 
интерполяции между двумя соседними поверхностями. Но чем меньше 
взято d  для изображения поля, тем ближе друг к другу пройдут экви
потенциальные поверхности, и тем точнее будет наш чертеж и наша 
интерполяция. С математической точки зрения мы можем предположить, 
что эквипотенциальные поверхности проведены беспредельно близко 
друг к другу, заполняя собою все пространство, занятое полем, и 
проходя через любую его точку. Такой чертеж поля был бы абсолютно 
точен.

Если функция ср однозначна, т. е. в каждой точке поля имеет только 
одно значение, то две различных эквипотенциальных поверхности не 
могут иметь общих точек, т. е. не могут ни пересекаться друг с другом, 
ни касаться друг друга.

Если функция ср непрерывна, т. е. не изменяется скачками при не
прерывном переходе от одной точки поля к другой, тогда в двух смеж
ных эквипотенциальных поверхностях, находящихся друг от друга на 
бесконечно малом расстоянии dn, и разность потенциалов должна быть 
бесконечно мала dy. В таком случае, при беспредельном уменьшении
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расстояния dn, предел отношения ~  будет конечен и будет представлять

собою производную rfcp по dti.
У нас в большинстве случаев функция ср будет во всем поле конечна, 

однозначна и непрерывна. Исключения из этого будут рассмотрены 
нами особо.

Бывают случаи, когда эквипотенциальная поверхность обращается 
ь^линию, но мы можем считать эту линию за бесконечно тонкую труб
чатую поверхность.

Если в поле окажется одинокая точка, у которой нет соседней точки 
с тем же самым потенциалом, то мы будет считать эту точку шаровою 
поверхностью беспредельно малого радиуса.

62. Градиент скаларного поля. Проведем в поле 
через точку О (рис. 57) эквипотенциальную поверх
ность ср и около нее проведем смежную с ней эквипо
тенциальную поверхность ср -J- dy. При беспредельном 
приближении второй поверхности к первой, т. е. 
при беспредельном уменьшении rfcp, нормали обеих 
поверхностей около точки О будут тоже сближаться 
и составлять все меньший и меньший угол. В пределе 
у обеих поверхностей у точки О получится общая 
нормаль п, на которой они будут отсекать беспре
дельно уменьшающийся отрезок этой нормали dn.

_ flftO _
Определим отношение ~г- и отложим эту величину у точки О по нор-

71

Мали п и притом в ту сторону, куда со увеличивается. Тогда получим 
вектор

d'o 
ап ‘

С этим вектором мы уже встречались раньше (стр. 45,45, стр. 51,52). Он 
называется градиентом скаларного поля ср и обозначается так:

G — V  У —  Srad <?■
В то время, как потенциал ср образует скаларное поле, его гра

диент G будет образовывать поле векторное.
Для того чтобы градиент G имел во всех точках поля определенное, 

конечное значение, необходимо, чтобы скаларное поле ср удовлетворяло 
некоторым условиям, а именно:

во-первых, функция ср должна сама быть однозначна в каждой точке 
поля; значит, эквипотенциальные поверхности с разными потенциалами 
не должны пересекаться друг с другом;

во-вторых, функция ср должна быть непрерывной, т. е. бесконечно 
малому dn не должна соответствовать конечная разность потенциалов, 
иначе G сделалось бы бесконечно большим;

в-третьих, эквипотенциальные поверхности не должны иметь острых 
ребер или остроконечностей и вообще не должны иметь особых точек,
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в которых можно было бы провести несколько нормалей или в которых 
направление нормали сделалось бы неопределенным.

Исключение представляет тот случай, когда значение градиента нуль; 
но в этом случае наличие неопределенности в направлении нормали не
существенно.

Если в каких-либо точках функция* tp не удовлетворяет этим усло
виям, то мы должны будем исключать такие точки из поля и иссле
довать их отдельно особым образом.

63. Свойства градиента. Рассмотрим опять две смежных, т. е. беско
нечно близких друг к другу эквипотенциальных поверхности <р и <р -f- dtp 
(рис. 58). В непосредственной близости п
у точки О эти две поверхности можно 
считать за две параллельные плоскости, 
и если мы через ds обозначим рас
стояние между этими двумя плоско
стями не по нормали, - а по какому- 
либо наклонному направлению, обра
зующему с нормалью угол (ns), то

, dnds == ---------,
cos {ns)

а предел отношения tfcp и ds будет про
изводная по оси s:

ds
dy
dn cos (ns) =  G cos (ns) —  G5.

Это соотношение между градиентом и производной по оси мы уже 
получили раньше (стр. 46, 45), только из других соображений.

Если построить из точки О векторы Ĝ  по всем направлениям s, то 
они образуют своими концами шаровую поверхность (рис. 58), касатель
ную к поверхности в точке О, а сам вектор G, т. е. градиент поля, 
будет наибольший из всех этих векторов.

Мы можем, следовательно, сказать, что градиент поля есть вектор, 
направление которого совпадает с тем направлением, куда круче всего 
поднимается потенциал, а величина градиента определяет крутизну 
этого подъема.

Впрочем, в физике большею частью имеют дело с такими вектор
ными полями, которых векторы направлены не в подъем, а в спуск. Так, 
например, скорость движущейся жидкости v направлена туда, где давле
ние меньше; теплота движется туда, где температура меньше, и т. д. 
Для подобных векторов нужно писать:

v =  — gradtp =  — ̂  =  — V<p.

При этом наше векторное поле v будет иметь в каждой точке направле
ние в ту сторону, куда круче всего спускается потенциал, а величина 
этих векторов будет равна падению потенциала на единицу длины нор- 
йаля к эквипотенциальной поверхности в этой точка.
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64. Линия градиента. В каждой точке скалярного поля tp мы можем 
построить элементы нормалей dn к эквипотенциальным поверхностям; все 
эти элементы будут образовывать систему линий, к которым векторы G 
в каждой точке поля будут касательны. Подобные линии в электриче
стве и магнетизме называются линиями сил, в гидродинамике их назы
вают линиями потока жидкости и т. п. Мы будем их называть вообще 
векторными линиями.

Большею частью направление этих линий принимается по — G, т. е. 
в сторону уменьшения потенциалов (рис. 59).

Таким образом поле скалара to можно представлять себе —  или даже 
изображать на рисунке— расслоенным целым рядом эквипотенциальных 
поверхностей, которые в свою очередь пронизаны целой системой век
торных линий. Конечно, все векторные линии градиента G во всех точках

встречи с эквипотенциальными поверхностями 
должны быть к ним перпендикулярны.

Мы уже говорили выше (стр 57, 61), что 
на чертежах эквипотенциальные поверхности 
обыкновенно проводят так, чтобы соседние 
потенциалы отличались друг от друга на одну 
и ту же конечную величину d, причем вели
чину d выбирают сообразно с желаемой точ
ностью чертежа.

Точно так же и векторные линии, которые 
с математической точки зрения заполняют 
сплошь все поле, обыкновенно чертят, сообра
зуясь с желаемой точностью лишь в ко- 

нечнбм числе. Но так как каждая линия дает только направление, а не 
величину вектора, а между тем, желательно изобразить на чертеже и ве
личину векторов поля, то условливаются размещать линии векторов 
гуще, т. е. ближе друг к другу, там, где G больше и рео/се, т. е. дальше 
друг от друга, где G меньше. Под густотою векторных линий подразу
мевают число их N, приходящееся на 1 см2 эквипотенциальной поверхности.

Удобнее всего было бы иметь такой чертеж, чтобы N — G или 
чтобы одно было пропорционально другому.

По чертежу, в котором проведены эквипотенциальные поверхности и 
векторные линии, по указанным выше правилам, очень легко ориентиро
ваться даже в поле сложной и неправильной формы, и подобные чертежи 
часто употребляются на практике.

При составлении подобных чертежей полезно не упускать из виду, 
что густота линий не независима от расположения эквипотенциальных по
верхностей. Большая густота векторных линий должна быть там, где 
эквипотенциальные поверхности ближе подходят друг к другу, т. е. где dn 
(при том же rfcp) меньше. Наоборот, там, где соседние эквипотенциаль
ные поверхности отходят дальше друг от друга, там поле градиента будет 
слабее и густота линий меньше.

65. Пример. Для иллюстрации только что сказанного возьмем простой 
пример поля не в пространстве, а на плоскости. Представим себе план 
какой-либо холмистой местности (рис. 60) с нанесенными на нем вы
сотами h отдельных точек земной поверхности. При этом все высоты
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должны быть отсчитаны от какой-либо нулевой горизонтальной плоскости. 
На таком плане величины высот представляют собою скаларное поле, 
потому что высота на самом плане не имеет направления. Поле высот 
будет поле потенциалов — название очень подходящее, потому что вы
соты на земной поверхности действительно играют роль потенциалов зем
ного тяготения (см. механику). Соединим все точки одинаковых высот 
линиями; это будут для нашего слу
чая эквипотенциальные линии. Их 
называют горизонталями, потому 
йтб они представляют собою линии 
пересечения горизонтальных плос
костей с поверхностью изображаемой 
местности. Если провести такие го
ризонтали на одинаковых расстоя
ниях dh друг от друга, например че
рез каждый метр высоты {dh — 1 м), 
то мы получим для скаларного по
ля h его графическое изображение, 
о котором мы говорили выше. По
добные планы с горизонталями часто 
употребляются инженерами и тури
стами. Они чрезвычайно удобны, по
тому что при одном взгляде на такой план мы сразу без всяких вычис
лений видим, где вершина горы, где долина и где круче или положе 
подъемы. Если горизонтали перенумерованы, то разность их номеров 
прямо дает нам разность высот (например в метрах) между двумя интере
сующими нас точками местности (рис. 60).

Если провести в плане нормали к этим горизонталям, то получим

векторные линии градиента скаларного поля высот G =  — . Градиент в

этом случае будет не что иное, как крутизна поверхности земли.
а , Действительно, если сделаем вертикальный раз

рез местности по линии ас (рис. 61), то полу
чим:

dh _

Наиболее крутой уклон у точки а мы получим, 
если пойдем в плане по нормали к горизонтали, 
т. е. по ab, потому что разность высот ab и ас 
одинакова, но ab наименьшее из всех расстояний ас. 

По плану с горизонталями, как мы уже сказали выше, очень удобно 
решать целый ряд вопросов.

Например, если нам нужно пройти из b в а, то кратчайший путь 
будет Ьа, но он будет и наиболее крутой для подъема. Если для про
ектируемой дороги дан предельный, т. е. наибольший допустимый, v-ллон, 
то по плану легко выбрать такое направление дороги, которое удовле
творяло бы этому условию и не особенно удлиняло дорогу. По том> .же

Рис. 61.



II. ТЕОРИЯ ФИЗИЧЕСКОГО ПОЛЯ6 2

плану мы можем определить естественный сток воды: вода будет стекать 
по линиям наибольшего склона, т. е. на плане по нормалям к горизон
талям, и притом по направлениям, противоположным градиенту высоты.

6 6 . Свойства поля щ и G. Из всего вышеизложенного мы можем вы
вести два основных свойства скалярного поля и его градиента G: 

Во-первых, если
« _ * г

ds

dy =*= ds =  (G • ds),

то интеграл, взятый 
e потенциалом tp3 до

по пути lSj2 (рис. 62), от какой-тибо точки 1 
какой-либо другой точки 2 с потенциалом <р2, бу
дет равен:

2 2

| G, ds дГ<р =  <р2 — «рг
1 1

То же самое мы получим, если возьмем такой 
же интеграл по другому пути 7s22.

Наоборот, если мы пойдем по пути 2s2l, то 
получим:

г 1

j  G, *  =
2 2

Отсюда заключаем, что если мы будем интегрировать по замкнутому 
пути 7s-,2s2/  и придем опять к той же точке 1 с тем же потенциалом <р3 
(мы предполагаем, что потенциал однозначен), то в результате полу
чим нуль:

(ft G5 ds =  0 .

Здесь интеграл с кружком внутри означает интегрирование по замкну
тому пути.

Итак, первое основное свойство нашего поля состоит в следующем: 
интеграл градиента скаларного поля <р, взятый между двумя точками по 
любому пути, дает в результате разность потенциалов этих двух точек, 
независимо от пути интеграции. Интеграл же градиента по замкнутому 
пути всегда равен нулю.

Второе свойство нашего поля вытекает из выражения для проекций 
градиента на оси координат, а именно, если
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Подобные же соотношения мы получим и для других составляющих 
градиента

T z ° ‘ s °< = °>

I L q  - 2 - 0  = о .
Ъх у с\у *

Эти три уравнения вместе обыкновенно обозначают символически (стр. 51,53) 
так:

curl G =  0 .

По-русски слово curl можно передать словом вихрь.
Таким образом вихрь градиент) скалярного поля равен нулю.
Почему это выражение называется вихрем, мы выясним в следующем 

параграфе.
2. ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ

67. Потенциал векторного поля. В предыдущей главе мы показали 
каким образом из данного нам скаларного поля ср мы можем получить 
векторное поле

0  =  grad ср.

При этом скаларное поле (р мы изображали системой эквипотенциаль
ных поверхностей, а векторное поле — системой нормальных к этим по
верхностям векторных линий.

Предположим теперь, что нам дано векторное поле. Например, дан 
поток жидкости. Частицы этой жидкости могут двигаться со скоростями V, 
которые в различных местах будут, вообще говоря, иметь различную ве
личину и различное направление. Мы уже сказали выше, что опериро
вать с векторным полем гораздо сложнее, чем с полем скалярным; по
этому является желательным данное нам векторное поле свести на скаларное.

Это можно сделать различными способами.
Во-первых, можно внести в поле вектора v оси координат X, Y, Z  

и определить для каждой точки проекции скорости на оси координат vx, 
vy и vz. Эти три величины, с которыми можно обращаться, как со ска- 
ларами, суть функции х, у , z  и, следовательно, представляют собою три 
скаларных поля. С проекциями vx, vy . v2 обращаться гораздо проще, чем 
с самим полем вектора V, потому что они складываются алгебраически, 
между тем как сами векторы v складываются геометрически. Способ ко
ординат, как известно, обыкновенно и применяется в аналитической гео
метрии и в аналитической механике.

Но очень часто бывает выгодно, а иногда и физически необходимо 
сделать переход от векторного поля к скалярному другим путем, а именно:

у
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подыскать к данному векторному полю v такое скаларное иоле <р, для ко
торого у служило бы градиентом.

Большею частью стараются подыскать <р так, чтобы

v =  — grad ср.

Мы уже знаем, что это возможно только при условии, если 

(f) (ys 'ds) =  0  и curl v =  0 .

Для того чтобы наглядно представить себе, что означают эти усло
вия, составим себе следующую картину. Проведем в какой-либо точке 
поля элемент линии d s  по направлению вектора v в этой точке; в со
седней точке, т. е. в конце этого элемента ds,  проведем новый элемент d s  
по направлению вектора v в этой второй точке и т. д. Все эти элементы

вместе образуют ломаную линию в 
поле, которая при беспредельном 
уменьшении превратится в плав
ную кривую; эти кривые будут изоб
ражать векторные линии нашего поля. 
Таким образом векторные линии мы 
можем проводить не только вдоль гра
диентов скаларного поля ср (стр.60,64), 
но вообще в любом векторном поле.

Если в изготовленном таким об
разом чертеже у нас окажутся в поле 
замкнутые линии, как, например, ли
ния abc (рис. 63), тогда, идя вдоль 
по этой линии, мы имели бы в каж
дой ее точке и vs и d s  положитель
ными, а следовательно, и произведе

ние (Vs -ds) получилось бы положительным. В таком случае интеграл, 
взятый по замкнутой линии abc, уже не может быть равным нулю. По
добные замкнутые линии потока жидкости образуются обыкновенно 
около вихрей. Поэтому поставленные выше условия эквивалентны тре
бованию, чтобы в данном нам векторном поле не было замкнутых век
торных линий, или иначе, чтобы данное нам поле не имело вихрей. 
Слово curl и означает вихрь (см. стр. 63, 6 6 ).

Итак, если данное векторное поле не имеет вихрей,4 то существует 
такая функция ср, для которой

V =  — grad ср.

Нахождение этой функции для любой точки Р  (рис. 64) данного 
поля делается при помощи интегрирования по какому-либо пути ОР на 
основании формулы:

р

<? — <Ро =  — j ( v-ds) .
о

f

О
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Как при всяком интегрировании остается неизвестной произвольная по
стоянная, так и здесь значение <р0 в исходной точке О интегрирования 
остается произвольным. Интегрирование по пути ОР может дать нам 
только разность потенциалов конечной и начальной точек пути и не 
может, конечно, дать нам абсолютное значение искомого скаларного 
поля (р. Но если мы зададимся для какой-либо начальной точки значе
нием ср0, то значение ср — <р0, а следовательно, и <р для любой точки 
поля будет вполне определено вышеуказанным интегрированием.

Скалар (р называется потенциалом 
векторного поля v; а про поле век
тора V, в котором нет вихрей, говорят, 
что оно имеет потенциал.

6 8 . Сложение векторных полей.
Пусть даны два векторных поля V-, и v2 
и требуется определить результирующее 
поле вектора

v =  v1 +  vSf
который в каждой точке поля равен 
геометрической сумме векторов пер- Рис. 64.
вого и второго поля.

Если слагаемые поля не имеют вихрей, то мы можем написать:

Vj =  — grad <pj, v2 =  — grad <p2, 

а для составляющих этих векторов по оси X  получим:

Подобные же выражения мы получили бы для проекций и на другие 
оси координат, так что вообще можем написать:

v =  Vj + v 2 =  — grad (tpj +  (fl2).

Значит, для определения результирующего поля мы можем поступит^ 
двояко: или в каждой точке поля сложить векторы геометрически, или 
сложить алгебраически их потенциалы (что бывает иногда гораздо проще), 
а затем по данному результирующему потенциалу, взяв его градиент, 
определить поле результи зуюшего вектора.

69. Поток и расхождение вектора в поле. Проведем в поле вектора V 
(при этом полезно представить себе поде скоростей текущей жидкости) 
какую-нибудь замкнутую поверхность S  и определим поток вектора v 
сквозь эту поверхность. Так как в различных частях этой поверхности 
вежтор V 1может иметь различную величину и различное направление, то 
необходимо разделить всю поверхность на элементарные площадки dS 
(рис. 65) такой малой величины, чтобы в пределах каждой из этих пло
щадок вектор v имел одну и ту же величину и одно и то же направле
ние. Все нормали этих площадок возьмем наружу замкнутой по
верхности.
5 Теоретическая физика. Ч. I.
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Элементарный поток сквозь каждую площадку dS  будет (стр. 49, 50):

d N —  vn-dS.

Так как у нас положительная нормаль направлена наружу поверхно
сти, то положительное dN  будет обозначать вытекание жидкости из 
объема о, заключенного внутри поверхности S, а отрицательное dN  
будет означать втекание внутрь этого объема.

Полный поток сквозь всю поверхность 
S  будет:

N =  §  (vn‘dS).

Здесь интеграл с кружком означает 
интегрирование по всей замкнутой по
верхности.

Разделим этот поток на объем о, 
заключающийся внутри поверхности S;

N

do

Это будет некоторая средняя величина 
потока N, приходящаяся на единицу объе

ма, заключенного внутри поверхности S.
Если ограниченный нами объем брать все меньше и меньше, то 

в пределе для бесконечно малого объема около точки Р  поля мы по
лучим некоторую величину:

k(fj мп dS
■■ предел

До

которую называют расхождением вектора v в точке Р .
Расхождение вектора принято обозначать знаком div (divergence):

р =  div v.
Величина р есть скалар и образует скаларное поле в данном век

торном поле.
Ниже мы покажем, как молено получить выражение div v в любой 

системе координат. ,...
70. Теорема Гаусса. Представим себе опять замкнутую поверхность S  

конечных размеров, которая обнимает собою объем о.
Для каждого элемента объема do мы можем написать согласно пре

дыдущему параграфу: f
d ( $  Nn dS)} = p d o .

Если просуммировать, т. е. проинтегрировать это выражение по всему 
объему о, то справа мы получим:
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Слева же нам нужно будет взять сумму всех потоков, пронизываю
щих оболочки всех элементарных объемов do. При этом по тем частям 
этих оболочек, которые окажутся внутри объема о и которые служат 
границами двух соседних объемов do, мы должны будем интегрировать 
два раза. Но если для элемента объема do1 (рис. 6 6 ) наружная нор
маль— nv  то для элемента объема do2 наружная нормаль п2 будет на
правлена в противоположную сторону. Поэтому оба потока будут про
тивоположных знаков и в сумме, взаимно уничтожатся. В результате 
у нас останутся только те элементарные потоки, которые проходят сквозь 
наружную поверхность S.

Следовательно, имеем:

(j) (v„ • dS) =  j* div v • do.

Это уравнение представляет собою теорему Гаусса.
По этой теореме мы имеем возможность инте

грал, взятый по любой замкнутой поверхности, 
проведенной как угодно в поле, преобразовать 
в интеграл, взятый по объему, заключающемуся 
внутри этой поверхности; при этом нужно только 
\1п заменить через divv.

71. Поле потока жидкости. Для того чтобы получить более нагляд
ное представление о величине р, положим, что мы имеем дело с несжи- 
мающейся и нерасширяющейся жидкостью, которая образует непрерывное 
поле скоростей V. Если мы, проведя внутри этой жидкости какую-либо 
замкнутую поверхность, найдем, что полный поток из этой поверхности 
положителен, т. е что из нее вытекает жидкости больше, чем втекает, 
то это покажет нам, что внутри нашей поверхности имеются какие- 
либо источники. Положим, что каждый кубический сантиметр поля 
источников дает ежесекундно рем3 жидкости, — р называется плотностью 
источников поля, тогда весь объем, заключенный внутри проведенной 
нами поверхности, будет давать ежесекундно объем жидкости:

Конечно, точно такой же объем будет ежесекундно вытекать из поверх
ности S, потому что жидкость несжимаема и ей некуда больше деваться. 
Следовательно, поток жидкости сквозь нашу поверхность должен рав
няться N:

§  (v„-dS) =  J  р do

■— это и есть теорема Гаусса.
Что касается до источников, находящихся в поле вне поверхности S, 

как, например, источник О (рис 67), то подобные источники тоже бу
дут посылать жидкост. сквозь поверхность S, но у точек ab эта жид
кость будет втекать в поверхность, в то же время около cd она будет 
вытекать из поверхности и притом в таком же количестве. Первый поток 
будет отрицательным, а второй — такой же величины, но положительным; 
5*
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в результате полный поток от внешнего источника всегда будет равен 
нулю.

Таким образом при вычислении полного потока сквозь замкнутую 
поверхность в векторном поле внешние источники можно не принимать

во внимание.
Заметим, что плотность источников р 

может быть, вообще говоря, для различных 
точек поля различною не только по вели
чине, но и по знаку. Отрицательное значе
ние р в нашей иллюстрации, т. е. в текущей 
жидкости, означало бы, что данный элемент 
обьема не испускает из себя жидкость, а на
оборот, поглощает ее. Для некоторых точек 
по!Я р может быть равно нулю и, как уви
дим ниже, р не ограничено условием непре
рывности и конечности.

72. Векторная трубка. Выделим в поле, 
где нет источников, очень тонкую трубко
образную поверхность, составленную из век
торных линий (рис. 6 8 ), и ограничим ее двумя 

нормальными к этим линиям сечениями й8Л и dS2. Проведенная нами 
поверхность замкнутая и внутри себя не содержит источников. Поэтому 
полный поток сквозь эту поверхность должен быть равен нулю. Но 
сквозь боковую поверхность нашей трубки нет потока, потому что в ней 
лежат векторные линии и cos (vn ) =  0. Сквозь сечение dS2 происходит 
втекание, а сквозь сечение dS1 — вытекание жидкости и притом в том же 
ежесекундном количестве, поэтому

Рис. 67.

v1 dS1 =  v2 dS2 —  0, 
или

v1 dS\ —  v2 dS2.
Вообще через любое сечение вектор

ной трубки количество (объем) ежесе
кундно протекающей жидкости будет одно 
и то же. Мы можем, следовательно, от
метить основное свойство векторной трубки 
в тех местах поля, где нет источников, а 
именно: поток вдоль всей векторной трубки 
постоянен:

\ n d S  —  const.

Это свойство остается Еерным и для трубок конечной толщины, так 
что его можно выразить интегралом:

J  (v dS) —  const.

Отсюда заключаем, что там, где трубка шире, v должно быть меньше, 
и где трубка сужается, векторные линии делаются гуще и поле вектора v 
делается сильнее.



Мы уже говорили (стр. 60, 64), что при графическом изображении 
поля густота линий должна соответствовать величине градиента. Мы 
исполним это требование, если проведем в поле трубки одинаковых по
токов (y d S). Действительно, тогда расстояние между границами смеж
ных трубок (т. е. dS ) будет тем больше и линии на чертеже будут тем 
дальше друг от друга, чем v  меньше, и, наоборот, где v больше (dS бу
дет меньше), там линии будут гуще.

73. Непрерывность векторных линий. Сопоставляя теорему о постоян
стве потока в векторной трубке с тем, что мы говорили раньше (60, 
64) о густоте векторных линий, мы можем сказать, что число векторных 
линий вдоль трубки постоянно. А это означает, что в поле, где нет 
источников, каждая линия проходит не прерываясь.

Начинаться векторная линия может только в положительных источ
никах, а кончаться только в отрицательных источниках.

Если дано поле совершенно без источников, то, если вектор v не 
везде равен нулю, в поле могут быть векторные линий, но без начала 
и без конца; они могут быть замкнутыми кривыми. Мы уже сказали 
(стр. 64, 67), что такое поле называется вихревым-, оно не имеет одно
значного потенциала.

Бывают, впрочем, случаи, когда линии поля не замкнуты и все же 
не имеют явных концов, потому что все источники находятся на беско
нечно большом расстоянии. Этот случай, конечно, надо иметь в виду.

Если же в поле совсем нет источников ни на конечном расстоянии, 
ни в бесконечности и нет вихрей, т. е. в нем нет ни разомкнутых, ни 
замкнутых, то, очевидно, все поле равно нулю

Иногда приходится рассматривать поле ограниченных размеров, у ко
торого источники размещены за границами поля. В таких случаях можно 
действительные источники заменить фиктивными, расположив их там. где 
векторные линии пересекают границы поля (см. формулу Грина 73, 78),

74. Теорема Гаусса в декартовых координатах. Теорема Гаусса:
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причем

написана нами в такой форме, что выражаемое ею соотношение имеет 
определенный геометрический смысл, совершенно независимо от выбора 
той или иной системы координат.

Выразим эту теорему в прямолинейных прямоугольных координатах. 
Возьмем для этого в интересующей нас точке поля О глементарный па
раллелепипед d x  dy dz (рис. 69) и определим поток вектора сквозь все 
шесть граней этого параллелепипеда.

Поток вектора V сквозь грань dy dz, лежащую в плоскости YZ, бу
дет равен:

aWj = — vx • dy dz.

Здесь знак минус означает втекание внутрь объема d xd y d z .

ф  (vn • rfS) =  J  div v • do, 

d j )  (v-  dS )
div v :

do
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Поток сквозь такую же площадку dy dz, но проходящую ре через 
начало координат О, а через точку 1, находящуюся на расстоянии dx  
от начала, будет:

dN2 = - \ - v 'x dy dz,

где v ' есть нормальная к площадке dy dz составляющая вектора v 
в точке 1. Величина v ' может вообще отличаться от vx. Если прира
щение вектора vx при переходе от точки О к точке 1, т. е. на длину dx, 
обозначить через dvx, то приращение vx на единицу длины при этом

ц  полноепереходе будет равно

приращение на всю длину dx  бу-

дет —- dx. Следовательно, мы можем
ал:

написать, что
- I лv  ==г» £ dx
х х 1 ал;

dN0 + J x d x ) dy dz-

ат>
Заметим, что —s  есть частная про- оХ

изводная от vx по л:. Это означает, 
что если vx представлена как функция х, у , z , то производная по х  
берется, принимая у  w z  постоянными.

Складывая dN2 с dNv  получаем поток вектора V сквозь две парал
лельные площадки d yd z  нашего параллелепипеда:

dN1 - f  dN2 — d x  dfddz.
ал: 1

Производя подобные же вычисления для двух площадок dz dx  и для 
двух площадок dx dy и складывая все вместе, получаем весь поток для 
всего элементарного параллелепипеда d xd y d z \

dN--
~dv bv bv .

u + W + ^ ] d x d y d z -

Разделив это на элемент объема d x  dy dz, получаем выражение для рас
хождения вектора v в рассматриваемой точке в декартовых координатах:

divv; ’ ах ' ау ' ад'

Совершенно аналогичным образом можно подучить выражения для 
-div.v и в других системах координат (_см. ниже}. /
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Для тех частей поля, где нет источников, мы имеем для вектора v 
диференциальное уравнение с частными производными

i v r dvv iv ,
—  ̂-j---- д -i-----? =  о.
Ъх г  by 1 bz

75. Примечание. В электростатике поле образовано электрическими 
зарядами е, которые и служат ему источниками. Так называемая электро» 
статическая индукция этого поля на расстоянии г от заряда равна:

Полный поток индукции сквозь шаровую поверхность 4тгл2 с центром 
в е будет равен:

D inr2 — 4те.

Между тем, по терминологии предыдущего параграфа, этот поток 
должен был бы равняться силе источника, т. е. равняться е. Соответ
ственно с этим и плотность источников в электростатике будет 4ттр, хотя 
плотность электричества равна р. В настоящее время большинство при
держивается обозначения, принятого в электростатике, а потому и мы 
введем во все наши уравнения поля множитель 4тг и будем писать:

div v — 4тгр.

76. Уравнение Лапласа-Пуассона. Доказанная нами в предыдущих 
параграфах теорема Гаусса и все дальнейшие рассуждения о векторных 
линиях применимы к любому векторному полю. Но. если данное нам 
векторное поле имеет потенциал, т. е. если

__  dtp ^ __  dtp __  dtp
Vx b x '  Vy dу ’ z '

то уравнение

div v =  (V  v ) = s f + . - ^  +  T 7  =  4irp 

обращается в уравнение

bvx dT>„ bv, 
1 d^ 1 da:

или

d̂ tp d̂ tp d̂ tp
d* 2 +  dy2 ^ d £ 2

V  2(p =  — 4 up.

Это соотношение между скаларами tp и р носит название уравнения 
Пуассона. Для тех точек поля, где нет источников р =  0, оно переходит 
в так называемое уравнение Лапласа.

Оба эти уравнения играют громадную роль в теории поля, и реше
нием их занимается обширный отдел математики.
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Итак, мы можем резюмировать: если в данном нам поле

curl v =  О,
то можно положить

v =  — V?»

и тогда имеет место уравнение Лапласа-Пуассона:

' \ / 2ц =  —  4тгр.

77. Равнозначность различных решений уравнения Лапласа-Пуассона^ 
Не останавливаясь пока на различных случаях решения уравнения 
Лапласа-Пуассона, приведем доказательство одной общей теоремы, ко
торая имеет для нас практическое значение.

Пусть дано потенциальное поле, простирающееся до бесконечности, 
и в нем даны все источники р. Положим, что мы нашли (случайно или 
как-нибудь иначе) некоторое значение <pv  удовлетворяющее уравнению 
Пуассона, так что в каждой точке поля

V 2 'f1== —
Далее, предположим, что для того же поля р каким-либо способом 

найдено еще другое значение ср2, для которого можно тоже написать:

V 2 Ь  =  — 4пР-
Тогда, вычитая одно уравнение из другого, получаем для всего поля

V 20?i — <Р2) =  0-
Это означает, что полученное поле (ср, — tp2) не имеет нигде источ

ников. Но без источников не может быть линий сил, из них исходя
щих. А так как, кроме того, в потенциальном поле и

т
curl V =  О,

т. е. нет и замкнутых векторных линий, то, значит, в результирующем 
поле (tCj — ф2) вообще нет никаких векторных линий, т. е. это поле равно 
нулю. Это означает, что для всех точек поля

h  — ¥ 2  — cons*.

т. е. что оба наших решения равнозначны, потому что прибавка ко всем 
потенциалам поля одной и той же постоянной величины не имеет зна
чения (стр. 65, 67).

Итак, мы приходим к заключению, что если нам удалось найти одно 
решение (р уравнения

V 2 Т =  — 4  ттр, .

удовлетворяющее всем условиям задачи, то это решение— единственное.
Это обстоятельство, конечно, очень важно практически, потому что 

иногда можно найти решение задачи на основании побочных, чисто фи
зических, соображений или по аналогии с иззестными уже случаями;
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однако, найдя одно какое-либо решение, мы можем быть уверены, что
оно — единственное.

78. Формулы Грина. Полезно несколько обобщить теорему Гаусса. 
Мы нашли выше, что по этой теореме интеграл потока вектора, взятый 
по какой-либо замкнутой поверхности, можно представить в виде инте
грала, взятого по объему, ограниченному этою поверхностью, причем под 
объемным интегралом вместо вектора v появляется скалар div v. При 
этом под потоком жидкости мы подразумевали объем жидкости, проте
кающий сквозь площадку dS  в секунду (v„ dS).

Но можно интересоваться не объемом, а массой протекающей еже
секундно жидкости; в таком случае необходимо будет умножить этот 
объем на плотность жидкости. Обозначим плотность жидкости через 3 
и для общности предположим, что 3 не везде в поле одинакова (неодно
родная или сжимаемая жидкость, или газ), а представляет собою неко
торую функцию координат — 3 =  ф (jc у , z), т. е. образует собою ска- 
ларное поле ф подобно скалярному полю <р.

Вместо потока вектора v нам теперь нужно исследовать поток век
тора фу. К этому полю мы можем опять применить теорему Гаусс?

Это и есть обобщенная формула Гаусса, или формула Грина. Грин 
нашел эту общую формулу раньше, чем Гаусс нашел формулу § 70.

Для ф =  1 она обращается в формулу Гаусса.
Из этой формулы мы можем получить два следствия. Они нам скоро 

понадобятся.
Во-первых, полежим ф =тр; тогда можем написать (вторая формула 

Грина):

и, вычтя из первого уравнения, имеем симметричную формулу (третью 
формулу Грина):

(стр. 67, 70):

Во-вторых, переставив ср и ф, получаем:

Ф vdiidS==z f c v T - v * + * . v ’ * ) *

— © -у- hfS =  I (ф • V 2 <P — <? • V 2 Ф) do.I
Как для формулы Гаусса необходимо условие конечности и непре

рывности вектора V, так и для формулы Грина, где входят производные 
от <р и ф, необходимо условие непрерывности и конечности ср и ф и их
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градиентов. Напоминаем читателю, что положительное направление нор
мали мы приняли наружу относительно объема, обнимаемого рассматри
ваемой здесь замкнутой поверхностью. В тех курсах, где положительная 
нормаль принята внутрь указанного объема, знаки при интегралах, рас
пространенных по поверхности, естественно, будут противоположные, 
чем у нас принято.

79. Применение формулы Грина к ограниченному полю. Последняя 
формула Грина дает нам возможность определить потенциальное поле tp0 
в любой точке пространства, ограниченного какою-либо замкнутою по
верхностью, когда даны все источники внутри этой поверхности и даны 
потенциалы и их градиенты на пограничной поверхности. Наружных источ
ников при этом знать не нужно.

Для решения этой задачи воспользуемся третьей формулой Грина, 
положив в ней

где г есть расстояние любой точки Q поля от начала координат Начало 
координат можно, конечно, предполагать тоже в любой точке поля Р, 
и написанное выше г  есть не что иное, как расстояние между двумя 
точками поля PQ.

Легко убедиться в том, что функция — удовлетворяет уравнению

Действительно,
У 2ф — 0 .

г2 —  х 2 - \-у 2 - j - 2 2,

3 (
' I >

1 3 (
' 1 '

) ЗГ~ -
1 X X

й* \, г  )1 д г  \V г  .1 Ъ х г2 г г 3 '

/ лг\ 1 Зх2
Ьх2 \ Г /  дХ \ Г3 ) Г3 ! гъ ■

Складывая три подобных выражения для х, у , z, получаем:

3  | 0 х 2+ у 2 +  г 2
г 3 “ Г  6  г 5 0 .

Если это принять во внимание и положить в третьей формуле Грина

ф =  у ,  \72Ф — °> V 2(P =  — 4пр,

то мы получим:

H V l - ' > r n r ) d%= - 4' ' \ ^ d0-

В начале координат — равно бесконечности. Для того чтобы поле 

у нас .было везде конечным, выделим эту точку из поля, окружив ее



какою-либо беспредельно уменьшающеюся поверхностью, и применим 
фурмулу Грина к оставшемуся объему, который теперь будет ограничен 
двумя поверхностями: наружной 5  и внутренней, выделяющей начало 
координат. Поэтому и поверхностный интеграл распадется на две части, 
одна из которых будет прежняя, а другая будет интеграл по внутренней 
поверхности; последнюю выберем в виде сферы с радиусом г0 и центром Р. 
Введем сферические координаты, положив d S — r^da, где diо — элемент 
телесного угла, под которым видна из центра сферы элементарная пло
щадка dS, помещающаяся на поверхности этой сферы. Для поверхности 
нашей сферы

d _1_ _  J_ 
dn г dr г г2'
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Знак — перед производной по г здесь получается потому, что в дан
ном случае нормаль, наружная по отношению к объему интегрирования, 
направлена внутрь нашей сферы; поэтому dn =  — dr. Поток будет 
равен:

dun —~ юп i da.
~Tn ~  *>)

При беспредельном уменьшении радиуса г0 нашей малой сферы первый 
член в интеграле справа обращается в нуль, а второй после интегриро
вания по всей сфере, т. е. по углу 4тт, дает 4пср0, где <е0 есть значение 
потенциала в начале координат. Следовательно, имеем:

do -f- < £ ( ± dJ
1

4тт J  I г dn dS.

Эта формула дает нам потенциал в начале наших координат, т. е. 
в любой точке поля, если даны плотности всех источников р и их рас
стояния г до рассматриваемой точки и, кроме того, даны потенциалы 
и нормальные составляющие их градиентов на пограничной поверхности.

Если пограничная поверхность удалена в бесконечность, а все источ
ники находятся на конечном расстоянии, то для бесконечно удаленной

поверхности tp будет бесконечно мало, как —, а ^  — бесконечно мало,

для бесконечно1 гг /  1 d 1 \
г* \ г  dn  7 dn г  )

удаленной поверхности будет уменьшаться, будучи пропорциональной —,

между тем как сама поверхность будет увеличиваться пропорцио
нально л2. В результате поток сквозь бесконечно удаленную поверхность

■будет уменьшаться, как —, и может быть принят равным нулю. В та- 

.ком случае потенциал <р0 будет определен одними источниками
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80, Энергия потенциального поля. Вторая формула Грина:

(V  <р) 2 do ----- dS  — \ <р V 2(p do

дает нам возможность получить два выражения для энергии физического 
поля. Обыкновенно энергия выражается произведением двух величин. 
Энергия есть скалар, а потому может быть выражена или произведением 
двух скаларов или скаларным произведением двух векторов; в частности — 
квадратом одного вектора.

Так, например, кинетическая энергия движущейся жидкости равна 
половине произведения ее массы на квадрат скорости V. Если плотность 
жидкости обозначить через §, то масса элемента объема do будет $ do,

либо конечного объема жидкости, в различных точках которого о' и v 
могут быть различны, будут выражаться интегралом:

который должен быть распространен на все поле вектора V.
Коэфициент § для излагаемой нами общей теории поля не имеет 

значения, мы могли бы его включить в величину вектора v или принять 
равным единице. Но, принимая во внимание, что расхождение вектора 
мы уже условились обозначать с множителем 4тт через 4пр, а не про
сто р (стр. 71, 75), будем писать теперь энергию поля (как это принято 
в электромагнетизме) с делителем 4тт, т. е.

тогда по формуле Грина, принимая поток сквозь бесконечно удаленную 
поверхность равным нулю, получаем:

Если дано потенциальное поле, т. е. если

v =  — V<P»

Но по уравнению Лапласа-Пуассона:

— \(72(р =  4тгр.
Следовательно,
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Здесь с левой стороны у нас энергия поля выражена через вектор V, 
и интеграл распространен по объему всего поля v; справа у нас та же 
энергия выражена через потенциалы ср и плотности р источников. Этот 
последний интеграл не нужно брать по всему полю v, а достаточно взять 
по тем объемам поля, где имеются источники. Величина

г. е. энергия единицы объема поля называется плотностью энергии поля.
81. Источники в отдельных точках. Если точка Р, для которой мы 

вычисляем потенциал, отстоит очень далеко от источника, и сам источник 
занимает сравнительно с расстоянием г очень малый объем, то можно

1считать расстояние г для всего источника одним и тем же и вынести — 

за знак интеграла. Если, кроме того, положить

тогда получим:

и

V grad (р =  — сК£
У

е
У

В этом случае вектор v будет направлен по радиусу г, и величина его 
будет обратно пропорциональна квадрату расстояния от источника.

Если источников несколько, то

Эту сумму нужно распространить на все источники поля.
Можно проверить непосредственной подстановкой, что в поле вне

источников эта величина ш =  — удовлетворяет уравнению Лапласа:

V 2<? =  °-
Для этою необходимо положить

е
<р =  —= = = = =

У х2 -\-уг - \-z2

и взять сумму вторых производных этой величины по X ,  по у  и ПО Z .

Но для таких случаев поля, когда источники расположены в отдель
ных точках, и потенциал зависит только от расстояния г, можно пред
ставить уравнение Лапласа в несколько ином виде.

Если
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то
d(f>  3/ З/- __ 3/ X
Зх Ьг Зх Ьг г ’

л

Зх2 Зт2 л2 Зг г Зг г3'

Аналогичные выражения получим для вторых производных по у  и по 5. 
Сложив три таких выражения вместе, получим:

v  v dr2 ‘ г Зг г Зл2 ' 1

Теперь по этому уравнению прямо видно, чТо если
е

т*Г

то для точек вне источника мы получаем уравнение Лапласа и притом 
в следующем виде:

1 З2
V 2? =  ^ д о 

определив по данным источникам е потенциал ер, мы имеем возмож
ность вычислить и все поле вектора v по уравнению:

rfep 
dri

v =  — grad ер =

Так, именно, и поступают в теории тяготения и в электростатике и 
вообще во всех случаях, где имеет место закон о действии сил обратно 
пропорционально квадрату расстояния.

82. Поле сил при любой зависимости от расстояния. Мы начали изу
чение свойств векторного поля в самом общем виде, с тем лишь огра
ничением, что это поле имеет потенциал (curl v =  0 ), т. е. что в поле 
нет замкнутых векторных линий. Теперь мы пришли к заключению, что 
в таком поле источники действуют обратно пропорционально квадрату 
расстояния. Таким образом выходит, что закон действия обратно пропор
ционально квадратам расстояния имеет как бы универсальное значение 
для всех полей и что другие законы невозможны. Это не совсем так, 
и для того, чтобы уяснить себе в чем тут дело, предположим, что нам 
дано векторное поле А, причем величина этого вектора для каждой точки 
поля есть некоторая функция f { r )  расстояния г  данной точки от начала 
координат. Направление этого вектора пусть будет везде радиальное. 
Итак, пусть

А — /(/•), г2 =  х 2 -j— _y2~f- z2.

Проекции этого вектора на оси координат будут:

Ах =  у  /(г), Лу =  у/(.г), А, =  у  ДО-
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Прежде всего убедимся в том, что поле этого вектора имеет потен* 
циал, т. е. что curl А =  0. Для этого нам достаточно составить выражение 
для проекции вектора curl А, например на ось ОХ

(curl А)* =
а (№ \

Г У Зг \  Г J

То же самое мы получим и для других проекций.
Расхождение этого вектора должно быть равно 4кр, но

« v A = / ( r ) [ ! —  +  +

а так как
Зг ___ х  
Т х ~ Т '  

то

Зг у  Зг z  Зг . Зг . Зг 
Зу ~~~Г’ Зг “ У ’ * ^ + J ; ^ + l i ===r’

div А = / ( г )  у  +  U  =  4тгр.

Это означает, что если бы нам дали такое поле вектора А, в котором 
величина- А  представлена как некоторая функция /(г) расстояния от на
чала координат, то мы считали бы, что источники этого поля находятся 
не только в начале координат, как это могло бы показаться на основа
нии задания, но что они распределены во всем поле с плотностью 4тгр, 
вычисленной выше, и что каждый элементарный объем этого поля дей
ствует обратно пропорционально квадратам расстояния.

Только в том случае, если само поле вектора А задано по закону 
обратной пропорциональности квадрату расстояния, т. е. если

т = 2

Г*
2

У ’

мы получим во всем поле вне начала координат р =  0 , т. е. мы будем 
считать источник только в начале координат.

83. Источники в точках, на линиях и на поверхности. Мы только 
что видели, что если источником является настолько малый объем, что 
в сравнении с расстоянием г до точки Р  поля его
можно считать бесконечно малым, тогда с матема- е р
тиче.кой точки зрения источником служит точка, и У У ____________ — .
потенциал источника е, сосредоточенного в одной
точке, преобразуется так: Рис. 70.
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а потенциал источников, распределенных в нескольких точках

г
е

Точки, в которых сосредоточены источники, или массы, или заряды е 
поля, называют часто полюсами. Термин масса перешел в теорию поля

Здесь величину р dS  мы можем назвать массою единицы длины трубочки 
или линейною плотностью источников i  и написать:

Наконец, если объем источников представляется в виде очень тонкой 
пластинки (рис. 72) толщиной dn, тогда произведение р dn будет масса 
единицы поверхности, которую мы можем обоз
начить через а. Потенциал источников, распреде
ленных на поверхности, можно изобразить фор
мулою:

непрерывными.
84. Прерывность вектора v в поле. Пока мы рассматривали только 

конечные объемы, у нас поле было непрерывно, т. е. (р и v были конеч
ные и непрерывные функции координат. Но мы уже видели, что, если

предполагать источник сосредоточенным в точке, то ® =  — для этих то

чек делается бесконечно большим.
Это не нужно упускать из вида и, как это мы уже делали (стр. 75, 79), 

необходимо выделить эти точки из поля небольшою окружающею шаро
вою поверхностью. Нечто подобное мы имеем и в случае источников, 
расположенных по линиям. Эти линии тоже приходится выделять из поля

из теории тяготения, а термин полюс и заряд —  из 
теории магнетизма.

Итак, для вычисления потенциала нужно массу 
каждого полюса разделить на соответствующее рас
стояние и все это сложить вместе.

Рис. 71.

Если массы занимают очень тонкую (опять в срав
нении с г) трубочку, тогда, обозначив элемент длины 
этой трубочки через ей (рис. 71), а поперечное, т. е. 
нормальное к dl сечение, через dS, получим:

Во всех случаях — для объемов, для точки, линии 
и поверхности — величины р, е, i, о должны быть 
конечными, но они не должны быть непременно Рис. 72.

е
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тонкими трубками, чтобы не иметь дело с потенциалом бесконечной 
величины, с которым нельзя производить никаких расчетов.

Исследуем, что происходит около поверхностного слоя.
Если слой тт (перпендикулярный к черт. 73) представляет собою 

источник, то его векторные линии будут итти от него в обе стороны — 
и по положительной нормали, и по отрицательной. Вырежем в слое тт 
небольшую площадку dS, построим на ней бесконечно низкий нормаль
ный к dS  цилиндрик abed и применим к этой цилиндрической поверх
ности теорему Гаусса.

Потоки сквозь два основания цилинд
ра будут соответственно dS  и v.2 dS.
Поток же сквозь его боковую поверх
ность будет равен нулю, потому что бо
ковая поверхность взята вдоль векторных т 
линий. Кроме того, боковая поверхность 
бесконечно мала в сравнении с основа
ниями цилиндра. Источник, заключенный 
внутри этой поверхности, будет 4то dS.
По теореме Гаусса после сокращения на dS, 
получим:

v i Н~ v 2 —  4тга.

Величина v2 взята со знаком что означает вытекание; вектор v2 
направлен по наружной и, следовательно, положительной нормали 
цилиндрика. Полезно будет ввести в эту формулу не наружные нормали 
цилиндрика, а нормали нашего слоя тт (рис. 73). Если положительную 
нормаль взять по v3, то v2 окажется направленным по отрицательной 
нормали слоя тт, и мы должны будем написать:

vnt —  vn' =  4no.

Если кроме нашей площадки в поле находятся еще и другие источники, 
то их векторные линии пройдут наш слой не прерываясь. Поэтому 
в результирующем поле всех источников, включая и наш слой тт, 
касательные к тт, составляющие поля, останутся без перерыва

vU— vb =  0'
между тем как нормальные составляющие результирующего поля будут 
иметь, именно, этот перерыв: <

v„ — v„ =  4тта.ТЦ П ч

Наоборот, если бы нам дали векторное поле, в котором имеются поверх
ности, где вектор v прерывен, т. е. имеет на двух сторонах одной и 
той же поверхности разные значения своих нормальных составляющих, 
то мы при расчетах поля могли бы считать эти поверхности за источ
ники с поверхностною плотностью

4тг
6  Теоретическая физика. Ч* J,
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85. Поле биполя. Рассмотрим поле, составленное из двух полюсов 
с равными и противоположными по знаку источниками +  находящи
мися на расстоянии I друг от друга. (Нечто подобное мы имеем в маг
нитной стрелке компаса.) Величину р —  е\ называют моментом этих двух 
полюсов -h e .

Момент р, так же как и длина I, есть вектор.

и получим потенциал так называемого биполя, или двойного полюса

Зная потенциал, мы можем получить и поле его отрицательного градиента

Из этих формул мы видим, что поле вектора v распределено в общем 
обратно пропорционально кубу расстояния от биполя. Но это поле 
неодинаково по всем направлениям от точки О, оно есть не только f(r), 
но также и /(а).

По направлению момента биполя рх, когда а =  0, поле направлено 
по радиусу и равно

Потенциал обоих источников -h e  в 
Р некоторой точке Р  (рис. 74) поля будет:

Предположим теперь, что расстояние 
между полюсами I очень мало в сравнении 
с г, но не равно нулю, так что величина 
момента р =  е\ все же остается конечною. 
Тогда мы можем положить в числителе

гг — г2 =  I cos а,

Рис. 74. а в знаменателе

р  cos а

V =  — grad а — ------ -.
s  * dn

о

Разложим этот вектор на две составляю
щие, из которых одну возьмем по радиусу

а другую по касательной t к окружности 
радиуса г  в плоскости (рг) (рис. 75):

дер__ дер sin а

дер__ 2  cos а

Ы г да ^  г3 Рис. 75.



8t>] 8ИП0ЛИ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА 8 3

По направлению, перпендикулярному к рх, поле перпендикулярно к 
радиусу и равно:

Vr ~  0 )

т. е. вдвое меньше, чем в предыдущем случае.

порядка. Подобно тому рис
как от потенциала по
люса мы перешли путем диференцирования к потенциалу биполя, 
точно так же от потенциала биполя мы можем перейти к потенциалу 
двойного биполя, а при дальнейшем диференцировании можем получить 
биполи высших порядков.

Разберем простейшие случаи.
Мы знаем, что потенциал полюса равен:

» - ± f

Раздвинем два совпадающих полюса по
оси X  на длину dxx. Получим биполь с мо
ментом

рх =  edxx
и его потенциал

Раздвинем теперь два совпадающих биполя 4 - р х по оси X  (рис. 77) 
на длину d x 2. Произведение p x dx 2 обозначим через рхх.

Потенциал этих двух биполей при беспредельном уменьшении dx2 
будет:

, г а 1 a i l  . . , d2 / 1 \  d3 i

6*
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Если же мы раздвинем те же биполи по оси У (рис 78) на длину dy 
или по оси Z  на длину dz , то получим:

, <) Ъ
У У ^ ху с\у дХ

г й

г 
1 \
- у

Продолжая таким образом далее, мы можем по )учить потенциалы бипо
лей любого л-го порядка

Ъп
'9п =  Рп\[ оx ‘uyk,z ‘>

Легко видеть, что каждый подобный потенциал 
в тех частях поля, где нет биполей, удовлетво
ряет уравнению Лапласа:

V 2'? =  o,
1

потому что — удовлетворяет этому уравнению.

Наконец, вследствие линейности уравнения 
Лапласа, ему будет удовлетворять и любая

ного порядка
Щ =  2 <Р«-

87. Различные выражения для потенциала биполя. Потенциал биполя 
играет очень большую роль в теории физического поля, причем для 
различных случаев выражения этого потенциала могут принимать различ
ный вид. Для более легкого запоминания, а также для большей нагляд
ности мы сопоставим здесь эти формулы.

Для потенциала биполя мы вывели формулу (стр. 82, 85):
edl cos а р cos а

Ф — - — -—  =  — -— .

Если принять во внимание, что

г2 Ьг \ г )  г

есть вектор, направленный по радиусу /•, то потенциал ш легко предста
вить в виде скаларного произведения

<Р =  — ( р - V y
Заметим, что вектор V  — направлен в ту сторону, куда — увеличи

вается или куда г уменьшается, т. е. от точки Р  (рис. 75) по направле
нию к биполю. Мы можем, однако, заменить его вектором, направлен
ным в ту же сторону, как и г (рис. 75), т. е. от биполя наружу.
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Если этот последний вектор обозначить через S/ р, то

и потенциал биполя будет равен:

Подстановка \ / р вместо — V  в декартовых координатах выражается 
обыкновенно следующим образом.

Обозначим через х, у, z  координату точки Р, для которой мы опре
деляем потенциал, а через $, •/], ц координаты биполя; тогда

; 2 =  (х _  i)S  4- (у _  г,)2 +  ( *  _  Q 2

и, следовательно,
й/" __  ЙГ Ьг _  дг й /' ___  ЙГ
ЙХ й$ ’  й у  Й7] Й2 й£ '

Левые части этих равенств представляют собою проекции на оси коор
динат вектора \ / ,  между тем как справа стоят проекции на оси коорди
нат вектора— V p-

Замену —V  через -{- V p мы можем выразить словами так: переход 
в соседнюю с Р  точкою поля на длину -\-dl .эквивалентен сдвигу источ
ника поля е на длину — dl.

Этого, впрочем, и следовало ожидать, потому что поле зависит только 
от взаимного расстояния между точкою Р  и полюсом е.

Если написать потенциал биполя в декартовых координатах, то получим:

й 1 й 1 й 1

^ х  ЙХ Г л ”  r  ^ Z **  гйу  Г й Z г

В таком виде потенциал биполя составлен из трех потенциалов ‘ трех 
биполей р х, р pz. Мы видим, что вообще перед тем, как вычислять 
потенциалы, мы можем разложить биполь, 
как и всякий вектор, на несколько со
ставляющих, и, вычислив потенциалы ка
ждой из этих составляющих, затем сло
жить их вместе. Иногда этот способ пред
ставляет некоторые удобства.

Теперь представим себе наш биполь 
не в виде элементарной линии с двумя 
зарядами +  е, а в виде элементарного 
объема длиною dl и поперечного сече
ния dS  (рис. 79). Пограничные сечения d S   ̂Рьс. 79.
мы предположим заряженными пЬверхно-
.стною плотностью -Ка. Следовательно, мы можем себе представить, что 
наш биполь образовался от сдвижения двух площадок dS, заряженных 
плотностью 4 ;  а, на расстояние dl-
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В таком случае
e —  adS

р =  е dl =  a d S  dl =  о do.

Из последней формулы мы видим, что о равна величине момента р, 
деленной на объем do. Назовем эту величину плотностью момента, или 
поляризацией, нашего биполя и обозначим ее через Р. Поляризация Р, 
так же как и момент р, есть вектор.

Теперь мы можем представить потенциал нашего биполя в таком виде:

Наконец, мы можем еще ввести в нашу формулу телесный угол dio, под 
которым видна площадка dS  из точки Р  (стр. 39, 39).

поверхностную плотность биполей. Тогда получим для потенциала выра
жение

Все вышеприведенные формулы для потенциала биполя нам сейчас же 
пригодятся.

8 8 . Поляризация. Иногда пространство бывает наполнено целою 
системою биполей, моменты которых в разных точках могут иметь различ
ную величину и различное направление. Потенциал подобного поля будет 
равен сумме потенциалов всех биполей, его составляющих. Мы можем 
даже представить себе распределение биполей непрерывным, и тогда эти 
суммы обратятся в интегралы.

Возьмем какой-либо элементарный объем do и положим, что г- се 
биполи, в нем находящиеся, дают в среднем момент Р do. Величина Р бу
дет, следовательно, момент биполей в единице объема, или плотность 
биполей. В электростатике и магнетизме эту величину называют поляри
зацией. Величина поляризации Р будет, конечно, вектор, так же как 
и момент биполя р. Вектор Р может образовать целое поле, и тогда 
это поле называется поляризованным.

Потенциал элемента объема подобного поля будет (стр. 85, 87):

, dS  cos аda = ----- -—
гг

обозначим еще через
7j — с dl

<р =  7] dio.

9  потенциал какого-либо конечного объема будет:



Здесь подинтегральную величину мы можем представить еще так 
(стр. 52, 54):

89] двойной слой 87

Но
p - V „ y ) = V p( p 4 ) - j ( V - P ) .

(V  • Р) =  div Р

представляет собою отнесенный к единице объема поток сквозь поверх
ность элементарного объема do (стр 6 6 , 69). Так как объем do содержит 
только биполи, т. е. столько же положительных источников, сколько 
и равных им отрицательных источников, то поток сквозь его поверх
ность должен быть равным нулю.

Итак, для поляризованного поля имеем:

div Р =  О,

т. е. расхождение поляризации всегда равно нулю.
Приняв это во внимание, мы можем объемный интеграл

преобразовать в поверхностный

Последний интеграл представляет собою потенциал источников, располо
женных на поверхности (стр. 80, 83) с поверхностною плотностью

а = Р „

Полученное нами соотношение между поверхностною плотностью о и 
поляризацией Р означает, что если наше поляризованное поле имеет гра
ницы, то потенциал всех его биполей можно заменить потенциалом 
источников Ря, расположенных на пограничной йоверхности. Плотность 
этих источников равна нормальной составляющей поляризации Рп у 
пограничной поверхности.

Далее, мы знаем, что если источники расположены на поверхности 
(стр. 81, 84), то у этих поверхностей нормальные составляющие гра
диента потенциала делаются прерывными. То же самое следовательно, 
имеет место и на границах поляризованного поля.

89. Двойной слой. Теперь представим себе поляризованное тело в виде 
очень тонкого слоя, в котором поляризация, т. е. плотность биполей, 
направлена везде по положительной нормали к этому слою. Каждый эле
мент поверхности d S  такого слоя будет представлять собою биполь, 
которого потенциал мы уже определили выше (стр. 84, 87). Мы нашли 
его равным ц d(o, где V] — поверхностная плотность биполей, a da —• 
телесный угол, под которым видна положительная сторона поверхности 
4S  цз точки Р  (рис. 80).
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Если биполи образуют целый слой, то потенциал этого слоя будет:

(s =  j'vj а1т.

Подобный слой, у которого по одну сторону расположены положитель
ные источники, а по другую сторону — им равные отрицательные источ- 

, ники, называется двойным слоем.
Обратим внимание на то, что dm есть тот 

телесный угол, под которым видна из точки Р 
положительная сторона площадки dS, т. е. 
та сторона, из которой выходит положительная 
нормаль слоя и куда направлены положитель
ные полюсы биполей.

90. Прерывность потенциала у двойного 
слоя. Будем подходить точкой Р  все ближе и 
ближе к поверхности двойного слоя. При этом 
угол dm будет все расти и расти, и когда точ
ка Р совпадет с положительною стороною по
верхности, конус Р dS  раскроется в плоский 
элемент поверхности dS, а угол dm обратится 
в 2гг.

точки, лежащей на положительной стороне по
верхности двойного слоя, потенциал элемента dS  будет:

<р+ =  +  2тгт)л.

Точно таким же способом мы получили бы потенциал для точки, лежащей 
на отрицательной стороне двойного слоя; он будет равен:

<Р-— — З а 
разность потенциалов с обеих сторон поверхности двойного слоя равна, 
следовательно,

/  ' <р+ — Щ п-
Отсюда видим, что потенциал у подобных двойных слоев прерывен, 

и что прерывность потенциала равна 4тг, умноженному на поверхностную 
плотность биполей rlfl, нормальных к этой поверхности.

Заметим, что величина rin, а также и перерыв (щ +— tp_) может быть 
для различных точек поверхности различен.

Спрашивается теперь, каким же образом можно определять градиент 
потенциала щ, если он прерывен? ГрШшент конечной величины мы' можем 
получить только вне поверхности двойных слоев, или в непосредствен
ной близости у поверхности, в самом же' слое градиент будет беско
нечен.

Аналогичный результат мы получили бы, если бы в местности, изо
браженной на плане (рис. 60), была стена или ров с вертикальными 
стенками. Тогда одной и той же точке на плане соответствовало бы две 
высоты, а градиент, т. е. уклон местности, tg а был бы здесь беско
нечен (а — 90°). Тем не менее с обеих сторон стены уклоны местности 
могли бы быть конечными.

Таким образом для
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91. Двойной слой равномерной плотности. Если плотность биполей 
г( на всей поверхности одна и та же, то ее можно вынести за знак 
интеграла (стр. 8 8 , 89;, и мы получим:

<Р =  Ч2,
где Q есть тот угол, под которым из точки Р  видна вся положительная 
сторона поверхности. Если поверхность незамкнутая, то Q — это тот 
угол, под которым из точки т] виден пограничный контур s поверхности 5. 
Если сама поверхность не дана, а дан лишь ее контур, то необхо
димо дать этому контуру s тоже определенное направление, иначе знак 
телесного угла й останется неопределенным. Направление контура s 
должно быть взято по правовинтовой системе относительно положитель
ной нормали к поверхности S, т. е. относительно направления биполей.

Из только что сказанного непосредственно следует, что все двойные 
слои одинаковой равномерной плотности 1], которые опираются на один 
и тот же контур, имеют одинаковые псенциалы.

Замкнутая поверхность не имеет никакого пограничного контура. 
Поэтому и двойной равномерный замкнутый слой дает снаружи потенциал, 
равный нулю. Внутри же такой поверхности, где нормаль отрицательна, 
потенциал будет равен — 4тпр- Градиент такого потенциального поля 
был бы везде равен нулю, и только в самом слое он был бы бесконечен.

92. Прерывное поле. Мы видели выше, что в поле, где имеются 
источники с поверхностною плотностью о, нормальные составляющие 
градиента поля делаются прерывными, так что

— v„
dy
dnz

Мы видели также, что такой перерыв происходит на границах поля
ризованных тел, для которых

Наконец, если в поле имеются двойные слои с поверхностною плот
ностью нормальных биполей г)я, то сам потенциал делается прерывным, 
причем

<Pi —  СО, =  41111,.

Можно доказать и обратную теорему: если в поле имеются поверх
ности, у которых потенциал или нормальная составляющая его гра
диента прерывны, то для расчетов мы можем предположить, что эти 
поверхности покрыты двойными или 'ординарными источниками с плот
ностями

Tin ('•?! ч ¥ 2 ) ’ 3 : 4 л - Vn )fli'

Дла того чтобы доказать это, применим формулу Грина совершенно 
так же, как это мы делали раньше (стр. 74, 79), только при интегриро
вании примем теперь во внимание прерывность поля.
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Напомним читателю, что еще при применении теоремы Гаусса (стр. 67, 
70; рис. 6 6 ), интегрируя по поверхностям элементарных объемов do 
внутри поля, мы принимали, что сквозь любую границу двух соседних 
элементарных объемов потоки вектора v равны и противоположны, а по
тому в общей сумме по всем поверхностям они взаимно уничтожаются. 
Одни только наружные границы поля дают потоки, которые мы и обо
значили интегралом с кружком.

Это, конечно, верно только для непрерывного поля. Если же во внутрен
них частях поля имеются поверхности где поток прерывен, то тогда 
необходимо выделить эти поверхности из поля двумя бесконечно близко 
прилегающими к ним поверхностями. Эти последние делаются, таким об
разом, границами поля, и на них нужно будет распространить интегри
рование по границам.

Точно так же и при применении теоремы Грина (стр. 74, 79) ин
теграл

нужно будет распространить не только по бесконечно удаленной границе 
поля и не только на поверхность беспредельно уменьшающейся сферы, 
содержащей точку Р, но также и на те границы, которые выделяют по-

верхности перерыва tp и из поля.

Заменяя в этом интеграле

получаем для границы, прилегающей к одной — положительной — стороне 
перерыва

а для границы, прилегающей к другой — отрицательной — стороне 
перерыва

Сумма этих интегралов дает:
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Другими словами, поверхности перерыва эквивалентны источникам и двой
ным слоям, что и требовалось доказать.

Заметим в заключение, что Koiaa поле ограничено какою-либо зам
кнутою поверхностью S, то мы можем эту поверхность считать за по
верхность перерыва и притом так, чтобы снаружи у этой поверхности

Тогда все наружное поле будет равно нулю, и мы можем его не при
нимать во внимание при расчете. Действие же пограничной поверхности 
сведется у нас к интегралу

4п \ \  г dti * ctn г )

Это означает, что мы можем действие всех наружных источников поля 
заменить действием фиктивных источников на пограничной поверхности, 
распределенных ординарным или двойным слоем с плотностями

о
J_dj> _ 1 _  
4тг dn ’  ̂ 4тг

Следовательно, вместо наружных источников нам могут быть даны 
потенциалы и их градиенты на пограничной, поверхности

Написанную выше формулу для пограничных источников мы уже 
получили раньше (стр. 74 , 79).

93. Общий случай потенциального поля. Теперь мы можем подвести 
итог нашим исследованиям.

Пусть нам дано потенциальное поле, для которого
curl v =  О,

V =  — grad ср,
V 2<p — — 4пр>

и предположено, что нам дано:
1) поле всех источников р в пределах поля вектора V,

а'щ
2 ) потенциалы tp и их градиенты ~  на пограничной поверхности 

поля,
3) все биполи различных порядков,
4) поляризованные тела с поляризацией Р,
5) перерывы потенциала и его градиента.
В таком случае для потенциала любой точки поля внутри ограничи

вающей (юле поверхности мы будем иметь выражение:



92 И. ТЕОРИЯ ФИЗИЧЕСКОГО ПОЛЯ

94. Заряженный шар. Ъ различных отделах физики мы будем иметь 
достаточно случаев применения теории потенциального поля — в гидро
динамике, теории тяготения, в электричестве и магнетизме. Тем не менее, 
полезно будет сейчас же разобрать несколько простейших примеров, 
которые нам пригодятся и впоследствии. .

Представим себе шар радиусом а, наполненный источниками, плот
ность которых — какая-либо функция рас
стояния от центра шара (рис 81). Положим

? = / < / )
и пусть

р по.

Рис. 81.

В таком простом случае нам нет надоб
ности прибегать к потенциалам, а можно опре
делить непосредственно поле вектора

v =  — grad <р.

Действительно, наше поле симметрично вокруг центра шара, и вектор V, 
очевидно, направлен по радиусу. Поток этого вектора сквозь какую- 
либо шаровую поверхность радиуса г и концентрическую с нашим ша
ром а будет 4лг2на. По теореме Гаусса это должно равняться силе всех 
источников, находящихся внутри шара г. Отсюда ясно, что для всякого 
расстояния га, которое больше а, т. е. для наружных точек поля, мы 
будем иметь:

4.ur2va=  4и j  р do =  4пе,'

и, следовательно,

V.. =

Эго означает, что наружу шар действует так, как будто весь его заряд е 
был сосредоточен в центре.

Внуп-ри шара а, т. е. для rt <( а, мы будем иметь п'оток сквозь 
шаровую поверхность радиуса г/.

4тгг2 н. 4п | р do, 
о

1 Г{ 1 Г‘
rji —  ~2 j ? do = ~ - 2  ( t(r )  do, 

' i ~ Г i *1

и здесь поле будет зависеть от того, какова /{/),
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Если, например, р постоянно для всего шара, тогда

Значит, напряжение, или градиент поля, внутри шара будет пасти от 
центра к поверхности пропорционально радиусу Л 

В центре шара v —  0.
т, 4тгр -На поверхности шара г — а и vt —  а.

о
Тот же результат для поверхности шара мы получим, если будем итти 
снаружи, уменьшая радиус га до га —  а. Действительно,

е 4тг а'ло 4тг р<71 ——     ______  _____ 1 п

Как видим, поле вектора v — непрерывно.
По данному полю v мы можем определить и поле его потенциала по 

формуле:
Г

<? ~  ¥ о =  j  vsdS-
и

Для наружного поля, которое эквивалентно полю источника е, 
помещенного в центре, потенциал нам известен:

причем <р0 для бесконечно удаленных точек принято равным нулю. 
На наружной поверхности шара а

е  4 т т  2 =  -к- я2?- а 3

Тот же потенциал должен быть взят и на внутренней поверхности шара 
потому что потенциал в нашем поле, где нет двойных слоев, должен 
быть непрерывным.

. Для поля внутри шара при определении потенциалов мы примем 
исходную точку на поверхности шара а и будем интегрировать по 
радиусу к центру, т. е. по — dr:

f  v, dr— — у  Р r̂t dr =  у  р [а2 —  г2],
а ■ а

<? — <?* =  —
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а подставляя значение

получаем:

4пр
а >

<р=2 яр^а2 —  - g j .  ■

Наконец, потенциал в центре шара будет:

<р =  2  яра2.

Предлагаем читателю вычислить энергию наружного и внутреннего поля 
равномерно заряженного шара по значениям tp и р, с одной стороны, 
и по значениям v —-с другой (стр. 76; 80).

Энергия наружного поля равна:

Т„ =
2 а '

Энергия внутреннего поля равна:

1 10а*

Наконец, энергия всего поля, вычисленная по <р и р, получается 
равною:

, 5 а '

т, е. равна сумме обеих энергий,
95. Поляризованный шар. Теперь предположим, что наш шар равно

мерно заполнен биполями с объемной плотностью Р, направленною
параллельно оси X. Мы можем себе пред
ставить, что сначала в каждой точке на
шего шара были и положительные, и 
отрицательные источники с плотностью +  р; 
их действие сводилось к нулю. Затем все 
положительные источники (или заряды) 
сдвинулись относительно отрицательных 
вправо (рис. 82) на длину dl.

При этом в каждой единице объема 
образовался момент

Р =  р <Я.

Несмотря на такой сдвиг, внутри 
шара в каждом элементе его объема все 

же имеются и положительные, и отрицательные источники в равном 
количестве, т. е. внутренность шара осталась незаряженной. Но на по
верхности шара у нас справа получился тонкий слой с объемною плот*-
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ностьго а слева такой же слой — р. Толщина этого слоя, если счи
тать ei о по нормали шара, т. е. по радиусу, будет выражаться формулою:

dn —  dl cos (rX).

Поверхностная плотность слоя будет:

а —  р dn =  р dl cos (rX ) — Р  cos (rP) == Рп;

как видим, поверхностная плотность а равна нормальной составляющей 
поляризации.

Этот результат служит прекрасной иллюстрацией той теоремы, ко
торую мы вывели для самого общего случая поляризованного тела 
(стр. 87, 8 8 ).

Для вычисления поля поляризованного шара мы могли бы его заме
нить двумя полушаровыми слоями а; но гораздо проще поступить сле
дующим образом.

Рассмотрим опять наружное и внутреннее поле шара отдельно.
Наружное поле поляризованного шара или наших двух шаров, сдви

нутых друг относительно друга на длину dl, будет, очевидно, эквива
лентно полю диполя,. помещенного в центре, его момент

,, 41Та3 .лр =  ed\ —  р d\
О

4тш3
Р.

Поле биполя мы уже изучали (стр. 82, 85); для него, если принять 
опять <р0 для бесконечно удаленных точек равным нулю, мы получим:

р cos а 4тг а3 _

а для составляющих вектора v =  — grad ср по радиусу и по касательной 
к окружности радиуса г  в плоскости (рг):

„ cost! „ 4тга3 cos а _
v  = 2 р  —— = 2  —------ — Р,

г Г3 6 г3

sin a 4rra3sina _

Для вычисления внутреннего поля мы прибегаем к общей формуле для 
поляризованных тел (сгр. 87, 8 8 ):

¥ / = f ( ' , 'V p y)*>-

Вектор Р у нас для всего поля один и тот же, его можно вынести за 
знак интеграла.

Вектор V p ~  есть градиент потенциала т. е. потенциала единицы 

объема поля с плотностью источников, равною единице. В предыдущем
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параграфе мы уже вычислили потенциал внутри шар'!, заполненного заря; 
дами плотностью -J- р, а именно:

так как под интегралом оба вектора. Р и V  множатся друг на друга 
скаларно, т. е. еще на cos (Рг), то в конце концов получаем:

Легко убедиться в том, что при г =  а потенциалы ср0 и срг. одинаковы, 
т. е. что поле <р —- непрерывно, как это и должно быть, потому что 
в нем нет двойных слоев.

По потенциалу wl мы видим, что поле его градиента направлено по 
оси X  и вектор

Итак, внутри поляризованного шара поле однородно, т. е. везде оди
наково, -и направлено параллельно отрицательной оси X, т. е. против 
направления Поляризации.

Это последнее обстоятельство, впрочем, могло быть отчасти преду
гадано, потому что на рис. 82 прямо видно, что при сдвиге положи
тельного шара вправо, справа выступают положительные заряды, а слева— 
отрицательные; поэтому поле внутри шара должно быть направлено 
справа налево, т. е. по — X.

Вычислим еще v для поверхности шара.
По формулам для наружного поля при г =  а имеем;

Положив здесь р =  1 и взяв производную по — г, получим:

Vr< =  2 — Р  cos а,

v, =  — Я sin а.*' 3

По формуле для внутреннего поля
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Как видим, т ан генциальн ая  составляющая вектора v — неярерывна,

Между тем, разность норм альны х  составляющих равна: 

v Ti — v rt —  4тс Р  cos а =  4тт Ря =  4по,

т. е. перерыв нормальной слагающей вектора V равен 4гг, умноженном} 
на поверхностную плотность а.

Таким образом на частном случае поляризованного шара мы убеди
лись в справедливости тех общих теорем, которые мы вывели в § 81 и 84.

98. Общие замечания о решениях уравнений Лапласа-Пуассона. Рас
смотренные нами случаи полей, в которых даны все источники или даны 
перерывы потенциала <р и его градиента, что тоже эквивалентно источ
никам, представляют собою сравнительно простые задачи, и решаются 
они общей формулой, данной нами (стр. 90, 92/ Но бывают такие слу
чаи, когда не все источники известны, а только часть их, зато известен 
потенциал или его градиент на некоторых поверхностях поля. Большею 
частью эти поверхности служат границами поля, отчего эти данные и 
носят название пограничны х услови й . Найти решение, которое удовлетво
ряло бы, с одной стороны, уравнению Лапласа-Пуассона, а с другой,— 
данным пограничным условиям, обыкновенно представляет значительные 
затруднения, и успех решения зависит от догадливости и опытности 
решающего. Дать общую формулу решения, которая была бы применима 
во всех случаях, оказывается невозможным. Тем не менее, можно указать 
общие методы, которые обыкновенно применяются в подобных случаях.

Значительным облегчением для решения является то обстоятельство, 
что уравнение Лапласа-Пуассона линейное, т. е. первой степени, и что 
благодаря этому можно расчленить всю задачу на отдельные более про
стые задачи, а потом взять их сумму, которая тоже будет удовлетворять 
уравнению Лапласа-Пуассона. Так, например, можно сперва определить 
потенциалы всех источников, не обращая внимания на пограничные усло
вия, затем постараться удовлетворить пограничным условиям, считая, что 
в поле нет источников. Если каждое из этих решений удовлетворяет 
уравнению ЛаТпласа-Пуассона, то сумма этих решений тоже будет удовле
творять ему, но, кроме того, оно будет удовлетворять и пограничным 
условиям.

Конечно, при таком расчленении задачи не надо забывать о том, 
что отдельные частные задачи не всегда бывают совершенно независимы 
друг от друга. Так, например, если найдены потенциалы источников, и 
эги потенциалы на границах поля не равны нулю, то их нужно принять 
во внимание и вычесть из данных нам пограничных условий для того, 
чтобы после суммирования всех решений пограничные условия были 
соблюдены в точности.

Остается еще указать, как решают ту часть задачи, где даны погра
ничные условия, но не даны источники. Искомые источники могут быть 
или в виде отдельных полюсов, или в виде биполей различного порядка. 
Вообще говоря, эта задача неопределенная и допускает множество 
решений. Но если известно, что внутри данной поверхности нет полюсов,
7 Теоретическая фнеяка. Ч. I.

1
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а только биполи, го задача упрощается, и при некоторой опытности 
можно догадаться, как приблизительно расположены искомые биполи. 
Догадку можно будет проверить вычислением и, если она не совсем удо
влетворяет условиям задачи, соответственным образом исправить, опять 
проверить и т. д. до тех пор, пока решение не получится с желаемою 
точностью

В тех случаях, когда пограничная поверхность дана сравнительно 
простой формы (например шар), выбирают такую систему координат, 
в которой эта поверхность служит координатною поверхностью (шар 
в сферических координатах). Тогда для нее одна из координат г делается 
постоянною, и пограничное условие для потенциала будет зависеть только 
от двух координат (от широты и долготы). Для таких случаев в мате
матике имеется целый ряд специальных функций, как, например, 
Лежандра, Лапласа, Бесселя и т. п., которые позволяют любую данную нам 
пограничную функцию представить в виде суммы бесконечного ряда сла
гаемых, из которых каждый удовлетворяет уравнению Лапласа в соответ
ственных координатах. Каждый член такого ряда можно толковать как 
потенциал биполя известного порядка, и это дает возможность опреде
лить искомое поле по данным на поверхности.

Повторяем еще раз, что одни условия на поверхности еще не позво
ляют определить поля. Мы уже видели, что наружное поле заряженного 
шара эквивалентно полю одного полюса, наружное поле поляризованного 
шара эквивалентно биполю и т. д. Но если кроме условий на поверх
ности еще дано, что внутри этой поверхности р =  0 , т. е. что внутри 
должно быть удовлетворено уравнение Лапласа (не Пуассона), тогда 
можно решить задачу однозначно.

Так, например, если потенциал ср0 дан для шаровой поверхности 
радиуса R, то какова бы ни была функция <р0 (функция широты а и дол
готы р) — всегда можно разложить эту функцию в бесконечный ряд (по 
шаровым функциям), и каждый член этого ряда будет представлять 
собою потенциал биполя известного порядка, помещенного в центре шара 
радиуса R. Задача нахождения поля, таким образом, сведена к задаче 
разложения функций в ряды.

В некоторых случаях бывает выгодно расчленить не только потен
циал, но и само поле на отдельные участки различного характера. Мы 
уже применяли этот метод для поляризованного шара. При этом наруж
ное поле мы вычисляли так, как будто в центре был помещен биполь, 
но для внутренних точек шара поле этого биполя нам уже не подходило 
по условиям задачи: внутреннее поле оказалось однородным. При деле
нии поля на участки необходимо бывает удовлетворить и условиям на 
поверхности раздела полей.

С подобными случаями мы будем часто встречаться в различных 
отделах физики.

Сказанного мы считаем достаточным для того, чтобы дать читателю 
некоторое представление о тех методах, которые применяются при ре
шении задач, касающихся потенциального поля. Останавливаться на этом 
более подробно мы здесь не имеем возможности и отсылаем интере
сующихся к специальным отделам математики, где трактуются линейные 
диференциальные уравнения с частными производными второго порядка,



к которым относится и уравнение Лапласа-Пуассона. Это один из наи
более важных для теоретической физики отделов математики.

97. Черчение поля по способу Максвелла. Очень часто, в особенности 
в технических вопросах, расчеты полей заменяют графическими построе
ниями. Так, например, если мы имеем два чертежа, изображающие две 
формы какого-нибудь известного нам физического поля, то мы можем 
сложить оба поля и получить результирующее поле графическим путем. 
Удобнее всего это сделать, если одно из полей начерчено на прозрачной 
восковой бумаге или на полотняной кальке.

Налагая прозрачный чертеж на непрозрачный, мы получим, во-первых, 
целую систему точек п ресечения эквипотенциальных линий обоих по
лей. Если в какой-либо точке пересекаются эквипотенциальная линия 
первого поля и эквипотенциальная линия ср3 второго поля, то в этой 
точке результирующее поле будет иметь потенциал <р — ер,-)- <р2. При 
некотором внимании легко на этом основа
нии провести линии одинакового потенциала 
результирующего поля <р.

Точно так же, налагая один чертеж на 
другой, мы увидим, что линии градиентов 
обоих полей образовали целую систему че
тырехугольников (рис. 83). Диагонали этих 
четырехугольников будут линии градиента 
результирующего поля. Какая, именно, из 
двух диагоналей четырехугольников служит 
направлением результирующего (суммарного) 
поля, это легко сообразить по направлению линий составляющих полей. 
Если одна из диагоналей дает сумму двух полей, то другая дает их 
разность.

При таком черчении не нужно упускать из виду, что наш чертеж 
представляет собою лишь пересечение пространственного поля плоскостью 
чертежа, а потому надо выбирать наиболее типичные сечения.

Заметим, однако, что указанный выше способ сложения двух полей 
проведением диагоналей дает верный результат только при условии, что 
густота линий в каждом из слагаемых полей пропорциональна градиенту 
этого поля (стр. 60, 64), т. е. что промежутки между линиями соответ
ствуют одинаковым потокам (стр. 6 8 , 72).

Для примера составим поле двойного полюса из полей отдельных 
полюсов.

Эквипотенциальные поверхности полюса -\-е  будут шары, которые на 
плоскости чертежа, проходящей через центр шара, дадут систему кругов. 
Если в формуле
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в

<Р
давать ш значения 0 , 1 , 2 , 3 и т. д., то получим радиусы г эквипотен
циальных поверхностей с одинаковою разностью потенциалов двух сосед-
7*
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них поверхностей (рис. 84), как это сказано выше (стр. 57, 61). Сами 
окружности будут, конечно, не на одинаковом расстоянии д уг от друга.

Такой же чертеж мы получим и для полюса — е.
Налагая один чертеж на другой и притом так, чтобы полюса не сов

падали, а были друг от друга на расстоянии /, и проводя, как сказано 
выше, эквипотенциальные поверхности суммарного поля (рис. 84), мы 
получим поле двойного полюса.

В этом поле опять смежные эквипотенциальные поверхности будут 
разниться в потенциалах на единицу.

Для того чтобы составить чертеж линий сил, которые для полюса г 
буду! все радикальны, нам надо разделить поле на трубки равного 
потока (стр. 6 8 , 72). Мы сделаем это так.

Проведем в поле шар радиуса г с центром в полюсе е. В этом шаре 
выберем ось Оа (рис. 85) и опишем у этой оси конус с образующими 

под углом а к оси. Тогда наш конус вырежет на 
шаре сегмент, поверхность которого будет равна

£
2 тгг2(1  — cos а), а поток вектора —  сквозь эту по

верхность будет:
N =  2 тге (1  — cos а).

Эта формула показывает нам, что конусы одина
ковых потоков соответствуют одинаковым отрезкам 
ab, Ьс и т. д. оси.

Основываясь на этом, мы можем составить чертеж векторных линий 
двойного полюса следующим образом.

Возьмем расстояние между полюсами равным, например, трем деле
ниям (рис. 8 6 ), а радиус шара вокруг каждого полюса возьмем равным 
шести делениям. Каждое из этих делений будет соответствовать конусу
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одинакового потока. Восставив из точек делений перпендикуляры до пе
ресечения с шаром (на нашем чертеже с окружностью), проводим гра
ницы этих конусов, которые и будут нам служить векторными линиями.

Обе системы полученных таким путем векторных линий из источни
ков -\-е и — с при сложении по правилу параллелограма дадут нам 
искомое поле двойного полюса.

Получив, таким образом, линии градиента результирующего поля, по
лезно, конечно, проверить, действительно ли эти результирующие линии 
градиента перпендикулярны к эквипотенциальным поверхностям резуль
тирующею поля.

Ввиду тех затруднений, которые встречаются при решении уравнения 
Лапласа-Пуассона с добавочными пограничными условиями, черчение по-

98]

Рис. 8 6 .

лей по способу Максвелла для различных частных случаев может оказать 
громадную услугу. Чем большее число частных случаев поля нам из
вестно, тем легче нам ориентироваться в новом еще неизвестном нам 
поле.

Кроме графического способа получения поля, имеется еще целый ряд 
физических способов. Так, например, примешивая к струйкам воды 
какую-либо краску, можно сделать их видимыми и сфотографировать при 
самых разнообразных пограничных условиях. Можно сделать видимыми 
также линии сил электрического и магнитного поля и т. д.

Каждое из подобных наблюдений дает нам сведения не только о свой
стве того физичёского поля, которое мы непосредственно наблюдаем, но 
оно может иногда служить для предсказания явлений вообще в потен
циальном поле, независимо от его физической природы.

3. ВИХРЕВОЕ ПОЛЕ

98. Теорема Стокса. При обсуждении свойств векторного поля V мы 
уже указали, что, для того чтобы оно имело потенциал, необходимо, 
чтобы интеграл вектора V, взятый по любому замкнутому пути, был ра
вен нулю или чтобы в любой точке поля (стр. 63, 66)

curl v =  0 .
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Мы перейдем теперь к рассмотрению полей, в которых это условие 
не соблюдено, но предварительно докажем одну очень важную теорему, 
открытую Стоксом.

Возьмем в плоскости YZ  (рис. 87) у точки О элементарную пло
щадку dy dz и проинтегрируем по контуру этой площадки 01230  вели
чину скалярного произведения vs ds.

Для пути (О, /)  мы должны взять v v dy.
На пути ( / ,  2) нам нужно взять v \d z .  Но значение v\ в точке (/)

может отличаться от его значения в точке (О), и, если изменение vz на

единицу длины dy  равно ~  (это есть част- 
Z  у - ду

ная производная от vz по у, потому что 
предполагаем, что при этом z  и х  не меня
ются), то на всю длину dy мы получаем

■dz

/

. .. <*У

[_____ __

dz
изменение dy. Значит, на пути (/, 2) нам 

нужно вместо vz взять вектор

О dy

Получим:

Рис. 87. to ,
<1У

dy dz.

Аналогично с этим, для пути (2 , 3), отстоящего от начала на рас
стоянии dz, получим:

Знак минус (— dy) у нас получился потому, что мы шли от (2) к (3), 
т. е. туда, куда у  уменьшается.

Наконец, для последнего участка (3, О) по пути dz получаем:

— vz dz.

Складывая все эти четыре выражения, имеем интеграл по замкнутому 
контуру:

Если мы обозначим величину, стоящую в скобках, через w x, тогда 
справа получим поток некоторого вектора w сквозь площадку dy d x .

Если взять в плоскости YZ площадку dS не четырехугольную, а какой- 
либо другой формы, то для вычисления интеграла по замкнутому пути 
мы можем разделить эту площадку на элементарные площадки dy dz 
(рис. 8 8 ) и' к каждой из них применить нашу формулу интегрирования, 
а потом все эти формулы сложить. При этом каждая граница двух со
седних элементарных площадок пройдется у нас два раза и притом по
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противоположным направлениям; и если v  и v2 везде непрерывны, то 
в общей сумме эти интегралы взаимно уничтожатся, и останутся только 
интегралы, относящиеся к наружному контуру всей площадки. Значит, 
для нашей площадки любой формы мы тоже можем написать:

(\is ds) =  J wx dS.
yz

Здесь левый интеграл берется по замкну
тому контуру, а правый — по площади этого 
контура.

Конечно, вектор \мх для различных точек 
плоскости YZ может быть различным, точно 
так же, как и вектор \ s.

Совершенно подобные же выражения мы 
получим при интегрировании в плоскостях Z X  
будет иметь составляющие:

Z

Рис. 88.
и XY, причем вектор w

ч ч

Ъу а* 1

ч Ч
dZ Ьх ’

ч ч
Ьх ' <)у ’

а это, как мы знаем, обозначается короче:

w =  curl v.

Вектор w можно для краткости называть вихрем поля вектора v; 
однако точнее следовало бы называть его плотностью вихрей, потому 
что вектор w, как увидим ниже, относится к единице объема и он имеет 
некоторую аналогию с плотностью источников р.

Если элементарная площадка dS не лежит в плоскости координат, 
тогда интегрирование по ее контуру даст нам:

/(v ,rf« ) =  wn dS,

где w„ — нормальная к dS составляющая вектора w, причем нормаль 
к площадке dS и направление контура s должны быть взяты по право
винтовой системе, как это мы условливались (стр. 25, 22).

Теперь представим себе в поле какой-либо ^замкнутый контур любой 
формы и величины; этот контур может и не лежать в одной плоскости. 
Проведем через этот контур какую-либо поверхность, для которой это? 
контур служил бы границею; поверхность эта может быть тоже любой 
формы. Разделим эту поверхность на элементарные площадки dS, проин
тегрируем но их контурам выражение \is ds и сложим все эти интегралы 
вместе.
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При интегрировании по контурам элементарных площадок все вну
тренние контуры ab (рис. 89) пройдутся два раза и притом в противо
положных направлениях. Если у этих пограничных контуров значения V, 
для обеих площадок одинаковы, т. е. если вектор V при переходе через 
контур непрерывен, то произведения vs d$ для обоих направлений аЬ и 
Ъа будут равны и противоположны, а потому они к общей сумме 
интегралов ничего не прибавят. Остается лишь интеграл, распространенный 
по всему наружному контуру поверхности.

С другой стороны, суммируя правые части wn dS, мы получим поток 
вектора w сквозь всю поверхность, для которой этот контур служит

образовать в интеграл, взятый по любой поверхности, для которой этот 
контур служит границей; притом под интегралом, вместо вектора V, 
нужно поставить curl v

Легко видеть, что в прямоугольных прямолинейных координатах тео
рема Стокса напишется так:

(f) (vx d x  -f- vy dy -f- vz dz) — J  (wx dy dz  -j- wy dz dx  -f- w z dx dy).

Для тех полей, где curl v =  0, очевидно, и

и, следовательно, значение интеграла по пути между двумя точками

не зависит от пути интегрирования; такие векторные поля имеют потен
циал.

99. Циркуляция. Многосвязное пространство. Мы знаем (стр. 62, 66,), что 
в потенциальных векторных полях интеграл, взятый по замкнутому пути, 
или, как его называют, циркуляция равна нулю:

границей.
Итак,

или моцсем написать:

—^  Это выражение называется теоремой Стокса. По
Рис. 89. этой теореме мы можем интеграл вектора V, взятый 

по любому замкнутому пути в векторном поле, пре-

^ ( v . r f s ) = o ,

(О) и (I)

о
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Отсюда мы вывели, что тот же интеграл, примененный к бесконечно 
малому контору, т. е. curl v, тоже равен нулю:

curl v =  0 .

Тем не менее, оба эти выражения не всегда эквивалентны. Бывают 
поля, во всех точках которых второе условие соблюдено, между тем как 
циркуляция не равна нулю. Эквивалентность обоих выражений остается 
верною только в односвязных пространствах, ц сейчас мы поясним, что 
это значит.

Представим себе некоторый кольцевой объем (рис. 90), который не 
принадлежит к нашему полю и который по каким-либо причинам нами 
выделен из поля, например, потому, что внутри этого объема имеются 
вихри, а в остальном поле их нет.

Мы знаем, что по теореме Стокса

v-tfs) =  j*(curl y-dS).

Следовательно, интегрируя по какому-либо замкнутому контуру в поле, 
мы только тогда получим нуль, когда сквозь площадь, ограниченную этим 
контуром, не проходит ни одной вихревой 
линии.

Это, действительно, имеет место для 
контура abc (рис. 90). Но для контура ab'c’ 
этого уже не будет. Действительно, хотя 
контур ab'c' тоже весь проходит в гра
ницах нашего поля, где curl v =  0 , но 
он отличается от контура abc тем, что 
охватывает вихревое кольцо тпр. А по
тому, когда мы будем проводить через 
контур ab'c’ поверхность, мы непременно 
пересечем этою поверхностью вихревой 
объем тпр. В результате циркуляция уже 
не будет равна нулю, а по теореме Стокса будет равна потоку вихря 
W =  curl v сквозь эту поверхность. Пусть этот поток будет равен с (circu
lation). Значит, обойдя контур ab'd, мы получим:

(j) (v • ds) —  с.

Обойдя этот контур два раза, получим 2с, и вообще, обойдя его п раз, 
получим пс.

Интеграл от (y-ds)  между какими-либо двумя точками в поле, где 
curl v =  0 , должен быть равен разности потенциалов этих точек <pj — ср0, 
независимо от пути интегрирования; между тем, идя по ab\ мы получаем:

з

— ¥ • =  f(v-A>
I

n



а идя по пути аЪ'саЬ' и обойдя контур п раз, получаем:

2

Ь ~  ¥0 =  jVfi?s)-f пс.
1

Таким образом потенциал одной и той же точки Ь\ да и вообще 
любой точки поля, получает несколько значений, т. е. делается много
значным.

Для того чтобы устранить происходящую от этого неопределенность, 
условливаются определять потенцил поля так, чтобы путь интегрирова
ния не обходил выделенного из поля кольца тпр. Для этого затягивают 
кольцо тпр какою-либо поверхностью или перегородкою, все равно ка
кой формы, и условливаются при интегрировании по пути не пересекать 
этой перегородки. Перегородка нисколько не изменяет нашего поля, 
в котором везде, как и прежде, остается curl V =  0; однако благодаря 
этой перегородке, потенциал везде делается однозначным, и интеграл 
(y-ds) по замкнутому контуру будет всегда равен нулю.

Из сказанного мы видим, что выделение вихревого объема из нашего 
поля хотя и обратило это поле в потенциальное, но потенциал оказался 
многозначным. Для того чтобы потенциальное поле сделать однознач
ным, мы, кроме выделения вихревого объема, должны еще затянуть вих
ревое кольцо перегородкой и условиться не пересекать ее при интегри
ровании по пути, т. е. при определении потенциалов различных точек 
поля.

Пространство, которое у нас получилось при выделении из него 
вихревого кольца тпр, называется двусвя-ным, В нем можно провести 
два рода замкнутых контуров: один род контуров, как, например, abc, 
мы можем свободно стянуть в бесконечно ма’1ый контур (при этом цир
куляция обращается в curl), не затрагивая вихревого кольца; другой же 
род контуров, как, например, ab'c' нельзя стянуть в бесконечно малый 
контур, не пересекая вихря, т. е. не выходя контуром из нашего поля 
(объем вихря выделен нами и к нашему полю не относится).

Мы показали, как двусвязное про
странство можно превратить в одно
связное пространство посредством пере
городки. и если условиться не пере
секать этой перегородки, то любой ко- 

а нечный контур, проведенный в нашем 
поле, можно стянуть, оставаясь все 
время в границах поля, в бесконечно 
малый контур.

На рис. 91 мы имеем выделенный 
объем в виде двух связанных колец 

(нечто вроде очков). Выделение подобного объема делает простран
ство трехсвязньш, в нем можно провести три рода замкнутых контуров: 
abc, ab’e', ab"c". Однако такое пространство можно превратить в дву
связное при помощи одной перегородки и в одиоевязное — при помощи 
пвух перегородок.

1 0 6  И. ТЕОРИЯ ФИЗИЧЕСКОГО ПОЛЯ
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Вообще, я-связное пространство мы всегда можем обратить в одно- 
связног, с однозначным потенциальным полем, при помощи я условных 
перегородок.

100. Вихри в жидкости. Мы уже неоднократно иллюстрировали поле 
вектора v при помощи поля скоростей текущей жидкости, причем под v 
мы подразумевали поступательную скорость отдельных частиц потока 
жидкости. Но частица жидкости не представляет собою математической 
точки, а есть некоторый элементарный объем жидкости, и скорость v 
есть некоторая средняя поступательная скорость всех молекул жидко
сти, находящихся в этом объеме. Однако, кроме поступательной ско
рости, элементарный объем жидкости может иметь и некоторую враща
тельную скорость и. Мы примем величину элементарного объема на
столько малою, что для всех его точек можно положить одну общую 
поступательную скорость v и одну общую вращательную скорость и. 
Значит, мы приписываем элементарному объему жидкости свойства твер
дого тела, а для твердого тела мы уже вывели (стр. 50, 51) соотно
шение:

^(v-rfs)= J(2u-rfS).

Сравнивая это с теоремой Стокса, мы видим, что

curl v =  2 u,

f. е. вихрь вектора . поступательной скорости частиц жидкости равен 
удвоенной их вращательной скорости. *

Однако элементы объема жидкости на самом Деле не представляют 
собою твердых тел, потому что они, кроме движения поступательного 
и вращательного, могут еще изменять свою форму. Тем не менее, выше- 
написанное соотношение сохраняет свою силу, как это мы докажем ниже 
в теории тензоров.

101. Вихревые линии и трубки. Подобно тому как мы изображали 
поле вектора v системою векторных линий, точно так же и поле вихрей 
можно изобразить системою векторных линий w, которые мы будем 
называть линиями вихрей, или вихревыми линиями.

Так как
w =  curl v,

то (стр. 51, 53):
divw =  div curl v — 0 .

Другими словами, в пределах поля у вихре
вых линий нет источников; они всегда замкнуты 
в поле или опираются на границы и разрывы 
рассматриваемого поля.

Но в чисто вихревом поче и вектор v тоже 
без источников, и векторные линии поля v по
этому тоже замкнуты. Легко видеть, что обе системы замкнутых линий 
векторов v и w охватывают друг друга, как кольца или как цепные 
звенья (рис. 92).

1 0 1 ]
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Далее, если взять в поле какую-либо площадку dS нормально к осям 
вихрей w и от контура этой площадки провести вихревые линии (рис. 9 3 ), 
то получим вихревую трубку. Так как у вектора w нигде нет источников, 
то их не будет и внутри этой вихревой трубки, а в таком случае совер
шенно так же, как это мы вывели (стр. 6 8 , 72) для трубки вектора V, 
мы можем и для вихревых трубок написать:

(w • a?S) =  const =  J.

Величину J мы будем называть силой данной вихревой трубки; вели
чина w есть плотность вихрей, или вихрь, приходящийся на единицу

площади сечения трубки.
Из постоянства потока опять заклю

чаем (стр. 6 8 , 72), что там, где трубка 
шире, плотность вихрей слаба, а там, где 
трубка уже, их плотность, т. е. вращение 
жидкости, сильнее.

102. Определение поля по данным вих
рям. Вектор-потенциал. Если нам дано 
поле вектора V, то мы легко можем опре
делить его вихри: для этого стоит только 
составить выражения curl v =  w для лю
бой точки поля, и там, где этот вектор 
не равен нулю, имеется вихрь;так, напри
мер, в поле скоростей жидкости v мы, 

таким образом, находим элементы жидкости, обладающие вращением.
Но пусть нам дана обратная задача. Положим, что дано поле вихрей, 

т. е. дана плотность их w для всех точек пространства, и требуется 
определить поле вектора V, т. е. требуется решить уравнение

curl v =  w.

Впрочем, имея в виду применение этого уравнения к электромагнит
ным явлениям, а также, чтобы сохранить аналогию с потенциальным 
полем (стр. 71, 75), где мы писали:

div v =  4тг р,

иы и здесь введем множитель 4тт и напишем:

curl v —  4tiw.

Положим, кроме того, что поле v не имеет источников, т. е.

"  d iw  =  0 .

Что касается до поля вихрей w, то оно не может иметь источников, 
так как мы видели выше (стр. 108, 1 0 1 ), что

div w — 0 .
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Для решения поставленной выше задачи введем некоторый вспомога
тельный вектор А, причем положим

v =  curl А.

Однако одним этим уравнением вектор А недостаточно определен, 
потому что к нему можно было бы прибавить любой потенциальный век
тор В, для которого

curl В =  0,

и эта сумма тоже удовлетворяла бы данному нам уравнению:

v =  curl (A-j-B).

Во избежание такой неопределенности, наложим на вектор А еще 
от но условие, чтобы

div А =  0.

Подставляя v =  curl А в наше уравнение, имеем: 

curl-curl A =  4ttw.

Но на основании правила (стр. 54, 58):

curl • curl А =  V  •div А — V 2A,

а принимая во внимание, что мы положили div А =  0 , получаем:

V 2A =  — 4itw,

или, выписывая подробно все три уравнения в декартовых координатах,

У 2Л * =  — 471^ , \ / 2Ay —  ~ i n w y, V 4  =  — 4ti®V

Сравнивая это с формулой Лапласа-Пуассона для потенциального поля 
(стр. 71, 76):

У 2(а =  — 4тг р,

мы можем сказать, что составляющие вектора А по осям координат свя
заны с составляющими плотности вихря w поля по тем же осям коор
динат таким же соотношением, каким.» в случае отсутствия вихрей, свя
зан потенциал поля <р с плотностью источников р

Вектор А называется вектор-потенциалом поля вихрей w. Он вполне 
аналогичен скаларному потенциалу <р поля источников р.

Основываясь на этой аналогии, полезно провести параллель между 
вихревым полем и потенциальным.

Когда у нас было дано поле источников р так, что для вектора v 
мы имели:

div v =  4тг р,

мы вводили вспбмогательную функцию — потенциал <р, положив

v ~  — grad tp. \
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Эго мы имели право сделать, потому что в нашем поле не предпо
лагалось вихрей и

curl V =* 0 .

Для вспомогательной функции ш мы на основании вышеприведенных 
уравнений получили уравнение Лапласа-Паусеона:

V 2(? = — 4тгр.

Решение этого уравнения для скалярного потенциала ср имело вид:

р do 
г

Наконец, по найденному потенциалу ср определялось поле искомого 
вектора v по уравнению

v =  — grad ф.

Точно так же и теперь, когда нам дано поле вихрей w, и для 
искомого вектора v имеются уравнения:

curl v =  4 ttw, 
div v =  0,

мы вводим вспомогательную функцию — вектор-потенциал А, полагая

v =  curl А и div И— 0.

Для вектор-потенциала А получаем векторное уравнение:

V 2A =  —- 4 ttw,
S

которое состоит из трех скаларных уравнений Лапласа-Пуассона отдельно 
для осей X, Y и Z.

Решение этих уравнений будет иметь вид:

или, подробнее,
Г w do

А,

w -do

л , . [
w ,do

Наконец, по найденным таким образом вектор потенциалам мы 
определяем искомое поле по уравнению:

v =  curl А.

В заключение этого параграфа нам необходимо еще удостовериться, 
что, действительно, div А — 0. Из уравнения для вектор-потенциала имеем:
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Но первый интеграл справа преаставляет Собою поляризацию поля 
(стр. 87, 8 8 ) и может быть преобразован в поток вечтора w сквозь 
бесконечно удаленную поверхность; этот поток, как мы уже неоднократно 
доказывали, равен нулю. Второй интеграл справа вследствие того, что 
^ w ^ ^ d iv  vv =  0 тоже равен нулю. Таким образом мы убеждаемся, что 
найденный нами вектор А удовлетворяет наложенному на него условию.

103. Энергия вихревого поля. Обыкновенно энергия единицы объема 
векторного поля v выражается формулой (стр. 77, 80):

1 0 4 ]

Приняв во внимание, что в нашем случае

можем написать:
v =  curl А и curl v =  — 4тг w, 

v2 =  v curl А.

Но это выражение преобразуется следующим образом (стр. 53, 56): 

v • curl А — div [vA] —  А • curl v =  div [vA] -j- 4tt4Aw). 

Следовательно, энергия поля

Чг,Н’div [vA] 
8 тс do

Первый интеграл справа можно преобразовать по теореме Гаусса в 
поток вектора [vA] сквозь пограничную поверхность поля. Если предпо
лагать эту поверхность в бесконечности, т. е. объемные интегралы р с- 
пространять по всему бесконечному полю вектора или, если поверхность, 
хотя и конечная, но сквозь нее поток вектора [vA] равен н.лю тогда 
поверхностный интеграл из нашей формулы исчезает, и мы получаем для 
энергии поля два выражения:

Это означает, что энергию поля можно вычислять или по данному век
тору v для всего поля, или по данным вектор-потенциалам А и вихрям w 
для тех объемов поля, которые заняты вихрями.

Здесь точно так же, как и в случае потенциального поля (стр. 76, 80), 
интеграл правой части не нужно непременно распространять по объему 
всего поля, а только по тому объему, где имеются вихри, т. е. где w 
не равно нулю.

104. Общий «Йгучай векторного поля. Положим, что нам требуется 
определить векторное поле V,  в котором имеются и источники р, и 
вихри w. Следовательно, требуется удовлетворить одновременно уравне
ниям:

curl v =  4т? w и div v =  4тгр.
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В таких случаях поступают следующим образам: предполагают поле v 
составленным из двух полей,

V =  V j-f v2,

из которых v2 без вихрей, но с источниками р, и, следовательно, для 
него должны быть удовлетворены уравнения:

curl Vj =  0 и div Vj =  4np.

Это поле потенциальное и, следовательно, решается формулами:

. [? d ov3=  — gradtp,

Другое поле v2 пусть будет образовано вихрями W, но без источ
ников:

curl v2 =  4п w и div v2 =  0 .

Для этого поля мы имеем решение: 

v2 =  curl А, А
_  J  Vi do

Складывая оба поля, получаем:

curl v — 4 ttw и div v — 4ттр,

т. е. искомое поле V.
Такое простое разложение поля у на два составляющих поля уг и vs 

допустимо при решении только потому, что все наши уравнения линейные, 
т. е. первой степени.

Однако выражение для энергии есть функция второй степени, и 
необходимо исследовать, каково соотношение между энергиями слагаемых 
полей и результирующего поля.

Из формулы
v2 =  (v, +  v2)2 =  (v,)2 +  (v2)2 +  2vtv2

мы видим, что, кроме суммы энергий обоих полей, у нас появляется еще 
член с произведением уху2 , который, вообще говоря, может и не быть 
равным нулю. Однако в нашем случае, когда одно поле — потенциаль
ное, а другое поле — вихревое, этот член, действительно, пропадает, как 
мы это сейчас докажем.

Так как vx =  — grad ср, то (стр. 65, 6 8 ):

v2vx =  —  v2 grad <р =  — div (-pv2) - f  cp div v2, 

a dlvv2 у нас равно нулю; поэтому, применяя теорему Гаусса, получаем:

J  v2Vj do =  — J  div (<pv2) do =  — (f) (pv2„ dS.

Последний интеграл распространен по пограничной поверхности поля, 
которую мы предполагаем в бесконечности. А при бесконечно удаляю-
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1 1щеися поверхности произведение <pv2 уменьшается как — • — , между

тем как сама поверхность растет как г2, поэтому интеграл по поверхно-
1сти стремится к нулю, как — , и, следовательно,

IV1 Y2 j
V d0 : 0 .

Поэтому для энергии нашего результирующего поля получаем:
..2 п v2

И г

Итак, мы видим, что когда складываются два векторных поля, одно 
потенциальное, и другое вихревое, то общая энергия поля равна сумме 
энергий каждого поля в отдельности. _______________________

Когда же складываются два поля
одинакового рода, т. е. два потен- -----V,
циальных или два вихревых, то, кроме
суммы собственных энергий этих полей, т  я р й 8р ш ^ 1 1 ш м  т 
появляется еще новая, так называемая 
взаимная их энергия, пропорциональная 
скаларному произведению векторов 
обоих полей.

105. Вихри на поверхности. До сих Рис. 94.
пор мы рассматривали вихревые поля,
в которых вектор v был везде непрерывен (стр. 101 и 104, 98, тео> 
рема Стокса).

Теперь представим себе два слоя жидкости (рис. 94), которые со
прикасаются друг с другом по поверхности или тонкому слою тт и 
текут вцоль этой поверхности с различными скоростями V-, и v2 . В та
ком поле вектор v был бы у поверхности тт прерывен, причем пре
рывною была бы тангенциален >я составляющая этого вектора.

Мы уже разобрали случай прерывности у поверхности нормальной 
составляющей вектора (рис. 73) и показали, что для расчетов можно 
принимать, что эта поверхность покрыта источниками с поверхностной 
плотностью

4тг

Докажем теперь, что прерывность тангенциальной составляющей век
тора \ t эквивалентна вихрям, расположенным вдоль данной поверхности 
с поверхностною плотностью

-  [п, (V,, -  v j
W =  •

4п

где п., есть единичный вектор по нормали к поверхности.
8 Теоретическая физика. И. I.
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С этою целью проведем нормально к границе тт двух потоков 
(рис. 94) небольшой замкнутый контур abed., которого длины Ьс и ad 
(равные dn) ничтожны в сравнении с длинами ab и cd. Обозначим 
a b = c d  через dl и применим к этому контуру теорему Стокса, Прене
брегая интегрированием по путям dn, получаем:

( — v ,) dl =  4nw • dn dl,

где 4rtw есть плотность вихрей, которые, как видно из рис. 94, напра
влены от чертежа к наблюдателю, т. е. перпендикулярно к нормали пг 
пограничной поверхности и перпендикулярно к скоростям vr  Все это 
мы можем выразить векторным уравнением, написав:

4ttw dn —  [na -(v^ — vrJ];

но w представляет собою объемную плотность вихрей, а потому w dn 
будет не что иное, как поверхностная плотность вихря, которую мы 
обозначим через w.

Итак,
-  [ n r ^ .  — v j]
w =  —— f-*------- ,4л

что и требовалось доказать.
Заметим еще, что у подобной поверхности только тангенциальные 

составляющие вектора v прерывны, между тем как вектор-потенциал А 
остается непрерывным.

Вектор-потенциал А был бы тоже прерывен, если бы мы имели дело 
с двойным вихревым слоем, например, если бы мы имели бесконечно 
тонкий слой текущей жидкости, который граничит с обеих сторон с не
подвижной водой. Тогда по двум плоскостям соприкосновения жидкостей 
у нас получились бы вихри, направленные в противоположные стороны. 
Следовательно, в этом случае вектор w, а следовательно, и вектор- 
потенциал А сделались бы прерывными (стр. 8 8 , 90). У нас, впрочем, таких 
случаев встречаться не будет.

106. Вихревая нить. Очень часто в поле бывают даны вихревые трубки' 
настолько тонкие в сравнении с другими расстояниями в поле, что мы 
можем считать их за бесконечно тонкие нити. Это иногда значительно 
упрощает вычисления.

Обозначим через dS поперечное (нормальное) сечение вихревой нити 
и через d\ элемент ее длины; тогда элемент объема нити будет 
do= ^db’d\, и вектор-потенциал выразится так (стр. 1 1 0 , 1 02):

А =  ф  -у- do =  ф  ~  dS • d\.

Но мы знаем (стр. 108, 1 0 1 ), что произведение (w-rfS) вдоль всей 
Трубки одно и то же. Обозначив его через J, мы можем вынести его 
ва знак интеграла и тогда получим:

А =  У / у .
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Если обозначить проекции элемента длины d\ вихревой нити на оси 
координат через dx, dy, dz, то

А dx
ч Ч -

Здесь все интегралы написаны с кружком, потому что интегрировать 
надо по вихревым нитям, которые обыкновенно всегда замкнуты.

Скалар J называется силою, или иногда напряжением вихревой нити.
107. Поток, охватываемый вихревою нитью. Определим поток век

тора v сквозь какую-либо поверхность, проведенную через контур вих
ревой нити.

По теореме Стокса этот поток равен:

N =  J (v„ • dS) =  j (curl A • dS) =  <f> (A • dl).

Эта формула дает нам возможность определить поток не по вектору V, 
а по вектор-потенциалу А. Так как последний интеграл берется не по 
поверхности, проведенной через нить, а по контуру вихревой нити, то 
эта формула показывает, что любая поверхность, для которой вихревая 
нить служит пограничным контуром, пронизывается одним и тем же 
потоком вектора V. Таким образом мы можем, не указывая поверхности, 
говорить о потоке, охватываемом данною вихревою нитью.

108. Закон Био и Савара. В электромагнетизме встречается соотно
шение, вполне аналогичное тому, которое мы получили между полем v 
и силою вихревой нити J. Для того чтобы показать это, возьмем ура
внение

v =  curl А

и напишем выражение для проекции вектора v на ось X, взяв выраже
ния Аг и А (106):

алг ад.
г°х ау  ад

подставляя сюда

* / м 1 У O' а ) 1 г гг
ь  W Г2 г г3 ’ ад \ г ) г2 г Г3 ’

получаем под интегралом проекцию на ось X  векторного произведения

[d\-v\x =  dy-rz —  d x -rv.

Так как подобные же формулы мы получим и для v  ̂ и vx , то можем 
все их написать одним векторным уравнением:

v =  J z4*
8*
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Если написать эту формулу в диференциальной форме,

dv ~  J [й\ - г ]__j d l sin (Jr)

чает напряжение магнитного поля
то получаем формулу аналогичную с законом Био и Савара, где v озна-

SfT, образуемое элементом проводника 
d\, по которому течет электрический 
ток силою J. Вектор dM перпен
дикулярен и к току J  и к радиусу г 
(рис. 95).

Таким образом электрические 
токи представляют собою вихри для 
магнитного поля.

109. Теорема Ампера. Покажем, 
что вихревая линия образует такое 
же поле V, как и двойной поверх
ностный слой с плотностью бипо
лей J, для которого вихревая линия 
служит пограничным контуром.

Мы уже доказали раньше (стр. 89, 91), что двойной поверхностный 
слой с равномерной плотностью биполей rj образует в точке Р  по
тенциал п

<Р =
где й есть телесный угол, под которым 
поверхности из точки Р  (рис. 96).

Составляющая вектора v по какому-либо направлению 
таком случае:

видна положительная сторона 

s будет в

dQ  \
1d s

Вместо того чтобы вычислять изменение 
угла, т. е. dQ, при переходе по линии d s , 
мы вычислим эточ изменение, передвигая весь 
двойной слой в противоположную сторону на 
длину d s  (рис. 97).

При этом каждый элемент длины вихре
вой линии d \ опишет небольшую площадку

dS —  [— dS'd\].

Эта площадь будет видна из точки Р  под телесным углом
^ dS-cos(nr)__ [fi?s-dl]-r fl?s[rfl-r]
й(0~  Ji ~з >

и полное изменение телесного угла dQ для всей вихревой линии будет:

dQ-
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Отсюда получаем:
сШ
ds

9 Г [d It ]

Но это выражение представляет собою ту же формулу Био-Савара, 
которую мы уже получили (стр. 115, 108) для вихревой линии, только 
вместо силы нити J  стоит теперь 7).

Следовательно, поле вихревой нити с силою J  одинаково с полем 
равномерного двойного слоя 7] ,  для которого эта нить служит границей. 
Форма поверхности двойного слоя не имеет значения.

Это соотношение в электромагнетизме называется теоремой Ампера. 
Ампер доказал, что магнитное поле тока J  вполне эквивалентно полю 
гонкого листового магнита (магнитного 
листа, или двойного магнитного слоя), 
поверхность которого имеет своим кон
туром ток J  и который намагничен рав
номерно поверхностною магнитною плот
ностью 7], равною J.

Несмотря на это, между полем замк
нутой вихревой линии и полем покры
вающего ее двойного слоя имеется сле
дующее различие.

Потенциал двойного слоя прерывен и 
имеет скачок у поверхности двойного слоя (стр. 8 8 , 90):

ф <?+ — '?_ =  4то].

Потенциал вихревой линии непрерывен, но зато он многозначен 
и интеграл по замкнутому пути, охватывающему вихревую линию (цир
куляция  поля), не равен нулю, а равен

<j) (\ij ■ ds) —  4тг J.

Из этого мы видим, что скачок потенциала двойного слоя вполне 
соответствует циркуляции в поле вихревой нити.

НО. Энергия поля вихревых нитей. Общую формулу для энергии 
вихревого поля:

•w) , do,■J,J7
можно несколько упростить в тех случаях, когда вихри состоят из очень 
тонких, в сравнении с их размерами, нитей.

В таких случаях можно постоянное для всей нити напряжение 
J ~ w d S  вынести за знак интеграла; тогда получим'

II (A-rfl).
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Но интеграл справа представляет собою поток N, охватываемый нитью 
(стр. 115, 107), и, следовательно,

Если в данном поле несколько вихрей, то, очевидно, энергия их бу
дет равна сумме подобных выражений:

I "
При этом каждый поток N ik, стоящий в этих произведениях, нужно 

вычислять, распространяя интеграл

K ik= f ( W

на все вихревые нити 
Положим,

поля.
у нас в поле две вихревые нити. Тогда при 

расчете энергии нам нужно силу первой 
вихревой нити У3 умножить на сумму двух 
потоков: на N u  — поток, образуемый пер
вою нитью, и на 1V12— на ту часть потока, 
образуемого второй вихревой нитью, ко
торая проходит сквозь площадь первой 
нити.

К этому необходимо прибавить произ
ведение из силы второй вихревой нити У2 
опять на сумму д в у х  потоков: —
поток, образуемый второй нитью,- и Л/21—■ 
часть потока, образуемою первой нитью 
и охватываемого второй нитью.

Для того чтобы это было нагляднее, 
р д 8  мы изобразили (рис. 98) схематически две

вихревые нити У3 и У2 и при них три 
рода замкнутых векторных линий V.

Линии Nu  проходят только сквозь У3 . Линии Л/д2 только сквозь У2. 
Линии Nn  и TV12 охватываются и тою и другою вихревою нитью. 

Энергия всего поля вектора v будет теперь равна:

(ЛЛ'П +  Н" Л̂ 21 +  J 2 N 2 ^ -

Каждый из потоков N  мы можем выразить через соответствующий 
вектор-потенциал А. Эти последние будут для наших вихревых нитей 
соответственно: ^  ( ^

■ Ч - ?
и, следовательно, поток

аг2! — (ft (а3 • а\г) = у3 ф  f t (У17 • rfl,)
: У^ п •
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Здесь (d\l -d\l) означает скаларное произведение каждого элемента длины 
первой вихревой нити на каждый из других элементов той, же нити. 
Подобные интегралы по всем элементам нити, значение которых зависит 
от геометрических размеров и форм нити, принято обозначать буквою L. 

Аналогично с этим, получаем для второй нити;

V
Наконец, для потоков, охватываемых обеими нитями сразу,

Ni2 =  J2 §  =

" „ “ Л / / — г — Ч ' А , -

В этих интегралах произведение

(rflj • dl2) — a /jdl2 cos dl2)

должнс^быть взято по всем комбинациям каждого элемента первой вих
ревой нити с каждьтм элементом второй нити.

На основании симметрии выражения {d\1-dl^) заключаем, что

Поэтому энергию поля вектора V, обусловленного двумя вихревыми 
нитями силою Jj и J2 , можно выразить так:

Первые, два члена в этом выражении представляют собою энергии 
каждой вихревой нити в отдельности; последний член называется взаим
ной энергией обеих нитей.

Что энергия полей двух вихрей нг равна сумме их энергий, взятых 
в отдельности, нас не должно удивлять, на это мы указали еще раньше 
(стр. 113, 104).

Коэфициецты L в выражениях для потоков и энергий принято назы
вать терминами, взятыми из электродинамики. При этом Ln  и Ln  
называются коэфициентами самоиндукции каждой вихревой нити, a L,2 
называется коэфициентом их взаимной индукции.

111. Различные выражения для энергии поля. Из всего вышесказан
ного мы видим, что энергию поля вектора V, обусловленного вихревыми 
нитями с плотностью w, мы можем выразить следующими формулами:

1) по вег,тору v:
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2) по вектор-потенциалу А и по плотности вихрей w:

3) для вихревых нитей, — по их силе J  и по охватываемому ими 
потоку N  вектора v:

~ ik
4) для тех же вихревых нитей, — по их самоиндукции Ln и их 

взаимной индукции Lik и силе их вихрей J:

 ̂ ik
В последней формуле, вследствие равенства Lik— Lki, можно некоторые 
члены соединить попарно.

Когда i —  k, мы будем иметь козфициент самоиндукции.
112. Поле цилиндрического вихря. 

Расчеты полей по данным вихрям го
раздо сложнее, чем по данным источ
никам. Мы не можем здесь входить в 
подробности этих расчетов, но считаем 
полезным разобрать один простейший 
пример.

Положим, нам дан прямой цилиндр 
кругового сечения. Ось цилиндра на
правлена перпендикулярно к рис. 99 
(т. е. по оси Z), радиус его а, и он 
сплошь заполнен вихрями плотностью /, 
направление которых по оси -{- Z, 
т. е. от чертежа к наблюдателю. Ве- 

рис_ 9 9 _ личина i пусть будет некоторою функ-
циею расстояния от оси О.

Поток вихрей для всего цилиндра мы обозначим через J :

а

i 'd S —  (/(г )*  2nr dr,

а уравнение для вектора v напишем, как и раньше, с множителем 4 п:

curl v =  4 та’.

Величину /  будем называть силою вихря.
Наружное пространство лишено вихрей, и в нем

curl v =  0 .



Вследствие цилиндрической симметрии всего поля вектор v будет 
везде направлен по окружностям с центрами по оси вихря и будет функ
цией одною только расстояния от оси цилиндра. Мы можем определить 
его поле, не прибегая к векторному потенциалу. Действительно, обходя 
по окружности радиуса г, мы будем везде иметь одну и ту же вели
чину V, и, следовательно, циркуляция будет равна:

ф  {vs ds) =  v-2-nr.
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По теореме Стокса, циркуляция должна быть равна потоку вихря сквозь 
площадь нашего контура, т. е. сквозь площадь окружности радиуса г. 
Но в этой площади только средняя часть занята вихрями, и поток их 
равен 7, а потому

©•2тгг=4я7,
и, следовательно,

2 J
г

Величина вектора v  оказывается обратно пропорциональной расстоянию 
от оси вихря.

Это соотношение остается верным для всех расстояний от оси поля 
при г большем а. Таким образом наружное поле цилиндрического вихря 
таково, как будто все вихри были сосредоточены по оси цилиндра.

Направление вектора v будет везде перпендикулярно к г, векторные 
линии будут окружности. Взаимное направление вектора v и вихрей i 
связаны друг с другом правилом буравчика или штопора. На рис. 99 
поле вектора v направлено по окружностям против движения стрелки 
часов: буравчик при таком повороте ручки будет вывинчиваться, т. е. 
итти от чертежа к наблюдателю. Так, именно, и направлены у нас оси 
вихрей i.

Правило буравчика или штопора вообще винта с правою нарезкою 
было предложено Максвеллом для более легкого запоминания направле
ния магнитного поля М (у нас это вектор V) относительно электриче
ского тока J.

Для поля внутри цилиндра г< ^а  мы должны написать:

2rtr =  4 я Г / (г) • 2яг dr.

Если плотность вихрей по всему сечению цилиндра' одна и та же, тогда 
получим:

v ■ 2яг — 4т« яг® 
v  =  2 mV.

На оси цилиндра г * 0  и поле вектора о =  0, затем оно растет про» 
порционально радиусу до г =  а; затем опять уменьшается обратно про
порционально расстоянию.

Легко сообразить, что внутри пустого цилиндра поле будет равно 
нулю.
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Определим еще энергию нашего вихревого поля по формуле:

Так как вектор v зависит только от г, то для элемента объема удобнее 
всего взять разность объемов двух цилиндров высотою, равной единице 
длины, и радиусов г и т - ) -  dr\ этот объем будет равен:

do —  2nr-dr.

Для поля внутри цилиндра, где v  =  2mr, имеем энергию единицы 
длины рихря:

а
ft2 i2r3 d r—  (na'd)2 ~  — -4- J 2.

Для наружного поля, где

Та

Распространяя интерграл на все бесконечное, поле вихря, получаем 
для энергии единицы длины вихря бесконечную величину.

Заметим, что наш цилиндрический вихрь надо себе 
представлять- продолжающимся в обе стороны в бес
конечность. Следовательно, в нашем случае в беско
нечности имеются вихри.

113. Пара цилиндрических вихрей. Рассмотрим 
поле двух параллельных цилиндрических вихрей 
(рис. 1 0 0 ) с радиусами а и Ь, оси которых находятся 
на расстоянии 2d друг от друга.

Вихри в обоих цилиндрах J и — J  пусть 
будут равны и противоположны друг другу, так 
что каждый из вихрей служит как бы замыканием 
другому.

Для простоты мы будем предполагать, что радиусы 
а и b малы сравнительно с расстоянием 2d. В та

ким случае можем считать внутреннее поле каждого вихря таким, как 
если бы другого вихря не существовало, и тогда внутренняя энергия 
обоих вихрей на единице длины их будет:

Т / = 2  • - / - 5 - = Д  /.
1 4 2

Наружную энергию определим по формуле 
(стр. 118, 110): 1 ,

г - т  ж

а

для вихревых нитей



1 1 4 ] ЛОГАРИФМИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ 1 2 3

где N — поток вектора V, охватываемый нашей парой цилиндрических 
вихрей при длине их, равной единице.

Поле вектора мп в плоскости вихрей и притом в пространстве 
между ними будет равно сумме полей каждого из этих вихрей, т. е. 
(стр. 1 2 2 )

v =  2j I ± + - ± -  ] ,
\  г d — г]

где г — расстояние от первого вихря, а (d — г) — расстояние от второго 
вихря.

Элемент площади высотою равной единице будет dr. При определе
нии потока N  в пространстве между вихрями нужно будет интегриро
вание по г распространить от г — а до r =  d — b.

Итак,
d—b

N-- Ч(!+,—,)*г=2Ф(^) Г=
(d — a)(d  — b)

и наружная энергия

:2 Jlg

=  f  IS

ab

(d — a)(d — b) 
ab

Полная энергия поля на единицу длины нашей пары цилиндрических 
вихрей будет:

{d —  a)(d  — b) , , 1

T =  Y J2 [ 21% ab + ‘J
Если здесь предположить радиусы обоих вихрей равными и в чи

слителе „логарифма'1 пренебречь радиусами в сравнении с расстояниями, 
то получим:

Наконец, для коэфиниента самоиндукции пары вихрей, считая на 
каждую единицу их длины, имеем выражение:

i= =4 ,S T  +  l '

4. ПЛОСКОЕ ПОЛЕ

114. Логарифмический потенциал. Бывают случаи, когда поле распо
ложено параллельно какой-либо плоскости: пусть это будет плоскость 
Х У , и все величины в поле не зависят от Z . Для таких полей, которые 
называются плоскими полями, расчеты значительно упрощаются. Кроме 
того, в этих случаях мы имеем возможность использовать специальный
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математический метод (функции комплексного переменного), о котором 
мы скажем ниже.

Как пример подобного случая мы можем взять поле источников, рас
положенных с равномерною плотностью р в цилиндре, параллельном 
оси Z.

Потенциал такого цилиндра в точке Р  плоскости X Y  (рис. 101) бу- 
Z  дет по общей формуле (стр. 75,79):

о dS dz
У  -j- г2 '

где dS  — элемент площади попе
речного сечения цилиндра, а

Г — У  Хг —j— У“

есть расстояние точки Р  от на
чала координат, куда проектиру
ется поперечное сечение dS.

Интегрируя это выражение по всей длине цилиндра, полу аем:

*=[ ^L£l = f pds . ig ±t)/ir±IL.
J — / + | / / a + | - 2

Но выражение логарифма при очень большом I можно представить
так:

£
■ */ '+ (тГ  >+-Ит)

- ,+У'+(тГ' Ш

, I \ 2 21
: l g 4 ( T  —  2 lg —

Логарифм числителя будет, правда, очень большая, но постоянная 
величина, а потому для вычисления градиента она не имеет значения, и 
мы можем ее опустить, написав потенциал так:

<Р= ь - rfs-lg
1

Если сравним это выражение с обычным выражением потенциала в 
пространстве, то увидим, что в данном случае вычисления надо произ
водить так, как будто на плоскости X Y  были размещены источники 
с поверхностною плотностью <з =  2 р, а вместо того, чтобы множить

1 , 1силу этих источников на — , надо множить их на lg —- .
г г

Поэтому-то потенциал в плоском поле и принято называть логариф
мическим потенциалом.
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В пространстве мы имели для источника е потенциал

<Р =
d'O
dr r 2 *

и градиент поля был обратно пропорционален квадрату расстояния от 
источника.

Здесь в плоском поле у нас источником будет:

I2р dS~ 2а,

и его потенциал
1 do 2е

градиент обратно пропорционален первой степени расстояния.
Легко убедиться, непосредственной подстановкой в том, что уравне

ние Лапласа, которое при трех измерениях было

и имело решение:
д* 2 ' йу2 ^  V

<0 =  j p r f o - y ,

для плоского поля получает такой вид:

и имеет решение

32<? . 52<?

JarfS-lg  -у .

Соответственным образом меняются и формулы Грина и т. д.
115. Функция и линия потока. Расхождение вектора в плоском поле 

для тех точек, где нет источников, должно быть подчинено условию:

4-
d-t 1 <Vy

divv = т —4 - т ^  — О,

потому что производная по г  равна нулю.
Это дает нам право искать такую функцию ф, чтобы

Зф __ . 5ф
®х ^ =~ щЪу' ‘ Э*'

Действительно, эти значения vx и v  удовлетворяют вышенаписан- 
ному уравнению.
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Далее, если вычислить вихрь этого поля

w =  curl v,

:0, 

'О,

w

д
П

11

d vy

X
<1У й г

W У dZ Ь х

<о 
1II

г д х йу a* * V ~  йу2'

В последнем уравнении скалар ф является в роли Еектор-потенциала по 
оси Z  (стр. 109, 102).

Для тех точек поля, где нет источников, у нас должно иметь место 
уравнение

й2со , й2ф
йлГ2 ' W 2'

0.

а для тех точек поля, где нет вихрей, должно удовлетворяться урав
нение

й*2 ' йу2

Как видим, функции ср и ф имеют много сходного.
Выясним же геометрический смысл функции ф подобно тому, как 

это сделали в свое время для со.
Напишем для этого полный диференциал функции ф:

йф йф
d^ = tedx +  -^dy =  vydx —  vxdy

и покажем, что величина й?ф представляет собою поток вектора v 
сквозь некоторый элемент линии ds, проекции которого на оси коорди
нат суть dx  и dy.

Заметим, что потоки в плоском поле вычисляются не сквозь пло
щадки fl'S, а сквозь элементы линий ds. Однако для более наглядного

представления мы всегда можем считать, что 
наш элемент линии ds в Плоскости X Y  на 
самом деле представляет собою сечение пло
щадки dS плоскостью XY; ширину же этой 
площадки по оси Z  можем считать равной 
единице.

Итак, представим себе в плоскости, X Y  
(рис. 102) элемент линии ab, равной ds. 
Проведем к этому элементу положитель•

___ ___________ у, ную нормаль так, чтобы направления ds,
*dx —j— n-j и Z  были друг относительно друга
Рис. 102. по правовинтовой системе.
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Для определения'1 потока сквозь ds разложим этот элемент по осям 
X  и У. Ширина этого элемента по оси X  будет dx  и поток v dx\ 
ширина же его по оси Y будет — dy и поток —vxdy. Как видим, пол
ный поток вектора v сквозь линию ds равен:

d b — v„dx  — v r dy.к У х

То же самое мы можем получить чисто формальным способом, пользуясь 
векторной алгеброй.

Для потока сквозь площадку dS, построенную на линии ds и шири
ною равную Zj =  l, мы имеем формулу:

(v -d 3 ) =  v[z] - fifs].

Переставляя множители в последнем произведении и полагая г^ —  \ 
получаем:

z1 [ds • v] =  vy dx  — vx dy =  db,

115]

т. e. то же, что и выше.
Будем продолжать дальше наше рассмотрение функций ( р и ф  па

раллельно.
Подобно тому, как мы проводили в поле эквипотенциальные линии 

(где d<o =  0), точно так же мы можем теперь провести линии равного 
потока (где <7ф =  0).

Для линий равного потенциала получим:

d р —  v х dx -j- vy dy — 0, 

и тангенс угла наклонения их к оси X:

dy
l g a = ^ !

Точно так иге для линий постоянного потока:

d'b —  V,. dx  — v r dy —  0,
* У х

и тангенс угла наклонения их к оси X  будет:

о йУ vy te 3 =  —-  =  — =  - &  ̂ dx ■ ctg а.

Из этого мы видим, что линии

ср =  const и ф =  const

перпендикулярны друг к другу. Они образуют ортогональную систему 
линий.

Отсюда мы заключаем, что если <р суть эквипотенциальные линии, а 
ф — линии потока, то в каком-либо другом поле, наоборот, линии ф 
могут служить эквипотенциальными линиями, а <р — линиями потока. Обе 
эти системы линий — взаимны.
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118. Функция комплексного переменного. Если сопоставить уравнения 
для <р. и ф друг с другом, '

dtp сК!) dtp dtb
dx dу  ’ dу  д х  ’

то получаем, так называемые условия Коши-Римана, которые должны 
быть удовлетворены для того, чтобы комплексная величина

w =  (р -J— /ф,

где i  —  Y  —  1, а <? и ф— действительны, могла считаться аналит иче
скою  функцией переменной z  —  x - \ - i y ,

w  =  <р -J- гф = / ( х  +  iy) = f ( z )

и иметь определенную, независящую от dz, производную:

dw
dz =/'(*)■

Значение этого условия мы выясним ниже, а сейчас мы можем выве
сти из него следующее соотношение:

или

dtp dф . dtp Йф
dx dx "И ду dy ’

(grad tp-grad ф) — 0.

Это и есть не что иное, как выведенная нами в предыдущем параграфе 
теорема об ортогональности линий ср =  const и ф — const.

Таким образом любая аналитическая функция w  мнимого перемен
ного z  может дать нам сразу две функции tp(x, у)  и ф(х, у), линии 
которых ортогональны друг к другу.

А это как раз и требуется для изображения плоского поля в тех 
точках, где нет источников и нет вихрей. Вот почему теория функции 
комплексного переменного получила такое большое значение для теории 
поля.

Мы не можем здесь подробно останавливаться на этой теории, 
а ограничимся только самым необходимым, отсылая интересующихся 
к специальным курсам математики, посвященным теории функций ком
плексного переменного.

117. Изображение комплексных величин векторами. Комплексную 
величину обыкновенно представляют в виде суммы из двух частей: дей
ствительной и мнимой

z  —  х  -(- iy,

где i —  Y — 1, а х и  у  суть действительные величины. Если х  и у  
принять за декартовы координаты на плоскости X Y , то каждой ком
плексной величине Z  будет на этой плоскости соответствовать опреде
ленная точка Z  (рис. 103).



Вводя круговые координаты г и а по уравнениям: 

x  =  r  cos a, y =  rs in a ,

**+3'**='®,

получаем:
2  =  г (cos a -|- i sin a) =  rela,

где e =  2 ,7 1 8 ...  основание н е п е р о в ы х  логарифмов. Основываясь на 
этих соотношениях, мы можем комплексную величину г изобразить 
также в виде вектора г. Скаларная вели
чина этого вектора г называется аб олют- 
ной величиной z, а угол а, определяю
щий направл ние вектора г, называется 
аргументом комплексной величины z.

Напомним читателю главнейшие пра
вила для комплексных величин.

При сложении и вычитании комплекс
ных величин складываются и вычитаются 
их действительные и их мнимые соста
вляющие х  и у  отдельно:

* =  * 1 ± * 2 =  (х1± х 8)-М (.У 1±.У 8),

т. е. совершенно так же, как складываются составляющие по осям 
координат какого-либо вектора. Поэтому мы можем написать:

г = ^ - К

и складывать комплексные величины геометрически, по правилу парал- 
лелограма.

В произведении

*1*2 —  (*1*2 —Уг У 2) +  l(xi У 2 +  * 2  Л )
первый член:

/■^(cos ал cos a2 — sin aa sin а2) = г гг2 cos (a, -j- a2), 

второй член:
гггг(cos sin a2 cos a2 sin Oj) == л,г2 sin (a2 -|- a2),

а потому
2122= r , / - 2̂ (c4 + <ts).

Следовательно, в произведении комплексных величин скалярные вели
чины радиусов перем ожаются, а аргументы складываются.

При делении, наоборот, радиусы делятся друг на друга, а аргументы 
вычитаются:

—  h  еПы-ъ)
*2 Г2

117] ИЗОБРАЖЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ВЕЛИЧИН ВЕКТОРАМИ 129

У

9 Теоретичэскал фаэшса. Ч. I,
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В сопряженных величинах:

z1 =  x~\- iy, гг —  х — iy

оба вектора одинаковы, но углы а противоположных знаков; следова- 
тельно, точки z l и z 2 симметрично расположены по обе стороны оси X. 
При этом

*1 + ^  =  2*, z1— z 2 =  2iy,
ziz2 =  (х  -j- iy) (х  —  iy) —  x 2- j - y 2 —  r2.

Этим соотношением очень часто пользуются, а именно: для того 
чтобы получить абсолютную величину г комплексной величины

*  +  1у

умножают ее на величину ей сопряженную:

х — iy.
Возведение в степень дает:

г п —  гпеш ,

при этом вектор г возводится в л-ую степень, а угол его наклона 
к оси АГ-ов увеличивается в п раз.

Умножение z  на действительную величину оставляет направление г 
неизменным. '

Умножение z  на г — ] / — 1 оставляет величину вектора неизменною,
7Г

но поворачивает его на угол — (90°). При умножении на i еще раз/i

происходит поворот еще на , всего на тс (180°). Другими словами,Zi
множитель Р — 1 меняет направление вектора на противоположное, 
как это имеет место и для обыкновенных действительных векторов.

118. Аналитические функции. Мы уже указали выше, что условие 
Коши-Римана необходимо для того, чтобы f{ z )  имела определенную, 
независимую от dz, производную. Поясним это и геометрически*,

Положим, что дана какая-либо 
функция;

w  =  f ( z ) .

Так как z  a w  можно изобразить 
векторами, то написанное соотношение 
есть, собственно говоря, векторное 
уравнение, которое указывает нам, 
каким образом из вектора г можно 
получить вектор W. Если мы изменим 
вектор г на dz, т. е. перейдем в со
седнюю точку поля, то и вектор W 

X  должен будет измениться на dvi (рис. 
Рис. 104. 104). Но так как dz и dw суть век-
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торы, то предел отношения обеих этих величин может, вообще говоря, 
зависеть от их направления. Ведь и раньше мы избегали делить вектор 
на вектор (стр. 34, 34) и никогда не брали производную по вектору 
ввиду этой неопределенности. Поэтому-то Коши и Риман поставили 
для аналитических функций мнимого переменного условие, чтобы вели
чина производной

не зависела от того, к каким, именно, соседним с z  точкам мы перехо* 
дим для определения этой производной, другими словами, чтобы вели
чина производной не зависела от направления dz.

Возьмем один раз dz параллельно оси ОХ , а другой раз параллельно 
оси OY  и напишем условия того, чтобы производные в обоих случаях 
были одинаковы, т. е.

dw
dz = ^ (< р + - '* )= Щу\(<Р+г'Ф)>

тогда и получаем условие Коши-Римана:

йср йф йср йф
Ъх йу ’ йу йл ‘

, \
Можно доказать и обратную теорему, что эти условия не только необ
ходимы, но и достаточны для того, чтобы f ( z )  имела независимую 
от dz производную.

119. Конформное отображение. Представим себе две плоскости X Y  
и <рф. Если на плоскости X Y  мы будем брать различные точки г, то на 
плоскости <рф им будут соответствовать, вообще говоря, различные 
точки w.

Мы можем сказать, что плоскость X Y  отображается на плоскости срф, 
или, наоборот, плоскость <рф отображается на плоскости XY. Правда, 
при некоторых формах f ( z )  это отображение будет многозначным, но на 
это мы можем пока не обращать внимания.

Производная

тоже будет некоторою функциею z, и мы можем ее представить в виде.’

dw , ,=  г е‘е. 
dz

При этом гг будет абсолютною величиною отношения dw к dz, — 
назовем его увеличением нашего отображения, — угол же [5 будет пред
ставлять разность углов (стр. 129, 117), образуемых векторами dw и dz 
с горизонтальною осью X  (рис. 104); назовем угол р поворотом 
нашего отображения.
9*
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Но если функция f { z )  аналитическая и ее производная не зависит 
от dz , то для всех dz около данной точки z  увеличение и поворот 
отображения булут одни и те же. Значит, если мы около точки г  
начертим какую-либо маленькую фигуру, например треугольник (рис. 104), 
то при отображении в точку w  все стороны этой фигуры изменятся в одном и том же отношении и повернутся на один и тот же угол. 
Следовательно, углы между сторонами не изменятся, и фигура оста
нется себе подобной.

Такое отображение называется конформным, потому что при нем 
сохраняется форма, т. е. подобие любой небольшой, строго говоря, 
бесконечно малой фигуры

Заметим, что как г', так и [5, т. е. увеличение и поворот для раз
личных точек плоскости X Y  будут, вообще говоря, разные, потому что 
f ( z )  есть функция z. Фигуры конечной величины будут, вообще говоря, 
искажаться; подобие имеет место только для бесконечно малых фигур.

Тем не менее, такое отображение имеет большое и теоретическое 
и практическое значение. Так, например, конформное отображение упот
ребляют на практике при черчении географических карт.

Из того обстоятельства, что углы при конформном отображении 
сохраняются, мы можем сейчас же заключить, что любой системе орто
гональных линий на плоскости X Y  соответствует тоже ортогональная 
система линий на плоскости (рф. Ортогональные системы в особенности 
важны лля теории поля, поэтому на них мы остановимся подробнее.

120. Изображ ние функций комплексного переменного. Если дана 
какая-либо функция w  комплексного переменного z\

w  =  <р -f- гф = / ( х  - f  (у),

то, приравняв отдельно действительные и мнимые части, получим ( р и ф  
как функции х  и у:

<р(*. У), ФС*, У)
или, наоборот, х  и у  как функции ( р и ф;

*(<Р> Ф). У(Ч> Ф).

Если давать ( р и ф  значения 0, +  1, + 2 , . . .  и т. д. вообще С, то 
получим на плоскости X Y  ортогональную систему кривых линий с 
параметром С:

¥ (х. У) =  С; ф(х, у) =  С.

Наоборот, если будем х  и у  давать те же значения, то на другой 
плоскости, где декартовыми координатами служат ( р и ф ,  получим тоже 
ортогональную систему кривых линий:

x(<f, ф) =  С; у(<р: ф) =  С.

Таким образом любая аналитическая функция комплексного перемен
ного может быть изображена двумя плоскими полями, причем в каждом 
из этих полей получаются две системы ортогональных друг к другу
Л И Д И Й .



В теории функций комплексного переменного по форме эти иний 
судят о свойствах данной функции.

В применении же к теории поля каждая из плоскостей ХУ и срф 
при данной функции /(/•) может изображать два случая плоского физи
ческою поля, так как эквипотенциальные линии одного случая могут 
служить линиями потока (струйками) для другого случая, и наоборот.

Некоторые функции комплексного переменного имеют особые точки 
и линии, где они делаются бесконечными или прерывными (нечто подоб
ное мы имели в потенциальном поле трех измерений), или перестают 
быть аналитическими. Но мы не можем здесь останавливаться на этих 
случаях, а ограничимся несколькими наиболее важными для теоретиче
ской физики приме[ ами.

121. Пример w =  z2. Отделив в этом уравнении действительную часть 
от мнимой, имеем:

w  —  у i<b =  ( х i y)2 ~ ( х 2 — у 2) -)- i (2 х у),
откуда

ср =  лг2 — у 2, <Ь —  2 х у .

1 2 1 ]  п р и м е р  w  =  z 2 1 3 3
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Рис. 105.

Следовательно, если мы на плоскости <сф возьмем однород ое поле, 
т. е. систему вертикальных прямых линий , рис. 105):

<р =  0, ± 1 , ± 2 , . . .

и горизонтальных прямых линий ф =  0, -+-1. 4 ; 2 , . . . ,  то на ппоскости 
X Y  им будут соответствовать две системы равносторонних гипербол 
(рис. 106):

х2 —у 1 — 0, ± 3 ,  ± 2 , . . .

с осями X  и У, и к ним ортогональные две системы тох<е равносторон
них гипербол с осями X ' и У'. Оси каждой из этих систем служат 
асимптотами другой системы.
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Полученное нами поле может служить для решения различных задач. 
Например, при движении несжимаемой жидкости в углу, ограниченном 
плоскостями X Z  и YZ, мы должны получить поле, именно, такой 
формы.

Заметим, что начало координат служит здесь особой точкой: здесь 
обе системы гипербол обращаются в прямые линии, которые уже не 
ортогональны друг к другу, а наклонены под углом в 45°.

На рис. 105 мы перенумеровали центральные квадраты. Им соответ
ствует на плоскости X Y  вдвое большее число четырехугольников. Во
обще, вся плоскость (рф отображается на половине плоскости X Y.

Если бы мы взяли w  =  zn, то получили бы отображение плоскости <рф

на — плоскости X Y  и это дало бы нам возможность решать задачи 
п *

тгдвижения жидкости в углу, равном —-, и т. д.

Если бы мы задались на плоскости X Y  однородным полем и поло
жили х  и у  равными 0, 4 h l ,  +  2 , . . . ,  то на плоскости <рф получили 
бы кривые:

t p ф2 =  2х2 =  0, + 2 ,  -4- 8 , . . .

— <Р +  /<Р2 +  Ф* =  2У* =  0, ± 2 ,  ± 8 , - . .

Это будет система парабол с фокусом, в начале координат.
Вместо однородного поля мы можем задаться и другим каким-либо изве- 

вестным нам полем (например радиальным), а при помощи преобразования 
z n получить из него целый ряд новых полей, которые могут оказаться 
полезными на практике.

122. Пример w =  —  elgz. Для иллюстрации этой функции
w =  —  e\g  z

перейдем к круговым координатам, положив

тогда

и, следовательно,

z  =  ге1а,

w  == <р -j- й!) =  — е lg г  — iea 

<р = — elgr, ф =  — еа.

Для (р мы получим логарифмический потенциал источника е в на
чале координат. Линии потока ф будут а —  const, т. е. будут радиальны.

Вектор v =  — grad (р =  —  убывает пропорционально расстоянию от

начала координат. В начале координат градиент (например скорость 
жидкости) делается бесконечно большим. То же самое мы уже имели 
в поле трех измерений, только там градиент был обратно прогюрцио- 
нален квадрату расстояния.

Если, наоборот, ф =  const считать за эквипотенциальные линии, то
линии потока будут:

(р =  — e lg r  const иди г •=*const.
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т. е. круги с центром в начале координат.
Подобное поле представляет собою жидкость, вращающуюся вокруг 

оси Z со скоростью
____ . . _____ __ йф ______5ф_ __ е_

g * Ъп г da г "

Здесь тоже скорость убывает пропорционально расстоянию и делается 
бесконечною в начале координат. Следовательно, начало координат опять 
является особою точкою.

Но, кроме того, хотя в рассматриваемом случае и нет вихрей:
curl v =  О,

тем не менее, циркуляция вокруг начала координат будет:

(f) (у. ds) =  ^ ( v  • г da) —  2ш

и не равна нулю. Следовательно, в начале координат мы должны пред
положить вихревую нить, направленную по оси Z  (стр. 120, 112).

z —— d123. Пример. w =  e!g , ^ . Подобно тому, как и в предыдущем

123]

параграфе, положим:

тогда получим:

z - f d '

г  — d =  r1eia*, 
z - \ - d  =  г2е1̂ ,

y  =  — e\g-±- =  — e\gr1 +  e\grv ф =  — е(аг — а2).
Г2

Из этих формул мы видим, что <р есть логарифмический потенциал 
двух источников, равной, но противоположной по знаку, силы. Оба 
источника лежат на оси X, и если положить

Gtj =  а2 —  0, 
то

гг —  х  — d, 
r2 =  х  +  d-

Следовательно, расстояние между источниками
гг —  г2 =  2d.

Не нужно, однако, этот случай смешивать со случаем двойного по
люса, потому что источнику на плоскости соответствует в пространстве 
целая линия, параллельная оси Z, покрытая источниками с линейною 
плоскостью 2е (стр. 124, 114). Форма эквипотенциальных линий и линий 
потоков на плоскости X Y  получается для обоих этих случаев разная.

В нашем случае для линий равных потенциалов мы имеем:
tp =  const,

=  const.
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Предоставляем читателю самому доказать, что это будет система 
кругов с центрами по оси X  (рис. 107).

Для линий потоков имеем:

ф =  const, otj — а2 —  const.

Это тоже будут круги, потому что (а, — й2) есть угол при вершине Р  
треугольника, образованного из сторон rv  г2 и 2d (рис 108); при дви
жении точки Р  по кругу этот угол будет оставаться постоянным.

Обе системы кругов ортогональны друг к другу (рис 108). Советуем 
читателю сравнить это плоское поле двух заряженных линий с полем 
двух полюсов в пространстве (стр 99, 97).

Если, наоборот, ф =  const примем за эквипотенциальные линии, 
а ср =  const за линии потока, то будем иметь поле двух одинаковых 
вихревых нитей, отстоящих друг от друга на расстоянии 2d\ один из 
этих вихрей направлен по -\-Z , другой по — Z  
(стр. 122, 113)

Рис. L07. Рис. 108.

Приведенных примеров мы считаем достаточно для того, чтобы по
казать применение теории функций комплексного переменного к теории 
плоских полей. В гидродинамике, в теории упругости, в электромагне
тизме и т. д. мы еще встретимся с подобными применениями.

Для черчения плоских полей может быть применен также способ 
Максвелла (стр. 99, 97).

5. ПЕРЕМЕННОЕ ПОЛЕ

124. Поле плоской волны. Когда какое-либо поле — скаларное или 
векторное— меняется со временем, то все входящие в наши формулы 
величины будут не только функциями координат, но еще и функциями 
времени.

Изменения полей со временем могут быть обусловлены очень разно
образными причинами и могут быть сами очень разнообразны. Наиболее 
е з ж н ы й  в физике случай переменного поля представляет собою явление 
распространения волн.

Мы начнем с изучения плоской волны,



ПОЛЕ ПЛОСКОЙ волны 1 3 7

Предположим, что нам надо переменное поле какого-либо скалара <р, 
значение которою не зависит от координат у  и г, а зависит только от 
координаты х и еще от времени t Следовательно, для любой плоскости, 
параллельной плоскости YZ, значения <р будут те же, что и для точки х, 
у  =  0, z  —  0; все эти плоскости будут служить эквипотенциальными 
поверхностями нашего поля.

Далее, предположим, что зависимость потенциала. <р от х  и t может 
быть выражена некоторою функцией:

1 2 4 ]

<р:
■ / ч - т

где с — постоянная величина.
Форма этой функции может быть любая, но независимые переменные 

должны входить в нее только в виде комбинации
Г

\ . хs —  t -------.с
Разберем свойства этого поля.
Из выражения для 5 мы видим, что различным  значениям ty и t2 

и соответственно различным х Л и х 2 могут соответствовать одинаковые 
значения s. Для этого необходимо только, чтобы

s =  L — *± =  L — ^

или чтобы

■с.
t2 —  t,

Это означает* что тот же са
мый потенциал ср, который в не
которое время t1 был прежде в 
точке х г, оказался затем во время 
t2 в точке х 2. Дело происходит 
так, как будто потенциал ср про
шел длину (х 2 — х г) за время {t2 -  б,) и двигался с равномерною ско
ростью с по оси -f- X.

Так как то же самое будет происходит во всех точках, и потен
циалы всех точек будут двигаться с .оаною и тою же скоростью с, то 
мы можем сказать, что все наше поле скалара ср, не изменяя своей 
формы, движется по оси X  с равномерною скоростью с (рис. 109).

Если бы мы взяли функцию:

f  t т).
то она изображала бы поле тоже неизменной формы, но движущееся со 
Скоростью с по обратному направлению, т. е. параллельно оси —<У.
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125. Распространение гармонических колебаний. Большею частью 
в теоретической физике функция f ( s )  бывает периодическою, как, на
пример, синус или косинус.

Положим

В каждой точке х г этого поля у  будет меняться со временем по 
закону

Это будут гармонические колебания с одинаковой для всех точек 
поля амплитудой А и одинаковым для всех точек поля периодом Т. 
Только фаза колебаний будет для различных точек поля разная, потому 
что в синус входит величина

2 тт
а =  —  Х'Тс

Но так как синус имеет период 2тт, то и фазы будут повторяться 
при переходе а через 2тс, т. е. при переходе вдоль оси X  на расстояние

х = Т с  =  \.

Как известно, это расстояние X называется длиною волны.
В каждый момент времени tr распределение потенциала вдоль оси X  

можно изобразить синусоидою:

<р =  Л з ш у  ^  — у ) .

В момент времени tx -j- т мы получим опять синусоиду:

2тс
«Р =

Если здесь положить

■ A sin -

то получим:
„ 2тт ( х х  —  £ \ 

Ч» =  Л $ т у  ^ ----- — J .

Но это та же синусоида, только сдвинутая по оси -{ -X  на длину S. 
Вообще, как мы уже сказали, все наше поле движется вдоль оси - \ -Х  
со скоростью с.

126. Диферзнциальное уравнение плоской волны. Если функцию:



продиференцировать по t и по х, то легко видеть, что
дер____  1 дер
д* с i t ’

Если продиференцировать еще раз, то для обеих волн и вдоль -{- X, 
и вдоль — X  получим одно и то же диференциальное уравнение:

д2ер__ 1 д2ер
i x * ~  с2!* 2'

Это уравнение нам встретится в теории колебаний струн. Оно имеет 
большое историческое значение, потому что на нем вырабатывались основ
ные методы решений вообще линейных диференциальных уравнений с част
ными производными второго порядка.

Мы теперь уже знаем два решения этого уравнения и можем написать:

* - ' ( * - Я-
Если с — постоянно, то это решение можно представить и таким 

образом: c t ) F  (х  +  cf).

Это будет представлять две волны, идущие с одинаковыми скоро
стями навстречу друг другу. Обе функции /  и F  (форма волн) могут 
быть произвольными, и их форма определяется добавочными условиями 
задачи, а именно: условиями для какого-либо определенного момента вре
мени и условиями на границах поля.

Легко также убедиться подстановкой, что не только функции /  и F  
представляют собою решения нашего диференциального уравнения, но и 
любые производные этих функций по х  и по t.

Так как наше диференциальное уравнение линейно, то сумма 
нескольких решений с произвольными коэфициентами будет тоже решение 
этого уравнения. Составляя подобные суммы, легко подобрать их так, 
чтобы удовлетворить и добавочным пограничным или иным условиям.

Примеры подобных приемов мы приведем в своем месте.
127. Сферическая волна. Теперь перейдем к рассмотрению более 

общего случая и предположим, что из центра координат О расходятся 
волны не только по оси X, но и по всем радиусам г  во все стороны 
одинаково. Точка О служит, таким образом, источником волн нашего 
переменного поля.

Для источника е в точке О постоянного поля мы положили потен
циал в форме:

1 2 7 ]  СФЕРИЧЕСКАЯ ВОЛНА 1 3 9

е

Аналогично с этим положим для нашего поля:

г
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или

«р =
/O - f -сО

После того, что мы сказали о формулах для плоской волны, смысл 
написанных здесь формул не требует особых пояснений. Потенциалы <р 
будут распространяться из точки О по радиусам во все стороны (или 
со всех сторон в точку О) с постоянною скоростью с. Эквипотенциаль
ными поверхностями будут в данном случае сферические поверхности 
с центрами в начале координат. Существенное отличие от плоской волны 
заключается в том, что одновременно с удалением от источника потен
циалы сферической волны будут убывать, потому что ср обратно пропор
ционально г. Но совершенно то же мы имели и в неизменном потен
циальном поле.

Определим, чему равняется в данном случае выражение V 2 *?> кото
рое по уравнению Лапласа равно нулю в постоянном поле вне источни
ков. Так как <р зависит только от величины и не зависит от направления 
радиуса-вектора, то для выражения V 2(P мы можем написать (стр. 78, 81):

Но аналогично с плоской волной, где у нас было х  вместо г, мы 
имеем:

Ъг2 _  С 2 dt2 ’

а так как г не зависит от t, и то:

1 д2 , .■ 1 а2со
Г  ЙГ2 Г ' ^  ~  С 2 Н 2  ’

и, следовательно,

\ 7 2у —  — 
v  т с2 Ы2

Если волна плоская и производные по у  и z  равны нулю, то мы 
опять получаем уравнение § 126, как частный случай.

Если поле постоянно, то производные по времени равны нулю, и мы 
получаем тоже как частный случай уравнение Лапласа:

V 2(P =  о.

Итак, мы приходим к заключению, что в переменном поле, в кото
ром потенциалы распространяются из отдельных источников во все сто
роны со скоростью с, поле вне источников удовлетворяет диференциаль- 
иому уравнению:

V . , _ 1 3 = 0V * с2 I f 2

Это уравнение носит название уравнения волц,
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128. Запаздывающие потенциалы. Положим, что нам дано поле источ
ников с плотностью р, которое меняется со временем,

Р = / ( * ' .  У'. О-
Если бы поле было постоянное, то мы могли бы вычислить потен- 

циал в точке Р (х , у , z ) по формуле:

' “ f '
do,

где г есть расстояние точки Р (х , у , г) от тех точек Q (х \ у \  z') поля; 
где находятся источники р; так что

(W = г’ = (х  —  х Г  +  (у  — У )2 +  О —
Но если поле не постоянно и потенциалы распространяются не момен
тально, а с некоторою скоростью с, одинаковою для всех направлений, 
то в точку Р, отстоящую от Q на расстояние г, потенциал придет с 
запозданием на время

поэтому при вычислении потенциала ср в точке Р  для времени t  нам 
нужно принимать во внимание не ту плотность источников, которая имеет 
место в данный момент времени t, а ту, которая была раньше, а именно: 
в моменты времени t  — i .  Заметим, что для каждой точки Q время ? 
будет различное, потому что ? зависит от расстояния г, именно, оно 
равно:

P Q __ г_
с с '

Обозначим через
Р" = /(* ',  У, z ,  t  — ?).

Тогда запаздывающий потенциал выразится у нас формулою:

4 =  \ f d0-

Точно так же запаздывающий потенциал поверхностных источников 
плотностью а будет:

to =  f  у  dS.

Далее, потенциал биполя, как мы знаем, состоит из двух потенциа
лов полюсов сдвинутых друг относительно друга на некоторую
длин' dl. Для запаздывающего потенциала двух полюсов мы должны 
написать:

f i *2
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В обыкновенных потенциалах -(- е и — е постоянны и равны друг другу, 
но в переменном поле и при запаздывающих потенциалах обе вели
чины е будут разные, потому что они зависят от г:

Поэтому для биполя при беспредельном уменьшении dl мы получим 
(стр. 84, 87) потенциал:

Если нам дан поляризованный слой, где все биполи направлены по 
нормали, и их поверхностная плотность равна J], то запаздывающий 
потенциал такого двойного слоя будет:

Почти все, что мы говорили раньше об обыкновенных потенциалах, 
можно повторить и для запаздывающих потенциалов, если только ввести 
влияние запаздывания. Как прежде, так и здесь прерывность градиента 
или потенциала в поле (стр. 89, 92) у какой-либо поверхности можно 
для вычислений заменить ординарным или двойным слоем и т. д.

Наконец, если поле, в котором скорость распространения явлений 
равна с, содержит вихри и притом меняющиеся со временем, то мы мо
жем ввести вспомогательную величину, вектор-потенциал А, который тоже 
будет запаздывающий. Поэтому, если дана плотность вихрей w как функ
ция f ( x ' ,  У, z \  t), то в выражении вектор-потенциала (стр. 110, 102) мы 
должны подставить w как функцию f ( x ',  у', z , t — t').

129. Дкференциальное уравнение волн. Запаздывающие потенциалы 
уже не будут удовлетворять уравнению Лапласа-Пуассона, но имеют свое 
особое диференциальное уравнение, которое носит название уравнения 
волн, потому что встречается, главным образом, в теории распростране
ния волн всякого рода, т. е. в акустике и в оптике.

Для того чтобы вывести это уравнение, мы поступим следующим 
образом.

Окружим точку Р, для которой мы ищем значение потенциала при 
данных источниках р, небольшою замкнутою поверхностью и разделим 
потенциал <р в этой точке на две части:

причем if, будет потенциал от всех источников, находящихся внутри 
проведенной нами поверхности, а <ра — потенциал от наружных источников.
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Для внутренних источников, вследствие бесконечно малой величины 
всех расстояний г, запаздывание потенциала будет тоже бесконечно мало, 
а потому запаздывающий потенциал будет равен обыкновенному неза
паздывающему потенциалу, и мы можем написать для него уравнение 
Лапласа-Пуассона:

Для наружных источников, т. е. для вычисления tpa, мы можем сде
лать другое упрощение. Каждый элементарный объем do мы будем счи
тать настолько малым, что в его пределах расстояние г можно считать 
постоянным. Поэтому наружные источники будут эквивалентны отдельным 
точкам, испускающим из себя сферические волны, которые мы рассма
тривали в предыдущем параграфе. Наша точка Р  находится вне этих 
источников, а потому для нее мы можем написать уравнение:

Складывая оба уравнения — и для наружных и для внутренних источ
ников— вместе, получаем для всего поля:

уравнение, аналогичное уравнению Пуассона (стр. 71, 76). Решение этого 
уравнения при данном поле р будет:

Если поле постоянное, т. е. не зависит от времени, или если оно и 
зависит от времени, но зато скорость распространения бесконечно 
велика, с —  ос , и все изменения поля распространяются во все стороны 
и на любые расстояния мгновенно, то написанное выше уравнение обра
щается в известное нам уравнение Пуассона, а его решение — в обыкно
венный незапаздывающий потенциал.

130. Принцип Гюйгенса. В предыдущем параграфе мы показали, 
каким образом вычисляются запаздывающие потенциалы, если даны источ
ники во всем бесконечном поле. Проведем в этом поле какую-либо зам
кнутую поверхность и предположим, что внутри этой поверхности нет 
источников. Спрашивается теперь, нельзя ли заменить наружные источ
ники некоторыми фиктивными источниками, распределенными по прове
денной нами поверхности, и притом так, чтобы поле внутри поверхности 
можно было вычислять не по действительным, а по этим фиктивным 
источникам.

Аналогичную задачу мы уже решали в теории незапаздывающих 
потенциалов и нашли (стр. 91, 92), что потенциал <с0 в какой-либо точке 
внутри поверхности можно определить, если вместо наружного поля нал

V 2<P/ =  — 4прС*\ У, * \ 9-

р (х \  У, z', t — t") ^
г



1 4 4 И. ТЕОРИЯ ФИЗИЧЕСКОГО ПОЛЯ

будут даны потенциалы и нормальные составляющие их градиентов на 
пограничной поверхности S. Вычисление <р0 делается по формуле:

1  W
4тг У \ г dn

d 1 \
9 dn г )

dS,

где dn берется по нормали к поверхности 5.
Первый член правой части представляет собою потенциал поверхно

стных источников с плотностью ' \
1 d f
4тт d n ’

а второй член правой части равен потенциалу двойного слоя с поверх
ностною плотностью биполей

Для запаздывающих потенциалов эту формулу придется несколько изме
нить. Но мы не будем приводить здесь подробности довольно сложных 
вычислений Кирхгофа и Фохта, а перейдем прямо к результату их 
выводов следующими простыми расе'ждениями.

Для того чтобы в написанной выше формуле принять в расчет 
запаздывание потенциалов, нам необходимо в первом члене заменить t 
через t — t'). Это мы выразим в формуле горизонтальной чертой над 
поверхностною плотностью:

4rr dn ) t 4тт \ dn /

Второй член, как мы сказали, представляет собою потенциал двойного 
слоя биполей и, следовательно, состоит из двух потенциалов: одного от 
положительных источников и другого — от отрица щльных источников, 
сдвинутых друг относительно друга и находящихся от точки Р  hi раз
ных расстояниях. Запаздывающий потенциал обоих этих поверхностных 
источников будет (стр. 141, 128) :

Итак, для запаздывающего потенциала в точке Р  мы 
выражение:

А_ ( ( J_ М Л  _ _ А
4тт J I г \d n )  dn

I
г dS.

получаем

В этой формуле, установленной впервые Кирхгофом, принцип Гюйгенса 
получает свое количественное выражение

Здесь запаздывающий потенциал как й-либо точки <р0 внутри ограни
ченного нами объема, где нет источников, выражен через потенциалы на 
пограничной поверхности.
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131. Пример. Для того чтобы выводы предыдущего параграфа при
обрели ббльшую наглядность, представим себе, что в точке Q (рис. НО) 
помещен источник, совершающий гармонические колебания

t
е =  A sin 2тг — ,

Т '
где Т — период колебаний.

В точке Р  мы будем иметь запаздывающий потенциал

1 3 1 ]

<Ро:
А

■- — sin 2тт г ■ т ) .

где \  —  сТ будет путь, прой
денный волной за время одного 
колебания, т. е. длина волны.

Проведем вокруг точки Р  
какую-либо замкнутую погерх- 
ность abc и на основании прин
ципа Гюйгенса определим для 
нее ср0. Для этого нам необ
ходимо предварительно опреде
лить величину фиктивных источ
ников на этой поверхности.

В какой-либо точке а этой поверхности на расстоянии гг от источ
ника Q потенциал будет:

А . I t щ =  — sin 2я
ri Т Sin 2 .

Угол а мы ввели для краткости.
Нормзльная к поверхности составляющая градиента будет:

dy дф , , / A sin а 2тт A cos а cos (яг,).

Разделив на 4тг, получим поверхностную плотность фиктивных источни* 
ков. Для определения, потенциала в точке Р  надо разделить это на г2 и вве"

сти запаздывание ~  . Обыкновенно длина волны \  бывает гораздо меньше

расстояния г , а потому первым членом этой формулы можно пренебречь 
и для точки Р  написать:

А
'21 cos 2п г, -4- г2 cos (яг,) dS

Д ля того чтобы получить потенииал двойного слоя, необходимо 
сперва составить запаздывающйй в точку Р  потенциал источников:

? — ^  sin 2тт I1 t | А
г% г1гг '\Т * 1 ~ ГЛ

sin [5,

1 0  Теоретическая физика. Ч. I.
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а затем продиференцировать его, чтобы иметь потенциал двойного слоя;

Если опять первым членом пренебречь, предполагая, что r2 1 оже 
велико в сравнении с X, то для потенциала двойного слоя получим:

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Если наша поверх
ность непроницаема для волн источника Q, и мы сделаем у точки b 
(рис. 110) небольшое отверстие dS, то в пределах этого отверстия гх и га 
будут направлены противоположно друг к другу, и

Между тем, можно было бы ожидать синусообразных колебаний, как 
в источнике Q. Следовательно, наш фиктивный источник отстает от 
настоящего источника по фазе на 90°.

Далее, если сделать отверстие не в точке Ь, а в противоположной 
точке с, тогда оба радиуса совпадают по направлению, и

В таком случае и потенциал в точке Р  будет равен нулю.
Но этого и следовало ожидать, потому что, если волна идет по 

направлению -|- r lt то точка Р  вследствие непроницаемости поверхности 
остается незатронутою, как бы в тени; волна не может из с итти назад.

Примеры применения принципа Гюйгенса мы встретим в теориидиф- 
фракции волн.

132. Движение точки в переменном поле. Перейдем теперь к более 
общему случаю переменного поля, меняющегося со временем по любому 
закону. Здесь нам важно рассмотреть, как изменяется поле для точки, 
которая сама движется в этом поле, и какова быстрота этого изменения

Оба интеграла вместе дают:

^ [cos (пгг) — cos Огг2)] с,IS.

cos (пгл) —  — cos (nr2) — cos (nr), 

cos (пгг) — cos (nr2) =  2 cos (nr),

/1 +  ''2 =  Л
и для точки Р  мы получим:

cos (пгг) —  cos (пг2),

COS (nrj )  — cos (nr2) —  0.
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Для какой-либо неподвижной точки поля Р  быстрота изменения ска- 
лара А или вектора А, образующих поле, будет, очевидно, равна про- 

ЗЛ 5Аизводной по времени — и .Зг о t
Скалар может меняться только по величине, а вектор может менять 

и свое направление.
Мы обозначили эти изменения как частные производные (круглое 3) 

по времени, желая этим выразить, что их нужно брать для неподвижных 
точек, т. е. при неизменных х, у, z.

Если же точка сама движется в поле, то для нее скалар А и век
тор А будут меняться от двух причин: во-первых, от того, что поле пере
менное, и еще и от того, что точка при своем движении будет попадать 
в различные точющполя с различными значениями скалара А и вектора А. 
Эти последние изменения будут происходить тем быстрее, чем скорее 
точка движется. Полное изменение скалара или вектора, происходящее 
от обеих причин, — от изменения поля и от движения точки, — мы 
будем обозначать теми же буквами Л и А, только с точкою наверху: А  и А.

Если точка движется в поле скалара А, то для нее
d k  ЗЛ , ЗЛ dx ЪА dy | ЗЛ dz
dt 3t ' З а: d t '  Зу dt ' 3 z d t 'A

Но производные скалара Л по координатам представляют собою проекции 
градиента поля, а производные от координат по времени суть не что 
иное, как проекции скорости точки; поэтому мы можем написать наше 
уравнение в такой форме:

А =  -f- (v • grad) j  Л.

Если точка движется в векторном поле А, то мы можем написать три 
таких же уравнения, как для скалара Л, для проекций вектора на оси X, 
У, Z , или соединить их в одно векторное уравнение:

А== [ ^  +  (v -g rad)]  А

Второй член этого уравнения требует некоторых пояснений.Мы знаем 
(стр. 46, 46; сгр. 53, 55), что при перемещении в поле по оси s на 
длину d$ изменение вектора А в постоянном поле равно:

db =  (ds-\7) А.

Если длина ds пробегается точкою во время dt, т. е. со скоростью 
dsv =  — , то быстрота изменения вектора и по величине, и по направле

нию будет (в постоянном поле):

f = ( l ' v ) A= (v-V ) » = ( , -giad)A'

Это и выражено у нас во втором члене вышенаписанного уравнения.
10*
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133. Движение поверхности в переменном поле. Представим себе 
некоторую поверхность S, ограниченную замкнутым контуром I. Поток век
тора А сквозь эту поверхность может меняться со временем тоже от двух 
причин: во-первых, от изменения самого поля и, во-вторых, от движения 
поверхности и ее контура. Первая причина дает в единицу времени изме
нения по Iока

Для подсчета действия второй причины сдвинем отдельные части кон
тура I на длину ds (рис. 111). Вектор as может для различных d\ быть 
различным, так что весь контур может не только сдвинуться, но и изме-

в виде векторного произведения [c'l-rfs], причем нормаль этого элемента 
будет направлена наружу всего объема (рис. 110).

Поток вектора А сквозь элемент боковой поверхности будет:

Элемент объема, описанный нашей поверхностью, выразится через эле
мент поверхности формулою:

и теорема Гаусса, примененная к объему, описанному поверхностью S  
при ее сдвиге, даст нам:

п нить свою форму.
При таком сдвиге наша поверхность S1 перей

дет в новое положение S2 и опишет в пространстве, 
некоторый объем, который ограничен поверхно
стями Sj и S2 и, кроме тою, той боковой по-

5  верхностыо, которую описал контур I.
Применим к этому объему теорему Гаусса.
Потоки сквозь поверхности S 2 и будут (вы

текание и втекание):

Рис. 111. 2 1
Элемент боковой поверхности можно представить

A[rfl-rfs] =  — d\ [A-us],

а сквозь всю боковую поверхность получим:

где интеграл берется по всему сдвигаемому контуру.
Это выражение можно преобразовать по теореме Стокса:

dNb — — Г curl [k-ds]„-dS

do —  (ds ■ dS),

d N - j- dNb =  I div h-do.
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Отсюда получаем, что увеличение потока сквозь поверхность S, про
исходящее от движения этой поверхности в постоянном поле, будет:

dN  =  | (div А • dsn -f- curl [A • afs]n) dS.

Разделив это на dt, положив ^  — v и прибавив местное изменениеdt
мсамо;о поля в единицу времени — , получаем полное изменение потокаot

при движении деформирующейся поверхности в переменном поле: 

dN d
dt = J К  d $ =  j  \ div A + curl [A • VL ) Л

Если движется замкнутая поверхность, то последний член этой формулы 
равен нулю.

Подъинтегральное выражение правой части уравнения можно предста
вить в несколько ином виде. Если развернуть последний член (стр. 54, 57)

cur! [А • м]п =  Ая div v ~  vn div A -f (v • grad) A„ — (A grad) v„, 
то получим:

f  [ ^  +  (v-grad) An -|- A„ • div v — (A • grad) v„\ dS.

Первые два члена одинаковы с изменением вектора А для движу
щейся точки, которое мы уже рассмотрели (стр. 147, 132). Третий член 
означает увеличение потока вследствие увеличения площади, а послед
ний— вследствие изменения ее ориентировки.

134. Движение неизменного скалара в поле. Два скалара в физике 
играют первенствующую роль: масса и энергия. Как масса, так и энер
гия мо ут перемещаться в переменном поле и при этом менять занимае
мый ими объем и изменять свою плотность; но, несмотря на все эти 
изменения, общее их количество должно оставаться постоянным.

Выведем уравнение, выражающее закон этого постоянства.
Для наглядности представим себе опять поле движущейся жидкости, 

причем примем плотность жидкости р переменною.
Поток массы жидкости сквозь какую-либо поверхность, проведенную 

мысленно в поле, будет:
Л/ =  J(p v)„^S.

И если эта поверхность замкнутая, то по теореме Гаусса (стр. 67 , 70):

N =

Масса жидкости, находящейся внутри этого объема, равна:
г

М — j р do.
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Если в данном объеме нет источников, то масса жидкости, вытекающей 
из поверхности данного объема в единицу времени, очевидно, равна 
уменьшению массы жидкости внутри данного объема в ту же единицу 
времени, т. е.

N = - dJ L
dt

или

div (р v) do
' d
"dt

p do.

Это уравнение можно назвать законом сохранения массы.
Если выделенный нами объем при этом не меняется, то можно прО' 

изводную по времени отнести к плотности р:

Применяя эту формулу к элементарному неизменному объему, получим 
так называемое условие непрерывности движения жидкости:

div(pv) =  - § .

Переписывая это уравнение в декартовой прямоугольной системе коор
динат, получаем:

Э , .  ̂ , . , (1 , . do
Yx ' ^  +  T y ^  +  V ^  =  - d i -

Если р всегда и везде постоянно, как, например, в несжимаемой жид
кости, то для тех точек, где нет источников,

bv Ъи bv

« " - t f + * ' + * = *

как это мы уже неоднократно видели.
В гидродинамике и аэродинамике эти уравнения играют большую 

роль.
Аналогичное уравнение можно написать и для закона сохранения 

энергии и вообще для всякого скалара, который перемещается в поле, 
сохраняя свою величину.
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ГЛАВА III 

ТЕНЗОРЫ

1. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ТЕНЗОРОВ

135. Деформация. Представим себе твердое тело, которое равномерно 
расширяется от повышения температуры. Мы можем описать это явление 
количественно, сказав, что любое расстояние А между двумя точками 
этого тела превращается в расстояние В, причем

В =  а&. \

В разбираемом случае можно под А подразумевать не какой-либо опре
деленный вектор, а вообще любой радиус-вектор г.

Выберем какую-нибудь точку тела за начало координат; тогда про
веденные из начала радиусы-векторы одинаковой величины, но разных 
направлений образуют своими концами шаровую поверхность

х 2 - \-у 2 z2 =  г2,
и вектор

г'==аг

тоже образует шаровую поверхность, только в а раз большего радиуса:

jsc2 —|— _у2 —J— z 2 =  (аг)2,
или

При таком расширении тела радиусы-векторы не меняют своего на
правления (г' одного направления с г), и форма тела не изменяется; 
только размеры тела увеличиваются равиомерно во все стороны.

Несколько сложнее будет происходить дело в кристаллических телах, 
где даже при равномерном нагревании расширение по различным направ
лениям происходит различно. В этом случае не только величина, но и 
форма тела будет меняться.

Обыкновенно, в кристалле имеются три главных направления, три 
главных оси расширения X, Y, Z  (рис. 112), взаимно перпендикулярные, 
для которых расширение характеризуется тремя числами а, Ъ, с (коэфи- 
циенты расши, ения).

При таком расширении вектор А превращается в векто. 8 по урав
нениям;

В * = а А * В У = Ь А ?  В г = с А г

/
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Этот новый вектор В будет отличаться от А не только по величине, 
но, вооощг говори, и по направлению, как в этом легко убедиться про
стым построением (рис. 112).

Если толковать наше уравнение не как соотношение между опреде
ленными векторами А и В, а представить себе целую систему радиусов- 
векторов г, проведенных из начала координат во все стороны, и для 
каждого из них искать вектор г’ по вышеописанным трем уравнениям,

тогда наше поле вектороз г превратится 
в поле векторов г'.

Векторы г и г '  будут вообще раз
ных величин и разных направлений. 
Только те радиусы-векторы, которые 
до расширения были направлены по 
осям X, У, Z, не изменят своего напра
вления.

Это можно видеть из построения, 
но легко доказать и аналитически. Дей
ствительно, если, например, радиус-век
тор г имеет проекции х, 0, 0, то после 
расширения его про кции будут ах, 
О, 0, т. е. он остался в той же оси X.

Вообще же для любого радиуса-вектора его новые проекции х', у', £  
выразятся через старые х, у, г  таким образом:

х' =  ах, у ' =  by, г' =  cz,

и, наоборот, старые проекции выразятся через новые так:

Если до расширения радиусы-векторы г = 1  образовывали шаровую по
верхность

х 2- \ -у2 z 2 =  1,

Z

то после расширения мы получим:

т. е. шар превратился в эллипсоид с главными полуосями а, Ь, с. 
Направления этих осей совпадают с X,  Y, Z.
Точно так же, и наоборот, если после расширения мы получили шар 

радиуса г’ =  1:
W  +  OO*+  (*■)*=!,

то до расширению он был эллипсоидом
(ах)2 +  (by)2 -f - (cz)2 =  1

с главными полуосями — , ] , — того же направления X, У, Z.
а о с
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Вышеприведенные формулы, выражающие соотношение между проек
циями двух векторов А и В, пишут обыкновенно для краткости так;

или
В =  Т - А,

А =  (Т)-1В.

Символ Т в рассмотренном нами случае определяется, во-первых, сис
темою координат (по главным осям расширения) и, во-вторых, тремя 
числами а, Ь, с.

136. Эллипсоид деформации. Тензорное соотношение между векторами 
А и В можно иллюстрировать геометрически следующим образом. 

Составим скалярное произведение г на г'
(г - г') =  rr' cos (гг) =  х х 1 + у у  -(- zz '.

Приравниваем этот скалар какой-либо постоянной величине, например, 
единице; тогда получим:

(гг') — 1 = 0 .

Если в этом уравнении выразить х 1 чере) х  и т. д или, наоборот, вы
разить х  через х' и т. д., то получим уравнения двух поверхностей вто
рого порядка:

2Ф(г) =  ах2 -f- by’1 -]- cz2 — 1 =  0,

(*г)2 , (У)2 , (г')22Ф(Г): 1 = 0 .

Коэфициент 2 мы ввели, имея в виду дальнейшие применения этих 
уравнений; кстати, этот коэфициент может указывать, что функция 2Ф 
второго порядка.

Обе эти поверхности принято называть тензорными эллипсоидами, 
или эллипсоидами деформации, хотя на самом деле при некоторых зна
чениях а, Ь, с они могут оказаться и гиперболоидами и т. д.

Полученные нами здесь два новых эллипсоида отличаются от рас
смотренных в предыдущем параграфе только величиною своих осей

V  У 1/ г -  V4 и 1 /4  но направление
центр у всех четырех эллипсоидов одинаковы.

Рассмотрим сначала эллипсоид

2Ф.г) =  ах2 -j- by2 -{- cz2 — 1 = 0 .

Если ввести сюда вектор нормали (стр. 37, 37;:

аФ аФ , аФ
п‘ = Т х = а Х ’ п’ =  Т у = Ь у ' П’ =  й = сг'

осей и

то получим: 

откуда видим, что
2Фчг) =  (nr) — 1 * 

n s s r 's s j - r .

.0,
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Следовательно, тензор вектора г имеет направление нормали к его 
тензорному эллипсоиду в точке г, т. е. в точке с координатами х, у , z.

Если через эту точку г провести к тензорному эллипсоиду касатель
ную плоскость, то длина перпендикуляра, опущенного из начала на эту 
плоскость, будет равна:

р  =  г cos (nr) =  (г • г^).

Но единичный вектор по нормали, т. е. rij, можно заменить на осно
вании вышенаписанного уравнения через

п
ni  =  7 >

а произведение (rn) =  1 поэтому можем написать:

1 > 1р =  у {  т) =  у .

Из этого мы видим, что тензорное соотношение

г' — Тг

с геометрической точки зрения означает следующее: если в тензорном 
эллипсоиде 2Ф(г) =  0 провести из центра вектор г до точки пересечения 
его с поверхностью и в этой точке провести касательную плоскость, 
то перпендикуляр, опущенный из начала на эту плоскость, будет иметь 

, 1направление г и длину - у .

Совершенно таким же путем можно доказать, что соотношение

г =  (Т)-1 г'

означает, что в (обратном) тензорном эллипсоиде

2Ф(г) =  О

нормаль в конце любого радиуса-вектора г' будет иметь направление г, 
а величина перпендикуляра, опущенного из начала на касательную в точке г’

плоскость, будет равна — .

Таким образом геометрические соотношения между г и г1 взаимны. 
Мы можем ограничиться изображением этого соотношения на плоскости 

(не в пространстве).
Возьмем круг (рис. 113)

X2 - \-у 2 —  Г*,
и примем, например:

,  г -  3



Внутри и снаружи этого круга начертим эллипсы тензоров Т и (Т)-1
ах2 -)- by2 =  1,

v2 у2
а b

Если теперь провести какой-либо радиус-вектор г, в точке пересече
ния его с наружным эллипсом провести касательную и опустить на эту 
касательную перпендикуляр из начала координат, то этот перпендикуляр 
даст нам направление вектора rf. Если же провести через точку пересе
чения вектора г' с внутренним эллипсом 
касательную, то она будет перпендикулярна 
к радиусу-вектору г.

Заметим, что подобные же геометриче
ские соотношения мы имеем и в тех двух 
эллипсоидах, которые мы рассматривали в 
предыдущем параграфе; но те эллипсоиды при 
применении вышеуказанных построений не да
дут нам тензорного соотношения г' — Тг с 
коэфициентами а, Ь, с, а дадут соотношение 
с коэфициентами а2, Ь2, с2.

137. Тензор более общий. Рассмотренная 
нами деформация представляет собой частный 
случай линейной зависимости между соста
вляющими по осям координат вектора А и 
составляющими вектора В. Если обобщить эту зависимость, оставляя ее 
линейной (т. е. первой степени), то голучим нижеследующее:

в х  —  а и А х  +  а \ з А у  ~ f  a i3 A z’
By =  а21 А х -)- а22Ау -f- я2̂ Аг,
В  г  ~  а З \ А х  ~ Ь а 3 2 А у А Г  «зз А г

В этом более общем случае зависимость В от А определяется уже 
не тремя, а девятью коэфициентами вида alk, где i и k — \, 2, 3 . . .  
Совокупность этих девяти коэфициентов называется тензором, а каждая 
из величин alk называется составляющею тензора.

Наш тензор имеет, следовательно, девять составляющих, по три со
ставляющих для каждой оси координат.

Вышенаписанные три уравнения соединяют для краткости в одно и 
пишут символически в виде произведения:

В — ТА.

Само собою разумеется, что это символическое произведение получает 
опреиеленный смысл только тогда, когда выбрана определенная система 
координат и когда даны все девять составляющих тензора.

Очень часто эти девять составляющих пишут в виде таблицы (так 
называемая матрица) подобно детерминантам

1 3 7 ]  ТЕНЗОР БОЛЕЕ ОБШИЙ 1 5 5

1 , 2 . 3
«п 1̂2 «13 I I  / 1
«21 *22 «23 , или =  1 а//г | , где Л  =— 1?
«SJ «32 «33
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Величины аи , а22, а33 называются диагональными составляющими или 
диагональными членами тензора Т, а остальные — боковыми членами.

Заметим, что только одна диагональ тензора, а именно: идущая слева 
направо вниз, имеет особо важное значение; другая —  не играет подоб
ной роли.

Но, кроме того, тензорная матрица отличается от детерминантной 
тем, что в ней нельзя заменять столбцы рядами, и, наоборот, без изме
нения значения самого тензора.

В дальнейшем нам встретится необходимость вычислять детерминант 
тензорной матрицы. Однако следует помнить, что одному и тому же 
значению детерминанта могут соответствовать весьма различные тензоры.

В частном случае, когда вСе боковые члены тен ора с различными i 
и k  равны нулю, т. е. когда детерминант его состоит только из диаго
нальных членов, тогда мы получаем разобранную нами выше линейную 
деформацию

а1] =  а, а22 =  Ь, а33 =  с.

Еще более частный случай получаем, если, кроме того, еще все диа
гональные члены одинаковы. Тогда наш тензор превращается в скалар а, 
на который надо умножить вектор А, чтобы получит, вектор В.

Наконец, если все диагональные члены равны единице, то получаем 
единичный тензор

Т,
1 0 0
0 1 0
0 0 1

138. Обратный тензор. Из формул, выражающих В как линейную 
функцию А, мы легко можем получить формулы для зависимости А от В; 
для этого нужно только решить наши уравнения относительно Ах, А , Аг, 
Зависимость А от В тоже будет выражаться тензором, который назы
вается обратным и обозначается (Т)-1.

А х  —  ЬП В х  +  Ь\ 2В у  +  Ъ\1 В г'

А У =  Ь г \ в х + Ь п В у  +  ь гъв х 

A z —  Ь г \ В х +■ Ь з г В у  +  ^ з з В 2’

(Т Г 1 -
1̂2 1̂3 

2̂> 2̂2 2̂3 
^ 3 1  ^ 3 2  ^ 3 3

=  1 Ь,

Приняв во внимание правила решения линейных уравнений, легко видеть, 
что составляющие этого тензора будут представляться субдетерминантами 
тензора Т, деленными на его детерминант. Так, например,

а22 а23
аЯ‘2 ®33

'и 0 \ а \
И Т. д.
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Вообще, обозначая субдетерминант знаком SD,  можно написать

SD(aM) 
D\ a \  *

Точно так же и для обратного перехода от b к а имеем подобные же 
соотноси ния:

SD Ьы) 
D \ b I *

Из этих выражений мы, между прочим, видим, что переходы от прямого 
тензора к обратному, и обратно, возможны только при условии, что их 
детерминанты не равны нулю.

139. Различные применения тензорных соотношений. На тензор Т 
можно смотреть с различных точек зрения.

Во-первых, мы можем смотреть на него, как на математическую опе
рацию, которую нужно провести над вектором А, Чтобы получить век
тор В. по формулам, данным в предыдущих параграфах.

Во-вторых, под А можно подразумевать не один i пределенный век
тор, а все радиусы-век горы г, проведенные из начала координат во все 
стороны. В таком случае формула:

г' =  Тг

будет представлять линейное преобразование всего пространства, всего 
поля радиуса-век гора г в поле г'.

Это преобразование линейно и потому обладает следующими свой
ствами:

а) прямые линии и плоскости остаются после преобразования пря
мыми линиями и плоек детям и. Все поверхности хотя меняют, вообще 
говоря, cBi ю форму и п ложение, но остаются той же степени и того же 
порядка, какого они были до преобразования;

б) углы, обрюуемые плоскостями и линиями друг с другом, вообще 
говоря, меняются при преобразовании. Но, так как для всех параллель
ных векторов формулы преобразования остаются те же, то параллелизм 
плоскостей и линий сохраняется, несмотря на преобразования, неиз
менным.

В-третьих, на соотношение Т можно смотреть, как на формулы пре
образования линейных координат в другие линейные же, но, вообще 
говоря, с другим наклоном друг к другу. Об этом мы будем говорить 
подробнее в следующем главе.

140. Сумма и произведение тензоров. Символ Т имеет некоторые свой- 
с 1 ва, аналогичные свойствам скаларного множителя. Так, например, если 
дан второй тензор при тех же координатах

В' =  Т'А,
то легко видеть, что

В —f— В' =  ТА -{— Т'А =  (Т —|— Т') А,
причем новый тензор (Т 4-Т’) имеет составляющие, равные суммам соот
ветствующих составляющих тензора Т и тензора Г.



1 5 8 III. ТЕНЗОРЫ

Точно так же верно уравнение:

Т(А А') =  ТА -J- ТА'.

Предоставляем читателю самому в этом убедиться.
Далее, если к вектору В =  ТаА снова применить операцию другого 

тензора Тй, т. е. написать:
С — TftB =  ТйТаА =  ТСА,

где .
ап а 12

СО ьп ь12 Ь\9,
а 21 й 22 й 23 . т й = b*i\ ^ 2 2 2̂3

СО й 32 Й33 ^31 ^ 3 2 ^3 3

то результирующий тензор

получится из произведений, составляющих тензора Тй и тензора Та, 
подобно тому как перемнож Ю'ся детерм ин4нты, с тою, однако, р.з^и- 
цею, что здесь значение столбцов и рядов не эквивалентно, и при пере
множении нужно составлять суммы произведений рядов впереди стоящего 
тензора Т& на столбцы второго тензора Тй.

Так, например, для результирующего вектора С мы получим:

Ь1гВх 4  b12B v~\- b13Bz —  [Ьп аи  -}- ^12a2i 4  ^ з йз ] ] '4 4
4 [̂ Па12 4 ̂12й22 4 ̂13й3г]̂  4 
4 [̂11а13 4 ̂12й23 4 4зй3314г

<4==̂ 21̂ *4 ̂22 ̂ j/4 ̂23 ̂ z ~  [^21а п  4 ̂22й21 4 ̂23C3lMjr 4
4 IAiai2 4 &22й22 4 ̂23аЗгИу +
4 [̂21fl13 4 ̂22й23 4 ̂23й3з]4

~ z ~  ^3 1 ^ х 4 ̂32B y 4 ̂33̂ z ~  [̂31а11 4 ̂32й21 4 ̂33fl3l]4*4
4 [̂ 3]й12 4 ̂32й22 4 ̂33й32̂> 4 
4" [̂31й13 4" ̂32а23 4" ̂33й3з14

Вообще, если составляющие тензора Тс обозначить через с/к, где индекс i 
относится к рядам, a k  —  к столбцам, то можно написать:

Clk =  Ь ца Ik 4 ̂ i2a 2k 4 b4Aa 2k•

Из этой формулы мы видим, что тйта не равно ТаТ6, потому что во вто
ром случае мы получили бы:

C'k ~  a i\b \k 4 й/2̂2ft 4 aj'3̂3ft-
141. Симметричный тензор. Мы не будем углубляться в общую тео

рию тензоров, отсылая интересующихся этим к специальным курсам, 
а перейдем к рассмотрению наиболее важных частных случаев.

Прежде всего рассмотрим так называемый симметричный тензор, 
у которого aik —  aki> т- е- У которого столбцы одинаковы с рядами;
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он симметричен относительно своей диагонали. В этом случае для опре
деления тензора вместо девяти чисел достаточно шесть:

°11»  а 22> а 33> Я 1 2 -----а 21> а 2 3 ------ а 32> Я 3 1 ------ а 13-

Сложение и умножение симметричных тензоров дает в результате 
опять симметричный тензор.

Если бы мы для общего несимметричного тензора составили скаляр
ное произведение А на ТА, взяв за А радиус-вектор г, то получили бы:

(г • Тг) =  ап х 2 ф- а22у 2 ф- a33z2 ф- (а12 ф- а21)ху - f  (а23 ф- a32)yz ф- 
+  Ци +  а1з)глг-

Мы могли бы положить это произведение равным постоянной величине, 
например единице, и получили бы уравнение поверхности второго по
рядка. Однако эта поверхность не могла бы играть роль тензорного 
эллипсоида, который мы рассматривали выше (стр. 153, 136), и частные 
производные этой функции по координатам не дадут нам составляющих 
вектора Тг. Кроме того, хотя каждому тензору и здесь соответствовал бы 
определенный эллипсоид, но по данному эллипсоиду нельзя было бы 
определить тензор по той простой причине, что у эллипсоида только шесть 
коэфициентов, а у тензора их девять.

Другое дело, если тензор симметричен; тогда для каждого тензора 
мы не только можем получить определенный эллипсоид

2Ф(г) =  (г • Тг) — 1 =  ап х 2 ф- а22у 2 ф- a33z2 ф- 2аи ху  ф- 
+  2а2зУ* +  2 a33z x —  1 =  О,

но и, наоборот, каждому данному эллипсоиду будет соответствовать тоже 
вполне определенный симметричный тензор.

Если мы теперь составим частные производные от Ф(г) по коорди
натам, то получим составляющие вектора г':

йФ—  =  йп лг ф- ап у  -\-a n z  =  r'x,

—  =  а12х  ф- а22у  - f  a23z  =  ry,

5Ф
—  =  а33х  ф- а23у  ф- a33z  =  г .

Следовательно, здесь в симметричном тензоре мы имеем совершенно 
такие же соотношения, как в рассмотренной нами выше деформации, 
и мы можем для всякого симметричного тензора установить теорему: 
если вектор г своим концом лежит на поверхности 2Ф(г) =  0, то век
тор г' =  Тг (где Т — какой-либо симметричный тензор) имеет направле
ние нормали к этой поверхности в точке г, а длина вектора г' равнз 
обратной величине длины перпендикуляра, опущенного из центра на 
плоскость, касательную в точке г.

Разница между деформацией, рассмотренной нами раньше, и симме
тричным тензором, который мы изучаем теперь, состоит только в том,
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что прежде главные оси эллипсоида совпадали с осями координат, а теперь, 
когда а12, а23 и а31 не равны нулю, этого совпадения уже нет.

Впрочем, мы всегда можем выбрать оси координат так, чтобы они 
были направлены по главным осям эллипсоида и превратить наш сим
метричный тензор в тензор более простого вида:

а11 0 0
т = 0 а22 0

0 0 азз

Итак, симметричный тензор вполне аналогичен деформации, а по
тому его иногда обозначают буквой D.

Если мы напишем равенство:
r'= Dr

и для тензора D дадим его эллипсоид деформации, то это уже вполне 
определяет соотношение между радиусом-вектором г и нормалью данного 
эллипсоида г', а потому это соотношение совершенно не зависит от того 
или иного выбора системы координат.

От выбора системы координат зависят только составляющие тен
зора aik.

Здесь мы имеем некоторую аналогию с векторами Сам вектор, дан
ный по величине и направлению, тоже не изменяется при перемене осей 
координат, только его составляющие по осям меняют сбою величину.

Подобно тому как вектор мы изображаем отрезком линии определен
ной величины и определенного направления, точно так же и тензор мы 
можем изобразить эллипсоидом определенного соотношения между его 
главными осями и определенной их ориентировки.

Подобно тому как в векторном поле каждой точке его приурочивается 
вектор, так и в тензорном поле каждой точке приурочивается эллипсоид, 
определенный и по величине осей, и по их направлению.

Примером такого тензорного поля может служить какой-нибудь не
равномерно нагретый кристалл. Другим примером тензорного поля мотет 
служить согнутый внешними силами брусок, где распределение дефор
маций может быть очень разнообразно. Подобные тензорные поля нам 
встретятся в теории упругости.

142. Преобразование тензоров при перемене координат. Мы уже го
ворили выше, что составляющие тензора зависят от выбранной нами 
системы координат, а потому при переходе от одной системы декаровых 
координат к другой, составляющие одного и того же тензора будут 
меняться, и нам необходимо знать формулы их преобразования.

Что касается до симметричного тензора, то его составляющие служат 
в то же время коэфициентами в уравнении тензорного эллипсоида, а по
тому при перемене осей они будут изменяться, как эти коэфициенты. 
Из аналитической геометрии известно, что коэфициенты в уравнениях 
второго порядка изменяются при перемене координат, как квадраты и 
произведения координат. По тем же законам будут преобразовываться 
и составляющие тензора.
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Мы ограничимся здесь выводом формул преобразования тензорных 
составляющих только для симметричного т нзора.

Формулы преобразования декартовых координат х, у, z  в другие 
декартовы координаты 5, j], £ с тем же началом мы можем получить 
проще всего следующим путем. Написав векторное уравнение

г = х  +  у 4- Z^=$ +  4 +  S,

проектируем его (стр. 16, 13) последовательно на все шесть осей координат. 
Обозначая

cos(ZE) =  a1; , cos(A'H) = а 2; cos(ATZ) =  а3; 
cos(FS) =  [l1; cos(KH) =  j32; cos(7Z) =  p3; 
cos(ZS) =  Yi! cos ( ZII) =  Yj! cos(ZZ) =  Y35

получаем формулы преобразования координат

х  =  0j£ +  <V)-f-a3',
y  =  - f  M  +Рз^>
2 =  “b Уг7! +YsC-

+  М  +  Y4- 
T i = V + M  +  Y!2'
S =  4 4 - Н 3У + У з2-

Эти формулы имеют совершенно такой же вид, как изученные нами только 
что тензорные соотношения между двумя векторами.

Если мы обозначим радиус-вектор (имеются в виду его составляю
щие) какой-либо точки в системе координат X , У, Z через г и тот же 
радиус-вектор, но в другой системе координат Е, Н, Z через р, то можем 
написать наши формулы в виде тензоров:

г= Т * р ; Р =  (Та)-1 г;
только теперь значение этих формул иное: преобразуются не векторы, 
а координаты.

В рассматриваемом нами частном случае преобразования декартовых 
координат в другие тоже декартовы обратный тензор получается из пря
мого простою перестановкою (транспозиция) рядов и столбцов, как это 
прямо видно из уравнений преобразования координат. Благодаря этому 
мы можем изобр зигь наше преобразование координат следующею, легко 
понятною схемою.

£ ri с

X «2 «3

У Р, Р. Рз

Z Ъ ъ Уз

1 1 Т»орiTtnea«M фиякк». ч. L



1 6 2 ПТ. ТВНЗОРЫ

По той же схеме будет преобразовываться (т. е. будет изменять свои 
составляющие по осям координат) любой вектор А.

Для то. о чтобы узнать, как преобразуется симметричный тензор D, 
подставим формулы преобразования для х, у , z  в уравнение 
новых у, г) =  0 и соберем коэфициенты при квадратах и произведениях 
2Ф(х, переменных. Тогда получим:

2Ф(£, 7), +  +  +  +
причем

Ьи  =  а* ап  +  р* а22 +  f f  a3S +  2 a ^ r +  2 ^ у г a2g +  2y1a1aJ1

2̂2 ~  a2 а11 ~4~ Е̂2 й22 Ч~ Уг a S3 "4~ ^^2^2 °12 Н-  ^^Yg^SS +  ^Y2a2a31
^33 ~  аз a il "4“ Рз °22 ~Ь Уз а33 “Ь а 12 ”4" ^?зУзв28 ~4~ ^Уз®8й31

^12 = =  & 1^2а П  Ч *  ^ 1 ^ 2 ^ 2 2  4 “  Y lY2C33 Ч -  (® 1?2 "4”  ® 2 ^ l)a i2  Ч ~

+  (РтУа +  P2yi)a23 +  ( h a2 +  Y2ai)a3i

2̂3 == ®2®3aTT Ч" ^2^3̂ 22 Ч~ УгУо̂ ЗЗ Ч~ (®2̂ 3 "4” ®8̂ 2)в12 Ч~
+  (?2У3 +  РзУзКв Ч" (У2а3 4 “ Y s^ K l

^31 == ^3®iail Ч~ ?зРтй 22 Ч~ УзУтаЗЗ Ч~ (®8?1 4" ®1?з) Я12 Ч~
+  (РзУх Ч~ РхУз)^» +  (Уза1 +  У Л К -

Легко проверить, что

*^1 —  ^11 Ч "  ^22 “ 4" ^33 ~  а 11 Ч ~  °2 2  “4“  Д33>

т. е. что сумма диагональных членов тензора не меняется при перемене 
координат. Эта сумма называется первой инвариаитой преобразования. 

Имеются еще две инварианты:

So — b22b%3 -ф b33bn  - |-  bu b22 ■ ' &12 ^23' • IPZl
S j  — -------- b 13b y i b %3 2 6 1 2 ^ 2 3 ^ 31  ^ 1 1 ^ 2 3  4 “  ^ 2 2 ^ 3 1  4 ~  ^ 3 3 ^ 1 2 '

Впрочем, эти последние две инварианты нам 
встречаться не будут. Они известны также 
из аналитической геометрии поверхностей вто
рого порядка.

Написанные выше формулы преобразо
вания симметричного тензора тоже легко 
запоминаются благодаря своей симметрии.

Итак, мы, действительно, видим, что в 
отличие от вектора, которого составляющие* 
преобразуются, как первые степени коорди-i 

нат, составляющие тензора преобразуются, как квадраты и произведения 
координат. В то время как в формулах преобразования вектора входят 
первые степени косинусов углов наклонения осей друг к другу, в тензоре 
входят квадраты и произведения этих косинусов. Это обстоятельство на
ходится в связи с тем, что вектор имеет, так сказать, одностороннее на
правление у точки О (рис. 114) и при перемене угла на it меняет свой знак 
(как cos а). Между тем, оси тензорного эллипсоида у точки 0 3 (рис. 114)

Рис. 114.
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имеют двустороннее направление (как и всякая линия) и при перемене 
угла на 180° своего знака не меняют . (как cos2 а).

Смещение точки есть вектор, а напряжение в упругом стержне, на
пример при его растяжении, есть тензор. При перемене знака вектора 
меняется и направление смещения, между тем как при перемене знака 
тензора растяжение превращается в Сжатие-, но линия напряжения своего 
направления не меняет.

143. Антисимметричный тензор. Тензор, в котором члены, не стоящие 
по диагонали, попарно равны и противоположны, т. е.

а1к =  —  аы
называется антисимметричным, или антиметричным.

Примером антисимметричного тензора может служить векторное про
изведение двух векторов v =  [ur]„
которое можно развернуть и в декартовых координатах написать так;

® я = + 0 - у + у ,

v z = —  « у *  +  в # У  +  ° -
Следовательно, на векторное произведение мы можем смотреть как 

на особый тензор, составляющие которого можно расположить в обычной 
схеме тензоров таким образом:

0 — иг + и у
+  «2 0 — их =[и.
— чу +  их 0

Мы будем иногда обозначать подобный тензор знаком [и, который 
взят от левой половины векторного произведения [иг].

144. Разложение тензора. Если сложить два тензора, один симметрич
ный D и другой антисимметричный [и, то получим несимметричный 
тензор: T =  D +  [u.

Наоборот, всегда можно любой тензор Т считать составленным из 
двух тензоров — симметричного и антисимметричного.

Действительно:

asym ~~

7 =

а п а \% а \% °11
а 12~^~ 0г>Л f f n j - j -  а Я1

2 2

Я21 й 22 a f i
& 21 2 а ?3 - 1

2 а 22 2

G31 й 32
а П "1~  °13 а 32~^~ й 23

а 23 2 2 а 22

4-

CL-y е,

+
#14 ^3 *32

' *2-3 дяз а

11*



1 6 4 III. ТЕНЗОРЫ

При таком разложении не нужно, однако, забывать, что сумма этих 
двух тензоров означает следующее: когда дан вектор г, то над ним 
нужно произвести операцию D и над ним же независимо от первой опе
рации произвести операцию [и; затем полученные два вектора сложить 
геометрически. Результат этого' сложения и будет вектор Тг.

Совершенно другое будет, если мы над 
вектором г сперва произведем операцию D, 
а затем над этим результатом произведем 
вторую операцию [и; в результате мы получим 
не сумму, а произведение тензоров.

В то время как сумма тензоров не за
висит от порядка сложения, в произведении 
перестановка тензоров, вообще говоря, изме
няет результат операции (стр. 158,140).

145. Верзор, или ротор. Поставим себе за
дачу найти такой тензор, который, не изме
няя длины векторов г, поворачивал бы все 
поле вокруг некоторой оси з на угол tp.

Рассмотрим сперва частный случай, когда 
координат Z. В этом случае легко найти

г '=  г cos (a-j- tp) =  cos tp-jc—  sin у-у , 
r'y =  r sin (a +  tp) =  sin tp • x  -+  cos tp -y.

У

Рис. 115.

ось s совпадает с осью 
(рис. 115), что:

Эти формулы можно написать в виде тензора или, как его иногда назы
вают, ротора R|, где значки указывают угол поворота и направление оси

-j— cos tp — sin tp 0 
-}- sin tp -J- cos <p 0 . 

0 0 1

Мы можем разложить этот тензор на два тензора: один — симметрич
ный и другой — антисимметричный (стр. 163, 144):

+  COS tp 0 C 0 — sin tp 0
0 * -j- cos tp 0 ’ ant +  sin tp 0 1 0
0 o + i 0 0 0

Теперь преобразуем координаты так, чтобы прежняя ось Z направилась 
по s и обр зовала с новыми осями координат углы, косинусы которых 
а, [5, у. При этом симметричный тензор преобразуется по формулам 
(стр. 162, 142):

sym

a2 -j- (1 — а2) cos tp
оф (1 — COS (р)
у а (1 — cos tp)

а$ (1 — cos tp) 
P2-[ - ( l  — р2) cos tp 
Ру (i — cos<p)

у а (1 — cos tp) 
ру(1 — cos tp)
Y2 — (1 — у2) cos tp



а антисимметричный тензор преобразуется, как вектор:
О — YsintP —(—  ̂sin 

-]~Ysin(P 0 — asin<p =  [sin ср sx =  [u.
— р sin tp -f- a sin <p О

1 4 7 ]  д и л д ы 1 6 5

ant

Здесь Sj есть единичный вектор по оси s.
Таким образом для ротора получаем сумму вышенаписанных двух 

тензоров:

146. Сравнение ротора с векторным произведением. Из хода наших 
вычислений, между прочим, следует, что, воопще говоря, ротор отличается 
от векторного произведения. Но так как ротор есть простое вращение 
без деформации, то, очевидно, символ [и производит в поле вектора г 
некоторую деформацию. Выясним, что это за деформация.

Проще всего это сделать, если направить вектор и по оси Z ;  тогда 
для вектора г' =  [иг] получим:

г'х== 11 гУ > £  =  + « ,* ,  Г'г =  °-

С другой стороны, мы знаем, что

г' =  [иг] =  иг sin (иг),

причем г' перпендикулярно к плоскости (иг).
Значит, при этом тензоре все радиусы-векторы увеличиваются в и sin (иг) 

раз и поворачиваются на 90°; только те ралиусы о таются прежней 
величины, для которых sin (иг) — 0, т. е. которые паралле ьны оси и.

147. Диады. Из составляющих двух векторов А и В можно составить 
тензор:

А ХВ Х А У В Х А 2В Х

А В А В А.В„X у У У Z у

А Х В 2 А у В  Z А 2В 2

Его называют диадой и обозначают так: (А; В).
Перестановка векторов А и В изменяет диаду: ряды становятся столб

цами, и наоборот. Каждая диада состоит из симметричной и антисимме
тричной части:

А х В х ~2 ( А у Р’х  +  А х В у )  ~2 ( А г В х  А х В ^

(АхВу +  АуВх) АуВу
1 (AzBy +  AyBz)

1 {Агв х +  Ахв г) 1 0 4 А - М А ) АгВг

Легко видеть, что антисимметричная часть этого тензора имеет те же 
составляющие, что половина векторного произведения А на В.
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Симметричная часть диады имеет тензорным эллипсоидом 
(Ахх  +  +  A f )  (Вхх +  Вуу  +  Bzz) —  1 = 0 .

Но это есть уравнение цилин фйческой поверхности.
Как видим, диада представляет собою совершенно особый тензор. 
Диады играют довольно большую роль в математической теории тен

зоров, поэтому мы и сочли нужным упомянуть о них, но мы ими поль
зоваться не будем.

Полагая А равным В, можно составить симметричный тензор:

Оба эти специальные тензора иногда встречаются в физике.
148. Составление тензора из диад. Не нужно, однако, думать что из 

произведений сосавляюгцих двух векторов А и В можно составить любой 
данный тензор. Что это не всегда возможно, яснее всего можно видеть, 
если взять сперзд пример в двух измерениях.

Пусть дан тензор:

а между тем, мы предполагаем, что нам дан любой тензор, в котором 
этих соотношений может и не быть.

Однако, если взять еще два любых вектора М и N и положить:

тогда, если даже М и N заданы произвольно, мы, тем не менее, имеем 
возможность из четырех уравнений определить составляющие А и В так, 
чтобы полечились определенные, любым образом заданные числа aik.

Аналогично с этим обстоит дело и в трех измерениях Любой данный 
нам тензор мы можем составить из произведений векторов составляющих 
А, В и С, только для этого нам необходимо выбрать еше какие-либо 
три вектора М, N, Р для того, чтобы иметь девять уравнений такого вида:

А Х А ХА у  А Х А 2■

Л A ,  Al  АЛ  = №  А ). 

АЛ  АА *  А\

и требуется найти два вектора А и В, чтобы иметь:

Но из этих равенств следовало бы, что

ап — M xAx~\-N xBx a.l2 =  MxAy -\- N xBy 
a2i —  МуАх -f- NyBx «22  “  ̂ у Ау “Ь NyBy,

а11г ~  M iAk 4- N iB k +  PiCk

из которых и  о п р е д е л и т ь  А, В  и  С.



Как известно, решение девяти линейных уравнений с девятью неизвест- 
ными получается определенное, если только детерминант из коэфициен- 
тов не равен нулю. Но коэфициентами этих уравнений служат составляю
щие векторов М, N, Р, и требование, чтобы детерминант из коэфициентов 
не равнялся нулю, равносильно требованию, чтобы эти векторы не 
лежали в одной плоскости, не были компланарны (стр, 32 , 30).

Итак, любой данный тензор при любых данных не компланарных 
векторах М, N, Р можно составить из трех пар векторов (М; A), (N; В), 
(Р; С), т. е. из трех диад.
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2. ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ТЕНЗОРЫ

149. Диференциальные и элементарные тензоры. Если все составляю
щие тензора беспредельно приближаются к нулю, или, иначе говоря, 
представляют собою такие малые величины, что их квалрааами и произ
ведениями можно пренебречь, по сравнению с их первыми степенями, то 
такие тензоры мы будем называть дифференциальными и обозначать Trf.

Но в физике очень часто встречаются тензоры, которых диагональные 
члены мало отличаются от единицы, а боковые мало отличаются от нуля, 
например,

1 +  S11 S 12 £ 13

£ 21 1 “ Ь  £ 22 £ 23

£31 £ 32 1 4 ~  £33

где все s очень малы.
Подобные тензоры мы будем называть элем ен т арны м и.
Очевидно, что элем ен т арны й  тензор представляет собою сумму из 

единичного и дифференциального тензоров:

t. - V + t , .

С элементарными тензорами гораздо проще обращаться, чем с рас
смотренными выше конечными тензорами, потому что при вычислениях 
мы всегда можем пренебрегать высшими степенями е в сравнении с первой 
степенью.

Так, например, в детерминанте из составляющих этого тензора у нас 
останутся только члены

! 8 I — 1 +  еП +  S22 +  г33 •
Далее, тензор обрат ны й  данному мы получим простого переменой 

знака у всех е. Действительно, субдетерминант, например, первого члена 
равен:

С1 +  £2 г )  С1 +  £3 з ) -----£32£ 23 =  1 +  £ 22 ~ Ь  £33»

разделяя это на | s | ,  получаем первый член обратного тензора:

14- 4- £яз
1 sn  +  е22 Т  £;33

-О 4“ г22 "Ь £3з)0 — е,22 ■S3) =  1 - •и*

Точно так же получим и остальные члены.
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Следовательно, для элементарного тензора можем написать: 

Если мы возьмем еще второй элементарный тензор:

1 +  ^и К г Кз
K l  ̂Н“ ^22 2̂3
3̂1 3̂2  ̂"4“ 3̂3

и применим оба эти тензора последовательно к одному и тому же век
тору, т. е. составим произведение этих тензоров, то, поступая по выше
приведенным формулам (стр. 158, 140) и отбрасывая произведения малых 
величин ek, получаем:

Т * = Т Л =
1 +  ен  +  Кг ®12 4 ~  К 2 eia ~ Ь  Кз

S21 Н“  ^21 1 е 22 +  Кг е23 Кз
®31 4 ~  3̂1 £32 +  ^32 1 Н-  S33 +  k33

=T6-fT*-Tr

Итак, произведение элементарных тензоров отличается от их суммы 
на единичный тензор.

Наконец, если мы в роторе (стр. 164, 145) предположим угол tp очень 
малым {— dy), так что sincp можно положить равным д'ср, a coscp поло
жить равным единице, то вся его симметричная часть обращается в еди
ницу, и ротор делается эквивалентным своей второй антисимметричной 
части. В то же самое время в антисимметричной части деформация 
делается равной нулю. Таким образом весь ротор вектора г обращается 
в вектор [dtp*г].

Здесь мы опять видим, что хотя повороты на конечные углы не могут 
считаться вектором — это суть роторы,— тем не менее, бесконечно малые

d<oповороты af'p и угловые скорости ~  обладают свойствами векторов 
* at

(стр. 28, 26).
Полезно заметить, себе, что

[Т«А *Т,В] — Т_ 0 [АВ].

Проверить это предоставляем читателю.
Из всего вышесказанного мы можем сделать такое заключение: если 

нам дан какой-либо элементарный тензор, то мы всегда можем его 
счит ть составленным из двух тензоров: одного симметричного и другого 
ротора. -

Иначе говоря, всякий элементарный тензор можно разложить на 
чистую деформацию и на чистое вращение

Т. ”  D -f- FL

Из этих двух тензоров тензор деформации D будет представлять собою 
опять элементарный тензор, только симметричный. Что касается ротора R, 
то это будет диференциальный тензор, означающий поворот всего поля 
на угол rfcp. Ц
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150. Перемещение точек сплошного тела. Представим себе непрерыв
ное физическое тело, отдельные точки которого О переместились на 
длину а (рис. 116). Вектор смещения а может для различных материаль
ных точек тела иметь различную величину и различное направление, 
другими словами, пусть вектор а образует векторное 
поле.

Вместе с каждой сместившейся точкой О перешли 
в новое положение ,и соседние с ней точки Р .  Обоз
начим ОР через г 1 '  будем подразумевать под этим 
бесконечно малый вектор (то, что мы прежде назы
вали через d s ) ,  определяющий положение точки Р  
относительно О. При перемещении точки О в новое 
положение О' каждая соседняя точка Р  тоже пе
рейдет в новое положение Р ' ,  причем вектор г может 
изменить и свою величину и свое направление и пре
вратиться в некоторый другой вектор г'. Мы будем 
предполагать, что все эти изменения настолько малы, 
что в соотношении между г1 и г достаточно принять 
во внимание только члены первой степени, откинув 
все члены более высоких степеней. Значит, мы пред
полагаем, что зависимость г' от г линейная и выражается некоторым эле
ментарным тензором:

г' =  Т.г.

151]

Рис. 116.

Прежде чем дать общее выражение для этого элементарного тензора как 
функции смещения точек поля, мы разберем отдельные частные случаи, 
так как эти частные случаи дадут нам более наглядное представление 
и об общем случае.

151. Плоская элементарная деформация. Рассмотрим смещения точек 
в плоскости ХУ. Предположим, что точка О (рис. 117) переместилась

У

— г/—
------Р

г/'--»-
Р ’

по оси X  в точку О' на величину ах —  и. 
Соседняя с ней точка х  может при этом пере
меститься на некоторую другую величину и \ 
Однако вследствие малой разницы между 
этими двумя смещениями мы можем поло
жить

х  О' х '
Рис. 117.

- X

Здесь За
Зх

, , Заи' =  а +  — х .Ъх

означает изменение величины а на

единицу длины при переходе в соседние точки по оси X , а следова
ла

тельно, -—х  означает увеличение величины а  для всей длины х.
о Х

При таком смещении точек новая координата точки х  относительно 
нового начала О' будет равна:
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или, приняв во внимание соотношение между «' и а, имеем:

х! ■ , Ьи
е-*:4- — х: 

1 Ьх (■+£)-
Из этого мы видим, что при смещении точки О произошло, кроме того,

Ьирасширение (или сжатие, смотря по тому, имеет ли производная —
о.£

положительное или отрицательное значение). При этом единица длины
Ьикоординаты х  увеличилась на длину — ; эта последняя величина назы-
о Х

вается относительным удлинением.
Теперь рассмотрим другой случай. Положим, 

что все точки дела по оси X  переместились 
одинаково, так что никакого расширения нет; 
но пусть точки, лежащие вне оси X, с коорди
натой у , отличной от нуля, смещаются иначе, 
чем точки оси X  (рис. 118). Для очень малых

У

— Р

Г

N
О а: O' х 'х , РX

Рис. 118.
ординат у  мы всегда можем положить смещение 
точки Р  пропорциональным у  и написать:

, , Ьи
*  =  и +  Ту*-

Поэтому новая абсцисса точки Р  будет:

» _ г
х = ‘х + ъ > 1-

Ьи
Здесь опять — означает изменение смещения и на единицу длины при

нереходе в соседние точки, но теперь не по оси X, а по оси У.
Такого рода деформация тела называется сдвигом.
В рассмотренном нами сдвиге все линии, параллельные оси X, не 

изменяют своего направления, а все линии, параллельные оси У, накло
няются и образуют с осью У угол а, и

. Ьиtg а =  г—.
Ьу

(
Прямоугольный четырехугольник ОхРу после перемещения превратился 

в параллелограм О'х'Р'у', но величина площади ху  осталась неизменною.
Так как по оси Z  у нас никаких изменений не происходит, то мы 

можем сказать, что при нашем сдвиге и объем тела не изменился.
Изменение формы тела без изменения объема, — это характерная 

особенность деформации сдвига.
Если расширение и сдвиг по оси X  происходят одновременно, то, 

очевидно, будем иметь:
/  Ьи \ 4 , Ьи
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Теперь положим, что смещение точки О происходит не по оси X , а по 
оси Y, и назовем это смещение через v. Пусть по этой оси тоже про
исходит и расширение и сдвиг. Тогда и для этого случая мы должны 
будем написать аналогичную формулу:

В обеих написанных нами формулах величины х  и у  суть составляющие 
радиуса-вектора г ближайших к О точек тела до смещения, а х! и У  
суть составляющие того вектора г', в который превратился вектор г после 
смещения точек О и Р. Изменение вектора г мы предполагаем настолько 
малым, что зависимость г' от г можно считать линейною и выразить ее 
элементарным тензором:

Для только что разобранного нами случая двух измерений тензор Т, 
будет иметь вид:

Этот тензор — не симметричен. Но мы можем разложить его по выше
приведенным правилам (стр. 163, 144) на симметричный тензор (т. е. на 
деформацию) и на вращение. Получим:

Из этого мы видим прежде всего, что тензор поворота элементар
ного объема около точки О, т. е. ротор, имеет те же составляющие, 
что и вектор, равный половине вихря векторного поля смещений а:

Напомним читателю, что с подобным же соотношением мы уже встре
чались в теории вихревого поля жидкости (стр. 107, 100), стою, однако, 
разницею, что там, вместо вектора смещения а, мы рассматривали вектор 
скорости частиц жидкости V, а потому, вместо поворота на некоторый

V

D

0

о

сиг! а =  2 dy.
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угол rf<р, мы получали угловую  скорость вращения rfcp
dt

кости. Там мы имели:
curl v =  2u.

: и частиц жид-

/

Далее, первый тензор нашего разложения D мы можем разложить
;ще на два тензора 

Ъи
1-1-

D = 'Ьх

1 +
+

/ 3 и bv

J_  / to  ,
~2 \5у

Первый из этих тензоров представляет собью простое расширение по 
осям X  и У, причем площадь х у  обращается в

*-*(‘+S)(‘+ !M ‘+E+S)-
Так как по оси Z у нас ничего не меняется, то мы можем сказать, что 
при этом расширении единица объема увеличилась на величину

дХ ~Г ду dZ div а.

Второй из этих тензоров представляет собою чистый сдвиг. Действительно, 
мы знаем, что в нем нет вращения, которое уже выделено в R, и легко

убедиться, что в нем нет и 
изменения объема.

152. Соотношение между 
сдвигом и линейным расши
рением. Полезно заметить 

. у  , \  т себе, что рассмотренные
v  нами выше (стр. 169, 151, 

Рис. 119а Рис. 119Ь. Рис. 119с. рис. 118) сдвиги не преаста-
вляют собою частых сдвигов, 

чистой деформации, их тензор несимметричен и заключает в себе еще 
невыделенный ротор.

Геометрически это нужно себе представлять следующим образом 
(рис. 119а, 119Ь и 119с).

Сдвиг, который мы рассматривали параллельно оси X, представлен 
на рис. 119а. Такой же сдвиг по оси У представлен на рис. 119Ь. 
Между тем, на рис. 119с представлены оба сдвига одновременно, но 
в половинном размере. Этот последний чертеж мы могли бы получить 
простым расширением по оси X 1 и одновременным сжатием по оси У. 
Зтесь мы имеем чистую деформацию, а для того чтобы получить чер
тежи рис. 119а и Ь, нам нужно чертеж рис. 119с еще повернуть 
вправо или влево.
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Из тех же чертежей, между прочим, видно, что два одинаковых 
сдвига по X  и Y  производят расширение и сжатие по осям X ' и Y', 
наклоненным под углом 45° к осям X  и Y.
, Если бы читатель пожелал убедиться в этом и аналитически, на осно
вании теории тензоров, то он мог бы это сделать следующим образом. 

Откинув в нашем тензоре деформацию расширения, т. е. положив

Г = ° .  г “ °.
мы получаем:

D -

\ ( Ъ и  ЗтЛ
гт ,

Тензорный эллипсоид этой деформации будет им'еть вид: 

х 2 -\ - у 2 -]- 2s x y  —  1 =  0.

Повернем оси X Y  на угол 45°, тогда новые координаты будут х г и _ух, 
причем

х  =  {х1 — у 1): 1

так к'ак

^  =  (*1 + ^ 1) 

cos(45°)

У  2 
1

V~2
1

/ 2

Подставляя эти значения в уравнение тензорного эллипсоида, получаем: 

х \  +• У\ +  ^ (х \  — yj) — 1 = 0 .

Тензор этого эллипсоида будет:
1 4 -5  0

0 1 — 5
D' =

Следовательно, по оси X '  мы имеем расширение, а по оси Y' равное 
ему сжатие, что и требовалось доказать.

В тензоре D не было видно расширения, зато в тензоре D' мы не 
видим сдвигов. Тем не менее, и то и другое существует.

Только в том случае, когда тензор деформации имеет одинаковые 
диагональные члены, а все боковые члены равны нулю, т. е. в том про
стом случае, который мы рассматривали в начапе параграфа, мы имеем 
равномерное во все стороны расширение без сдвигов.

Мы показали выше, что при чистом сдвиге меняется только форма, 
но без изменения объема. Теперь мы видим, что хотя объемы при
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чистом сдвиге и не меняются, тем не менее, линейные размеры тела «огут 
меняться.

153. Элементарная деформация в пространстве. Обобщая полученные 
результаты на три измерения, получаем следующее.

Когда отдельные точки непрерывного тела перемещаются на некото* 
рую величину а, то вследствие неоднородности этого поля около каж
дой сместившейся точки получается изменение элементарных радиусов- 
векторов г, проведенных в соседние точки. Элементарные радиусы-векторы 
меняют и свою величину и свое направление: радиус г превращается в г'.

Если все эти изменения очень малы, то можно положить

Обозначим составляющие вектора смещения а через к, v, w. Тогда эле
ментарный тензор Тв должен иметь вид:

5т®
5*

5 и 5а
5у 5z

. 5т> 5г>
1 5у 5z ’

5т® . 5т®
5у

Этот тензор мы разлагаем на три тензора: расширение '., сдвиг и поворот. 
Тензор расширения будет:

0 0

0 1 + 2 0

0 0 «+£
Следовательно, если до расширения мы имели некоторый параллелепи
пед хуг, то после расширения он обратился в

x’y 'z ' ■■ ‘Ц 1+й)(1+B)(1+v)“ (̂H-5+g+5)'
Мы видим, что увеличение единицы объема, или относительное расши 
рение, будет равно:

Ь (d o )  Ьи . bv
do 5jc ' 5у

5т®
5ar diva.

Если мы возьмем другие координаты, то тензор наш, конечно, 
изменит свои составляющие, но сумма его диагональных членов при 
этом не изменится, так как мы доказали (стр. 162, 142), что это 
есть инварианта преобразования. Здесь мы еще раз убеждаемся
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в этом, потому что относительное увеличение объема diva, как 
н всякий скалар, совершенно не зависит от выбора системы координат. 

Тензор сдвига будет:

1 5 4 ]

0 Sx Sx*

Sy x 0
V

s *y
0

причем сдвиги параллельно плоскостям X Y , YZ  и Z X  будут соответ
ственно

1 +
*9 У* 2 \Ь х ду

* У

3 да . Ъи \
зу _1“ " з ^ /’

г — 2 \^3г ■" а* / '

Эти величины не инвариантны и зависят от выбора системы координат. 
Наконец, элементарный угол поворота будет:

<йр =  -̂ - curl а

с составляющими по осям X , Y, Z  или по плоскостям YZ, Z X , ХУ :

За \
da--

1 /Зад
2 \ ¥

Ъо\ А0 1 /Зм Ъю \ 1 /
> т): t e j : “1= 2{

d v
3jc ы

.

154. Линейное удлинение. Если соотношение между векторами рас
стояний двух смежных точек тела г’ и г до смещения и после смещения 
выражается формулою:

г' =  Т г
то, очевидно, разность этих двух векторов будет: 

г' —- г =  dr == Td г.
Вследствие малости угла поворота й?ср (рис. 120) 
мы можем линейное удлинение радиуса г, т. е. Ьг, 
считать проекцией вектора d r на ось ОР", т. е. 
на г, и написать: ( г -dr)

Ьг--
Рис. 120

О т носит ельное удлинение радиуса-вектора, т. е. удлинение единицы  
длины его, будет:

Ьг (f-df) (r-Trfrt
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Здесь в числителе у нас стоят члены уравнения тензорного 
эллипсоида Jd, т. е.

еп * 2 + 62 ^ 2 ~Г e33z2 +  0 а2 4* £2i ) х у  4- (е28 4- h i ) У2 +  (e3i 4- ei3)

Разделяя это на
г3 =  -J- У* 4 ” 2,2

и обозначая

х  у Z
— =  cos (rX) =  I; — =  cos (rY) =  m-, — =  cos (rZ) = /г,

получаем:
s== £п12 4- hi™2 4- hsn2 4- (£i2 4- e2i) lm 4- 

4- 023 +  s32) mn +  (£3i 4- £is) nl
Эта формула дает нам величину относительного удли
нения для каждого направления радиуса I, т, п.

155. Связь диферендиального тензора с производ
ной вектора по оси. Мы обозначили смещение точки 
О , через а. Если обозначить смещение точки Р, т. е. 
вектор Р Р \  через аг, то все четыре вектора а, а', 
р, г* образуют в пространстве замкнутый четырехуголь
ник и, следовательно (рис. 121),

a-j-r' — a’ — r=sO.
Откуда

а' — а —г' — р,
Рис. 121. d a = d r  =  Td г.

Введем вместо знака г обычное обозначение расстояния между двумя 
смежными точками, а именно: ds, с проекциями на оси координат dx, 
dy, dz.

Если теперь написать составляющую da по оси X , то получим:

. Ъи . . Ъи . Ьиdaa = d x -  +  d , ^  +  d z - .

Сравнивая это уравнение с теми, которые у нас написаны выше 
(стр. 53, 55), видим, что

da  =  OV Sj) d s  — (is  • V ) а ~  (si • grad) a ds, 

и, следовательно,

т д s i — (si grad) a =  ̂ -.

Итак, диференциальный тензор смещения точек непрерывного тела, при
мененный к единичному вектору оси sp представляет собою не что иное 
как производную вектора смещения а по этой оси s.



156. Сравнение полей скалярных, векторных и тензорных. В преды
дущей главе мы подробно изучали поле скалара <р, причем величина ср 
была данной функцией координат ср (jc, у, z). Эту функцию мы изо
бражали системой эквипотенциальных поверхностей.

В случае векторного поля должны быть даны для каждой точки 
поля составляющие вектора по осям координат, т. е. три функции 
координат

у, z) i =  x, у , z.

Это поле мы иллюстрировали линиями сил.
Наконец, когда тензор образует поле и в различных точках про

странства имеет различные значения, то должны быть даны все его со
ставляющие для каждой точки поля, т. е. необходимо дать девять 
функций

aik =  Tik (■*> У> z) k  } =  2> 3-

Если предполагать тензор элементарным и разложенным на его сим
метричную и антисимметричную части, т. е. на деформацию и ротор, то 
для первой части должны быть даны шесть функций, а для второй (это 
есть вектор) — должны быть даны еще три функции.

Симметричную часть тензора мы изображали эллипсоидами; размеры 
осей и положение этих эллипсоидов в различных точках поля будут, 
вообще говоря, различны.

Антисимметричную часть тензора, как и всякий вектор, можно изо
бразить линиями сил.

Из скалярного поля ср мы получали векторное поле 

v =  —  grad ср =  — — V<P-

Формально мы можем смотреть на последнее выражение, как на про
изведение гамильтонова вектора V  на скалар ср.

Точно так же из любого векторного поля мы можем путем составле
ния производных получить тензор, который мы уже рассматривали 
в предыдущем параграфе

1 5 6 ]  СРАВНЕНИЕ ПОЛЕЙ СКАЛАРНЫХ, ВЕКТОРНЫХ И ТЕНЗОРНЫХ 1 7 7

Ьи Ьи Ъи
Ъх Ну Ьг

bv bv
длс Ъу Ьг
dw bw dw
dJC *У Ъг

Этот тензор можно формально считать составленным из произведений 
составляющих днух векторов: вектора Гамильтона V  и вектора смещений 
с его составляющими и, v, w.

Переход от вектора а к тензору Td имеет некоторое сходство с пере
ходом от скалара <р к вектору V.
12 Теоретическая физика. 4 . 1 .
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Действительно,

означает изменение скалара <р, отнесенное к единице пути при переходе 
в соседнюю точку поля по нормали dn к эквипотенциальной поверх
ности.

Точно так же

Тл
da
~ds'

т. е. тензорное соотношение, коего коэфициенты написаны выше в виде 
детерминанта, в применении к единичному вектору S-, означает изменение 
вектора а при переходе по пути ds, отнесенное к единице этого пути.

Если принять во внимание, что скалар не меняет своей величины 
при преобразовании координат, что вектор преобразуется, как первые 
степени координат, а тензор, как вторые степени координат, и если 
условиться называть:

скалар величиною нулевого порядка, 
вектор величиною первого порядка, 
тензор величиною второго порядка,

то мы можем сказать, что применение операции grad, или диференциро- 
вания по оси, ьовышает порядок величины на единицу: из скалара 
делается вектор, из вектора делается тензор.

Наоборот, применение операции div или определение расхождения 
или потока, понижвет порядок величины тоже на единицу. Так, на
пример, мы увидим, что из тензора давлений в упругом теле можно

д , д . дпри помощи операции   (- -— получить силу, т. е. вектор.
дХ о  ̂ дг

. Из поля вектора v применение я операции div мы получали плот
ность источников, т.« е скалар.

Диагональные члены тензора Td тоже дают операцию div и в при
менении к вектору смешения а дают объемное расширение, т е. ска- 
дар. В этом случае порядок величины понижается на две единицы.

В дальнейшем мы встретимся с такими физическими полями, в кото
рых совмещено двч тензорных поля, находящи ся в линейной зависи
мости друг от друга. При этом полу ается те зорное поле не второю 
порядка, а еще более высокого порядка и т. д.

3. КООРДИНАТЫ

157. Прямолинейные косоугольные координаты. Наиболее употреби» 
тельны прямоугольные декартовы координаты. Однако, имея в виду даль- 
иейшие применения, нам необходимо познакомиться также со свойствами 
косоугольных прямолинейных коорнинат. При этим изученные нами в пре
дыдущих главах свойства векторов и тензоров окажут н м существенную 
услугу.

Пусть X ’, X 2, X  (рис. 122i— три прямолинейных оси координат, 
которые могут быть и неперпендикулярны друг к другу. Положение



какой-либо точки Р  определяется величиной и направлением радиуса- 
вектора г, проведенного из начала координат в эту точку.

Сост авляющ ие вектора г по осям координат определяется следующим 
образом. Из точки Р  проводим линию, параллельную оси X 3, до пере
сечения ее плоскостью Х 3Х г; длина этой линии и будет составляющая 
радиуса-вектора по оси X 8 Аналогично поступаем для определения двух 
других составляющих.

Но мы можем поступить и иначе: через точку Р  можно провести три 
плоскости, параллельные плоскостям координат. Пересечение всех шести 
плоскостей образует косой параллелепипед, грани которого и будут 
соответственно равны х1, ха, х3.

Вектор г будет диагональ этого параллеле
пипеда и, следовательно,

Г = а  X1 +  X *  +  X8.

Как здесь, так и в дальнейшем, мы будем 
все оси координат обрзначать одною и тою 
же буквой, а указатели 1, 2 , 3 (номер оси) 
около букв будем ставить иногда внизу, а иногда 
вверху. Для того чтобы верхние ук а за т ел и  
нельзя было принять за показат ели  степени, 
мы будем возведение в степень обозначать 
особыми скобками. Так, например, квадрат коор
динаты х г будем обозначать (дс2)2.

Для того чтобы наши формулы были воз
можно более общими, мы будем представлять 
каждую составляющую вектора г в виде произведения единичного век
тора е на скалар лг и этот скалар будем называть координат ою  точки Р. 
Единичные векторы е для разных осей могут быть различными, eg, е,. eg; 
но они, так же, как и оси, не должны лежать в одной плоскости, 
не должны быть копланарными.

Впоследствии мы еще более обобщим наши результаты, предположив, 
что эти векторы в суть функции координат, т. е. образуют поле вект о
ров, но сейчас для нас е,, е2, е3 будут просто три некопланарных по
стоянных вектора, данных нам ю величине и по направлению. Мы можем 
теперь переписать вышенаписанное уравнение в таком виде:

р =  ejх 1 -}- е2х 2 -{- е3д:8.

Для того чтобы при данных нам координатных векторах е2, в,, et 
определить составляющие вектора г, умножим это уравнение скаларно 
на [e2e3], [е3е,], [ejO.J и, приняв во внимание, что все произведения 
с одинаковыми множителями равны нулю (стр. 24, 21),

еа[е2ез] = 0 » е3[еавз] =« 0 и т- 

г[е2е3] -еде1; r[e30j] =  ех2\ = ех*\

1 5 7 ]  ПРЯМОЛИНЕЙНЫЕ КОСОУГОЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ 1 7 9

У

получим:
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где
* *= ei M 3] =  *2Гв3е:1] =  e,re,ej.

Здесь е есть, очевидно, объем параллелепипеда, образуемого единичными 
векторами координат.

Левые части написанных выше уравнений тоже суть объемы паралле
лепипедов, образуемых вектором г с каждою парою из осей координат. 
Следовательно, наши координаты лг1, х 2, X s  представляют собою отно
шения соответствующих объемов. Скаларную величину радиуса-вектора г 
мы можем определить при данных координатах по формуле:

O')2 =  5,n(Jfl)a +  £г2(*2)2 +  £зз^3)2 +
+  ^ S u ^ x 2 - f  2g n x * x s  - f  2 g 31x sx \

причем
f n  =  (ei)8» ^ 32 =  (е2)г. ^зз =  (ез)3.

£ 12  =  êie2)> S23 ~  (е2ез)> Sai ~

Эти шесть величин glk образуют симметричный тензор:

Stk — Ski'

Нетрудно доказать, что детерминант этого тензора, который обозначим 
через [g ^ , равен е2. Действительно, для этого стоит только взять какие- 
либо прямоугольное оси координат и написать:

<== б][е2 е3] =

При возведении этого детерминанта в квадрат, т. е. при умножении 
его самого на себя, мы получаем детерминант g ik. Итак, мы можем 
заметить себе, что

e* = \g ik \-

158. Взаимные системы координат. Возьмем новую систему координат 
с тем же началом, но так, чтобы н. правление нового вектора е1 было 
перпендикулярно к е? и к е и кроме того чтобы было удовлетворено 
условие е1 е, =  1. Совершенно таким же образом выберем и остальные 
координатные векторы е'2 и е3. Формулами это выразит.я таким образом: 
мы пола! аем

g l _  [ е 2 ' е ч1 е 2 _ _  fe3 • e i ]  е з _ _  Ге1 • с гЗ

в2 х е 2 v e 4z • 

в 3х С3у в 3z

§и ^12 Si 3

S21 &22 ^23

Sai &32 ^33

е е е



ВЗАИМНЫЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ158] 181

причем е, как и выше, равно объему параллелепипеда, построенного на 
прежних координатных векторах ег, е2. е3.

е — е1[е2 ■ е3].

Легко убедиться в том, что на основании этих формул старые коорди
натные векторы будут выражаться через новые формулами:

ei
[е2 • е3]

е'

где е' есть объем параллелепипеда, построенного на новых координат
ных векторах е1, е2, е3:

ег =  е1[е2 - в3].

Мы видим, что старые единичные векторы выражаются через новые со
вершенно такими же формулами, как новые че ез старые. Впрочем, этого 
и следовало < жидать, потому что, если е1 перпендикулярно к е2 и е.,, 
а е2 перпендикулярно к е, и е,, то, очевидно, е3 перпендикулярно к е1 
и е2 и т д.; величины же старых и новых векторов связаны симметрич
ными соотношениями вида: е1-е1 =  1.

Между старыми единичными векторами координат и новыми можно 
установить такие соотношения:

1, если i —  k 
О, если i=t=kо

Предоставляем это доказать читателю.
Перейдем теперь к установлению соотношений между координатами. 
Радиус-вектор г будет выражаться у нас в той и другой системе 

координат таким образом:

г— - f  е2х 2 е3х* =  e’jtj -j- е2д  ̂ ф- e3JCg.

Умножаем это уравнение скаларно на все координатные векторы е по
следовательно. Принимая во внимание только что доказанное соотноше
ние* и обозначая, как и раньше,

(eft) =&k> (е'е̂  =
ползаем:

x l = g n  x ^ + g ^ x 2 -f £33 лг3,
* 2 =  ^ 2 1  Xj _|_ g22 х2 g23 x3t
X3 —  g 31 х г -j- g32 x a -j- g33 x r

Точно так аде
=  ̂ 3 +  ^12 ^  +  "̂iа ■хв-

Я2 вас ̂ 2  ̂X1 ф- gz% &  ~h gvs Xs,
хя == g„ X1 Ф~ &S +  «М Jf3-
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встречающиеся в этих формулах величины glk и gл  представляют 
собою составляющие двух симметричных тензоров:

* 1 1  * 1 2  * 1 8 gu g '2 g™
* 2 1  * 2 2  * 2 3 ■И 1 м II g21 g22 ^r23

* 31  * 3 2  * 3 3
gai g32 ^з-i

&ik — *№ gik _  gki

Каждый из этих тензоров служит другому обратным тензором, а потому 
между их составляющими должны иметь место соотношения:

g** =
» ' Ы  ’ 

l* /*M £r t l

Sik : D -[gik\

если i — k 
если i=fck

=  1.

Здесь D  означает детерминант, SD  — субдетерминант Только что разо* 
бранные нами две системы косоугольных координат называются взаим
ными. Одна из них называется ковариантною, а другая— контрава- 
риантною Теми же терминами обозначаются и составляющие вектора г.

Какую из этих двух систем называть ковариантною и какую — контра- 
вариантною — это, конечно, безразлично и зависит от нашего выбора.

Обыкновенно контпавариантные координаты обозначают верхними 
указателями (индексами) jc1, а им взаимные, т. е. ковариантные ко
ординаты— нижними указателями x v

Легко сообразить, что в прям угольных, т. е. декартовых коорди* 
натах, разница между контравариантными и ковариантными составляю
щими пропадает. Мы можем сказать, что они сами себе взаимны. Кроме 
того, обыкновенно в декартовых координатах все единичные векторы 
берут одинаковыми, т. е. равными одной и той же единице измерения. 
В таком случае

6j — в1, в j =  в2, еа =  в®,

gn  3=1 *22 ~  S33 —  1 > Si 2 ~ * 2 3  ~  *3 1  —  0.

159. Скалярное произведение при взаимных координатах. Возьмем 
каких-либо два радиуса-вектора г и р и  составим их скалярное произ
ведение. Координаты г обозначим через х 1, х 2, х 3, а координаты р 
через S1, £2, £3.

Тогда
(гр) =  ( е ^ 1 4- е2х 2 4 - е3д:3) (е,?1 +  е2&2 4  е3£3) —

^ g u ^ V  +  g 22x 2V  +  g33x 3Z3 + S n (x '-&  +  **P )4 -

4- *28 (*2&3 + x3&  + *«i (*aP + ̂ S8)-
Если в этом выражении собрать члены с х 1, х *, х*, то в скомкан 

получим по формулам предыдущего параграфа £8, ,£3; если же собрать



члены с Б1, Б2, Б3, то получим в скобках x v х %, х 3. Поэтому скалярное 
произведение вектора г на вектор р можно выразить двумя формулами:

(гр) =  х %  -f- х %  ж3Б3 =  *,Б1 4- х2Б2 - f  х3Б3 =

I I
Эти формулы имеют совершенно такой же вид, как скаларное произве
дение в прямоугольных прямолинейных координатах. Разница только 
в том, что здесь составляется сумма парных произведений контравариант- 
ных и ковариантных координат данных векторов. А так как прямоуголь
ные декартовы координаты сами себе взаимны, то в них безразлично, 
где написать индексы, вверху или внизу, и формула получает вид:

(гр ) =  rxPx +  rypv +  rtPt.

Если оба вектора одинаковы, г =  р, то
(г)1 =  Х^Х1 +  Х2Х2 -f- х 3х 9, 

а в декартовых координатах:
(г)2 =  (гх)* +  (г/-Ь(г,)«.
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Для косинуса угла между двумя векторами имеем в косоугольных коор* 
динатах общее выражение:

cos (гр ) =
У  ( п 2(р)2

160. Преобразование прямолинейных координат. Если нам даны две 
любые (вообще говоря, не взаимные) системы прямолинейных косо
угольных координат с общим началом, то ф >рмулы перехода от одной 
системы к другой будут линейны и, слеповательно, будут иметь вид тен
зорных соотношений. Мы можем их получить совершенно тем же путем, 
как мы получили формулы преобразования для взаимных координат. 
Обозначим одну систему координат латинскими, а другую греческими 
буквами:

г =  е, х 1 -f- е2х:2 е3* 3 =  е1Б1 еаБ2 4 -  £3с3-

[V  в»,Умножим это равенство последовательно на выражения 

взяв / и т  равными 1, 2, 3 и обозначая

! y g j
е ’

Б1 =  а\ х 14 "  а\ х 2-{-а}3х 3
Б2 =  а2 х ' +  а \ х 14 -  а \ х 3 Б' =  2 < ^
Б3 =  а3 х \ аз х 2 аз х з

х ' =  а] Б1 4~ а*Б2 4~ аз S3
x2 =  a2^  а2Б24-£^Б3 д /= У а 'Б *
Xя = *  а3 Б1.4- а3 Б2 - j-  а | Бл

получаем:
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В этом более общем случае тензор преобразования будет несимметричен:

а* Ф  а‘к, ¥= a‘k-

Тем не менее, так как каждая тройка этих соотношений может быть 
получена путем решения уравнений другой тройки, то между коэфициен- 
тами их должны иметь место соотношения:

а'г
SD-fa ']

а'.

1, если i — k  
О, если i= ^k.

Мы произвели эти вычисления для контравариантных координат (индексы 
вверху); для перехода к ковариантным координатам мы можем (стр. 182, 158) 
написать:

ь еЛ ег •е J  [ei'8 " ]e 'ak ---------- = ------------,
1 е е

a^ _  e/ [ gr £J _ [e' е^]
' s . е

Как видим, в результате у нас векторы е и е поменялись местами, а 
следовательно, а и а тоже. Отсюда мы заключаем, что ковариантные 
координаты преобразуются по формулам обратным формулам преобра
зования контравариантных координат.

161. Преобразование векторов. Только что доказанная нами теорема 
о преобразовании контравариантных и ковариантных координат целиком 
относится и к составляющим любого вектора, потому что координаты 
сами представляют собою составляющие вектора, а именно: радиуса- 
вектора, проведенного из начала координат.

Тем не менее, полезно доказать эту теорему еще раз более нагляд
ным способом.

Представим себе, что материальная точка передвинулась на длину s 
под действием постоянной силы F. Работа, произведенная этой силой, 
будет:

W =  (F - s) =  Fs cos (/%).

Это выражение есть скалар, а потому значение его для любой системы 
координат должно быть одно и то же.

Далее, мы знаем, что если для s возьмем контр авар иантные ко
ординаты, т. е. обычные параллельные координаты в выбранной нами 
системе координат х 1, х2, Xs, то для вектора F мы должны будем взять 
ковариантные составляющие X v  Х 2, Х 3, если хотим получить выражение 
работы в гиде:

W= (F • S ) =  XlX‘ Х2х* 4 -  - V 3 =  S  Xix‘-
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Подставив сюда х?, выраженные через £' по формулам предыдущего па
раграфа, получим:

2  V  =  Л-. (а> О +  Р .+  а. 5з) +
I

+  ^ ( 0 * 5 4 - ^ Р + ^ Р )  +
+  Х . ia;S ' +  а ; ; '  — а ‘ £■>.

Обозначим составляющие силы F в новых координатах греческими боль
шими буквами а,- Тогда уравнение работы выразится в новых координа
тах формулою 2  а ^ 1, а потому, на основании предыдущей формулы, 

/ Л
имеем:

s , = 2 « № -

Решая эти уравнения относительно X, получаем:

* , = 2 » А

Сравнивая это с преобразованием контравариантных координат х 1 и 
мы видим, что Xi имеют тензор преобразования обратный тензору пре
образования контравариантных координат, что и требовалось доказать.

Мы могли бы доказать и обратную теорему, а именно: если мы же
лаем, чтобы сумма произведений составляющих двух векторов А и В:

была скаларом и не меняла ни своей формы, ни своего значения при 
любой системе косоугольных прямолинейных координат, то должны взять 
для одного из вектоаов его кон!равариантные составляющие, а для дру
гого— его ковариантные составляющие.

Формулы же преобразования ковариантных составляющих в контра- 
вариантные и обратно для любого вектора А определяются тензорами glk 
и g ik.

'A i =  l j g i k A*> Ai =  HxSlkA k-k к

Теперь принято .говорить вместо „вектор, заданный контравариант- 
ными составляющими" короче: „контравариантный вектор". Так, налргмер, 
радиус-вектор г, смещение точки s, или ds , обыкновенно называют кон- 
травариантными векторами, т. е. берут их параллельные проекции на 
выбранные оси координат.

В таком случае мы можем дать определение векторам вообще сле
дующим образом.

Контравариантным вектором мы называем три числа А ‘, которые 
при перемене осей координат преобразуются как смещение точки s или 
ds. т. е. как разность координат.

Ковариантным вектором мы называем три числа В(, которые в про
изведении A ‘Bi с любым контравариантным вектором Аь образуют 
скалар.

1 6 1 ]
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С к ал аром  же называется величина, не меняющаяся при перемене
координат.

162. Тензоры различного типа. Если по аналогии с тем, что мы го* 
ворили о тензорах при прямоугольной системе координат (стр. 152, 135), 
взять три оси координат, но не под прямыми углами друг к другу, и по 
каждой оси задаться линейными расширениями а, b , с , то поле векторов 
изменится по уравнениям:

В-[ =  о, A j, В 2 =  ЬА2 В я =  Ь А у

Однако в этом случае мы уже не получим чистой деформации, как при 
прямоугольных координатах, а деформация будет сопровождаться враще
нием. В этом легко убедиться, если перейти от косоугольных координат 
к прямоугольным (предлагаем читателю это сделать); тензор получится, 
вообще говоря, несим м ет ричны й.

Впрочем, этого и следовало ожидать. Действительно, мы видели, что 
при чистой деформации только главны е ее оси, которые перпендику
лярн ы  друг к другу, остаются в прежних направлениях, все же осталь
ные радиусы-векторы поворачиваются на некоторый угол. Здесь же мы 
задались простым расширением без изменения направления по косоуголь
ным  координатным осям; этому условию можно удовлетворить только 
деформацией, сопровождаемой вращением, т. е. несимметричным тензором 
в декартовых координатах.

Более общая линейная зависимость двух векторов в косоугольных 
координатах будет у нас и теперь иметь вид:

By =  a ii  A -у -j- а 12 А 2 -j- aj3/4s,
В 2 =  02]  ̂ а 22 “Ь а 23 А 8»
В 3 *= Я31 Ay -f- а32 A t  -j- aS3 А я

и будет обозначаться знаком
В ва ТА,

т. •. В равен тензору вектора А. Зависимость вта вполне определена, 
если дана система прямолинейных координат (может быть и косоуголь
ная) и все составляющие тензора alk.

Формулы преобразования тензора в другие прямолинейные коорди
наты с тем же началом будут те же самые, которые мы привели выше 
(стр 161, 142). Формулы для обратного тензора будут опять иметь та
кой же вид, что и прежде, но без дополнительных условий перпендику
лярности осей.

Если на тензор Т смотреть как на формулы преобразования всех 
радиусов-векторов г, то вследствие линейност и  этих формул все про
странство или все поле будет тоже преобразовываться линейно, и при
веденные выше (стр. 161, 142) правила остаются в силе.

Разница в тензорных правилах для прям оугольны х  и косоугольных  
координат начинает обнаруживаться при составлении скаларных 
произведений

Скаларное произведение двух векторов А н В при косоугольной си
стеме координат пишется так же, как и в декартовых координатах, но
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требует, чтобы один из векторов был ковариантным, а другой — контра- 
вариантным. Поэтому, перед тем как составлять это произведение, не
обходимо один из контравариантных векторов преобразовать в кова- 
риантный при помощи тензора glk. Так, например, в нашем случае, когда 
вектор В равен ТА мы получим:

(А• В) =  (А• ТА) =  2  ( 2 S ikA k) ( 2  Ц А ‘).■
к

В этом выражении можно переменить расположение членов суммы таким 
образом:

2  ( 2  Sih Tj)AkAl =  2  TklAkA l =  scalar,
к

причем
гм= 2  гиЦ

Здесь Ты есть тензор, и так как он множится на произведение из двух 
контравариантных векторов, то, для того чтобы образовать скалар, зна
чение которого не зависит от выбора координат, он должен преобразо
вываться противоположно преобразованию произведения АкА1. Из этого 
вытекает иелый ряд следствий.

Во-первых, мы видим, что тензоры при преобразовании координат 
преобразуются как произведения векторов.

Во-вторых, мы видим, что Tlk представляет собою ковариантный 
тензор.

В-третьих, переход от контравариантных тензоров к ковариант
ным происходит при помощи того же тензора gik, что и для векторов. 
Однако различие между векторами и тензорами состоит, между прочим, 
в том, что у вектора только один значок, а у тензора их два. Поэтому 
для тензоров мы имеем два преобразования:

2
А

в еще
2  ■£/*а|=

к

Из всего этого мы видим, что нужно различать три рода тензоров:
Т‘к — контравариантный тензор,
Т‘к — смешанный тензор, контравариантный и ковариантный,
ТЛ — ковариантный тензор.
Далее, применение смешанного тензора к контравариантному вектору 

дает опять контравариантный вектор. Это те именно случаи, которые 
мы рассматривали в предыдущей главе. Тогда В =  ТА означало то же 
самое, что теперь Bi = '£ T ‘kAk Однако применение контравариантного 
тензора к ковариантному вектору дает контравариантный вектор, потому 
что всегда должно иметь место соотношение:

2  Т кА1Вк =* scalar.

На свойствах преобразования тензора, указанных выше, мы можем 
основать определение того, что такое тензор вообще, подобно тому',
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как это мы сделали в предыдущем параграфе для вектора. Подобные 
определения будут у нас играть большую роль в общей аналитической 
теории тензоров.

163. Криволинейные координаты. Перейдем теперь от прямолинейных 
координат х, у , г  к криволинейным координатам и, v, w, положив

*  =  Л(и, , У = / 2(«> ®), z = f z { u ,  V ,  w ) .

Эти формулы преобразования будут вообще не линейные.
В полученных нами новых координатах проведем три системы 

поверхностей:
u —  Cv  v  =  C2, w  —  Cz,

где Cv  С2, С3 суть постоянные для каждой из поверхностей параметры; 
для различных поверхностей даже одной и той же системы они будут 
иметь различные значения.

Пересечение поверхностей друг с другом дает, вообще говоря, три 
систем >i кривых лмний.

Ес 'И, напр 'мер, взять две поверхности v  —  C2 и w  —  С3, то по 
линии их пересечен я будет меняться только и; если скомбинировать 
w  =  C3 и и =  Сл, то будет меняться только v\ и, наконец, и —  С1 и 
v  =  C2 дадут линию изменения w.

В каждой точке поля сойдутся три таких линии.
Проведем в какой-либо точке О к сходящимся там линиям п ,  v ,  w  

три касательных прямых линии и будем считать эти касательные прямо
линейными (вообще говоря, косоугольными) координатами в данной 
точке. Для каж юй точки мы получим, таким образом, свою особую 
систему косоугольных координат.

Какой-нибудь бесконечно малый радиус-вектор dr, проведенный из 
этой точки О, может быть представлен в виде суммы:

dr =  eg du - |-  е2 dv  -j- е3 dw,

и его скалярная величина определится уравнением:

^  =  g 22{ d v f g33{d w y -\~
- |-  2g12 d u  d v  -j- 2g23 d v  d w  -)- Yg3J d w  d u .

Вообще, для каждой точки мы получим те же соотношения, которые 
мы вывели выше для косоугольных прямолинейных координат, с тою, 
однако, разницей, что для криволинейных коо; динат векторы и тен
зор g ik будут функциями координат, т. е. будут сами образовывать 
поле.

164. Ортогональные координаты. Мы ограничимся пока разбором 
только ортогональных, т. е. прямоугольных криволинейных координат. 
В этом случае все три вектора е будут во всех точла\ поля перпенди
кулярны друг к другу, а потому в тензорах glk составляющие с различ
ными индексами ( i ^ k  будут равны нулю (стр. 180, 157):
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Выразим в этих криволинейных координатах те величины, которые 
встречались нам в теории поля.

Элемент дуги ds выразится через

(ds)2 =  (е3 du)2 -J- (е2 dv)2 -)- (е3 dw)2.

Элементарные площадки на поверхностях координат будут:

^ $ 2 3  =  e2ez dv dw, d%zl =  е3ег dw du, dSj 2 =  exe2 du dv.

Элемент объема будет:

do —  exe2ez du dv dw =  e dudv dw.

Скаларное и векторное произведение двух векторов в ортогональных 
координатах вследствие одинаковости контравариантных и ковариантных 
составляющих будет писаться так:

(АВ) =  А лВг -\- А2В2 +  Л3£ 3>

[АВ]а =  ^2^3 ^3^2
и т. д.

Градиент скалара <р будет выражаться, как и всегда  ̂

а его составляющие будут:

=  —  И? f  =  j_  g = J_
а о ~\,t ’ ® о 'ь™ ’ Зщ;*ег Зи е2 3v

Расхождение вектора А, как мы знаем, есть предел отношения 
потока этого вектора сквозь элементарную замкнутую поверхность 
к элементарному объему, заключенному в этой поверхности. Расхождение 
будет выражаться формулой:

div A =  lim S(A-rfS)
dO

^ (A ]e2e2 dv dw  4- A2e2e. dw du 4 - А2еле2 du dv) 
e d u d v  dw

Суммируя по двум противоположным площадкам Гетр. 69, 74), как 
это мы делали при доказательстве теоремы Гаусса, получаем для криво
линейных координат:

dlvA— е [ди dv (Л2ез*т) +  ^ O V i 'a ) ] *

Если вектор А может быть представлен как градиент некоторой 
потенциальной функции ф, то уравнение div А =  — 4лр обращается 
в уравнение Лапласа-Пуассона.
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В криволинейных ортогональных координатах уравнение Лапласа* 
Пуассона будет, следовательно, иметь вид:

v Y е ди \ ел Ьи)  ' е bv \  е3 йх// ' е dw \ еа dwj f

В и хрь  вект ора  А (стр. 101, 98), равен пределу отношения циркуляции
(j) (A d s )  по элементарному замкнутому контуру к элементу площадки,
для которой этот контур служит границею. Направления контура и нор
мали к площадке выбираются по правовинтовой системе

curl А =  предел
d S  '

Подставляя сюда выражения для d s  и dS  в криволинейных координатах 
и поступая так же, как и выше (стр. 101, 98) при • выводе теоремы 
Стокса, получаем три составляющих curl А по осям координат в данной 
точке:

curlj А =
1 Ш е яАя) Ъ(ег А ,)

езез \ dv bw

и т. д.
Пользуясь этими общими формулами, легко перейти к цилиндриче

ским и сферическим координатам
165. Цилиндрические координаты. В этих координатах для каждой 

точки дается ее расстояние z  от плоскости Х У  (рис. ’43) и расстояние г  
от оси Z; третьей координатой лужит угол if, образуемый радиусом г 
е'пл юностью Z X . Из чертежа видно, чго формулы перехода от декар
товых координат к цилиндрическим будут:

х  =  г cos (р, у  =  г  sin <р, * =  *.

Элемент дуги будет:
(ds)2 =  (d r )2 +  (г dif)2 (dz)2.

Новыми координатами служат dr, d<f, d z  и, следовательно, 

ei =  l ,  ва =  г, е, =  1, е —  г,

~ & з з =  ^ a i 3 1 ^** \ S ik \ = = i r i '

Уравнение Лапласа-Пуассона будет:

v  f  г  i r  1 Sr I ^  r ‘ l ’f < ) z ‘ p

166. Сферические координаты. Положение точки в этих координатах 
Определяется расстоянием ее до начала координат, т. е. сферою радиуса г 
(оис. 44) и двумя углами: широтою <р и полюсным расстоянием д. Таким
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образом формулы преобразования из картезианских координат в сфери
ческие будут:

jj =  rsin® cos<p, _y =  rsindcostp, 2 =rrcosd.

Элемент дуги будет:

(rfs)3 =  (dr)* -f- ('■sin 9 rf<p)a -f- ( r d b ) 2.

Новыми координатами служат dr, d y ,  db, а потому:
ej =  l ,  e3 =  rsin9, e3 =  r, e =  r2sin9;

* 1 1  =  1. g 2t =  r* sin2 9, gt t ^ r \  \g lk\ =  ri sin*9.

Уравнение Лапласа-Пуассона будет:
1 Ъу2ф __L А _|--- 1

V  ^  Г* *Г  \  dr / ^  A2 Sirsin2 9 d f2 rasin9d9 ( s1" 9 m )-

4. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ТЕНЗОРОВ

167. Переход к п измерениям. До сих пор мы старались физическим 
величинам — скаларам, векторам и тензорам — давать геометрическое 
толкование. Мы иллюстрировали скаларное поле эквипотенциальными 
поверхностями и линиями градиента, векторы мы изображали в виде 
отрезков прямых линии, а симметричные тензоры в виде поверхностей 
второго порядка. Мы делали это, для t o i  о чтобы придать рассматри
ваемым величинам и образуемому ими физическому полю наглядны й  
характер, чтобы они представлялись нам в виде определенных и при
вычных нам геометрических форм в доступном нашему воображению 
трехмерном эвклидовом пространстве.

Однако в самое последнее время, главным образом, под влиянием 
теории относительности Эйнилейна замечается стремление обобщить 
законы физики, включив в ее уравнения время как особого рода чет
вертое измерение. Ьолее того, оказалось необходимым сделать предпо
ложение, что это четырехмерное пространство искривляется, т. е. что 
получаются отступления от эвклидовой геометрии под влиянием материи. 
В.нючем, и независимо от теории относительности Эйнштейна мы счи
тай целесообразным дать читателю краткие сведения о современной 
теории векторов и тензоров в незвклидовом пространстве п измерений. 
Эта теория не так уже сложна, как это может показаться при чтении 
некоторых специальных чисто математических сочинений, а между тем, 
как всякое обобщение, она значительно расширяет теоретический круго
зор и с этой точки зрения, несомненно, полезна.

Переходя к л-мерному пространству, нам придется обобщить те фор
мулы, которые нам уже известны для трехмеуного пространства, и при
том так, чтобы они давали возможность делать вычисления при любой 
системе координат, при любом числе измерений и даже в сверх-эвклиао- 
вом пространстве. Но, конечно, при этом придется уже пожертвовать 
геометрической наглядностью и ограничиться уст ановлением  ф орм ул,
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по возможности легко запоминаемых. Другими словами, нам придется 
геометрическую наглядность заменить наглядностью формул.

Впрочем, для того чтобы не теряться в обобщениях, мы все же по
советовали бы читателю сравнивать эти обобщенные формулы с извест
ными уже геометрическими соотношениями в доступном нашему вообра
жению эвклидовом трехмерном пространстве. Считаем же мы полезным 
и наглядным пользоваться географическими или метеорологическими кар
тами, т. е. изображать на плоской бумаге то, что на самом деле про
исходит на кривой поверхности земного геоида и на разных высотах от

уровня моря.
168. Гауссовы координаты. Для того 

чтобы охарактеризовать положение какой- 
либо точки в й-мерном пространстве, 
необходимо выбрать систему координат и 
притом желательно выбрать ее в возможно 
общем виде.

Гаусс показал, что на любой поверх
ности такую обобщенную систему коор
динат можно построить следующим 
образом.

Проведем на поверхности (у нас на 
плоскости — рис. 123) систему линий Х1г 

какой угодно формы, и вторую систему линий Х 2, тоже какой угодно 
формы, и перенумеруем линии каждой из этих систем. Тогда для опре
деления положения какой-либо точки Р  мы можем дать два числа, 
например:

— это и будут обобщенные гауссовы координаты точки Р.
Само собою разумеется, что для того, чтобы любая точка поверхно

сти могла быть вполне определена такими двумя координатами, необхо
димо, чтобы линии Х Л и Х 2 непрерывно следовали друг за другом, 
покрывая собою сплошь всю поверхность; кроме того, необходимо, 
чтобы координатные линии не пересекались друг с другом, а с линией 
другого наименования пересекались только в одной точке; иначе полу
чилась бы многозначность.

Гаусс показал, что, несмотря на такую кажущуюся произвольность 
в выборе формы координатных линий, тем не менее соседние клетки их 
находятся в известной зависимости друг от друга; и эта зависимость 
определяется формою (кривизною) той поверхности, на которой эти 
линии нанесены.

Мы не будем входить в подробности работы Гаусса, а прямо перей
дем к обобщению, которое было сделано Риманом для пространства 
п измерений

У Гаусса на поверхности наносились две системы линий; в трехмер
ном пространстве мы должны провести таких три системы (как, напри
мер, оси X, Y, Z, или в сферических координатах г, tp, 9 — линии 
радиусов, линии широт и линии долгот и т. п.) (стр. 40, 40); в п изме
рениях у нас будет п систем координатных линий. Поэтому для опреде
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ления положения какой-либо точки Р  в л-мерном пространстве должны 
быть даны п чисел.

В любой точке О этого пространства мы можем провести п каса
тельных к координатным линиям, которые образуют около точки Р 
систему из п прямолинейных, но, вообще говоря, косоугольных коор
динат.

В подобной системе координат некоторый элементарный вектор ds — 
элемент дуги какой-либо кривой линии, отличной от линии координат,— 
выразится при помощи контравариантных своих составляющих таким 
образом:

ds =  e:dx'1 -f- e2d x2 -f-. • .-f- endxn.

169. Преобразование координат. Положим, что в и-мерном простран
стве проведены две системы гауссовых координат и для перехода от 
одной из них к другой дана зависимость между ними:

% = f ( x \  х 2, х 3' . . . ,  х п\, 
где

I  ---  1 , 2, 3 , а .  . , П ,

или обратно
$*, а3, . . . ,  £я).

Эта зависимость может быть, вообще говоря, и не линейная; тем не 
менее, зависимость между диференциалами (весьма малыми элементами) 
dz‘ и dxl будет линейной, потому что для этих малых величин мы 
можем пренебречь величинами второго порядка малости и положить:

dxl . . +  £  dxn =
Sv1 Ьх2 1 bxn

=  а ^ х г-\- al2d x 2 -f-. . .  =  ^  a‘nd xn.

Таких уравнений будет n при г— 1, 2, 3 , . . . ,  п.
Ксэфициенты a'k, как вообще для криволинейных координат, будут 

для каждой точки поля свои.
Точно так же и обратные формулы перехода будут иметь вид:

5гУ
dxi =  $  +  5 3 rf? +  - -  +  2 -  +  « ^  +  . . .  +  «'<*&■•<У;2 аз

Таких уравнений будет тоже п.
Эти последние п уравнений мы можем получить не только путем 

диференцирования функции ш, но также и путем решения п линейных 
уравнений для d\l. Наоборот, из этой последней системы п уравнений 
для dxl мы можем получить выражение для dt.1.

Поэтому коэфициенты в этих двух системах должны быть связаны 
соотношениями:

SD (a’k) ь SD(a'k)
а I ~  \а\ » i I я I ’

13 Творвтич««к*я ф п ш м . Ч.  L О
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где \ а \  означает детерминант из коэфициентов а, а знак S D  означает 
субдетерминант.

Совершенно подобные же соотношения мы имели и в трехмерном 
пространстве для прямолинейных координат (стр. 184, 160).

Мы предполагаем, что и функции /  и <р, выражающие зависимость 
между двумя системами координат, непрерывны, т. е. что их производ
ные конечны, и, кроме того, мы предполагаем, что детерминанты \а \  и 
| а | не равны нулю. При этом, однако, не нужно забывать, что вели
чина а и а тоже суть функции координат.

Для тех точек, где все линии координат образуют прям ы е углы 
друг с другом (ортогональны), мы будем иметь:

Как и в случае трех измерений, мы имеем соотношения:

a ra k =I г Г 2 а‘Л
J 1, если i =  k  
|0 , если i -ф к.

170. Сокращенное обозначение суммы произведений. Часто встречаю
щиеся суммы из двух и более множителей, снабженных индексами, при
нято теперь обозначать без знака суммы. Так, например,

с№  — ^  a'kd x k =  a lkd x k.
k

При этом суммирование производится по тем индексам, которые в про- 
изведении встречаются два раза. Впрочем, мы не всегда будем пользо
ваться этим упрощением, а будем, во избежание недоразумений, писать 
более привычный знак суммы.

Кроме того, условились обозначать через о* смешанный тензор, 
которого составляющие равны единице при i —  k  и нулю при i= fck . 
Таким образом соотношения (стр. 194, 169) мы можем написать в форме:

а 'а *  =  а'г аГк =  Ц .

171. Обобщенное определение скалара. Скаларом в поле п измерений 
мы называем такую величину, значение которой в какой-либо точке 
пространства не зависит от выбора системы координат, проходящих 
через эту точку. В различных точках пространства п измерений данный 
нам скалар может иметь различные значения, т. е. образовать скаларное 
поле п измерений.

172. Обобщенное определение вектора. Под вектором в «-мерном 
пространстве мы будем подразумевать совокупность п чисел, так назы
ваемых сост авляю щ их  вектора по осям координат.

Для /гон/яравариантного вектора эти числа должны преобразовы
ваться (меняться при перемене координат) по тем же законам, как и 
диференциалы координат, а для лтовариантного вектора по законам 
обратным.

Поэтому (стр. 183, 159) сумма произведений из ковариантных и 
контравариантных составляющих двух векторов не будет изменяться при 
перемене координат. Это будет, следовательно, скалар.
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Как видим, это определение вектора существенно отличается от того 
определения, которое нами было дано для трехмерного эвклидова про
странства (стр. 92). Там мы изображали вектор в виде отрезка пря
мой линии определенной величины и определенного направления, а затем 
по правилам проекции (ортогональной или параллельной) мы находили 
составляющие этого вектора. Здесь нам даны только составляющие 
вектора в какой-либо точке поля и сказано, по каким законам эти 
составляющие изменяются при переходе от одной системы координат 
к другой в той же самой точке поля. О самом векторе пока еще ничего 
не говорится.

Пусть, например, составляющие какого-либо контравариантного век
тора в двух системах координат будут г‘ и р/. Они должны преобразо
вываться по формулам:

где коэфициенты a'k и a‘k те же, что и выше (стр. 183, 160).
Для ковариантного вектора имеем, наоборот:

Р ; =  №  rL —  a'kok.

Произведение этих векторов дает:

2 г Д (. = 2 р гр< =  5са1аг-
Данное нами выше определение вектора совершенно не затрагивает 
и оставляет открытыми следующие два вопроса.

Во-первых, каким образом по составляющим вектора мы можем 
определить скалярную  величину самого вектора.

Во-вторых, как будут изменяться составляющие вектора при перене
сении его параллельно самому себе в соседнюю точку пространства, 
и что означает вообще параллелизм  двух векторов, которые даны 
только своими составляющими.

Оба эти вопроса мы разберем ниже.
173. Метрика. Итак, нам необходимо прежде всего установить пра

вило, каким образом по составляющим какого-либо вектора определить 
его скаларную величину. Типичным вектором у нас будет служить эле
мент дуги ds какой-либо кривой линии. Длина элемента ds определяется 
по его составляющим d x ‘ по формуле (стр. 180, 157): •

(ds)2 =  ^  gik d x‘ dxk =  g ki d x l dxk,
ik

где индексы i n k  должны пройти все значения 1, 2, 3 , . . . ,  п. 
Кроме того,

S t v Ski ’
Если значения gik даны для всех точек я-мерного пространства, то 

по вышенаписанной формуле мы можем вычислить длину элемента 
линии ds, которая дана нам только своими составляющими dx‘.

Таким образом тензор gik устанавливает метрику (т. е. способ из
мерения любой линии ds) я-мерного пространства, а потому он носит 
название метрическое , или основного тензора пространства.
13* }
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Точно так же условимся под величиною какого-либо вектора, данного 
своими составляющими А1, подразумевать скалар А, определяемый совер
шенно такою же формулою:

(А)2 — gikA lA \

с теми же коэфициентами g ik —  g kl.
Далее, условимся скалярное произведение двух векторов

(АВ) =  АВ  cos (АВ)
определять формулою:

(АВ) = g ikA ‘Bk.

Эта формула при А — В —  1 определяет и величину косинуса угла 
между двумя векторами в данной точке //-мерного пространства; преды* 
дущая формула для величины вектора есть ее частный случай.

Для какой-либо данной точки обе величины (А)2 и (АЗ) , как ска- 
лары, остаются, конечно, неизменными при любой перемене системы 
координат. Но в другой точке поля значения g ik будут, вообще говоря, 
иные, да и составляющие А ‘ и В к при той же величине А могут быть 
другие, только вид формулы (АВ) остается неизменным.

174. Пример. Для того чтобы уяснить себе, каким образом соста
вляющие одного и того же вектора могут быть для разных точек поля 
разные, мы возьмем пример в двух измерениях.

На поверхности шара при координатах широты ш и полюсного рас
стояния 9, которые образуют перпендикулярную друг к другу (ортого
нальную) систему координат, мы получим:

(ds)2 =  (л sin 9 du)2 - f  (л rfO)2 =  л2 sin29 • (dy)2 +  л2 (с/9)2.

В этом случае
gu  =  г2 sin2», g 22 =  r2, g \ i ~  О-

Обратим внимание на то обстоятельство, что составляющая ds по коор
динате tp равна rsin9<2<p; это есть функция координаты 9, а потому для 
различных точек пространства один и тот же вектор будет иметь раз
личные величины этой составляющей.

На последнем примере мы, между прочим, видим, что по одним 
составляющим вектора, т. е. по dy  и й?9, еще нельзя определить самого 
вектора ds, а необходимо, кроме того, дать метрику пространства, т. е. 
все gik в рассматриваемом поле. На плоскости, на шаре, на эллипсоиде—• 
везде будет своя метрика, и по этой метрике мы можем даже до неко
торой степени судить о свойствах этих поверхностей.

175. Переход от ко вариантных координат к контравариаитным. Из 
формулы для

(dS/2 =  Е(£ gikd x iSj d xk =  scalar,
k i

которая дает ней вменяющийся от перемены координат скалар, мы видим, 
что при перемене координат вектор 'У'_ gib d x ‘ должен преобразовываться
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по формулам, обратным чем dxh. Отсюда заключаем, что этот вектор 
ковариантный, т. е.

dxb ^ Y * Z i k dxl-
i

Значит, переход от ковариантных к контравариантным составляющим 
одного и того же вектора происходит при помощи того же метрического 
тензора gik.

Для обратного перехода необходим обратный тензор g ik. Соотноше
ния между gik и g ‘k совершенно аналогичны тем соотношениям, которые 
мы имели в трехмерном пространстве (стр. Т82, 158).

176. Обобщенное определение тензора. Мы уже имели пример симме
тричного тензора gib; его со:тавляющие служили коэфициентами в сумме 
произведений из d x ‘ и dxk, контравариантных составляющих вектора ds, 
а именно:

(ds)2 =  '2lg ikd x l-d xk,
причем

Sik Ski-
Подобные суммы произведений называются квадратичными формами, 

потому что в каждом их члене имеется произведение из двух составляю
щих вектора d x l dxk. Всякая подобная форма представляет собою скалар. 
На этом обстоятельстве можно основать определение тензора.

Более общий случай представляет билинейная форма, состоящая из 
членов вида aikx  x k (причем aik может и не равняться а&).

Тензором второго порядка в «-мерном пространстве называется сово
купность /г2 коэфициентов билинейной скаларной формы, составленной 
из двух любых векторов А 1 и В ‘. Если эти векторы контравариантны, 
то тензор будет ковариантным; если векторы ковариантны, то тензор 
назовется контравариантным.

Эго последнее обстоятельство вытекает прямо из того, что произведение 
должно быть скаларом, т. е. не меняться от преобразования координат.

Итак, мы имеем два тензора Tik и Tlh второго порядка, если они 
с любыми двумя векторами дают

2  T,kA ‘8 k =  scalar, 2  =  scalar.

Кроме того, мы можем составлять произведения из ковариантных и 
контравариантных векторов. Тогда в билинейной форме:

2  Tkl A iBk ~  scalar

мы будем иметь смешанный тензор Tkjt ковариантньгй по указателям i 
и ко^травариантный по указателям k.

Э1и же формулы устанавливают правила, как должны преобразовы
ваться л2 чисел Tik, Tik или Г* при перемене координат. Очевидно, Tik 
преобразуется, как произведения из двух ковариантных векторов, T lk,— 
как пооизвеления из двух контравариантных векторов, и Tf, — как про
изведения ковариантных и контравариантных векторов, т. е. как А х В1, 
/4 j5 2 ( л гв г и т. д.
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Далее, если в формулах для Tlk мы заменим

Ai il АI,
I у

то получим:

Д 7» (Е«4 fi‘= Z  (Ел) А >8 ‘■к I k I
В подобных суммах произведений скобками можно выделять любые 

множители без изменения суммы. Для того чтобы это правило стало 
более наглядным, мы возьмем простой пример суммы произведений из 
трех множителей при i, k, 1 =  1 и 2:

2 a/Vi=fliVi + «Aci + «iVs 4  йз V 2 4  
4- «2 Vl 4- й2 Vl 4  «2 V 2 4  a i b l C-> —

= 2 a i (Vi) = («14- V  (Vi 4- Vi + V 2 4 V 2) =
= 2 KV = 4  4  V («А + «А 4  «А 4  V 2)-

При этом в скобках у нас, очевидно, получился смешанный тензор:

П = 2 Л -

Из этого мы видим, что перенос указателей у тензора вверх или 
вниз (контравариантность и ковариантность) достигается при помощи 
того же метрического тензора g ik, как и для векторов.

177. Классификация тензоров. До сих пор mî  под тензором подразу-.. 
мевали величины, которые имеют девять составляющих и преобразуются, 
как квадраты и произведения координат. Однако выше мы указали 
(стр. 178, 156), что можно основать классификацию всех различных, 
встречающихся в физике величин по тому признаку, как они преобра
зуются при переходе от одной системы координат к другой. При такой 
классификации можно вообще все величины называть тензорами, но 
прибавлять — первого, второго и т. д. порядка, смотря по тому, преоб
разуются ли они как первые, или как вторые и т. д. степени коор
динат. Тогда мы получим следующее:

Скалары остаются при образовании координат неизменными, они 
совсем не преобразуются, и их можно называть тензорами нулевого порядка.

Векторы преобразуются, как координаты: это будут тензоры первого 
порядка.

Те величины, которые мы раньше называли просто тензорами и 
которые преобразуются как вторые степени координат, мы теперь 
должны называть тензорами второго порядка.

Обобщал эту классификацию дальше, мы можем определить тензоры 
третьего, четвертого и т. д. порядка.

Так, например, если мы напишем трилинейную форму, составленную 
из трех контравариантных векторов А \ В и, Ст , и если значение суммы 
произведений

2  TikmA ‘BkCm ~  scalar

не меняется при преобразовании координат, тогда, очевидно,- коэфипиенты 
этой формы Tikm должны преобразовываться противоположно произведе
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ниям А‘В кСт. Значит, эти коэфициенты должны преобразовываться как 
произведения трех ковариантных векторов А А ^ А

Число этих коэфициентов будет я 3.
На основании этого мы можем установить такое определение. Кова- 

риантным или контравариантным тензором третьего порядка мы называем 
совокупность я3 величин, которые преобразуются при перемене координат, 
как произведения из трех ковариантных или контравариантных векторов.

Продолжая, таким образом, далее, мы можем получить любые кон- 
травариантные, ковариантные и смешанные тензоры четвертого, пятого 
и т. д. порядка; число составляющих в каждом из них будет я4, я5 
и т. д. Формулы их преобразования вполне определены, если только 
установлены формулы преобразования контравариантных координат.

Если же дана и метрика пространства, т. е. тензоры g ik и g ik, то 
и все переходы от ковариантных тензоров к контравариантным, и на
оборот, тоже определены.

Резюмирзя и обобщая все, что мы сказали выше, мы можем дать 
такое общее определение.

Совокупность п'п чисел х

где /, k, / , . . . ,  X, ft, v,. . .  =  1, 2, 3 , . . . ,  я, а число индексов т ,— мы 
называем тензором т-го порядка, ковариантным по индексам I, & ,/ , . . .  
и контравариантным по индексам X, р, V,. . .  при условии, что эти числа 
образуют с любыми т векторами сумму произведений вида:

2  T)ki:::A ‘B kcl- • - м у ч -  • . = scalar,

значение которой не меняется при преобразовании координат, которая, 
следовательно, представляет собою скалар.

Легко видеть, что из произведений тензоров низшего порятка можно 
получить тензоры более высокого порядка. Умножение на скалар (тензор 
нулевого порядка) не меняет порядка тензора.

178. Сокращение индексов. Положим, нам дан смешанный тензор 
третьего порядка 7^v и пусть при перемене координат его составляющие
будут 7~*v. В обеих системах координат должно иметь место равенство: 

причем векторы
. A. BV-, О

преобразовались в векторы __ — __
А, в* , с \

Подставим в правую часть этого равенства формулы преобразования для 
векторов А  и

A  =  2 > U .  №  =  I > S 8 * ;

получаем:

I ( ^ . ; i a № =S  (T^KeiA**-
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Но так как A t и В к— любые векторы, то должны иметь место 
равенства:

Таких равенств, для разных X и ц мы будем иметь пг.
Мы можем их расположить в квадратной таблице, как детерминант. 

Если теперь сложить п равенств, стоящих по диагонали этой таблицы, 
то там X будет равна р, а потому

1.2  а\
откуда видим, что

2  71 C W 2  r b cv = scalar-

Это значит, что тензор преобразуется как ковариантный вектор. 
Таким образом путем суммирования по диагонали мы получили вектор, 
т. е. тензор на два порядка ниже прежнего.

Формально это достигается сокращением равных индексов

п , = д .

Это правило применимо к тензорам любого порядка.
179. Пример. Мы знаем, что

2 4 - Я * =  7?

есть смешанный тензор второго порядка. Если суммировать только при 
i =  k, то, как известно,

2  AtB l —  scalar;

получаем скалар, т. е. тензор на два порядка ниже, чем 7*.
130. Производные. Если брать производные по времени от какого- 

либо тензора, то при этом порядок его не меняется. Так, например, век
тор г остается вектором, обращаясь в скорость

dr

Несколько иначе дело обстоит с частными производными по коор
динатам.

Так, например, для скалара <р имеет:

+  *• ■ +  ^ ^ * == ( g rad<P-^s)-

Jcp
В этой сумме из произведений на dx  величины d x l суть соста-

о Х

вляющие контравариантного вектора; а так как dy  — скалар, то djP
должны быть составляющие ковариантн го вектора. Этот вектор мы



ПРОИЗВОДНЫЕ 201

уже встречали в трехмерном пространстве (стр. 58, 62); мы назвали его 
градиентом поля и обозначали

G =  grad <р =  V

Из этого мы видим, что формально можно оператор Гамильтона V  

(стр. 50, 52) считать за ковариантный вектор с составляющими .О X1
Если сочетать гамильтонов вектор с каким-либо настоящим векто

ром, например V, как будто это два множителя, то, очевидно, получим 
тензор второго порядка:

Tik =  §3? V*‘

180]

Этот тензор второго порядка может быть ковариантным (как у нас 
написано) или смешанным, смотря по тому, каков вектор v: ковариант
ный или контравариантный.

В последнем случае можно смешанный тензор сократить, езяв сумму 
произведений с равными индексами, т. е. написать:

Т * =  — vk, ' Ьх1 ’

scalar.

Таким путем мы получили расхождение вектора V, т. е. скалар.
Совершенно то же самое получаем и при тензорах более высокого 

порядка
Общее правило таково: операция grad повышает порядок тензора на 

единицу, а операция div понижает тоже на единицу.
По этому поводу напоминаем читателю уже вышесказанное (стр. 66, 

71). Здесь при прямоугольных координатах разница мекду ковариант- 
ными и контравариантными составляющими пропадает, они становятся 
тождественными. Поэтому 1сякий тен ор можно считав за смешанный и 
получать из него тензор двумя порядками ниже сокращением рядом стоя
щих индексов.

Мы так и делали.
Сперва мы в скаларном поле получили поле вектора

V — — grad ср.

Затем получили поле тензора 7* с составляющими

* dy

ит. д,; наконец, мы сложили диагональные составляющие этого тензора, 
т. е. сократили тензор, положив i =  k, что дало нам скалар:

V 2? =  grad ■ grad - ср =  — 4тгр.
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В теоретической физике часто встречаются случаи (теория упрз го
сти, электростатика и т. д ), когда этот процесс применения операций 
grad и сокращение индексов продолжается еще далее. Так, например, 
из тензора второго порядка p ik давлений в упругом теле (рху означает 
составляющую по оси X  давления на площадку, которой нормаль па
раллельна оси Y) путем диференцирования мы получаем тензор третьего 
порядка:

т  _ Аikl  ̂ Pik'
При картезианских координатах этот тензор можно считать смешан

ным и сократить по индексам i и I, т. е. составить суммы при i —  l. 
Так как индекс к должен быть х , у , z, то у нас получатся три суммы:

& vpxv  di v p xv, di wpx2.

Это будут составляющие по осям координат вектора силы, отнесен* 
ной к единице объема.

Действительно, plk суть давлении, т. е. силы на единицу поверхно
сти; а разделенные еще на d x l — представляют собою силы на единицу

объема. В этом примере мы тоже видим, как 
из тензора третьего порядка путе й сокра
щения получился вектор, т. е. тензор пер
вого порядка.

181. Параллельное перемещение вектора.
Представим себе на плоскости прямолинейные 
координаты Х Л, Х 2, и пусть некоторый век
тор А перемещается из точки Р  в точку Р', 
оставаясь себе параллельным (рис. 124). При 
этом его составляющие по осям координат 
X j и Х 2 останутся неизменными.

Если же вместо прямолинейных коорди
нат взять какие-нибудь криволинейные, то при перемещении вектора 
параллельно самому себе его составляющие могут измениться.

Для того чтобы это было яснее, возьмем на 
плоскости круговые координаты (рис. 125), и 
пусть некоторый вектор А, приложенный к точке 
Р, лежит вдоль по оси Х г. Его составляющие 
по г и а будут:

А = Р А ,  Ах=  0.

Переместим этот вектор в положение Р' 
параллельно самому себе. После такого пере- Р Аг А
мещения его составляющая по радиусу-вектору Рис. 125.
уже не будет РА', а будет равна РА' cos а.
Тонн® так же изменится и другая составляющая Аа; она не будет больше 
равна нулю, а будет равна углу ( а — jj).

Из этого примера мы уже видим, что, зная только составляющие 
вектора для двух соседних точек Р  и Р', мы еще не можем судить о

/
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том, передвинулся ли вектор параллельно самому себе или он при этом 
переменил свое направление.

На плоскости этот вопрос решается очень просто: проводят какую- 
либо прямолинейную систему координат и наблюдают за составляющими 
вектора по этим осям; если составляющие остались неизменными, то 
вектор переместился параллельно самому себе. Несколько сложнее дело 
обстоит на неплоской, кривой поверхности; на ней совсем нельзя про
вести прямолинейных координат. Поэтому для решения вопроса о па
раллельности векторов приходится выйти из кривой поверхности в третье 
измерение. Однако, как увидим ниже, и трехмерное пространство может 
быть тоже кривым, т. е. не подчиняться законам эвклидовой геометрии.

Как же быть при «-мерном пространстве?
Для того чтобы в n-мерном пространстве термин параллельное пе

ремещение вектора получило определенный смысл, условимся считать, 
что вектор переместился параллельно самому себе, если в некоторой 
определенной системе координат его составляющие, несмотря на переме
щение, остались неизменными. Как увидим ниже, такое определение воз
можно, если ограничиться бесконечно малыми перемещениями; выяснится 
также, какую именно систему координат нужно выбрать для определе
ния параллельности.

Но предположим на время, что такая система координат нашлась, и 
что при перемещении вектора из точки Р  в соседнюю точку Р' п-мер
ного пространства (расстояние между точками Р  и Р' равно ds) все со
ставляющие этого вектора остались без изменения, т. е.

dA ‘—  0, / = 1 , 2 , 3 , . . . ,  п.

Проведем теперь какую-нибудь другую систему координат. Для этой 
другой системы, как это мы видели выше в примере круговых координат 
на плоскости, параллельное перемещение вектора может сопровождаться 
изменением всех его составляющих. Выведем формулы для этого изменения.

Пусть формулы преобразования координат опять будут:

£ ' = / ' ( * -к2,- - - .  ■**),
х г =  ’Г ( ¥ ,  52, , . . ,  5я),

а для б?5‘ и d x ‘ будем иметь:

к
Если взять какой-либо контравариантный вектор А ‘, то его 

составляющие будут преобразовываться по формулам:

где Ак — составля ющие вектора в координатах 5*.



204 III. ТЕНЗОРЫ

Изменение вектора А1 при переходе в соседнюю точку будет: 

dA ‘ =  d 2  а' Л* =  2 а '  dA* +  2  d

Если теперь принять, что в системе координат £* составляющие век
тора не изменились и dAk =  0, то в другой системе мы получим:

А*' =  У 1 d (ар Л*.=  ^  ̂ 5  Л*
k m

Подставим в эту формулу Ак и a'£'ra, выраженные через А к и через 
СПе эти подстановки будут линейные, и, следовательно, й?Лг выра

зятся как сумма произведений Ак dsP с коэфициентами, которые мы 
обоз <а 1им V‘km. 3 есь верхний индекс указывает на составляющую dAl, 
а нижние оба ноказывапт, по каким индексам суммируются произведения:

аА ‘ =  ^ Т 1ктАк d xm, k, т =  \,  2, 3,

Таких уравнений мы получим /г, а с  правой стороны каждого из 
них мы будем иметь /г2 членов; из них некоторые будут иметь одинако
вые козфипиенты, потому что Г!/гт =  Y‘mk, как это следует из их обра
зования.

Для каждой данной точки поля и для каждой выбранной системы 
координат х к величины Ylk будут иметь определенное значение. Для 
той системы, где dA l =  0, очевидно, все Y‘km будут тоже равны нулю. 
Это последнее обстоятельство указывает нам, что T‘km не тензор, по
тому что, если бы тензор имел в какой-либо системе координат все 
составляющие равными нулю, то они и после любого преобразования 
коорзинат остались бы ра ными нулю.

Ниже мы определим значение этих коэфициентов Г подробнее и 
дадим для них формулы; но сейчас нам достаточно з н а т ь ,  что они опре
деляют изменения составляющих вектора А при его параллельном пере
мещении в соседнюю точку поля. Дейс:в тельно, мы доказали, что если 
существует такая система координат, для которой составляющие пере
двинутого на длину ds вектора не меняются, то для дру; их систем имеет 
место соотношение:

dA i = ’Y i TikmAk -d xm.
km

Это соотношение называется аффинной связью точки Р  с ее со
седними точками, находящимися на расстоянии ds\ величины Y‘km назы
ваются коэфициентами этой аффинной связи.

Легко доказать и обратную теорему: если дана аффинная связь, т. е. 
Y‘km в данной точке, то всегда можно найти такие координаты, для ко
торых dA‘ =  0.

Действительно, стоит только положить
1
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где V = о я о учим:

^  / 1, если i =  k
Й* \ 0, если i - r k ,

32'Д Г'1 km,

и для какого-либо вектора Л*, а также и для dx:т имеем: 

Л* =  У  а1 Ат= ~Ak; d xm =  d-n .

Далее,

и, следовательно,

П dx'n -kt* d lm^ d ( a ‘),

dAi =  ̂ d ( a l )  Ak.

Сравнивая это с общею формулою

dAl =  a'k(TAk - f  X
A A

мы видим, что, действительно, выбранные нами новые координаты у д о 
влетворяют условию dA k =  0.

182. Метрика смещенных векторов. Каким же образом установить 
аффинную связь соседних точек ноля?

Д  1я этого мы воспользуемся выражением для скаларной величины 
вектора Л :

(Л)2 =  ] Г ^ Л 'Л *
til

которая в предыдущем параграфе у нас еще не играла никакой роли 
мы ведь говорили исключи гельно о составляющих, вектора, а не о нем 
самом. Теперь мы можем добавить еще требование, чтобы вектор при 
параллельном перемещении не изменял своей скаларной величины.

Покажем, что это условие соверш енно достаточно для установления 
аффинн ,й связи.

Заметим, что подобное требование (т. е . чтобы при параллельном 
перемещении вектор не изменял своей скаларной величины) с точки 
зрения обычной 1 еомегрии подразумеваете! само собою : однако с более 
общей точки зрения оно является уже некоторым ограничением общ но
сти. В § 187 мы еще вернемся к этому вопросу, а сейчас примем, что 
скаларная ветичина вектора А неизменна, т. е. положим:

й?(Л)2 =  2  (dgikA lAk +  g.kdAl • A* - f  gu A l ■ dAk) =■ 0.

Если мы подставим сюда (стр. 204, 111)

и
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и расположим соответственным образом множители, то полупим:

лА 41м ,= ° -

Это уравнение должно иметь место для любого вектора А  и для 
любого перемещения d x ‘. Отсюда заключаем, что коэфициенты этой 
суммы, стоящие в скобках, должны независимо от значения множителей 
равняться нулю. Из полученных, таким образом, ijxу уравнений мы мо
жем определить Г, например следующим образом: напишем значение 
производных от g  , переставляя индексы i, ц, v:

Or РР --- Or Р° •5/р va Sue vi9/̂p Vjj.

~  =  —  A  J> — S  r°  :Oif 1»/

=  л.,г r? 4-0- Го.' b pp /v I Sw ;>

Во всех членах правой части здесь подразумевается суммирование по 
дважды встречающимся значкам. Взяв полусумму этих трех равенств,

обозначив ее через и приняв еще во внимание, что и Г®,(

симметричны относительно нижних индексов, т. е. что

*i» =  £V и r ^  =  r V
получаем:

1  ( Ъ£г‘у I igiv
2 \  Ъх' J ai4 Ъх1 /

Эти уравнения линейны относительно Г^, а коэфициентами в них 
служит метрический тензор gia. Поэтому, решая их относительно Г°,у, 
получим опять такие же уравнения, только с коэфициентами g ‘°;

Встречающиеся здесь символы pv
i

и называются символами

Кристоффеля; для того чтобы отличать их, им даны названия символов 
Кристоффеля первого и второго рода.

Резюмируя "все то, к чему мы пришли в последних двух параграфах, 
мы можем сказать следующее.

Если в данном нам «-мерном пространстве поля установлена не только 
метрика (gik) в каждой точке, но и метрическая связь в соседних 
точках (d(A )2 —  0), то тем самым установлена аффинная связь сосед
них точек Г° ,̂ и мы всегда можем найти такую систему координат и



переместить вектор А ‘ так, что в этих новых координатах все соста
вляющие вектора останутся неизменными. Такое смещение вектора 
называется параллельным смещением вектора.

Заметим еще, что если для двух векторов А ‘ и В ‘ при их парал
лельном смещении

d { A )  2 = 0  
и

d { B ) 2 =  0,
то и

d { A B )  =  0».
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Другими словами, угол, образуемый двумя параллельно самим себе 
смещенными векторами, остается при таком смещении неизменным. Так 
оно и должно быть.

Мы знаем, что для трехмерного эвклидова пространства та система 
координат, в которых параллельному смещению вектора соответствует 
dA‘ —  0, есть система прямолинейных координат.

Мы сейчас увидим, что в более общем случае, в неэвклидовом (так 
сказать, кривом) пространстве такими координатами служат геодезические 
линии, т. е. линии кратчайших расстояний.

В частном случае эвклидова я-мерного пространства, где кривизна 
равна нулю, эти линии кратчайших расстояний обращаются в прямые.

183. О вариационном исчислении. Прежде чем приступить к опреде
лению линий кратчайших расстояний в я-мерном пространстве, мы счи
таем полезным, хотя вкратце, напомнить читателю приемы вариацион
ного исчисления.

Большею частью приходится применять вариационное исчисление при 
решении задач следующего рода.

Дана некоторая функция координат х ‘, затем производных этих ко
ординат по некоторому параметру t (например по времени) х ‘ и, нако
нец, самого параметра t. Мы можем изобразить эту функцию знаком

L(t, х 1, х 2, . . дг1, х 2,. , . )  =  L (t, х 1, х О, 
где

d x ‘
~dc i =  1, 2, 3 , . . . ,  n.

Задача состоит в том, чтобы найти такие соотношения между коорди
натами и параметром t, чтобы значение интеграла

^L (t, х 1, х 1) dt =  extremum,
t

взятого между пределами tx и t2, было maximum или minimum, т. е. 
вообще — extremum.

' Как увидим ниже, кроме этого могут быть прибавлены еще некото
рые дополнительные условия.

1 Доказательство читатель легко найдет, если рассмотрит выражение d{A-\-B*.
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Обозначим искомые соотношения, т. е. искомую функцию через

Таких уравнений должно быть у нас столько же, сколько зависимых 
переменных х ‘, т. е. всего п. Они будут представлять собою ур внения

линий в «-мерном простран
стве, написанные в параме
трической форме с парамет
ром t.

Лля наглядности чита
тель может пректавить себе, 
что параметр t есть вр^мя 
и что вдоль каждой линии 
координат движется по точке, 
согласно одному из вышена- 
писанных уравнений Одно
временно с этим в простран
стве будет двигаться неко
торая дочка Р  (рис. 126) и 
описывать линию, для кото
рой х 1 — f ‘(t) будут пара- 

X мефические уравнения.
Конечно, в\есто времени 

t мы можем взять любой 
другой параметр, например 

длину пройденного точкою пути s, и т. п.
Рассмотрим предварительно, как вообще определяют maximum или 

minimum какой-либо данной фу кции.
Пусть, например, нам дана кривая y = f ( x ) .
Положительное значение диференциала

dy =  d x  
i)x

означало бы, что ордината у  растет при переходе к соседним течкам 
кривой по направлению +  d  г. Но если мы дойдем до такой точки Р0, 
в которой dv из положительного значения переходят в отрицательное, 
т. е. ордината начинает убывать, то, очевидно, это будет указывать, что 
мы стали переходить через maximum у. Аналогичное явление будем 
иметь и для minimum. Поэтому вообще для отыскания точки extremum 
нам необходимо положить

т. е.

Если наша функция зависит от нескольких переменных х \  то мы 
должны б уде vi для extremum написать условие:

ix“  й  dx'  +  s f >  ^ + •  • • +

dy =  0, 
d f

=  0.
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Если все dxl могут быть взяты произвольно, т. е. между ними не 
дано никакой зависимости, тогда, очевидно, наше уравнение распадется 
на п независимых уравнений:

Решение этих уравнений и определяет координаты х 1 той точки Я0, 
для которой наша функция /  получает экстремальное значение.

Впрочем, довольно часто бывают даны еще добавочные условия, как, 
например: найти extremum функции /  при условии, чтобы некоторая 
функция <р оставалась постоянной:

(х‘) —  const.

Тогда в вышенаписанном уравнении величины dxl уже не будут 
независимы друг от друга, а должны удовлетворять еще условию:

. . + p - r d x * =  0. 1 Ъхп

Для того чтобы удовлетворить и этому добавочному условию, поль
зуются методом неопределенных множителей Лагранжа. Умножая это по
следнее уравнение на X и прибавляя к уравнению для dy, получаем:

Теперь величины dxl опять стали независимы друг от друга, или, 
иначе говоря, их зависимость уже принята нами во внимание введением 
коэфициента X, а потому наше уравнение опять распадается на п ура
внений:

Ъх‘ +  Xi ? ~ 0:

которые вместе с данным нам уравнением ф  ( х 1)  =  const представляют 
собою п - \ - 1 уравнений для определения всех х ‘ и еще X.

Отсюда й определяются все координаты х £, соответствующие extre
mum f ( x e) при условии, что у ( х ‘) =  С.

Нечто иное мы имеем в поставленной выше задаче вариационного 
исчисления, где функции f ! (х‘) сами по себе не даны, а требуется опре
делить их вид и притом так, чтобы данный нам интеграл принял экстре
мальное значение.

Однако, несмотря на такое различие, и для таких задач математи
кою выработаны аналогичные приемы.

Вместо того, чтобы переходить к соседним точкам, т. е. диферен- 
цировать, как это мы делали для определения extremum, мы теперь 
будем переходить к соседним функциям, т. е. варьировать. Делается 
это следующим образом.

Заменим нашу линию в «-мерном пространстве

14 Теоретииокая физика. Ч. I,
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другой линией (рис. 127), бесконечно мало от нее отличающейся, 
положив

х 1~ у 1 -}- й*.

Здесь е — бесконечно-малая величина, а £' — некоторая функция 
параметра t.

Посмотрим, какое это вызовет изменение, т. е. вариацию в нашем 
интеграле

F = ^ L ( t ,  х 1, У) dt.

Определение вариации bF интеграла делается совершенно так лее, 
как мы определяли прежде полный диференциал. Необходимо только 
иметь в виду, что теперь производные нужно брать по е.

При этом пределы интеграла мы будем принимать 
постоянными, а х 1 и х 1 мы должны считать за функ
ции от г. В таком случае мы получим:

У - У + й ' ,  f  =  5',

Т '= У + Е  ?, ==
О С

Приняв все это ьо внимание, и приравняв bF нулю 
с целью найти extremum, подобно тому как мы и 

Рис, 127. раньше приравнивали нулю df, получаем:

b F =  \ b L -d t : is
к i

l - V  h £  ] e ■ dt =  0.

Вторые члены в скобках можно преобразовать так:

ЪЬ
Ъх1

— jL  ( —  ^ Д __А  ) &
dt \Ъх* dt \Ьх‘)

Первый член справа можно непосредственно интегрировать по t , и 
тогда получаем:

h

bF =
Ь Ц х ‘ I1, J  \b x ‘ dt ix l Ii Ц 4 >

Так как границы и t2 у нас неизменны, то для них все должны 
равняться нулю, и первый член пропадает.
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Далее, если все £' независимы друг от друга, т. е. могут быть 
выбраны произвольно, то наше равенство распадается на п уравнений:

bL d n • 1 о Q—------------ -  —  0, i =  1 , 2 , 3 , . . . ,  n.
Ъх1 dt Ьх‘

Таким образом наша задача привела нас к системе диференциальныЯ 
уравнений с частными производными. Эти уравнения называются ура
внениями Эйлера-Лагранжа и определяют собою целое семейство кривых 
линий, называемых экстремалями. Одна из этих экстремалей проходит 
через точки t l и t2 и делает значение интеграла F  maximum или mini
mum, вообще — extremum, т. е. решает нашу задачу.

Предположим, что в рассматриваемой задаче так же, как и в рас
смотренной нами раньше, имеются еще добавочные условия. Пусть, 
например, требуется, чтобы

h
( Ft dt — С.

1 8 4 ]

Тогда опять можно применить метод неопределенных множителей, и 
вместо extremum интеграла F ищут extremum интеграла от функции 
(L +  W ),

В таком случае необходимо, чтобы

5 1  (L +  Ш ) dt —  0.

Разница только в том, что в этом случае вместо функции L у мае 
появилась функция L-J-Ш . Множитель X определяется по условиям на 
границах.

С применением этих способов вариационного исчисления мы встре
тимся в механике.

181. Геодезические линии. По только что указанному способу опре
делим условия extremum интеграла

2 2 • '

: =  J  ds —  J  V g,k d \ l dxk

(где под корнем нужно подразумевать сумму по i и k), т. е. определим 
форму кратчайшего пути между двумя точками 1 а 2 п-мерного про
странства.

За независимый параметр мы возьмем длину этого пути s, и тогда 
мы можем положить:

. , Ьх‘~ , d x l —  — ds bs = x l ds, 

—  J  V S ikx lx k ■ ds;

14*
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при этом?

I Sik хя 1-**) 2*

Знак суммы мы опускаем. В подинтегральной функции величины glk 
зависят от координат х 1, но не зависят от х 1. Составим уравнения 
Эйлера-Лагранжа.

Для этого вычислим сначала производные по координатам:

Ъ1 1
5 5 = Д  { s^ rx 'J Zd Ъх 1И 2 U  Ъх1

р'
Первый множитель в скобках представляет собою (ds)2, деленное на 

(ds 2, т. е. равен единице. Для индексов мы взяли другие обозначения, 
чтобы не спутать, что ц и v должны в указанной сумме принимать все
возможные значения, между тем как i есть номер уравнения и по нему 
с у м м и р о в а н и е  не п р о и з в о д и т с я .  На тех же основаниях

Ы
d-X' v-

Если от этого выражения брать полную производную по s, то надо 
иметь в виду, что gt суть функции х 1 и xv, которые в свою очередь — 
функции параметра s. Поэтому:

ds дх1 ^  ‘ Zd

Последнее суммирование, мы можем разложить на две полусуммы для 
того, что ы после вычитания из них вычисленной выше производной 
по координатам получить знакомое нам выражение Кристоффеля:

tew ,
дх„ Ъх,

II v 
i

После этого уравнения Эйлера-Лагранжа для геодезической линии 
примут вид:

^ + £ [ 7 ] ^ ’ = ° 'Ь V L

Таких уравнений по индексу г будет всего п, и мы можем их раз
решить относительно п величин xV.

Пол у чаем:

* + Е { 7 '
у. v

XV-х' — 0.

Эго и будут диференциальные уравнения геодезических линий, т е- 
линий кр атй ш и х  расстояний в /z-мерном пространстве.
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Сравним полученные нами уравнения с теми, которые мы получили 
выше (сгр. 204, 181), и предпо ожим, что вектор Ак — х к и что он, 
оста аясь параллельным самому себе, передвигается по тому же напра* 
влению dxk. Тогда мы получим для изменения Этого вектора

=  J ] r '„ d x» x \
Н1'

или (сгр. 206, 182):

х к V\  х?х', —  0,
[>., V V  ̂ /

т. е. ту же геодезическую линию.^
Отсюда заключаем, что геодезические линии имеют следующие 

свойства:
1) геодезическая линия есть кратчайшее расстояние между двумя 

точками;
2) геодезическая линия может быть получена движением элемента 

дуги ds вдоль самого себя, т. е. передвижением вектора ds параллельно 
самому себе на длину ds.

Совершенно такими же свойствами, как мы знаем, обладают прямые 
линии в эвклидовом пространстве.

185. Пример. На поверхности шара (двухмерное пространство) прове
дем меридианы и параллели, и пусть координатами какой-либо точки Р  
служат углы — долгота ср и полюсное расстояние 0 (географическая ши
рота равна 90°— &). Элемент дуги на поверхности шара при г = 1  
выразится через ср и 0 так:

(ds)2 =  (sin 0 rfcp)2 - f  (й?0)з.
Следовательно,

S n  =  sin2 ft,

£22= =

£ l 2 = 0»
I Si* I =  sin! ft-

Заметим, что gik —  0, потому что мы выбрали прямоугольную систему 
координат.

Далее, все контравариантньте составляющие метрического тензора g  
а также и их детерминант |^ й | с^ть обратные величины ксвариантных 
составляющих.

Предлагаем читателю самому убедиться в том, что все

[v b
за исключением

[ М ’]=-[2.2Ь'"9“*
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все

за исключением

| ^ | =  — sin ft cos 9.

Уравнения геодезической линии будут, следовательно,’ 

б — sin & cos Э • &tf =  О,

<р -}- 2 ctg & • dtp =  0.

Эти уравнения можно, конечно, получить и непосредственно, прирав
нивая

2

Ь j* / (sin в dtp)2 -{- (й'&;2 =  0.
1

Геодезические линии будут здесь большие круги. Предоставляем это 
доказать читателю.

186. Тензор кривизны. Выше (стр. 204, 181) мы вывели формулу для 
изменения вектора А 1 (т. е. его составляющих) при перемещении его 
параллельно самому себе на длину dxk и получили:

dAl —  2  Т‘ка dx*Ak.

Если обойти вектором А 1 бесконечно малый замкнутый контур (вычи
слить curl А 1), то,, придя в исходную точку, мы можем, вообще го
воря, и не получить dA‘= 0 ;  вектор может притти с другими соста
вляющими.

Для того чтобы уяснить себе, каким образом вектор при обходе 
замкнутого контура, оставаясь все время параллельным самому себе и, 
тем не менее, придя в исходную точку, может оказаться изменившим 
свое направление, рассмотрим следующий наиболее простой пример.

На поверхности шара (кривое двухмерное пространство) начертим 
сферический прямоугольный треугольник (рис. 128), составленный из двух 
перпендикулярны* д р у  к другу меридианов 13 и 23 (рис. 128) и 
четверти экватору 12.

Этот замкнутый контур составлен из трех геодезических линий 
шаровой поверхности.

Пусть некоторый вектор А  имеет в точке 1 направление по экватору, 
и, следовательно, его составляющие по экватору е и меридиану т 
будут равны:

Ат —  0.

Передвинем вектор А в точку 2 по поверхности нашего шара 
ц притом так, чтобы он все время оставался параллельным самому себе.
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Согласно нашему определению (стр. 2 '3, 181 и стр. 213, 184) параллельное 
перемещение означает неизменность составляющих вектора по геодези
ческим линиям во всех точках пути данного вектора, иначе говоря, век
тор А при своем параллельном движении должен во все время сохранять 
один и тот же угол с геодезическими линиями. При таком условии век
тор Ау, сохраняя все 
время свое направле
ние по экватору, при
дет в точку 2 с напра
влением А х (на рис. 128 
в трехмерном простран
стве это будет напра
вление по —лг), кото
рое образует с мери
дианом 23 прямой угол.
Этот прямой угол век
тор А должен сохра
нять и при своем даль
нейшем движении по 
линии 23 до точки 3,
В точке 3 вектор А 
оказался направленным 
по меридиану 13 и при 
движении по этому ме
ридиану должен опять 
оставаться себе парал
лельным, т. е. сохра
нять свое направление
по меридиану. В таком случае, придя в точку / ,  т. е. в свою исходную 
точку, он будет иметь составляющие по экватору и по меридиану:

А т— АГ
Отсюда мы видим, что, хотя вектор во все время своего движения 

перемещался параллельно самому себе (относительно геодезических линий
нашего кривого двухмерного пространства), 
тем не менее, придя в исходную точку, 
он оказался повернутым на угол 90°, его 
составляющие уже другие (А4=^=0).

На плоскости, т. е. в-эвклидовом двух
мерном пространстве, параллельное пере
мещение вектора (относительно прямых 
линий) по любому замкнутому пути не 
может 
можем

странстве параллельное перемещение 
Разберем теперь общий случай.
Пусть вектор А 1 переходит по пути d x  (рис. 129) из точки Р  в Рг 

и затем по пути $лг ь точку Р 2. В точке Рг вектор А \  будет иметь со
ставляющие B l =  A l -\- dA l

изменить его составляющих. Мы 
сказать, что в эвклидовом про
однозначно (dA —  0).



а придя в течку Р 2, будет иметь составляющие

0  =  A 1 -f- dA‘ - f  Ь( A1 +  dAl).

Изменение вектора при переходе из точки Р  в точку Р2 будет, сле
довательно, равно:

ДА * =  С1— А '=  dA‘ -{- ЪА‘-\- b(dAl).
При этом

Ь(dA l) =  2  dYih>bxlA k -j- 2  ‘kXoxl dAk.
k\ ' k\.

Если итти в точку Р 2 по пути РР’Р2, то получим такое же выражение, 
только знаки § и d переменятся месами.

Разность этих двух выражений и дает нам изменение вектора А 1 для 
всего замкнутого пути РРгР2Р ’Р:

кА ‘=  5] (йТ1к)Ьхх — d x l )Ak 4  Т'ю(охЧАк — dxxbAk).
/л

Здесь мы можем подставить

? Р°
и получим:

ДА 1 —  2  R lk:a d-x ' d xaAk,
k,f,e

где

К -  Ш  -  Ш  +  2  ( Г (Л  -  ПА),
причем I, к, р, 0 — 1, 2, 3, . . .  , я.

Этот смешанный тензор четвертого порядка называется тензором кри
визны я-мерного пространства. Его форм>ла была дана впервые Рима
ном как обобщенное понятие о кривизне поверхностей (т. е. двухмер
ного пространства), введенное Гауссом.

Если R ‘k t вез е равен нулю, то изменение вектора А 1 при его па
раллельном перемещении по замкнутому пути равно нулю, а изменение 
dAl между двумя точками поля не зависит от ' пути перемещения. Зна
чит, если тензор R ‘koe =  0, то всегда можно найти такую координатную 
систему, чтобы Г'п =  0, т. е. чтобы gik были постоянны. Это и есть 
свойство эвклидовой геометрии в прямоугольных координатах.

Из смешанного тензора R lka можно путем сокращения по индексам i 
и о получить ковариантный тензор второго порядка. Далее, мы можем 
превратить этот тензор в /?£> смешанный, по формуле:

р

При вторичном сокращении при k =  p получаем скалар.

2 1 8  ш . тен зо ры
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187. Обобщение Вейля. Мы уже указывали (стр. 2 05, 182), что вве

денная нами метрика пространства, т. е. формула, по которой опреде
ляется скаларная величина вектора по его составляющим, а именно, что 
формула

(А )'~Ъ*аЛ'АЛik

допускает еще большее обобщение. У нас величины gik определялись 
единичными векторами е по осям координат. Векторы е в криволиней
ных координатах не были постоянны, а сами были функциями коорди
нат (стр. 196, 174) и в зависимости от е изменялись и g tk. Вейль пред
ложил еще более обобщить это, приняв, что единица измерения скалар- 
ной величины вектора тоже может быть функцией координат.

Следовательно по Вейлю мы должны предположить, что

(А ) ’ =(Х (*0)22 ^ л 'л *
ik

где Х(х.г) означает некоторую функцию координат.
Мы только вкратце наметим следствия, вытекающие из обобщения 

Вейля.
Вышедоказанные теоремы о параллельном перемещении вектора 

несколько изменятся.
Прежде всего заметим, что Х(х') в вышенаписанной формуле может 

быть любая произвольно заданная функция координат. Поэтому опреде
ление скаларной величины вектора по этой формуле не имело бы ника
кого практического значения, если бы не ввели больше никаких доба
вочных условий. Действительно, если бы при одной форме функции X 
вектор А при каком-либо параллельном перемещении остался себе равным, 
то стоит только дать другую функцию X, и тот же вектор при том же 
смещении оказался бы измененным. Для того чтобы избежать этого произ
вола и чтобы равные векторы в двух соседних точках оставались рав
ными при любой заданной функции X, мы должны ввести добавочное 
условие. Условимся мерить векторы масштабом, который сам был бы 
функцией координат. Эту последнюю функцию мы условимся выбирать 
сообразно с функцией X и притом так, чтобы равные векторы в двух 
соседних точках поля оставались равными при любой функции X.

Итак, положим сперва, что X =  1 и что некоторый вектор А ‘ переме
стился параллельно самому себе из точки Р  в соседнюю точку Р \  при
чем dA‘=  0. В таком случае скаларная величина этого вектора, т. е. 
длина его /0, не изменилась

d!0 =  0.

Введем теперь множитель X, и пусть он будет некоторой функцией 
координат. Тогда длина вектора изменится и будет равна:

_, I — Х/0. с

Изменение этой длины при том же самом перемещении будет равно!

dl =3: £?X/q -J- X dlQ.
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А, приняв во внимание, что dl0 равно нулю, можем написать:

dl —  сШ0 =  — /.
К

Относительное удлинение будет:

dl (А ... .. 
t - r  =  Y = d ( ig i ) .

Если функцию \Ы 1) оставить произвольной, но зато условиться измерять 
векторы в различных точках поля различными масштабами и притом так, 
чтобы скаларная величина сместившегося вектора А все же оставалась 
одна и та же, то, очевидно, для этого надо выбрать переменный масштаб 
тоже с относительным удлинением £. При таком масштабе два равных 
и параллельных вектора в двух соседних точках останутся равными при 
любом множителе Х(л;г).

Таким образом мы установили между соседними точками поля кроме 
аффинной связи еще и метрическую связь. Другими словами, мы не 
только условились, что подразумевать под параллельным перемещением 
неизменного вектора, но и условились, как измерять его скалярную ве
личину, чтобы прй любой функции 1(х‘) она всегда оставалась одной и 
той же.

Величину s можно представить как функцию смещения d x \ и так 
как это смещение предполагается бесконечно малым, то это будет линей
ная функция

s =  2  <f / dx*.

Легко видеть, что

Но это еще не все. Принятое нами изменение масштаба не при всякой 
метрике будет полным диференциалом. Это означает, что при движении 
вектора по двум разным путям от точки Р  до точки Рг (стр. 215, 186) 
его изменения dAl могут оказаться равными; или, что то же самое, при 
движении вектора по замкнутому пути dAl может и не равнят! ся нулю.

Легко видеть, что при предложении Вейля кроме тех изменений, о 
которых мы говорили выше и которые привели нас к тензору мы 
при обходе замкнутой кривой получим еще тензор:

*Рр
дхя

В тех случаях, когда этот тензор равен нулю, мы приходим к риманов
ской метрике; а если еще и тензор Rlhvs —  0, то мы возвращаемся к 
евклидову пространству.
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