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В настоящей работе получена оценка снизу для количества многочленов фиксированной степени и высоты  

с ограниченным дискриминантом и количеством действительных корней. 

Цель исследования – установить связь между оценкой снизу для количества многочленов с малыми дискриминантами 

и количеством их действительных корней. 

Материал и методы. Материал – дискриминанты многочленов ограниченной степени и высоты. Использованы клас-

сические методы метрической теории диофантовых приближений. 

Результаты и их обсуждение. Получена оценка снизу для количества многочленов, высота и степень которых не 

превосходят Q и n соответственно, при условии, что их дискриминанты не превосходят величину 2 2 2nQ  − − , а количество 

их действительных корней не превосходит m. 

Заключение. В данной работе показано, как условие на количество действительных корней многочлена  

с ограниченным дискриминантом влияет на количество таких многочленов. 
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The paper presents a new lower bound for the number of polynomials of fixed degree and height with limited discriminants and a 

set number of real roots. 

The aim of the research is to establish a connection between a lower bound for the number of polynomials with limited 

discriminants and the number of their real roots. 

Materia and methods. The object of the study is the discriminants of polynomials of limited degree and height. Classical methods 

of metric theory of Diophantine approximation are used. 

Findings and their discussion. A lower bound for the number of polynomials of height at most Q and degree n has been obtained 

under the conditions that their discriminants are bounded from above by 2 2 2nQ  − −  and the number of their real roots is at most m. 

Conclusion. In the paper it is shown how a condition on the number of real roots influences the number of polynomials with limited 

discriminants. 

Key words: рolynomial, height of a polynomial, discriminant, Diophantine approximation. 
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усть  

 ( ) 1
1 1 0= n n

n nP x a x a x a x a−

−+ + + +  –  

неприводимый многочлен с целыми коэффициентами степени n с корнями  и высотой 

. Если , то Р(х)  является минимальным многочленом для всех своих кор-

ней. Для Q ∊  определим класс таких многочленов  

  

Пусть 1  – корень многочлена P, ближайший к x. В данной статье мы рассмотрим следующие ха-
рактеристики многочлена P(x), важные для теории диофантовых приближений:   

• расстояние между ближайшими корнями (P), ;  

• величина производной в корне, ближайшем к : ;  

• дискриминант   

Заметим, что если ведущий коэффициент многочлена  соизмерим с его высотой, т.е. 

, то все корни ограничены по модулю константой:  [1]. Здесь и далее 

 – символ Виноградова и  – константы, зависящие от  и не зависящие от Q. 

В серии работ [1–6] были получены оценки сверху для (P), а также снизу и сверху для 

 [7–11]. 

Наилучшие известные оценки величины (P) получены в работе [5], где доказаны неравенства 

 с последовательно возрастающими значениями . Авторами работы [5] отме-

чено, что нахождение более точных оценок ( ) – открытая задача, по своей сложности сопоста-

вимая с классическими проблемами диофантовых приближений. 
Целый ряд доказательств в современной теории диофантовых приближений основан на оценках 

снизу для производной . Используя свойства дискриминанта , нетрудно доказать, что 

 [7; 12]. В метрических задачах диофантовых приближений важно получить оценку 

сверху для количества многочленов  с условием , . Эта задача рас-

сматривалась Давенпортом и Фолькманом и была применена ими при решении проблемы Малера [9; 
13]. Оценка  

  

была доказана В. Спринджуком [7] и Р. Бейкером [14]; в работах [15; 16] эта оценка была усилена для 

. 

Методы исследования величин  и  схожи. Для получения оптимальных оценок дан-

ных величин необходимо охарактеризовать распределение всех корней 1, 2, …, n. Однако для од-

ного и того же многочлена дискриминант  содержит большее число малых сомножителей 

, что приводит к различным результатам. 

В настоящей статье мы покажем, как на оценки сверху для  влияет количество действитель-

ных корней . Оказывается, что при небольшом количестве действительных корней нельзя так же 

эффективно находить многочлены с малыми дискриминантами, как в общем случае. 
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Обозначим  

 ( ) ( ) 2 2 2

, , ( , ) = :1 ,n v

n m nQ v P Q D P Q  − −    (1) 

Где Р имеет ровно m действительных корней.  

Теорема 1. Пусть . Тогда для достаточно больших  при  вы-

полняется неравенство  

  (2) 

где константа в символе Виноградова зависит только от .  
 

Для доказательства теоремы 1 используем следующие три леммы, доказанные в [1] и [12].  

Лемма 1. Пусть , и  – набор действительных чисел таких, что  

  (3) 

и  

  (4) 

Тогда существуют положительные константы  и , зависящие только от , для которых 

выполнено следующее свойство. В любом интервале  для достаточно больших 

, , существует измеримое множество  большой меры,  

  (5) 

такое, что для  существует  линейно независимых примитивных многочленов 

 степени в точности , удовлетворяющих неравенствам  

  (6) 

Лемма 2. Пусть  – фиксированная точка, Р – многочлен с комплексными коэффициентами 

степени , а  – корни многочлена Р, упорядоченные по возрастанию расстоя-

ния от точки :  

  (7) 

Пусть  – старший коэффициент . Для  выполнено неравенство  

 . (8) 

Если для некоторого  выполнено неравенство  

  (9) 

то  

  (10) 

Лемма 3. Пусть константы  и , , удовлетворяют условиям леммы 1. Обозначим  
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Пусть  – такая комплексная точка, что условия (6) выполнены для некоторого многочлена P 

степени  с комплексными коэффициентами и константы . Тогда для корней много-

члена  справедливы оценки  

  (13) 

где  

  (14) 

а корни  упорядочены как в (7).  

Д о к а з а т е л ь с т в о   т е о р е м ы  1. Пусть  удовлетворяют условиям (3), (4), и пусть  

определены как в (11) и удовлетворяют (12). Сперва покажем, что  

  (15) 

Из (11) имеем . Значит, . Так как 1= = = = 1,m m nv v v+ − , имеем 

, . Просуммировав все оценки для разных , из (3) получаем искомое 

равенство (15):  

  

Теперь пусть ,  достаточно большое и , где  – множество, найденное 

из леммы 1. Согласно лемме 1 неравенства (6) выполняются для некоторого неприводимого много-

члена  степени . Тогда согласно лемме 3 выполняются неравенства (13), и для любой пары 

индексов , , имеем оценку  

  

Из доказательства леммы 1 (лемма 4 в работе [1]) вытекает существование удовлетворяющего нера-

венствам (6) многочлена , высота которого имеет порядок не более :  

  (16) 

для некоторой константы , зависящей только от . Используя определение дискриминанта, полу-

чаем  

  (17) 

С одной стороны, модуль дискриминанта многочлена  – целое число, а с другой стороны, он не ра-

вен нулю в силу неприводимости . Поэтому данный модуль можно оценить снизу единицей. 
Для доказательства теоремы требуется построить нужное число многочленов с ограничениями на 

дискриминант  

  (18) 

для некоторой константы . В силу (17) неравенства (18) выполняются при . Вычи-

тая последнее равенство из (15), получаем эквивалентное равенство  

  (19) 
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Теперь оценим количество многочленов, которое мы можем получить таким образом. Используя 

(13) и лемму 1, для каждого  получаем неравенство , где многочлен  удо-

влетворяет условиям леммы 1. Следовательно,  

  

где  и  зависят только от . Используя ограничение (16) на высоту многочлена, получаем оценку  

 , 

откуда следует, что  

 . 

Для получения наиболее точной нижней границы найдем максимальное возможное  с учетом усло-

вий (12), (15), (19). Докажем, что максимум  достигается при  

  и .  

Пусть существует такое , что . Легко проверить, что для любого  выполнено 

равенство  

  

Пусть  таково, что . Тогда, заменив в (19)  

  

на  

 , 

получим сумму, меньшую (19) на . Чтобы сохранить в (19) равенство, величину  необходимо 

увеличить на . 

Таким образом за конечное число шагов мы получим равенство , увеличивая  на 

каждом шаге. Следовательно, максимальное значение  достигается лишь в том случае, когда все 

,  > 1,jd j  равны между собой. 

Легко проверить, что , так как ; условия (12) при этом также выполнены. 

Из равенств  

 
0 2= = 1 ( ) , 1 1,jv n v и v m j d j m− − + −   −  

следует оценка снизу  

  

Если обозначить , то предыдущее неравенство принимает вид  

 , 

что завершает доказательство. 
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