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ГЛАВА V.

Плоская тригонометр1я и полигонометр1я.

§ 26. Тригонометрически функцш. Прямоугольный 
треугольникъ.

1. Въ планиметрш мы узнали, что между сторонами и углами тре
угольника имеется известная зависимость.

Теоремы о конгруэнтности треугольниковъ обнаруживаютъ, что 
треугольникъ вполн-fe опредЪленъ по форме и по величине, если въ немъ 
даны либо три стороны, либо две стороны и уголъ, между ними заклю
ченный, либо сторона и два прилежащихъ угла. Если даны две стороны и 
уголъ, противолежащШ одной изъ нихъ, то треугольникъ этими данными 
.тоже определяется, если не однозначно, то и не бол+.е, ч-Ьмъ двузначно.

Мы можемъ, такимъ образомъ, сказать, что всякШ разъ, какъ изъ 
шести элементовъ треугольника— трехъ сторонъ и трехъ Гугловъ— даны 
;каюе-либо три, они опредЪляютъ уже три остальные. Единственное 
исключеше отсюда представляютъ три угла, такъ какъ они не независимы 
другъ отъ друга, а имЪютъ постоянную сумму въ два прямыхъ. Три 
угла фактически составляютъ, такимъ образомъ, только два данныхъ, 
а потому ихъ и недостаточно для опредЪлешя треугольника. Въ более 
общей форме можно было бы сказать, что всяюй разъ, какъ между 
шестью элементами треугольника даны три каюя-либо зависимости, 
весь треугольникъ определяется либо однозначно, либо многозначно. На 
этомъ основываются многочисленныя конструктивныя задачи, въ которыхъ 
требуется построить треугольникъ по тремъ даннымъ, наприм-Ьръ, по 
тремъ высотамъ, по рад1усамъ вписанной или описанной окружности и т. д.

Если мы хотимъ проследить эти соотношешя аналитически, то 
нужно заметить, что углы и отрезки  сами по себе представляютъ 
совершенно различный вещи, измеряемый соответствен но  р а з 
личными единицами. Единица въ томъ и въ другомъ случае пред- 
ставляетъ собой совершенно произвольно выбранный объектъ, но одно
родный съ изм еряем ы м и определенны й о т р е зо к ъ  въ одномъ

1*
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случай и опред-Ьленный уголъ  въ другомъ случай. Углы к отрезки 
могугъ быть, конечно, выражены числами; но это суть числа различнаго 
рода, нисколько не связанный другъ съ другомъ.

Для измфрешя отркзковъ повсюду въ наук! принята метрическая 
система, такъ что единицей служить метръ или сантиметръ. Углы въ прак- 
тическихъ прим-Ьнешяхъ измеряются исключительно градусами, минутами 
и секундами; при чемъ прям ой уголъ  делится на 90 равныхъ частей, 
называемыхъ градусами; градусъ— на 60 минутъ, минута— на 60 секундъ. 
Тупой уголъ им'Ьетъ больше 90 градусовъ, а выпрямленный— 180 граду- 
совъ. Въ последнее время возникли стремлешя ввести и для угловъ де- 
сятичныя дТлешя; именно, делить уголъ на 100 градусовъ, которые и 
дальше делить десятично. Такое десятичное дТлеше имело бы большое 
преимущество на практике; однако, по настоящее время тригонометри- 
чесшя таблицы еще не приспособлены къ этому дТленш.

2. Если мы желаемъ выразить зависимость между углами и сторо
нами треугольника при помощи уравненШ, то нужно выразить при по
мощи чиселъ не самые углы, а нТкоторыя друпя величины, зависания 
отъ угловъ и находянцяся въ то же время въ извЪстномъ отношенш къ

длинамъ. Эти величины называются тригоно
м етрическим и функциями. Значеше ихъ 
проще всего выясняется на прямоугольномъ 
треугольнике.

Пусть А В С  (фиг. 1) будетъ прямо
угольный треугольникъ съ прямымъ угломъ 
при вершине С; а, b — катеты, с — гипотенуза. 

Острые углы а и /? дополняютъ другъ друга до прямого; каждый изъ 
нихъ называется дополнительны мъ угломъ по отношешю къ другому.

Отношеше катета а, противолежащаго углу а, къ гипотенуз!» с 
называютъ синусомъ угла а и выражаютъ это въ письме коротко такъ::

а
sina =  —

с

Синусъ представляетъ собой, таким и образомъ, положительное число» 
и при томъ правильную  полож ительную  дробь, такъ какъ гипоте
нуза всегда больше катета.

Отношеше къ гипотенузе катета прилежащаго называется коси- 
нусомъ угла а. Пишутъ:

b
c o sa =  — ■

с

Такимъ образомъ косинусъ представляетъ собой правильную положитель
ную дробь.
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Отношеше катета противолежащаго а къ катету прилежащему b 
называется тангенсомъ угла а, а обратное отношеше катета прилежа- 
щаго къ катету противолежащему называется котангенсом ъ угла а.
Въ письме:

, а btg а =  -  > cotg а =  — • о а

Наконецъ, иногда вводятъ еще остальныя два отношешя: гипоте
нузы къ катету прилежащему и гипотенузы къ катету противолежащему, 
который называются соответственно секансомъ и косекансомъ угла а; 
въ обозначешяхъ:

с сsec а =  — > cosec а -------b а

Такъ какъ тригонометричесмя [функцш sin a, cos а, tga , cotg а, 
sec a, cosec а, определяются отнош ен1ями сторонъ треугольника, то они 
не изменяются, если мы заменяемъ треугольникъ АВС  другимъ, подоб- 
нымъ ему треугольникомъ. Но два прямоугольныхъ треугольника всегда 
подобны, если они имЬютъ общШ острый уголъ. Тригонометричесмя 
функцш, поэтому, зависятъ только отъ угла а, а не отъ длины и поло-' 
жешя сторонъ треугольника, въ который входитъ этотъ уголъ.

Значешя четырехъ функц1й sin a, cos a, tg a  и cotg a  даются въ обык- 
новенныхъ тригонометрическихъ таблицахъ. Функщи sec а  и cosec а, ко
торый употребляются гораздо реже, обыкновенно въ нихъ не приводятся.

Таблицы, большей частью, содержать не самыя функцш, а ихъ 
Бригговы логариемы и, именно, для всехъ угловъ отъ 0° до 90°, отъ 
минуты до минуты. Чтобы найти соответствуюиця числа для промежуточ- 
ныхъ угловъ, нужно производить интерполяшю, правила которой всегда 
указываются во введешяхъ къ таблицамъ ъ

* Происхожден1е и значен1е слова ,,smus“ не совсемъ ясно. Оно пришло 
къ намъ черезъ посредство арабовъ и известно на западе съ XII столе™. 
Слово „cosinus" представляетъ собой сокращеше термина „complementi sinus* 
(синусъ дополнительнаго угла: cosa=sinp) и вошло въ употреблете съ XVII сто- 
лета. Къ этому, примерно, времени относятся и термины „tangens", „secans“. Ср. 
Cantor,S'.Gesch. d. Mathematik", Bd. I, S. 693; Bd. II, S. 604; v. BraunraUhl „Vor- 
lesungen uber Qeschichte der Trigonometric". Новое обосноваше тригонометрш 
можно найти въ учебникахъ элементарной математики. Мы упомянемъ здесь сле
дующее: H[iibner, „Ebene und raumliche Geometrie des Masses* (Leipzig, Teubner, 
1895); Hessenberg, „Ebene und spharische Trigonometrie* (Samralung Goschen) и 
сборники задачъ, принадлежанце авторамъ: Reidt, Lieber и LUhrnann. Haentz- 
schel, „Ober die verschiedenen Grundlegungen in der Trigonometrie*, Programmdes 
Kollnischen Gymnasiums zu Berlin.
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3. Тригонометрически функцш связаны различными сооткошегйями, 
который легко выводятся изъ ихъ определен^. Прежде всего по теорем-fe- 
Пиеагора

а2 Ь2 =  с2;

отсюда, принимая во внимаше определешя синуса и косинуса, получаемы

sin2a  +  cos2a =  1. ( 1)

Поэтому каждое изъ чиселъ sin а и cos а можетъ быть выражено черезъ- 
другое:

cos а — У  1 — sin'2 a, sin а =  ] /  1 — cos2 a. (2)

Дал-fee, для остальныхъ четырехъ функшй получаемъ:

tg a
sin а
cos a

cos a
cote a =  —-----•

sin a (3)

1seca  = -------->
cos a

cosec a
1

sin a (4)

Эти соотношешя можно многообразно комбинировать; можно, на- 
примЬръ, каждую изъ шести тригонометрическихъ функшй выразить- 
черезъ одну изъ нихъ; это очень хорошее упражнеше. Такъ, напри- 
м1.ръ, мы получаемъ:

l  +  tg2a
1

cos2 a
1 +  cotg2 a _ J ___-

sin2 a (5)

Уголъ /? въ прямоугольномъ треугольник-fe (фиг. 1) дополняетъ до 
прямого уголъ а; но такъ какъ

• а Ь о а cos а =  — )
с с

cos а =  sin (3, sin а — cos /?, (6)

cotg a  =  tg /9, cotg £ =  tg a. (7)

§ 27. Гон1ометр1я.

1. Такъ какъ въ прямоугольномъ треугольник-fe, кром-fe прямого угла, 
могутъ быть только острые углы, то вышеизложеннымъ тригонометри- 
чесюя функцш определяются только для острыхъ угловъ. Но даже въ тре
угольнике могутъ уже быть и тупые углы; въ четыреугольнике (фиг. 2) 
уголъ уже можетъ быть больше двухъ прямыхъ, въ пятиугольнике же 
можетъ встречаться и такой уголъ, который больше четырехъ пря
мыхъ, если мы согласимся, какъ это естественно, определять уголъ въ 
многоугольнике, какъ часть плоскости, расположенной между двумя
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смежными сторонами внутри многоугольника. Но для такихъ угловъ, 
которые больше четырехъ прямыхъ, необходимо принимать, что часть
площади многоугольника расположена надъ другою частью, какъ это,

Фиг. 2

напримЪръ, обозначено на фиг. 3 для пятиугольника. Здесь уголъ при 
вершине А больше четырехъ прямыхъ Ч

Въ виду всего этого представляется необходимымъ определить три
гонометрически величины не только для тупыхъ и сверхтупыхъ угловъ, 
но и для угловъ любой вообще величины. Съ этою целью самый уголъ 
определяется, какъ мера вращ ею я, которое совершаетъ лучъ, выходящШ 
изъ неподвижной точки, подобно, напримеръ, 
часовой стрелке. Мы имеемъ тогда возможность 
отмЬтить знакомъ и направлеш е вращ ен1я 
вправо или влево; вместе съ темъ весь неограни
ченный рядъ чиселъ можетъ служить для выражешя 
угловъ. Чтобы это выразить несколько точнее, 
возьмемъ окружность и лучъ СЕ, вращающШся 
вокругъ ея центра С. Кроме того, на окружности 
выберемъ произвольно нулевую точку А (фиг. 4)_
Вращеше луча можно измерить тогда угломъ а, 
который обошелъ вращающШся- лучъ, начиная съ 
положешя С А ; этотъ уголъ мы будемъ считать 
положительнымъ, если для наблюдателя, стоящаго въ точке С, вращеше 
происходитъ справа налево (въ направленш, обратномъ часовой стрелке), 
а въ противоположномъ случае — отрицательным^ по абсолютной величине 
уголъ а можетъ возрастать неограниченно въ одну и въ другую сторону.

Уголъ измеряютъ двоякимъ способомъ. Во-первыхъ, можно разде
лить всю окружность на 360 градусовъ, а затемъ, когда точка обойдетъ

1 Чтобы понять, въ какомъ смысле уголъ А на фиг. 3 превышаеть 4d 
нужно себе представить, что прямая А В приходить въ положение АЕ  и образуетъ, 
следовательно, уголъ А, вращаясь вокругъ вершины А и последовательно проходя 
черезъ вершины С, D, Е.
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всю окружность, .считать градусы дальше 360-ти. Можно также измерять 
уголь отношешемъ длины дуги, которую описываетъ на окружности 
точка ея пересЪчешя X  съ лучомъ, къ длине р ад 1уса; это отношешё 
принимается положительнымъ въ одномъ направленш и отрицательнымъ 
въ другомъ направленш (абсолютная или круговая мера углозъ).

Это отношеше не зависитъ отъ величины рад!уса окружности, а 
также не зависитъ и отъ принятой единицы длины. Если мы за единицу 
длины примемъ рад1усъ, то самая длина дуги А Х , выраженная въ 
этой единице, представляетъ собой меру угла а. При этой системе измЪ- 
решя угловъ выпрямленный уголъ  (180°) измеряется числомъ

л  =  3,14159265

прямой уголъ  измеряется числомъ

=  1,57079632 . . .

и, наконецъ, вся перифер1я числомъ

2яг =  6,283 18530 ___

Единицей угла въ этой системе измерешя служить такой уголъ, длина 
дуги котораго равняется рад1усу. Мы получаемъ число градусовъ х  для этого 
угла изъ пропорщи х : 180 =  1 : гг, которая даетъ уголъ въ 57° 17' 44,8".

Двумя взаимно перпендикулярными 
д1аметрами мы делимъ кругъ (а ихъ про- 
должешями и всю плоскость) на 4 части 
I, II, III, IV, который мы будемъ назы
вать квадрантам и, или четвертям и, и 
именно 1-мъ, 2-мъ, 3-мъ и 4-мъ квад- 
рантомъ (фиг. 5). Мы можемъ также 
вести счетъ дальше и говорить о 5-мъ, 
6-мъ . .  .,  а также о— 1-мъ, — 2-мъ . . . 
квадрантахъ. Въ такомъ случае 5-ый 
квадрантъ, напримеръ, покрывается 1-мъ, 
а 4-й квадрантъ — 1-мъ. Но при изме- 
ренш вращешя они различаются между 
собой*.

2. Углы въ 1-мъ квадранте соот- 
ветствуютъ острымъ угламъ въ прямо- 

угольномъ треугольнике фиг. 1-ой; если мы, поэтому, изъ точки X  (фиг 6) 
опустимъ перпендикуляръ на начальное положеше pafliyca С Л, то длина а 
этого перпендикуляра будетъ равна синусу угла а въ предположены,

* Номеръ квадранта, уменьшенный единицей, выражаетъ число целыхъ еди
нишь, содержащихся въ угле, когда за единицу принимается прямой уголъ.
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что мы попрежнему принимаемъ рад1усъ за единицу длины. ОтрЪзокъ 
C Y — b представляетъ собой косинусъ угла а.

Условимся теперь считать перпендикуляръ, опущенный на начальный 
ддаметръ АА', положительнымъ, если онъ направленъ вверхъ, и 
отрицательнымъ, если] онъ направленъ внизъ. Точно такъ же пер- 
пендикз'ляръ къ д1аметру<ВВ' мы будемъ считать положительнымъ, 
если онъ направленъ въ сторону точки А (вправо) и отрица
тельнымъ, если онъ направленъ въ сторону А' (влево); вместе съ 
т£мъ числа, выражаюпця результатъ 
измерешя, мы будемъ снабжать соот
ветствующими знаками. После этихъ 
соглашешй мы будемъ разуметь подъ 
синусомъ угла длину перпенди
куляра изъ точки X  на начальный 
дламетръ; подъ косинусом ъ—отрЬ- 
зо к ъ  отъ центра до 'о сн о ваш я 
этого  перпендикуляра, или, что 
то же, длину перпендикуляра изъ 
точки X  на прямую В В '.

Заметимъ здесь, что тригоно
метрически функщи, собственно го
воря, представляютъ собой не длины, 
а отношешя этихъ длинъ къ длине 
длинами этихъ перпендикуляровъ, что особенно наглядно, если мы выбе- 
ремъ рад!усъ за единицу длины; сообразно этому говорить также о 
■синусе и косинусе, какъ о тригонометрическихъ лишяхъ.

Въ виду установленныхъ соглашешй мы имеемъ следующее пра
вило знаковъ:

въ I-мъ квадранте синусъ косинусъ 
» Н-мъ „ „ +  » —
» 111-мъ „ я —  я —

я I V -МЪ я я —  л + >

какъ это легко видеть на фиг. 5.
3. Периодичность. Если уголъ а возрастаетъ или убываетъ на 

целую окружность, то точка X  возвращается въ свое первоначальное 
положеше. Поэтому синусы и косинусы также получаютъ первоначальный 
значешя. При круговой мере угловъ это выражается следующими 
формулами:

sin (а +  2яг) =  sin a, cos (а +  2лг) =  cos а. (1)
И вообще:

sin (а +  2 kjz) =  sin а, cos (а +  2&jt) =  cos а,

в

paaiyca; но ихъ можно выражать

(2)
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где k  произвольное положительное или отрицательное целое число. То 
свойство тригонометрическихъ величинъ, что онТ не изменяются, когда 
уголъ нарастаетъ на определенную величину, называется перюдич- 
ностью; величина же 2 я , равно какъ и всякое кратное 2 яг, называется 
п ер1одомъ. Каждый у го л ъ  можно привести  въ одинъ изъ пер- 
выхъ четы рехъ квадран товъ , присоединяя надлеж ащ е вы бран
ный п ер ш д ъ .

4. Если уголъ возрастаетъ или убываетъ на половину окружности, 
то точка X  переходитъ въ д1аметрально противоположную точку Х.у  
Функши sin а и cos а по абсолютной величине не меняются, но о б е . 
меняютъ свой знакъ (на фиг. 6 треугольники C X Y  и СХ2 Т2 конгру
энтны). Мы имеемъ, такимъ образомъ:

sin (а  +  яг) =  — sin а, cos (а  +  яг) = — cos а, (3)

каковыя формулы остаются въ силе для любого угла а.

Вычитывая яг, мы можемъ привести уголъ 3-го и 4-го квадранта 
къ 1-му или 2-му.

5. Если мы произведемъ вращеше А Х  =  а въ противоположномъ 
направлены, то, каковъ бы ни былъ уголъ а, точка X  приходить въ 
положеше X s, симметричное съ X  относительно АА'. Вследсгае этого, 
синусъ меняетъ свой знакъ, а косинусъ остается безъ изменешя; вместе, 
съ темъ мы получаемъ для всякаго угла а :

sin ( — а) =  — sin а, cos ( — а) =  cos а. (4)

Заменяя ж еачерезъ — а въ соотношенш (3), мы, такимъ образомъ,. 
получаемъ:

sin (я  — а) =  sin a, cos (яг — а) =  — cos а. (5)

Для двухъ  угловъ , дополн яю щ и хъ  д р у гъ  д руга до яг, си
нусы равны, косинусы же равны по абсолю тной  величине, но 
и м ею тъ  различны е знаки .

6. Мы видели уже въ предыдущемъ параграфе и убеждаемся въ 
этомъ непосредственно на фиг. 6, что синусъ остраго угла а равенъ 
косинусу дополнительнаго угла; иначе говоря, когда уголъ а лежитъ въ 
первомъ квадранте, то

cos а =  sin (6)

Если же а есть тупой уголъ, то а '= я г — а есть острый уголъ; 
поэтому, согласно соотношенно (6), cos (яг — а) =  sin ( — ^ /2 а),
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или, въ виду соотношешй (4) и (5), опять-таки cos а  =  sin (лг/2 — а), 
а также sin а = cos (гг/2 — а). Формулы (6) остаются, такимъ образомъ, 
въ сил» и для тупыхъ угловъ. Если уголъ а лежитъ въ 3-мъ или 4-мъ-. 
квадранте, го уголъ а — я  падаетъ въ 1-ый или во 2-ой квадранты, а 
потому и теперь cos (а — лг) =  sin (лг/2 — а-)-гг); въ силу же формулъ (3) 
отсюда опять-таки вытекаетъ соотношеше (6).

Если, наконецъ, мы увеличимъ или уменьшимъ уголъ а на произволь
ное кратное 2л , то мы убедимся, что соотношеше (6) справедливо всегда...

Наконецъ, что соотношеше

sin2 а +  cos2 а  =  1 (7)
также справедливо при всякомъ угле а, можетъ быть такимъ же обра
зомъ выведено изъ того, что оно им-Ьетъ место для остраго угла; но и 
въ общемъ случае оно представляетъ собою не что иное, какъ предло-
жеше П иеагора.

7. Что касается функщй tga , cotga, sec а  и cosec a, то ихъ мы въ. 
общемъ случай опредфляемъ просто формулами:

tg a  = sin a 
cos a

cos a cotg a =  ——  sin a
1 ■

t g a ’ (8)

1
sec a -------- 1cos a

cosec a 1
sin a

Въ виду соотношешй (3) мы получаемъ:

ftg (a +  гг) =  tg a, cotg (a + л) =  cotg a. (9)

Эти две функщй также имЪютъ, следовательно, першдъ, а именно- 
я  или любое кратное л .  Он-fe положительны въ 1-мъ и 3-мъ квадранте, 
отрицательны во 2-мъ и 4-мъ.

Изъ соотношешй (4) и (6) получаемъ:

tg ( — a) =  — tg a , cotg( — a) =  — cotg a, (10)

tg cotg a. ( И )

Далее, тангенсъ и секансъ можно также представить въ виде лишй 
круга съ рад1усомъ, равнымъ единице, и изъ этого, именно, изображен!»: 
выясняется назваше этихъ функщй.

Мы ограничимся первымъ квадрантомъ. Въ точке А  (фиг. 7) проведемъ-. 
касательную  А Е  къ окружности (перпендикуляръ къ АС); тогда по
добные треугольники СЕ А и C X Y  даютъ пропорщю:

А Ё  : X Y =  А С  : СТ,
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а такъ какъ ^YF =  sina, C F = c o s a ,  А С  =  1, то отсюда следуетъ, 
что А Е  =  tg a .

Далее, изъ т-Ьхъ же треугольниковъ вытекаетъ: С Е : С Х  =  С А : CY, 
а потому СЕ  =  1/cos а =  sec а.

8. Если даны тригонометрическая функции sin а  и cos а н Ькотораго 
угла, то этимъ уголъ а не вполне определяется; напротпвъ, уголъ а 

определяется вполне, если присоединяется еще тре- 
боваше, что онъ лежитъ между 0 и 2 тс. Если дана 
только одна изъ двухъ функцШ, — скажемъ, sin а ,— 
то и въ этомъ интервале имеются два угла, именно 
а и л — а, удовлетворяюице этому требованно; когда 
данъ cos а, то этими углами будутъ а и 2 л  — а. 
Поэтому, чтобы уголъ а въ интервале огъ 0 до 2яг 
былъ определенъ однозначно , должны быть даны 
обе функцш; значешя ихъ, впрочемъ, не могугь быть 
произвольными, такъ какъ оне связаны соотношен1емъ 
sin2 а +  cos2 а =  1.

9. Для некоторыхъ отдельныхъ угловъ числен- 
ныя значешя тригонометрическихъ функцШ легко опре

делить. Если а  =  0, то точка X  падаетъ въ точку Л; поэтому а =  О 
и b,=  1; следовательно :

sin 0 =  0, cos 0 = 1, tg 0 =  0.

Въ виду же формулы (5)

sin яг =  0, cosjt=  — 1.

Пользуясь перюдичностью функцШ, мы можемъ это обобщить, 
именно, каково бы ни было целое число k ,

sin£j r=0 ,  cos к л  = {— l)fr, tgAjr =  0, (12)

t . e. c o s £ jt  =  + 1 ,  если k  есть четное число, и cosk n  =  — 1 , если k  есть 
число нечетное. Если а есть прямой уголъ, то точка X  падаетъ въ 
точку В (фиг. 6). Вместе съ темъ а =  1, b =  0; следовательно,

Л л  л  . . . .sin —  =  1, cos — =  0, tg — =  оо; (13)

и вообще, если h есть нечетное ц ел о е  число, то

sinA y  =  ( — ! ) т , c o s /z ^  =  0, 

л
т. е. sin А— равняется -f-1 или— 1, смотря по тому, имеетъ ли число п 

видъ 4я-(-1 , или 4 л + 3 .  Выражеше tg jr /2 = o o  наглядно выясняется
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на фиг. 7, такъ какъ отрЪзокъ АЕ  неограниченно возрастаете когда 
лучъ СЕ, вращаясь, приближается къ положешю, перпендикулярному къ СА.

Для угла а въ 45° sin а и cos а становятся равными. Общее ихъ 
значение, въ виду формулы (7), равняется 1/1/2, а потому:

\л лcos — =  
4

Разсмотримъ, наконецъ, уголъ въ 60°, т. е. уголъ равносторонняго 
треугольника.

. Если мы въ равностороннемъ треугольник^, сторона котораго равна 
единиц^, проведемъ высоту, то она разд%- 
литъ основание на двТ части, каждая изъ ко- 
торыхъ равна половинЪ. Но каждый изъ этихъ 
отрЬзковъ представляетъ собой косинусъ угла 
треугольника; вмЪсгЬ съ тЪмъ, принимая во 
внимаже соотношеж’е (7), мы получаемъ:

лcos— = л
sin — =

1/3
tg T  =  l /3 .

Учеже о свойствахъ тригонометрическихъ 
функщй угловъ произвольной величины, следовательно, безъ непосред
ственной связи съ вычислежемъ треугольниковъ, называется гонш м етр1ей 
(измЬреже угловъ).

§ 28. Основныя формулы тригонометрш.

1. Для опредкпежя треугольника, достаточно, чтобы были даны 
три его элемента, опред-Ьлякшце остальные его элементы и вообще все, 
о чемъ можно спрашивать относительно треугольниковъ: высоты, бис- 
сектриссы, рад1усы вписанной и описанной окружностей и т. п. Смотря 
по выбору данныхъ элементовъ, эти опредЪлешя окажутся однознач
ными или многозначны ми. Но между сторонами и углами треугольника 
не существуетъ алгебраическихъ соотношенШ. Таковыя существуютъ 
только между сторонами треугольника и тригонометрическими функщями 
угловъ. Наша ближайшая задача и заключается въ томъ, чтобы устано
вить достаточное число такого рода соотношенШ.

2. Теорема синусовъ. Стороны треугольника А В С  (фиг. 10) мы 
будемъ обозначать черезъ а, Ь, с, противолежащее углы черезъ а, /9, у. 
Если мы опустимъ изъ вершины А перпендикуляръ AD  на противополож
ную сторону, то мы можемъ выразить этотъ перпендикуляръ ha (высоту 
треугольника) двумя способами; именно, два прямоугольныхъ треугольника 
ABD  и ACD даютъ:

ha = b  sin у =  с sin fj. О)
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Эти соотношешя остаются правильными и въ томъ случай, когда 
треугольникъ A B C  имЪетъ тупой уголъ (фиг. 11). Но то же самое по- 
строеше можно выполнить при каждой изъ трехъ вершинъ; мы, такимъ 
образомъ, получаемъ также:

a sin /? =  b sin a, a sin у =  с sin а.

■Отсюда получается двойное равенство, которое можно написать въ такой 
форм-fe:

------ =  -т—;5 =  - ------sin a sin р sin у

З т о  можно въ словахъ выразить слфдующимъ образомъ:
Въ каж дом ъ т р е у г о л ь н и к  стороны  относятся, какъ  синусы 

:;лротиволеж ащ ихъ угловъ

а : b : с =  sin а : sin ^ : sin у.

3. Чтобы найти геометричесюй смыслъ общаго значегпя трехъ отно- 
aueHift (2), мы опишемъ около треугольника АВС  окружность (фиг. 9);

пусть К  будетъ центръ и г — рад1усъ 
этой окружности. Въ такомъ случай 
центральный уголъ СКВ будетъ вдвое 
больше соотвЪтствуклцаго вписаннаго 
угла САВ =  а; и, если мы изъ точки К  
опустимъ перпендикуляръ КИ  на прямую 
СВ, то треугольники СНК  и ВНК 
конгруэнтны. Сл-Ьдовательно, Н К С = а  
и a/2 =  rs in a , или a/sina  =  2r. Если 
мы опустимъ перпендикуляры изъ точки 
К  на остальныя стороны Ъ, с, то мы 
получимъ для 2г также выражен ie 
Ыsin jS и с/sin у.

О бщ ее значен1е отношен1й (2), таким ъ об разом ъ , есть д1а- 
м етръ описанной  окруж ности .

4. Теорема косинусовъ . Въ прямоугольныхъ треугольникахъ 
A B D  и ACD  (фиг. 10) DB — c cos ft, DC =  b cosy и, такъ какъ сумма 
этихъ двухъ огр-Ьзковъ равна а, то

а =  b cos у +  с cos /?;

эта формула остается въ сил"Ь и въ томъ случай, когда одинъ изъ угловъ, 
скажемъ у, тупой: cosy имЪетъ въ этомъ cлyчat отрицательное значен1е, 
mo BMtcT-fe съ т%мъ а =  BD — DC  (фиг. 11).
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Такихъ формулъ мы, опять-таки, можемъ установить три: 

а =  b cos у -\- с cos

b =  ccosa  +  a cos у, (3)

с = a cos $ +  b cos a.

Съ помощью этихъ трехъ уравненШ можемъ определить cos a, 
co s/9, cosy по даннымъ сторонамъ а, Ь, с. Для этой ц-Ьли умножаемъ.

А

■первое уравнеше на а и вставляемъ значешя произведенШ acosy и acos /?, 
взятыя изъ посл%днихъ двухъ уравненШ. Такимъ образомъ, мы получаемъ:

a2 3 =  Ь(Ь — с cos а) +  с (с— b cos а);

сдЬлавъ же соответствующая вычисленёя для cos/9 и cosy, найдемъ:

а1 = bz с2 — 2 be cos о,

=  с2 +  a2 — 2cacos/?, (4)

с2 =  a?-\-b2 — 2ab  cosy.

5. Этимъ основныя задачи тригонометрш въ принципе разрешены: 
1* Если даны стороны а, Ь, с, то мы находимъ cos a, cos и cos у 

изъ соотношенШ (4); напримеръ,

b2 -f- с2 — а2

2. Если даны две стороны 6 и си заключенный между ними уголъ а, 
то изъ соотношенШ (4) однимъ извлечешемъ квадратнаго корня 
получаемъ:

а — У b2-\-c2—2bc cos а.

3. Если же даны две стороны b и с и прилежащей уголъ /9, то 
для определешя стороны а приходится решить квадратное ура- 
внеше, которое мы получаемъ изъ второго равенства (4). Для 
определенен же другихъ угловъ лучше всего воспользоваться 
теоремой синусовъ.
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4. Если даны два угла и одна сторона, то тЪмъ самымъ данъ и 
третШ уголъ; вместе съ тЪмъ две друпя стороны определяются 
по теореме синусовъ.

6. Т еорем а сложеш я. Такъ какъ каждый изъ трехъ угловъ тре
угольника определяется двумя другими, то и тригонометрич е :i:i>i вели
чины каждаго угла определяются тригонометрическими величинами двухъ 
другихъ угловъ. Эти тригонометрически величины должны, следовательно, 
быть связаны уравнешями. Первое изъ относящихся сюда соотношенШ 
мы получаемъ изъ уравненШ (3). Такъ какъ это суть три однородныхъ 
линейныхъ уравнения относительно а, Ь, с, то определитель системы 
долженъ быть равенъ нулю (см. т. I, § 41, 2):

-  1, cos y, cos ft

cos y, - 1, cos a

cos ft, cos a, — 1

или въ раскрытомъ виде:

cos2 а +  cos2f t -(- cos2у -(- 2cosacosftcosy  = 1 .  (5)

Подставляя же сюда у =  я — а  — ft, получаемъ:

cos2a +  cos2/? +  cos2 (a -f/? ) — 2 cosacos/?cos (a -\-ft) =  1. (6)

Однако, это не простейшее соотношеше между этими величинами. 
Отсюда, напримеръ, можно получить cos а, только решая квадратное 
уравнеше, и тогда нужно было бы еще установить, который изъ двухъ 
корней следуетъ взять. Более простыв формулы мы получаемъ следу- 
ющимъ образомъ.

По теореме синусовъ мы можемъ заменить въ формулахъ (3) сто
роны а, Ь, с черезъ sin a, sin sin у, и такимъ образомъ, мы получаемъ:

sin а =  sin ft cos у -f- sin у cos ft,

sin ft =  sin у cos a  +  sin a  cos y, (7)

siny =  sina cos/? +  sin ft cos a-

Этимъ, прежде всего, siny выражается однозн ачн о  въ тригономе- 
трическихъ функщяхъ угловъ а и ft. Если же мы имеемъ sin у, то можно 
определить cosy изъ уравненШ (7), именно:

sin a  cosy =  sin ft— cos a (sin a cos ft -f- sin/? cos a)

=  — sin a cos ft cos a -f- sin ft (1 -cos2 a)

=  — sina cos/? cos a s i n / ?  sin2a,
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д%ля же обе части равенства на sin а, получаемъ:

cosy =  sin a sin f t— cos a  cos/?. (8)

Такимъ образомъ, и cosy определяется однозначно; аналогичный две фор
мулы можно вывести, если сделать круговыя перестановки угловъ a, ft, у.

Что соотношеше (6) вытекаетъ изъ уравнешй (7) и (8), можно
обнаружить гтростымъ вычислешемъ.

§ 29. Гоншметричесюя формулы.

1. Прежде, чемъ пойдемъ дальше въ применены тригонометри- 
ческихъ формулъ къ решешю треугольниковъ, мы воспользуемся послед
ними результатами для пополнешя гонюметрическихъ формулъ.

Именно, если мы положимь у =  л  — а — ft и заметимъ, что въ силу 
соотношешя (5) § 27-го, sin (я;— а  — ft) —  sin ( а -{-/?), cos (я; — а — ft) =  
=  — cos(a-f-.yS), то формулы (7) и (8) предыдущихъ параграфовъ дадутъ:

sin ( а -{-/?) =  sin a cos ft -f- cos a sin ft, 

cos (a-)- ft) — cos a  cos ft — sin a  sin ft.

Эти формулы выражаютъ такъ называемую теорему слож ен1я 
синуса и косинуса.

2. Эти формулы покаместъ доказаны только въ предположены, что 
какъ углы а и ft, такъ и ихъ сумма содержатся въ пределахъ между 
О и я ;  однако, съ помощью предложенШ § 27 ихъ легко обобщить.

Въ самомъ деле, предположимъ сначала, что а и ft суть положи
тельные углы, меныше л , но что сумма ихъ а +  ft больше л \  полагая 
тогда а' — л — a, ft' =  л  — ft, мы будемъ иметь а +  ft' = 2  яг — а —/?<ям 
вслЬдстш'е этого для угловъ а и ft' yaiOBia, при которыхъ формулы (1) 
доказаны, удовлетворены. Следовательно,

sin (2яг— а — ft) =  sin (л — a) cos (л  — ft) cos (яг — a) sin (л  — ft), 

что на основаны соотношешя (5) § 27-го можно написать такъ: 

sin (a-)-ft) =  sin a cos f t-|- cos a  sin ft;

совершенно такъ же мы получаемъ вторую изъ формулъ (1), которая, 
такимъ образомъ, справедлива для всехъ положительныхъ угловъ а и ft, 
меньшихъ л .  Если теперь а есть совершенно произвольный уголъ, то мы 
всегда имеемъ возможность выбрать целое число k такимъ образомъ, 
чтоб# а -{ -к л  заключалось между 0 и я;; следовательно, для любого а

&in{a + ft  ft-k л ) = sin (a +  k л) cos ft +  cos (а +  к л )  sin ft,

•* 3 i 15̂? / й. V ?£

‘ д * • - ■ 1 > *1 а
И Э Л 1Я Т

а &
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откуда, при помощи соотношешй (2) и (3) § 27-го, мы вновь зыаодимъ 
первую формулу (1); такимъ же образомъ выводится и вторая. Такъ же 
мы можемъ поступить и съ угломъ ft; такимъ образомъ, формулы (1) 
доказаны для любыхъ (положительныхъ и отрицательных!») угловъ а и ft. 
Мы получимъ, поэтому, только другую форму т%хъ же уравнггай, если 
замЪнимъ ft черезъ — ft и такимъ образомъ найдемъ:

sin (а — ft) =  sin а  cos ft — cos a sin /3, 

cos (а — ft) =  cos а  cos ft +  sin a sin ft.
(2)

3. Если мы разд^лимъ другъ на друга формулы (1), то получимъ 
теоремы сложешя для тангенсовъ и котангенсовъ:

sin a cos ft ft- cos a sin ft 
cos a  cos ^  — sin a  sin ft

tg a  +  tgft 
1 -  tg a  tgjff ’

cotg (a +  ft)
cotg a  cotg/? — 1 
cotg a -|- cotg/?

(3)

Приведемъ еще н%сколько гонюметрическихъ формулъ, который не
посредственно вытекаютъ изъ теоремы сложешя и очень часто примЪняются. 

Складывая и вычитая соотношешя (1) и (2), мы получаемъ:

sin (а +  ft) - f  sin (a — ft) =  2 sin a cos ft,

sin (a ft-ft) — sin (a — ft) =  2 cos a sin ft,

cos (a +  ft) - f  cos (a — ft) =  2 cos a  cos ft,

cos (a -|- /?) — cos (a — ft) =  — 2 sin a  sin ft.

Если мы положимъ a ft- ft =  a, a — ft =  b, то получимъ :

, • , „ . a +  b a — bsin a 4- sm b =  2 sin —- — cos — - — ,

(4)

. , a a +  b . a — bsm a — sm b =  2 cos —-— s in --------,

. . .  a ft- b a — bcos a ft- cos b =  2 cos — -— cos-------- ,
(5)

, n . a ft- b . a — b cos a — cos b = — 2sin — -— sm ---------.

4. Если въ формулахъ сложешя мы положимъ а — ft, то получимъ 
такъ называемый формулы у д во еш я  угла:

sin 2 а =  2 sin a cos а, 

cos 2 а =  cos2 а — sin2 a,
(6)



изъ которыхъ последняя можетъ быть представлена также въ любомъ 
изъ двухъ видовъ:

cos 2 а  =  2cos2a — 1 =  1 — 2 sin2 а. (7)

Если зд-Ьсь заменить а  черезъ а/2, то получимъ:

1 -|- cos а  =  2 cos2 >

1 — cosa =  2sin2 (8)

„ . а  а sina =  2sin — cos— •

Изъ первыхъ двухъ уравненШ (5), умножая ихъ на cos£(a +  &) и 
зпЦ (а-|-6), въ виду соотношенШ (8) получаемъ:

а-\-Ь 
C0S 2

. а-\- b
slnT 2~

(sina +  sin6) =  sin (a -\-b) cos 

(sin а — sin b) =  sin (a +  b) sin

a — b
~~2

a — b
(9)

а отсюда путемъ д-клеша:

sin a — sin b 
jsina +  sin^

tg
a — b

2

Если мы еще воспользуемся формулой

„ 1cos2a =  | а ’ l + t g 2a

то получимъ изъ соотношенШ (6) и (7)

2 tgasin 2 a  =

cos2 a =

tg2 a  =

1 + t g 2a

1 — tg2a 
l + t g 2a ’

2 tg a
1 — tg2a '

( 1 0 )

Какъ видно отсюда, всЬ тригонометрически функцш , могутъ быть 
выражены чрезъ тан ген съ  половиннаго угла. Именно, если мы зам-fe- 
нимъ а чрезъ а /2 и для краткости положимъ



то получимъ:

2 1
s r n a -  1 +

c o sa =
1 - t 2 

1 +  t 2 ’

tg a
2 1

T ^ T 2'

(П )

Эти формулы имЪютъ то преимущество, что o n t свободны отъ. 
радикаловъ, или, какъ говорятъ, раш ональны , между т%мъ какъ выра- 
жешя тригонометрическихъ функщй черезъ одну изъ нихъ безъ помощи 
функцШ половиннаго угла всегда содержатъ радикалы.

§ 30. Умножение и дЪлен1е угла.

1. Формулы (6) и (7) § 29-го выражаютъ синусъ и косинусъ угла 2 а 
черезъ rb  же функщй самого угла а. Если мы положимъ для сокращешя

x  =  2 cosa, (1)

то эти формулы можно представить

2 cos 2 a 

sin 2 a

въ виде

=  sina- х.

Изъ теоремы сложешя, полагая въ формулахъ (4) § 29-го /3 =  2 а, полу- 
чаемъ:

cos3a =  2 c o sa c o s2 a  — cos a, 

sin 3 a  =  2 sinacos2 a-\- sin a, 

откуда съ помощью соотношешй (2) находимъ:

2 cos3a =  х 3 — З дг, 

sin 3 a  =  sin a  (x2 — 1).

2. Эти формулы можно обобщить; именно:

2 cos л a  =  А„ (х ), 

sin л a  =  sinaS„(x),

(3 )

(4)

(5)

где подъ л мы можемъ разуметь 2 или 3, а А п (х) и Вп (х) въ томъ и 
другомъ случае представляютъ собой целы я ф ун кц ш  отъ х  соответ
ственно степеней л и л —1 съ целыми коэф ф иц1ентам и. Что это 
законъ общШ, нетрудно доказать съ помощью совершенной индукцш..
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Въ самомъ деле, если въ формулахъ (4) § 29-го положимъ /3 = па, 
то мы получимъ:

cos {п 1) а — 2 cos acosna — cos\{п — 1) а, 
sin [п +  1) а  =  2 cos а sin па — sin (п — 1) а.

Подставляя сюда выражешя (5), найдемъ, что

Если мы поэтому будемъ считать уже доказаннымъ, что Ап (х), A n_i(x), 
Вп (х), В„_ 1 (х) суть ц'клыя функщи перем-Ьннаго л: съ целыми коэффищен- 
тами, то изъ этихъ формулъ то же самое вытекаегь для Лп+1 0*0 и Bn+i (х ) ; 
и то обстоятельство, что А п и В п суть функщи соответственно степеней 
п и п — 1, также вытекаегь отсюда во всей общности. Наконецъ, отсюда 
мы заключаемъ, что при четномъ п функщя А„ содержитъ только четныя 
степени х, а функщя В„ — только нечетныя. При нечетномъ п дело 
обстоитъ обратно.

Формулы (6) даютъ возможность последовательно вычислять функщи 
А п и В„. Для первыхъ простейшихъ случаевъ мы получимъ:

A, 2 = х 2 — 2,
B. 2 =  х

А» =  х8 — 3 х,
В3 =  х2 -  1

Л4 =  х4 -  4x2-f 2,
В4 =  х 3 — 2х

А~ = х 5 — 5х3 +  5х,
В. = х 4 -  Зх2+ 1

А6 =  хв -  6х4 +  9х2 — 2,
В6 =  х5 -  4х3 +  Зх

Л7 =  х7 -  7х5+  14х3 -  7х, 
В7 =  х6 — 5х4+  6х2 — 1.

Выражеше тригонометрическихъ функщй кратнаго угла черезъ 
татя же функщи п ростого  угла называется ум нож ен1емъ угла. Эта 
задача, такимъ образомъ, формулами^ (4), (5), (6) и (7) разрешена вполне *.

* Съ п о м о щ ь ю  с о в е р ш е н н о й  индукцш л е г к о  д о к а з а т ь  о б щ 1Я формулы:

А п + 1 (х) =  х А п (х) - А п -1  (*), 
Вп + 1 (х) =  х  Вп (х) — Вп _  i (х). ( 6)
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3. Обратную задачу представляетъ собой д-Ьлен^е угла. Подъ. 
этимъ мы разумйемъ опредЪлеше cos <р!п и sin у /я  по данкымъ функшямъ 
cos q> и sin q>. Эта задача, однако, не поддается такъ просто ръшенда 
а требуетъ разрЪшешя алгебраическаго уравнешя. Если мы гшложимъ 
<р =  п а , х  =  2 cos а, то мы представимъ уравнешя (5) въ вид-fe:

2 cos <р =  А п (х), sin а =
sin tp 

В п { х ) '
( 8)

Первое изъ этихъ соотношешй даетъ намъ уравнеше я-той степени для: 
опредЪлешя х. Если мы возьмемъ одинъ изъ корней этого уравнешя, то 
вторая ф ормула даетъ  намъ соотв-Ьтствую ш ее зн ач еш е  sin а.

4. Однако, уравнеше я-той степени

(х) =  2 cos <р

им-Ьетъ я корней. Слфдующ!я соображешя выяснять, какое значеше- 
имЪютъ эти я корней. Если k  есть любое ц-Ьлое число, то

cos (<р +  2 kri) =  cos ср, sin ((р +  2 ksz) =  sin go;

если поэтому

х п =  2 cos —  = 2 cos а 
и я

удовлетворяетъ уравнешямъ (8), то тЪмъ же уравнешямъ удовлетворяетъ. 
также

х к =  2 cos

Но, когда k  нарастаетъ на число, кратное я, то 2 n k ln  увеличивается на. 
число, кратное 2 л, и число х к остается, такимъ образомъ, безъ измЪне- 
шя. Сообразно этому имеется только я различныхъ значешй х к , именно-

Xqу Xг, X2) . . Хп—

Эти же я значешй всЪ различны, за исключешемъ только отд-Ьльныхъ 
частныхъ случаевъ *.

* Если, наприм-Ьръ, ср = л  и я =  3, то мы получаемъ только два различ
ныхъ значен1я

лг0 =  2 cos -g- =  1, =  — 2.

Точно также и тотъ случай, что Вп (х) =  0, при которомъ второе изъ уравнений (8) 
теряетъ свой смыслъ, можетъ имЪть мЪсто только при особыхъ значешяхъ пере- 
ыЪннаго ср, именно, когда sin ср = 0, такъ что ср есть кратное л. Эти частные случаи 
всегда ведутъ къ д-Ьлешю полной окружности на равный части, вопросъ, который 
мы разсмотр'Ьли въ том-fe I.
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5. Однако, уравнеше я-той степени, отъ котораго зависитъ д%леше 
угла, им"Ьетъ замечательную особенность; именно, при любомъ значенш ц 
оно принадлежитъ къ числу гЬхъ уравненШ, который разрешаются въ 
рздикалахъ; для того частнаго случая, когда речь идетъ о деленш всей 
окружности, мы это уже доказали въ томе I. Не входя въ общую 
reopito этихъ уравнешй, мы получаемъ результатъ по формуле М уавра 
{г. I, § 47, 8), согласно которой

(cos « -|-  i sin а)“ =  cos п а  ism  п а.
Отсюда следуетъ

П ____________________

cos а i sin а =  У cos[go—j— г sin go,
П ____________________

cos а — г sin а =  У  cos д> — г sin д>,
П ____________________  П ____________________

1 =  ]/cos - |-  i sin <jp)/cos (р — ising),
такъ что

п __________ п ______________
х  =  cos ср -j- i sin (p -f- У  cos tp — i sin 9 , (9)

где оба я-тыхъ корня связаны другъ [съ другомъ такимъ образомъ, что 
каждый изъ нихъ представляетъ обратное значеше другого; п различныхъ 
значений х мы получаемъ, если даемъ я-тому корню п значешй, которыя 
онъ имеетъ. Все значешя д; вещественны.

Въ случае я =  3 выражеше (9) представляетъ собой не что иное, 
какъ формулы Кардана для неприводимаго случая кубическаго уравнешя; 
въ томе I мы уже извлекли некоторую пользу изъ того, что привели 
этотъ случай къ деленпо угла на три равныя части.

Здесь, какъ и тамъ, решеше въ общемъ случае не можетъ быть 
выражено въ вещ ественны хъ радикалахъ. Это возможно только 
тогда, когда п есть степень 2; такъ напримеръ, для п =  2 и для п =  4 
мы получаемъ:

, /-------------:———  "l/l+ co sro  , . l / l —cosqr>
У  cos у  +  1 sin <р = у ----- -— - +  i у ----- 2“ ^ "  ’

,V-------------г ~г --—  Л /  1 I l / l  +  cosg» . 1 /  1 1 /  l +  cosqp.
У  cos д> + 1 sm <Р = у  -g +  у  -----g— -  +  i у  ~2 — У ----- 8

§ 31. РЪшеше треугольниковъ.

1. Теперь мы возвращаемся къ применешю тригонометрическихъ 
формулъ къ решешю треугольниковъ. Формулы § 28-го содержать, 
правда, все, что для этого принцишально необходимо; но изъ нихъ можно 
вывести еще друпя формулы, которыя более удобны для различныхъ 
частныхъ случаевъ.
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Мы будемъ исходить изъ задачи объ определено! угле 
по даннымъ тремъ сторонамъ а, Ь, с. Эта задача разреши; 
мой косинусовъ въ форме

г,2_|_с2 _ а2
cos а = ------—-------- ,2 Ьс

и такъ какъ уголъ а заключается между 0 и л ,  то онъ этими гоотно- 
шен1емъ однозн ачн о  определяется. Однако, для практически . л целей, 
особенно, при вычислешяхъ съ логариемами, эта формула менте пригодна, 
такъ какъ здесь необходимо вычислить сначала квадраты и произведешя 
чиселъ а, Ь, с, вычислить далее значеше дроби и по ней уже по табли- 
цамъ разыскать уголъ а. Между гЬмъ таблицы не содержать самыхъ 
косинусовъ, а только ихъ Бригговы логариемы. Если мы квадраты и 
произведешя также желаемъ вычислять съ помощью логариемовъ, то 
придется логаривмировать несколько разъ, а это не только затрудни
тельно, но и связано съ опасностью наслоешя погрешностей, съ кото
рыми неизбежно связано логариемироваше. Этого можно было бы избе
жать, если бы мы располагали формулой, въ которой одна изъ тригономе- 
трическихъ функщй была бы непосредственно выражена въ виде произве
дешя и частнаго или корня изъ данныхъ величинъ.

TV а, ,3, у 
: к, теоре-

( 1)

2. Чтобы этого достигнуть, мы изъ соотношения (1) ВЫВОДИМЪ две 
формулы:

1 +  cos а -  а2 +  (Ь +  с)2 (а +  Ь + с )  ( - а +  Ь + с )
2 Ьс 2 Ьс

1 — cos а = а2 -  (Ь — с)2 _  {а +  b — с) (а — b +  с) ( 2 )
2 Ьс 2 Ьс

а такъ какъ, согласно § 29 (8), 1 - f  cos а =  2 cos21 а и 1 — cos а =  2 sin2’ a, то

а - Л / ('* + Ь + с ) ( - а  +  Ь +  с) a _  7/ (а +  Ь - с )  (а -  Ь +  с)
2 '  4 Ьс ’ 2 V 4 be

Полагая здесь для сокращешя

получаемъ:
и b -}— с =  2Sj ( 3 )

(4)

(5)

где все радикалы должны быть взяты въ положительномъ ихъ значенш, 
такъ какъ все углы меньше 90°.
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3. Площадь треугольника А равна полупроизведешю стороны на 
перпендикуляръ, опушенный на нее изъ противолежащей вершины, т. е. 
равна \ ch0 (фиг. 12). Но такъ какъ hc = b sin а, то

А =  1 be sin а =  Ъс sin cos ; (®)2 2

отсюда, въ виду формулъ (4), получаемъ:

А =  У  s (s — а ) (s — b) (s — с). (7)

Площадь треугольника можно изящно выразить черезъ перим етръ 
и углы; именно, если мы замЪнимъ а черезъ /? и у, то мы изъ соотно-

шешя (5) получимъ:

t g y £ = У

tg

(s — с) (s — а) 
s (s — Ь)

J_  Л[\(s - а) (s — Ь)
2 У '  a (s — с)

а отсюда путемъ умноженш:

s - a  = s t g i ^ t g i y ,

s - 6 = s t g i y t g £ a ,  (8)

s - c  =  stg iatgi/9,

и, наконецъ, подставляя эти выражешя въ формулу (7), найдемъ:

4 =  s2 t g ^ a t g ^ tg 4 y .  (9)

4. Рад!усъ г описанной окруж ности, согласно формул%, полу
ченной выше (§ 28, 3), равенъ a /2 sina; сл-Ъдователыю:

а =  2r sin а =  4/- sin 1 a  cos i  a,

6 =  2 r sin £ =  4 r sin £ £ cos J /?, n o )

c =  2/- sin у =  4 /-sin 1 у cos Jy.

Въ виду же соотношешй (6) и (9)

abc =  а =  =  4 г s’2 tg | a tg i  В tg J у.
sin a  2 -

Перемножая уравнешя (10) и слагая результатъ съ этимъ выражешемъ, 
мы найдемъ:

s
4 cos J a cos (/? c o s уг = (П )
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Чтобы вычислить рад1усъ вписанной окружности <? и трч paaiyca вн^впи- 
санныхъ окружностей pj, pg, р3, заметимъ, какъ это вид* о на фиг. 13, что-

А 2 А = q (а +  b -f- с) == . (— а +  b  +  с); 

поэтому

А Л Л А
 ̂ 5 — а - s - Ь 3 5 — с

откуда

1 , 1 , 1 _  s -  а , 5 — /| , s -  с _  1
Pi р2 ' р3 ~~ А А ^  А — р

Съ помощью формулъ (7) и (8) мы отсюда 
получаемъ:

р =  5 t g i a t g l P t g i y ,
8i — s t g i a ,  p2 =  s tg i  /3, (12)

03 =  s tg j 7»

что легко вывести и чисто геометрически.. 
Если мы выразимъ А черезъ а, b, с по формуле (7), то получимъ

4 02 =  ( -  а +  £ +  с) (а - Ь  +  с) (а +  b -  с) =  4 ( s - fl)Q>-6) (5- с )

4 р 2а =  

4 Язг =

a -)- b +  c S

(« +  b +  c) (a — b - f  c) (o 4 - b — c) d s (s — b) (s—a)
— a -[- b c s a

(a-\- b + c )  (— a +  b  +  c) {a +  b — c) d s(s  — c ){s— a)
CL —  Ь —j— C s -  b

(a +  b -f- c) ( — a - f  b +  c) (a — c)
—  Л

s (s — a) (s— b)

(13),

а +  Ь — с s - с

рх2 получается изъ о2, если мы заменимъ а на — а или же b  и с на — Ь' 

и — с, аналогично получаются остальные рад1усы. Можно составить 
уравнеше 4-ой степени, корнями котораго служатъ р2, pj2, р.22, р32, а 
коэффищенты котораго содержатъ квадраты сторонъ а, Ь, с (ср. § 24).

5. Какъ раньше мы исходили отъ задачи — определить по тремъ 
сторонамъ треугольника остальные его элементы, — такъ здесь мы примемъ,. 
что намъ даны две стороны а и Ь, заключенный между ними уголъ у, 
требуется же определить третью сторону с и углы а и /?.

Непосредственное решеше даетъ намъ сначала теорема косинусовъ,. 
когда же найдена сторона с, то теорема синусовъ. Если мы хотимъ раньше 
определить углы а и /?, то первое изъ соотношешй (3) § 28-го даетъ:

С COS jS =  a  —  b  COS 7 ,
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а отсюда по теореме синусовъ (с sin /? =  b sin у)

а, следовательно,
b cotg,9 sin у =  а — b cos у ; 

bsmy
tg £ = - а — b cosy

(14)

6. Однако, эти формулы страдаютъ гЬмъ недостатком*, о котором* 
мы уже говорили выше, именно оне не приспособлены для логаривми- 
часкихъ вычисленШ. Лучине результаты можно получить изъ гонюметри- 
ческихъ формул* (9) § 29-го, въ которых* мы теперь напишем* а и /?' 
вместо а и Ь:

cosа (sin а  +  sin/9) =  sin ( а -f-/?) cos >2 2

sin а  ф -  (sin а  — sin/?) =  sin (a -f  /?) sin а  — ^ •
Z ^

Так* как* а +  ̂  =  лг —у, то sin (а-}-/?) =  siny. Заменяя же sin a, sin/?,, 
siny равными им*, согласно соотношешямъ (10), величинами а12г, Ы2г,. 
с/2г и устраняя общаго множителя 1/2г, получаем*:

(а -f- />) cos —-— =  с cos —- — >
(15)

, . а +  /9 . а — /9(а — о) sin — -— =  с sin —- —- ■

Эти формулы извЬстны под* назвашемъ уравнешй М ольвейде*. Деля эти 
уравнешя почленно друг* на друга, мы получаем* теорему тангенсов*::

+ а +  a - f  b 
ё 2

Принимая во внимаше, что а +  /? У =  лг, это уравнеше можем* пред
ставить въ таком* виде:

tg
а — в  у а — b
~ Y ~ tg T ~ ' a + l > '

Если а, Ь, у даны, то отсюда можно получить разность а — /?, а съ по
мощью ея и отдельные углы а  и /?, ибо

2 а =  к  - f  а — /9 — у, 2,9 =  л: — а +  /? — у;

затем* сторону с можно определить при помощи любого изъ уравненШ (15).

* M o llw e id e , роц. въ 1774 г. въ г. Вольфенбюттеле, был* математиком* 
и астрономом*, умер* въ Лейпциг* въ 1825 году.



28§ 31

7. Уравнешя М ольвейде можно также получить очень просто при 
помощи сл-Ьдующихъ геометрическихъ соображенШ.

Если мы въ треугольник^ А В С  (фиг. 14) отложимъ

CD  =  СЕ  =  С А,
то

B D  — а — b, B E  — а +  Ь. 

£  Дал-fee
х  +  у =  а, х -  у = ft,

а +  /? а — р
Х ~  2 ’ ^  =  — ’

у яг а р
z  = 2 2 2

л  а — р
x + y + z - 2 ' 2 ’

применяя поэтому теорему синусовъ къ треугольнику A D B ,  получимъ:

, . . .  а Р ■ а — Р(а — о) sin — =  с sin ——" ‘

Точно также изъ треугольника В А Е  им-Ьемъ:

, , „  а +  Р а — Р(а -)- о) cos —— =  с cos — >

что вполнЪ согласуется съ уравнешями (15).

§ 32. Р-Ьшеше четыреугольниковъ.

1. Прим-feHeHie тригонометрическихъ формулъ къ pfeiueHiio много- 
угольниковъ производится такимъ образомъ, что мы разбиваемъ много- 
угольникъ на треугольники. Такъ, напримЪръ, въ четыреугольник-fe сумма

угловъ равняется четыремъ прямымъ, т. е. равня
ется 2л ,  и четыреугольникъ опред-Ьляется пятью 
своими элементами.

Въ самомъ д-Ьл-Ь, если мы наприм-Ьръ, при- 
мемъ, что даны четыре стороны и одинъ изъ 
угловъ, то мы получаемъ, во-первыхъ, треуголь- 
никъ, въ которомъ даны дв-fe стороны и уголъ, 
между ними заключенный, и третьей стороной 
котораго служитъ д1агональ четыреугольника. 
Эта д1агональ съ двумя другими сторонами че

тыреугольника образуетъ второй треугольникъ, дополнякншй первый до 
четыреугольника.

D
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Положимъ теперь, что намъ даны четыре стороны и сумма двухъ 
противолежащихъ угловъ. Стороны четыреугольника ABCD  (фиг. 15) 
мы обозначимъ черезъ a, b, с, d, а углы черезъ а, /?, у, д такимъ обра- 
зомъ, что стороны а, b заключаютъ уголъ а, а стороны с, d — уголъ у. 
Если теперь черезъ R  обозначимъ д1агональ BD, то теорема косинусовъ 
въ прим+,ненш къ двумъ треугольникамъ ABD  и BCD даетъ для R 2 
два выражешя

R2 =  а2 -\-Ь2 — 2 aftcosa =  с2 -\-d2 ~  2cdcosy, ( 1)

и отсюда первое соотношеше

\(a2-\-b2 — с2 ~ с Р ) ~  abeosa cdcosy. (2)

Если дал-fee выразимъ площадь 0  четыреугольника, складывая пло
щади двухъ треугольниковъ, то мы получимъ

2 в  =  absin а cdsiny, (3)

возвышая же уравнешя (2) и (3) въ квадратъ и складывая ихъ, полу
чимъ (§ 27 (7), § 29 (1)):

4’0 2 -f- \(а2 Ь2 — с2 — d2)2 = а2Ь2 +  с2сР — 2 abed  cos (a +  у).

Зд-Ьсь мы положимъ:

a2b2-\- с2сР =  (ab -f- cd)&— 2 abed, 

и тогда мы получимъ (§ 29 (8)):

16 в 2 =  4 (аЬ +  cd)2 -  (а2 +  (Р -  с2 -  d2)2 -  16 abed ^cos

Съ другой стороны,

(a2 +  b2- c 2-  d2)2 -  4 (ab +  cd)2 
=  ((a +  t if  - ( с  -  d)2) ((а -  Ь)2 -  (с+  d)2)
= (а -\-b-\-с — d)(a-\-b  — c-\-d) (а — b -\- с-\- d)(a  — b — с — d)\

если мы поэтому обозначимъ черезъ s полупериметръ:

s =  s(a +  ^ +  с +  d)>
тоЦпредыдущее выражение приметъ видъ:

— 16(s — a) (s — b)(s — с) (s — d).

Мы..получаемъ, такимъ образомъ, окончательно для квадрата площади 
четыреугольника выражеше:

в 2 =  (s — a) (s — b) (s — с) (s — d) — abed ^cos — , (4)

въ которомъ a  -f- у можно зам-Ьнить черезъ $ — г).
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Это выражеше для б 2 при данныхъ сторонахъ a, b, с, d  принимаетъ 
наибольшее значеше, если cos) (а +  у) =  0, т. е. если а +  у =  я.  Что 
сумма двухъ противолежащихъ угловъ равняется гг, это служитъ крите- 
р1емъ вписаннаго четыреугольника. Мы получаемъ, такимъ образомъ, 
предложеше :

И зъ в сех ъ  ч еты реугольн и ковъ , им-Ьющихъ т е  же самый 
стороны , наибольш ую  площ адь им-Ьетъ вписанны й въ кругъ 
ч еты реугольн и къ .

2. С оотнош еш е между отрезкам и , соединяю щ ими четыре 
точки. Четыреугольникъ также вполне определяется, если даны его сто

роны и одна д1агональ. Въ самомъ деле, по 
двумъ парамъ сторонъ и данной д1агонали 
можно построить rk  два треугольника, ко
торые совместно образуютъ нашъ четы
реугольникъ. Однако, четыреугольникъ 
опред%ленъ однозначно только въ томъ 
случае, когда вместе съ т%мъ дано, каюя 
стороны пересекаются на данной д1агонали 
и съ какой стороны ея. Такъ какъ этимъ 
определяется вторая д1агоналъ, то отсюда 

■ сл%дуетъ, что между шестью отрезками, соединяющими попарно четыре 
точки, существуетъ зависимость. Эту именно зависимость мы и желаемъ 
определить.

Пусть 0, 1, 2, 3 (фиг. 16) будутъ четыре данныя точки, (01), (02), 
(03), (12), (13), (23) —отрезки, соединяющие эти точки попарно. Применяя 
теорему косинусовъ къ треугольникамъ (023), (031), (012), мы получаемъ;

(23)2 =  (02)2 +  (ОЗ)з _  2 (02) (03) cos а,
(31)2 =  (ОЗ)2 _|_ (01)2 _  2 (03) (01) cos (а  +  0), (5)
(12)2 =  (01)2 +  (02)2 _  2 (01) (02) cos0 .

Если положимъ здесь для сокращешя:

а =  (01)2, А =  (02)2 +  (03)2 _  (23)2,
Ъ =  (02)2, в  — (03)2 +  (01)2 _  (31)2, (6)

с =  (03)2, с  =  (0 1 )2 +  ( 0 2 ) 2 - ( 12)2,
то получимъ:

. 2]/(?ccos а =  А,

2 У с а  cos (а +  ,3) =  В,

2 y h b  cos /9 =  С,

8 abc cos а  cos (3 cos (а +  /9) =  АВС.

з

( 7)
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Между тремя углами а, (а +  /?), согласно соотношешю (6) § 28-го, 
лш-Ьетъ м-Ьсто зависимость:

cos2 а +  cos2/? +  cos2 (а +  /?) — 2 cos а  cos/? cos (а +  0) =  1; 

вставляя же сюда выражешя (7), получаемъ:

аА* +  ЬВ* + сС* =  ABC +  Aabc. (8)

~Въ связи съ выражешями (6) это и даетъ искомую зависимость *. При 
этомъ выводф, а также въ окончательномъ результат^, точк-fe 0 принад- 
лежитъ известное преимущество передъ другими. Однако, эта ассиметр1я 
формулъ исчезаетъ, если мы въ равенство (8) вставимъ выражешя (6). 
Формулы становятся, однако, нисколько длинными. Если мы возьмемъ 
четыре точки въ пространств^, а не въ одной плоскости, то между ними 
и ихъ разстояшями не будетъ никакой зависимости. Но въ этомъ случай 
мы можемъ выразить объемъ тетраэдра, вершинами котораго служатъ 
эти точки, черезъ соединяющее ихъ отрезки; приравнивая же этотъ 
объемъ нулю, мы получимъ ycaoBie, при которомъ точки лежать въ 

-одной плоскости.

3. Теорема Птолемея**. Если положеше четырехъ точекъ не 
вполне произвольно, то между четырьмя отрезками, ихъ соединяющими, 
могутъ имТть мЬсто и друпя соотно- 
шешя. Прежде всего, если точки лежать 
на одной окружности, то имФетъ мЬсто 
теорема Птолемея, которую мы сейчасъ 
выведемъ.

Пусть а, а' и Ь, Ь' будутъ двТ пары 
противоположныхъ сторонъ вписаннаго 
четыреугольника, с, с — его д1агонали.
Между этими отрезками имЬетъ м-Ьсто 
зависимость, которую легко вывести изъ 
теоремы косинусовъ.

Въ самомъ д-ЬлЪ, обозначая уголъ,
■содержащШся между сторонами а и Ь, 
черезъ (ab) и уголъ между сторонами а' и Ь' черезъ (а'Ь'), мы изъ 
треугольниковъ аЪс и а'Ь'с (фиг. 17) будемъ имТть:

с2 =  а2 +  &2 — 2 ab cos {ab), 
c'i =  a'2-\-b'2 — 2a'b'cos(ab').

Такъ какъ дал Ье углы (ab) и (а'Ь') дополняютъ другъ друга до 2d, то 
4:os(a6)-f-cos(a'6') =  0- Поэтому изъ предыдущихъ соотношенШ получаемъ:

* Gauss’Werke, Bd. IX, S. 248.
** Cp. Franz M eyer. Archiv der Math, u Physik (3) Bd. 7, S. 1.
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с\аЪ +  a'b') =  (а2 +  &2)а'£' +  (а'2 +  6'2) ab 
=  (аа'-\-bb')(ab'-\-Ьа'):

Такимъ же образомъ изъ треугольниковъ ab'c и а'Ьс получаемы

c'\ab' +  Ьа") =  (аа - f  bb’) (ab-\- а'Ь’). (10)

Если мы перемножимъ эти соотношешя почленно и сократимъ на 
(ab-\-a'b') {ab'-\-ba'), то мы получимъ c V 2 =  {аа' +  bb')2] извлекая же 
отсюда квадратный корень, получимъ:

сс — аа! +  bb’ ;

это и есть теорема Птолемея, которая въ словахъ выражается слЪду- 
клцимъ образомъ:

Во вписанном ъ въ кр у гъ  четы р еу го л ьн и к’Ь прямоугольникъ, 
п остроен н ы й  на двухъ  его д 1агоналяхъ , р ав ен ъ  сум ме прямо- 
у гольн и ковъ , со о тв етств ен н о  п остроен н ы хъ  на противополож- 
ныхъ сторон ахъ .

Разделяя уравнен!я (9) и (10) другъ на друга и извлекая квад
ратный корень, получаемъ:

§ 32

с ab' -f- Ьа'
с' ab-\-a!b'

4. Т еорем а С тю арта* . Другой частный случай расположена 
четырехъ точекъ имеетъ место, если три точки расположены на одной 

прямой. Мы получаемъ тогда фиг. 18; речь идетъ
А о шести отрезкахъ AB, АС, AD, ВС, BD, CD, 

между которыми, прежде всего, имеетъ место со- 
отношеше ВС  =  BD  -f- CD. Между этими отрез
ками имеетъ место, однако, еще одно соотношеше, 
которое мы также получаемъ изъ теоремы косину- 
совъ. Именно, если обозначимъ уголъ ADC  черезъ 
а, то теорема косинусовъ даетъ:

AB2 =  A D 2 -f- B D 2 - f  2 A D  • ~BD cos a,
ЛС2 =  ,4D2 -f- CD2 -  2 A D -CD  cos a,

Если исключимъ отсюда cos a, умножая первое уравнеше на CD, а вто
рое на BD, то получаемъ:

А В 2 • CD +  АС2 • BD =  A D 2 (BD  +  CD) B D 1 • CD +  CD2 - BD.

* M athew Stew art, теологь и математикъ, жилъ 1717—1785 гг. въ Шотландйг
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Если же сюда подставимъ

B D + C D  = B C ,

B D 2 -C D  +  CD2 -Ш )  = Ш )  - C D ( BD +  CD) = B C  B D  -~CD, 

то получимъ:

ЛВ2 • CD +  AC2 ■B D - A D 3 ■~BC = 'BC -B D  • CD; 
это и есть теорема Стюарта.

§ 33. Точки Брокара.

1. Если изъ точки R, расположенной внутри треугольника АВС,  
проведемъ прямыя къ его вершинамъ, то послЪдшя образуютъ со сто
ронами треугольника, вообще говоря, различные углы. Есть, однако, одно 
особенное положеше точки R, при которомъ эти углы становятся равными:

A R A C  =  A R C B  =  A R B A  =  со (фиг. 19). (1)
Аналогичнымъ образомъ можно отыскать такую точку R ' , чтобы

^  R ’A B  =  ^ R ' B C  = ^ : R 'C A .  (2)

Эти точки R  и R '  называются точками Брокара*.
Углы даннаго треугольника обозначимъ черезъ а, /9, у. Въ такомъ 

случай въ треугольнике A C R  уголъ при вершине А  равенъ со, при 
вершине С равенъ у — со, а, следо
вательно, при вершине R  уголъ ра
венъ at— у. Если въ точке С возста- 
вимъ перпендикуляръ СС, къ стороне 
ВС  и построимъ равнобедренный 
треугольникъ ЛСС1( то последжй 
имеетъ при вершинахъ Л и С углы 
л / 2 — у, а, следовательно, уголъ при 
вершине Сх равенъ 2 у. Поэтому Ct 
есть центръ дуги ARC,  вмещающей 
вписанный уголъ ас — у. Точка R  ле- 
житъ, следовательно, на окружности, 
описанной изъ точки Сх рад1усомъСХС.

Если мы произведемъ то же 
построен1е для двухъ другихъ сто- 
ронъ треугольника, то мы получимъ 
три окружности, которыя пересекаются въ искомой точке R.

* Ср. главу о новой геометрш треугольника въ сочиненш: Е. Pascal 
„Repertorium der hoheren Mathematik“ * 1.

1 Подробное изложеше новой геометрш треугольника можно найти также 
въ русскомъ сочиненш Д. Ефремова „Новая геометр1я треугольника*.

В е б в р  ъ . Энциклоп. элемент, геометрш . з
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2. Чтобы определить уголъ со, примЪнимъ теорему синусовъ къ 
двумъ треугольникамъ C R A  и C RB.  Мы тогда получимъ:

£sinco asin(/? — со)
/\ С< -— ; •— • 7) ’sin у sin/?

Если же здесь, опять-таки по теореме синусовъ въ примененш къ дан
ному треугольнику, положимъ а\  6 =  sina: sin/?, то получимъ:

sin /? sin со sin a sin (/? —со), 
sin у sin /?

а такъ какъ по теореме сложешя

sin (/? — со) =  sin/? cos со — cos/? sin со,

то

откуда

sin/? sin a  cos/?\
sin у sin/? j cos ©sin a,

cotg со =  cotg/?
sin/?

sin у sin a ’

наконецъ, такъ какъ sin /? =  sin a  cosy +  sin у cos a, то

cotg со =  cotg a  +  cotg/? +  cotg у. (1)

Если мы отложимъ тотъ же уголъ со въ вершинахъ А, В, С не 
при сторонахъ Ь, а, с, а при сторонахъ с, а, Ь, то мы получимъ вторую 
точку Брокара.

§ 34. Основный формулы для многоугольника.

1. Разсмотримъ ломаную лишю 0, 1, 2, 3 , . . . ,  п, состоящую изъ
отр-Ьзковъ а1г а.2, аА, . ап . Мы предположимъ, что каждый отрЪзокъ 

повернутъ отъ предыдущаго на определенный 
уголъ въ одномъ определенному произвольно 
установленномъ направленш, которое мы при- 
мемъ за направлеше положительнаго вращешя: 
мы примемтГ, что углы поворота, которые 
мы обозначимъ последовательно черезъ ( 12) 
( 2 3 ) , . . . ,  (л — 1, п), все меньше л ,  и что 
сумма ихъ меньше четырехъ прямыхъ, такъ 
что направлеше отрезковъ не сделало пол- 
наго оборота (фиг. 20).

Если мы соединимъ конечную точку п съ исходной точкой 0 отрез- 
комъ а, то мы получимъ многоугольникъ (о /г —(— 1 сторонахъ) съ исклю
чительно выходящими вершинами, въ которомъ несмежный стороны
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нигде не пересекаются. Углы же этого многоугольника равны п — (12),.

Поворотъ (г, k) стороны ап относительно стороны ал , если k  >  i, 
выражается положительнымъ угломъ, именно

Отрезками д1( а2, . . . ,  ап и углами поворота (12), (2 3 ) ,.., (п — 1 ,п) 
ломаная, а вместе съ темъ и многоугольникъ, однозначно определены. 
Но самые эти 2п — 1 элементовъ (въ известныхъ пределахъ) м огутъ  быть 
заданы  соверш енно произвольно.

Если ломаная замыкается, то она о б разуетъ  я-угольникъ . 
Сумма угловъ (12) +  (23) +  . . .  +  (л — 1, л) равна 2яг, а о тр езо к ъ  
а  долж енъ быть равенъ  нулю.

2. Постараемся определить замыкаю пцй отрезокъ а по даннымъ 
элементамъ д ,, а2, . . . ,  ап , (12), (23), . . . ,  (л — 1, л); мы начнемъ съ 
случая л =  3 (фиг. 21).

Мы продолжимъ стороны а, и а3 до пересечешя въ точке 4 и 
обозначимъ отрезки 41, 42 черезъ я ,1 и ав' ; тогда изъ треугольника 
(412), въ которомъ уголъ при вершине 4 равенъ 
я  - - (13), получаемъ:

п  -  (23),

(г, k ) — (г, г +  1) +  (?' +  1, i  +  2) +  ... +  {k — 1, k) .

Ф и г . 21.

пользуясь же формулами

sin (13) =  sin (12) cos (23) +  cos (12) sin (23), 

cos (13) =  cos (12) cos (23) — sin (12) sin (23),

~мы получаемъ съ помощью простого вычислешя:

cl2 =  а12 +  2 о., а3 cos (23)

+  2 а3 а] cos (31) +  2 a L д.а cos (12). ( I )
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Пользуясь знакомъ суммовашя, эту, формулу можно представить въ 
такомъ видЪ:

Оо =  +  2 2  сц ак cos (г, k). (2)

Въ этой формЪ она справедлива для любого я, если мы распространимъ 
первую сумму на всЪ значешя i отъ 1 до л, а вторую на всЬ сочеташя 
чиселъ 1, 2, и по два.

Эту формулу во всей ея общности легко доказать путемъ перехода 
отъ я — 1 къ я; для этого достаточно ломаную а ,,  а2> а3, ап при
вести къ л - 1  отрЪзкамъ, пропуская одну изъ сторонъ и продолжая

дв-Ь друпя до ихъ пересЬчешя, такъ что получится я — 1 отр1>зковъ 
a,', as', ai : . . . ,  ап, для которыхъ формула считается доказанной (фиг. 22). 
Теперь остается воспользоваться первой изъ двухъ формулъ:

sin (13) cos (24) =  sin (23) cos (14) +  sin (12) cos (34),
(oj

sin (13) sin (24) =  sin (23) sin (14) +  sin (12) sin (34),

которыя легко получимъ изъ теоремы сложешя тригонометрическихъ 
функцШ, если положимъ (фиг. 23):

(14) =  (1 3 ) +  (34),

(24) =  (23) +  (34),

(12) =  (13) -  (23).

3. Непосредственно мы можемъ придти къ формул^ (2) также 
слЪдующимъ путемъ. Выберемъ произвольное постоянное направлеше +  
въ плоскости многоугольника и обозначимъ черезъ а , ,  а2, а3, . . . ,  а„. 
углы между направлешемъ X  и направлешями а ,,  а2, а3, . . . ,  а„, отсчи
тывая послЪдшя въ сторону положительнаго вращешя. Тогда

(/, k) =  ак -  а*;

вм-fecrfe съ т4мъ ак cos ак есть проекщя отр-Ьзка ак на направлеше X, счи
тая таковую положительной или отрицательной, смотря по тому, будетъ 
т  соотвфтствуюпцй уголъ а острый или тупой.
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Такъ какъ многоугольникъ замкнутый, то сумма всйхъ положи- 
тельныхъ проекцШ должна имйть такую же длину, какъ и сумма всйхъ 
отрицательныхъ. проекцШ; сумма же всйхъ этихъ проекцШ равна нулю. 
Это справедливо даже и въ томъ случай, если многоугольникъ имйетъ 
входяпце углы, а также, если стороны многоугольника другъ друга пере- 
сйкаютъ. Итакъ,

— a cos а = al cos а : -|- Og cos а2 -f-. . .  -(- ап cos ап.

Если мы теперь замйнимъ направлеше X  перпендикулярнымъ къ нему 
направлешемъ V, то вей углы а* возрастутъ на гг/2, и мы получаемъ:

— a sin а =  ах sin а, +  а2 sin ctg -)- . . .  -(- ап sin а„.

Возвышая двй послйдшя формулы въ квадратъ, складывая ихъ и прини
мая во внимаше, что

cos а2 +  sin а2 =  1,

cos щ cos ак sin ai sin а* =  cos (а* — at), 

мы получаемъ формулу (2).

4. Легко выразить также площадь многоугольника черезъ стороны 
а , , а 2, . . . ,  ап и углы (г, k).

Мы опять начнемъ съ четыреугольника 0 12 3 (фиг. 24), который 
мы дополнимъ до треугольника 0 4 3. Если Г  есть 
площадь четыреугольника, то

2 F  =  — (а /  а3' -  ( а /  +  а,) (а8' +  %)) sin (13); 

съ помощью же формулъ

sin (23) , sin (12)
0,1 й2 sin (1 3 )’ 0,4 ^  sin (13)

получаемъ:

2 F  =  а.2 а3 sin (23) -(- а{ а2 sin (12) +  «i а3 sin (13). Фиг. 2i.

Это выражеше можно опять-таки написать въ формй 

2 F  =  2 a i  ак sin (г, /г), »

въ которой оно остается справедливымъ при любомъ числй сторонъ.

§ 35. Периметръ и площадь правильнаго многоугольника.

1. Если мы въ кругй рад1уса г  возьмемъ центральный уголъ 2 а, 
менышй гг, при чемъ а есть дуговая мйра угла, то длина соотвйт- 
ствующей дуги равна 2 га, а площадь сектора равна г1 а. Хорда 2s имйетъ

§ 34

ч
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длину 2 rs in a , а площадь А В 'С  равна r 2tg a  (фиг. 25). Такъ какъ 
хорда короче дуги, а площадь треугольника больше площади сектора, то

s i n a < a < t g a .  (1)

2. Положимъ, что а  и /? суть два угла первой четверти, при чемъ 
а >  /?. Въ такомъ случай

sin 3̂ sin a  _  asin/? — /?sina
/3 a  a/?

и, если въ числителй последней дроби поло
жимъ

(2)

Фиг. 25.

sin а =  sin (/? +  а — /?)
=  sin /? cos (a  — /?) +  cos /? sin (a — /3), 

то получимъ: 

asin/? — /?sina
=  (/? +  a  — /?) sin /? — /9 sin/? cos(a — /?)

— /? cos/? sin (a  — /?)
=  /? sin/? (1 — cos (a  - /?))

+  H a
P a  — /?

Но это выражеше въ виду неравенства (1) всегда и м йетъ  по
лож ительное значеш е, ибо

« * ( « - «  < 1, « > 1, ± £ = ^ < 1 ,

а, слйдовательно, и разность (2) также имйетъ положительное значеше. 
Итакъ:

П ока у го л ъ  а остается между 0 и л/2 ,  др о бь  s i n a / a  убы- 
ваетъ , когда а  возр астаетъ .

3. Въ томъ же предположены а > /?  мы разсмотримъ еще разность

tg a tg/? _  /? sin a  cos/9 — a sin /9 cos a  
ea  /? a  /9 cos a  cos /9

которую можно еще написать и въ такомъ видй:

(a-|-/?)sin(a—/?) — (a —/?)sin(a-f/?) _  а 2 — /?~2 / sin ( a —/?) sin (a+ /?)\
2 a/?cosacos/? 2a/?cosacos/? \  a - - /?  a - f /?  /

Такъ какъ a  -f- /9 >  a  — /9, то эта разность, въ силу предыдущей теоремы, 
имйетъ положительное значеше. Вмйстй съ тймъ мы получаемъ пред- 
ложеше:
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Пока а остается между 0 и л12, дробь tg а / а  возрастаетъ. 
вм-fecTt съ а.

4. Если мы теперь возьмемъ уголь 2 а равнымъ я-той части четы
рехъ прямыхъ, т. е. = 2  я/п, то отрезки ВС к В 'С  становятся сторонами 
правильныхъ я-угольниковъ, а треугольники АВС, А В 'С  составляютъ- 
каждый я-туго часть соответствующего многоугольника. Первый изъ этихъ 
многоугольниковъ вписанъ въ окружность радиуса г, второй описанъ.

Если мы обозначимъ черезъ S  и S' периметры этихъ многоуголь
никовъ, черезъ F н F ’ ихъ площади, то

5 =  2я г  sin — > 
я

— 9 . я  яF = nr~ sin — cos — !я я

S' =  2 n r t g ~ ,  F ’ = n r 2 tg - ^ -

Длина окружности содержится между 5 и S', площадь круга между 
F и F'. Ч-Ьмъ бол-fee возрастаетъ я, тЪмъ ближе подходятъ другъ къ 
другу 5 и S', съ одной стороны, F и F' съ другой стороны. Общимъ 
пред-Ьломъ 5 и S' служить окружность круга 2 г я, общимъ пред-Ьломь 
F  и F' — площадь круга г2 л.

5. Мы можемъ выразить площадь я-угольника также черезъ пери- 
метръ, если исключимъ г изъ выраженШ для S  к F  (или изъ выражешй. 
для S' и F'). Такимъ образомъ, мы получимъ

F  = S2
л

4 я tg—- s я

Если периметръ 6' не м-Ьняется, а я возрастаетъ, то fltg (л In} 
согласно п. 3, убываетъ; выражеше для F  возрастаетъ. Отсюда выте- 
каетъ важное предложеше:

Обыкновенный правильный м ногоугольникъ даннаго пери
метра им-кетъ т-Ьмъ большую площ адь, ч-Ьмъ больш е число его 
верш инъ я.

Верхней границей значенШ F  служить S 214 я, т. е. площадь круга 
pafliyca S : 2 n  (т. I, § 118, 4).



ГЛАВА YI.

Геометр1я и тригонометр!я сферы.

А. (Ц е н т р о в к а  на сфер'!».

§ 36. В ведете.—Эйлеровы треугольники.

1. Въ плоской тригонометрш мы научились по тремъ независимымъ 
элементамъ треугольника вычислять остальные. Практическое значеше 
такихъ вычисленШ заключается въ томъ, что мы прюбрЪтаемъ возмож
ность, установивъ одинъ базисъ, производить измЪреше на земной по
верхности, определяя только углы.

Однако, совершенно ясно, что такого рода измЪрешя могутъ пре
тендовать на точность лишь до тЪхъ поръ, пока они ограничиваются 
небольш ими пространствами на поверхности земли, точнее, пока мы 
можемъ пренебрегать кривизной  земной поверхности. Если же намъ 
приходится имЪть д-Ьло съ измЪрешями большихъ пространствъ, то тре
угольники имЪютъ уже не плоскую поверхность, а кривую: вместо 
плоскихъ треугольниковъ появляются такимъ образомъ „сф еричесю е 
треугольники", вм%сто плоской тригонометрш намъ необходимо поль
зоваться сф ерической тр и го н о м етр 1ей.

Однако, исторически сферическая тригонометр1я ведетъ свое начало 
не отъ измЪрешй на земл'Ь, а отъ изм%ренШ на неб%. По возрасту она 
является даже старшей сестрой плоской тригонометрш, Тайну зв-Ьзднаго 
неба съ древнихъ временъ им%ли для людей непреодолимую привлека
тельность; ихъ изогЬдовашю были посвящены древнЪйння усил1я матема- 
тиковъ. Отсюда и возникла сферическая тригонометр1я, и по сей день 
она остаетсл для астрономовъ необходимой и вЪрной помощницей.

2. Какъ въ плоской тригонометрш предполагаются известными важ- 
н^йиня свойства плоской геометрш, такъ и сферическая тригонометр1я 
предполагаетъ знакомство съ геометрическими соотношешями на сфере. 
Эту часть геометрш принято называть „сф ери кой "—геометр!ей сферы.
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Однако, представляется нецклесообразпымъ строго разделять сфе- 
рику отъ сферической тригонометрш. Обе дисциплины проникаютъ и 
оплодотворяютъ другъ друга. Въ первой части мы будемъ, правда, зани
маться исключительно чистой сферикой, во второй — чистой сферической 
тригонометр1ей, но въ третьей части н-Ькоторыя замечательный свойства 
фэрмулъ сферической тригоном етрш  приведугъ насъ къ существеннымъ 
и широкимъ обобщешямъ въ области чистой сферики. Четвертая часть 
посвящена практическимъ примЪнешямъ сферической тригонометрш; на- 
конецъ, позже, когда мы будемъ уже владеть методами аналитической 
геометрш, мы познакомимся съ другимъ соединешемъ сферики, сфери
ческой тригонометрш и аналитической геометрш — съ такъ называемой 
„аналитической сферикой" (§ 83).

3. Выбравъ три точки А, В, С на сфере, мы можемъ многооб
разно соединять ихъ попарно кривыми лишями. Однако, подобно тому, 
какъ на плоскости подъ треугольникомъ мы разумеемъ систему трехъ 
точекъ съ соединяющими ихъ кратчайшими лишями—прямыми, такъ мы 
и сф еричесш й треугольни къ  определяемъ, какъ систему трехъ  
точекъ  съ кратчайшими на поверхности сферы лиш ями, ихъ 
соединяю щ ими; таковыми, какъ можно показать, являю тся дуги 
окруж ностей  больш ихъ круговъ, не превосходяпйя полу
окружности.

Наглядно можно изготовить такого рода треугольники изъ кусковъ 
апельсинной корки.

4. Подъ стороной сферическаго треугольника казалось бы наиболее 
естественнымъ разуметь абсолютную длину s соответствующей дуги 
большого круга. Если мы, однако, представимъ себе рядъ сферъ, кон- 
центрическихъ съ данной сфе
рой, и на нихъ рядъ треугольни- 
ковъ, подобныхъ данному сфе
рическому треугольнику, то по- 
следше отличаются другъ отъ 
друга только масштабомъ, а не 
по существу. Поэтому за сто
роны треугольниковъ стараются 
принять ташя величины, кото
рый не зависятъ отъ pafliyca 
сферы. Этого можно достигнуть, 
если принять за стороны не длины соотвътствующихъ дугъ, а ихъ отно- 
шешя къ рад1усу г. Если sAB есть длина дуги большого круга, прохо
дящей между точками А и В, и если мы обозначимъ стороны, какъ и въ 
плоскомъ треугольнике, строчными буквами, соответствующими противо-

с

>в
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положнымъ вершинамъ, то стороны  сф ерическаго  треугольника 
оп ределяю тся следую щ им и уравн еш ям и  (фиг. 26):

а =  В С  — ,
г

S-,.
Ь =  СА =  ,

г

с =  А В  =  ~ -  
г

Но, съ другой стороны, sBC/r есть не что иное, какъ уголъ ВОС, 
выраженный въ дуговой мере, если О есть центръ сферы. Мы можемъ 
поэтому сказать:

С торонам и сф ери ч ескаго  тр еу го л ьн и ка  служ атъ  плосше 
углы тр егран н аго  угла, п роекти ру  ю щ аго с ф е р и ч е с к и  тре- 
у гольн и къ  изъ центра сферы.

Этимъ устанавливается теснейшая связь между сферикой и геоме- 
Tpieft проектирующаго треграннаго угла. Каждому предложешю, касаю
щемуся одного образа, соответствуетъ предложеше, относящееся къ дру
гому образу.

5. За углы сферическаго треугольника мы будемъ принимать углы, 
образуемые соответствующими дугами и содержащееся между 0 и л. 
Такъ какъ углы между кривыми лишями измеряются углами между каса
тельными, а последнёя для сферическихъ кривыхъ перпендикулярны къ 
pafliycy, проведенному къ точке касашя, то мы можемъ сказать:

Углами сф ерическаго  тр еу го л ьн и ка  служ атъ  двугранные 
углы проекти рую щ аго  тр егр ан н аго  угла.

Эти углы мы будемъ помечать греческими буквами по соответ- 
ствующимъ вершинамъ.

6 . Установленное выше пониже о сферическомъ треугольнике мы 
будемъ называть Э йлеровы мъ; это будетъ намъ кстати напоминать, что 
на Эйлера нужно смотреть, какъ на отца современной сферической 
тригонометрш

Это noHHTie исключительно господствовало въ науке до Х1Х-го 
столе™, въ школахъ же до настояшаго времени. *

* Principes de la Trigonometric spherique, tires de la mdthode des plus grands 
et plus petits. Mem. de TAcad. de Berlin, t. IV, 1753—Trigonometria sphaerica universa' 
ex primis principiis breviter et dilucide derivata Act. Petrop. 1779. Оба мемуара (изъ 
которыхъ первый, исходящей отъ дифференшальныхъ уравнешй геодезическшъ 
лишй, не элементаренъ) имеются на немецкомъ языке въ изданш классиконъ 
Оствальда (Ostwalds Klassiker, № 73).
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Характерными особенностями Эйлеровыхъ треугольниковъ являются 
слФдуюиця:

a) Стороны и углы Эйлерова треугольника леж ать между 
О и яг.

b) Три точки на поверхности сферы опредФляютъ одинъ 
и только одинъ Эйлеровъ треугольникъ, если н и к а^ я  двФ изъ 
нихъ не расположены д 1аметрально другъ къ другу.

7. Изъ геометрическихъ свойствъ треграннаго угла вытекаютъ нФ- 
которыя предложешя относительно Эйлеровыхъ треугольниковъ, которыми 
намъ придется часто пользоваться въ четвертомъ отдФлФ.

1. Сумма сторонъ Эйлерова треугольника содержится между 0 и 2л.
2. Сумма угловъ Эйлерова треугольника лежитъ между л  и Зяг.
3. Въ Эйлеровомъ треугольникФ противъ большего угла лежитъ 

бблыпая сторона, а противъ равныхъ сторонъ лежать равные углы.

§ 37. Стереографическая проекц1я.

1. Чтобы избежать затруднешя при изображены перспективныхъ 
чертежей, которые еще усложняются въ слФдующемъ параграф^ вслФд- 
cT B ie  особой формы фигурирующихъ тамъ треугольниковъ, очень жела
тельно имФть такое отображеше сферическихъ фигуръ на плоскости, по 
которому можно было бы ясно распознавать первоначальный простран
ственный соотношения.

Это достигается при помощи отображешя, которое въ картографы 
известно подъ назвашемъ „стереограф ической проекцш ".

При стереографической проекцы точки сферы проектируются изъ 
точки (центръ проекцы), лежащей на сферФ, на плоскость, перпендику
лярную къ диаметру, проходящему черезъ центръ проекши.

Для упрощешя рФчи мы представимъ себФ сферу въ видф земного 
шара и сообразно этому будемъ говорить о сФверномъ полюсФ, южномъ 
полюсф и т. д.

За центръ п роекц1й мы выбираемъ южный полю сь; за пло
скость прекц^й — плоскость экватора е.

Каждой точкФ Р  сферы въ такомъ случаФ отвФчаетъ точка Р' на 
плоскости е. Точки, расположенный на экваторф, отвФчаюгь каждая самой 
себФ. Изображеше точекъ сФвернаго полушар1я расположены внутри эква
тора, а изображешя точекъ южнаго полушар1я — внФ экватора. Южному 
полюсу соотвФтствуетъ любая, безконечно удаленная точка плоскости е. 
Въ видахъ однозначности цФлесообразно принять за безконечно удаленный 
образъ на плоскости не „безконечно удаленную прямую", а „безконечно 
удаленную точку", какъ это дФлается въ учены объ инверсы (§ 9).

Въ такомъ случаФ отображеше будетъ однозначное.

§ 36
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2. Въ видахъ дальнЪйшихъ нашихъ разсуждешй мы воспользуемся 
въ течете короткаго времени системой ,прямоугольныхъ координатъ, на
чало которыхъ совпадаетъ съ центромъ сферы О, оси дг-овъ и у-овъ 
расположены въ плоскости экватора, а положительная ось г  овъ идетъ 
отъ центра къ северному полюсу *.

Н еко то р ая  точка Р  на сф е р е  имЪетъ коорди наты  х, у , z. 
Каковы координаты  х', у '  ея и з о б р а ж е н а  Р'7

Для ответа на этотъ вопросъ мы введемъ сверхъ прямоугольныхъ 
координатъ еще полярныя. Пусть <р, д и  z  будутъ полярныя коорди

наты точки Р, где ср означаетъ уголъ, 
который образуетъ меридюнальная пло
скость, проходящая черезъ точку Р, съ 
плоскостью перваго мерид1ана, а д озна
чаетъ разстояте точки Р  отъ земной 
оси; пусть q>' и р' будутъ координаты 
точки Р'. Тогда, очевидно,

? / \
/  г<

1 _ £ _ у  \
*1 О р ■ ] 9> =<Р- ( 1)

Если рад1усъ сферы г известенъ, 
то положеше любой точки Р  определя
ется двумя данными, — наприм^ръ, д> и г. 
Принимая во внимаше соотношеше (1) 
и то обстоятельство, что д зависитъ 
только отъ z, а не отъ <р, намъ остается 
еще только выразить д' черезъ z  (и г). 

Съ этою целью мы можемъ выбрать точку Р  въ плоскости чертежа 
(фиг. 27). Тогда

& s o p ' ~ / s s q p ~ a , p q n .
Поэтому

Фиг. 27.

в
д'
г

( 2) 

( 3)

r +  z '  ~ ~ ' r2- f p -  ^
П редлож еП е. П ереходъ  отъ  то ч ек ъ  Р  на сф е р е  къ соответ- 

ствую щ им ъ точкам ъ Р  на плоскости  вы раж ается уравн еП ям и :

следовательно:

д -  = г- Z = г о -

(р' =  (р, д'- =  г- Г — Z
7+ 7 ’

* См. главу „Аналитическая геометр1я въ пространстве" (§ 98).



а переходъ отъ плоскости къ с ф е р е — уравнеш ями

, г2 — q'2

3. Изсл'Ьдуемъ теперь, какъ окружности плоскости отображаются 
на сфере.

Каждая окружность въ плоскости въ полярныхъ координатахъ вы
ражается уравнешемъ:

q'2 -(- A q' cos <р' +  B q' sin q> С =  0. (5)

При помощи соотношешй (2) и (1) мы получаемъ:

, , , X , XО COS ПО =  0 —7 =  0 — =  р р

/ . - , У  , уР Sin W =  Q =  Q X- =
Q Q

r +  z  

гу̂ +т;
поэтому уравнеше 5-ое переходить въ уравнеше

A r x  +  B ry  +  ( C - r 2)z +  r(C +  r2) =  0. (6)

Это — уравнеше плоскости. Плоскость же пересЬкаетъ сферу по 
окружности. Такъ какъ, съ другой стороны, уравнеше (6) можетъ выразить 
любую плоскость, то и любая окруж ность на сф ере можетъ быть 
разсматриваема, какъ nepecbneHie ея съ- некоторой плоскостью вида (6). 
Мы получаемъ такимъ образомъ предложеше:

Каждая окруж ность на сфер'Ь при стереограф ической проек- 
цш отображ ается на плоскости окруж ностью  и обратно —каждая 
окруж ность на плоскости соотвЬ тствуетъ  окруж ности на сф ере.

Только въ томъ случае, если одинъ изъ коэффищентовъ А, В  и С 
обращается въ безконечность, окружность (5) переходить въ прямую; 
между тЬмъ какъ уравнеше (6), попрежнему, выражаетъ окружность 
(проходящую черезъ южный полюсь), какъ въ этомъ не трудно убедиться 
также изъ непосредственныхъ геометрическихъ соображенШ. Поэтому 
здесь, какъ и въ планиметрш, целесообразно разсматривать прямую, какъ 
выродившуюся окружность.

4. ДвЬ окружности, проходяиня черезъ южный -иолюсъ и имЬюцця 
вторую точку пересЬчешя Р, согласно п. 3, отображаются на плоскости е 
двумя прямыми, пересекающимися въ некоторой точке Р'. Уголъ, который 
окружности образуютъ при точке Р, вслЬдств1е симметрш, будетъ такой 
же, какъ при точке ПослЬдшй же, какъ легко видеть, определяется 
пересЬчешемъ плоскостей двухъ окружностей съ касательной плоскостью 
въ точке S. Но такъ какъ эта касательная плоскость параллельна эква- 
тор1альной плоскости, то отсюда следуетъ:
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Две окруж ности, проходянД я ч ер езъ  точку  S, пересекаю тся 
.подъ тем ъ же угломъ, какъ  и и зо б р аж аю тся  ихъ прямыя.

Двумъ безконечно близкимъ точкамъ сферы также отв-Ьчаютъ без- 
конечно близюя точки на плоскости. Изъ посл^дняго предложешя поэтому 
непосредственно вытекаетъ: .

Любыя д ве  кривыя на сф ер е  п ер есекаю тся  подъ  тем ъ же 
^угломъ, какъ  и ихъ с т е р ео гр аф и ч еск и  и зо б р аж еш я.

Всякое отображеше, при которомъ сохраняются' углы, называется 
гконфорнымъ отображешемъ.

С тереограф ическая  проектДя п р ед ставл яетъ  собой кон
ф ормное отображ еш е.

5. Для насъ наиболее важны изображешя окружностей большихъ 
круговъ. Такъ какъ каждый большой кругъ делить пополамъ экваторъ, 
который представляетъ свое собственное изображение, то изъ п. 3 следуегь:

Каждая окруж иость больш ого кр у га  и то лько  таковая  име- 
-етъ своимъ и зображ еш ем ъ  окруж ность, делящ ую  пополамъ 
гэкваторъ; пользуясь терминолопей § 9, мы можетъ сказать, что изобра
жешя окружностей большого круга пересекаютъ экваторъ д 1аметрально.

С ф еричесш й тр еу го л ьн и къ  и зо бр аж ается , таким ъ образомъ, 
треугольником ъ, образованны м ъ круговы м и дугам и, делящими 
пополамъ экваторъ . Оба треугольни ка и м ею тъ одинаковы е углы, 
но различный стороны .

В прочемъ, и стороны  эти легко  м огутъ  быть найдены гео
метрическими построениями (§ 39, 15).

Обратно, любымъ тремъ окружностямъ на плоскости, имеюшимъ 
общую Д1'аметральную окружность е, всегда отвечаетъ сфера, на которой 
треугольнику, составленному изъ дугъ названныхъ трехъ окружностей, 
-стереографически соответствуетъ сферичесшй треугольникъ; экваторомъ 
этой сферы служить окружность е.

6. Представимъ себе касательную плоскость къ сфере въ точке N. 
Если прямая SP  встречаетъ эту плоскость въ точке Р", то, по тео
реме Пиеагора,

S P  • SP" =  4 г2;

такъ какъ, съ другой стороны, SP" =  2 SP '  вследсше подоб1я треуголь- 
никовъ SO P 1 и SNP", то

SP  . S P '  =  2 г2.

Такимъ образомъ, мы получаемъ предложеше:
С тереограф ическая п р о екш я есть не что иное, какъ пн- 

в е р а я  съ центромъ 5  и степенью  2 г2 (см. §§ 9, 11, 24),
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§ 38. Треугольники Мёбиуса.

1. Въ то время, какъ на плоскости между двумя точками проходить 
только одинъ прямолинейный отр-Ьзокъ, мы можемъ на сферЪ соединить дв-Ь 
точки двумя дугами большихъ круговъ, дополняющихъ другъ друга до 2 я . 
Изъ нихъ, правда, только одна, содержащаяся между 0 и я , представляегь 
собою въ то же время кратчайшую лишю между обеими точками.

Но, если мы откажемся отъ этого посл^дняго требовашя, то мы 
придемъ къ сферическимъ треугольникамъ бол-fee общ аго  вида, 
стороны которыхъ не должны непрем-ккно, какъ выше, содер
жаться между 0 и я , а могутъ быть* * также заключены между 
О и 2я . Въ связи съ этимъ представляется ц-Ьлесообразнымъ 
ввести еще дальн-Ьйшее обобщ ен1е, именно допустить также 
сверхъ-туп ы е углы х.

Это обобщеше поняыя о треугольник-fe ведетъ свое начало отъ' 
M e6 iyca (M oebius), и мы будемъ поэтому таюе треугольники называть 
впредь треугольниками Мёб1уса*.

2. Относительно необходимости такого обобщешя самъ М ёб1усъ 
высказывается сл-Ьдующимъ образомъ (Ges. Werke II, р. 74):

„Д-кйствительно, только вводя понят!е о сферическомъ треугольник-fe 
въ наибольшей его общности, можно достигнуть полнаго соглаая между 
формулами, съ одной стороны, и построешями, съ другой стороны. Въ 
■самомъ д-кл-Ь, если изъ числа трехъ сторонъ и трехъ угловъ тре
угольника даны три элемента и требуется найти четвертый, то при по
мощи соогв'Ьтствующей формулы всегда можно найти, вообще говоря, 
два различныхъ значешя; и въ полномъ согласш съ этимъ по тремъ 
даннымъ элементамъ, если мы допускаемъ сверхъ-тупые углы и стороны, 
всегда можно построить два различныхъ треугольника, въ одномъ изъ 
которыхъ мы всегда находимъ одно, а въ другомъ другое значеше эле
мента изъ найденныхъ при помощи упомянутой формулы; между тЪмъ, 
если мы присоединимъ произвольное само по ce6fe y c n o B i e ,  чтобы ни 
одна сторона и ни одинъ уголъ не превышали я , то въ большинств-fe 
случаевъ мы получимъ для четвертаго элемента только одно изъ двухъ 
значенШ, который даетъ формула.

Если, наприм-Ьръ, въ сферическомъ треугольник-fe А В С  даны дв-fe 
стороны а, b и заключенный между ними уголъ у, и намъ нужно найти 
третью сторону с, то посл-Ьдней служитъ либо одна, либо другая изъ 
двухъ частей, на которую точки Л и В дЬлятъ проходящую черезъ нихъ

1 Т. е. углы, болыше л.
* M oeb iu s, Ueber eine neue Behandlungsweise der analytischen Spharik, 

1846, —Entwicklung der Grundformeln der Trigonometrie in grosstmbglicher Allge- 
meinheit, 1860. Vgl. Ges. Werke If.
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окружность большого круга ; эта сторона имЪетъ поэтому два значешя, 
дополняющая другъ друга до 2 л .  Съ другой стороны, сторона с опре
деляется по элементамъ а, b и у  при помощи формулы:

cos с =  cos a  cos £ + sin a sin 6 cos у.

Такъ какъ дуга с определяется такимъ образомъ по косинусу, то и эта 
формула даетъ для с два значешя, сумма которыхъ равна 2 л .

Или, если по гЬмъ же элементамъ а, Ь, у нужно определить уголъ а, 
то мы получаемъ, — смотря по тому, примемъ ли мы за третью сторону с, 
какъ одну изъ сторонъ угла а, ту или другую изъ двухъ дугъ А В, до- 
полняющихъ другъ друга до целой окружности, — два угла, отличающихся 
другъ отъ друга на яг; эти углы имеютъ одную общую сторону, а вторыя 
стороны одного и другого угла направлены по окружности большого 
круга, проходящего черезъ А  и В  въ противоположныхъ направлешяхъ: 

•отсчитывать же самые углы необходимо отъ стороны А С  въ одномъ и 
томъ же направлении Въ полномъ согласш съ этимъ находится формула

sinA cotga — sin у cotga =  cos b cosy,

связывающая элементы a, b, у и a ;  уголъ a  определяется при этомъ 
своимъ тангенсомъ, а мы знаемъ, что каждому тангенсу отвечаютъ два 
угла, отличавшиеся другъ отъ друга на л “.

3. Такъ говорить Мёб1усъ. Къ этому мы прибавимъ следующее 
соображеше, особенно важное для насъ:

Если мы будемъ допускать стороны и углы п р о и зво л ьн о й  величи
ны, то мы получимъ, по существу, те же тр еу го л ь н и к и  M e6 iyca, если 
мы условимся считать стороны  и углы, отличаю гш еся другъ  отъ 
друга на кратныя 2 яг, т. е. сравнимые по модулю 2 я;, за равные; 
такое соглаш ен1е н ах о д и ть  себ е  о п р ав д ан 1е въ томъ, что три
го н о м етр и чески  ф ункш и таки х ъ  сторон ъ  и угловъ , каковыя въ 
конечном ъ сч ете  только  и м ею тъ для насъ зн ач ен 1е, действи
тельно равны между собой.

4. Чтобы при той точке зрешя, на которой мы теперь стоимъ, 
однозначно определять дуги и углы, необходимо установить следующее 
соглашеше.

На каждой дуге большого круга мы будемъ считать установленнымъ 
некоторое направлеш е, которое мы будемъ принимать за положительное; 
противоположное же направлеше мы будемъ считать отрицательнымъ.

Въ этом ъ п р е д п о л о ж е н а  пусть стороны  а, Ь, с треуголь. 
ника б удутъ  оп ределен ы  таким ъ об разом ъ , чтобы мы отъ В къ 
С, отъ С къ Л и отъ А къ  В  постоянно п ереходили  въ поло- 
ж ительном ъ направленш  (табл. I) -. *

* Треугольники натаблице!—III начерчены въ стереографической проекщи(§37).
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Если на окружности большого круга, на которомъ установлено по
ложительное направлеше, лежатъ точки Л, В, С , . . . ,  P,Q, то въ какомъ- 
бы порядке эти точки ни были расположены, всегда имЪетъ место сле- 
дующее соотношеше:

A B  +  B C + . . . + P Q = A Q  (mod. 2 яг),

А В  +  В А =  2 яг.

При точке зр-Ьшя M e6 iyca эти обнця уравнешя могутъ быть зам-Ь- 
нены более частными:

А В  +  В С  +  . . .  +  PQ =  AQ,

А В  =  — ВА.

5. Если мы выбрали две окружности большихъ круговъ а и b и 
желаемъ определить- образуемый ими уголь, то нужно прежде всего 
установить, какую изъ двухъ точекъ ихъ пересъчешя мы желаемъ при
нимать за вершину (вторая точка пересечешя называется „противопо
ложной вершиной"). Далее, на сфере нужно установить сторону того 
вращ ен1я, которое мы будемъ считать положительнымъ; противополож
ное вращеше принимается тогда за отрицательное.

Въ этомъ п ред п олож ен а мы будемъ подъ угломъ (ab) 
разу м еть  тотъ  уголъ, на который нужно, стоя на сф ере въ вер
ш ине угла, повернуть вокругъ нея полож ительное направлеш е 
въ окруж ности а въ сторону полож ительнаго вращ ен1я, пока 
она не совместится съ положительнымъ направлеш ем ъ въ окруж
ности Ь.

Вращеше на сфере называется правостороннимъ, если положитель
ное вращеше совершается по часовой стрелке, а въ противоположномъ 
случае оно называется левостороннимъ.

Если окружности большихъ круговъ а, Ь, с, . . . ,  р, q проходятъ все 
черезъ одне и те же две точки, то, въ какомъ бы порядке окружности 
ни были расположены, всегда имеетъ место соотношение

{ab) +  (Ьс) +  . . .  +  (pq ) Е (aq) (mod. 2яг),
(ab) +  (ba) =  2яг.

При точке зрешя Мёб1уса эти обиця уравнешя могутъ быть за
менены более частными:

(ab) - f  {Ьс) +  • • • +  (pq) =  {aq),
(ab) — - - (ba).

Если мы изменимъ положительное направлеше на одной изъ двухъ 
окружностей на противоположное, то уголъ (ай) переходить въ Од
новременное изменеше обоихъ направлешй оставляетъ уголъ безъ перемены.

В е б е р ъ , Энциклоп, элемент, геометрш .

§ 3S

4
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Таблица la.

Т реугольни ки  M e6 iyca.



Таблица lb .

Треугольники Me6 iyca.
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Напротивъ, уголъ (ab) переходить въ 2 л  — (аЬ), если мы мЪняемъ 
сторону положительнаго вращешя на сфере, или же если мы зам-Ьщаемъ 
одну другою противоположный вершины угла.

6. Углы сф ерическаго  тр еу го л ьн и ка  А В С  мы опред-Ьляемъ 
верш инами А, В, С и равенствам и:

а =  (6 с), 
ft =  (с а), 
у =  (аЬ).

Три точки на сф ер е  опред-Ьляю тъ теп ер ь  16 различны хъ 
треу го л ьн и ко въ  Мёбиуса. Въ самомъ деле, на каждой изъ трехъ 
дугъ мы можемъ двумя способами выбрать положительное направлеше; 
направлеше вращешя на сфере можетъ быть также выбрано двумя спо
собами; такимъ образомъ, получается 2 • 2 • 2 • 2 =  16 комбинащй.

Изъ этихъ 16 треугольниковъ 8 изображены на таблице I-ой въ 
стереографической проекцш; остальные 8 получаются по „типу" (п. 7) изъ 
четырехъ среднихъ изображен^ путемъ циклическихъ зам’ЬщенШ вершинъ. 
Въ каждомъ горизонтальномъ ряду второй, третШ и четвертый треуголь
ники получаются изъ перваго, если мы измЪнимъ направлеше соответ
ственно на одной, на двухъ или на всЬхъ трехъ сторонахъ.

ВерхнШ рядъ содержитъ треугольники, соответствуюпце вращешю 
влево, нижшй — вращение вправо.

Первый треугольн и къ  въ первой ко л о н н е  есть Э йлеровъ 
треугольн и къ . Заметимъ. однако, что здесь за углы треугольника мы 
должны принимать углы, смежные съ теми, которые мы считали тако
выми выше.

Мы будем ъ  отличать  Э йлеровы  тр еугольн и ки  и Эйлеровы 
обозначен!я. Къ первымъ мы относимъ те треугольники, углы и сто
роны которыхъ не превышаютъ л ,  независимо отъ того, придерживаемся 
ли мы обозначен^ Эйлера или M66 iyca. Эйлерово же обозначеше, кото
рое находить себе применеше только въ Эйлеровыхъ же треугольникахъ, 
мы указали въ § 36-омъ; оно имеетъ решающее значеше въ четвертомъ 
отделе настоящей главы. Э й леровъ  тр еу го л ь н и к ъ  въ Эйлеро- 
вомъ же о б о зн а ч е н ы  мы будем ъ  н азы вать  „о б ы к н о в ен н ы м ^  
треугольни ком ъ .

7. Чтобы удобно обозначать все 16 формъ треугольника, мы вве- 
демъ некоторые символы. Относя къ сторонамъ а, b, с соответственно 
индексы k  =  1, 2, 3, мы будемъ обозначать:
черезъ 5 (00) треугольникъ, все стороны и углы котораго заключаются 

между 0 и л:;
* Sf*  треугольникъ, все стороны и углы котораго заключаются 

между л  и 2 л :
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черезъ 5}'° треугольникъ, въ которомъ только /г-ая сторона заключается 
между 0 и я ;

„ 5 треугольникъ, въ которомъ только k-ая сторона заключается
между я  и 2я .

Пусть символъ (г =  0, 1, 2, 3; д =  0, 1) им-Ьетъ соотв+.тству- 
юиця значешя для угловъ.

Достаточно посмотреть на таблицу I, чтобы убедиться, что воз
можны только т а т  комбинации W f >  (г, h =  0, 1, 2, 3; д, е = 0,  1), 
въ которыхъ i=h ',  случаямъ же i ф  h не соответствуютъ никаюя формы 
треугольниковъ.

B e t возможный 16 формъ треугольниковъ  Мёбиуса содер
жатся, таким ъ образомъ, въ символе SW W (i> (i =  0, 1, 2, 3; 
Л, в = 1, 2).

Для такого треугольника мы впредь будемъ пользоваться 
б о лее  короткимъ о б о зн ачен 1емъ Г®, которое и будемъ называть 
„типомъ" треугольника, а знакъ i мы будемъ называть „индек- 
сом ъ“ треугольника.

Нижеследующая таблица, въ которой указаны пределы сторонъ и 
угловъ каждаго типа, будетъ намъ часто полезна:

Типы: a Ь С а /5 У

Г(°) 4 00 . . . . .1 о , я 0, я о ,
jя 0, Т С 0, я 0, яг

7(°)0 L . . . . . . 0, яг 0, я 0, я я, 2  к я, 2я я, 2я
7(0)10 ..................... я, 2я я, 2 я я, 2я 0, я 0, Т С 0, я
7(°)л ..................... я, 2я я, 2я я, 2я я, 2я я, 2я я, 2я

70)00 ...................... 0, я я, 2я я, 2я 0, Т С я, 2я Я, 2я
70)01 . . . . . . 0, Т С я, 2я я, 2я я, 2я о, TV о, К

70) 4 10 . . . . . . я, 2я 0, я 0. я о, я я, 2 я Я, 2я
70)и . . . . . . я, 2я 0, я 0, я я, 2я о, Т С о, Т С

7(2) . . . . я, 2я 0,  я я, 2я я, 2я 0, я я, 2 я
7(->01 ..................... я, 2я 0 ,  я я, 2я о , я я, 2я о, Т С

7(2)
10 . . . . 0 , я я, 2 я 0 , я я, 2я 0 , ЯГ я, 2я

7(2)
11 . . . . 0 , я я, 2 я 0 , я о , я я, 2я о, Т С

7«) 4 00 я, 2 я я, 2 я 0 , л я, 2 я я, 2я 0 , я
7(3) 4 01 я, 2я я, 2 я 0 , я °, я о , я я, 2я
т(3) J 10 0 , я 0 ,  я я, 2я | я, 2я я, 2я 0 , я
7(3)4 п : °> я 0, я я, 2я °, я о , я Т С у

1
2я
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Два характерныхъ свойства треугольника М ёб1уса заключаются въ 
слЪдующемъ (ср. § 36, 6):

a) С тороны  и углы треу го л ьн и ка  М ёб1уса заклю чаю тся 
между 0 и 2 л .

b) Три точки на поверхности  сферы опредФ ляю тъ 16 тре- 
угольн и ковъ  Мёб1уса, если никаю'я д в е  изъ эти х ъ  точекъ. 
не располож ены  д 1ам етрально.

8. Чтобы и для треугольниковъ M e6 iyca сохранить соответсте 
между треугольникомъ и проектирукмцимъ его треграннымъ угломъ,. 
нужны дальнейиня соглашешя относительно угловъ между прямыми и 
плоскостями.

На каждой прямой мы будемъ считать установленнымъ определенное 
направлеше, которое будемъ принимать за положительное; противоположное 
направлеше считается тогда отрицательными Если на такого рода прямой: 
лежать точки А, В, С, . .  . , Р, Q, то, какъ бы онЪ ни были расположены,, 
всегда им%ютъ место соотношешя:

А В  +  В С  +  . . . +  P Q  = A Q ,

А В  +  В А =  0.

Положимъ далее, что и каждой плоскости присвоены положительная 
и отрицательная стороны.

П одъ углом ъ (jg'-j, go) меж ду двумя п ересекаю щ и м ися пря- 
мыми g i и g2 мы будем ъ р азу м еть  то тъ  уголъ , на которы й  нужно,, 
стоя съ полож ительной  стороны  плоскости  gig%, п о верн уть  въ 
сторону, обратную  часовой стр е л к е , п оло ж и тел ьн о е  н аправлеш е 
прямой g t для его совм ещ еш я съ полож ительны м ъ н ап р авл ен 1емъ 
прямой g2 .

Если несколько прямыхъ g lt g 2, . . . ,  g n проходятъ черезъ одну и 
ту же точку плоскости, то всегда имеютъ место соотношешя:

ig ig i)  +  (Й2«з) +  • • ■ +  (gn-ign) = (gign) (mod. 2 гг),

+  = 0 (mod. 2 jt);

при этомъ для тригонометрическихъ величинъ сравнешя всегда могутъ 
быть замещены равенствами.

Если прямыя g 1 и g2 не расположены въ одной плоскости, то че
резъ произвольную точку прямой g2 мы проведемъ прямую g {', парал
лельную прямой g v и тогда положимъ (g t g2) = (g t'g 2)-

Если мы на одной изъ прямыхъ изменимъ направлеше на противо
положное, то уголъ (g^ go) переходить въ гг +  (^i go)-

Если мы заменимъ другь другомъ положительную и отрицательную 
стороны плоскости, определяемой прямыми g t и g2 (или соответственно 
gi  и go'), ТО уголъ (gt g2) переходить въ 2 гг -  (gYg 2).
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Чтобы определить уголъ между двумя плоскостями ег и е2, мы 
прежде всего установимъ положительное направление на прямой ихъ пе- 
ресечешя и обозначимъ положительныя нормали 2, возставленныя къ пло- 
скостямъ въ какой-либо точке лиши ихъ пересечешя, черезъ л, и

П одъ угломъ (е, е2) плоскостей е, и е2 мы будемъ въ такомъ 
случае р азум еть  уголъ (^Яд) между ихъ положительными нор
малями. При этомомъ за положительную  сторону плоскости, опре
деляем ой нормалями «х и п.2, нужно принимать ту, при которой  
установленное уже выше полож ительное направлеш е лиши пе
ресечеш я становится положительной нормалью.

9. Соответств1е между треграннымъ угломъ и треугольникомъ уста
навливается теперь следующимъ образомъ. Обозначимъ

черезъ га, гь, гс рад1усы О А, ОВ, ОС,
„ Ra плоскость, определяемую прямыми гь и гс, 
л Sb „ л Г0 и га,
„ £е л л „ га и гь;

тогда мы получаемъ соотношешя:

а =  (гь гс), а =  (еь ес), 
b = { r c ra), ft =  (ес еа), 
с =  {га гь), у =  (еа еъ)

при следующихъ соглашешяхъ:
Если на сфере принято левосторон н ее вращеше, то за положи

тельныя направления прямыхъ га, гь, гс нужно принять

- 'У —>• —>-
ОА, ОВ, ОС\

при правостороннем ъ вращенш должны быть приняты обратный на- 
правлешя * *.

Если, далее, мы будемъ называть те стороны плоскостей £„, «ь, ес, 
который обращены внутрь тетраэдра О АВС ,  „внутренними" сторо
нами этихъ плоскостей, а друпя „внешними", то за полож ительную  
сторону плоскости еа нужно принять внутреннюю, если 0 <  а <  л,  и

2 Подъ положительными нормалями авторъ разумеетъ перпендикуляры, воз- 
ставленные съ положительной стороны плоскости.

* Эти соглашены не вполне аналогичны темъ, которыя приняты въ меха
нике (см. т. Ill); именно, если мы отождествимъ упоминаемую такъ „положительную 
ось вращешя" съ нашимъ „положительнымъ направлешемъ" прямой га, то въ той 
постановке, которая принята въ механике, за правостороннее вращеше пришлось 
бы считать какъ то, которое мы здесь принимаемъ за правостороннее, такъ а  то, 
которое мы принимаемъ за левостороннее.
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внешнюю, если п  <  а <  2 лг; соответственный соглашешя нужно устано
вить для плоскостей е6, ес въ зависимости отъ сторонъ b и с.

Въ Эйлеровомъ треугольнике во всехъ трехъ плоскостяхъ за по
ложительный должны быть приняты внутреншя стороны. За положитель
ный направлешя га, гь, гс нужно принять

—>•
О А, ОВ, ОС,

если точки А, В  и С, когда мы смотримъ на нихъ изъ точки О, 
расположены въ направленш движешя часовой стрелки (какъ на нашихъ 
фигурахъ —■ см., въ частности, ниже фиг. 34); въ противномъ случае нужно 
принять противоположныя стороны за положительный. Въ первомъ случай 
мы говоримъ, что точки О, А, В, С образуютъ „правую  систему", 
во второмъ— „левую " (ср. § 84, 3). При нашихъ соглашешяхъ въ Эйле
ровомъ треугольнике правому направлешю отвечаетъ на сфере левая 
система О А В С  и обратно.

10. Т еатраэдръ  О А В С  мы будем ъ н азы вать  сопряженнымъ 
съ треугольником ъ  А В С . Точку О мы будемъ принимать за вершину, 
а А, В  и С —за конечный точки его реберъ. Объемъ тетраэдра мы 
будемъ считать положительнымъ, если за положительное направлеше 
реберъ приняты

->■ V —̂
ОА, ОВ, ОС,

и если въ то же время точки О, А, В, С образуютъ правую систему, или 
же если при противоположныхъ направлешяхъ реберъ конечный точки 
образуютъ левую систему. Въ двухъ другихъ случаяхъ мы будемъ счи
тать объемъ тетраэдра отрицательнымъ.

§ 39. Полюсь и поляра.

1. Окружности большихъ круговъ, пересекающ1я перпендикулярно 
одну данную окружность большого круга, проходить всЬ черезъ две 
д1аметральныя точки, которыя называются полюсами данной окруж
ности.

Если на нашей окружности установлено определенное направлеше, 
согласно § 38; то наблюдатель, движулпйся по этой окружности въ по- 
ложительномъ направленш, видитъ одинъ полюсь съ левой стороны, а 
другой съ правой.

П одъ „полож ительны м ъ полю сомъ" о круж н ости  большого 
круга мы будемъ р азу м еть  правы й или левы й полю сь, смотря 
по тому, у стан о вл ен о  ли на сф ер е  правое или л ев о е  вращ ен 1е. 
В торой полю сь мы будем ъ н азы вать  „отрицательны м ъ полю' 
сомъ" или „п роти воп олож и ы м ъ полю сомъ".
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2. Дуги, соединякнщя точку на окружности большого круга съ ея 
полюсомъ, представляютъ собой квадранты. Сообразно этому полюсъ 
данной окружности большого круга можно находить, либо проводя ни
сколько перпендикулярныхъ къ ней окружностей большихъ круговъ и 
определяя точки ихъ пересЬчешя, либо же проводя одну перпендику
лярную окружность и откладывая на ней по квадранту по одну и дру
гую сторону. Правый и лФвый полюсъ устанавливаются тогда согласно п. 1.

3. Квадранты, выходяпбе изъ одной точки на сфер'Ь, всФ оканчи
ваются на гой же окружности. Если мы присвоимъ этой окруж ности 
такое направлеш е, что данная точка будетъ служить для нея 
правымъ полюсомъ, то она называется „полярой“ данной точки.

4. Окружности большихъ круговъ, выходящая изъ полюса, вс-Ь пе- 
ресЬкаютъ поляру перпендикулярно. Поэтому, чтобы найти поляру данной 
точки, нужно либо провести изъ нея два квадранта и соединить конечный 
ихъ точки окружностью большого круга, либо отложить одинъ ква- 
дрантъ и провести черезъ конечную его точку окружность большого круга, 
къ нему перпендикулярную. Направлеше на полярФ устанавливается 
согласно п. 3.

5. Пусть а и Ь будутъ двФ окружности большихъ круговъ (фиг. 28) * 
положительнаго направлешя, образуюгщя уголъ (а Ь) съ вершиной въ 
точкФ С (§ 38, 5). Если на дугахъ а и b мы отложимъ отъ точки С 
въ положительномъ каправленш квад
ранты СМ  и C N  и черезъ точки 
М  и N  проведемъ еще одну окруж
ность большого круга с и последней 
присвоимъ такое направлеше, чтобы 
точка С была положительнымъ ея по
люсомъ, то

(ab) =  M N  
и

(ас ) =  у  (Ьс) =  у

6. ПослЪдшя равенства можно 
выразить также слФдующимъ обра- 
зомъ: если С есть положительный полюсъ окружности с' и а есть окруж
ность большого круга, проходящая черезъ любую точку М  окруж
ности с' и

а) если при этомъ направлеше на окружности а устанавливается 
такъ, что СМ = п/2, то и ■£:(ас') = тс!2 (фиг. 29а);

* ВсЪ фигуры этого параграфа имТ.ютъ только схематическШ характеръ.
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b) если направление на окружности а установлено такъ, что 
СМ  =  Зяг/2, то и <£(ас') =  Злг/2 (фиг. 29Ь).

Фиг. 29 a

Въ томъ и въ другомъ случае (ас) =  СМ.
Предложен1е. Если С есть полож ительны й полю съ окруж

ности больш ого круга с' и М есть п роизвольная  точка на этой 
окруж ности, то, каково  бы ни было н ап р авл ен 1е окружности 
больш ого круга а, проходящ ей  ч ер езъ  точки С и М,  всегда 
им-Ьетъ м есто  равенство  -£: (ас)  =  СМ.

7. Если С и Л ' суть положительные полюсы двухъ окружностей 
большихь круговъ с' и а, пересекающихся подъ прямымъ угломъ въ. 
точке М, то (фиг. 30).

(ас1) =  СМ, (с’а ) = А ГМ,

а, следовательно, такъ какъ (ас') -)-(с а) =  2 л ,  имеетъ место также 
равенство

СМ +  Л М  =  2л;
такъ какъ далее

А 'М  +  М А ' =  2 я ,  
то

СМ = М А '.
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Предложение. ;Если С и А ' суть положительные полюсы 
двухъ окруж ностей больш ихъ круговъ, пересекаю щ ихся подъ 
прямымъ угломъ, то всегда

СМ =  МА'.

8. Предыдущее предложеше приводить къ важнейшей теореме въ 
теорш поляръ. Если а, b суть две окружности большихъ круговъ, А ’ и В 1 
ихъ положительные полюсы, С положительный полюсь окружности с 
(фиг. 31), то

СМ =  МА', Ш  =  NB'\

а такъ какъ СМ = CN =  гг/2, то отсюда следуетъ, что

МА' = NB', 
или

M N +  NA' =  NA' -|- А В \

ш . = а Ъ '.

Въ виду п. 5, отсюда слфдуетъ:

(аЬ) =  Г в '.
Такимъ Образбмъ, мы приКодймъ къ следующей основной тео

р ем е.въ  теорш  поляръ:
Если А' и В' суть положительные полюсы двухъ окруж но

стей больш ихъ круговъ а и b, а С есть одна изъ точекъ ихъ пере- 
се ч е н 1я, и потому представляетъ собой такж е одинъ изъ полю- 
совъ окруж ности больш ого круга с', проходящ ей черезъ  точки 
А' и В', если, далее, мы выберемъ н ап р авл ен а  последней окруж
ности такъ, чтобы точка С была ея положительнымъ полюсомъ, 
то всегда

(а Ь ) =  А'В'.

9. Изъ предложения п. 8 вытекаетъ следущее двойное предложеше:
Если окруж ность больш ого круга вращ ается вокругъ не

которой точки на сф ере въ положительную  сторону, то ея поло
жительный полю сь движется по поляре згой  точки такж е въ- 
полож ительномъ н ап р авл ен а .

Если точка движется въ полож ительномъ направленш  по- 
окруж ности больш ого круга, то ея поляра вращ ается вокругъ  
полюса этой окруж ности такж е въ положительную сторону.

По формулировке своей эти предложешя покрываются предложе- 
шями, выведенными совершенно иначе, относительно полюса и поляры 
коническаго сечешя.
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10. Эту аналопю можно провести и дальше. Въ планиметрш дв-| 
плоскости г\ и 1 наложенный одна на другую, считаются взаимно-поляр
ными, если каждой точк-fe Р  плоскости г) отнесена прямая р' на плоскости 
г}' такъ, что каждой прямой g, проходящей на плоскости г/ черезъ 
точку Р, отв-Ьчаетъ на плоскости г}' точка G', лежащая на прямой р'; 
аналогично этому мы можемъ представить ce6fe и сферу покрывающей 
себя самое въ вид-fe двойного слоя и установить:

Дв-fe (совпадаюнця) сферы К  и К' считаются „полярно сопряжен
ными" , если каждой точк-fe Р  на сфер-fe К  отнесена окружность большого 
круга р' на сфер-fe К', при чемъ каждой окружности большого круга k, 
проходящей черезъ точку Р, всегда отв-Ьчаетъ на сфер-fe К '  точка Н, 

лежащая на окружности р'.
И зъ сказан н аго  сл^д уетъ , что т ак о го  р о д а  зависимость 

б у д е т ъ  установлена, коль скоро мы каж дой  т о ч к -fe сферы (считая 
ее принадлеж ащ ей сф ер-fe К) отн есем ъ  ея поляру  (считая ее 
принадлеж ащ ей сф ер-fe К').

Этимъ путемъ принципъ д во й ствен н о сти , оказавпп й ся столь 
плодотворны м ъ въ планиметрии, п ерен оси тся  на сферу.

ЦЬлесообразно принимать, что дв-fe точки на сфер-fe опредЬляютт 
д в -fe окружности большихъ круговъ, отличаюццяся одна отъ другой сво- 
имъ направлешемъ. Тогда мы имЬемъ два взаимно-полярныя предложешя:

ДвФ точки на сфер-Ь опред-fe- 
ляютъ дв-fe окружности большихъ 
круговъ, на которыхъ OHfe лежать.

Дв-fe окружности большихъ 
круговъ опред-Ьляютъ на сфер! 
дв-fe точки перес-Ьчешя, черезъ ко
торый он-fe проходятъ.

Каждой окружности3, о которой идетъ р-Ьчь съ лЬвой стороны, 
отв-Ьчаетъ справа въ качеств-fe соотвЬтствующей ей точки вполнЬ опре- 
дЬленная точка—именно, ея положительный полюсь, и обратно.

ИзмЬнеше нанравлешя на окружности большого круга и замЬщете 
полюса противоположнымъ полюсомъ являются процессами взаимно по
лярными. Такъ какъ, съ другой стороны, замЬщеше полюса противопо
ложнымъ полюсомъ, какъ мы вид-ёли въ § 38, 5, оказываетъ то же 
д-feflcTBie, что и измЬнеше стороны вращешя на сфер-fe, то мы можемъ 
сказать:

Изм-Ьнеше н а п р а в л е н а  на о к р у ж н о стях ъ  больш ихъ кру
говъ и изм-Ьнеюе стороны  вращ еш я являю тся взаимно-поляр
ными процессами. Это намъ понадобится ниже.

3 Мы иногда будемъ говорить просто .окружность" вм-Ьсто окружность 
большого круга тамъ, гд-fe это не можетъ вызвать недоразумЬшя.
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11. Если К  и К' суть две совпадающая сферы, полярно отнесенныя 
одна къ другой, и точка Р  описываетъ произвольную кривую s на сфере К, 
то окружность р' описываетъ на сфере К' непрерывный рядъ окружностей, 
которыя „огибаюсь кривую S, полярную къ кривой s “. Если Q есть неко
торая определенная точка на кривой s, а точка Р  неограниченно прибли
жается къ Q, то окружность большого круга PQ  обращается въ сфери
ческую  касательную  къ кривой, s въ точке Q. Ей отвечаетъ опре
деленная точка 5  (направлеше!) — точка касашя окружности q , соответ
ствующей точке Q.

Если окружность большого круга имеетъ съ кривой s п общихъ 
точекъ, то последнимъ отвечаютъ п касательныхъ кривой S. При этомъ 
две совпадающая окружности противоположнаго направлешя нужно всегда 
считать различными (10).

Этимъ путемъ каждой ф и гуре на сф ере можетъ быть отне
сена полярная ей ф игура,—каждому п р е д л о ж е н т  на сф ере отве
чаетъ второе предложение, относящ ееся къ полярной ф игуре.

12. Если k  есть окружность малаго круга на сфере, a m  — парал
лельная ей окружность большого круга, то тотъ полюсъ М  окружности 
/и, который лежигь на меньшемъ сегменте, называется „сфер'ическимъ 
центромъ" окружности k. Если мы будемъ соединять точки окруж
ности k  дугами большихъ круговъ съ точкой М, то последняя, какъ это 
очень легко обнаружить, равны и потому называются „сферическими 
рад 1усами“ окружности k.

Мы предоставляемъ читателю доказать следующая предложешя:
Каждой окружности малаго круга на сф ере въ полярной 

ф и гуре всегда о твеч аетъ  другая окруж ность, плоскость кото
рой параллельна первоначальной.

Сферическ1е рад1усы двухъ  взаимно-полярны хъ окруж но
стей дополняю тъ д р у гъ  друга до л / 2.

13. Особеннаго внимашя заслуживаюсь фигурЬг, которыя ограничены 
дугами большихъ круговъ, такъ называемые сф ерическ1е много
угольники.

Легко видеть, что вершинамъ сферическаго многоугольника въ по
лярной фигуре отвечаютъ ихъ поляры, сторонамъ же — ихъ полюсы. Въ 
виду этого п. 8 приводить къ следующему важному предложена.

Стороны сф ерическаго м ногоугольника равны угламъ по- 
лярнаго многоугольника, а углы м ногоугольника равны сторо
намъ полярнаго многоугольника.

Мы приходимъ, такимъ образом ъ, къ новаго рода двой
ственной зависимости между сторонами и углами м ногоуголь
ника; эта зависимость отличается отъ начала двойственности ,

§ 36
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съ которы м ъ мы п ознаком и лись въ п лан и м етр ж , своимъ метри- 
ческимъ х ар актер о м ъ ; каж дой  м етри ческой  зави си м ости  между 
стронами и углами сф ер и ч ескаго  м н о го у го л ьн и ка  всегда отвЪ- 
чаетъ  другая, въ к о то р о й  стороны  и углы зам-Ьщаются другъ 
другом ъ.

Впредь мы будемъ для краткости говорить о двухъ взаимно-поляр- 
ныхъ фигурахъ или формулахъ, что онЪ п олучаю тся одна изъ другой 
п осредством ъ  „полярнаго  п р е о б р а з о в а ш я “.

14. Для насъ важную роль будетъ играть, главнымъ образомъ, по
лярное преобразоваше тр еу го л ьн и ка . Изъ двухъ взаимно полярный, 
треугольниковъ каждый называется относительно другого его полярнымъ 
треугольникомъ. Стороны и углы двухъ такихъ треугольниковъ АВС  и 
А 'В 'С  связаны зависимостями:

а =  а ,  а  =  а',
ь =  р \  р  =  ь',

с =  У, У =  с'.

Изъ п. 12 легко вывести предложеше:
О круж ность, описанная около  сф ер и ч еск аго  треугольника 

(вписанная въ сф еричесю й  тр еу го л ьн и къ ), п ер ех о д и тъ  при по- 
лярном ъ п р е о б р а з о в а л и  въ окр у ж н о сть , вписанную  въ поляр
ный тр еу го л ьн и къ  (описанную  около  п олярн аго  треугольника). 
С ф ери чесю е р ад 1усы об-Ьихъ о кр у ж н о стей  д оп олн яю тъ  другъ 
друга до гт/2.

15. Если мы представимъ ce6t  стереографическую проекцш окруж
ности большого круга, то согласно п. 2 и въ виду § 37, 4 и 5, можно 
найти проекцш его полюсовъ, если построить двЪ вспомогательный 
окружности, каждая изъ которыхъ дЪлитъ пополамъ экваторъ и перссъ- 
каетъ данную окружность ортогонально; точки ихъ пересЪчешя и будугь 
искомыми проекщями. За одну изъ этихъ вспомогательныхъ окружностей 
лучше всего принять прямую, соединяющую центръ экватора съ центромь 
данной окружности, а центръ второй вспомогательной окружности удоб- 
.нЪе всего взять на этой прямой.

Такимъ образомъ, по стереографической проекцш сферическаго тре
угольника можно найти стереографическую проекцш полярнаго треуголь
ника. Такъ какъ, съ другой стороны, углами полярнаго треугольника 
служатъ стороны первоначальнаго треугольника, а стереографическая про- 
екшя представляетъ собой конформное преобразоваше, то отсюда с.тЬ дуегь:

Если с ф е р и ч е с к и  т р еу го л ь н и к ъ  зад ан ъ  въ  стереографи
ческой п р о екц ж , то у казан н ы м ъ  гео м етр и чески м ъ  построешемъ 
мы имЪемъ во зм ож н ость  найти д ей ств и тел ьн у ю  величину его 
сторон ъ .
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0. Формулы оерваго порядка,
§ 40. Введете. Теорема о проекщяхъ.

1. Предыдупця соображешя, носивнйя преимущественно топографи
чески характеръ, принадлежали сферической геометрш ; обращаясь 
теперь къ вы чи слетям ъ , мы вступаемъ, такимъ образомъ, въ область 
собственно сф ерической т р и го н о м ет р т .

2. Изъ каждой тригонометрической формулы можно получить даль- 
н-Ьйипя формулы циклическимъ п ер ем ещ е т ем ъ  и полярнымъ пре- 

•о б р азо ватем ъ .
Ц иклическое п ерем егц ете заключается въ томъ, что мы зам-Ь- 

щаемъ каждую изъ сторонъ а, Ь, с следующей и въ то же время каждый 
изъ угловъ а, /3, у следующимъ, а послЪдшй элементъ первымъ. Изъ каждой 
формулы сферической тригонометрш мы можемъ обыкновенно цикличе
скимъ перем-Ьщешемъ получить две друпя формулы. Однако, иногда эти 
три формулы сливаются въ одну.

Путемъ полярнаго преобразования (§ 39, 14) мы изъ каждой фор
мулы сферической тригонометрш получаемъ новую формулу, въ которой 
стороны замещены соответствующими углами, и обратно; иногда пре
образованная такимъ образомъ формула совпадаетъ съ первоначальной.

3. Основной теоремой сферической тригонометрш является такъ 
называемая теорем а косинусовъ  на сф ере и именно потому, что изъ 
нея можно вывести всЬ формулы сферической тригонометрш (за исклю- 
чешемъ знака при некоторыхъ выражешяхъ) безъ геометрическихъ сооб- 
раженШ, т. е. чисто гонюметрически -- фактъ, котораго нельзя не под
черкнуть.

Однако, между формулами, который могутъ быть такимъ образомъ 
выведены, обнаруживается глубокое различ1е. Именно, въ то время, какъ 

.для одной группы этихъ формулъ оказывается достаточнымъ то поняЦе 
о сферическомъ треугольнике, которое установлено Мёб1усомъ, мы бу- 
демъ вынуждены для другой группы снова еще существенно расширить 
это поняЦе.

С ообразно  этому мы будемъ различать формулы перваго 
порядка, т. е. те, который относятся къ треугольникам ъ Мё- 
б i у с а, и формулы второго  порядка, т. е. те, для которы хъ по- 
нятi е о сф ерическом ъ треугольни ке , установленное Мёб1усомъ, 
уже недостаточно.

Первыя выведены въ настоящемъ второмъ отделе, а вторыя въ 
третьемъ отделе.

4. Какъ въ плоской тригонометрш теорема косинусовъ предста- 
вляетъ рацюнальную зависимость между тремя сторонами и косинусомъ
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одного угла, такъ и въ сферической тригонометрш теорема косинусовъ 
представляетъ собою рацюнальную зависимость между тригонометри
ческими функщями трехъ сторонъ и косинусомъ одного угла. Дело сво
дится, такимъ образомъ, къ тому, чтобы выразить, скажемъ cos у panio- 
нально при помощи тригонометрическихъ функцШ сторонъ а, b, с.

Въ прим^ненш къ треугольнику Эйлера, на первый взглядъ, пред
ставляется наиболее естественнымъ привести эту задачу къ задаче плоской 
тригонометрш слЪдукицимъ образомъ. Въ точке С проведемъ касательныя 
къ сторонамъ а и Ь, которыя перес-Ькутъ прямыя ОА и ОВ, скажемъ, 
въ точкахъ А  и В. Такимъ образомъ мы получимъ тетраэдръ ОС А В, въ 
которомъ плоскими углами служатъ стороны a, b ,  с, АСВ  есть у , ребро 
ОС равно г ;  отсюда уже легко получить искомую зависимость.

5. Этимъ путемъ действительно шелъ Э й леръ  въ указанномъ 
выше сочиненш. Но легко убедиться, что этотъ выводъ остается въ силе 
только для Эйлеровыхъ треугольниковъ. Чтобы показать, что полученныя 
формулы сохраняютъ силу и для треугольниковъ M e6 iyca, необходимо 
особое и притомъ пространное дополнительное доказательство.

Поэтому мы придпочитаемъ такое доказательство, которое непо
средственно применяется во всей своей общности къ треугольникамъ 
M e6 iyca *.

ТретШ выводъ, правда, применимый опять-таки только къ тре
угольникамъ Эйлера, мы получимъ ниже попутно, какъ результатъ, 
проистекающШ изъ формулъ прямоугольнаго треугольника (§ 54, 2).

6. Прежде всего мы приведемъ здесь несколько вспомогательныхъ 
предложен^, при чемъ мы будемъ предерживаться соглашетй, устано- 
вленныхъ въ § 38, 8.

a) Пусть I и g 1 будутъ две прямыя, которымъ присвоены положи
тельный направлешя; если А А 1 =  s1 есть отрезокъ на прямой то 
подъ п роекш ей  отрезка sx на прямую I мы будемъ разуметь по ве
личине и зн аку  произведете (§ 34, 3)

Pi  =  Н  cos (lg l ).

b) Если мы опустимъ изъ точекъ А и А х перпендикуляры на 
прямую I, которые встретятъ последнюю въ точкахъ А' и Л / ,  то простыя 
геометричесюя соображешя обнаруживаютъ:

П р о екш я  о т р е зк а  А А Х на прямую  / по вел и чи н е  и знаку 
равна отрезку Л ,'Л ' 4:

Р , =  V  =  А ' Л ,'.

*  M o e b i u s ,  L i b e r  e i n e  п е н е  B e h a n d l u n g s w e i s e  d e r  a n a l y t i s c h e n  S p l i a r i k .  G c s .  
W e r k e ,  II ,  p .  2 2  ff.

4 Определяя знакъ отрезка А  нужно сообразоваться съ положитель- 
нымъ направлешемъ оси /.
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c) Если А А 1А 2 ... Ап есть ломаная, состоят,ая изъ отр-Ьзковъ 
s2 , .  . . ,  sn, то ея проекшя р  равна проекши s' отрезка s = А А п.

Въ самомъ д-Ьл-fc, по § 38, 8,

Р =  S1 C0S (fel) +  s2 cos (fe) +  • ■ ■ +  sn COS (lgn)
= А А г A 1 A2 A n—iAn  =  A' An' = s .

d) Если А совпадаетъ съ A n, то отсюда вытекаетъ (фиг. 32):

Ф и г . 32.

Теорема о проекщ яхъ. П роекш я каждой замкнутой лома
ной линш  равна нулю: 2sn cos (/g„) =  0.

е) Въ частности, для плоскаго треугольника S2 S3 (фиг. 33):

st cos (lsL) -f- s2 cos (ls2) +  s3 cos (ls3) =  0.

Ho no теорем-fe синусовъ плоской геометрш

S j: So : s3 =  sin (s2 s3) : sin (ss sx) : sin (si s,).

Поэтому последняя формула принимаетъ для плоскаго треугольника видъ:

sin (s2s3) cos (/si) -f- sin ( s ^ )  cos (ls2) +  sin (st s.2) cos (ls3) =  0.

§ 41. Теорема косинусовъ на сферЪ.

1. Положимъ, что треугольнику M ediyca общаго вида А В С  отне- 
сенъ, въ смыслЪ соглашенШ и обозначен^ § 38, 8, трегранный уголъ.

Отъ точки С* на сторонахъ а и b мы отложимъ въ положительномъ 
направленш квадранты СМ и CN  и черезъ точки М  и N  проведемъ 
новую окружность большого круга, направлеше которой выберемъ

*  С р .  ф и г .  2 8 .

В е б е р ъ ,  Энциклогт. элемент. геометрш .
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такимъ образомъ, чтобы точка С была ея положительнымъ полюсомъ. 
Тогда, согласно § 39, 5:

M N  =  у

СМ = CN =  ■

Положимъ, далТе, ОМ =  гт и ON  =  гп и установимъ на этихъ 
лучахъ положительное направлеше, какъ на лучахъ га, гь, гс.

Теперь, во-первыхъ, въ нТкоторой плоскости, параллельной пло
скости большого круга ВСМ, мы проведемъ прямыя, параллельныя пря- 
мымъ Г(„ гс, гт такъ, чтобы o u t составили треугольникъ. Если мы 
отождествимъ этотъ треугольникъ съ треугольникомъ S.2 S 3 предыду- 
щаго параграфа, а прямую I съ га, то:

яг
{s.2 s3) =  (rc rm) =  CM =  Y ’ (fci) =  (/•« rb) =  A B  =  c,

(s3 St) =  (rm rb) = MB  =  MC  +  CB (/So) =  (r„rc) =  A C  =  — b,
-r 0 )7V

=  ~ ^ 2  ~  a

( S i  s 2 )  =  (rb rc)  =  SC =  a, ( f e 8 )  =  (r„ rm) =  M .

Во-вторыхъ, въ некоторой плоскости, параллельной плоскости 
большого круга CAN, мы проведемъ три прямыя, параллельныя пря-
мымъ гс, гп , гп, опять такимъ образомъ, чтобы он% образовали тре
угольникъ; если мы отождествимъ его съ треугольникомъ S 1 S 0 5 3, а пря
мую I съ г„„ то:

(s, s3) =  {гa rn) =  A N  =  АС  +  CN

h л _ л

(s3sl) =  (rn re) =  NC =

(s, S,) =  (Гс^а) =  СА =  Ь,

(lsl) =  (rm rc) =  M C =  у

(Is.,) = (rm r„) =  МА,

(&«) =  (Г„, Г„) =  /ИА/ =

( 2 )

Вставляя теперь выражения (1) и (2) въ последнее равенство § 40-го, 
мы получимъ уравнешя:

cos с — cos a cos b -f- sin a cos A M  =  0,
— cos МА sin b cos у  =  0;

принимая же во внимаше, что cos A M  =  cos М А, мы получимъ соотно- 
meHie, справедливое для всякаго треугольника Me6iyca:

cost =  cos ci cosb sin a sin b cos y.
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При помощи циклическихъ перемЪщешй, мы получаемъ отсюда еще два 
соотношешя, который совместно съ первымъ образуютъ 

первую теорему косинусовъ на сферЪ:

cos а =  cos b cos с — sin b sin с cos а,

cos b =  cos с cos а — sin с sin a cos /3,

cos с =  cos a cos b — sin a sin b cos y.
(I)

2. Полярнымъ преобразовашемъ мы отсюда получаемъ 

вторую  теорем у косинусовъ на сф ер-fe:

cos а =  cos /3 cos у — sin /? sin у cos а, 

cos (9 =  cos у cos a — sin у sin a cos b, 

cos у =  cos a cos /9 — sin a sin (9 cos c.
(П

Но принциш альное значен1е им-Ьетъ тотъ фактъ, что (см. § 40, 3) 
'формулы (Г) могутъ быть выведены изъ формулъ (I) чисто гонюметри- 
чески, какъ эго и будетъ сделано въ § 42. Это даетъ, такимъ обра- 
зомъ, чисто аналитическое доказательство существовашя „полярнаго тре
угольника" для каждаго даннаго треугольника, т. е. такого треугольника, 
въ которомъ сторонами служатъ углы даннаго треугольника, а углами 
■его стороны 5.

§ 42. Теорема синусовъ на сферЪ и синусъ Штаудта.

1. Первое изъ соотношещй (I) можно представить въ видЪ:

cos b cos с — cos аcos а = --------- ,—;-----------
sin b sin с

Возвышая o6t  части этого равенства въ квадратъ, замЪняя въ чи
слителе квадраты синусовъ квадратами косинусовъ посредствомъ соотно- 
шен1я sin2 л: =  1 — cos2 л: и полагая:

D 2 =  1 — cos2 а — cos2 b — cos2 с - f  2 cos a cos b cos с, (1)

мы получимъ непосредственно и при помощи циклическихъ перем-ЬщенШ 
соотношешя:

D- „ D2 D 2
sin2a =  ^— ; sin2« =  — —- ,  sin2y =  — — г-sin2b sin2c sm2csm-a sin2asin2t>

й ЗамЪтимъ, что этотъ выводъ можно было бы считать безупречнымъ лишь 
въ томъ случае, если было бы доказано, что всякШ разъ, какъ даны шесть элемен- 
товъ а, Ь, с, а, /9, у, связанные соотношешемъ (I), можно построить сферическШ тре- 
угольникъ со сторонами а, Ь, с и углами а, 3, у, — т. е, если бы была доказана 
теорема, обратная первой теоремф косинусовъ.

5*



Отсюда мы получаемъ соотношеше:

sin26 sin2c sin2a  =  sin2c sin2a sin2/? =  sin2a  sin2£ sin2y =  D 2. (2)

При помощи полярнаго преобразовашя мы получаемъ изъ соотно- 
шешй (1) и (2)  два другихъ:

А2 =  1 — cos2a  — cos2/9 — cos2y +  2 cosa cos /? cosy; (Г) 

sin2/? sin2y sin2a =  sin2y sin2a s in 2£ =  sin2 a  sin2/? sin2 c =  A2. (2')

По таблице, приведенной на стр. 53, три произведешя sin# sine sina, 
sine sina sin /9, sin a sin A sin у,съ одной стороны, и sin/9 siny sina, siny sina sin#, 
sina sin/9sine, съ другой стороны, имЪютъ одинаковые знаки. Въ виду 
соотношешй (2) и (2 ') мы можемъ поэтому положить:

D =  sin b sin е sin а =  sin с sin a sin /? =  sin a sin b sin y,

A =  sin/? siny sina =  siny sina sin b =  sin a  sin /? sin c,

чЪмъ определяются также знаки выражешй D  и А.
Отсюда мы получаемъ:

и далее:

D 2 =  sin2a sinb sine sin/? siny,

DA =  sin a sin b sin c sin a  sin /9 sin y,

D  sin a
- r  =  —;— > а также 
A sin a

sin b sin c
sin /9 sin у

Такимъ образомъ, мы приходимъ ко втором у осн овном у  пред- 
л о ж е н т  сф ери ческой  тр и го н о м етр ж , къ т е о р е м е  синусовъ  на 
сф ере:

sin a  sin b sine _  D  .
s in a  sin/? siny A ’

D =  sin6 sine sina =  sine sina sin/9 =  sina sin^ siny, 
A =  sin/? siny sina =  siny sina sinb =  sina sin/9 sine.

(ID

2. Аналопя между этимъ предложешемъ и теоремой синусовъ въ 
плоской геометрш совершенно ясна; вместо фигурирующаго тамъ д1аметра 
описанной окружности (§ 28, 3) здесь появляется отношеше D /J

Здесь естественно также возникаетъ вопросъ о геометрической 
и н тер п р етац ш  этой дроби; такую интерпретащю действительно далъ 
Ш таудтъ  (v Staudt), который назвалъ выражешя D  и J  „синусами 
в ер ш и н ъ ”.

Въ самомъ деле, положимъ сначала, что мы имеемъ Эйлеровъ 
треугольникъ. Вычислимъ объемъ тетраэдра О А В С , соответствующаю



этому треугольнику (§ 38, 10); площадь треугольника О А В  по вели
чине и по знаку равна

О А В  =  \О А  ■ О В ■ sine =  \ r 3 sine.

Высота определяется при помощи фигуры 34:

C Fsin (гг—а) =  rsin^sina .

Поэтому объемъ равенъ 

V =  %r3 sin b sine sin a,

или

6 V =  г'3 D. (3)

Для треугольника M e6 iyca 
общаго вида остается еще невы- 
ясненнымъ, даетъ ли формула (3) 
правильно знакъ объема. Но, если 
мы сопоставимъ знакъ выражешя 
D  въ формулахъ (II) въ различ- 
ныхъ случаяхъ, сведенныхъ въ 
таблице на стр. 53, со знакомъ, 
принадлежащимъ въ соответствующемъ случае объему тетраэдра, какъ 
это следуетъ изъ соглашешя § 38, 9 и 10, то мы найдемъ:

Ф ормула (3) всегда правильно вы раж аетъ объем ъ тетр а
эдра, сопряж еннаго  съ треугольником ъ M e6 iyca, по величине 
и по знаку.

Для объема сопряженнаго полярнаго тетраэдра мы получаемъ:

6 Y = r* A . (3')

Вместе съ темъ мы приходимъ къ следующему предложена:

Ф игурирую щ ее въ тео р ем е синусовъ отнош ен!е D  : А по 
величине и по знаку  равно отнош еш ю  объем овъ сопряж еннаго съ 
тр еугольн и ком ъ  тетр аэд р а  и соп ряж ен нагополярнаго  тетраэдра.

3. Мы уделимъ мЬсто еще одному замечательному преобразоватю 
выражешй D  и А, принадлежащему Стюди*.

* S tu d y , „Sphilrische Trigonometrie, orthogonaie Substitutionen und elliptische 
Funktionen". Leipzig, 1893.—Это сочинеше должно быть признано основнымъ по 
современной тригонометрш. Въ настоящемъ изложен1и введен1ю въ систему Стюди  
посвященъ отдЬлъ С.



Мы положимъ, какъ это дТлаетъ С тю ди:

2 s0 = 2 л  — (a-j-b  +  c), 2 a0 =  2 jr — (a +  /? +  y),

2 sx = — ci -(- b с) 2 a i =  -  a  +  /9 +  y,

2 s2 = +  a -- b +  Cy 2 a2 =  +  a  — £ +  y,

2s3 = ci -j- b ■— c, 2 o3 =  +  a +  /9 -  y.

Тогда уравнеше (1) даетъ:

D 2 =  1 — cos2a — cos2b - - cos2c 2cosa cosb cosc

— (1 — cos'-a) (1 — cos-b) cos2 a cos2 b — cos2c +  2 cos a cos b cos c 

=  sin2a sin2b — cos2a cos-b cos2c-(- cosc • 2 cosa cosb

=  — cos(a-J- b) cos(a — b) cos2c -j- cosc [cos(a -  b) +  cos (a - f  b)\ 

=  [ — cos(a +  6) -f- cosc] ■ [cos(a - - b) — cosc]

, . a -\-b -\-c  a -\-b  — c . a  4- c — b . c 4 - b — a
-  4 s in ----- 2----- s in ------ 2-----s in -------- ------s in ----- —-------

Пользуясь же обозначешемъ (4), мы найдемъ:

Z)2 =  4 sin sn sin s, sin s , sin So,
0 1 3  (5)

A2 =  4 sin (T0 sin a1 sin a2 sin cr3.

4. Намъ остается еще привести доказательство, о которомъ была 
рТчь въ § 41, 2, что вторая теорема косинусовъ (Г) можетъ быть выве
дена изъ первой (I) безъ помощи полярныхъ треугольниковъ. Съ этою 
ц%лью заметим!) прежде всего, что и теорема синусовъ получается непо
средственно изъ формулъ (2), который получены безъ помощи соотно- 
шенШ (Г). Изъ соотношенШ же (2) и (1) мы получаемъ:

sin2# sin2c sin2n =  (cosb cosc — cosa) cosa

-(- 1 — cos2b — cos2c -{- cosacosb  cosc.

Умножая же это на cosa, мы получаемъ:

cos a sin2 6 sin2 с sin2a =  — (cos b cosc — cosa) sin2a

-)- (cosa cosc — cosb) (cosa cosb — coscK

Применяя, наконецъ, соотношешя (I), мы находимъ:

. , . sin2a
cosa sina s in e — — =  -  cosa 4 - cosa cosy, 

sin-a '

откуда при помощи теоремы синусовъ уже непосредственно получается фор
мула (Г), а остальныя выводятся изъ нея путемъ циклическихъ перемЬщешн.
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§ 43. Дальн’Ьйш!я формулы перваго порядка.—ПримФиеи^е 
ихъ къ прямоугольному треугольнику.

1. Выведемъ теперь рядъ формулъ, которыя отчасти интересны 
сами по себ^, частью же найдутъ прим%неше въ отд'Ьл'Ь D.

Согласно теоремЪ косинусовъ:

и
cos * — cos с cosa -(- sine sina cos/? =  О

cos a =  cos * cos c — sin * sine cosa.

Подставляя въ первое уравнеше вместо cosa последнее выражеше, мы 
получимъ:

cos * (1 — cos2 с) +  sin * sin с cos с cos a -(- sin с sin a cos /?=0,
или

cos* sine +  sin* cose cosa +  sina cos/? =  0 .

Мы получаемъ, такимъ образомъ, первую  систему формулъ:

sina cos/? -(-cos* sinc-f- sin* cose cosa =  0,
sin a cosy +  cose sin 6 —(— sine cos* cosa =  0;
sin* cosy -f- cose sina +  sine cosa cos/? =  0,
sin# cos a +  cos a sin c + s in  a cose cos/? =  0; ^
sine cosa-|-cosasin* -|-s inacos*cosy  =  0,
sine cos/? +  cos * sin a sin * cosa cosy =  0 .

Отсюда полярнымъ преобразовашемъ получимъ непосредственно 
вторую  систему:

sin a cos* -f- cos/9 siny +  sin/? cosy cosa =  0,
sina cose + co sy  sin/? +  siny cos/?cosa =  0;
sin/? cose +  cosy sina +  siny cosacos* =  0,
sin,9 cos a +  cos a sin у +  sin a cos у cos * =  0; ’
sin у cos a -+; cos a  sin /9 -f- sin a cos/? cos c =  0,
siny c o s *  +  cos/? sin a -(-sin/? cosa cose ^ 0 .

Если подставимъ въ первое изъ уравненШ (1), согласно TeopeMt сину- 
совъ, sina =  sin6 • sina/sin/? и раздЪлимъ полученный результатъ на sin*, 
загЬмъ произведемъ такое же преобразоваше надъ остальными уравнешями 
(1), то мы получимъ:

sin a cotg/? +  cotg b sin c +  cos c cos a =  0, 
sina cotg у +  cotg e sin* +  cos* cosa =  0; 
sin/? cotg у +  cotgc sina +  cosa cos/9 =  0, 
sin /9 cotga -f- cotga sine - f  cose cosp = 0; 
siny cotga + c o tg a  sin0 -f- cos* cosy =  0, 
siny cotg/?-}- cotg* sin a +  cosa cosy = 0.

(2)
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Къ этому полярныя формулы:

sina cotg* +  cotg$ siny -j- cosy cosa =  0 ,
sin a cotgc +  cotgy sin,? +  cos,? cos a =  0 ;
sin* cotgc +  cotgy sina +  cosa cos* =  0,
sin* cotga +  co tgasiny  +  cosy cos* =  0;  ̂ >
sine cotg a-[-cotg a  sin/9 + cos ,9 cose = 0,
sine cotg* +  cotg ,9 sin a  -j- cos a  cosc =  0 .

2. Если третьи уравнешя системъ (I) и (Г) умножимъ соответ
ственно на cosy и cos с, полученный два выражешя для произведена 
cosy cose приравняемъ другъ къ другу и воспользуемся соотношешемъ 
cos3л: =  1 — sin'2л:, то мы получимъ:

cos a cos * cosy — sin a sin * +  sin a sin * sin3y 

=  cosa cos/? cose — sina sin/? +  sin a sin/? sin2c.

Но съ об-Ьихъ сторонъ этого равенства последше члены равны, 
ибо въ силу соотношешй (II)

sina sin* . sin2y _  D 2 zl2  ̂
sina sin/?. sin'2c zl2 D 2

такимъ образомъ, мы получаемъ систему формулъ:

cosa cos* cosy - s i n a  sin* =  cosa cos/? cose — sin a sin/?, 

cos* cose cosa — sin* sine =  cos /? cosy cosa -■ sin /? sin у ,
(3)

cose cosa cos/? -  sine sina =  cosy cosa cos * — siny sina.

Эти формулы замечательны гЬмъ, что оне полярны самимъ себе: 
если обозначимъ поэтому черезъ а', *', с', а ', /?', у' стороны и углы по- 
лярнаго треугольника, то мы будемъ иметь:

cosa' cos*' cosy' — sina' sin*' =  cosa cos * cosy — sina sin*, (4)

cosa' cos,?' cose' -  s in a’ sin/?' =  cosa cos/? cose — sina sin,?. (5)

Это обыкновенно выражаютъ такъ: правы я и левы я части уравне- 
H if t  (3), взяты я сами по себе , п р ед ставл яю тъ  собой  инвар1анты 
при п ер ех о д е  отъ  т р е у 1'о л ьн и ка  къ его п олярн ом у треугольни ке .

3. Н еперовы  ан ал о п и . Для вывода следующей системы формуль 
мы воспользуемся формулами Д елам бра, которыя, въ свою очередь. 
будутъ выведены только въ следующемъ отделе (§ 45, III); но въ т 
время, какъ последтя, какъ мы увидимъ, представляютъ собой формулы



73 § 43

второго порядка, изъ нихъ путемъ д-Ьлешя могутъ быть выведены фор
мулы перваго порядка. Это такъ называемыя Н еперовы * ** ан алоп й  
(ср. § 45, 5):

Ь — с 
tg 2

. f t - r  
sin 2 s 2

. b — c 
Sln 2

. а
tg T

. f t+ Y ’ 
Sln 2 ■tg T

. b -\-c 
sm - 2-

tg 4 + c 
s 2

ft— Уcos 2 -
b —c

cos------•1
а

tg T
f t + y ’ 

C0S 2 tg l
b + c  

cos- ^

Остальныя восемь Н еперовы хъ ан алоп й  получаются изъ этихъ путемъ 
циклическихъ перем-Ьщешй.

ДвЬ рядомъ стояида формулы переходятъ одна въ другую поляр- 
нымъ преобразовашемъ.

Две формулы, стояния одна подъ другой, получаются также одна 
изъ другой при помощи подстановки Е3, о которой будетъ речь ниже— 
въ § 48.

И зъ одной Н еперовой формулы м огутъ быть получены все 
остальныя путемъ полярнаго преобразования, подстановки Е3 и 
циклическаго перем% щен1я.

4. Т еорем а тан ген совъ  получается изъ двухъ стоящихъ одна 
подъ другой Н еперовы хъ ан ал о п й  путемъ д-Ьлешя:

tg
b-\-c

tg
f t - У

tg
/3+7

(7)

5. Стюди '" далъ Неперовымъ аналопямъ замечательную форму, 
которую мы и выведемъ здесь несколько инымъ путемъ. Если мы при- 
менимъ къ третьей изъ формулъ (6) теорему сложешя тангенсовъ и ко
сину совъ и вместо тангенсовъ введемъ котангенсы, то мы получимъ:

b с ft у . ft . у
co tg T  +  co tg Y  fl co sT cosT  +  s ,n T sm T

b c COi:& 2 ~~ ft у . ft . у
l - c o t g y c o t g y  cos ~ 2 cos — sin— sin —

* John Neper или Napier, Baron von Merchiston, шотландецъ, жилъ 1550 — 
1617 г. г.

** I. с., р. 136. Обыкновенный непосредственный выводъ Н еп еровы хъ  
аналопй (какъ, напримеръ, у Э йлера) оставляетъ невыясненнымъ вопросъ о 
зн ак е.
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ЗамЪщая правую сторону лЪвоЙ, мы отсюда легко выведемъ.

cotg - -  cotg -j-  +  1 cotg —  cotg ^  +  cot& ~2 C0tg ~2 

cotg cotg -  1 1 -  cotg у  cotg Y

Почленнымъ сложешемъ и вычиташемъ мы получимъ.

1 — cotg cotg j  +  cotg ~2 cotg ~2 C° tg 2̂ C°tg *2
cotg Y  cotg-£- = --------------- т-------- 7 с + 4  Г ~ в

2 2 -  l +  c o t g |  cotg j  +  cotg ^  c o t g -  +  cotg - c o t g  -

Если положимъ, какъ это д'Ьлаетъ С тю ди:

Ь с
cotg y  =  /i ’ cotgY  =  l<2’ co tg~2~ =  /з’

С1 У
cotg Y  -  Я1 > co tg- у  =  Я ,̂ cotg— =  А3,

то мы отсюда получимъ, пользуясь также циклическимъ перем"Ьщежемъ 
и полярнымъ преобразовашемъ, систему уравнешй:

44 ~  

44 =  

44 =

оАд --

1 — Ао/д -1 ■ АдА, -f- A j Ajj
— 1 +  АоАд - |-  АдА; -)- А]Ад

1 “  ЛдА] Aj Ai) ■ ■[“ А, Ад
- -  1 -(- АдА j —I-  А, Ад —(— А., Ад

1 — Aj Ао —I— Аз Ад АдА]
— 1 -)- А, А<2 - |-  А,А3 +  А3А]

1 —  44 -f- 44 +  У з  )
—  1 +  44 +  44 +  4 4 

1 —  44 +  44 +  44
—  1 44 +  44 +  44

Л[Яо —
1 — /,/О “Ь Н” V ,

—  1 +  44 +  44 +  44

(8)

( S ’ )

6. Изъ соотношежй (8) и (8') Стюди выводить интересное пред- 
ложеше:

„Четы ре дроби

1 -(- 4 4 1 ‘ “
АдА, -)- А, Аа 1 - - /о Я 3

44 +  44 44 -  44
1 -(- АоАд ЛдА, - A, Ag
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равно какъ и восемь другихъ, который м огутъ  быть изъ кихъ. 
получены путем ъ циклическихъ перемФщешй индексовъ 1, 2, 3,, 
имФютъ всф одно и то же значен1е.

7. Случай прям оугольнаго треугольника. Мы примФнимъ теперь 
теоремы синусовъ и косинусовъ на сферф къ прямоугольному тре
угольнику.

Если мы положимъ у =  Jtl2 (фиг. 35), то соотношешя (I), (Г) и (Ну 
непосредственно даютъ формулы:

cos с =  cos a cos b, (9)

cos с =  cotg a cotg /?, (10)

cos а
cos а 
sin/?’

cos b
cos/? 
sin а  ’ ( И )

sin а  =
sin а 
sine ’

sin/?
sin b 
sine (12)

Изъ соотношенШ (11) и (12) при помощи формулы (9) получаемъ:

а потому

cosa =
cosasinft

sine
cose sinb 
cosb sine’

cosa =  — cos/? = tga
tg c ‘

(13)

Наконецъ, д%ля почленно уравне- 
aifl (12) на уравнешя (13) и пользуясь 
соотношешемъ (9), получаемъ:

tg a  =  — tg/? =  — (14) sm6 sina

Формулы (1 2 )— (14) по строешю 
своему аналогичны соотвФтствующимъ 
формуламъ плоскойтригоиометрш; только 
вместо самыхъ сторонъ а, Ь, с мы здЪсь 
имФемъ ихъ тригонометричесюя функцш.
Различ!е въ знакахъ обусловливается нашимъ обозначешемъ.

Формулы (9) —(11) не имФютъ аналогичныхъ въ плоской триго- 
H O M eTpin .

Фпг. 35

8. Формулы прям оугольнаго треугольника въ Эйлеровомъ 
о б о з н а ч е н а  получаются изъ тЪхъ, которыя приведены здФсь, путемъ
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замЪщешя угловъ ихъ дополнешями до 130°; такимъ образомъ, мы полу- 
чаемъ употребительныя * въ практик^ ф ормулы  для обы кновеннаго 
п рям о у го л ьн аго  тр еу го л ь н и к а  (фиг. 36):

cost = co sa  cos#, 

co sc =  cotga cotg/3,

(9*)

( 10*)

cos а
COSa =  —;—гг» 

sinp
cos#

cos /? 
sin a ’

(11*)

sina sin/?
sin #

(12*)
sine sine ’

tg#
cosa =  -2—, 

tg c
cos/9

tga
tg c ’

(13*)

, tga 
tg a  =  -?-7> sin# tgfi--

tg # 
sina

(14*)

9. B et эти формулы объединяются въ такъ называемомъ „правилЪ 
Н епера", бoлte глубошя основашя котораго будутъ выяснены ниже.

Опуская прямые углы, напишемъ осталь
ные пять элементовъ треугольника, За
м би я катеты ихъ дополнешями до дг/2, 
вдоль окружности въ томъ поряди, въ 
какомъ они сл%дуютъ другъ за другомъ 
въ треугольник (фиг. 37). Въ такомъ 
^ y n a t  правило Н еп ер а  гласить:

1. К оси нусъ  каж д аго  элемен
та р ав ен ъ  п р о и з в е д е н ш  котанген- 
совъ  д ву х ъ  см еж ны хъ элем ентовъ.

2. К осинусъ  каж даго  элем ен
та р ав ен ъ  п р о и з в е д е н ш  синусовъ

д вухъ  несм еж ны хъ съ нимъ элем ентовъ .
Прим^еш е этихъ формулъ къ п р акти ч еск о м у  p tu ieH iio  прямо

угольнаго сферическаго треугольника см. въ § 52.

Фиг, 37

6. Основныя формулы второго порядка.
§ 44. Введеше.

1. Мы переходимъ теперь къ группамъ формулъ, который по самоII 
вн утрен н ей  n p n p o flt своей су щ еств ен н о  отли чаю тся отъ  т%хъ, 
которы я мы разем атри вали  до сихъ  поръ . Въ то время, какъ формулы

* Ср. § 52.
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предыдущего параграфа были въ одинаковой Mtpt справедливы для всЬхъ 
16 типовъ треугольниковъ, мы должны теперь произвести раздЬлеше 
этихъ типовъ. Именно, новыя формулы содержать квадратный корень, 
вслФдств1е чего приходится дФлать выборъ между двумя знаками этихъ 
формулъ. Оказывается, что опредЪленный выборъ этого знака х а 
р а к т е р и з у е м  8 типовъ изъ числа 16, тогда какъ другой знакъ 
с о о т в е т с т в у е м  остальнымъ 8 типамъ. Наши треугольники  те
перь распадаю тся, такимъ образомъ, на два класса, каждому изъ 
которыхъ соотв-Ьтствуетъ определенный знакъ радикала.

Более того, если будемъ искать совокупность всехъ треуголь
никовъ, соответствующихъ определенному знаку, то поняпе о треуголь
нике, установленное Мёб1усомъ, оказывается уже недостаточнымъ. Мы 
приходимъ къ новому р а с ш и р е н т  поняН я о треугольнике, 
именно, мы вынуждены разсматривать таюе треугольники, въ которыхъ 
стороны и углы, отличающееся другъ отъ друга на кратное 2 тс, должны 
считаться различными.

Въ такомъ случае три точки определяютъ уже не 16 треугольни
ковъ, какъ у M e6 iyca, но безчисленное множество ихъ, которые можно, 
однако, наглядно представить при помощи 32 „представителей"; изъ 
этихъ представителей 16 относятся къ одному классу, а остальные 16 къ 
другому. Это раздЬлеше треугольниковъ на два класса и связанное съ 
этимъ обобщение понят1я о треугольнике было ясно уже Гауссу, въ 
сочиненш котораго „Theoria motus" въ № 54 имеется такое место: 
„Quodsi quidem idea Trianguli sphaerici in maxima generalitate concipitur, 
ut nee latera nec anguli ullis limitibus restringantur, casus existere possunt, 
ubi in cunctis aequationibus praecedentibus signum mutare oportet" 6.

Однако, все значеше этого обобщешя было впервые усмотрено и 
разработано Стю ди*. Относительно наиболее глубокихъ корней этихъ 
явленШ у Гаусса, повидимому, нетъ никакихъ указашй. Они ммеютъ 
геометричесшй характеръ и находятъ себе выражеше въ „теореме 
Стюди" (§ 47).

§ 45. Формулы Деламбра.

1. Для дальнейшего изложешя основное значеше имеютъ такъ назы
ваемый „формулы Деламбра" **. Оне образуютъ систему, состоящую

11 „Если же взять наиболее общее понят1е о сферическомъ треуголь
нике, т. е. не ограничивать ни сторонъ его ни угловъ никакими пределами, то 
могутъ быть случаи, когда во всехъ предыдущихъ формулахъ следуетъ переме
нить знакъ".

* См. выноску на стр. 69.
Эти формулы были впервые найдены Д елам бр омъ (Delambre) въ 1807 г.; 

но послЪ того онЪ были открыты независимо Г ауссом  ъ и М ол ьвейде, почему 
ихъ часто и называютъ именами этихъ математиковъ. Ср. также § 31,6.
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изъ 3 - 4  =  12 формулъ, изъ которыхъ, однако, мы выведемъ только 
первый четыре, остальныя же получимъ циклическими перемЪщешями.

Съ этой целью мы будемъ следовать совершенно тому же пути, 
что и въ плоской тригонометрш (§ 31, 2); именно, въ гонюметрическихъ 
формулагь

„ а  1 —cosa 0 а  1 -j-cosa
S,n" ~2 ~  2 ’ C0S' T  =  ^ —

мы подставимъ вместо co sa  его значеше, указанное въ § 42, 1. После 
лростыхъ преобразован^ мы тогда получимъ:

sin2
a sins0 sins,

cos2 a
sm s, sins3

2 s in i sine
cos 2 -

sin 6 sine

sin2 P sins0 sins.. P sins3 sins.
2 sine sin a cos 2 - sine sin a

sin2 У sins0 sins3
cos2 7 -

sins, sins.
2 sin a sin b

cos 2 -
sin a sin b

где st им-Ьетъ то же значеше, что и въ формуле (4) на стр. 70.
Мы приведемъ здесь также формулы, полярный этимъ, такъ какъ здесь 

ихъ естественнее всего указать, хотя сейчасъ он-fe намъ не нужны, а по
надобятся только въ отделе D:

a sin o0 sin a, a sm <r2 sin a3
2 sin /? sin-/ 2 sin <9 sin у
b sin a0 sin a .

COS2
b sina3 sin a.

2 sinysina 2 sin у sin a
c sin a0 sin o3

cos2
e sin o, sin a .

2 ' sin a  sin/? 2 sin a  sin/?

Изъ соотношешй (1) и (Г) почленнымъ делешемъ получаемъ:

, a sins0 sins,
2 sins, sin s3

и т. д.,
, a sm onsm a,tg- — = ----—-— - и

2 sina , sincr3 д. ( 2 )

Попутно заметимъ, что изъ формулъ (1) и (Г ) легко также полу
чить теорему синусовъ. Действительно, перемножая попарно рядомъ 
стояцця формулы, мы получимъ:

4sins0 sins, sins.,sins3 =  sin2£ sin2e sin2a 
=  sin2c sin2a sin2/?
=  sin2 a sin2 b sin2 y,

4sina0 sina, sin a., sin a3 =  sin-,.5 sin2/s in 2a 
- sin2ysin2a  sin2£
=  sin2a sin2(?sin2e.
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ЛЪвыя части этихъ уравнешй представляютъ собой не что иное, 
какъ полученныя выше — стр. 70 — выражешя (5) для D2 и Л2; въ даль- 
нЪйшемъ выводъ производится такъ же, какъ и выше.

2. Мы возвращаемся теперь къ выводу формулъ Дел амбра. Изъ 
соотношенШ (1) сл%дуетъ:

. ____  § 45

. Р у 
sin ~2 C° S ~2

sin

f  sin2 s2 _ 
I /  sin2 a '

P . У 
C0S ~2 Sm

sin •

/  sin2 % 
I /  sin2 a (3)

Покажемъ теперь, что радикалы имЪютъ здЬсь одновременно оба 
•положительное или оба отрицательное значеше. Именно, если положимъ:

Г  sin2 s2 sins, /  sin'2 s3
I /  sin2 a ^ s in a ’ I /  sin2 a

, sins0
=  9 a sin a , гд% q, q’ =  ■+- 1,

то будемъ имТть:
sin 8 sin v , sins, sins,
— ------- =  09 — ~ — -•. . ,  a  sin2 a4 sin2

Применяя сюда формулы (1), а также соотношешя (5) и (II) § 42, мы 
получаемъ:

или
qq’ ■ sins0 sins, sins2 sins3 =  sin2asin/? sinysinft sine 

qq' • D 2 =  • sin2/? sin2y sin2a  =  • A2 =  D2,
sin/? sin у

.такъ что qq' =  +  1, что и требовалось доказать. 
Соотношешя (3) принимаютъ теперь видъ:

/9 . уcos Sin —
2 2 sin s-j.

-----------------  = 0 -----
a  '  sin a . a  sin a

sm —  sin

• P Уsin —  cos —
2 2 sin s,

=  o (За)

2 2 

при чемъ q имЪетъ въ обоихъ случаяхъ либо значеше -(- 1, либо — 1.
То же относится и къ слЪдующимъ двумъ формуламъ Деламбра, 

жоторыя получаются изъ предыдущихъ путемъ cлoжeнiя и вычиташя:

• /9 +  7 sm 2 b — с cos — ■ /9 — 7sin — . b — c 
sm - 2-

a
— О ,а . a * . asin — cos — sm —- sin —

2 2 2 2

(4)
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Чтобы получить остальныя двЪ формулы, мы напишемъ теорему синусовъ 
въ форм-Ь:

sin/? +  siny sinft +  sine 
sin a  sin a ’

при верхнихъ знакахъ мы тогда, въ виду соотношешй (5) и (8) на стр. 18 
и 19, получимъ:

• /? — У 5 +  у . Ь — с Ь 4 -с  sin^—r—  cosJ— sin— -— cos— - —

§ 45 _____

sm-
a

c o s - sin -2 2 2 
а при нижнихъ знакахъ будемъ имЬть:

cos-

Ь — с . Ь 4 -с  
cos— - — sin— -—

. a
sinT

cos-
a

cos - sin-2 2 2 
Сравнивая эти результаты съ соотношешями (4), мы получимъ:

cos £ +  7 cos
b-\-c

cos i f f -У sm
b +  c

=  — p
a  a a . a

cos—  cos—  cos—  sm
a

cosT
(4 a)

2 2 2 2

Сводя теперь вм-bcrb формулы (4), (4 а), а также Tt, которыя изъ 
нихъ получаются путемъ циклическихъ перестановокъ, мы получаемъ 
отЬдукшия три

системы ф орм улъ Д елам бра:

sin i<? +  У cos-
b — с . Iв — уsin -—— L sin

b — c

a) =  Q- b) — — О
sin

cos

2
P +  7

cos

cos

2
b -L c

sm

cos

2

i f f - 7

sm

b +  c
Sin —-—

c) =  -& ■
cos - cos

a d)

. 7 +  «sm —-— cos-

2
c — a

cos
a

=  о ■ a

sm

2

7 a

sm 2
c — a

(HI,)

sm
a) =  Q

sm

cos

2

7 +  «

bco sT
b) =  — 0

sm

cos- cos

2

7 -  «

sm
2

c -r a
sm

0 £
C0ST

=  — 0
b

cos — 
2

d) =  о ■
cos sin

(111,
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• 'а +  ftsin — —— cos ■
a — b

a) . у
s ln T

=  Q
cos

cos a +  ft cos

2

a +  b

c) У
C0ST

c
c o s -

sin
a — ft . a — b sin ------

b)
■ Уs in T

=  — о

cos a — ft

t o 
cos

c
s in ---

2
. a +  b sin —i —

sin

( Ш 3)

(e =  +  i)-

3. Эти системы совершенно замкнуты въ себе и путемъ полярнаго 
преобразовашя уже не получаютъ дальн-Ьйшаго расширешя; въ самомъ д-Ьл-Ь, 
формулы Ь) и с) полярны каждая самой себ-fe, формулы же а) и d) при 
полярномъ преобразовали переходятъ одна въ другую.

Въ каж дой системе формулъ (Шг) (/ =  1, 2, 3) Q им%етъ 
одноврем енно либо значен1е 1, либо значение — 1. Теперь 
поставимъ себе вопросы:

1. Когда Q имЬетъ въ каждой системе положительное и когда отри
цательное значеше?

2. Какая зависимость существуетъ между значешями д въ различ- 
ныхъ системахъ (Шг)?

Оба вопроса разрешаются совместной. Мы начнемъ изследоваше 
съ частнаго случая,— именно, мы спросимъ: каюе знаки мы должны взять 
въ уравнешяхъ Деламбра, напримеръ, для треугольниковъ типа 7W. 
Изъ таблицы, помещенной на стр. 53, мы беремъ следуюице пределы 
для сторонъ и угловъ въ треугольникахъ этого типа

а b с I a ft у

О, л: лг, 2 л; л , 2 л  j 0 ,л: Л ,2 л  л , 2 л

Если мы теперь хотимъ определить для этого типа знакъ g въ фор
муле (III,) (а), то мы должны руководствоваться следующими пределами:

ft +  y а b - с a
2 2 2 2

л ,  2 л
ч -

s ;<мi
£ '<N 

' 
+ t* |<N 
o'

* Другое, бол-fee простое изложеше можно найти въ § 50, 4. То, которое 
дано здесь, нисколько сложнее, но зато естественнее.

В е б е р ъ .  Энциклоп. элемент, гвоме^рш. 6
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Поэтому

sin р +

. аsm -

cos
b — с

cos

имЪетъ отрицательное значеше,

„ положительное „
■1

„ положительное „ ,

„ положительное „ ;

поэтому зд'Ьсь q им-Ьетъ значеше — 1 и только это одно значеше. Сим
волически мы напишемъ теперь, когда рЪчь идетъ только о знак̂ Ь, эту 
формулу Делам бра въ такомъ вид-fe:

сл+>довательно, въ нашемъ случаЪ о =  — 1.
Но, согласно п. 2, этимъ путемъ уже доказано, что для типа 7 ^  

во всей системЪ (111х) должны быть взяты ниж н1е знаки . Если бы 
мы захотели применить тотъ же npieMb для рЪшешя вопроса о знакахъ 
въ формулЪ (III.,) (а), то это оказалось бы невозможнымъ: именно, зд-Ьсь 
пределы будутъ таюе:

7 + а с — а ь
2 2 2 2

л
Т  ’

олг
~2

л  !
Т ’ :

0, лг j Л

Поэтому мы будемъ им!>ть знаки:

. а -г  Удля sin — -— тотъ или другой,

„ s in -~  положительный,

с - а„ COS —- — ТОТЪ ИЛИ другой,

ь
„ cos — 0ТРицательны^-

Если мы будемъ зд-Ьсь называть величину, которая можетъ пмЬп. 
какъ одинъ, такъ и другой знакъ, „неопределенной" и будемъ это отме
чать вопросительнымъ знакомъ (?), то формула Д елам бра (III.,! (а) ири- 
нимаетъ видь:

у ?
-- о —-.
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такъ что мы не можемъ сделать заключешя относительно знака о; на- 
противъ, формула (Ш2) (Ь) принимаетъ символическую форму

и, следовательно, въ этой формуле опять таки р =  — 1. Но такъ какъ 
въ одной и той же системе, какъ было доказано, q имеетъ всегда одно 
и то же значение, то во всей систем е (III2) Q =  — 1. Такимъ же обра- 
зомъ можно обнаружить, что и во всей системе (Ш3) о =  — 1. Мы 
пришли, такимъ образомъ, къ следующему результату. Для треуголь- 
никовъ типа 7 + 1 во в сех ъ  ф орм улахъ  Д елам бра о =  — 1. Поль
зуясь темъ же пр1емомъ, можно определить знаки для всехъ 16 типовъ.

4. Къ той же цели быстрее и нагляднее приводить следующая 
таблица *, которую легко составить при помощи таблицы, приведенной 
на стр. 53; она составляется чисто механически при помощи очень про- 
стыхъ соображешй; нужно только заполнить немнопя места указаннымъ 
выше способмъ:

а

I

b

Hi

с d а

III,

bjc d

Шз

a j b . с | d

Т(°)
00

+
1

+
OjII

+
1

+ 9 9

т - т
9  9

+
 1 +

 
О

;
II

+
 1 + ± = 9 ± ; ? i + x = e ±

ттп
+

! 1 
О

)

11
i 1+ 9 9

? = + + =9 + ? ?
' 1

•J 3 ' о

Т (0)1 (Л

+
1

+
ОуII

1 и
- 9 9

! 
1 + 11 'О -н
+

+
11 'О +
1

+

9  ? +  +  
-  =  е + +  4- 1 i — -+•

Г(  0) 
10 +

! 
+

 
II 'О 11

+1 9 9

т - т т = +
? V 

■ i r ? х = ? х

a ь С d I; Ь | с d a b с d

т а )  1 01 т = +
9 9 9 - ■) о

+  *  +  \ + x = ! ? x : x = s x  ?

ГП)10 9 9
Т  4-
—  = 0 —  ? 
+  - + i ! ~ : - ? Т : Г  =  0 £  ?

7(1) 
4 00

i - i

9 9 +  - +  I — — ~  ! о -3
+  - 9 + \ - - 9 - у , - £> • I' '

7 а )
7 i t 9 9 +  +  :!0 1 +  -  — - ■,  ,j — — — — — -

Г  =  • 1 “  — Р ~  Х ~ У Х ! ? ! - 4 Х = ? Х  ■

Таблицы, соответствующая индексамъ 2 и 3, получаются изъ таблицы 
(5) путемъ циклическаго перемещешя колоннъ (ШД (Ш0), (IIIS).

* По техническимъ прнчпнамъ везде въ этой таблице вместо — о напе
чатано у.
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Если индексы k, I, т обозначаютъ числа 1, 2 3 въ некоторой 
определенной последовательности, то мы получаемъ формулы, знаки ко- 
торыхъ непосредственно определяются таблицей, и формулы, который 
остаются неопределенными, по схеме:

Типъ Определенный Неопределенный

(III* а) (III* d) (IHfcb) (IHfcC)
740)

< 5 е ............. (Ш,а) (IHjd) (Hbb) (III/c)
(III», а) (III», d) (III»,b) (III», c)

(Ш* а) (IHfcd) (IHfcb) (HlfcC)
Т'к ) .............д £ (Ш/Ь) (HI; с) (III/a) (Ill/d)

й. 1 = 0,1 (III», Ь) (Ш„,с) (III», a) (III„.d)

Эта схема показываетъ, что для треугольниковъ каждаго типа мы 
всегда ичеемъ въ своемъ распоряженш для определешя знака въ соот
ветствующей системе (III,) ( / =  I, 2, 3) две формулы таблицы (5), чемъ 
определяется знакъ всей системы. Два вопроса, поставленные въ п. 3, 
получаютъ теперь полное разрешеже въ виде следующей теоремы, ко
торая непосредственно вытекаетъ изъ таблицы (5) и формулъ (Ш,):

Теорема: Во в с е х ъ  ф орм улахъ  Д елам бра о одновременно
равняется либо - ( -  1 , либо -  1 ;

+IIО
J для типовъ:

Т(0)
00

Т(0)
11

Т < «
01 Г 10 <* =  1, 2, 3).

И Q  =  —  1 для типовъ:

То) 7 4 * ) 7 ™  ( к =  1 , 2 ,  3).01 10 00 и

Въ частно сти во всяком ъ Э й леровом ъ  тр еу го л ь н и к е

5. Подчеркнемъ еще разъ, что эта теоремаимеетъ осн овн ое зна- 
neHie. Она обнаруживаетъ, что нельзя говорить просто о „сферическомъ" 
треугольнике; имеется два вида сферическихъ треугольниковъ, которые 
настолько различны, что ихъ элементы связаны существенно различными 
системами формулъ*. Въ виду этого глубокаго различ!я становится 
ц ел есо о б р азн ы м ъ  о б о зн ач ать  тр еу го л ьн и ки  эти хъ  двухъ  кате
горий различными н а зв а ^ я м и . Стю ди .н азы ваетъ  сферическИ!

* Уравненгя Д ел ам бр а  при n =  1 1 и о =  — 1 представляютъ уже собой 
д в е  совершенно различный системы формулъ. Но ниже мы познакомимся еще съ 
другими формулами второго порядка, въ которыхъ различ1е между собственными 
и несобственными треугольниками высгупаетъ еще резче; въ нихъ, въ случаясь 
собственныхъ и несобствснныхъ треугольниковъ, появляются не только различные 
.знаки, но и различный функши (§ 50, (Н) и (IV)).
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треугольникъ  „со б ствен н ы м и , если д =  +  1 и „н есо бствен н ы м и , 
если д =  — 1.

И зъ 16 ти повъ  треу го л ьн и ко въ  M e6 iyca восемь, а именно:

7(0) 7(0) 7(A) 7№)
ио 11 • ' о .  1 н,

представляю тъ собой собственны е треугольники , а остальны е 
восемь:

7 ( 0 )  -г (О) Т (А) Т (А-)
01 1 10 •< 00 J  11

несобственны е.
На таблице I (стр. 50) слева начерчены собственные типы, справа— 

несобственные. На таблице (5) собственные треугольники отделены отъ 
несобственныхъ двойными штрихами.

Т е формулы, которы й справедливы какъ для собственны хъ , 
такъ и для н есобственны хъ  треугольни ковъ , назы ваю тся ф ор
мулами перваго  порядка; те  же формулы, который относятся 
только къ собственны м ъ или только къ несобственны м ъ тре
у го л ьн и кам ^  назы ваю тся формулами второго  порядка.

На первый взглядъ это опредЪлеше формулъ перваго и второго 
порядка отличается отъ того, которое было дано въ п. 3 § 40-го. Но 
въ слфдующемъ параграфе мы увидимъ, что введете собственныхъ и 
несобственныхъ треугольниковъ необходимо приводить къ развитт Мё- 
б1усова поняДя о треугольнике; оба определешя оказываются поэтому 
тождественными.

Замечательно, что формулы Д еламбра при почленномъ дЪленш 
даютъ формулы перваго порядка; это—такъ называемый Н еперовы  
аналопи, указанный въ § 43.

Гауссъ полагалъ, что формулы Д еламбра при вычислешяхъ им%- 
ютъ преимущество передъ Неперовыми аналогами, Д еламбръ же оспа- 
ривалъ эту точку зрешя*. После того, что было изложено, формулы 
Деламбра, съ теоретической  точки зрешя, несомненно, стоять выше; 
оне обнаруживаютъ существоваше двухъ классовъ треугольниковъ, тогда 
какъ аналопи Н епера одинаково относятся ко всЪмъ треугольникамъ.

§ 46. Треугольники Гаусса-Стюди.

1. Два треугольника одного и того  же индекса (стр. 53), изъ ко- 
торыхъ одинъ собственный, а другой несобственный, мы будемъ называть 
„противонаправленны м и“. Мы получаемъ треугольникъ, противонапра
вленный треугольнику 7 ^ ’(г =  0 ,1,2,3), если дадимъ 6 и в другое возможное

* V. B raunm uhl, Vorlesungen iiber Geschichte der Trigonometrie, zweiter 
Band, p. 193.
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для него значеше; выражаясь геометрически, если мы либо измЪнимъ на- 
правлеше всЪхъ трехъ сторонъ треугольника, либо замЪнимъ направлеше 
вращешя на сфер% противоположнымъ—два процесса, которые, согласно 
§ 39, 10, взаимно полярны. Выражая то же самое другими словами, можно 
сказать, что съ этими процессами связана перемЪна знака коэффищента о.

2. Но это  не единственны й путь, которы й п риводитъ  къ пе- 
peM tH t знака. Если мы увеличимъ одну изъ сторонъ или одинъ изъ 
угловъ на 2 л;, то половина угла нарастетъ при этомъ на л ,  и мы легко 
убЪждаемся, что съ этимъ связана перем-Ьна знака въ формулахъ.

Это застав л яетъ  насъ счи тать  различны м и и т а к 1е треуголь
ники, ко то р ы е отличаю тся на величину, кратную  2 яг. Изъ одного 
и того же треугольника M e6 iyca мы можемъ, такимъ образомъ, получить, 
мЪняя неограниченно стороны и углы, б езч и сл ен н о е  м нож ество тре- 
угольниковъ. Треугольники, къ которымъ мы такимъ образомъ приходимъ, 
мы будемъ называть треугольниками „Гаусса-С тю ди“.

Въ вы числен1яхъ  переходъ отъ треугольниковъ M e6 iyca къ тре- 
угольникамъ Гаусса-С тю ди осуществляется тЬмъ, что мы въ треуголь- 
никЪ M e6 iyca замЪняемъ стороны и углы новыми, полагая

а =  а +  2пал ,  а =  а +  2 vrtn

b' =  b -{- 2пьл ,  /9' =  /? +  2 V) л

с' = с - f  2 псл , у' =  у +  2 1'уЛ
($)i)

Въ этихъ линейныхъ подстановкахъ п и v означаютъ цТлыя числа, 
положительный или отрицательный, или 0 .

Мы обобщимъ понят1е о „типЪ“ (стр. 53) такимъ образомъ, что 
отнесемъ къ одному и тому же типу треугольники, которые отличаются 
одинъ отъ другого только подстановкой вида (Щ?).

Геом етрически можно составить себТ ясное представлеше о тре- 
уго.пьникЪ Гаусса-Стю ди, если мы вообразимъ себТ такого рода тре-
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угольникъ, который сд-Ьланъ изъ нитей, а углы между его сторонами на
тянуты пружинами; нить можетъ обвить сферу нисколько разъ, а пру
жина можетъ им%ть нисколько оборотовъ. На фигур-fe 38 * изображены 
два треугольника Гаусса-Стю ди типа ГЭД; первый соотв-Ьтствуегь под
становка

а =  а, Ь' =  Ь, с ' =  с, а =  а +  2л, f t'=  @, у' =  у, 

а второй подстановка

а =  а, Ь' =  Ь-\- 2л, с' =  с, а' =  а - f  2лг, {}' = /?, /  =  у.

3. Kanie же изъ треугольниковъ Гаусса-Стюди будутъ собствен
ными и каше будутъ несобственными? Такъ какъ наращеше одной 
стороны или одного  угла на 2 яг изм-Ьняетъ знакъ коэффищента д на 
обратный, то мы должны отделить подстановки (2R), въ которыхъ сумма 
па +  Щ +  пс -f- va +  v:i -j- vy выражается четнымъ числомъ, отъ гЬхъ, въ 
которыхъ она выражается нечетнымъ числомъ; при подстановкахъ перваго 
рода д сохраняетъ свой знакъ, а при подстановкахъ второго рода— 
м-Ьняетъ его.

Теорема. П одстановки  (3R), для которы хъ вы полняется срав- 
нен1е

2 п  -\- 2 v  Е 0 (mod. 2), (91)

обращ аю тъ собственны й треугольни къ  въ собственны й же, а не
собственный въ несобственны й же; напротивъ, при наличности 
сравнен1я

2 п  2 v  = 1 (mod. 2) (9Г)

собственны й тр еу го л ьн и къ  переходи тъ  въ несобственны й, и 
обратно.

Если мы теперь назовемъ треугольники, принадлежащее къ одному и 
тому же типу и отличаюипеся только подстановкой (91), „эквивалент
ными", треугольники же, отличаюшдеся только подстановкой (5JE), „сущ е
ственно различны ми", то эквивалентные-треугольники всегда будутъ 
одновременно собственными или несобственными; изъ двухъ же суще
ственно различныхъ треугольниковъ одинъ будетъ собственнымъ, другой 
несобственнымъ. Пос.тЬднее предложеше можно теперь выразить сл%ду- 
ющимъ образомъ.

Теорема. П о д стан о вка  (91) об ращ аетъ  всям й  сф еричесю й 
тр еу го л ьн и къ  въ эквивалентны й  ему треугольни къ , подстан овка 
же (91') — въ существенно  отличный.

л Символы, н а ч е р ч е н н ы е  при эти.чъ фигурахъ, будутъ пояснены н и ж е .



88§ 46

4. Мы можемъ сделать отсюда важный выводъ: то свойство сфе-
рическаго треугольника, что онъ можетъ быть собственнымъ или не- 
собственнымъ, уже не связано, какъ у M e6 iyca, съ определенными 
типами ТМ (§ 45, 5); напротивъ, въ каждомъ типе мы теперь имеемъ 
группу собственныхъ и группу несобственныхъ треугольниковъ. Такъ, 
на фиг. 38 первый треугольникъ собственный, а второй несобственный, 
хотя они оба принадлежать къ типу 7 ^ -  Изъ 8 собственныхъ типовъ 
M e6 iyca получается 8 группъ собственныхъ треугольниковъ при помощи 
подстановки (31) и 8 группъ несобственныхъ треугольниковъ при помощи 
подстановки (9Г). То же имеетъ место и для 8 несобственныхъ Me6iy- 
совы хъ типовъ. Мы получаем ъ, таким ъ образо м ъ , 16 группъ 
собственны хъ тр еу го л ьн и ко въ  и 16 гр у п п ъ  несобственны хъ; 
первые мы будемъ обозначать символомъ вторые — символомъ

Каждая группа можетъ быть представлена любымъ при- 
надлежащимъ ей треугольникомъ; все остальные треугольники той же 
группы эквивалентны съ этимъ „представителемъ" ея и получаются изъ 
него посредствомъ подстановки (9R). Въ качестве такихъ представителей 
особенно удобно взять формы, начерченный на таблицахъ II и III; мы 
будемъ называть ихъ „приведенными" треугольниками; целесообраз
ность такого выбора выяснится ниже.

5. Сделаемъ теперь сводку полученныхъ результатовъ.
Т реугольники  M eoiyca.

a) Стороны и углы содер
жатся между 0 и 2 л;; стороны и 
углы, сравнимые по модулю 2 л  
считаются тождественными.

b) Тремъ даннымъ точкамъ 
на сфере соответствуютъ 16 раз- 
личныхъ треугольниковъ.

с) Изъ нихъ 8 представля- 
ютъ собою собственные, а 8 не
собственные треугольники.

Т реугольн и ки  Гаусса-Стюди.
a) Стороны и углы могутъ из

меняться безъ всякаго ограничежя; 
если они даже сравнимы по модулю 
2 л ,  они все же считаются раз
личными.

b) Тремъ даннымъ точкамъ 
на сфере соответствуетъ безчи- 
сленное множество треугольниковъ, 
которые распадаются, однако, на 
32 группы эквивалентныхъ тре
угольниковъ.

c) Изъ этихъ 32 группъ 16 
содержатъ эквивалентные собствен
ные треугольники,а остальныя 16 
содержатъ эквивалентные между 
собой несобственные треугольники; 
каждая группа можетъ быть пред
ставлена однимъ изъ ея треуго.пь- 
никовъ, - напримеръ, „приведен- 
нымъ“ треугольникомъ.
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6. Можетъ показаться, что принадлежащее Гауссу и Стюди обоб
щение М ё б i у с о в а понята о треугольнике идетъ безъ нужды слишкомъ 
далеко. Мы условились считать различными треугольники, отличавшиеся 
по модулю 2 я ;  но ,такъ какъ прибавлеше 4 л , 8 л  . . .  не вызываетъ ни
какого изм-Ьнешя въ знакахъ, то на первый взглядъ казалось бы доста- 
точнымъ ограничиться такого рода обобщетемъ: треугольники, коихъ 
стороны (или углы) сравнимы по модулю 4 л ,  считаю тся тож де
ственными; при этомъ соглашенш можно найти число всЬхъ треуголь- 
никовъ, которые получаются изъ одного M e6 iycoea треугольника, если 
числамъ п и v  дать только значешя 0 и 1; но тогда мы получаемъ 
26 =  64 треугольника; а такъ какъ три точки определяют. 16 треуголь- 
никовъ M e6 iyca, то, съ этой точки зрешя, мы должны, были бы сказать:

Три точки  на сф ер е  опред-Ьляютъ 1 6 -6 4  =  1024 различ- 
ныхъ тр еу го л ьн и ко въ , половина которы хъ суть собственны е 
треугольники , а остальны е несобственны е.

Поскольку речь идетъ только о формулахъ Деламбра, этого 
обобщешя было бы уже достаточно. Если мы, однако, предпочли сразу 
стать на бол-fee общую точку зрешя, то мы руководствовались при этомъ 
двоякаго рода соображешями.

Подобно тому, какъ формулы Д елам бра содержать половинные 
углы, можно было бы также вывести формулы, которыя содержать третьи, 
четвертый, . . ., k -ыя части угла; и это всегда приводило бы къ необхо
димости ввести новое пошгпе о треугольнике; мы должны были бы тогда 
считать тождественными треугольники, сравнимые соответственно по 
модулямъ 6 л , 8 л ,  . . ., 2 k л .

Съ этой точки  3pfeHifl мы получили бы ц^лую  с е р ш  п о н я т й  о 
тр еу го л ьн и ке  въ зависим ости отъ того, что мы п оследовательно  
признавали бы тож дественны м и треугольники , сравнимые по

mod 2 л ,  mod 4 л ,  mod 6 л;, . . ., mod 2 к л  *.

Совокупность всехъ треугольниковъ расчленяется, такимъ образомъ, 
на треугольники Пой, 2-ой, 3-ей, . . ., k-oft „ступени". Три точки опре- 
деляютъ 16 • k6 треугольниковъ k-oft ступени.

Такимъ образомъ, поняНе о треугольнике Гаусса-Стюди имеетъ 
то преимущество, что оно сразу производить все эти обобщешя и охва
тывает. все мыслимыя формулы.

Гораздо глубже соображения второго рода; они носятъ геометри
чески характеръ и находятъ себе выражеше въ „теорем е Стюди".

* Ср. F. Klein „Ober die hypergeometrische Reihe". Литографированныя 
лекцш. Стр. 312 и дальше.
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Таблииа Па.

Приведенные собственные треугольники.



Таблица II b.

Приведенные собственные треугольники.



Таблица Ilia .

Приведенные несобственные треугольники.
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Таблица III b.

Приведенные несобственные треугольники.
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§ 47. Теорема Стюди.

1. Если мы назовемъ совокупность всЪхъ треугольниковъ, которые 
могутъ быть получены изъ какого-либо одного треугольника посредствоиъ 
непрерывной деформацш на сфер-fe (т. е. передвижешемъ по сфер’Ь, 
растяжешемъ или расширешемъ) „континуумомъ", то будетъ им%ть м^сто 
«следующая теорема:

Т еорема Стюди. С о во к у п н о сть  всЪхъ собствен н ы хъ  тре
у го л ьн и ко въ  и совокуп н ость  всЪхъ н есо б ств ен н ы х ъ  образую тъ 
каж дая въ отд-Ьльности континуум ъ.

Д ап р о ти въ , непреры вны й п ер ех о д ъ  о тъ  соб ствен н аго  тре
у го л ьн и ка  къ н есоб ствен н ом у  н евозм ож енъ  *.

2. Это предложеше обнаруживаетъ, что последовательное раздаете 
треугольниковъ на „ступени" воздвигаегь совершенно неестественную  
:грань между треугольниками, объединенными важнымъ свойствомъ, заклю
чающимся въ томъ, что они могутъ непрерывной деформашей переходить 
другъ въ друга; отъ любого треугольника, скажемъ, первой ступени, 
всегда можно непрерывной деформащей придти къ треугольникамъ любой 
.другой ступени. Съ этой точки зрЪ н1я разд Ъ лен 1е треугольниковъ 
разли чн ы хъ  ступеней п редставляется  невы полним ы м ъ. Напро- 
тивъ, разд-Ълеше треугольниковъ на собственные и несобственные пред- 
ставляетъ собою естественную грань. Такимъ образомъ, разъ мы вообще 
пришли къ необходимости различать углы, отличающееся на кратное 2л, 
то представляется наиболее ц-Ьлесообразнымъ положить въ основу поня- 
Tie о треугольникахъ Гаусса-Стюди во всей его общности ** ***. Чтобы 
устранить всяюя недоразумЪшя, зам-Ьтимъ еще следующее: опред"Ьлеше 
формулъ перваго и второго порядка дословно, какъ оно приведено въ 
§ 45, 5, остается въ сил"Ь также для треугольниковъ Гаусса-Стюди.

Формулы перваго порядка им-Ьють точкой отправлешя теоремы 
•синусовъ и косинусовъ, формулы же второго порядка — уравненёя Де- 
-л амбр а

3. Д о казател ьств о  теорем ы  Стюди. Прежде всего, что тре
угольники M e6 iyca одного  и то го  же типа могутъ быть непрерывно 
превращены одинъ въ другой, это непосредственно ясно и не нуждается 
ши въ какомъ доказательств-^. Что касается остального, то, обращаясь къ 
первой полож ительной  части предложешя, мы и ее докажемъ посте
пенно. Именно, мы покажемъ:

* Доказательство дано ниже, въ п. 3.
** Мы не хотимъ этимъ сказать, что при тЬхъ или иьшхъ алгебран- 

ческихъ изсл-Ьдовашяхъ не можетъ оказаться цЪлесообразнымг сохранить упо
мянутый „ступени".

*** S tu d y , 1. с., S. 130.
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1) что вс% эквивалентные треугольники (§ 46, 3) всегда могутъ быть 
преобразованы другъ въ друга непрерывной деформацией.

Этимъ путемъ мы можемъ каждый треугольникъ непрерывно пре
образовать въ приведенны й (§ 46, 4); намъ останется поэтому только 
показать,

2) что 16 приведенныхъ типовъ собственныхь треугольниковъ, равно 
какъ и 16 типовь несобственныхъ, могутъ быть всегда преобразованы 
другъ въ друга.

1) Мы преобразуемъ треугольникъ—что всегда возможно—такимъ 
образомъ, чтобы, скажемъ, бйло а =  я  (mod. 2 л). На фиг. 39 это показано 
для Эйлерова треугольника; намъ нужно только вершину С . продвинуть 
въ положительномъ направлены стороны а до точки С '; . треугольникъ 
получаетъ тогда форму, изображенную на фиг. 40. Если мы теперь,

-сохраняя вершины В  и С, заставимъ сторону а сделать k  оборотовъ, 
то при каждомъ оборогЬ углы /? и у нарастаютъ на 2 л .  Наконецъ, мы 
возвратимъ точку С въ ея первоначальное положеше, при чемъ произве
денное изм-Ьнеше угловъ сохранится; такимъ образомъ, мы непрерывной
деформашей произвели подстановку:

аналогично могутъ быть произведены подстановки, который получаются 
изъ этой циклическимъ перем'Ьщешемъ.

Будемъ теперь перемЪщать въ треугольник^ А В С  вершину С по 
дугЬ ВС  въ положительномъ направлены: тогда при каждомъ оборогЬ 
сторона а возраставгь на 2 л ,  уголъ же «, смотря по установленному на

Фиг. 39 Фиг. 40

(
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сфере направлешю вращешя, возрастетъ или уменьшится на 2 л .  Такимъ 
образомъ, k оборотовъ приводятъ къ подстановка:

/ а  b с а !в у\
\ a - \ - 2 k n  Ь с a + 2 k n  ft у) ’

такимъ же образомъ можно осуществить обе аналогичный подстановки. 
Если мы теперь произведемъ аналогичный преобразовашя полярнаго тре
угольника и примемъ во внимаше, что непрерывной деформацш полярнаго 
треугольника соотвЪтствуетъ непрерывная же деформащя первоначальнаго 
треугольника, то мы убедимся, что мы имеемъ возможность осуществить 
также подстановки, который получаются изъ указанныхъ выше путемъ за- 
м-Ьщешя сторонъ углами и обратно. Но изъ полученныхъ такимъ образомъ 
12 подстановокъ можно составить, какъ въ этомъ легко убедиться, каждую 
подстановку (31). Итакъ, эквивален тн ы е тр еу го л ьн и ки  всегда мо- 
гутъ  быть п р ео б р азо ван ы  д р у гъ  въ друга.

2) Доказательство второй части мы вновь разд-Ьлимъ на две части,
а) Мы докажемъ, во первы хъ, что собственные приведенные типы, 

отличаюппеся только направлешемъ сторонъ, а не установленнымъ на сфере 
направлешемъ вращен1я, могутъ быть непрерывно преобразованы одинъ 
въ другой. Следовательно, типы, начерченные на таблице II въ верхнемъ 
ряду, могутъ быть преобразованы другъ въ друга, равно какъ и типы,

начерченные въ той же таблице въ 
нижнемъ ряду. То же самое относится 
и къ несобственнымъ треугольникамъ, 
на таблице III.

Ь) Во вторы хъ , мы покажемъ, 
что между типами верхняго и нижняго 
рядовъ какъ на таблице II, такъ и на 
таблице III также возможенъ непре
рывный переходъ. Мы будемъ обо
значать нижше горизонтальные ряды 
на нашихъ таблицахъ черезъ а, верх- 
Hie черезъ ft.

а) Мы будемъ исходить отъ 
приведеннаго треугольника и со
вершенно такъ же, какъ выше, прн- 

дадимъ ему такую форму, чтобы а — л  (фиг. 39, 40). Затемъ, сохраняя 
точки В и С, мы повернемъ сторону а на п о лъ -о б о р о та; при надлежа- 
щемъ выборе направлешя этого оборота углы ft и у нарастутъ тогда 
на л \  въ полученномъ такимъ образомъ треугольнике проведемъ сто
рону а въ направленш, обратномъ прежнему, такъ что она перейдетъ въ

§ 47
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2л: — а\ наконецъ, возвратимъ вершину С въ ея первоначальное поло- 
HteHie. Тогда нашъ треугольникъ перейдетъ въ треугольникъ £W со 
сторонами и углами 2яг — а, Ь, с; а, л  +  0, л  +  у. Весь этотъ процессъ 
мы обозначимъ черезъ ; точно такъ же черезъ Е2 и Е3 обозначимъ 
процессы, которые изъ него получаются циклическимъ замЪщешемъ.

Каждый п роц ессъ  Ек непрерывно преобразовы ваетъ  тре
угольникъ въ тр еу го л ьн и къ  Ef0’ (k  =  1, 2, 3) и обратно.

Въ справедливости второй части этого утверждешя легко убедиться.
Если мы, такимъ образомъ, произведемъ процессъ Е2 надъ тре- 

угольникомъ Eg£, то мы получимъ треугольникъ Ef> если же надъ 
посл-Ьднимъ треугольникомъ произведемъ процессъ Е3, то rfe же сооб
ражения, что и выше, обнаружатъ, что мы получимъ треугольникъ Е™. 
Стороны и углы этого треугольника будутъ: а, 2 л  — Ь, 2л  — с, 2л  -\- а, 
# +  j3, л  -f- у. Нужно зам-Ьтить, что мы получаемъ собственный типъ 
E(V благодаря прибавлент 2 л  къ углу а. Мы будемъ говорить, что мы 
„составили" этотъ процессъ изъ процессовъ Е2 и Е3 и будемъ его 
обозначать символически произведешемъ Е2ЕЪ. Это та же терминолопя, ко
торой мы уже пользовались въ теорш группъ перестановокъ (т. I, § 50). 
Если, стало быть, г, k, I означають числа 1, 2, 3 въ любой последователь
ности, то мы можемъ сказать: процессъ  Et Ek непрерывно преобра
зовы ваетъ тр еу го л ьн и к ъ  въ треугольникъ  £№.

Точно такъ же легко усмотреть, что процессъ Ег Е2Е3 непреры вно 
п реоб разуетъ  тр еу го л ьн и къ  £ (0°0' въ треугольникъ  £^>. Стороны 
и углы этого треугольника суть: 2 л — а, 2 л — Ь, 2 л — с, 2 л - \ -а ,  
2 л  +  |3, 2 л  -(- у, благодаря прибавленгю 2 л  ко всТмъ угламъ треуголь
никъ остается собственнымъ.

Такимъ образомъ, утверждеше а) для ряда (а) доказано; но анало
гичный разсуждешя можно провести также для ряда (/3) и для соотвЪт- 
ствующихъ рядовъ несобственныхъ треугольниковъ.

Т еперь становится такж е яснымъ, почему мы выбрали 
„приведенные" тр еугольн и ки  въ томъ вид-fc, какъ они начер. 
чены на наш ихъ таблицахъ; вы боръ сд-Ьланъ такъ, что тре
угольники, пом-Ьщенные въ одномъ горизонтальном ъ ряду, 
п реобразовы ваю тся одинъ въ другой  непосредственно однимъ 
изъ п р о ц е ссо в ъ  Е.

Ь) Доказательство, что и ряды (а) и (/3) непрерывно преобразо
вываются одинъ въ другой, легко выполняется при помощи полярнаго 
преобразовашя. Процессъ Ег Е2 Е3 (помимо прибавлешя 2 л  ко всЬмъ 
угламъ, при которомъ треугольникъ остается собственнымъ) мТняеть 
направлешя всТхъ сторонъ. Поэтому, согласно § 39, 10, этотъ процессъ

В е б е р ъ .  Э нциклоп. элемент. геометрш . 7
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для полярнаго треугольника равносиленъ измЪнешю стороны вращешя 
на сферЪ; при прибавленш 2 л  ко всЬмъ тремъ сторонамъ полярнаго 
треугольника, онъ также остается собственнымъ. Треугольникъ, кото
рый мы такимъ образомъ получаемъ, еще не приведенный, — но при 
помощи подстановки вида (N) онъ всегда можетъ быть непрерывно пре- 
образованъ въ приведенный треугольникъ. Этимъ путемъ осуществленъ 
переходъ отъ треугольника (а) къ треугольнику (/?), и мы можемъ сказать:

П роцессъ, полярный п р о ц ессу  Е 1Е2 Е.А, непреры вно пре- 
о б р азу етъ  рядъ (а) въ рядъ  (/9).

Этимъ д о к азан а  п олож ительная часть теоремы .

4- Обращаясь теперь къ отрицательной части теоремы, зам%тимъ, 
что, въ виду доказанной первой части, намъ достаточно обнаружить су- 
ществоваше хотя бы одной только пары сферическихъ треугольниковъ, 
которые не могутъ быть преобразованы другъ въ друга. Мы разсмотримъ 
какой-либо собственный треугольникъ, въ которомъ только sin \ а и 
cos ] а  не равны нулю, и несобственный треугольникъ, который полу
чается изъ перваго прибавлешемъ 2лг къ углу а. Если бы таюе треуголь
ники могли быть непрерывно преобразованы одинъ въ другой, то ура- 
внешя (HIj) должны были бы им%ть мЪсто одновременно какъ для д =  1, 
такъ и для Q =  — 1; но тогда мы получили бы почленнымъ сложежемъ:

sin

cos

ft +  7
2

ft +  Г 
2

=  0 , 

=  0,

sin f t - r
2

cos f t - У

=  0 , 

=  0,

что явно содержитъ противор%ч1е.

Такимъ о б р азо м ъ  д о к аза н а  и о тр и ц ател ьн ая  часть  теоремы.

5. Теорема Стюди приводить къ новому опред'Ьлешю собствен- 
ныхъ и несобственныхъ треугольниковъ.

Собственными назы ваю тся B et тЪ тр еу го л ьн и ки , которые 
м огутъ  быть получены  изъ  Э й лерова тр еу го л ь н и к а  непреры вной 
д е ф о р м а ^ е й . B e t  остальны е н азы ваю тся несобственны м и.

§ 48. Аналитическая постановка вопроса. Родственные 
треугольники. Треугольники Стюди.

1. Процессы Ей (k =  1, 2, 3), которыми мы пользовались въ пре- 
дыдущемъ параграф^ можно безъ труда выразить аналитически. Какъ 
было выяснено на стр. 96 и 97, эти процессы равносильны подстановкамъ:
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Ei

e 2

E3

I a b с a (3 у \ 
\ 2 я  — a b с а л-\-(3 л - j-y /’

la  b c a (3 у \  
yz 2 л  — b с л - \ -а  /? л - \ - у ) ’

la  b c a /? y\.
\a  b 2 л — с лг-j-a л-\-[3 y j

мы будемъ ихъ впредь действительно отождествлять съ этими подстановками. 
Нагляднее эти подстановки могутъ быть выражены следующей таблицей, 
въ которой новые углы и стороны обозначены черезъ а', Ь', с', а ,  (3', у'.

а! V с' а' Р у'

Ei 2 л  — а Ъ с а л  (3 л  +  у

Ев. а 2 л  — b С л  -\- а 13 л  +  у

Es а Ь 2 л  —  с л  -f- а п  +  (3 У

Если только k  =j= /, то каждая изъ подстановокъ Е\ преобразовываетъ 
любой типъ ряда (а) или (/?) въ следую пай. При k =  l каждый треуголь- 
никъ преобразовывается въ эквивалентный треугольникъ.

Если мы будемъ обозначать эквивалентность (§ 46, 3) знакомъ ~ ,  
а тождественную подстановку (т. I, § 50) черезъ J, то

?12 =
а b с а [3 у \ j
р  b с а 2л; +  /? 2л;4 У/

такъ что всегда
№ =  1 .2,3) ( 1)

геометрическое значеше этой формулы, какъ и следующихъ, было уже 
выяснено. Далее мы получаемъ:

а' Ь' с’ а' /

Е,  Е3 а 2 л  — b 2 л  — с 2 л~\- а л  +  /3 л  +  у

E3 Ei 2 л  — а Ь 2 л  — с л  +  а 2 л  +  /9 Л +  У

Е у Е 2 2 л  — а 2 л  -  b с л  -f- а л  +  (3 2 л  +  у

В Д = а д ,  №, t = i, 2 . з; к+l) (3)

£ l Е<> Дд
/ а  b 
\2 я? — а 2 л  -

с а 13 у \
b 2 л  — с 2 л  +  « 2 л  +  (3 2 л  +  у]

I а b с а у\
\ -  а -  b -  с a j3 у)

( 4)
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2. На стр. 97 мы пользовались дал-fee процессомъ, полярнымъ отно
сительно Е1Е2Е3, чтобы отъ ряда (а) перейти къ ряду (£?). Но наше 
основное положеше, что каж дой операщи на сфер-fe соотв-Ьтствуетъ 
полярная ей операщя, требуегь, чтобы мы непосредственно ввели про
цессы, полярные относительно операши Ек (k =  1, 2, 3). Это чисто фор- 
мальнымъ путемъ приводитъ насъ къ следую щи мъ формуламъ:

а’ Ь' с' а' 0 ' 7'

Е! а тс —{- Ь Л +  С 2 л  — а Р У

е 2 л  +  а ъ л  -\- с а 2 л  — Р У

е 8 л  +  а л  +  Ь с а Р 1см

Е (А =  1 , 2 , 3 )

а' V с' а ' 9 /

е2е3 2 л  +  а л  +  b л  -(- с а 2 л  — Р 2 л  — у

Е3Е, л  -f- а 2 тс —J- b л  -j- с 2 л  — а Р 1

Ej E2 л  +  а л - \ -  Ь 2 л  +  с 2 л  — а 2 л  — Р У

E/tEz =  EjEfc, (fc,i=i.2,s;

/ a  b с a p  у \ 
1 2 3 \2 л - \ -а  2 л - \-  b 2 л - \ - с  2 л — а 2 л  — P 2 л  — yl

(a b с a P у 
\а  b с — a — P — y,

(E)

(1')

(2'}

(3') 

(4)

Ek E i ~ E i E k . (ft, i= i, 2, з) (5)

Что въ случа-fe (5) им+>етъ м-Ьсто эквивалентность, а не равенство* 
это показываетъ примЪръ:

Е в  =  Iй Ъ С а  Р 7 \

1 2 \а  л  — b л с  2>л — а р  л у )

/п Ь с а  р у \
2 1 \а  З л -  b л - \ - с  л  — а Р л - \ - у г

эти дв-fe подстановки отличаются одна отъ другой подстановкой вида (']!)..

3. Если мы заинтересуемся геом етри чески м ъ  значешемъ подстано- 
вокъ Е*, то окаж ется, что между треугольни кам и , которы е мы 
разсм атривали  до сихъ поръ, не найдется ни одного , который 
соотв-Ьтствовалъ бы п о д стан о вк -fe Eft. Это ясно геометрически. Въ
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самомъ д-Ьл-fc, процессъ Ег , по существу, производить только обра
щение направлешя одной лишь стороны а. Полярный процессъ долженъ 
изменить направлен1е вращешя на сфере, но только для одного лишь 
угла а; иными словами, уголь а заменяется черезъ 2 п  — а, углы 
же /? и у остаются безъ изменения. Это изм-Ьнеше получится, если мы 
замЪнимъ точку А  д1аметрально противоположной точкой А' (§ 38, 5). 
Подстановка Ех преобразовываетъ, следовательно, треугольникъ АВС 
въ такой треугольникъ А 'В С , одна 
изъ верш инъ ко то р аго  А' не при- 

.надлеж итъ къ числу т%хъ неизмен- 
ныхъ верш инъ, которы м и мы поль
зовались до сихъ поръ (фиг. 42).

4. Важно, однако, заметить, что этимъ 
путемъ мы получаемъ, правда, новые 
треугольники, но отню дь не новые 
типы тр еу го л ьн и ко в ъ . Такъ напри- 
меръ, треугольникъ типа преобра
зуется подстановкой Е! въ треугольникъ 
типа Е $ ,  какъ это видно на фиг. 42.
Это обстоятельство находить себе об
щее выражеше въ следующемъ предложены, въ справедливости котораго 
очень легко убедиться. Пусть Е  означаетъ подстановку, какимъ-либо 
образомъ составленную изъ подстановокъ Ек, а Е — подстановку, соот- 
ветствующимъ образомъ составленную изъ подстановокъ Е^; если под
становка Е  преобразовываетъ типъ Г® (h — 0, 1 ,  2, 3; (3, г - 0 , 1) въ 
Т(р е., то подстановка Е преобразовываетъ его въ типъ соб
ственные типы при этомъ всегда переходятъ въ собственные же, несоб
ственные — въ несобственные.

Отсюда следуетъ, что мы могли бы для получешя всехъ возможныхъ 
треугольниковъ пользоваться въ качестве „образую щ ихъ" процессовъ 
не операщями Ек , а операщями Еь-; это было бы только несколько менее 
наглядно. За приведенные типы треугольниковъ тогда было бы целесообраз
нее принять друпе, именно, такого рода, какъ вторая изъ фигуръ на стр. 86.

5. Мы видимъ теперь, что появлеше подстановокъ E t приводить 
къ необходимости ввести также въ разсмотреше и противоположный 
точки А', В’, С . Т аким ъ образом ъ , на первый планъ выступаю тъ 
уже не точки А, В, С, какъ это было до сихъ поръ, а проекти- 
рукмшй трегранны й  у го л ъ  (г„гьгс).

Для ближайшихъ нашихъ соображешй было бы целесообразно раз- 
сматривать эквивалентны е треугольники, какъ тож дественны е; тогда 
три точки на сфере определяютъ 16 собственныхъ и 16 несобственныхъ 
треугольниковъ (§ 46, 4).
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Пусть теперь (rarhrc) будегь трегранный уголъ, ребра котораго 
вырЪзываютъ на сфере точки А, В, С, А ', В ', С . Изъ нихъ можно 
тогда составить 8 комбинацШ по 3, если, естественно, не вводить въ 
одну и ту же комбинащю двухъ противоположныхъ точекъ, какъ А и А\

Такимъ образомъ, мы указаннымъ путемъ получимъ 8 • 16 =  128 
собственныхъ и 128 несобственныхъ треугольниковъ, которые все при
надлежать къ тому же трегранному углу.

Соответственно этому мы будемъ для наглядности называть тре
гранный уголъ „родомъ" этихъ треугольниковъ, а самые треугольники 
„родственны м и".

Если мы теперь, съ другой стороны, возвратимся къ аналитическимъ 
выражешямъ нашихъ преобразован^ и будемъ при этомъ помнить, что 
мы считаемъ эквивалентные треугольники тождественными, то мы зам-Ь- 
тимъ, что въ виду соотношешй (1), (Г), (3), (3'), (5), самая общая под
становка 5  можетъ быть представлена въ виде

S ~ E , ei ЕА3 Е,®1 Е0®2 Е»®3
( 6)

(̂ 1 , £о, £д, в ,, £-2> =  )̂"

Въ общемъ это составляетъ 64 различныхъ подстановокъ. При 
такомъ аналитическомъ выраженш изъ одного треугольника получается 
такимъ образомъ 64- собственныхъ родственныхъ треугольника или 64 
несобственныхъ, смотря по тому, былъ ли исходный треугольникъ соб- 
ственнымъ или несобственнымъ.

Геометричесюя соображешя даютъ, такимъ образомъ, для каждаго 
рода вдвое больше треугольниковъ, чемъ аналитически. Это происходить 
просто оттого, что два симметрично расположенныхъ треугольника, 
какъ, напримеръ, А В С  и А 'В 'С ', имЪкнще т е  же углы  и стороны, 
отличаются другь отъ друга только геометрически, а не аналитически; ана- 
литичесюя выражен1я даютъ ведь только величины  сторонъ и угловъ.

6 . Чтобы достигнуть и здесь единства, мы введемъ последнее 
об общ еш е поняН я о т р еу го л ь н и к е  и такимъ образомъ придемъ къ 
„треугольникам ъ Стю ди".

П одъ треугольникам и  мы будем ъ р а зу м е т ь  совокупность 
сторонъ  а, Ь, с и у гл о въ  a, ji, у, не касаясь  сл у ч ай н аго  располо
ж е н а  ихъ на сф ере.

С ообразн о  этому все треугольн и ки , ко н гр у эн тн ы е одному 
и тому же тр еугольн и ку  и сим м етричны е ему, поскольку  они 
им ею тъ те  же стороны и углы, мы будем ъ р азем атр и вать , какъ 
одинъ и то тъ  же треугольн и къ .
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7. Если мы теперь эквивалентные треугольники будемъ вновь раз- 
сматривать, какъ различные, то мы сможемъ выразить наши результаты 
сл-Ьдующимъ образомъ:

С овокупн ость  всЪхъ треугольниковъ, принадлежащ ихъ од
ному и том у же роду, распадается на 64 группы собственны хъ 
и 64 группы н есо б ствен н ы х ъ  треугольниковъ . Мы можемъ по
лучить вс'Ь эти треугольни ки , если къ одному изъ нихъ прим-fe- 
нимъ 64 подстановки, содерж агщ яся въ схемЪ

5 =  £ 1е> Е2е2 Еье* Е^ 1 Е2£2 Е3ез

( е \ I е2> е3> £ 1 > £2 ’  Ч  ~  l ) i

изъ 64 тр еу го л ьн и ко въ , къ которы мъ мы такимъ образом ъ при- 
демъ, мы получим ъ B ci родственны е треугольники при помощи 
подстановокъ  (91) и (9i'); ПРИ этом ъ подстановки (31) даю тъ соб
ственные тр еугольн и ки  отъ собственнаго исходнаго треуголь
ника и н есоб ствен н ы е отъ несобственнаго; напротивъ, подста
новки (91') п риводятъ  отъ собственнаго исходнаго треугольника 
къ н есобствен н ы м ъ и обратно.

Если мы им-Ьли первоначально Эйлеровъ треугольнику стороны и 
углы котораго изменяются между 0 и г г , то подстановка (591) даетъ все 
вообще существующее собственные треугольники, а подстановка (591') 
даетъ Bci несобственные треугольники.

Что при этомъ многократно появляются одни и гЬ же по типу тре
угольники, такъ какъ подстановки Ей не вносятъ, по существу, ничего но- 
ваго, — мы уже указали выше.

8. Въ заключеше мы удЪлимъ еще Micro зам-Ьчашю о возможности 
и другихъ обобщенШ понята о треугольник^. При томъ понятии о тре- 
угольникЪ, которое установлено Стюди, точкой отправлен1я все-таки 
служитъ г е о м е т р и ч е с к и  образъ, хотя сущ ественнымъ здЪсь и при
знается нЪчто ан али ти ческое, именно — величины элементовъ а, Ь, с, 
а, /3, у. Отсюда остается уже только одинъ шагь къ тому, чтобы совер
шенно отвлечься отъ геометрическаго образа и дать чисто аналитическое 
опред-Ьлеше:

„Подъ сферическимъ треугольникомъ мы будемъ разумЪть сово
купность шести величинъ a, b , с, a, ft, у, который связаны между собою 
уравнешями (I) (стр. 67), выражающими теорему косинусовъ на сфер-Ъ“.

Такое обобщеше даетъ возможность ввести также треугольники съ 
комплексными сторонам и  и углами. Ш иллингу * удалось дать 
геометрическую интерпретацпо даже для такихъ „комплексныхъ треуголь-

* Schilling, „Beitrage zur geom. Theorie der Schwarzschen s-Funktion“. Math. 
Ann., Bd. 44 — Cp. также Schoenflies,. Ueber Kreisbogendreiecke“ ит.д. — тамъже.



104§ 48

никовъ“ ; онъ воспользовался для этого неевклидовымъ мйроопредйле- 
ш'емъ, абсолютной поверхностью котораго служитъ сфера (§ 11, 18). 
Ребра проектирующего треграннаго угла въ этомъ случай не проходягь 
черезъ центръ сферы и даже не пересйкаются вообще 7.

Однако, эти послйдшя соображешя прюбрйтаютъ значеже только 
въ теорш функцШ. Здйсь же, гдй мы ограничиваемся только вопросами 
элементарной математики, мы должны оставить ихъ въ сторонй.

§ 49. Прим-bHeHie теорш группъ.

1. Предыдунп'е результаты гораздо легче обобщить, если восполь
зоваться п о н я т1емъ о гр у п п t ;  строго говоря, мы фактически все время 
уже пользовались этимъ основнымъ понят1емъ.

Какъ въ первомъ томй мы разсматривали группы, „элементами” 
которыхъ служили перестановки (§ 52), такъ здйсь мы займемся группами, 
элементами которыхъ служатъ линейныя п о дстан о вки , — „группами 
п о д с тан о в о к ъ ”. Группы перестановокъ представляютъ, очевидно, лишь 
частный случай группъ подстановокъ.

2. Подстановки, которыя мы выше разсматривали, всегда имйли видъ:

а — p aci-\-qa, a! — p aa - \-q a, 

b' =  рьЬ +  дь, (}' =  рц$ +  q

c ' = p c C  +  qc, У =  р у У +  Ч-п
такъ что онй могутъ быть выражены вь общей формй

x '  =  p x  +  q-, ■ (1)

мы будемъ обозначать ихъ буквой S,  а точнйе — символомъ [р , q] ; при 
этомъ мы всегда будемъ считать р  отличнымъ отъ нуля; помимо же 
этого р  и q могутъ пока имйть произвольный значежя.

Изъ двухъ подстановокъ

получается третья,

х'  = р  х  +  q , 

х" =  р х  +  q
( 2)

„с о став л ен н ая” изъ нихъ (т. I, стр. 178 и д.):
v" _п" Iх — р л  т  q ) 

р" = р р \  

ч" =  Р ч + ч\
(3)

7 Нужно сказать, что идея—положить въ основу совокупность элементов!., 
связанныхъ заданными уравнешямн, и таковую разсматривать, какъ треугольникъ,— 
принадлежить Лобачевскому. Такую именно постановку вопроса мы находимъ v 
него въ гВоображаемоГ1 Геометрии-.
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что мы будемъ выражать символически

SS' =  S",
или точнее: [р, q\ \р', q] =  \р", q"}

3. Подстановка [1, 0] =  J  есть тождественная подстановка; отъ 
составлешя съ нею никакая подстановка не изменяется:

S J  =  J S =  S. (5)

4. Каждой п о д стан о вк е  5  отвеч аетъ  одна и только одна 
подстановка 5"" 1 так о го  свойства, что

S _1 S  =  J:

Чтобы въ этомъ убедиться, достаточно положить въ выражешяхъ (3)

Подстановка S -1  называется обратной относительно подстановки 5. 
Относительно обратныхъ подстановокъ и подстановокъ съ отрица

тельными показателями справедливо все, изложенное въ томе 1 (въ § 50 
п. п. 9— 11).

Если р  и q представляютъ собой не произвольный числа, а чемъ- 
либо ограниченный (напримеръ, целыя), то, какъ показываютъ последн1Я 
уравнешя, данной подстановке не всегда отвечаетъ обратная.

5. Въ применении къ составлен™ подстановокъ законъ перемести
тельный вообщ е несправедливъ, какъ это видно уже изъ того, что къ 
числу подстановокъ принадлежать и перестановки; такимъ образомъ, под
становка SuS k  можетъ быть отлична отъ подстановки S k Sh•

Напротивъ, законъ сочетательный

S i  {S)t S k) =  {SiSh)Sk,

всегда имеетъ место, какъ въ этомъ нетрудно убедиться непосредствен- 
нымъ вычислешемъ.

6. Совершенно такъ же, какъ въ случае группы перестановокъ, 
мы будемъ теперь говорить:

Система п о д стан о во к ъ

So, S s , . . .

образуетъ группу п о дстан о вке  @, если она уд о вл етво р яетъ  
гледую щ имъ у с л о в 1ямъ:

1. Если о), и S k суть д ве  подстановки системы, различный 
или тож дественны й, то въ составь той же системы всегда вхо
дить п одстан овка

Su S k =  S i ,
составленная и зъ  нихъ.
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2) Каждой п о д стан о вк е  5ft въ той же си стем е ©  отвечаетъ 
обратная п о дстан о вка  5ft"1-

Въ виду замечашя, сд-Ьланнаго въ п. 4, услов1е 2) не разумеется 
само собой, а должно быть явно выражено.

Но въ тЪхъ подстановкахъ, съ которыми намъ придется иметь дело, 
р  =  +  1, а каждому значешю q отвечаетъ противоположное значеше — q. 
Услов1е 2) для нашихъ п о д стан о во к ъ  б у д етъ  поэтом у всегда 
вы полняться.

Въ виду определения обратной подстановки изъ условия 2) 8 вы- 
текаетъ:

Каждая группа со д ер ж и тъ  то ж д ествен н у ю  подстановку J.
Часть подстановокъ группы © можетъ иногда и сама по себе 

составлять группу; такая часть называется „д ел и тел ем ъ “ группы, или 
ея ]„ п о д гр у п п о й “.

7. Какъ на основное различ1е по сравнешю съ группой перестано- 
вокъ, укажемъ, что группа п о д с тан о в о к ъ  м ож етъ  содерж ать без- 
численное множ ество п о д с тан о в о к ъ .

С о о б р азн о  этому мы будем ъ р азл и чать  б езкон ечн ы я группы, 
с о стоя щ1я изъ б езко н еч н аго  числа п о д стан о во к ъ , и конечный, 
содерж ащ !я огран и ченн ое число ихъ.

Намъ придется встречать примеры т%хъ и другихъ группъ.
Если группа (конечная или безконечная) обладаетъ темъ свойствомъ, 

что для любыхъ двухъ ея подстановокъ справедливъ законъ переме
стительны й, такъ что всегда

5/, 5л- =  5 а- 5л,

то она называется „А белевой" или „п ер ем ести тельн о й " группой.

8. Если группа конечна, то число р азли чн ы хъ  подстано
вокъ, входящ ихъ въ ея со ставъ , н азы вается п орядком ъ  группы.

Къ конечнымъ группамъ подстановокъ применимы все выводы 
§ 52-го тома I. Въ частности:

Каждой п о д стан о вк е  5  о т в е ч а е т ъ  н ек о то р ы й  наименьнпй 
п о к азател ь  s, при котором ъ

5 я =  J; ' (6)

это число 5 называется „порядком ъ" п о дстан овки  5 .

8 В ъ  с в я з и ,  к о н е ч н о ,  с ъ  у с л о в 1 е м ъ  1).
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Группа называется „и н волю торн ой “, если она содержитъ исклю
чительно подстановки второго порядка; такая группа будетъ всегда пере- 
мЪстительной 9.

Если въ кон ечн ой  гр у п п е  @ порядка g  содерж ится под
группа % п оряд ка h, то h есть делитель числа g.

9. Если и зъ  трехъ  п одстан овокъ  Sn, S k , 8 г конечной или 
безконечной группы  © даны как 1я-либо две, то он% всегда 
однозначно о п р ед ^л яю тъ  третью  группу такимъ образом ъ, что

ShSjc =  Si • (7)

Если неизвестной является, напримеръ, подстановка Sn, то мы со- 
ставимъ подстановку

SJ-USnSk) =  S^Sr,
въ силу же п. 5-го отсюда сл-Ьдуетъ:

Sk =  S h 1Si ■

Аналогично, если неизвестна подстановка Sn, мы найдемъ:

S h =  S tS Z l .

10. Обратимся теперь къ примЬнешямъ всехъ этихъ соображешй 
къ сферической тригонометрш.

Сначала мы разсмотримъ некоторый группы перестановокъ . 
Разсмотримъ сначала полярное п р ео б р азо в ан ie. Мы можемъ его 

представить въ виде группы ?Р2 2-го порядка, состоящей изъ субститущй10:

(а b с а /? у\ 
\а  /? у а b с) '

Р2 -  у.

9 Действительно, пусть 5 и S1 будутъ произвольныя две подстановки инво- 
люторной группы; тогда SS' также будетъ подстановка группы и

(SS’)(SS') = J. 

SICS)S = J.

S{S(SS)S’] S  = SS. 
Опять въ силу закона сочетательна го

(SS)(S'5)(S'S') =  SS', 

$ S  = S S .

Всл1.дств1е закона сочетательнаго 

Поэтому

а потому

10 Мы сохраняемъ принятый въ первомъ томе (стр. 179 и прим. 3) терминъ
„субститушя", когда речь идетъ о перестановленш элементовъ, о переходе огь одной 
перестановки элементовъ (которые могутъ быть даже не числами, а какими угодно 
предметами) къ другой. Когда же речь идетъ о замФщеши въ формуле одного 
переменна го другимъ, аналитически отъ него завнсящимъ, мы употребляемъ тер
минъ „подстановка11.
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Сообразно этому мы можемъ сказать:
Совокупность формулъ сферической тригоном етрш  инва- 

р1антна относительно группы $ 2, т. е. он-fe сохраняются, когда 
мы примЪняемъ къ нимъ субституцш  этой группы.

Дал1»е, циклическая перемЪщен1я также образуютъ группу 3-го 
порядка @3. Если мы обозначимъ двойной циклъ

По отнош енш  къ rp y n n t  ©3 формулы сферической триго- 
нометрш такж е'остаю тся инвар!антными.

Но группа Е 3 иредставляетъ собой только дЪлитель группы всЪхъ 
перестановокъ трехъ паръ величинъ (а, а), (b , ft), (с, у). Относительно 
этой группы 6-го порядка наша система формулъ также инвар1антна, 
хотя этимъ ея свойствомъ мы не пользовались.

11. Мы обращаемся теперь къ собственнымъ группамъ подста
ново къ. До сихъ поръ мы разсматривали слфдуюцця подстановки:

1) Подстановки М  системы 9Л (§ 46, 2);

2) подстановки N  и N '  системы 91 и 91' (§ 46, 3);

3) подстановки, который получаются путемъ составлен1я „произво- 
дящихъ“ подстановокъ Elt Е2, Е3, Е,, Е2, Е3 въ произвольныхъ 
комбинашяхъ; совокупность этихъ послфцнихъ подстановокъ мы 
будемъ впредь обозначать черезъ @.

Въ виду того, что было изложено въ п. п. 1 и 2 § 48-го, мы мо
жемъ представить самую общую подстановку системы © въ видЪ:

Согласно опред^Ьлетю п. 6, мы можемъ теперь сказать:

Каждая изъ системъ 991, 91, @ представляетъ собой безко- 
нечную группу.

Напротивъ, система 91' не представляетъ собой группы въ смысл!. 
опредЪлешя, даннаго въ п. 6. Если мы, однако, обозначимъ черезъ N' 
какую-либо одну изъ подстановокъ 91', то система 91' можетъ быть

черезъ С, то группа ©3 состоитъ изъ подстановокъ

С , а ,  С 3 =  J.

Е { '  E J-  Еяе* E jf i  Б ./?  Е3г? Л  

(еп  е2, е3] е,, с.,, е3 =  0, 1).
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представлена въ виде 91 Л ' ' и . Такую систему 9Г, по Веберу* *, принято 
называть „согруппой" относительно группы 91; вместе съ тТмъ пишутъ:

ЯК =  91 +  91ЛГ.

Если мы прим-Ьнимъ эти группы къ определенному „исходному 
треугольнику", то

группа ЯК дастъ совокупность всЬхь—собственныхъ и несобствен- 
ныхъ—треугольниковъ, которые принадлежать къ одному типу съ исход- 
нымъ треугольникомъ;

группа 91 дастъ совокупность вс^хъ треугольниковъ, эквивалентныхъ 
исходному;

согруппа 91' дастъ все треугольники, принадлежащее тому же типу, 
что и исходный треугольникъ, но не эквивалентные съ нимъ;

группа © дастъ совокупность всЬхъ собственныхъ или несобствен- 
ныхъ родственныхъ между собой треугольниковъ, смотря по тому, бу- 
детъ ли исходный треугольникъ собственнымъ или несобственнымъ.

Если исходный треугольникъ былъ собственный и мы обозначимъ 
черезъ N '  определенную подстановку системы 91', то можно сказать:

Группа © и ея согруппа ® N ‘ охватываютъ совокупность 
всехъ родственныхъ треугольниковъ; и именно группа © охва- 
тываетъ собственные, согруппа ® N ' — несобственные треуголь
ники.

12. Какъ геометрически, такъ и аналитически совершенно ясно, что:

91 содержится въ ©,
91' „ „ ®ДГ

91И 91' ,  „ ЯК.

Сообразно этому группы © и ЯК имеютъ „общимъ дели- 
телемъ" группу 91, а системы ©АТ и 9J1—согруппу 91'.

Выражаясь более геометрически:

Группы © и 9R имеютъ своимъ „пересечен1емъ“ группу 91, 
системы ©IV' и ЯК— согруппу 91'.

§ 49

11 Подробнее: если мы составимъ подстановку N' последовательно съ каждой 
подстановкой группы %  то мы получимъ все подстановки К'.

* Н. W eber, „Lehrbuch der Algebra", 2. Aufl., Braunschweig, 1899. Bd. II., 
§ 1, ff. — Въ этомъ сочиненш Teopisi конечныхъ группъ разработана въ н а и б о л ее  
общ ем ъ видЪ.
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13. Эти результаты выигрываютъ въ изяществ-fe, если мы разсма- 
триваемъ эквивалентны е тр еу го л ьн и ки  не какъ  различны е, а какъ 
тож дественны е, —выражаясь аналитически, если смотримъ на подстановки 

.TVгруппы какъ на равносильный тождественной подстановк-fe (§ 48, 5),

Б езк о н ечн ая  группа © п ер ех о д и т ь  то гд а  въ конечную 
гр уп п у  ©64, состоящ ую  и зъ  64 п о д стан о во к ъ , которы я всЪ со
д ер ж атся  въ форм-Ь:

5  =  Е Etf* Е Зез Е , 8* Е /*  Е3£*

(^1, £3, £3 =  0, 1).

Если мы примЪнимъ группу ©64 къ какому-либо треугольнику н!жо- 
тораго рода, то мы получимъ 64 „представителя этого рода“, которые 
■будутъ собственными или несобственными, смотря по тому, былъ ли 
исходный треугольникъ собственнымъ или несобственнымъ; изъ нихъ 
уже легко получить посредствомъ подстановокъ 91 и 91' всЪ родственные 
треугольники (ср. § 48, 7).

Выражаясь аналитически:

© =  ®64 • 91, ©ЛГ =  ©64-9Г. (8)

Можно легко составить подгруппы этой группы @64, порядки ко- 
торыхъ, согласно п. 8, должны быть делителями числа 64.

Пусть i, k, I будутъ числа 1, 2, 3 въ любой последовательности; 
положимъ:

EiEk =  D i, EfEt =  4> 1
е .2е 3 =  т, Е,Е,Е3 =  Т ; ) ( )

тогда мы получимъ с л t> дую пня замечательный подгруппы 4 порядка:

.§ 49

D, D3 J (©*),
4 4 4 J (®Л
Т т ГТ J (&).
î4> Do До, £>34- J.

Г еом етрическое значеше этихъ группъ легко усмотреть.

З ам еч ател ьн о , что все это  и нволю торны я групцы  (п. 8).

Самыя подстановки £ , ,  £ а , £ 3, J, какъ и подерныя относительно 
нихъ подстановки, не образуютъ группы; ЭТО лщсо уя<ЩКТЬ qe61, также 
геометрически.
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14. Изъ п. п. 1 и 2 § 48 слфдуегь:

D k T ~ E k, 4 * Т ~ Е *  (10)

(k =  1, 2, 3).

Такъ какъ подстановокъ Dk, Лк, Т, Т достаточно, чтобы составить 
всЬ подстановки Ек и Е&, то ими можно -воспользоваться въ качеств^ 
образующихъ; въ прим-Ьненш къ rpynnt ® это им'Ьетъ следующее значеше:

Группа ® есть  совокуп н ость  всЬхъ подстановокъ, который 
люжно получить, н еогран и ченн о  повторяя подстановки

Dk, Лк, Т, Т.

Если мы отож дествляем ъ  эквивалентность съ тож дествомъ, то 
мы вновь получаем ъ группу ®64.

Съ точки зр-Ьн1я т е о р 1и группъ этимъ образующимъ подста- 
повкамъ слФдуетъ дать предпочтете передъ гЬми, которыми мы пользова
лись раньше, такъ какъ онЪ сами образуютъ группу. ДалФе легко видеть:

Составленный изъ  п одстановокъ  Dk и Лк группы @4 и ®4' 
■образуютъ группу  ®16, которая также представляетъ собой 
подгруппу группы  ©64; составляя подстановки группъ ®16 и ,§4, 
мы получаемъ всю группу  ®64.

15. Въ вид-fe послфдняго приложешя теорш группъ мы дадимъ 
обоснован1е правила Н епера (§ 43, 9) ®.

Мы познакомились выше съ этимъ правиломъ, какъ чисто эмпири
ческой сводкой формулъ прямоугольнаго треугольника. Но уже Неперъ 
(1614) и, въ особенности, Л ам бертъ** искали болФе глубокихъ осно
вами этого правила; „доказательство Л амберта (1765) неявно поль
зуется поняДемъ группы" ***.

Если мы построимъ полюсы А' и Р  (фиг. 43) катета а и гипоте
нузы с прямоугольнаго сферическаго треугольника АВС  и черезъ эти

§ 49

* См. P und  въ журналЪ „Mitteilungen d. math, Gesellschaft in Hamburg". 
Bd. Ill,№ 4,1897; также E n g e l nnd S tack el, „Urkunden zur Geschichte der nichteukli- 
•dischen Geometrie". Lepzig, 1899, Bd. I, p. 150 und 326. G auss, Werke, 11, p. 401 ff.

** Л ам бер тъ  (Johann Heinrich Lambert) былъ нзвФстенъ не только какъ 
выдакпшйся математикъ, но и какъ философъ. Онъ родился въ МюльгаузевгЬ въ 
ЭльзасЬ въ 1728 г. и умеръ въ 1877 г.; онъ былъ членомъ Академш и имФлъ 
-зваше „Oberbaurat",

*** v. B ra u n m u h l, „Geschichte der Trigonometries II, p. 131.
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a e t  точки проведемъ четвертую окружность большого круга, то, обозна
чая вершину А также черезъ В', получимъ прямоугольный треугольникъ

А 'В 'С ,  элементы котораго связаны 
съ элементами первоначальнаго тре
угольника уравнешями:

. Т С  . Т С
а =  ~2 а  =  Т  ~  а’

Ъ' =  % - Р ,  Р  =

, , тс
с 7 = 7  =  Т '

Каждому прямоугольному сфери
ческому треугольнику съ прямымъ 
угломъ у соотв'Ьтствуегь, такимъ 

образомъ, другой треугольникъ А'В 'С ', который связанъ съ нимъ под
становкой:

(  а b с а
я  я  „ я  , я

"2 С ~2~Р Т“ * 2— в

Заменяя у его значешемъ я1‘2, мы можемъ написать эту подстановку 
въ вид-fe цикла (ср. т. I, § 51):

Л =  |  а, ~  — а, с, y  -  Ь, ft j  .

Это циклъ 5 порядка, такъ что подстановки 

А А 2 Л 3 Л4 Л5 =  J

образуютъ группу  п ер естан о во к ъ  д5 5-го порядка. Въ качеств* 
„образующей* этой группы можно взять любую изъ ея подстановокъ. 
Если возьмемъ для этой щЬли А 2 и положимъ Л2 =  В, такъ что

5  =  ( а. С р,

то группа д5 состоитъ изъ подстановокъ:

В В 2 В 3 В 4 В° =  J. (3))

Элементы, которые входятъ въ субституцш (SB) (это гЬ же, которые 
мы выше на стр. 76 расположили по окружности), называются „круго
выми элементам и".
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Геометрическая интерпретащя этой группы д5 приводить къ сл-fe- 
дующему предложен1ю:

Каждому прям оугольном у треугольнику съ прямымъ 
угломъ у соотв-Ьтствую тъ еще 4 другихъ, которы е получаются 
изь него повторны м ъ зам ^ щ ен 1емъ „круговы хъ элементовъ", 
содержащихся въ п о дстан о вк ах ъ  (S3).

Каждое со о тн о ш ен 1е между круговыми элементами оста
ется инвар1антны м ъ отн оси тельно  этихъ зам1ицен1й.

Но два изъ такого рода соотношенШ вытекаютъ непосредственно 
изъ теоремы косинусовъ, именно:

cos с =  cotga cotg р.

Прим%няя наше предложеше къ этимъ формуламъ, мы непосред
ственно получаемъ правило Не пер а.

§ 50. Формулы Льюилье-Серре.

1. Изъ первой формулы Д еламбра (стр. 80 (III, а)) почленнымъ 
сложешемъ и вычиташемъ получаемъ:

. Р +  у . а  b — с а
s in —-------- sm —  cos—-------- ocos —

2________ 2 _  2 - 2
• P +  Y , . a ~~ b — c as i n ^ -----f- sin —  cos — -----h Q cos ~2

гдЬ

~ { +- \ для 1 собственныхъ
J несобственныхъ 

Применяя теорему сложен1я, получаемъ:

треугольниковъ.

. р + у  — а р  + у  +  а
sin  ---- -------  cosr ------

4 4
P +  Y — а . р + у  +  а cos Г - '—' ------ sin г  . —

а +  b — с . с 4 -  а — Ь\ о
s m --------------s in ------- ------- ' *

4 4
а 4 -  b -  с с 4 -  а - b

cos--------------cos-------------

Производя соотв%тствующ1я преобразования надъ остальными фор
мулами Д елам бра и вводя обозначешя, содержаипяся въ уравнен1яхъ (4' 
§ 42-го, мы получаемъ:

В е б е р ъ , Энциклоп. элемент. reoMerpiir. s
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первую систему формулъ Льюилье-Серре *.

(Н.)

(Но)

(Н3)

tg 2° c°tg J  =

, O0 (X>
t g 2 tg t  =

t g ^ c o t g |  =

t g ^ t g ^  =
s 2 & 2

t g f  c o tg ^  =

t g i l t g :

C0tg~2 tg_2

tgT tgf

c o t g f t g ^

t g f i t g ^ ' 9
ё 2 b 2,

G ; , 0 8t g ^ c o t g -
- (

ter ^  tg — : 
& 2 ё 2

. *5.)co tg ^ tg jj  

. s0 s ,\o
•s-fW

tg  I 1 C0t g |  -  [ cotg Ы ) 9
i °Z i- 1̂

, a, . Oo
tg-^cotg-g :

* b r
S 1 . S o \0  

2c o t g ^ t g ^

( c o , g | tgf  . g | . g |  =  ( « g f t e f

(H)

Нельзя не указать, что въ систем!» (Н) формулы имФютъ для соб- 
ственныхъ и несобстсенныхъ треугольниковъ су щ ествен н о  различное 
стр о ен 1е; именно, вместо тангенсовъ отъ sv появляются котангенсы и 
обратно (см. подстрочное примФчаше на стр. 84).

2. Формулы (Н) могутъ быть сведены въ одну. Именно, изъ уравне
ний (НД или (Но), или (Н3) находимъ:

3

г — О

ДалФе получаемъ:

tgf tgl t g f

(t, k =  О, 1, 2, 3).

( 1 )

( 2 )

Если мы выберемъ / =  k, то въ виду соотношенШ (2), мы можемъ 
опредФлить знакъ корня тФмъ, что положимъ

(* =  0, 1, 2, 3).

(3)

Если подставимъ сюда значеше М  изъ уравнешй (1), то мы получимь 
эквивалентную первой

* Simon L’Huilier жилъ 1750—1840 г.; былъ профессоромъ математики 
въ Женев-fe. — J. A. Serret, 1819 — 1885, былъ профессоромъ въ College de France 
и членомъ Парижской Академш.



(IV)

вторую систему ф орм улъ Л ы оилье-С ерре:

* т г 1  -eY n * l - ( / n ^ r -* V —О * V Z= О
■(1 =  0, 1 , 2 ,3 )

Знакъ корня зд-Ьсь, естественно, не находится ни въ какой связи 
■съ подраздЬлешемъ треугольниковъ на собственные и несобственные. 
..Для Э йлеровы хъ тр еу го л ьн и ко въ  корень постоянно имеетъ 
здесь п олож ительное значен!е.

Формулы (IV) даютъ возможность многообразно определять углы 
по даннымъ сторонамъ и обратно. Объ этомъ подробнее въ отделе D.

3. Къ истории ф ормулъ Л ью илье-Серре*. Льюилье принад
лежитъ формула, которая получается, если въ уравнежяхъ (IV) положить 
р =  +  1 и / =  0 ; случаи же р =  +  1, i =  1, 2, 3 были впервые даны 
Серре въ его „Traite de Trigonomdtrie“. Чрезвычайно изящная сводка (IV) 
формулъ Л ью илье-С ерре принадлежитъ Стюди (I. с., р. 130), который, 
впрочемъ, разработалъ только случай д =  +  1. Полная симметр!я фор
мулъ (IV) относительно индексовъ i =  0, 1, 2, 3 обусловливается темъ 

•обстоятельствомъ, что Стюди обозначаетъ черезъ 2 s0 не сумму а -\- b с, 
какъ это делаютъ обыкновенно, а 2 п  — ( а b -\- с), и соответственно 
черезъ (70 обозначаетъ 2 лг — (а +  /? +  у).

Выводъ формулъ Л ью илье-С ерре изъ формулъ Д^ламбра по- 
членнымъ сложешемъ и вычитажемъ, по Браунмюлю, принадлежитъ 
Л обатто (Lobatto).

4. Формула (1) приводитъ къ очень простому доказательству пред- 
ложежя, доказан наго уже въ § 45, что въ трехъ системахъ Делам бра 
(ИД.) (k =  1, 2, 3) коэффищентъ д всегда одновременно равенъ -(-1 или 
— 1. Въ самомъ деле, каждой системе (ИД) соответствуетъ система (Н*); 

..далее, какъ мы уже упоминали, изъ каждой системы (Ht ) можетъ быть 
выведена формула (1); если мы поэтому обозначимъ значеже о, отве
чающее системе (ПД), черезъ ок, то

-откуда непосредственно следуетъ:
Q i — Qo =  Ря ■

* v. Braunmiihl, Geschichte der Trigonometrie, II. стр. 195 и сл.
s*
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D. Прикладная сферическая тригонодоет{мя

§ 51. Вспомогательныя предложен!я, касаннШяся точности три- 
гонометрическихъ вычислешй.— „Формулы 'перехода".

1. Если до сихъ поръ у насъ на первомъ плане стояли вопросы 
теоретичесше, то теперь мы обратимся къ во п р о сам ъ  практическимъ*. 
По даннымъ элементамъ треугольника мы будемъ вы числять остальные; 
для практики при этомъ, въ первую очередь, выступаютъ две стороны 
дела:

2. Чтобы удовлетворить требованш а), мы будемъ всегда стараться 
заменять въ нашихъ формулахъ суммы и разности произведешями. Таить, 
где этого непосредственно сделать нельзя, мы будемъ пользоваться вспо
могательны ми углами.

3. На второмъ требованш нужно остановиться несколько подробнее.. 
Такъ какъ мы вынуждены вести вычислешя съ опред'Ьленнымъ ограни- 
ченнымъ числомъ десятичныхъ знаковъ, то тригонометрическая функцш 
будетъ всегда давать тЬмъ болТе „точные" результаты, чТмъ быстр-fee ея: 
„ходъ", т. е. ч%мъ большее значеше имееть (положительное или отри
цательное) наращеше функцш при томъ же маломъ наращенш <5 угла.

Чтобы судить о пригодности тригонометрическихъ функшй въ этомъ 
отношенш, мы обратимся къ § 118 тома I. Приведенныя тамъ формулы 
въ первомъ приближенш даютъ:

Эти формулы гЬмъ точнее, чЬмъ меньше х.  Изъ нихъ мы усматри
ваем^ что для значенШ х,  близкихъ къ нулю,— для которыхъ, следова
тельно, х 2 мало по сравнешю съ jc,—косинусъ сохраняегь почти постоянное 
значеше, близкое къ 1, и потому н еп р и го д ен ъ  для вычислешй; напро- 
тивъ, синусъ почти пропорцюналенъ углу и, следовательно, очень приго-

* Лицамъ, желающимъ ближе познакомиться съ практикой тригонометрш 
получить сведешя о целесообразномъ расположен^ вычислешй, о преимуществе. 
т%хъ или иныхъ методовъ вычислешя и т. д. мы можемъ рекомендовать весьма 
содержательную книгу: Hammer, „Lehrbuch der ebenen und spharischen Trigono
metric". Stuttgart. 1897.— Изъ более старыхъ сочиненШ следуетъ указать книгу 
Serret, „Traite de Trigonometric".

a) удобство логарием ически.хъ  вычислешй;
b) возможная то ч н о сть  вычислешя.

cosx = 1  — — .

0 >
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денъ для вычислешя. Если примемъ во внимаше, Что sin* =  cos(jt/2 — х), 
то вблизи значешя л / 2, обратно, синусъ неудобенъ, а косинусъ удобенъ 
для вычислешя.

Пусть, далее, (5 будетъ величина, настолько малая, что ея квадратомъ 
б2 можно пренебречь по сравненга съ б*; мы можемъ тогда положить 
•cosб =  1 и sin б =  б. Если мы теперь дадимъ переменному х наращеше б, 
то для соответственныхъ наращешй функшй sin л: и cos л:, который мы 
обозначимъ черезъ A sin х  и Л cos л:, получаются значешя:

A sinx =  sin (х -(- б) — sinx =  sinx cos б +  cosx sin б — sinx =  6 cosx,

A cosx =  cos(x -j- 6) — cosx =  cosx cos6 -  sinx sin 6 — cosx =  — 6 sin x.

Для хода функшй G мы получаемъ:

Ограничиваясь сначала первымъ квадрантомъ и имея въ виду, что 
насъ интересуетъ только абсолютная величина хода, мы находимъ:

Такъ какъ по абсолютной величине те же значешя повторяются во 
второмъ квадранте, то мы можемъ, пользуясь градусной мерой угловъ, 
формулировать все это следующимъ образомъ:

Синусъ д>аетъ б о л е е  точные результаты , нежели косинусъ, 
въ интервалахъ отъ  0° до 45° и отъ 135° до 180°. Н апротивъ, 
косинусъ д аетъ  б о л е е  точны е результаты  въ интервале отъ 
45° до 135°.

Вблизи 0° и 180° косинусъ , а вблизи 90° синусъ даю тъ 
практически непрш годны е результаты .

4. Что касается тангенсовъ и котангенсовъ, то нужно заметить 
прежде всего, что эти функшй, какъ взаимно обратныя величины, даютъ 
одну и ту же то ч н о сть . Такъ какъ, далее, t g 0 = 0  и sin0 =  0, а, кроме 
того, согласно § 35, 1,

* При пятизначныхъ логариемахъ, напримеръ, это имело бы место, если бы 
<5 не превышало 20". Само собой разумеется, что б должно быть здесь выражено 
въ дуговой мере, а не въ градусахъ.

cosx.

sinx.
( 2)

sin а  <  tga, cos а <  ctga,
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то ходъ тангенса больше, нежели ходъ синуса, ходъ котангенса больше* 
нежели ходъ косинуса. Поэтому:

Т ангенсом ъ и к о тан ген со м ъ  у го л ъ  всегд а  определяется 
то ч н ее , нежели синусом ъ и косинусом ъ.

Изъ уравнешй (2) § 118-го I тома:

Пт
а = 0

sin а
а =  1, Пт

а — О
tg g  I
а ( 3)

слПдуетъ:
Весьма близко  къ  0° и къ 180° у го л ъ  п р и б л и зи тельн о  оди

наково хорош о о п р ед ел яется  какъ  синусом ъ, так ъ  и тангенсомъ 
(или ко тан ген со м ъ); весьма же бли зко  къ 90° у го л ъ  одинаково 
хорош о о п р ед ел яется  к о си н у со м ъ  или тан ген сом ъ  (котан- 
генсом ъ).

Чтобы убедиться въ справедливости высказанныхъ здесь предло- 
жешй, достаточно заглянуть въ тригонометрически таблицы.

Въ какой мере отражаются на результатахъ ош ибки  наблюдеюй, 
это падаетъ за пределы нашихъ изследовашй.

5. Такъ какъ на практике никогда не приходится иметь дело съ 
треугольниками, стороны и углы которыхъ больше лг, и такъ какъ старый

Эйлеровы обозначешя угловъ, по 
своей наглядности, удобнее (§ 38, 6), 
то мы установимъ теперь следующее 
соглашеше:

Треугольники, которые мы 
впредь будемъ разсматривать, 
будутъ „обыкновенные", т. е. Эй
леровы треугольники въ Эйлеро- 
вомъ обозн ачен ^  (фиг. 44).

Д ал ее  въ этом ъ о т д ел е  мы 
будем ъ и зм ер я т ь  стороны и 

углы  не ду го во й , а градусной 
м ерой.

Такъ какъ углы и стороны треугольника теперь не превышаюсь 
180°, то они

о д н о зн ач н о  о п р ед ел яю тся  ко си н у со м ъ , тангенсом ъ, ко
тан ген сом ъ , и д в у зн ач н о  синусом ъ.

Однако, и синусомъ часто можно пользоваться, благодаря предло- 
жен1ямъ объ Э й леровом ъ  тр еу го л ь н и к е , которыя мы привели въ 
§ 36, 7; намъ придется здесь часто ими пользоваться.

С
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6. Отмечая теперь въ отлич1е отъ прежняго (М ёбгусова) обозна- 
чен1я принятое сейчасъ „обыкновенное" значками вверху, мы введемъ 
нижеслфдуюпфя сокращешя, которы хъ будемъ придерж иваться во 
всемъ этом ъ отдф л-fe (углы выражены въ градусахъ):

2 s0' = а' +  Ь' +  с', to II a + P  +  7 ,
2 s /  = — a' -f- b' -{- c', 20/  = -  a' +  P' +  y ,
2 s /  = a ' — b' +  c', 20/  = a ' - Р  +  У',
2 s /  = a -f- b' — c , to «? II a' +  P '- y ' ,

£ =  а' +  Р  +  у ' -  180°.

Это дастъ сл-Ьдуюищя „формулы для перехода" отъ Me6 iyco- 
выхъ обозначен^ къ „обыкновеннымъ":

а =  а',
Ь =  Ъ\  
с =  с',

2s0 =  3600 -  2s0', 
2st =  2 s /,
2 s2 =  2 s.2',
2 s3 =  2 s3',

a =  180° — a',
P =  180° - p’,
У =  180° -  •/,

2 a0 =  2 o0' -- 180° =  p,
2 ox =  180°— 2 о /  =  2 a ' -  p, 
20o =  180° - - 2 0, ' =  2 p  -  e, 
2 a3 =  180° — 2 03' =  2 /  — £.

15)

Когда переходъ къ „обыкновенной" систем% формулъ при помощи 
соотношешй (5) уже произведенъ, мы можемъ значки вверху снова 
опустить.

§ 52. Р-Ьшеше прямоугольныхъ сферическихъ треугольниковъ.

1. Пусть у  =  90° (фиг. 45); тогда имЪютъ мФсто сведенный уже на 
стр. 76 и объединенный Н еперовы мъ иравиломъ формулы (9*) -  (14~)

cos c = cosa cosb. i n C
^ л \

cose = cotga cotg/?. (2)

cos a = cos a cos b —
COS p

(3) У  Vsin p sin a

sin a  = sin a
— -------  j sin p =

sin£
(4) /  \sine sine / \  / \

cos a  =
tgft tg a - 4 ^  j £ J

tgc ’
COS p = tg c (5 ) С

tg a  =

«
b

&
 |-i 
и tg P =

tg b 
sin a (6)

Фиг. 45.



2. Первый случай: Даны а, Ь; тр еб у ется  о п р ед ел и ть  а, /3, с.

cotga =  cotga sin Л, 

cotg/? =  cotgftsina,
(6)

cosc — cosa cosb. (1)

Если а, b или с им^етъ значеше, близкое къ 0°, то формула (1) 
не годится; тогда пользуются формулой:

tgft _  tga  
cos a  cos/? (5)

Въ этомъ случае всегда получается вещественное и однозначное решеше.

3. Второй случай: Даны а, с\ т р еб у етс я  о п р ед ел и ть  Ь, а, /?.

cos Ь =

sin а  =

cos/? =

cosc
cosa

sin а 
sine

tga
tgc

( 1)

(4)

(5)

PtuieHie о д н о зн ач н о ; въ самомъ деле, когда найдена сторона Ь, 
то изъ двухъ значенШ, отвечающихъ данному значение sin а, нужно 
выбрать то, которое соответствуете теореме, что противъ большего угла 
лежитъ большая сторона (§ 36, 7).

YcaoBie вещ ествен н ости  решешя: cosc <  cosa.

4. Tpetift случай: Д аны а, а ;  т р еб у етс я  о п р е д е л и т ь  Ь, с, /?.

s in b =  tg a  • cotga. (6)

sin a
sin c — —-----

sin a
(4)

. n cos asin a =  ------ -
cos a

(3)

Услов1я вещ ествен н ости  решешя:
1) sin а ^  sin а.
2) tg a  и tg а должны иметь о д н о вр ем ен н о  положительный 

или отрицательный значешя, такъ какъ иначе мы получили бы 
отрицательное значеше для sin b. Переводя это на геоме- 
тричесюй языкъ: а и а  должны быть либо одноврем енно 
острыми, либо о д н о вр ем ен н о  тупыми углами (въ предель- 
номъ случае они могутъ быть оба прямыми).
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PiiueHie получится вообще двузначное, за исключешемъ только 
того случая, когда а =  а; если а <  а, то мы получимъ два смежныхъ 
треугольника (фиг. 46).

Уравнешя дають, собственно, по два значешя для вс-Ьхъ трехъ 
искомыхъ величинъ b, с, /?. Но если b и 180 — b суть два значешя пер
вой изъ искомыхъ величинъ, то въ виду 
соотношенШ (6) и (1) значенш b отв-Ь- 
чаютъ вполне оп ределен н ы й  значешя 

и с; значение 180 — 6 тогда oret- 
чаютъ 180 — /? и 180 — с.

Въ случае а =  а мы получаемъ 
•одинъ двупрямоугольный треугольникъ.

5. Четвертый случай: Даны a, (i
tg6 == sin a tg/9.

, cotgc =  cotga cos/?.

Фиг. 46

требуется определить b, с, а.

( 6) 

(5)
cos a =  cos a sin /?. (3)

Решетя всегда вещ ественны й и однозначныя.
Если уголъ а  близокъ къ 0°, то для определен is с нужно восполь

зоваться формулой:

sin а =
sin а 
sin с (4)

6. Пятый случай: Даны с, а; требуется найти а , 6, /?.
sin а =  sine sin а. (4)
tg6 =  tgc cosa. (5)

cotg/? =  cosc tga. (2)
Решеж'е од н о зн ач н о ; изъ двухъ значешй, которыя получаются 

для стороны а, нужно выбрать то, которое отвечаетъ предложешю § 36, 7. 
Если сторона а имеетъ значеже, близкое къ 90°, то нужно вычислить 
сначала Ь и /?, а затемъ определить сторону а по формуле

tga =  tgc Cos/3, (5)
или же

cos с
О)cosa =

cos b
7. Шестой случай: Даны a, /?; требуется найти а, b , с.

c o s a
cosa , cos (9
-т—п> COS Ь — ~ -------•sin р S in  a

cos c =  cotga ■ cotg/?. 
Услов!е вещ ествен ности :

cosa

(3)

(2)

-  1 ^ sin /? ^ + 1 -

Если это yaiOBie удовлетворено, то решете однозначно.
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§ 53. „Обыкновенный" формулы косоугольнаго треугольника.
Въ настоящемъ параграфа формулы прежнихъ отд"Ьловъ, важныя 

для рЪшешя треугольниковъ, приводятся къ „обыкновенному" виду при 
помощи формулъ перехода (5) на стр. 119. Легко усмотреть, что вс! 
появляюпцеся зд%сь радикалы нужно взять съ положительнымъ знакомь; 
для этого приходится только иногда пользоваться предложетями, касаю
щимися суммы угловъ треугольника и изложенными въ § 36, 7. Во всЪхъ. 
формулахъ второго порядка нужно, конечно, положить p = - f l .

Т еорем а си н у со въ  (§ 42, II и (5)):

sin a sin b sin с _  D
sin а  sin/? siny А

D  =  sin b sin c sin а  =  sin c sin a sin /? =  sin a sin b sin у 
=  ]/^4sins0 sins, sinsgsinsg,

A =  sin (3 sin у sin а =  sin у sin a sin b =  sin a  sin/9 sine
=  У  A sin a0 sin a, sin a.-, sin as .

+

(I>

Теоремы  ко си н у со въ  (§ 41, I, и Г):

cosa =  cos b cosc -f- sin/» sine cos a,
cos b — cosc cosa +  sine sina COS/?, (II)
cosc =  cosa cos b +  sina sin/» cosy.

cosa = — cos/? cosy -f- sin/? siny cosa,
COS/? = — cosy cosa -j- siny sina cos b, (III)
cosy = -  cosa cos/? -j- sina sin/9 cosc.

ЗагЬмъ сл-Ьдуютъ формулы (1), (Г ), (2), (2’) § 43-го:

sina cos/? =  cos/»sinc — sin/» cosc cosr. 
sin a cosy =  cosc sin b sine cos b cos a;
sin/» cosy =  cose sin a sine cos a cos;,?,
sin/» cosa =  cos a sine sina cose cos/?;
sine cosa =  cosa sin/» — sina cosb cosy,
sine cos/? =  cos/» sin a sin/» cosa cosy.

(IV)

sina cosb =  cos/?siny - f  sin/?cosy cosa, 
sinacosc =  cosy sin/? +  siny cos/?cosa; 
sin/? cose =  cosy sina -f- siny cosa cos/», 
sin/?cosa =  cosasiny  -f- sina cosy cos/»; 
siny cosa =  cosa sin/9 -)- sin a  cos/? cosc, 
siny cosb =  cos/?sina -f- sin/?cosa cose.
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s in  a  c o tg /?  =  c o tg  6 s in e  —  c o s c cos  a ,  

s in  a  c o tg y  =  c o tg  c s in  6 —  co s  b co s  a ;

sin/? cotgy =  cotgcsina — cos a cos /?, 
sin/?cotga =  cotgasinc — cosc cos/?;

s i n y c o t g a  =  c o t g a s i n f t —  c o s b c o s y ,  

s in  у  c o t g /9 =  c o tg #  s in  a  —  cos  a  c o s y ;

s in a  c o tg #  =  c o tg /?  s in y  - f -  c o s y  c o s a ,  

s i n a c o t g c  =  c o t g y  s in /?  +  c o s /? c o s a ;

s in  #  c o tg  c =  c o tg y  s in  a  .c o s a  c o s # , 

s in #  c o tg  a  =  c o t g a s i n y  +  c o s y  c o s # ;

s in  c c o tg  a =  c o tg  a  s in  /? - f  co s  /? co s  c, 

s in e  c o t g #  =  c o tg /9 s in a  +  c o s a c o s c .

Н е п е р о в ы  а н а л о п и  (с т р .  73 ( 6 ) ) :

t g
# +  c

2 c o s P ~ 7

COS P +  7

s in
P - 7

s in
P +  7

(VII),

t g ^ t —  
s  2

у -  a c — a . 7 -  acos 2 g 2
sin 2

t  b у +  a , b . 7 +  «
tg T

c o s ' ; g 2 s," 2

a +  b a — p a — b - a -  P
tg 2

cos 2 tg 2
sin 2

t g T
cos— -— tg T

. a + Ps,n 2

+ i 7 5 2
b — c 

cos 2
tg ‘ 2

b — c 
sin- 2

* a ™ tgT
£ “T* c 

cos 2
a

c o tg y
b +  c 

sm 2

tg y t ft s  2
c — a 

cos^-—
у — a 

tg 2
c — a 

sin 2

c o tg y
~  C +  (l 

cos 2
, PCOtgy

c +  a 
sin 2

a  +  P a — b a - p  

g 2

a — Ь 
sin —-—

t g  2 cos 2 2

C O tg l f

a - f  b 
cos - 2 c o t g |

. a +  ^  sm 2

(VIII>
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Формулы Д елам бра (стр. 80, 111):

. Ь +  сsin —- — cos Р sin

. л
s,nT

a
sm T

. с а 
sin 2

у  — a  
cos 2

. b 
s i n - . p 

sm 2

. a +  b sin 2
а  — в 

cos 2

. c 
s m - ■ 7

sinT

6 4- c 
cos 2 P +  уcos 2

a
c o s - . a

siny

c +  a 
cos 2 7 +  a cos 2

b
C0S 2

. ps,ny

a  +  b
cos-------

2
я  4" Pc o s - -

sin
а

sin

2
с — а

s x J - Z l

а
cos — 2

sin !

. b
sinT cos p

sin
a — b

sin

2

a — p

. c 
s , n - cos-

b — c . p +  y cos—-—  s in —

a
c o s -

cos-

a
C0ST

a . у +  a 
— sin —i—

C0ST cos ~p

a — b . a  +  8 
cos—-—  s in —

c
C0ST

■ 7sm-)-
2

cos- 7c ° s -

Если положимъ для сокращения:

V
sins, sins2 sins3 

sinsn k, V cos o’, cos a2 coso3

+ cos a0
=  x,

т о  формулы (1), (Г ) и (2) § 45-го даютъ:

sin-
+

1 = 1/  
2 ;

4 - /

s in s 2 s in s 3 ac o s - V s in  s 0 s in s , k
s i n b s in e  ’ r

+ s in  й  s in e t g 2 sinsj

s in s 3 s in s , pc o s -

v
+II s in s „  s in s 2 *4 k

s in e  s in  a  ’ s in e  s in  a s in s 2

s in s ,  s in s 2
c o s Z II s in s 0 s in s , , k

s in  a  s in  b ' s in  a s in  b ’ t g 2 s in s 3

(IX)

(X)
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a ~ \f  — costfo cosa. а l  /c o s  02 cos ач , a cos о,
S'n 2 — sin/?siny ’ C° S 2 sin /?siny '’ ^  2 ~  y. '

. Ь l / — COSffo C 0 S 0 2 b l / c o s  0O COS 0, , Ь COS (To
sinU =  V ’ cos^ =  к *8-0=—:7 ;S m y rn a

С Л/ — COS (T0 COS (To

+ sin a  sin /9
cos-

siny sin a

l / c o s  o, cos cr2 c cos (J3
'  sin a  sin j9 : ё 2 и+

(XI)

Формула Лью и лье получается изъ соотношенШ (IV) § 50-го, если 
положимъ q =  -|- 1, i =  0 и воспользуемся вторымъ произведешемъ:

+
tg 4г *8 ̂  *8 4г *8 ̂ (XII)

Формулы С ерре (§ 50, (IV) при p =  - f  1, г =  1, 2, 3):

(XIII)

Если въ соотношешяхъ (IV) § 50-го возьмемъ первое произведе
те, то вместо уравнешй (XII) и (XIII) получимъ друпя формулы, также 
принадлежаипя С ерре:

(XIV)
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(XIV)

Эти соотношешя замЪняютъ собой формулы, полярныя относительно 
-формулъ (XII) и (XIII). Чтобы получить послфдшя, следовало бы ввести 
величину, полярную относительно е,

е =  360° — (а +  b -f- с). 
Формула (XII) тогда дала бы

tg т  =  ~ tg (45° + т ) tg (45° “ " 2 ) tg (45° ~  i f ) tg (45° -  i f )  ■
Эти формулы трудно рекомендовать въ виду того, что онЬ очень 

мало изящны.
Обыкновенно е называютъ „сф ери чески м ъ  и зб ы тко м ъ “, а е - 

,„сф ерическим ъ н ед о статк о м ъ ” сферическаго треугольника.

§ 54. РФшеше косоугольнаго треугольника.
Зд-Ьсь приходится различать 6 случаевъ, которые разбиваются, однако, 

на 3 взаимно полярныя пары; каждую такую пару мы будемъ разсма- 
тривать совместно.

Первый и второй случай:
Даны а, Ъ, у ; требуется опре 

. д-Ьлить а, {3, с.

-тежъ 47);

Даны а, (3, с] требуется опре- 
д%лить а, Ь,' у.

1. Методъ, наиболее напрашиваюиийся съ м атем атической  точки
зр-Ьтя, заключается въ слфаующемъ: 
разлагая треугольникъ на два прямо- 
угольныхъ треугольника, мы получаемъ 
возможность применить известный'уже 
намъ формулы прямоугольнаго треуголь
ника; результаты, къ которымъ приво
дить этотъ методъ, съ точки зр-Ьшя вы
ч и с л е н !^  вполнЪ удовлетворительны. 

Для этой цфли мы проводимъ вы- 
ф,,г-47 соту B D  =  h (см. схематически) чер-

изъ двухъ прямоугольныхъ треугольниковъ, которые мы
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такимъ образомъ получаемъ, мы при помощи формулъ (1), (5), (3), (2) 
§ 52-го находимъ:

cos с =  cos h cos (b — /га). (1)

Для опред-Ьлешя т и к  слу- 
:жагь формулы:

tg /га =  tga  cosy,

, cos a
cos h ------------

cos m

(2 )

(3)

Подставляя выражеше (3) въ 
•формулу (1), мы получимъ для 
дычислешя стороны с правило:

' Нужно вычислить т при по
мощи уравнешя:

tg/ra =  tga cosy,

.а затЬмъ с изъ уравнешя

cos a cos (b — т) , , ,
cos с =  --------------------- (4)

cos т

Вычислеше угловъ а и ,5 =  
= ц +  v изъ т%хъ же прямо- 
угольныхъ треугольниковъ, когда 
известно с, уже не представляегь 
никакихъ затруднен^.

cosy =  cosA sin (£ — v). (1)

Для опредЬлешя v  и к слу
жить формулы:

cotgv =  tg a  cosc,

, cos a
cos h — —-----

sinv

(2)

(3)

Подставляя выражеше (3) въ 
формулу (1), мы получимъ для 
вычислешя угла у правило:

Нужно вычислить V при по
мощи уравнешя:

cotgv =  tga  cosc, 

а затЪмъ у изъ уравнешя

cos a sin [3 — v) •.
cosy = --------- ------------ (4)sinv

Вычислен1е сторонъ а и b =  
=  m -{- n изъ гЪхъ же прямо- 
угольныхъ треугольниковъ, когда 
известно у, уже не представляегь 
никакихъ затруднен1й.

2. Изъ формулъ (4) можно получить интересный результатъ. При
меняя теорему сложен1я и загЬмъ формулы (2), мы получимъ:

cosc =  cos a cos b -f- cosa sinA tg/ra cosy =  cos a sin/? ctgv — cosa cos /?

=  cos a cos b +  sin a sin b cosy. =  — cos a cos/? sin a sin /? cos c.

Но эти формулы представляютъ собой не что иное, какъ две тео
ремы косинусовъ на сфере. Если, какъ это обыкновенно делается въ 

:элементарныхъ учебникахъ, мы будемъ предполагать формулы прямо- 
угольнаго треугольника известными раньше, то мы можемъ сказать: 

Первая пара зад ач ъ  на косоугольны й т р еу го л ь н и к у  если 
исходить отъ  тр еу го л ьн и ка  прямоугольнаго, сама собой и при- 
томъ съ необходим остью  приводитъ къ теоремамъ косинусовъ . 
на сфере.

Само собой разумеется, что это доказательство применимо только 
.къ Эйлеровымъ треугольникамъ.
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3. Съ нашей точки зрешя теорема косинусовъ

cos с =  cos a cosft (5) cosy =  — cosa cos/? (5)
sin a sin b cosy -f- sin a sin /? sine

является п ервоначальны м ъ рЪшешемъ нашей задачи; мы спросимъ 
теперь наоборотъ: какъ привести ее къ виду (4), который оказывается 
предпочтительнее вследств1е того, что онъ б о л е е  п ригоден ъ  для ло- 
гари ем ическихъ  вычислений?

Для этого нужно ввести всп ом огательн ы й  у го л ъ  (ср. § 51, 2). 
Обозначая черезъ р, т, v  вспомогательныя величины, мы въ соотношешя 
(5) подставляемы

cos а =  р  cos т, 
sin a cosy =  р  sin т.

Если тогда т ^180°, то ве
личины р  и т определяются одно
значно изъ уравнешй:

tgm =  tga cosy, 
cos а

P = ------- - =cos/и

(7)
sina cosy 

sin/и '

cosa =  p sinv, 1
1 (6)sin a cosc =  p  cos v. )

Если тогда v ^  180°, то ве
личины p  и v  определяются одно
значно изъ ypaBHeHift:

cotgv =  tg a  cosc, (7)
cos a  sin a  cosc

p - —.— = —----- —  8)sm r cosv

Вводя же выражешя (7) и (8) 
въ уравнеше (5), мы приведемъ его 
къ виду:

cosc =  р  cos (b - т)
cosa cos(6 — т) /fV1

—■ j (У)cos т v

Вводя же выражешя (7) и (8) 
въ уравнеше (5), мы приведемъ его 
къ виду:

cosy =  р  sin(/? — v)
_  co sa  sin (ff -  v)

sinv ’ ^
при этомъ т  нужно определить 
изъ уравнешя (7).

при этомъ v нужно определить 
изъ уравнешя (7).

Съ точки зрешя геометрической, р  такимъ образомъ тождественно 
съ прежнимъ cosh.

4. Чтобы определить углы 
а, /?, когда сторона с уже вычи
слена, можно воспользоваться тео 
ремой си н усовъ

sin а .
sin a  - ——  siny 

sine
и соотвЬтственнымъ уравнешемъ 
для угла /?.

Если же мы не п редполагаем ъ 
уже оп ред елен н ой  сто р о н у  с,

4. Чтобы определить сто- 
! роны  а и Ь, когда уголъ у уже 

вычисленъ, можно воспользоваться 
теорем ой  си н у со въ

sin a  .sin a =  ——  sine 
smy

и соответственнымъ уравнешемъ 
для стороны b.

Если же мы не предполагаемъ 
j уж е определен н ы м ъ уголъ  у,
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то нужно скомбинировать теорему 
синусовъ съ соотношешями (IV):

sine' sin а =  sin а sin у, 
sine cos а =  cos a sinft

-f- sin а cos b cosy,
(9a)

откуда посредствомъ д-Ьлешя по- 
лучимъ формулу для tga.

Последнюю можно привести  
къ логдрием ическом у виду, 
вводя те же величины т и р. Изъ 
уравнешй (6) и (9) мы получимъ:

sine sin a  =  sin a  sin у, 
sine cosa =  p  sin (b — m ),

такъ что

tga =
sin a siny 

p  sin (b — m)
Применяя второе выражеше 

для р  изъ уравнешя (8), найдемъ:

tga  =
sin т  tgy 

sin (b — m) ’
величину m нужно предварительно 
вычислить изъ уравнешя (7).

Соответственный результатъ 
получаемъ также для угла /?.

5. Другой способъ опреде
лена угловъ, также удобный для 
логариемическихъ вычисленШ, да- 
ютъ ан алоп и  Н епера (VIII):

tg

а — b 
cos — -—

2

. a ,sin — —-

1

Если м ы хоти м ъ  вычислить 
сторону с лиш ь п осле угловъ , 
то это можно удобно произвести

§ 54

то нужно скомбинировать теорему 
синусовъ съ соотношешями (V):

siny sin a =  sin a  sine, 
sin у cosa =  cos a  sin/?

+  sin a cos/? cose,

откуда посредствомъ делешя по
лучимъ формулу для tga.

Последнюю можно привести 
къ логаривмическому виду, 
вводя те же величины v  и р. Изъ 
уравнешй (6) и (9) мы получимъ:

siny sin a =  sin a sine, 
sin у cos a =  p  cos ЦЗ — v),

такъ что

tga =:
sin a sine 

p cos (ft — v)
Применяя второе выражеше 

для р  изъ уравнешя (8) найдемъ:
cosvtgc

^ а ~~ cosф  — v )’
величину v нужно предварительно 
вычислить изъ уравнешя (7).

Соответственный результатъ 
получаемъ также для стороны Ь.

5. Другой способъ опреде
лена сторонъ, также удобный для 
логариемическихъ вычисленШ, да- 
ютъ ан алоп и  Непера (VIII):

а — /?
а +  Ь с C° S 2

= * т - — + гcos---

■  rt —  £s in ----—

. a + /?sin — —^

Если мыхотимъ вычислить 
уголъ  у лишь после сторонъ, 
то это можно удобно произвести

В е 6 е р ъ. Энцыклоп. элемент, гвометрш П
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при помощи уравнешй Деламбра, 
наприм-Ьръ:

• У
с а-\- b Sm 2

C0S ~2 =  C° S

или

с . а 4 -  b 
Sm ~2 ~  Sin 2

cos

sin

cos а - f t

при помощи уравнешй Деламбра, 
наприм-Ьръ:

у . a +  ft C0ST
cos т =  Sin 2 a~^~b

cos

или
с

о Sln ~7Г. у а  — В 2
sm —  =  cos — —  ------- --г-

2 2 . а + Ь
sm

. 2

Изъ этихъ уравнешй сл-Ьдуетъ выбрать то, которое даетъ наиболЬе 
точный результатъ (§ 51).

Трет1Й и четвертый случай.
Даны стороны а, b, с; требуется 

разыскать углы а, ft, у.
6. П ервое ptmeHie.
По формуламъ (II):

cos а — cos b cos с
COS а  = --------- г—;— ;--------------

sin о sine
и т. д.

Даны углы a, ft, у; требуется
разыскать стороны а, Ь, с.

6. П ервое р-Ьшеше.
По формуламъ (II):

cos а  4- cos/9 cos у
cosa = ------- . я~'. ----- -sin р sin у

и т. д.

Такъ какъ это рЬшеше неудобно для логариемическихъ вычисленШ, 
то предпочитаютъ слЬдуюиця рЬшешя.

7. В торое p-bmeHie.
Мы ведемъ вычислеше по формуламъ (X) и (XI). Изъ нихъ, вслЬд- 

cTBie большей точности, наиболее рекомендуются формулы, выражакнщя 
тангенсы. Именно:

а _  k 
^ 2 sins,

и т. д. 

k = / ? [sins sins, sms:в
sins0

8. Т ретье рЬш еш е.
Если положимъ (формула (1) § 50-го)

a cos а,

И т. д,

У
_  1  Г  COSO, COS02 COS ff.j

— cos a0

8. Т р етье  рЬ ш еш е.
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то уравнешя (XII), (XIII) и (XIV) даютъ:

t g ±  =  M - t g ^ >

tg(-|-—j)  ‘ cotg^-’

tg( 4 “ T )  =  M ' C°tg '2  ’

tg ( i ^ T ) =yM ‘ C0tgT '

1§ Т  =  ж - с о 1 е ( т “ т ) ’

t g | = M . c o t g ( - | - | ) ,

t g |  =  M - c o t g ( ^ — i ) .

Отсюда нетрудно уже получить углы а, |9, у или соотвЪтственно 
■стороны а, Ь, с простымъ сложешемъ.

Э тотъ м етодъ  особенно  цЪненъ въ томъ отнош енш , что 
онъ д аетъ  возм о ж н о сть  строго пров%рять результаты :

т + ( т ^ т )  + ( 4 _ т )

( | Ч Н
4

+
2 ' 2 ' 2 ‘ 2

Даны с, а, у; требуется 
найти а, Ь.

9. П ервое p iineH ie .
По теорем-fe синусовъ:

sin аsina =  —;— siny. (10)sine

Когда вычисленъ уголъ а, 
формулы (VIII) даютъ:

. с-\-а
* j8 у - а

c°tg -^  =  — : — г ‘g L 0-с — аsin-

. У +  a  , sin——-, b 2 I c— a
g ~2. “  у—a g ~ 2 “  sin?— -

( 11)

Пятый и шестой случай.

Даны у, а, с; требуется 
найти a, b, р.

9. Первое ptmeHie.
По теоремЪ синусовъ: 

sin а .
sina = ----- sine. (10)

sin у

Когда вычислена сторона а, 
формулы (VIII) даютъ:

• У +я
b 51П 2 с - а

* 7  = 7 7 = 3 %  “ Г '
sin——

. с +  а
,1 Ш ~ Г  7 - п

COlg2 " “ ^ ,g “  sin------

( 11)

2 2
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10. В торое рЪшеше.
Если нужно вычислить только 

сторону b или вычислить ее раньше 
угловъ, то теорема косинусовъ:

cos с =  cosa cos b +  sina sin6 cosy

даетъ квадратное уравнеше отно
сительно sin если подставимъ

10. В то р о е  piiiieHie.
Если нужно вычислить только 

уголъ /? или вычислить его раньше 
сторонъ, то теорема косинусовъ:

cosy =  — cosacos/?-|-sinasin/?cosc

даетъ квадратное уравнеше отно
сительно sin/?, если подставимъ

cosb =  У 1 — sin2̂ .

Значительно проще ведется 
вычислеше, если мы опять вводимъ 
вспомогательный величины.Именно, j 
если опять положимъ, какъ въ 
уравненш (7),

tgm  =  tgacosy, 0 °< w z< 1 8 0 °,

то соотношение (9) даетъ непо
средственно :

cos (b — т) —
cos с cos т 

cos a ( 12) |

cos/? =  У 1—sin2/?.

Значительно проще ведется 
вычислеше, если мы опять вводимъ 
вспомогательный величины. Именно, 
если опять положимъ, какъ въ 
уравненш (7),

cotgv =  tg a  cose, 0 °< ? '< 1 8 0 °,

то соотношеше (9) даетъ непо
средственно:

. . cosysini'
sin ( B - v ) = ------— -  • 112

cosa

Если нужно вычислить уголъ 
/? одинъ’или въ первую очередь, 
то теорема синусовъ и второе 
уравнеше (V) даютъ:

Если нужно вычислить сто
рону b одну или въ первую оче
редь, то теорема синусовъ и вто
рое уравнеше (IV) даютъ:

sin a  sin с == sin у sina, 
sina cosc =  cosy sin/?

- r  siny cos/? cosa.

Я̂ Ьдя одно на другое и подставляя 
cos/? =  У 1 -  sin2/?, мы получаемъ 
квадратное уравнеше относительно 
sin/?.

sin a sin у =  sin c sin a, 
sina cosy =  coscsin/?

— sine cosA cosa.

1 Деля одно на другое и подставляя 
cosb =  У sin2£, мы получаемъ 

| квадратное уравнеше относительно 
I sin b.

Чтобы и здесь ввести вспомогательный уголъ для удобства вы- 
числешй, мы вновь возвратимся къ фиг. 47 на стр. 126 и положимъ 
(подъ р  разумея cos h):

(13)
cosy = р  sin р, j 

siny cosa =  pcosp. \

Тогда p u p ,  определяются 
изъ уравнешй:

cos c =  p  cos n, )
\ (13)sine cosa =  p  sm/2. )

Тогда p  и n определяются 
изъ уравнешй:
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cotg,w =  cosatgy, (14)

sin у cos a 
CO Sfl

(15)

Вм%СГЬ съ гЬмъ мы полу- 
чаемъ:

sin a sine =  sin у sin a, 
sinacosc =  p  cos (/? — p);

разделяя же первое изъ этихъ 
уравнешй на второе и пользуясь 
соотношешемъ (15), находимъ:

cos,Utga 
cos {{} — р)

или, наконецъ,

cos(jl — р) =  tg a  cotgccos^, (16)

при чемъ значеше р  нужно взять 
изъ уравнешя (14).

tga =  cosatgc, (14)

Р =
sin с cos a 

sin я
(15)

Вм-fcCTt съ т'Ьмъ мы полу- 
чаемъ:

sin a sin у =  sine sin a, 
sin a cosy =  p sin (b — n);

разделяя же первое изъ этихъ 
уравнешй на второе и пользуясь 
соотношешемъ (15), находимъ:

tg y =
sin я tga 

sin (b— я)
или, наконецъ,

sin(£ — я) =  tgacotgysina, (16)

при чемъ значеше я нужно взять 
изъ уравнешя (14).

1 1 . И зслЪ дован1е рЪшешй. НЪсколько сложное въ настоящемъ 
случаЪ изсл-Ьдоваше мы проведемъ только для пятаго случая, такъ какъ 
результатъ непосредственно распространяется на шестой случай.

Уравнеше (10) приводится къ тремъ главнымъ случаямъ.
sinasiny ^   ̂

sine

sinasiny
sine

В ещ ественны хъ ptiueHift вовсе нЪтъ.

Одно вещ ественное ptineH ie; треуголь- 
никъ становится прямоугольнымъ съ пря- 
мымъ угломъ а.

3. sinasiny
sine

Въ этомъ случай ypaBHeHie (10) даетъ два 
значен1я для угла а, но нужно обсудить, 
пригодны ли оба угла.

Чтобы провести это изслЪдоваше, мы обозначимъ острый уголь, 
который получается изъ уравнешя (10), черезъ а', а тупой— черезъ а’, 
такъ что

а" =  180° — а'.

Наша задача будетъ имЪть одно или два рЪшешя въ зависимости отъ 
того, даетъ ли только одинъ изъ угловъ а и а" или даютъ оба поло
жительный. значешя для cotg/5/2 и cotg Ь/2, когда мы эти углы подста- 
вимъ въ уравнеше (11). Но это означаетъ:

для каж даго  вещ ественнаго рЪшеюя разности у —а и 
с — а долж ны имЪть одинаковы е знаки.
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Различные случаи, которые здесь могутъ представиться, мы свели 
въ табличку, помещенную ниже. Чтобы выяснить, какъ она составлена,, 
мы остановимся подробнее на первомъ изъ приведенныхъ въ ней слу- 
чаевъ. Итакъ, положимъ, что

с < 9 0 ° , а < 9 0 ° , с<_а.

Такъ какъ с — а <  0, то и у — а  должно быть меньше 0. Но при 
нашихъ предположешяхъ sin с <  sin а; поэтому, въ виду соотношешя (10} 
s in a > s in y . Но, какъ мы показали, у должно быть меньше а ; если по
этому у  >  90°, то мы не получаемъ ни одного решешя, если же у <  90°,, 
то мы получаемъ 2 решешя. Если мы положимъ:

с =  90° +  (р°, а =  90° +  у>°, 
то

(р <Сц> означаетъ: сторона с ближе къ 90°, нежели а ; 

означаетъ: сторона а ближе къ 90°, нежели с.

После этихъ подготовительныхъ соображешй понимаше следующей 
таблицы уже не представить никакихъ затрудненШ:

с < 9 0 ° , а  < 9 0 ° ,

два решешя 1 у<90»
с < а , } смотря по тому, будетъ ли 

ни одного  решешя ) у >90»

с =  а см. ниже

с > а одно решеше: a  =  a'.

с >90», а < 9Qo,

два решен1я | у >90»
9 > у ) , } смотря по тому, будетъ ли 

ни одного  решешя J у <90»

одно решеше: а = а '  | у >90°
, . } смотря по тому, будетъ ли 

ни одного  решешя J у <  90’>

< Р < У ) одно решеше: а =  а'.

с <90°, а >900,

два решешя | у <  90(>
<Р>ц , ? смотря по тому, будетъ ли 

ни одного  решены | у >  90й

одно решен)е: а =  а" | у <  90"
<р — у , . ? смотря по тому, будетъ ли 

ни одного  решены ) у > 90»

< р < у> одно решеше: a  =  a".
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с >  90°, а  >  90°,

два рЬшешя 1
с > а  . . }ни одного  ръшенш j

с —а см. ниже

смотря по тому, будетъ ли
у >  90» 
у <  90°

с < а  одно ptmeHie: а =  а".

Особаго изсл-Ьдовашя требуетъ еще случай с = а. Въ этомъ случай 
и « =  У (§ 36, 7), и формула (VIII) даетъ:

О ^
c o tg y  =  tgy cosc; tg — =  tgc cos/.

Чтобы поэтому tg/9/2 и tg 6/2 имели положительный значен!я, не
обходимо и достаточно, чтобы с и у  были одновременно больше 90°.

Здесь мы получаемъ только одно решете за исключешемъ того 
случая, когда а =  с =  у =  90°. Въ этомъ случа-fe, какъ легко усмотреть, 
мы получаемъ б езч и слен н о е  множество ptiueHifi.

12. Изсл-Ьдоваше ш естой задачи (у, а, с) приводится совершенно 
такимъ же образомъ, только стороны и углы нужно всюду заменить 
другъ другомъ. Если положимъ:

с =  90° +  д>°, 1 у =  90° +  до0,
а =  90° +  ч/;0, j а =  90° +  ip°,

}+  1, когда х  и у  однородные " углы,
О, когда х н у  неоднородны е углы,

j =  число рЪшешй,

то наша таблица приводитъ окончательно къ следующему результату:

(1)
sin a  sinr 

sin с >  1: 5 = 0 (1)
sin a sin с ^  ̂ — 0 

sin т ^  *

(2)
sin a sin т 

sin с =  1: S= 1 (2)
sin a sin с . , „ 

sin т

(3)
sin a sin т 

sin с <  1: (3)
sin а  sin с ^  j . 

sin y

а) ф  < ф: 3 =  1
Ь) ф = Ф' 5=  Ье,, ban =  1
с) ф > ф: 3=  2 Ьсу

И склю чен1е: Исключен1е:
а =  с ОО05IIт,II 3 = о с . а =  у =  с =  90°: j =  ж.

* Подъ „однородными" мы разумЪемъ два угла, если они оба острые или оба 
тупые, подъ „неоднородными"— таме, нзъ которыхъ одинъострый, другой тупой.
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13. Въ тЪхъ случаяхъ, когда имеются два реш етя, мы получаемъ 
два значешя стороны b и угла /?, полагая въ уравнешяхъ (11) разъ а =  а' 
(или соответственно а =  а ) ,  а другой разъ а =  а" (соответственно а =  а").

Несколько иначе обстоитъ дело, если мы пользуемся вспомога- 
тельнымъ угломъ (стр. 133).

Въ этомъ случае разность 
b — т определяется по косинусу. 
Если п есть одно изъ значенШ, 
отвечающихъ этому косинусу, то 
другое есть - п ; вместе съ темъ

Ь' =  т +  п,

Ь" =  т — п.
\

Точно такъже и разность/?—/л \ 
определяется по косинусу. Если

В

поэтому /9 — [I — -г 1’, то

Р' =  М +
Р" =  и  — V .

Это подтверждается (схема- 
тическимъ) чертежомъ 48, на ко- 
торомъ

D A y — DA.2 =  п,
<с A XB D  =  -< =  v,

CD — т,
<: C B D  =  /г.

Въ этомъ случае разность 
Р — v  определяется по синусу. 
Если j.i есть одно изъ значешй, 
отвечающихъ этому синусу, то 
другое есть 180°—,а; вместе съ тЬмъ

Р' =  V +  (Л,
p" =  v  +  180°

Точно такъ же разность Ь—п 
определяется по синусу. Если

поэтому b — п =  +  т, то

Ь' — п т,

Ь" =  п +  180° — т.

Это подтверждается черте
жомъ 49, на которомъ

<  =  <  C.tB D — 180" —/I,
■^cDCx — m, DC., =  180" m, 

A XB D =  -C A.,BD — v,
<  D A t =  DA., = n.
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§ 55. OnpeataeHie другихъ важныхъ частей треугольника.
1. Р ад 1у съ  q  вписанной  окруж ности.
Пусть q будетъ сферическШ рад1усъ вписанной окружности, /л ея 

центръ, D, Е, F — точки касашя (фиг. 50, схематически чертежъ). 
Совершенно такъ же, какъ и въ планиметрш, мы убеждаемся, что

АЕ  =  AF  =  sv
BF  =  BD  =  s,9)

CD =  СЕ =  s3.
Изъ прямоугольнаго треугольника 
AF/л находимъ:

tg

tg

a _ tge
2 s in s1

tge
2 sin So

7 _  tgp

( 1)

2 sinsa

Сличая эти соотношетя съ формулами (X) § 53-го, находимъ:

, Л [  si
tge =  У  -

sins, sms, sms,
sins,

=  k.
0

( 2)

Уравнешя (1) можно еще написать въ такомъ виде: 

a sins,
C0‘g

складывая ихъ почленно, мы получимъ:

В sins.,

или

, а 3
cotg ■— {- cotg —С ~

cotgp =

„ . S| -)- s, s,2 sm — - -- cos -  S„

tg?

• a +  ftSin----r—

— b c . a . 3
—  sm T sm T sin-2 cos

При помощи последняго уравнешя Деламбра (§ 53, IX) этому 
равенству можно придать теперь видъ:

у
C0S 9

COtgp = —

. а В у 
4 cos — cos -г- cos — 

z z z
„ c . c 
2 co s— sin у

. a . .3
Stn 2 S'n 2

sine sin a sin/?
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Пользуясь, наконецъ, формулой (I) § 53-го, получаемъ:

4 a  ft у
cotgp =  - J  ■ COS —  COS —  COS —  ■ (3)

§ 55

2. Рад1усъ вн% вписанны хъ о к р у ж н о с тей  р,, р2, р3.

Если р, есть рад1усъ внЪвписанной окружности, касающейся сторо
ны а, то легко сообразить, что эта окружность также вписана въ смежный 
треугольникъ со сторонами а, 180°—Ь, 180°—с. Поэтому формулы (1)—(3) 
даютъ непосредственно:

fa ,iL = fc£L tfr J L = * b  far У tg&3 .
s  2 sins0’ s  2 sins0’ 8 -  sins0 (4)

tg ь - V *

sins0 s in ^ s in ^
sms, tgo , =  }

/  sin s0 sins3sins1

+ sms,

tg / si
-
sins0 sms, sms.

+
4

sin s..

. - a . p . у
cotgo, =  - jC O S y S in - -S in  — >

P . У . a— sm —  sm —

, 4 у . a . p
cotg?3 =  ' J  cos 2 Sm ~2 Sin 2 '

cotg 2 2 =  - J  cos —  sin “o’ s*n “  ’

(5)

(6)

Перемножая уравнешя (5) попарно, мы получаемъ замЪчательныя 
соотношешя:

tgo, tgp2 =  sins0 sins3,

tgejtgQ s =  sinsosins,, (7>
tgp3tgp, =  sins0sins,.

3. Каждой изъ формулъ (1 )— (7) соотв^тствуютъ аналогичныя въ 
планиметрш (ср. § 31 и § 24). Формула, аналогичная выражежю (3), мо- 
жетъ быть выведена изъ соотношеш’Й (11) и (12) § 31-го; она гласить:

1 4  г а  в  у
—  =  — cos —  cos cos -j—,

гд-fe J  есть площадь, а г — рад1усъ окружности, описанной около плоскаго 
треугольника. Вм-Ьсто Л здЪсь появилось отношен1е J .r .  То же относится 
и къ уравнешю (6).

Нужно зам-Ьтить, что и самый вы водъ  этихъ формулъ въ плани
метрш можно вести въ совершенно аналогичномъ порядк^Ь.
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4. Рад1усъ R  описанной  окруж ности.

Согласно § 39, 14, рад!усъ R  описанной окружности является вели
чиной, полярной относительно р. Если мы примемъ во внимание, что при; 
обозначешяхъ, которыми мы теперь пользуемся, стороны треугольника 
служатъ дополн ен 1ями угловъ полярнаго треугольника (а не равны 
самимъ угламъ), то изъ соотношенШ (1) — (3) получимъ;

cotg
а
2

cotg R----------  j
COS (Tj

cotg/?--------)
COS(T2

cotg/?
COS On

cotg R  =
/  COSO, coso2 COS Og

V  — coso0

(8)

(9)

. n  4 . a . b . c
D ' Sm~ 2 SmJ Sm~2'

( 10)

5. Площадь i сф ер и ч ескаго  треугольника.

Две окружности больщихъ круговъ ограничиваютъ на сфере четыре 
„двуугольника1*. Чтобы определить площадь z  одного изъ нихъ, полезно-

выразить углы въ дуговой  м ере. Если теперь г снова обозначаетъ- 
рад1усъ сферы, F—ея поверхность, уголъ двуугольника, то очевидно- 
(фиг. 51), что:

откуда следуетъ, что
г : F =  С: 2 л, 

г  =  2 г- 'С.

Положимъ теперь, что имеемъ на сфере треугольникъ А В С  (въ 
Эйлеровомъ обозначен!»); пусть А', В', С  будутъ противоположный 
точкивершинъ А , В, С (фиг. 52). Въ такомъ случае сумма сферическихъ- 
двуугольниковъ

А В А 'С , ВАВ'С , С В 'С  А'
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превышаетъ полусферу (на нашей фигуре переднюю) на треугольникъ 
А В С  и противоположный треугольникъ А'В 'С '. Углы двуугольниковъ 
(выраженные въ дуговой мере) суть а, /?, у, треугольники же ЛВС и 
А'В'С' равновелики, какъ въ этомъ легко убедиться. Поэтому

2 г 2 (а  +  /? +  у) — 2 i =  2 г -л .

Если мы снова положимъ

е =  а  +  £  +  у -  гг,
•го

/ =  Г2 - е . (11)

6. Изъ этого мы заключаемъ, что всегда е >  О, или что сумма 
угловъ сферическаго треугольника всегда больше 180° (§ 36, 7).

При одномъ и томъ же рад1усе круга площадь сферическаго тре
угольника, какъ видно изъ формулы (11), зависитъ только отъ суммы 
угловъ треугольника. Такъ какъ большей площади соотв-Ьтствуетъ, сле
довательно, большая сумма угловъ, то отсюда вытекаетъ предложеше:

П одобны хъ тр еу го л ьн и ко в ъ , въ том ъ  смысла, какъ въ пла- 
ниметр1и, на сф ер е  не су щ еств у етъ ; н ап ротивъ , на сферахъ 
разли чн ы хъ  рад1усовъ бы ваю тъ п одобн ы е треугольни ки , и ихъ 
площ ади относятся, какъ  квадраты  эти хъ  рад1усовъ.

7. Подобно тому, какъ въ § 36, 4 стороны были выражены, неза
висимо отъ рад1уса сферы, отвлеченными, лишенными измерешя числами, 
подобно этому целесообразно иметь число, лишенное измерешя, также 
для выражешя площади треугольника. Сообразно этому, мы будемъ на
зы вать  „раш ональной  площ адью " сф ер и ч ескаго  треугольника 
величину

*г =  -^г =  е. (12)

Вместе съ темъ имеетъ место предложеше:

Р ац ш н ал ьн ая  площ адь сф ер и ч ескаго  тр еу го л ьн и ка  не зави
ситъ отъ  радиуса сферы, а о п р ед ел я е тся  в п о л н е  сум мой угловъ 
треугольни ка , а именно она равна его сф ер и ч еско м у  избытку.

8. Для вычислешя площади сферическаго треугольника по данны.чъ 
-сторонамъ служить формула Л ью илье f§ 53, XII):

tgT ==V r С13'

въ связи съ выражешемъ (11).
„Рацюнальную" площадь треугольника эта формула даетъ непо

средственно.
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§ 56. CooTHomeHifl между сферической и плоской тригонометр1ей. 
„Малые" треугольники теорема Лежандра.

1. Если вершины А, В, С сферическаго треугольника остаются не
подвижными, а рад1усъ сферы г неограниченно возрастаетъ, то попред- 
ставлен1ямъ обы кновен н ой  Е вклидовой  геометр1и сфера перехо
дить въ плоскость, определяемую точками А, В, С, а сферичесюй тре- 
угольникъ въ плоскШ.

Стороны а, Ь, с стремятся при этомъ къ нулю, но длины дугь, 
содержащихся между вершинами, не обращаются въ нуль. Сообразно 
тому, какъ это было выяснено въ § 36, 4, мы положимъ:

гд4 а, Ь, с суть абсолютный длины соответствуюшихъ дугь. Мы наме
рены вывести формулы плоской тригонометрш путемъ предельнаго пе
рехода изъ формулъ сферической тригонометрш.

2. Изъ формулы (12) § 55

I,- =
i

г2 =  е

слЪдуетъ, что е =  0 при г =  ос.
Такимъ образом ъ , п редлож еш е о сумме угловъ плоскаго 

треугольника является въ плоской геометр1и аналогичнымъ 
теореме § 55, 7 о рац ш н альн ой  площ ади сферическаго тре
угольника.

Далее, формула (11) § 55 приводить къ предложенш:
Въ п л а н и м е т р а  абсолю тная величина площади принимаетъ 

форму i =  0 • ое. Э тимъ выясняется, что въ плоскомъ треуголь
нике площадь не о п р ед ел яется  углами, такъ какъ п р о и зв е д е т е  
О . оо представляетъ собой  неопределенную  величину.

3. Чтобы совершить предельный переходъ для собственно триго- 
нометрическихъ формулъ, мы воспользуемся приведенными въ I-мъ томе 
на стр. 471 формулами, который для безконечно малыхъ угловъ, т. е. при 
безконечно большомъ /?, справедливы съ безконечно большою точностью 12 13:

12 Это положение выражено чрезвычайно неудачно. Въ действительности
справедливо то, что отношешя

sinx 2 (1 —cos.v) / \ . х 3 /
------- ^2--------( X — sinx ) ■ -g- • ( c o s x - 1 f )

■ f 4 
' 24

стремятся къ 1, когда x стремится къ 0. Мы дадимъ болЪе простой выводъ пре
дельнаго перехода въ особомъ приложено! въ конце книги.
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х 3 хsin* =  X ---- — = ---
6 г

X

‘> i  2 41 x -  x* X ' X
с°з х  =  ' - ц + п  =  1 - ^ + ш

Такимъ образом ъ теорем а си н усовъ  на сф ер-fe непосред
ственно  переходи тъ  въ теорем у синусовъ  плоской тригоно- 
метр1и.

4. Теорема косинусовъ:

cosa =  cosb cosc +  sinb sine cosa

лринимаетъ форму:

Раскрывая скобки, умножая на — 2г'1 и опуская члены, которые 
содержатъ 1/г въ степени выше четвертой, мы получаемъ:

—2 а Т З  I — 2 b +  с - 2Ь с cos а

— 1 тгтД Ь4 -(- 6 Ьг с" +  с4 — а — 4 Ь с {Ьг +  с2) cosa]- 1 zr-

( 2)

При г — оо отсюда сл4,дуетъ:

Т еорема коси н усовъ  на сф ер -fe также п ер ех о д и тъ  въ соот- 
в-Ьтствуютцую теорем у въ плоской  тр и го н о м етр ш .

5. Этимъ путемъ можно для каждой формулы сферической триго
нометрш найти соотв-Ьтствующую ей въ плоской. Подчерпнемъ еще 
формулу (13) § 55, заслуживающую особеннаго внимашя. Такъ какъ 
е стремится къ 0, то tg е/4 можно заменить черезъ е/4; далЪе s,- =  s,-/r. 
Поэтому соотношеше (13) даетъ для плоскаго треугольника известное 
выражеше площади треугольника

V s0 • 5, • s2 • s3 =  Нш r*s =  i,

-(см. § 24, (6); § 31, (7)).
6. Мы разематривали сейчасъ плосюй треугольникъ, какъ предать 

сферическаго.
Для геодезиста-практика несравненно болЪе важное значен1е и.чЪетъ 

вопросы Можно ли — и, если можно, то при каки х ъ  услов1яхъ-
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трактовать сф ерическШ  тр еу го л ьн и кь  при вычислеш яхъ, какъ 
плосюй.

Ответь на этотъ вопросъ даетъ теорема Лежандра, которая въ 
практике находить себе широкое применение.

Если сф еричесю й  тр еу го л ьн и кь  им-Ьетъ малыя стороны, 
a BcntflCTBie э т о го  и малый сферический избы токъ, то его пло
щадь приближ енно равн яется  площади плоскаго треугольника, 
стороны ко то р аго  им-Ьютъ т е  же абсолютный длины; каждый же 
уголь сф ерическаго  тр еу го л ьн и ка  превыш аетъ на одну треть 
сферическаго и збы тка соотвЪ тствую иий уголь плоскаго тр е
угольника.

Выражеше „малый" треугольникь страдаетъ, конечно, некоторой 
'неопределенностью. Геодез1я даетъ определенный практичесюя правила 
относительно пред-Ьловъ применимости этого предложешя. Намъ доста
точно сказать такъ: если стороны сферическаго треугольника опреде
ляются равенствами

а b с
CL =  ---> О = ----» С =  — >

Г Г Г

то длины а, Ь, с должны быть малы по сравнешю съ г и при томъ 
настолько, чтобы членами порядка (airy и выше, во всякомъ случае, 
можно было пренебречь. Сферичесюй же избытокъ долженъ быть на
столько малъ, чтобы съ темь же приближешемъ можно было принимать 
г = tge =  sing и cose =  1. Сферичесюй треугольникь АВС,  въ которомъ 
стороны а, Ь, с выражены въ линейной мере, а углы суть а, /? у, сопо
ставляется въ теореме Л еж андра съ плоскимъ треугольникомъ 4,5,6?,, 
который имеетъ те же стороны а , Ь, с, углы же равны а, =  а  — е/3, 
./?, =  -  е /3 , у, =  у -  е /3 .

При сделанныхъ предположетяхъ мы получаемъ для площади со
вершенно такъ же, какъ въ п. 5, выражеше:

/  =  г-в =  4 г 2 • —  =  Y.s0 ■ s ,  • So • S3 =-  * , ;

этимъ доказана первая часть предложешя.

7. Обращаясь къ доказательству второй части, мы выведемъ изъ 
уравнешя (2), опуская члены, содержание 1 /г въ четвертой степени и 
высшихъ, соотношеше

а 4 =  (Ь2 4- 2 — 2 be cosal-’- r  у;  >

где К есть величина, не зависящая отъ г. Если мы подставимъ это вы
ражеше вместо а 1 внутри прямоугольныхъ скобокъ въ уравненш (2) и
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вновь опустимъ члены четвертой степени и выше относительно 1 /г, То 
уравнение (2) приметь видь:

а 2 =  Ь2 с 2 — 2 b с cos а
b 2 с 2 sin-а 

"З г *

При нашихъ предположешяхъ здЪсь можно положить

|  b с sin а =  i,
такъ что мы получимт:

а~ =  Ь2 с2 — 2~bc cos а — ^  b с sin а.
3 Н

Такъ какъ, съ другой стороны, согласно § 55, (12), ijr2 = ' е, то

2 •) —о ~• — / £ \
а =  Л" +  с ‘ — 2йс I cosa —  sin а  I ;

такъ какъ дал%е

6 \  S  S
cos | a  — — I =  cos a cos — +  sin a  sin — ,

и мы можемъ положить cose/3 =  1, sin е/3 =  е/3, то 

а 1 =  b2 - ( -  с1 —  2 Lccosla  — —1 - (3)

Если мы присоединимъ сюда еще двЪ друпя формулы, которыя 
получаются изъ этой круговой зам"Ьной, то и вторая часть теоремы 
Л еж ан д р а  будетъ доказана.

8. Другое весьма изящное доказательство теоремы Л еж андра, ко
торое въ противоположность предыдущему исходить изъ теоремы си- 
нусовъ, далъ Э пш тейнъ *.

Мы напишемъ теорему синусовъ въ такой форм"Ь:

. b . . а
sin a sin — =  sin В s in ----

г г

Выражая sin air и sin Ыг рядами, мы отсюда получаемы

Ь Ь 3
sin a ------

— —за а
\г 6г> ' ■■■) -  sinP\T ~T r*  +  --- )•

Умножая обЪ части на г и ограничиваясь членами, степень к о т о р ы х ъ  

относительно 11г не превышаешь второй, мы получаемъ:

* E p ste in . Zeitschrift fiir Vermessungswesen, Bd. 36, 1907.
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b I sina — sina ) = a (  sin/? — sin/?
6 r'1

Вь виду же соотношешя

7 * !
мы получаемъ:

b I sina
e b2 sina

T  2 T ~
, . „ e a ' sin 8

=  a i  sm^ -  2T —

06t> стороны этого равенства можно разсматривать, какъ ряды, 
расположенные по восходящимъ степенямъ е. Такъ какъ здЪсь нужно 
сохранить только первыя степени, то къ коэффищентамъ при е можно 
непосредственно применить правила плоской тригонометрш. Сообразно 
этому мы полагаемъ съ лЪвой стороны:

а съ правой: 

тогда мы получаемъ:

Ь\ sin a —

21 =  be sina,

2 i =  ас  sin/?;

если здЪсь снова положимъ сл%ва:

а справа: 

то получимъ:

т1

b =  ccosa -г a cos у, 

а =  с cos/? +  b cos у,

> |sina —
£ / а
— ^cosa -ĵ  — cosy

s a b

j  =  a ĵ sisin/? -  —  cr >s/? - f  -as- cosy

Зд4:сь членъ---- — cosy съ одной и съ другой стороны отпа
да етъ, и остается

L is in a ---- |-c o sa l =  a [sin/? £ cos^ ,
ИЛИ

* s in (« -  } ) = в г

Это и есть теорема Лежандра.

В е б е р ъ ,  Эицнклоп. элемент, г ао метр да. 10
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ГЛАВА VII.

Аналитическая геометр1я на плоскости.

§ 57. К оординаты .

1. Для нахождешя новыхъ истинъ и для ведешя доказательствъ 
геометрия пользуется двумя различными методами, изъ коихъ одинъ, бо- 
лФе старый, называется синтетическим ъ, другой—аналитическим ъ. 
Синтетическая геометр1я имЪегь своимъ источникомъ непосредственное 
созерцаше пространственныхъ образовъ и является дальн-Ьйшимъ разви- 
шгь „Началъ“ Евклида. При каждомъ своемъ m art она позволяетъ 
непосредственно видеть геометрическую природу npieMa, употребленнаго 
при доказательств^, но не им%етъ въ своихъ изслЪдовашяхъ столь опре- 
дкеннаго предуказаннаго пути, какъ аналитичесюй методъ.

Искусство же аналитиковъ состоитъ въ томъ, что они, устраняя 
неизящный вычислешя, разрабатываютъ алгебраичесюя идеи и, такимъ 
образомъ, вместо с о зе р ц а н 1я п ростран ства пользуются разсматри- 
ваюемъ чиселъ *.

2. Средствомъ, къ которому преимущественно приб-Ьгаетъ аналити
ческая геометрия, являются координаты ; мы ими уже пользовались въ 
восьмой глав'! первой части для геометрическаго представлешя комплекс
ный) чиселъ.

Возьмемъ на плоскости двЪ произвольный взаимно перпендикулярныя 
оси —ось д:-овъ и ось _у-овъ, пересЬкаюпояся въ нЪкоторой точюЬ О, 
называемой началомъ коорди натъ . На каждой изъ этихъ прямыхъ мы 
по произволу одно изъ направленШ будемъ называть положительнымъ.

* Открьте аналитической геометрш приписывается Декарту, сочинеше 
которого „Geometrie“ вышло въ св%тъ въ 1637 году. Одновременно и независимо 
отъ него къ гёмъ же идеямъ пришелъ и Ферма (письмо къ Робервалю, 1636); 
въ статьяхъ, опубликованныхъ имъ позже, онъ уходить даже дальше Декарта. 
Уже у Аполлон1я заметны слЪды аналитическихъ пр1емовъ. У Гессе (Hesse) 
(1811—1874) методы аналитической геометрш получили наиболее совершенную 
формальную разработку.
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Для того, чтобы определить положеше точки Р, опустимъ изъ нея 
на обе оси перпендикуляры; основашя последнихъ обозначимъ соответ
ственно черезъ Q и R. Если длину каждаго изъ отрезковъ OQ и OR 
снабдимъ положительнымъ или отрицательнымъ знакомъ, смотря по тому, 
лежитъ ли соответствующая изъ точекъ Q и R  на своей оси въ поло- 
жительномъ или отрицательномъ направленш отъ О, то полученный та- 
кимъ образомъ числа х н у  называются координатам и точки Р. Если 
оне даны, то положеше точки Р  определяется однозначно. Ихъ называюгь 
прямоугольными или Декартовыми координатам и въ отлич1е отъ 
другихъ координатъ, примеръ которыхъ мы сейчасъ приведемъ.

3. Каждая прямая лишя определяете два противоположный напра
влешя. Если же изъ некоторой точки провести прямую, какъ „лучъ“, 
только въ одну сторону, то получается лишь одно определенное напра
влеше. Черезъ каждую произвольную точку плоскости можно провести 
лучъ, параллельный данному лучу; все таше параллельные лучи имеютъ 
одно и то же направлеш е К

Для того, чтобы некоторое направлеше, заданное лучемъ, опре
делить при помощи системы координатъ, проведемъ черезъ начало парал

лельный ему лучъ 5 и представимъ 
себе, что некоторый подвижный лучъ, 
первоначально совпадавши съ осью 
х-овъ, при помощи вращешя на по- 
добте часовой стрелки, достигаетъ 
направлешя s.

Мы (по произволу) называемъ 
вращеше положительнымъ, если 
оно происходить въ направленш отъ 
положительной части оси .v-овъ къ 
положительной части оси у-овъ (на 

нашемъ чертеже это направлеше указано стрелкой); вращеше же въ 
противоположную сторону мы называемъ отрицательны мъ. Если теперь 
разуметь подъ угломъ #  наименьшее положительное вращеше, при по
мощи котораго можно перейти отъ положительнаго направлешя оси х-овъ 
къ направленш s, то R содержится между 0 и 2л.  Каждый уголъ О, 
взятый въ этомъ интервале, характеризуем одн о и только одно на- 
правлеше s; но вращен1я, отличающ1яся другъ отъ друга на положи
тельное или отрицательное число, кратное 2-т, характеризують одно и 
то же направлеше. Такимъ образомъ, направлеше определяется  одно
значно, коль скоро даны sin 0 и cos I).

1 Т. е., будучи параллельны, также направлены въ одну и ту же сторону.
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4. На основанш изложеннаго положете точки Р можетъ быть 
определено также направлешемъ и длиною луча г, проведеннаго огь 
начала къ точке Р. Направлеше определяется угломъ #, который можно 
заключить въ любой интервалъ размеромъ въ 2л, напримеръ, въ интер- 
валъ 0 ,2  л  или — л, л  (при этомъ одно изъ двухъ предельныхъ 
значешй исключается изъ интервала, а другое — включается въ него).
Длина г измеряется произвольной единицей длины, но всегда разсматри- 
вается, какъ положительная величина. Такимъ образомъ величины г и #  
однозначно определи ютъ положете точки Р; поэтому и ихъ также назы- 
ваютъ координатами точки Р, а именно полярными координатами, въ 
отлич1е отъ прямоугольныхъ. Начальная точка О называется полюсомъ 
этой системы координатъ.

5. Задача: Пусть две точки 1 и 2 заданы координатами x it у х и 
х2, уо. Требуется определить ихъ разстояше (12) и направлеше отъ 
точки 1 къ точке 2.

Решеше задачи просто выводится изъ фиг. 54. Если черезъ точки 
1,2 провести прямыя, параллельный оси 
х-овъ и оси у-овъ, то получится прямо
угольный треугольникъ (123), въ кото- 
ромъ сторона (12) является гипотенузой, 
а катеты (13) и (23) равны соответ
ственно х2—х х и у 2—у\, если не обра
щать внимашя на знаки. Если уголъ #  
лежитъ въ первомъ квадранте, то обе 
разности являются положительными чи
слами и мы получаемъ равенства:

х2 — x t =  (12) cos#, у.2 — y L = (12) sin#, (1)

(12) =  У  (Хо -  х,)- +  IV2 -  У )-• (2)

Если же точка 2 вращается въ положительномъ направленш вокругъ 
точки 1, то х2 — Xj изменяетъ свой знакъ при переходе изъ перваго 
квадранта во второй, а у2 —у х — при переходе въ третШ квадрантъ. 
Такимъ образомъ, эти разности изменяютъ 
свой знакъ точно такъ же, какъ cos# и sin#, 
и, следовательно, формулы (1) справедливы 
для всякаго полож ен1я точекъ 1, 2.

6. Пусть три точки 1, 2 , 3, образукнщя 
треугольникъ, заданы своими координатами 
х,, _у,; х2, у 2, х3, v3 (фиг. 55). Обозначешя 
мы выбнраемъ такъ, чтобы движете по сторонамъ треугольника въ

§ 57

1
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Точки а, а' называются центрами подоб1я обйихъ окружностей,, 
и именно, одна внутреннимъ, другая внешним-*,.

Эти точки а, а' существуютъ и въ томъ случай, когда окруж
ности пересекаются 13; но при этомъ обиця касательный къ обйимъ. 
окружностямъ исходятъ 
лишь изъ внйшняго 
центра подоб1я.

Если одна изъ окруж
ностей лежитъ внутри 
другой, то и тогда также 
можно найти два центра 
подоб1я, но оба они 
лежать во внутренней 
окружности, и ни че- 
резъ одинъ изъ нихъ 
не проходить касательныя къ окружностямъ.

Во всйхъ случаяхъ эти точки можно найти, если провести въ обйихъ 
окружностяхъ параллельные д1аметры и соединить попарно ихъ конечный 
точки.

2. Разсмотримъ теперь систему трехъ окруж ностей К \ , К 2, 
съ рад1усами сг , с.2, с3, съ центрами тх, т.2, Щ , имеющими, соответ
ственно, координаты a1b1, a.2b2, asb3, и не лежащими на одной прямой^ 
для каждой пары этихъ окружностей существуютъ центры подоб1я, 
которые мы обозначимъ, соответственно, черезъ е^а/, а2а.2', а3а,,'; они 
дйлятъ стороны треугольника т 1от.,/«3 внутреннимъ и внешнимъ обра-

____  §

зомъ въ отношенш с.2 : с3, с3 : cv сх : с.,, и мы можемъ применить
этому треугольнику теорему М енелая (§ 61, 4). Въ силу последней

точки a/cio'a.j' лежать на одной прямой А ,

п (!.> л и л !> Л 1,
л п, а.2'а3 л я л . Л, ,
л «1 «._> ая' л л л » Л3;

эти четыре прямыя называются осями подоб1я трехъ окружностей и, въ 
частности, Л '—внйш ней, а остальныя три—внутренними осями подоб1я. 

Если мы, какъ въ § 61, 2, положимъ:

Лх = х  (Ь.> - - Ьл) — у  (л» — й8) +  а.,Ьл — аф .2,
Л.2 Е  -V (Ья - Ьх) — у  ( а 3 -  ах) +  аяЬ1 -  ахЬ3,
-1., = х (Ь х — Ь.2) -  у  (п, — +  a, b., — а.2Ь1,

)3 Т. е. существуютъ точки, дйляиця разстояше между центрами внутренне 
и внйшне въ отношенш рад!усовъ.
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направлен»* 1, 2, 3 отвечало положительному вращ енпо (фиг. 56). 
Требуется выразить съ помощью координатъ стороны а и а9, а,А и углы 

A v А2, А3 треугольника.
Решеше этой задачи получается непосред

ственно изъ соотношенШ (1) и (2). Прежде всего 
имЪютъ место равенства

Фиг. 56

а 1 =  V  (*з -  Хз)2 +  (У3 -У2)2,
а-2 =  V (■*» -  * 8)2 +  Р^Г£Уз)^

Ч  =  УЪ-2 -  ЧУ2 +  (У-2 "  vT)"-

Если, далее, углы, образуемые направлешями 23, 31, 12 съ осью 
х-овъ, обозначить черезъ 'д\, # 2> # 3, то

А , =  -0,2 — (?-3 +  л,
А.2 =  # 3 — ±  л,

А-з =  fl‘i ~  &2 ±  п ’
и, следовательно,

sin A , =  sin # 3 cos #.2 — cos # 3 sin 
— cos у4 , =  cosi)3 cos#.,-)- sin # 3 sin # ,.

Затемъ, согласно равенствамъ (1),

a.2 cos#., =  x , — x3, 
a2 sin #2 =  y \  — y 3, 
a3 cos (Ид =  x.2 — x,,
4  sin #3 =  y .> y „

a, a3 sin At =  (xl -  x3) (y , ~ y {) -  (x, -  x,) (y , - y :1), 

-  a2 a3 cos = (x., -  xx) (хх -  x :!) +  ( y , - y t ) (у, y :!).

Первая изъ этихъ формулъ вместе съ т-Ьмъ даетъ намъ удв оен 
ную площадь треугольника. И если мы эту удвоенную площадь 
обозначимъ черезъ А, то, произведя умножеше, получимъ:

А =  (х ,у 3 -  x :iу.,) + (х.Лу 1 -  х, у,,) +  (х, у., -х.,у, )• (3)

Пользуясь этимъ выражешемъ, сл'Ьдуетъ, однако, обратить внимаше 
на то, чтобы последовательность точекъ 1, 2, 3 была выбрана именно 
такою, какъ мы ее установили выше. Если изменить эту последователь
ность и замостить, напримеръ, точки 1 и 2 одну другой, то выраженю 
(3) изменить свой знакъ и будетъ представлять, такимъ образомъ, удвоен
ную площадь съ обратнымъ знакомъ.
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7. На прямой лиши g  существуютъ два противоположныхъ напра- 
^лешя. Одно'изъ этихъ направлены по произволу мы назовемъ п о л о 
жительнымъ и обозначимъ его на фиг. 57 строкой.

Каждая точка, взятая на прямой, делить ее на положительную и 
Отрицательную полупрямыя.

Для того же, чтобы вполне определить лишю g, необходимо, кроме 
Чаправлешя, указать еще одно ycnoBie, которому она должна удовлетво
рять; можно, напримеръ, потребовать, чтобы лишя g  проходила черезъ 
данную точку. Вместо этого можетъ быть дано ея разстояше отъ начала 
Координатъ, выражаемое перпендикуляромъ, опущеннымъ на нее изъ на
чала. Но если это разстояше не равно нулю, т. е. прямая не проходить 
черезъ начало, то она этимъ путемъ определяется не однозначно, а 
двузначно2.

8. Съ целью устранить эту двузначность, мы заметимъ, что пло
скость делится прямой g  на две полуплоскости, и будемъ считать поло
жительной ту изъ нихъ, въ которую  вступаетъ полож ительны й  
лучъ прямой g  при пол ож и тел ьн ом ъ  врагценш в ок р угъ  какой- 
либо ея точки; на нашемъ чертеже положительной будетъ та полу
плоскость, которая представляла бы левый берегь реки, текущей въ 
направлен^, совпадающемъ съ положительнымъ направлешемъ линЫ g.

Далее, мы будемъ считать разстояше точки Р  отъ линш g  поло
жительнымъ или отрицательным^ смотря по тому, лежитъ ли точка Р  съ 
положительной или отрицательной стороны отъ прямой g.

Прямая g  о п р е д е л я е т с я  однозн ачно, если н ап рав л еш е ея 
задано углом ъ и р а зст о я ш е ея д отъ начала к о о р д и н а т ъ  
дано по в ел и ч и н е и по знаку.

9. Мы ставим ъ с е б е  теперь сл едую щ ую  задач у . Положимъ, 
что прямая g  задана при помощи & и d, и что, сверхь того, дана 
некоторая точка Р  — своими координатами х, у .  Требуется определить 
разстояше D  точки Р  отъ линш g.

Для решешя этой задачи опустимъ изъ точки Р  (фиг. 57) на ли
шю g  перпендикулярь PQ, длина котораго равна D. Затемъ проведемъ 
черезъ О прямую OR, параллельную g, и опустимъ на прямую g  пер
пендикуляръ OS  =  d.

Если <р есть уголъ, который направлеше ОР образуетъ съ поло
жительнымъ направлешемъ оси х-овъ, и г есть разстояше ОР, то, на 
основами п. 4,

х  =  г cos v =  /-sin г/,

2 На данномъ разстоянш отъ начала проходятъ две прпмыя даннаго на- 
правлешя по одну и по другую сторону оть начала.
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изъ прямоугольнаго же треугольника O P R  получаемъ:

P R  =  rsin  (ф — #) =  г  (sing? cos# — cosg? sin#).

Ho D =  P R  -|- RQ  и RQ — OS -  <5, откуда

D =  — x  sin#  -\-y  cos# +  <5. (4)

На чертеже точки О и Р  обе лежатъ съ положительной стороны пря
мой g, и точка Р  отстоитъ отъ последней дальше, чЪмъ начало координатъ 
О, т. е. D  >  б. Если же D  <  6 и <5 остается еще положительным^ то 
sin (g? — # ) будетъ отрицательнымъ числомъ, и тогда PR  =  — г sin (gc> — -#). 
Но одновременно съ этимъ также D  =  — P R  -+- RQ, если подъ PR  и RQ 
разуметь абсолютный величины соотвЪтствующихъ разстояшй, a D брать 
съ надлежащимъ знакомъ. Следовательно, равенство (4) остается спра- 
ведливымъ и въ этомъ случае. Подобнымъ же образомъ можно убедиться 
въ справедливости этой формулы, если точка О лежитъ съ отрицательной 
стороны прямой g  и если разстояше <5 имеетъ, такимъ образомъ, отрица
тельное значеше.

10. Если за прямую g  мы возьмемъ ось х-овъ и положительнымъ 
ея направлешемъ будемъ считать положительное направлеше оси х-овъ, 
то <5=0, #  =  0 и D  =  у . Если же за положительное направлеше пря
мой g  мы выберемъ положительное направлеше оси ^/-овъ, то #  =  я/2 
и D =  — х.

§ 58. Уравнеше прямой.

1. Если мы хотимъ аналитически выразить то обстоятельство, что 
точка Р  должна лежать на прямой g, то намъ нужно только положить 
равнымъ нулю разстояше D  точки Р  отъ прямой g, выражаемое соот- 
ветствующимъ перпендикуляромъ, и мы получимъ, на основанш § 57 (4), 
равенство

— xsin #  -\-у  cos# +  д =  0. (1)

Это равенство п оказы ваетъ , что координаты  х ,у  отвечаютъ 
н екоторой  то ч ке  на прямой, о п р ед ел яем о й  величинами <7 и <5.

На этомъ основанш это равенство называютъ уравнен1емъ прямой.
Такимъ образомъ, если одна изъ двухъ координатъ х ,  у  точки 

прямой взята произвольно, то другая определяется изъ этого уравнетя, 
и, если мы одну изъ нихъ будемъ непрерывно изменять, то и другая въ 
зависимости отъ этого будетъ изменяться некоторымъ определеннымъ 
образомъ.

Равенство (1) не изменитъ своего содержажя, если мы умножимь его 
на число h, отличное отъ нуля и, такимъ образомъ, представимъ въ формй:

— h х  sin D - f  h y  cos #  -f- h 6 =  0.

§ 57

( 2 )
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Дал-fee, если положить

— /z s in # = a ,  /г cos# = 6 ,  hd  =  с, ( 3)

то оно приметь видъ:
а х  +  by -|- с =  0; (4)

это равенство есть уравнеше той же прямой. Уравнение (1) называется 
(по Гессе) нормальнымъ видомъ, а уравнеше (4) — общимъ видомъ 
уравнешя прямой.

2. Если мы имЪемъ уравнен1е вида (4) съ произвольно заданными 
коэффициентами а, Ь, с, (при чемъ а и b не равны одновременно нулю), 
то всегда можно найти соответствующую прямую, уравнешемъ коей 
оно является.

Въ самомъ д-Ьл-fe, изъ равенствъ (3) вытекаетъ, что h =  ] / а 2-)- 62, 
откуда

ч^мъ определяются два противоположный направлешя, отвечакнщя одной 
и той же прямой. Если квадратному корню приписать определенный 
знакъ, напримеръ, положительный, то темъ самымъ будетъ выбрано за 
положительное одно изъ этихъ двухъ направлен^; именно, если при 
этомъ а — положительное число, то положительнымъ окажется то на- 
правлеше, уголъ котораго съ положительнымъ направлешемъ оси лг-овъ- 
лежитъ въ третьемъ или въ четвертомъ квадранте. Итакъ, этимъ путемъ 
определяется какъ направлен1е прямой g , такъ и положительная ея. сторона3.

Въ силу равенства

прямая g  отстоитъ на разстоянш 6 отъ начала координатъ О, при чемъ 
точка О лежитъ съ положительной или съ отрицательной стороны отъ g  
въ зависимости отъ того, является ли <3 положительнымъ или отрица- 
тельнымъ числомъ.

Поэтому каждое уравнеше вида (4) мы будемъ называть уравне
шемъ прямой лин1и, а также —линейнымъ у р ав н ен 1емъ.

3. Если въ уравнеши (2) положить

3 Т. е. изъ двухъ полуплоскостей, на которыя делится плоскость прямою g ,  
определяется та, которую, согласно заключенному выше (§ 57, 8) условно, мы на- 
зываемъ положительной.

S i n #  =
V  а? +  Ь'1'

cos# = -------------
У а1 +  Ь2
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то оно приметь видь
У =  х  tg #  +  /, (5)

где ордината у  представлена въ виде линейной  ф ун кщ и  отъ х. Здесь 
I является значешемъ у , которое отвЪчаетъ абсциссе л: =  О, т. е. точке 
пересечешя съ осью _у-овъ.

Уравнеше прямой не можетъ быть приведено къ этому виду, въ 
которомъ оно часто употребляется, только въ томъ случай, если #  есть 
прямой уголъ, такъ что cos# =  0. Въ этомъ случай прямая параллельна 
оси _у-овъ, и всЪмъ точкамъ прямой отв'Ьчаетъ одно и то же значеше 
абсциссы х.

Если уравнеше прямой дано въ общемъ виде (4), то всегда

tg #  = — - J > (6)

и если v  обозначаетъ уголъ, который образуетъ съ осью дг-овъ перпен- 
дикуляръ къ прямой (нормаль прямой), то, каково бы ни было напра- 
влеше нормали, им^етъ место равенство

b
tgl/ = ----
°  а

Такимъ образомъ, уравнешя
а х  -f- by  -f- с =  0, 

b x  — ay  -f- d  =  0,

(7)

(8)

каковы бы ни были значешя постоянныхъ a, b, с, d  представляютъ собой 
уравнен1я двухъ взаимно перпендикулярныхъ прямыхъ.

4. Въ посл-Ьдующемъ изложенш мы будемъ пользоваться равен
ствами двоякаго рода. Во-первыхъ, будутъ встречаться таюя равенства 
между координатами дс, у, которыя устанавливаютъ для этихъ координатъ 
некоторое огран и чен 1е 4; таковы, напримеръ, уравнеше прямой, удо
влетворяющееся лишь теми значешями х, у ,  которыя являются координа
тами точки прямой; во-вторыхъ, мы будемъ употреблять также и таюя 
равенства между х, у , которыя справедливы для в сех ъ  то ч екъ  пло
скости; въ этомъ случае обе части равенства являются, такъ сказать, 
лишь различными обозначешями одного и того же объекта. Таюя ра
венства мы называемъ тож дествам и или тож дественны м и равен
ствами. Иногда является целесообразнымъ пользоваться различными 
обозначешями для этихъ двухъ видовъ равенствъ. Въ такихъ случаяхъ 
мы будемъ употреблять для тождествъ знакъ Е (въ словахъ: „тож де
ственно р авн о“).

4 Равенства именно такого рода и называются на русскомъ языке ура в 
нешям и.
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5. Для простоты мы будемъ часто болЪе сложный алгебраически 
выражешя обозначать одной буквой. Въ этомъ случаЪ мы имЪемъ дЪло 
съ тождествами; такимъ образомъ, если мы положимъ

А = — дг sin Д -f-у  cos$  -f- d,

то равенство А — 0 будетъ уравнешемъ прямой въ нормальномъ видЪ. 
Если же положимъ

U  Е а х  -j- by - f  с,

то равенство U =  0 есть уравнеше той же прямой въ общемъ видЪ. 
Мы иной разъ будемъ пользоваться символами A, U, какъ обозначешями 
самой прямой. Въ такомъ случай, согласно § 57 (4), имЪетъ мЪстотеорема: 

Если въ вы раж еш е А, представляю щ ее собою лЪвую часть 
уравнен1я прямой g  въ нормальномъ видЪ, подставить коорди
наты х, у  точки, не лежащей на прямой g , то получится раз- 
стоян 1е этой точки отъ прямой g  (выраженное соотвЪтству- 
ющимъ перпендикуляромъ), съ отрицательнымъ или положи- 
тельны м ъ знаком ъ въ зависимости отъ того, лежитъ ли точка 
X, у  съ отрицательной  или положительной стороны прямой g.

ВсЪ точки, равноотстоящая отъ двухъ данныхъ прямыхъ, лежать 
на двухъ биссектрисахъ угловъ, составленныхъ этими прямыми.

Такимъ образомъ, если равенства А х =  О, А., =  0 являются уравне- 
шями данныхъ прямыхъ въ нормальномъ видЪ, то равенства

Л !-А >  =  0, A x +  A.2 =  О

представляютъ собой уравнешя обЪихъ биссектрисъ (не въ нормальномъ 
видЪ), а именно: первая изъ этихъ прямыхъ делить пополамъ какъ уголъ, 
расположенный по положительную сторону обЪихъ прямыхъ, такъ и 
уголъ, расположенный отъ нихъ въ отрицательную сторону; вторая же 
дЪлитъ пополамъ углы, расположенные по положительную сторону отъ 
одной прямой и по отрицательную' — отъ другой.

§ 59. Точки пересЪчешя прямыхъ.

1. Если требуется найти точку пересЪчешя5 двухъ прямыхъ, за- 
данныхъ уравнешями въ общемъ видЪ:

U] = в] х  -f- bxy  -f- =  О,
U.2 Е а.,х +  Ь.±у -f  с.2 =  О,

то величины х, у  разсматриваютъ, какъ неизвЪстныя, который подлежать 
опредЪленпо изъ этихъ двухъ линейныхъ уравнешй.

1 Т. е., конечно, координаты точки пересЪчешя.

§ 58
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Согласно § 39 I-го тома существуете одна и только одна точка 
пересечения, за исключешемъ того случая, когда определитель ах Ь2 — а.2 Ьх 
равенъ нулю; тогда эти прямыя либо совпадаютъ, либо же параллельны. 
Мы всегда можемъ принять, что либо коэффищенты ах и а2, либо ко- 
эффищенты Ьх и Ь.2 оба отличны отъ нуля; ибо, если а2 и ахЬ2 — а-2 К 
равны нулю, то необходимо ах =  0, такъ какъ а2 и Ь2 не должны обра
щаться въ нуль одновременно,такъ что Ьх и Ь2 отличны отъ нуля. Если 
примемъ, такимъ образомъ, что ах и а.2 не обращаются въ нуль, то при 
ах Ь.2 =  а2 Ьх получимъ тождество:

ах U.2 — а.2 Ux — ахс<2-{- а.2 сх =  О,

:при чемъ будете иметь место первый или второй случай8 въ зависи
мости отъ того, обращается ли въ нуль выражеше ах е2 — а.2 с1, или нетъ.

2. Для того, чтобы уравнешя U x =  О, U.2 =  0 представляли одну 
и ту же прямую, необходимо и достаточно, чтобы существовали два 
отличныхъ отъ нуля числовыхъ множителя т х, т2, для которыхъ имело 

■бы место тождество
тх Ux т.2 U 2 = 0. (1)

.Для того же, чтобы прямыя U v  U 2 были параллельны, необходимо и 
достаточно, чтобы могли быть указаны три отличныхъ отъ нуля числа 
-тх, т2, т3, для которыхъ

тх Ux -f- т.2 U.2 +  т3 Е 0. (2)

3. Мы разсмотримъ теперь три прямыхъ линш и положимъ

Ux Е ахх +  Ьху  +  сь
U.2 — а.2х  -f- b.2y  с.2, j
U3 Е а3х  -f- Ь3у  с3.

Всегда можно определить три коэффищента тх, т.2, т3 такъ, 
чтобы выполнялись равенства

ах т \ +  а -2 т > -\~а-зтз — 0; 
bx тх -f- bo т.2 b3 m3 =  0.

Стоите лишь, согласно § 41 I-го тома, положить

т х : т2 : т3 = (а., Ь3 — а3 Ь.2) : {а3 Ьх — ах Ь3) : Ь.2 — а.2 Ьх),

0 Т. е. прямыя совпадаютъ или параллельны. Если а х с2— а 2 ^=0, то тождество, 
приведенное въ тексте, обнаруживаетъ, что координаты точки, удовлетворявший 
одному уравнешю, удовлетворяют также другому, т. е. оба уравнешя выражаютъ 
одну и туже прямую; если же а хс2— то то же тождество обнаруживаетъ, что 
координаты точки, удовлетворявшая первому уравнению, не могутъ удовлетворять 
второму; уравнешя выражають поэтому прямыя, не, имеющтя ТОЧКИ пересечен^,
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При этомъ, если между тремя прямыми Uv U2, U3 нФтъ двухъ параллель- 
ныхъ, то числа т }, т2, т3 отличны отъ нуля; но тогда изъ соотношенШ (3) 
получается:

т1 и г m2U2 -\- тъи ь = т1с1 +  т2с% т3с3.

Если теперь эти три прямыя пересекаются въ одной точке, то су
ществуем пара значешй х, у , для которыхъ Uv U2, U3 одновременно 
обращаются въ нуль; тогда т1с1 -(- щ с 2 +  т3с3 =  0, и, такимъ образомъ, 
должно существовать тождество:

tnl Ux -f- m2U2 -{- т3U3 = 0. (4)

Если, наоборотъ, выполняется это тождество, то въ точке пересе- 
чешя прямыхъ Ut и U2 обращается въ нуль и U3, и, такимъ образомъ, 
все три прямыя проходятъ черезъ одну точку. Отсюда мы получаемъ 
теорему:

Услов1емъ необходимымъ и достаточнымъ для того, чтобы 
три прямыя Uv U2, U3 проходили черезъ  одну точку, является 
сущ ествован1е трехъ  отличныхъ отъ нуля множителей ml,m D,m 3 
для которы хъ вы полнялось бы тож дество (4).

Но теорема нуждается въ дополненш, такъ какъ мы приняли, что 
среди прямыхъ Uv U2, U3 нетъ двухъ параллельныхъ. Если выполняется 
тождество (4), и две изъ этихъ прямыхъ пересекаются въ некоторой 
точке, то и третья прямая проходитъ черезъ ту же точку. Такимъ обра
зомъ, если две изъ названныхъ прямыхъ параллельны, то и третья должна 
быть параллельна двумъ первымъ. Наоборотъ, изъ п. 2 следуетъ, что 
можно удовлетворить тождеству (4), если три прямыя параллельны 
Чтобы устранить это исключеше, говорятъ также, что параллельный 
прямыя п ер есекаю тся  въ безконечно удаленной точке; тогда 
формулированная выше теорема справедлива всегда.

4. Та же теорема иначе можетъ быть выражена такъ:
Если Uu  U» — две данный прямыя, то равенство 

U = т Ux +  п U.2 =  0,
где т, п — постоянные множители, представляетъ собою уравнеше не
которой другой прямой, проходящей черезъ точку пересечешя прямыхъ 
Uj и U2• Если т отлично отъ нуля, такъ что прямая U не совпадаетъ 
съ прямой U2, то можно заменить U черезъ m il  и положить п =  Я/га. 
Этимъ путемъ мы придадимъ уравнешю простейш1й видъ:

______ _  U B U i+ X U s ,

'  Если три прямыя параллельны, то кроме тождества (2) имеетъ еще место 
тождество m i 1/, +  m.J U2 + т3' -  0. (2')
Умножая тождество (2) на т3', тождество (2') на т3 и вычитывая, подучимъ тож
дества (4).

§ 59
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если изменить въ немъ Я, то получатся вс к примыя, проходяипя черезъ 
точку пересечения прямыхъ Ux и U2, за искдкчешемъ линш Н2; можно 
считать ее соответствующей значетю ?. --- s- s. Совокупность вскхъ 
этихъ прямыхъ называется пучком ъ лучей; /  носитъ назваше пара
метра пучка.

§ 60. Прим'Ьнешя къ геометры треугольника.

1. Изъ теоремъ, изложенныхъ въ предыдущихъ параграфахъ, съ
большою легкостью могутъ быть получены теоремы о точкахъ nepect-
чеш'я трансверсалей треугольника, выходящихъ изъ его вершинъ.

Положительный направлешя для сторокъ треугольника мы выби-
раемъ такъ, чтобы движете по сторонамъ въ этихъ направлешяхъ отвк- %
чало направлению положительнаго обхода; тогда внутрентя точки тре
угольника лежатъ съ положительной стороны отъ всехъ трехъ прямыхъ.

Пусть Л, =  0, Л2 =  0, Л3 =  0 будутъ уравнешя этихъ трехъ пря
мыхъ въ нормальномъ виде. Тогда равенства

А 2 — А 3 =  0, А 3 — А х =  0, А, — А> =  0

являются уранешями биссектрисъ внутреннихъ угловъ, а равенства

Л.„ -{- Л3 =  0, Л3 А х - 0, А х -|- А2 — О

уравнешями биссектрисъ вн%шнихъ угловъ (§ 58, 5). При этомъ имкпъ 
место тождества:

(А, -  А 3) +  (А3 -  А х) +  (Лх -  А2) = О,
(А2 — Л3) +  (Л3-(- А х) — (Ах +  Л.2) Е 0;

первое изъ нихъ показываетъ, что биссектрисы трехъ внутреннихъ 
угловъ пересекаются въ одной точке, изъ второго же явствуетъ, что 
въ одной точке пересекаются биссектрисы двухъ внешнихъ и третьяго 
внутренняго угловъ.

2. Если мы обозначимъ черезъ а х, а2, а3 три угла нашего тре
угольника, то для каждой точки высоты, опущенной на сторону (23), 
какъ видно изъ фиг. 58, будетъ иметь место равенство

А 2 : А 3 =  cosa8 : cosa.2,

ь Какъ мы уже имели случай указать въ дополнеши I къ 1-ой книгеII готом, 
этими немногими словами не только нельзя обосновать, но и нельзя даже достаточно 
выяснить, почему въ указанномъ случае Я следуетъ положить равнымъ оо. Это 
выясняется больше, если мы заметимъ, что Я есть отношеше синусовъ угловъ,ко
торые соответствуютцШ лучъ U образуетъ съ прямыми Ux и f/2; это отношше 
стремится къ безконечности, когда лучъ U неограниченно приближается къ см- 
шю съ лучемъ U.
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если изменить въ немъ Л, то получатся век прямыя, проходяищя черезъ 
точку перес-Ьчешя прямыхъ Ux и U.2, за игч.шзчешемъ линш /У2; можно 
считать ее соответствующей значешю я - -  s. Совокупность всЬхъ 
этихъ прямыхъ называется пучком ъ лучей; /  носить назвате пара
метра пучка.

§ 60. ПримФнешя къ геометр!*! треугольника.

1. Изъ теоремъ, изложенныхъ въ предыдущихъ параграфахъ, съ
большою легкостью могутъ быть получены теоремы о точкахъ neped-
чешя трансверсалей треугольника, выходящихъ изъ его вершинъ.

Положительный направлешя для сторонъ треугольника мы выби-
раемъ такъ, чтобы движете по сторонамъ въ этихъ направлешяхъ отв1- %
чало направлешю положительнаго обхода; тогда внутреншя точки тре
угольника лежатъ съ положительной стороны отъ вс^хъ трехъ прямы».

Пусть Л, =  0, А2 =  0, А 3 =  0 будутъ уравнения этихъ трехъ пря
мыхъ въ нормальномъ виде. Тогда равенства

Ао Лд =  0, Лд Ау =  0, Л) Л., =  0 

являются уранешями биссектрисъ внутреннихъ угловъ, а равенства 

Ао Лд =  0, Лд Ау = 0 ,  Л |  }- А ,2 =  0

уравнешями биссектрисъ внешнихъ угловъ (§ 58, 5). При этомъимкпъ 
m'Lcto тождества:

(Ло — А3) +  (Лд — Л]) -|- {Ах — Л.2) — 0,
(Л2 — Лд) -|- (Л3+  Ay) — (Ay -j- Л.2) = 0;

первое изъ нихъ показываетъ, что биссектрисы трехъ внутренние 
угловъ пересЬкаются въ одной точке, изъ второго же явствуетъ, что 
въ одной точке пересекаются биссектрисы двухъ внешнихъ и третьяго 
внутренняго угловъ.

2. Если мы обозначимъ черезъ d j, а2, а3 три угла нашего тре
угольника, то для каждой точки высоты, опущенной на сторону (23), 
какъ видно изъ фиг. 58, будетъ иметь место равенство

Лg : Лд =  cos а3 : cosa2,

ь Какъ мы уже имЪли случай указать въ дополненш I къ 1-ой книге 11 готом), 
этими немногими словами не только нельзя обосновать, но и нельзя даже достаточно 
выяснить, почему въ указанномъ случае Я следуетъ положить равнымъ оо. Это 
выясняется больше, если мы зам'Ьтимъ, что Я есть отношеше синусовъ угловъ,ко
торые соответствующШ лучъ U образуетъ съ прямыми Ь\ и £/3; это отношеже 
стремится къ безконечности, когда лучъ U неограниченно приближается къ см- 
шю съ лучемъ U.



161 § 60

и поэтому уравнен трехъ высотъ имЪютъ видъ:

/42cosa2 — i43cosa3 =  0,

,43cosa3 — 4 1cosa1 =  0,

A 1 CO SG j —  4 2 C0SO 2 =  0 .

Если сложить ихъ лЪвыя части, то получится выраженie, тожде
ственно равное нулю; этимъ доказывается теорема, что три высоты 
треугольника пересекаются въ одной точкЪ.

3. Для лишй, соединяющихъ вершины угловъ съ серединами про- 
тивоположныхъ сторонъ, мы столь же легко получимъ уравнешя:

A^sxna^ — 4^sina3 =  0, 

y43sina3 — =  0,

A , sin a, — /42sina2 =  0,
а изъ тождества

(A2sina2 — /43sina3) +  (>i3sina3 — /Ijem aj)

+  (^jSina, — AjSinao) = 0
снова вытекаетъ, что и эти три прямыя пересЬкаются въ одной точюЬ.

4. Теорем а Д езар га . Пусть U1, U.2, U3 будутъ три прямыя, 
пересЪкаюнйяся въ одной точкЪ. Если соотвЪтствуюние постоянные 
множители мы будемъ считать входящими уже въ выражешя Ult U.2$ U 3, 
то мы можемъ положить:

и, +  а 2 +  ия = о. (1)
Возьмемъ теперь треугольникъ, вершины котораго лежать на пря- 

мыхъ Ult U.2, Ua , и допустимъ, что стороны этого треугольника имЪютъ 
уравнешя: их =  0, и.2 =  0, и3 =  0.

Если прямыя и.,, ия должны пересечься на прямой Ux, то (§59, 4), 
должны существовать численные множители т1У пх такого свойства, что

L \ -  OTjHo — п1ил\
В е б е р ъ .  Энциклоп. элемент, геометрш. 11
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и поэтому уравнешя трехъ высотъ имеютъ видъ:

v42cosa2 — i43cosa3 =  0,

/ lgcosa3 — i41cosa1 =  0,

/ ^ C O S d j —  ^ 2 C0SO 2 =  0 .

Если сложить ихъ лЪвыя части, то получится выражеше, тожде
ственно равное нулю; этимъ доказывается теорема, что три высоты 
треугольника пересЬкаются въ одной точке.

3. Для лишй, соединяющихъ вершины угловъ съ серединами про- 
тивоположныхъ сторонъ, мы столь же легко получимъ уравнешя:

•dgsinc^ — A3sina3 =  0,

j43sina3 — ^ s i n a j  =  0,

A, sina, — >losinao =  0,
а изъ тождества

(■Asinctg — ^gSinctg) - f  (A3sinas — ^ s i n a j

+  (/l.sina, — A>sina2) E 0

снова вытекаетъ, что и эти три прямыя пересекаются въ одной точке.

4. Теорем а Д езар га . Пусть Ult U.2, U3 будутъ три прямыя, 
пересекаюпияся въ одной точке. Если соответствукнще постоянные 
множители мы будемъ считать входящими уже въ выражешя Ult U.2,^(JS, 
то мы можемъ положить:

1/, +  Д  +  ^ Е О .  (1)

Возьмемъ теперь треугольникъ, вершины котораго лежать на пря- 
мыхъ Ux, U.,, Us , и допустимъ, что стороны этого треугольника имеютъ 
уравнен1я: uv — 0, и» =  0, ия =  0.

Если прямыя и.>, и.л должны пересечься на прямой U1, то (§ 59, 4), 
должны существовать численные множители т {, пу такого свойства, что

L\ Е т [ iu — п | ия;
В е б е р ъ .  Энциклоа.  элемент, геоыетрш. 11
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лодобнымъ же образомъ мы получимъ тождества:

U,2 Е  т.2и3 — ni ul ,

U3 Е  тли х — ns u.2.

Но, такъ какъ прямыя н1( м2, м3 не пересекаются въ одной точке, 
то изъ тождества (1) вытекаютъ равенства: ru2 =  ms , п3 =  тх, пу =  т39\ 
такимъ образомъ, если мы снова включимъ множителей т, п въ обо- 
значешя и, то можно положить:

— м3, Щ Е и.А — uit U3 — и1 — м2.

Если теперь прямыя v 2, v.>, v 3 образуютъ второй треугольникъ, вершины 
котораго, равнымъ образомъ, лежать на прямыхъ Ult U.2, U3, то полу
чимъ тождества

Е  и 2 —  и 3 Е  v s -  v 3,

U.2 = u3 - u x = v 3 -  v lt (2)

U.3 =  u x — u.2 E * i  — i>2,
д отсюда:

— 1/2 -  m.> — v.2 E h3 — i/3 =  V . (3)

Такимъ образомъ, равенство V =  0 есть уравнеше прямой, на которой 
пересекаются три пары прямыхъ и.>, г>2; м3, г/3 10; это и соста-
вляетъ содержаше теоремы Д езар га , которую можно формулировать слФ- 
дующимъ образомъ:

Если верш ины двухъ  тр еу го л ь н и к о в ъ  располож ены  такъ, 
что три прямыя, соединяю иия соотв-Ьтствукиш я вершины, пере
секаю тся въ одной то ч ке , то три точки  п е р е с е ч е н 1я соответ- 
ствую щ ихъ сторон ъ  л еж ать  на одной  прямой.

Справедлива и обратная теорема. Въ самомъ деле, если соотвФт- 
ствуюип'я стороны двухъ треугольниковъ пересекаются въ трехъ точкахъ, 
лежащихъ на одной прямой, то уравнешя сторонъ треугольниковъ можно

9 Въ самомъ деле, тождество (1) принимаетъ видъ
(/и3 -  п.2) их +  (т1 -  пя) и2 + (т.2 — пх) м3 = 0.

Если бы все три коэффишента (т 3-л.,), (т1- п 3), (гпо—п^  были отличны отъ 
нуля, то это означало бы, что прямыя ttL, и2, и3 проходятъ черезъ одну точку: 
если бы два коэффишента —скажемъ, первые два-были отличны отъ нуля, а трети! 
былъ бы равенъ нулю, то это означало бы, что прямыя их и м2 совпадаютъ; если бы, 
наконецъ, отличенъ отъ нуля былъ только одинъ коэффишентъ-скажемъ, первый 
—то «! должно было бы тождественно обращаться въ нуль.

10 Въ точке пересечешя прямыхъ их и vx разность u1—vl = Г равна нулю, 
т. е. эта точка пересечешя лежитъ на прямой V= 0 и т. д.
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взять въ такой форм'Ь, чтобы выполнялись тождества (3), изъ которыхъ 
тогда обратно вытекаютъ тождества (2) и (1).

§ 61. Теоремы Чевы и Менелая.

1. КромЪ нормальнаго вида, мы будемъ разсматривать еще другой 
частный видъ уравнешя прямой, который получается изъ выражешя для 
площади треугольника (§ 57, (3)). Черезъ (av bj), (а.2< Ь.,) обозначимъ 
координаты двухъ точекъ 1, 2 на прямой g. Направлеше отъ точки 1 
къ точк-fe 2 п^имемъ за полож ительное направлеш е этой прямой 
(фиг. 60). Пусть, дал-fee, р  есть произвольная точка плоскости съ коор
динатами х, у . Тогда выражение

А =  х  (Ь1 — Ь2) — у ( а х — а.,) +  ах Ь.2 — а.2 Ь1

представляетъ удвоенную площадь треугольника (12р) съ положитель- 
нымъ или отрицательнымъ знакомъ въ зависимости отъ того, лежитъ ли 
точка р  съ положительной стороны отъ прямой g, или съ отрицательной.

Если точка р  лежитъ на прямой g, то А =  0, и это равенство, 
такимъ образомъ, является уравнеш ем ъ прямой.

2. Для того, чтобы дать прим-Ьръ прим-Ънешя изложеннаго, раз- 
смотримъ треугольникъ 1 2  3, вершины котораго перенумерованы такъ,

11 Въ самомъ ffknfe, положимъ, что уравнешя соотв-Ьтствуклцихъ сторонъ 
треугольника суть:

их' =  0, v{ — 0; и2 = 0, v2 = 0; u3' =  0, vs' = 0.
Если прямая К =  О проходить черезъ точку пересЪчешя первыхъ двухъ пря

мыхъ, то, какъ было доказано выше,
V = тг — nxv j'.

Если поэтому мы положимъ и npoj = vv то уравнешя этой пары
прямыхъ примутъ видъ «j =  0 и 1̂  =  0, при чемъ Т'= и j — такимъ же образомъ
мы приведемъ уравнешя остальныхъ прямыхъ къ такому виду, чтобы выполнялись 
тождества (3).

п*
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что внутренш я точки  тр еу го л ьн и ка  лежатъ съ положительной сто
роны отъ прямыхъ 23, 31, 12. Уравнешя сторонъ этого треугольника 
могутъ быть представлены въ слЪдующей формЪ:

Ах Е х  (b.2 — b:i) у  (а2 — а8) + а2Ь3 — аф.2 — О, 
Л2 Е х  (bs — Ъх) —у  (% — а / 4- афх — я А  = О, 
А 3 Е х  (рх — Ьо) —у  (аг — а2) -f- а-х b2 — аф  j =  0.

Если х, у  суть координаты произвольной точки р, то Ах, Л.2, Ая пред- 
ставляютъ удвоенный площади треугольниковъ (23/7), (31/7), (12/7) (съ 
соотвЪтствующими знаками; поэтому если точка р  лежитъ внутри тре
угольника, то Bet три величины будутъ имЪть положительный значешя).

3. Разд%лимъ теперь сторону 23 нашего треугольника двумя точ
ками а х, а /  внутренне и внешне въ отношенш, равномъ отношена 
двухъ отр-Ьзковъ с.2 : с3. Если при этомъ точка р  лежитъ на линш 1 аХ1 
то площади треугольниковъ (1/72) и (1/73) находятся въ отношенш с,:с3; 
въ самомъ д^лЪ, они имЪютъ одно и то же основаше 1/?, а высоты 
ихъ находятся въ отношенш с.2 : с3; отсюда заключаемъ, что для такой 
точки А.2 : А3 =  с.2 : с3.

ВмЪсгЬ съ тЪмъ мы получаемъ уравнеше прямой ( 1 а /  въ слЪ- 
дующемъ видЪ:

с, с3

Аналогично этому для прямой 1 а /  получаемъ уравнение:

4 ц *  _о.
С0 Со

Разд^лимъ теперь точно такъ же сторону 31 точками а.,, а.,' въ 
отношенш с3 : сг и сторону 12 точками а3, а3' въ отношенш Cj : с2; 
тогда мы получимъ сл-Ьдукишя уравнен1я шести прямыхъ,' проходящихъ 
черезъ точки дЪлешя и противоположныя вершины:

( 1)

( 2)

Но им1эютъ мЪста тождества
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и еще два, имъ аналогичныя, откуда вытекаетъ предложеше, что каждая 
изъ четы рехъ си стем ъ  прямыхъ

1 «1, 2 а , , 3 а,,
1% , 2 а.;, За.;
1 а ; , 2 а , , 3 а.;
1 а ; , 2 а ,', За3

обладаетъ тЪмъ свойствомъ, что составляющая ее три прямыя 
пересекаю тся въ одной то ч ке  (фиг. 62). Это и есть (обобщенная) 
теорема Чевы.

4. Разсмотримъ далее прямыя, выражаемый следующими уравнешями:

(3)
T + v + T  = °'С 1 С 2  C i

_ _ ^ i+ ^ + 4  =  0.
с, с2 е,

Первое изъ этихъ уравнешй удовлетворяется, если величины

, Ло А3
4  и -=  +  —с., с.

одновременно обращаются въ нуль, т. е. для точки а / ;  точно такъ же 
убеждаемся, что оно удовлетворяется и координатами точекъ а./, а3'; эти 
три точки лежатъ, такимъ обра- 
зомъ, на одной прямой. Вто
рое изъ уравнешй (3) удовле
творяется, равнымъ образомъ, 
координатами точки а /  и сверхъ 
того, координатами точекъ а3, 
такъ что и точки а / ,  а.>, а3 
лежатъ на одной прямой; ана
логично этому находимъ, что 
точки а,, а.2', а3, равно какъ и 
точки cij, а 2, а , ' — лежатъ на 
одной прямой (фиг. 62). Въ этомъ 
состоитъ теорема М енелая.

Если въ треугольнике (123) 
произвольно взять точку a L на
стороне (23) и точку а., на стороне (31), то можно однозначно по
строить точку «3, соединивъ прямыми точки 1 и Oj, 2 и а,, и нако- 
нецъ, точку пересечешя этихъ прямыхъ съ точкой 3. Последняя соедини
тельная лишя пересекаетъ сторону (12) въ точке «3. Если затемъ соедн-
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нить точки а., и а3, то эта лишя пересЪкаетъ продолжеше стороны (23) 
въ точк'Ь а / ;  такъ же можно построить и остальныя точки. Точки 2, 3 
и а /  представляютъ собой гармоническ1я пары точекъ.

§ 82. Окружность.

1. Если а, b и х , у  суть координаты двухъ точекъ, то, по теоремЪ 
Пиеагора, квадратъ ихъ разстояшя (г) выражается такъ:

г2 =  (х — а)2 +  (у  — Ь)2.

Такимъ образомъ, если а, Ь, с суть данный величины, то век точки 
х, у , координаты которыхъ удовлетворяютъ уравнешю

К =  ( x - a ) 2- \ - ( y - b ) 2 - c 2 =  0 (1)

лежать на окружности, описанной изъ точки а, b, какъ изъ центра, ра- 
д!усомъ с. Поэтому равенство К  =  0 называется у равн еш е мъ этой 
окруж ности  въ томъ же смысл-fe, въ какомъ мы говорили объ уравненш 
прямой. Равенство (1) мы называемъ норм альны м ъ видомъ уравнешя 
окруж ности. ОбщШ видъ L =  0 мы получимъ, если умножимъ К  на 
произвольный множитель, отличный отъ нуля.

Каждое уравнете вида

т (х 2 + у 2) +  2 а х + 2 Р у  +  у =  0, (2)

въ которомъ т , а, /9, у — данныя величины, есть уравнеше окружности. 
Въ самомъ дЪлЪ, если мы положимъ

а =  — та, ft =  — mb, у =  т (а2 +  Ь2 — с-),

то уравнеше (2) приметь видъ (1). Координаты центра этой окружности 
будутъ а =  — aim , Ъ =  — film, а рад1усъ с =  ] / a 2 +  fi2- ту 1т.

Такимъ образомъ, для того, чтобы рад1усъ выражался вещественнымъ 
числомъ, необходимо, чтобы было т у  <  а2 +  fi2- Если т у  =  то
с — 0, и существуетъ лишь одна точка, координаты которой удовлетво
ряютъ уравнению (2). Ташя окружности, который сводятся къ одной точкЪ, 
называются точечными окруж ностям и.

2. Если точка Р  съ координатами х, у  не лежитъ на окружности 
К, то для этой точки выражеше К  не обращается въ нуль. Если мы 
обозначимъ разстояше точки х, у  отъ центра черезъ г, то

Г2 =  (х  а)2 +  (у Ь)-,
откуда

К  =  Г2 - с2 =  (г с) (г +  с). (3)

Эта величина называется степенью  точки х ,у  относительно окружности К- 
Степень точки относительно окружности можно различно интерпретиро



167 § 62

вать геометрически. Если , точка Р  лежитъ вн̂ Ь круга, то г2 — с- есть 
положительное число. Въ такомъ случай можно провести изъ точки Р  
двЪ равныя по длин"Ь касательныя t къ окружности; тогда изъ прямо- 
угольнаго треугольника О ТР  (фиг. 63) получится:

Р =  г2 -  с2.

Такимъ образом ъ , степень точки Р есть квадратъ касатель
ной, которую  можно провести изъ этой точки къ окруж ности.

Согласно второму изъ выражешй (3), степень равна также произ
ведению двухъ отрЪзковъ PQ  • Р Р , которые окружность отсЪкаетъ на 
прямой, соединяющей точку Р  съ центромъ. Это последнее свойство 
степени сохраняется и въ томъ случаЪ, когда Р  есть внутренняя точка.

Въ этомъ случай степень имТетъ отрицательное значеше, PQ = с ~  г, 
PR = c - \-r \  такимъ образомъ, степень равна п р о и з в е д е н а  этихъ 
двухъ отрЪзковъ, взятому со знакомь — , или квадрату наименьшей 
проходящей черезъ точку Р  полухорды, также взятому съ отрицатель- 
нымъ знакомъ.

3. Мы переходимъ теперь къ разыскашю точекъ пересЬчешя окруж
ности К  съ некоторой прямой g. Пусть прямая g  проходитъ черезъ 
точку Р  съ координатами х, у  и пусть положительное ея направлеше 
составляетъ съ положительнымъ направлешемъ оси дг-овъ уголъ а. Обо- 
значимъ, далЪе, черезъ §, г) координаты переменной точки я  на прямой 
g  и черезъ р —разстояше Р л ,  которое будемъ считать положительнымъ, 
если точка я  лежитъ отъ Р  съ положительной стороны прямой g, и 
отрицательнымъ -  въ противномъ случай. Тогда (§ 57, 5)

5 х  = о cos а, )/ - - у  =  о sin а.

Если теперь точка л  лежитъ на окружности К, то координаты ц 
должны удовлетворять уравнешю

Q  «)- +  (>) 6)3 - с * = 0 ;
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поэтому
(р cos a -f- x  — a)2 +  (Q sin a  -f- у  — b)2 — c2 =  0,

и, наконецъ, раскрывая скобки, получимъ:

q2 +  2 q ((x —a) cos a  +  (y  — b) sin a) +  ( (x —a)2 +  (y  — b)2—c2) =  0. (4)

Такимъ образомъ, мы имЪемъ квадратное уравнен1е относительно р; два 
корня этого уравнен1я обозначимъ черезъ р1) р2; на основан1и предло- 
жен1я, даннаго въ § 46, 3, I тома

Q\Q-2 =  (* -  «)2 +  ( У -  Ь)2 — с2; (5)

итакъ, произведете pjp2 не зави си тъ  отъ угла а и равно степени 
точки х, у  о тн о си тел ьн о  круга.

Это представляетъ собой обобщеше указаннаго выше геометри- 
ческаго опредЪлешя степени точки относительно окружности.

Если мы обозначимъ черезъ г 
разстояше точки Р  отъ центра О 
окружности, черезъ уголъ, ко
торый направлеше РО  составляегь 
съ положительнымъ направлешемъ 
оси х-овъ, и черезъ 0  — уголъ 
а — /?, то

а — х  =  г cos/?, 

b — у  =  г sin /9 

и, следовательно,

(х — a) cos a -j- (у  — b) sin п =  - -  r cos 0.

Уравнеше (4) принимаетъ поэтому следуюацй видъ:

р2— 2 o rc o s 0  +  г2 — с2 =  0, (6)

къ которому можно также придти при помощи теоремы косинусовъ 
(§ 28, 4); легко видеть, что о, и о2 представляютъ собой отрезки 
PQ  и PR.

Дискриминантъ этого уравнен1я (т. I, § 43 [2]) равенъ 

4 (г2 cos2 0  — г2 +  с2) =  4 (с2 — г2 sin2 0).

Онъ постоянно имеетъ положительное значеше, если г2 <  с2, т. е., если 
точка Р  лежитъ внутри круга. Для внутренней точки оба корня о,, р2, 
такимъ образомъ, всегда оказываются вещественными. Если же Р  есть 
внешняя точка, то Oj и о2 только тогда могутъ быть вещественными, 
когда sin20  <  с2/г2. Значешя sin0  =  +  с!г отвечаютъ двумъ выходящими 
изъ точки Р  касательны м ъ къ окруж ности .

R
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§ 63. Точки пересЪчен!я двухъ окружностей.

1. Изъ геометрш известно, что две окружности могутъ nepect- 
каться въ двухъ точкахъ. Если требуется определить аналитически точки 
пересечешя двухъ окружностей K v  К2, то речь идетъ объ определен™ 
значен!й неизвестныхъ х, у  изъ двухъ уравненШ К\ = 0 ,  Ко =  0, кото- 
рыя оба — второй степени. Но особенное свойство этихъ уравнешй со
стоять въ томъ, что они могутъ быть сведены къ одному уравненш 
второй степени, такъ какъ члены второго измерешя входятъ въ оба 
уравнешя одинаковымъ образомъ, а именно, съ коэффишентами, равными 
единице. Вследсгае этого разность Кх — Ко, которая также обращается 
въ нуль въ точкахъ пересечешя окружностей Кх, К2, есть выражеше 
первой степени, такъ что уравнеше К  г— Ко =  0 представляетъ собой 
уравнен1е прямой; такимъ образомъ, вопросъ сводится къ разысканш 
точекъ пересечешя некоторой прямой съ одной изъ двухъ окружностей. 12 
Мы выведемъ теперь квадратное уравнеше, къ которому приводится за
дача, непосредственно изъ данныхъ уравнешй Ку =  0, Ко =  0.

2. Итакъ, пусть
К х Е  (х  -  a j z  +  (у -  b,Y -  q 2,

Ко. Е  (х — а.))2 +  (у — Ь.2)2 — с22.
Если мы положимъ

х  - - а1 = с1 cos #, 
у  — #1 =  сх sin &,

то для каждаго значешя #  выражеше К х обращается въ нуль; здесь 
х, у  суть координаты произвольной точки первой окружности, #  — уголъ, 
образуемый рад1усомъ окружности, проходящимъ черезъ эту точку, съ 
осью х-овъ. Подставивъ эти выражешя въ уравнеше второй окружности, 
получимъ некоторое уравнеше относительно д, которое удовлетворяется 
въ томъ и только въ томъ случае, если точка х, у  лежитъ на обеи хъ  
окружностяхъ. Это уравнеше имеетъ видъ

(а ,—а.2 +  с, cos !)■)2 -f- (b{ — b.2 +  cL sin >)■)- — cj- =  0.

Если обозначимъ черезъ e разстояше между центрами обеихъ окруж
ностей, то с2 =  (сх — a.,)'2 - f  (bx — Ь.,)-, и предыдущее уравнеше пре
образуется такъ:

е1 — с.,1 +  ct2 -+- 2 с, [(а, — a.,) cos & -f- (bx — b.,) sin #] =  0.

Отсюда можно различными способами получить квадратное уравнеше, 
напримеръ, относительно sin д , cos д или tg д. Вычислешя будутъ наи-

12 Прямая Кл — Ко =  0 проходить черезъ точки пересечешя окружностей; 
чтобы разыскать пос.тЬдшя, достаточно, следовательно, разыскать точки пересечешя 
одной изъ окружностей съ этой прямой.
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более простыми, если мы, согласно § 29 (11), положимъ:

Р  . „ 2 t•O' 1tg _  =  A Со5 # = Г р , , sin 0  =
1 + i 3

Въ этомъ случае можно х, у  выразить рацюнально черезъ t

2 t. 1 - t *
х  =  а 1 +  с1 Г + F ’ у ■ bi +  ci 1 +  **

и, такимъ образомъ, величина t о п р ед ^ л я ет ъ  точку  х, у  однозначно. 
Для t получается тогда квадратное уравнеше

(с2 -  с.22 +  c S  (1 +  Г-) +  2 с, [(fll -  а.2) (1 -  А) +  2 (Ь, -  b.2) t] =  О, 

или, если расположимъ левую часть по степенямъ t

Р [е1 — с2- +  сг2 — 2с1(а1 — а.,)] + 4 c1{b1-  b.2) t +

+  (ei — с22 “Ь ci2) “Ь 2 с1 (ах — а.2) =  0, 

которое можетъ быть разрешено по общему методу.

3. Составимъ еще дискриминантъ D  этого уравнетя:

D  =  16 с,2 (by -  6 ,)2 -  4 [(*2 - с.,2 +  q 2)2 -  4 Cl2 (a, -  a.,)2]

=  16 q 2c2— 4 (e2 — C0-•2 I q 2)2;
онъ можетъ быть разложенъ на множители сл'Ьдующимъ образомъ:

D =  -  4 (е +  q  +  с.,) (е +  Су — с2) {e — cl +  с.2) (с — q  — са).

Если мы примемъ, что ■С1 >  с.,, то D  будетъ иметь положительное зна- 
чеше, коль скоро

q  — Со <  е <  q  +  Со!

въ этомъ и только въ этомъ случае, следовательно, обе окружности 
будутъ иметь вещественный точки пересечешя; этотъ результатъ ясень и 
геометрически.

Если с =  q  +  q  или е =  с, — с.,, то D  обращается въ нуль; обе 
точки пересечешя сливаются при этомъ въ одну то ч ку  касан1я.

§ 64. Центры подоб1я и оси подоб1я.

1. Две не пересекаюиряся окружности /С,, К,  имеютъ четыре обшихъ 
касательныхъ, изъ которыхъ две мы называемъ внутренними, и двЬ - 
внеш ними. Точки пересечешя а, а ' общихъ касательныхъ съ прямой, 
соединяющей центры т и т,2 (ее мы будемъ называть центральной 
лин1ей), делить разстояше между центрами внутренне и внешне въ огио- 
шен1и, равномъ отношение рад1усовъ, что вытекаетъ изъ подосня тре- 
угольниковъ туПуа, т.,п.,а и /и, я , 'а ',  а' (фиг. 66).
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то уравнеше внешней оси подоб1я можно будетъ представить въви д еи :

+  = 0;

уравнешя же трехъ внутреннихъ осей получатся изъ него последова
тельной заменой cv  с.2, с3 черезъ — cv  — с.2> — с3.

§ 65. Радикальный оси и радикальный центръ.

1. Пусть
K t E ( x -  а 2У  +  ( у -  Ьх)* -  ^  =  О,
К2= ( х -  а.2)2 +  ( у -  Ь2У -  с2з =  О

будутъ уравнешями двухъ неконцентрическихъ окружностей въ нормаль- 
номъ виде. Тогда разность

Кх — Ко Е 2лг (а.2 — ах) +  2у  (Ь.2 — Ьх)
+  а?  +  Ьхг — а22 — Ь.22 — сх2 +  с22 (1)

представляетъ собой выражеше первой степени относительно х  и у, и 
уравнеше

Кх -  К.2 =  0 (2)

выражаетъ, такимъ образомъ, прямую лишю; эту прямую мы будемъ 
называть радикальной  осью этихъ двухъ окружностей. Она предста
вляетъ собой геом етр и ческо е  м есто  то ч екъ  плоскости , имеющихъ 
одну и ту же степень о тн оси тельн о  о б еи х ъ  окруж ностей .

Равенство (2) выполняется, если величины ТС, и Ко обе обраща
ются въ нуль.

Такимъ образомъ, если окружности пересекаются, то ихъ ради
кальная ось проходить черезъ точки пересечешя. Поэтому эта лишя назы
вается также общ ей хордой  о б еи х ъ  окруж ностей . Это выражеше, 
въ точномъ смысле слова, применимо лишь въ томъ случае, если окруж
ности пересекаются въ двухъ точкахъ. Если же оне касаются другь 
друга, то радикальная ось является ихъ общ ей  касательн ой .

Радикальная ось перпендикулярна къ центральной лиши. Въ самомъ 
деле, если мы обозначимъ черезъ а уголъ, образуемый нормалью къ 
радикальной оси и осью д:-овъ, то изъ соотношешя (1), на основанш 
§ 58, (7), получимъ:

такимъ образомъ, эта нормаль имеетъ то же направлеше, что и цен
тральная лишя.

См. § 61, 4.
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2. Относительно взаимнаго положешя двухъ окружностей мы будемъ 
различать три случая, сообразно съ гЬмъ, пересекаются ли эти окруж
ности, или меньшая изъ нихъ лежитъ внутри большей, или, наконецъ, 
обе окружности расположены одна вне другой.

Если черезъ е мы обозначимъ разстояше между обоими центрами 
и допустимъ, что сх >  с2, то упомянутые три случая характеризуются, 
соответственно, следующими соотношешями:

(1) 0 < С Х с,2 <С е <С Ci -|- Со,
(2) е < с 1 — с2,
(3) е >  с1 -f- с2.

Если черезъ £ обозначить разстояше некоторой точки центральной 
лиши отъ центра т 1 первой окружности, считая это разстоян1е положи- 
тельнымъ къ направлен1ю отъ т1 къ т2, то для точки пересечешя ради
кальной оси съ центральной лишей получится соотношеше

I2 — =  ( |  — е)2 — с22,
откуда

2 £е =  е* +  с * -  с.Д

Изъ этого соотношен1я мы, прежде всего, усматриваемъ, что £ по
стоянно имеетъ положительное значение. Такимъ образомъ, радикальная 
ось, если смотреть изъ центра большей окружности, расположена всегда 
со стороны центра меньшей окружности.

Въ случае 1) изъ соотношешя

в _!_ (<Ч ~  с*) (Ci +с-2) 
е ( 3)

заменяя въ немъ справа сумму с1 -j- с0 меньшимъ числомъ е, а затемъ 
разность q  — с2 большимъ числомъ е, получимъ:

е +  Ci -  с.2 <  2 |  <  е +  q  +  с2;

или, принимая во внимаше соотношеше (1):

е <  е +  с, — с2 <  2£  <  е +  с, +  с2 <  2е.

Такимъ образомъ, £ заключается между \е и с, и радикальная ось 
проходить между центрами обеихъ окружностей, но ближе къ центру 
меньшей изъ нихъ.

Въ случае 2) с., <  с, — е и, следовательно,

2 £ - сг

такъ что радикальная ось лежитъ вне обеихъ окружностей, со стороны 
меньшей изъ нихъ.
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Въ случае 3), зам-Ьнивъ въ соотношенш (3) с, +  с2 ббльшимъ 
числомъ е, получимъ:

2 | <  е +  сг — с2,
и, следовательно,

£ С\ < е  I  — с2.
Такимъ образомъ, радикальная ось въ этомъ случай проходить 

между обеими окружностями, и притомъ ближе къ большей изъ нихъ, 
чемъ къ меньшей.

3. Обратимся теперь къ системе трехъ окружностей K v Ко, К а, центры 
которыхъ не лежатъ на одной прямой. Обозначимъ черезъ p v р2, ря 
радикальныя оси каждой пары окружностей этой системы: тогда равенства

Ко  -  К л =  о, к я - к х=  о, K t -  Ко  =  о
■будутъ служить уравнешями этихъ осей. Но такъ какъ

(Ко -  Къ) +  (Къ -  к,)  +  (К, -  Ко) Е  о,

то, очевидно, все три оси пересекаются въ одной точке; эта точка на
зывается радикальны м ъ ц ен тр о м ъ  трехъ окружностей. Мы обозначимъ

ее черезъ Р.  Эта точка имеетъ одну и ту же степень въ отношенш 
всехъ трехъ окружностей, и притомъ является единственной точкой, 
обладающей этимъ свойствомъ.

Если радикальный центръ лежитъ вне одной изъ окрз'жностей, то 
онъ лежитъ также и вне остальныхъ двухъ окружностей, и изъ него въ 
этомъ случае могутъ быть проведены къ тремъ окружностямъ шесть 
касательныхъ все одной длины.

Такимъ образом ъ , ш есть то ч екъ  касан1я леж атъ  на неко
т о р о й  окруж ности, имею щ ей ц ен тръ  въ т о ч к е  Я. Эта окружность
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•называется ор то го н ал ьн о й  окруж ностью  данныхъ трехъ окружностей, 
такъ какъ въ точкахъ ея перес-Ьчешя съ каждой изъ данныхъ окружностей 
касательныя къ об-Ьимъ окружностямъ взаимно перпендикулярны (фиг. 67).

Если же радикальный центръ лежитъ внутри одной изъ трехъ 
окружностей, то онъ лежитъ также внутри двухъ остальныхъ, такъ какъ 
онъ им'Ьетъ въ этомъ случай отрицательную степень относительно всЬхъ 
трехъ окружностей; ортогональной окружности въ этомъ случа-fe не су- 
ществуетъ (фиг. 68).

ПоследнШ случай, когда ортогональной окружности не существуетъ, 
т. е. когда степень точки Р  въ отношенш всЬхъ трехъ окружностей 
есть отрицательное число, можетъ иметь место лишь тогда, если любыя 
две изъ данны хъ окруж ностей  пересекаю тся въ двухъ точкахъ  
и притомъ такъ , что третья  окруж ность разд-Ьляетъ эти д ве  
точки п е р е с е ч е т я .

Въ самомъ деле, если две окружности, — напримеръ, К ,  К% — не 
пересекаются, то степень любой точки радикальной оси р г , а, следова
тельно, и точки Р  имеетъ положительное значеше. Если же эти две 
'окружности пересекаются въ двухъ точкахъ а, /3, то только для точекъ 
•отрезка сф степень будетъ отрицательной; а потому, если степень точки Р  
также имеетъ отрицательное значеше, то последняя необходимо лежитъ 
жа отрезке а[1.

Если мы будемъ перемещать точку я  вдоль прямой р.3, то разность 
Ks — К , обратится въ нуль одинъ разъ, а именно въ точке Р, и при 
переходе черезъ Р  эта разность меняетъ знакъ. Такимъ образомъ, если 
точка Р  лежитъ между точками а и /3, то разность Ks ~  K v а, следова
тельно, и само выражеше Kg — должны иметь въ точкахъ а, (3 различные 
знаки15, т. е. изъ этихъ точекъ одна должна лежать внутри, а другая 
вне окружности Kg-

§ 66. Эллипсъ.

1. Окружность определяется, какъ совокупность (геометрическое 
место) всехъ точекъ, равноотстоящихъ отъ некоторой постоянной точки, 
называемой центромъ. Мы обобщимъ теперь это определеше, заменивъ 
въ немъ одну постоянную точку двумя, которыя мы будемъ называть 
фокусами, и определить

эллипсъ, какъ  геом етрическое место точекъ, для которы хъ 
сумма’ р азсто яш й  отъ двухъ  ф окусовъ есть постоянная вели
чина 16.

15 Въ точкахъ а и р К  —0, а потому, если разность Kg—K  имеетъ въ 
этихъ точкахъ противные знаки, то и К3 имеетъ въ этихъ точкахъ различные знаки.

16 Если фокусы совпадаютъ, то эта сумма представляетъ собой двойное 
разстояше точки кривой отъ двойного фокуса; это разстсяше будетъ иметь
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2. Изъ этого опредЪлешя прежде всего можно вывести способъ 
вычерчивашя эллипса, который почти столь же простъ, какъ и способъ 
вычерчивашя окружности съ помощью циркуля (фиг. 69).

Въ обоихь фокусахъ /  и / '  yKptoamorb два штифта. ЗагЬмъ свя- 
зываютъ нитку въ замкнутое кольцо, длина .котораго 2а +  2с больше, 
чЪмъ удвоенное разстояше 4 с между обоими фокусами, и кладутъ эту

петлю такъ, чтобы она 
охватила оба штифта 
въ точкахъ /  и / .  Да- 
л%ё, съ помощью пишу- 
щаго штифта р  вытяги- 
ваютъ эту петлю въ тре- 
угольникъ { ff р) и ве- 
дутъ пишущШ штифтъ 
по плоскости чертежа, 
при чемъ нитку все вре
мя держатъ натянутой. 

ф и г . Ва Штифтъ р  тогда опи-
шетъ эллипсъ, такъ какъ

мы предполагаемъ нитку нерастяжимой, потому периметръ треугольника 
( f f  Р) и> ел-Ьдовательно, сумма сторонъ f p - \ - f p  сохраняютъ одну и 
ту же величину. Кривая гЬмъ болЪе похожа на окружность, чЪмъ ближе, 
при той же длинЪ нити, лежатъ другъ къ другу фокусы.

3. Если мы хотимъ вместо указаннаго способа черчешя эллипса 
съ помощью нити им-Ьть точное построеше, то нужно поступить

сл-Ьдующимъ образомъ (фиг. 70): изъ одного фокуса, 
напримЪръ, изъ точки / ' ,  проводимъ въ произвольномъ 
направленш лучъ f ' g  и на немъ откладываемъ отрЬзокъ 
2а. ЗагЬмъ соединяемъ точки g w f  и полученный отрЪ- 
зокъ дЪлимъ пополамъ; пусть серединой его будетъ 
точка h. Перпендикуляръ hp,  возставленный къ отрЪзку 
f g  въ его серединЪ, пересЪкаетъ отрЪзокъ f ' g  въ н4- 
которой точкЬ р, принадлежащей эллипсу, такъ какъ 
треугольникъ ( fpg)  — равнобедренный и, следовательно, 
f p  +  f p  =  f ' g  =  2 а. Такимъ образомъ, при данныхъ 
фокусахъ и данной длине 2а на каждомъ луче исходя- 
щемъ изъ / ' ,  можно найти одну и только одну точку 
эллипса; длина отрЪзка f p  всегда меньше 2 а. Кривая 

поэтому зам кнута и заключена цЪликомъ внутри окружности, описан
ной изъ точки / '  рад1усомъ 2 а.

Фиг. 70

постоянное значеше, и въ этомъ смыслЪ предыдущее опредЪлеше лредстав.тгь 
обобщеше опредЪлетя окружности.
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4. Некоторый друпя свойства эллипса вытекаютъ непосредственно 
изъ опред%лешя.

Если точка р  принадлежитъ эллипсу, то и точка р', которая пред- 
ставляетъ собой отражеше точки р  отъ лиши А А ', соединяющей фо
кусы, также лежитъ на кривой, ибо

f ' P + f p = f p ' + f p " ’
равнымъ образомъ лежитъ на кривой и точка р", которая получается 
отражешемъ точки р  отъ перпендикуляра В В ', возставленнаго къ отрезку 
ff' въ его середине. Обе взаимно перпендикулярныя лин1и АА' и ВВ' 
д'Ьлятъ, такимъ образомъ, эллипсъ на четыре симметричныя и кон- 
груэнтныя части (фиг. 70).

Точка М, лежащая по середине м е ж д у /и / ,  называется центр о мъ 
эллипса. Линш А А ' и ВВ' называются главными осями, аточки А ,А ',В,В', 
въ которыхъ оси пересЬкаютъ кривую, —вершинами эллипса. Отрезокъ 
АА' им-Ьетъ длину 2 а\ въ самомъ деле, такъ какъ А есть точка кривой, 
то / 'А  -+- /А  =  2 а; вслЪдств1е же симметрш /А  =  / А '. Следовательно,

J A  + 7 а ' .=~АА‘ =  2а.

Отр-Ьзокъ АА' называется больш ой осью эллипса.
Отрезокъ В В ' носитъ назваше малой оси и обозначается черезъ 2Ь. 

Длины МА  =  а, М В  =  b называются также большой и малой полуосями.
Далее, отр%зокъ М /=  M f  =  с называется линейнымъ эксцен- 

триситетомъ эллипса. Отношеше же с къ а, т. е. дробь

с
а

называютъ численны мъ эксцентриситетом ъ. Такимъ образомъ, въ 
то время какъ линейный эксцентриситетъ есть отрЪзокъ, длина котораго 
можетъ быть выражена въ какой-нибудь единице длины, численный экс
центриситетъ является просто числомъ и притомъ правильной дробью. 
Чемъ меньше эта дробь, темь ближе по виду эллипсъ подходитъ къ 
окружности. Окружность есть эллипсъ съ эксцентриситетомъ, равнымъ 
нулю. Такъ какъ / В  +  / б  = 2а,  то f B = a ,  и изъ прямоугольнаго тре
угольника BMf ,  согласно Пиеагоровой теореме, получается соотношеше:

й2 =  63+ с 2 (!)

5. Лучъ, выходящЩ изъ центра, встречаетъ эллипсъ постоянно въ 
одной и только въ одной точке; действительно, если мы будемъ пере
менную точку Р  двигать по этому лучу, начиная отъ центра, постоянно 
въ одномъ и томь же направлении то сумма P f A - P f ,  начиная со зна- 
чешя 2с, будетъ безпредЬльно возрастать и одшгь разъ приметь каждое 
значеше, большее 2 г, въ томъ числе и зиачеше 2а.

§ 66

В е б  е р  ъ. дициклоп, элемент, геометрии
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Если продолжать лучъ въ обратную сторону, то онъ снова встре
тить кривую на такомъ же разстоянш отъ центра, но съ другой стороны. 
ОтрЪзокъ, лежащШ между этими двумя точками перес-Ьчешя, называется 
д1аметромъ эллипса.

§ 67. Гипербола.

1. Построеше, которое было нами указано въ п. 3 предыдущаго 
параграфа, можетъ быть выполнено также и тогда, когда а меньше с. 
Но въ этомъ случа-fe оно приводить къ другой кривой, точки которой р 
удовлетвориютъ тому условто, что р азн о ст ь  f p — f p  равняется посто
янной величине 2а.  Эта кривая называется ги перболой  (фиг. 71).

Здесь при некоторомъ определенномъ направленш пуча/ g  (фиг. 72) 
лучи f g  и f ' g  могутъ оказаться взаимно перпендикулярными 1Т; тогда 
лучи f ' g  и hp  становятся параллельными, и точка р  отодвигается на без- 
конечное разстояше.

Если обозначимъ уголь g f ' f  черезъ # , то упомянутый случай 
имеетъ место тогда, когда cos# =  a'c. Определяемое этимъ соотноше- 
н1емъ направлеше называется асим птоти ческим ъ  н ап равлен 1емъ. Если 
уголь !)■ взять еще больше, то лишя hp  уже не встретить луча f  g, но 
пересечетъ въ некоторой точке р' его продолжеше въ обратную сторону; 
для этой точки / р  — f 'p '  =  2 а. Такимъ образомъ получается вторая 
ветвь, представляющая отражеше первой и составляющая вместе съ 
первой полную гиперболу (фиг. 71). То обстоятельство, что обе ветви 
гиперболы другъ съ другомъ связаны, было известно уже Аполло Hi ю. 17

17 Какъ и въ предыдущемъ параграфе, черезъ g  здесь обозначена точка, 
отстоящая отъ /' на разстояше f g  =  2a.
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Точки А, А' ,  въ которыхъ кривую пересЬкаетъ лишя f f ' , называются 
вершинами гиперболы. Разстояше между ними АА', равное 2а, назы
вается главной осью гиперболы. Средняя точка М  оси называется цен- 
тромъ гиперболы , а перпендикуляръ къ оси, возставленный въ центр-t 
и не встрЪчающШ вовсе кривой, называется мнимою осью.

§ 68. Уравнение эллипса и гиперболы.

1. Для того, чтобы выразить эллипсъ по методу аналитической 
геометрш нЪкоторымъ уравнешемъ, намъ нужно лишь выразить форму
лами указанное построеше.

Мы выбираемъ систему координатъ такъ, чтобы началомъ служилъ 
фокусъ / ' ,  а положительное направлеше оси х-овъ совпадало съ направле- 
шемъ отъ точки / '  къ точк% / .  При этомъ положительнымъ направле- 
шемъ оси _у-овъ, перпендикулярной къ оси х-овъ, мы будемъ считать ея 
направлеше снизу вверхъ.

Обозначимъ черезъ х, у  координаты точки р  и черезъ г, г — раз- 
стояшя p f ,  p f. Тогда

/> =  * 2 +_у2; (1)

если же р  есть точка нашего эллипса, то

г -f- г' — 2 а. (2)

Если теперь черезъ ft обозначить уголъ, составляемый лучомъ f 'p  
съ положительнымъ направлешемъ оси лг-овъ, то

x  =  r  cos ft, у  =  г sin#, (3)

откуда, согласно теорем-fe косинусовъ (§ 28, 4),

г '2 =  г- +  4 с2 — 4 rc cos ft. (4)

Въ силу соотношешя (2),

г' - =  4а- — 4аг г-, 

и, сл%довательно, согласно равенству (4),

г (а — с cos ft) =  а- — с2; (51

такъ какъ (§ 66, [ 1] )  а- — с2 =  Ь-, то

а — с cos ft

Это и есть у р а в н е ш е  эллипса въ полярныхъ координатахъ .
12*
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Оно можетъ быть еще упрощено, если положимъ Ь2 \ а = р ,  с :а=е\  
тогда получимъ:

г =  1 -  ' (6)

Число е мы уже выше назвали численнымъ эксцентриситетомъ. 
Отр!зокъ 2р  носитъ назван1е параметра-' эллипса. Число р  есть то зна- 
чеше, которое г принимаетъ для #  =  лг/2 (cos# — 0), и, следовательно, 
2р  есть длина хорды эллипса, перпендикулярной въ тонк! / '  (или /) 
къ большой оси.

Такъ какъ эксцентриситетъ е всегда есть правильная дробь, то число 
1 — е cosiJ всегда им!етъ положительное значеше. Если е =  0, то, со
гласно уравнешю (6), г  =  р, т. е. г  становится постояннымъ, и кривая 
превращается въ окружность.

2. Для того, чтобы получить уравнеше эллипса въ прямоугольныхъ 
координатахъ, мы прежде всего изъ соотношешй (5) и (3) выведемъ 
равенство:

ar = b2 -j- сх\

возводя об! части его въ квадратъ и принимая во внимаше соотношеше 
(1), получимъ:

а -(х‘2 +  у~) =  Ь* +  2 сЪ2х  +  с‘2х 2, 
или

Ь2х 2 +  ary- — 2 cb2x  =  b4.

Вм-Ьсто этого мы можемъ также написать:

Ь2(х — с)2 - f  а2у 2 = Ь* +  Ь2с2, 

или, такъ какъ b2 -)- с2 =  а2,

ЬЦх -  с )2 +  а?у* = а2Ь2. (7)

Если мы перейдемъ къ другой систем! координатъ х 1г y v — именно, 
сохранимъ то же направлеше осей эллипса, а начало перенесемъ въ центръ 
эллипса, то будетъ х , =  х  — с, =  у \  уравнение эллипса, отнесенное къ 
новой систем"!» координатъ, мы получимъ въ сл!дующемъ вид!:

или же
Ь2х 2 +  а2у *  = а2Ь2,

£.1
а ( 8 )

3. Переходя къ гипербол!, мы зам!чаемъ, что дв! ея в!твн под
чинены различнымъ услов1ямъ, — именно, для той изъ нихъ, которая
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огибаетъ фокусъ / '  (мы будемъ ее называть первой), им%етъ Micro 
соотношеше

г ' = г + 2 а ,  (9)
для другой —

г = г — 2а.  (10)

Если мы въ уравненш (4), согласно соогношенш (9), положимъ 

г'2 =  г2 -f- 4 аг  4 а2,

то для первой eiTBH получимъ:

г(а +  с cos Д) =  с- — а2; (11)

если же въ послЬднемъ равенств!, положимъ:

то получимъ:

№
с2 — а1 =  Ь2, с — еа, —■= р ,

____Р_____
1 -[- е cos Д ( 12)

Это уравнеше построено совершенно аналогично уравнешю (6). Можно 
его представить даже въ такой же точно форм^ если зам%нить $  черезъ 
л — Число е, которое въ этомъ cnynat больше единицы, по прежнему, 
называется численны м ъ эксцентриситетом ъ. Параметръ р и зд%сь 
также представляетъ собой длину хорды, перпендикулярной къ главной 
оси въ фокусЬ.

Для второй BiTBH, огибающей точку / ,  получимъ, полагая

уравнеше:

или

г'2 =  г2 -  \ a r - \ -  4а2, 

г (с cos & -  а) =  с- - а-,

г =
е cos (} — 1

(13)

(14)

Такимъ образомъ, г обращается въ безконечность, если

1 аcos а =  — =  — >е с

■ Ч Ь I ч Ь ■sin d = — > tg а =  — > 
с ь а

уголъ, удовлетворяю mitt этимъ соотношешямъ, опред-Ьляетъ асимпто
тическое н а п р а в л е н 1е. Асимптотическое направлеше для первой BiTBH 
получается (согласно равенству (12)), если положить cos & =  — 1 : с.
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4. Если, согласно равенству (11), для первой вЪтри положимъ

аг= Ь '1~  сх,

а для второй, согласно равенству (13),

— аг  =  Ъ2 — сх,

то, возвышая въ квадратъ, получимъ для обеихъ ветвей одно и то же 
уравнеше:

а2 (х 2 -\-у‘г) — № — 2cb2x  4- с1 х 2;

откуда, замещая с2 — а2 черезъ Ь2 и //' черезъ b2c2 - а2Ь2, найдемъ: 

Ъ2х2 — а2у 2 — 2сЬ2х  -f- Ь2с2 =  а2Ь2,
или, наконецъ,

b3 (дг — с)2 — а2у 2 =  а2Ь2.

Если положимъ теперь х  — с =  д^, у  — y t , то получимъ уравнеше ги
перболы, отнесенное къ главнымъ осямъ, какъ осямъ координатъ, въ 
сл'кдующемъ виде:

CL2 ( 1 5 )

Это уравнеше имЪетъ место для обеихъ ветвей гиперболы; безъ 
помощи радикаловъ невозможно найти уравнеше, отнесенное къ прямо
угольной системе координатъ, которое выражало бы лишь одну изъ 
двухъ ветвей. Такимъ образомъ, и въ аналитической геометрш обе ветви 
также связаны другъ съ другомъ, какъ части одной кривой.

§ 69. Парабола.

1. Если г и #■ суть полярныя координаты некоторой переменной 
точки (§ 57, 4), то уравнешями вида

1 -f- е cos#  11 >

выражаются какъ эллипсъ, такъ и гипербола. Для того, чтобы получить 

въ этомъ виде уравнеше эллипса (§ 68, (6)), достаточно лишь заменить !)■ 
черезъ гг — # , т. е. повернуть всю фигуру вокругъ оси у-овъ. Полюсомь 
системы координатъ служитъ одинъ изъ фокусовъ; е есть положительное 
число, которое въ случае эллипса меньше единицы. Если придать пара
метру р  постоянное значеше и представить себе изменяющимся число с, 
то получится целый рядъ кривыхъ, проходящихъ черезъ две постоянныя 
точки г' =  р, #  =  +  лг/2; между этими кривыми будутъ какъ эллипсы, 
такъ и гиперболы. Значешю е =  0 отвечаетъ кругъ рад1уса р  (фиг. 78).
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2. Разсмотримъ теперь, какое значеше им-Ьетъ это уравнение при:
е== 1.

Въ этомъ случаЬ мы получаемъ кривую, находящуюся между 
эллипсомъ и гиперболой, и носящую назваше параболы (жирно на
черченная кривая на фиг. 73).

При е — 1 уравнеше даетъ:

r( 1 -f- cos#) =  р ;

положивъ зд-fecb г cos# =  х, получимъ:

г =  р - х .  ( 1)

Это уравнеше прежде всего даетъ возможность указать способъ 
образовашя параболы. Отложимъ на положительной части оси х-овъ.

отрЪзокъ р  и въ концЪ его возставимъ перпендикуляръ D  (фиг. 74). Эта 
лишя называется направляю щ ей лин1ей или директрисой параболы.

Если взять произвольную точку л  съ абсциссой х, то величина 
р — х  выражаетъ разстояше этой точки отъ директрисы; а такъ какъ г 
означаетъ разстояше этой точки отъ фокуса /, то изъ уравнешя ( 1) 
вытекаетъ, что п арабола есть геом етрическое мЪсто точекъ, равно- 
отстоящ ихъ отъ ф окуса и отъ директрисы .

3. Для того, чтобы построить точку параболы, лежащую на произ
вольно заданномъ лучЪ г, беремъ на этомъ лучЪ произвольную точку g, 
проводимъ черезъ нее прямую g h , параллельную оси .v-овъ, откладываемъ 
отр-Ьзокъ g h = f g ,  такъ что полученный треугольникъ f g h  будетъ равно-
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бедреннымъ. Прямая h f  пересЪкаетъ директрису D  въ некоторой точке k, 
черезъ которую также проводимъ прямую, параллельную оси лг-овъ. Эта 
последняя пересекаетъ прямую f g  въ некоторой точке я , принадлежащей 
кривой; въ самомъ деле, треугольникъ f n k  подобенъ треугольнику fgh

и потому также является равнобедренными 
Этимъ сТюсобомъ можно найти произволь
ное число точекъ кривой, черезъ которыя 
можно уже отъ руки провести кривую съ 
желаемою степенью точности. Кривая сим
метрична относительно оси л;-овъ. Точка 
А, въ которой она пересекается осью, на
зывается ея верш иной  (фиг. 74).

4. Если мы хотимъ получить урав
неше параболы въ прямоугольныхъ коор- 
динатахъ, то достаточно возвести уравне- 
Hie (1) въ квадратъ и положить въ немъ 

г2 =  х 2 — Такимъ образомъ мы получимъ уравнеше

У' =  Р- ~  2р х ,  (2)

которое содержитъ во второй степени только одну изъ двухъ коорди- 
натъ, а именно у .

5. Это уравнеше можно также представить и въ такомъ виде:

/ - +  2;? |  х  — - |- j  =  О, (3)

или, если положить х  — р !2 =  х , ,  у  =  у „  въ виде:

У Г - г 2 р х ,  =  0. (4)

Въ этомъ случае x v у { являются координатами точки, отнесенными 
къ системе координатъ, начало которой совпадаетъ съ вершиной; по
этому уравнеше (4) называется уравнешемъ параболы, отнесеннымъ къ 
вершине. Уравнеше

УГ  -  2р х ,  =  0 (5)

представляетъ параболу, которая конгруэнтна первой и является ея отра- 
жешемъ отъ оси з/-овъ, такъ что отверст1я ихъ обращены въ противо
положный стороны.

6 . Если возьмемъ уравнеше эллипса въ виде (§ 68 (7)):

Ь-(х с)'- -f- а-у- = а'-Ь!,
положнмъ въ немъ

и

Ь- =  ср, а- =  с- +  Ь1 =  с (с +  р),
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а также (лг — с)- =  х1 — 2 сх 4 - с2, и раздЪлимъ его на с'2, то получимъ:

P- Y  +  [ l  +  ~ j y 2 - 2p x = =P2- (6)

Если предположить, что с возрастаетъ безконечно, то дробь р:с 
стремится къ нулю, и въ пределе мы получаемъ уравнеше

у 2 - 2 р х  = р 2,

которое при зам-Ьн-b х  черезъ — л; переходитъ въ уравнеше (2) параболы.
Такимъ образомъ, если, оставляя неизменными одинъ изъ 

фокусовъ эллипса и его парам етръ 2р, мы другой ф окусъ уда- 
лимъ на б езко н еч н о е  р азс т о я н 1е, то эллипсъ перейдетъ въ па
раболу.

Такимъ же образомъ можно параболу получить и изъ гиперболы.
Три вида кривыхъ: — эллипсъ, гипербола и парабола—известны подъ 

общимъ назвашемъ коническихъ сечеш й.
Окружность содержится въ числе ихъ, какъ частный случай.

§ 70. Преобразовала координатъ.

1. Формулы, которыми аналитическая геометр1я пользуется для вы- 
ражешя геометрическихъ соотношешй, зависятъ отъ двухъ обстоятельствъ. 
Во-первыхъ, оне зависятъ отъ природы и свойствъ представляемой фи
гуры; но, съ другой стороны, оне обусловлены также и положешемъ 
системы координатъ, которое нисколько не связано со свойствами фигуры. 
Такъ, каждое линейное уравнеше ах- \-Ь у-\-с  =  0 представляетъ неко
торую прямую, между темь какъ геометрически все прямыя лиши совер
шенно однородны; если же, напримТръ, принять за ось х-овъ прямую, 
которую намъ нужно выразить, то мы получимъ значительно более 
простое уравнеше у  =  0.

Такимъ образомъ, при более сложныхъ соотношешяхъ, является 
прежде всего необходимымъ отделить то, что вытекаетъ изъ свойствъ 
самой фигуры, отъ того, что зависитъ лишь отъ случайнаго выбора 
системы координатъ; для этого служить п р ео б р азо ваш е координатъ.

2. Наша система координатъ состоитъ изъ двухъ взаимно перпен- 
дикулярныхъ прямыхъ .V, у,  изъ коихъ каждая имеетъ некоторое опре
деленное положительное направлеше; допустимъ, напримеръ, что поло
жительное направлеше оси у-овъ лежитъ влево отъ наблюдателя, дви
жущегося по оси „е-овъ въ положительномъ ея направленш. Каждая изъ 
этихъ осей дЬлнтъ плоскость на две полуплоскости. Мы будемъ считать 
полож ительной ту сторону разсматриваемой оси, на которую указы- 
ваетъ положительное направлеше другой оси.
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ЗамЪтимъ, что это определение съ прежнимъ опред'Ьлешемъ поло
жительной стороны прямой (§ 57, 8) совпадаетъ только для одной изъ 
двухъ осей; для другой же эти опредЪлешя даютъ противоположные 
результаты.

3. Возьмемъ теперь произвольную прямую § съ опред-Ьленнымъ 
положительнымъ направлешемъ. Тогда, какъ указано въ § 57, 8, часть.

плоскости, лежащая вл-Ьво 
отъ этого направлешя, яв
ляется положительной 
сторон ой  линш

Обозначимъ черезъ 
К разстояше отъ этой пря
мой HtKOTOpOft точки Р съ 
координатами х, у , черезъ. 
К0 — разстояше начала ко- 

х  ординатъ отъ нея, и, на- 
конецъ, черезъ §  -  уголъ,. 
составленный положитель
нымъ направлешемъ пря
мой |  съ положительнымъ. 

направлешемъ оси х-овъ; тогда, согласно § 57, (4),

Y  =  — х  sin #  -{-у cos $  —{- Y0, (1)

при чемъ разстояше точки отъ прямой |  считается положительнымъ, если 
точка лежитъ съ положительной стороны прямой, а въ противополож- 
номъ случай оно считается отрицательнымъ.

Возьмемъ вторую прямую ??, положительное направлеше которой 
составляетъ съ положительнымъ направлешемъ прямой |  уголъ со, и, 
следовательно, съ положительнымъ направлешемъ оси х-овъ образуетъ 
уголъ $-j-co. Обозначимъ разстояше отъ этой прямой точки Р  черезъ 
— X, а начала координатъ черезъ- Ху, тогда (§ 57, (4))

X  =  х  sin (д - f  со) — у  cos (гА +  со) -f- Хп. (2)

Въ этомъ случае X  и Y  выразятъ разстояшя точки Р отъ обЬпхъ 
прямыхъ, если (какъ это было условлено относительно осей координатъ) 
для каждой изъ этихъ прямыхъ положительной будетъ считаться та сто
рона, съ которой расположено положительное направлеше другой прямой. 
Если положимъ еще

X  — $ sin со, Y =  )] sin со
.Y0 = £ 0sin со, К0 =  ))0sin со,

то | ,  г} будутъ сторонами некотораго параллелограмма, построении! и на 
прямыхъ £, 7j, при чемъ вершиной, противоположной этимъ сторчнл.чь,
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( 3)

является точка Р\ то же можно сказать о величинахъ £0, 7]0 и начале, 
координатъ.

Мы получаемъ соотношешя:
т

^ sin со =  x s in (#  +  со) —у  cos(# -+- со) -+- £0 sin со, 

rjsinco =  — x s in #  у  cos# +  ??0sinco;

если sin со не обращается въ нуль, какъ мы это и допустимъ, то величины |,  г/ 
называются коорд и натам и  точки  Р  относительно системы координатъ.

г]. Действительно, эти величины такъ же опредЬляютъ положеше 
точки Р, какъ и координаты л:, у  (фиг. 75).

Если уголъ со не прямой, то система координатъ |,  щ называется 
косоугольной.

4. Если мы желаемъ выразить старыя координаты х, у  черезъ но
вый £, г], то нужно разрешить уравнешя (3) относительно х, у .  Для 
этой цели умножимъ эти уравнешя, соответственно, на cos#. cos(#-j-co) 
и полученныя уравнешя сложимъ, затемъ умножимъ те же уравнешя на 
sin#, sin(# +  со) и результаты опять сложимъ. Принимая во внимаше 
соотношеше

cos#  sin(#  -j- со) — s in # co s(# - |-  со) =  sin со
и полагая

получимъ:

- Х0 =  lo cos# -Ь tjo cos (# +  со), 

— Уо =  ь&0 sin# +  Г)о sin(# +  со),

X =  JCOS# +  Г) cos(# +  со) +  х 0, 

v =  5 sin#  )) sin(# +  со) - f  у 0.
(4)

5. Если | 0, щ , — а, следовательно, и х 0, _у0 — равны нулю, то обе. 
системы координатъ имеютъ общее начало и лишь оси изменяюгь свое 
направлеше. Въ этомъ случае

X =  J  COS # +  1] cos (# +  со), 

у  =  j  sin # +  >] sin (# +  со);
(5)

отъ этихъ уравнешй мы снова приходимъ къ общему случаю, если за- 
менимъ х, у  черезъ х  — х,,, у  _у0.

npeo6pa30BaHie координатъ можетъ быть разложено, такимъ обра- 
зомъ, на два последовательныхъ частныхъ преобразовашя, изъ коихъ 
одно сводится къ в р а щ е н т  осей, а другое —■ къ ихъ п араллельном у 
перенесеюю.

6. Если со =  -х 2, то новая система координатъ также является 
прямоугольной. Въ этомъ случае формулы (3) принимаютъ видъ:
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§ — §о +  •kcos#' -ф_у sin-#, 

— Vo — x  s in #  +  .У cos#;
(6)

разрешивъ ихъ относительно x, у ,  Получимъ:

х  —  х 0 g eo s '#  — V  sin #1, 

у  =  Уо +  5 sin #  +  i?cos#.
(7)

■•будетъ прямоугольной, но ось г) будетъ им'Ьть относительно оси ё рас- 
положеше, противоположное тому, которое ось у -овъ им'Ьетъ относи

тельно оси х-овъ.

координаты х ,  у  переменной точки входятъ только въ первой степени 
и не перемножаются; это свойство сохраняется и въ томъ случае, если 
мы, согласно § 70, выразимъ х, у  черезъ координаты какой-нибудь косо
угольной системы. Поэтому прямыя лиши въ аналитической геометрш 
называются лиш ями п ерваго  порядка, а уравнешя, выражаюппя прямыя 

лииш, носятъ назваше линейны хъ уравнений.

2. Въ уравнеше окружности входятъ квадраты величинъ х  и у ,  но 
не входитъ ихъ произведете. Но это последнее появляется, коль скоро 
мы, согласно § 70, переходимъ къ косоугольной системе. Съ другой 
стороны, къ какимъ бы преобразовашямъ мы ни прибегали, въ уравненш 
окружности не встречаются степени переменныхъ, выснпя второй.

Мы приписываемъ членамъ х-, у ' 1, х у  порядокъ 2, первымъ степе- 
нямъ х, у  — порядокъ 1, наконецъ, постоянной величине — порядокъ 0; 
въ связи съ этимъ мы называемъ функшей вто р о го  порядка или вто
рой степени такую функшю, которая содержитъ члены второго порядка, 
но не содержитъ членовъ более высокаго порядка. Если мы приравни- 
ваемъ эту функшю нулю, то получаемъ у р ав н еш е  второй  степени. 
Уравнеше окружности, такимъ образомъ, есть уравнеше второй степени, 
но не каждое уравнеше второй степени выражаетъ окружность. Уравнены 
коническихъ сечешй, выведенный нами въ §§ 68, 69, также представляют!, 
собою уравнешя второй степени.

Совокупность точекъ, координаты которыхъ удовлетворяют некото
рому уравнешю второй степени, образуетъ лиш ю , или кривую  второго 
п о р яд ка , или второй степени.

§71 .  Кривыя второго порядка.

1. Въ уравнеше прямой линш

Q х  -I-  b y  —j— С ■— 0
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3. По опредЪлешю, общШ видъ функцш второй степени (Т. I, § 90) 
таковъ:

/ ( х, у) =  а х 2-{- by2 - \ -c - \ -2 d  y- \-2b 'x -\-  2с'ху.  (1)

При этомъ а, Ь, с, 2 d ,  2 Ь', 2с означаютъ каше-либо постоянные 
коэффищенты (обозначен1е трехъ послЪднихъ коэффищентовъ черезъ 
2а', 2Ь', 2с' вместо а', Ь', с' не имеетъ существеннаго значешя, она 
позволяетъ лишь нисколько проще представлять некоторый формулы).

Въ случае надобности можно и функщю первой степени разсма- 
тривать, какъ частный случай функцш второй степени, положивъ коэф
фищенты а, Ъ, с равными нулю.

Функщю f { x ,  у )  можно расположить по степенямъ одной изъ двухъ. 
перем-Ьнныхъ; располагая по степенямъ у,  получимъ

f{x ,  у)  =  by2 +  2Fxy  +  F2, (2)

при чемъ мы полагаемъ

Fx =  c 'x - \ -a ,  F2 = ах1-{-2b'х с . (3)

4. Сопоставимъ теперь уравнеше второй степени

f{x ,  у)  =  0, (4)

которое мы будемъ называть уравнешемъ кривой / ,  съ уравнешемъ пря
мой линш /.

Если черезъ #  мы обозначимъ уголъ, составляемый прямой I съ 
положительнымъ направлешемъ оси х-овъ, и положимъ р =  tg $ , то 
уравнеше прямой лин1и получитъ видъ (§ 58, (5))

y = p x  +  q, (5)

где q представляетъ собой отр-Ьзокъ (съ положительнымъ или отрица- 
тельнымъ знакомъ), отсекаемый прямой на оси _у-овъ (т. е. значение 
координаты у  для л: =  0).

Частный случай, когда прямая параллельна оси _у-овъ и, такимъ 
образомъ, =  л  2, получится, если р  будетъ стремиться къ безконечности.

Спросимъ себя теперь, какой смыслъ имЪетъ совместное существо- 
ван1е обоихъ уравнешй (4) и (5).

Если величины .г, у  удовлетворяютъ уравнешю (4), то точка л ,  
имеющая координаты х, у  лежитъ на кривой / ,  если же выполняется и 
уравнеше (5), то точка л  лежитъ и на прямой /. Такимъ образомъ, если 
оба уравнения выполняются совместно, то это показываетъ, что точка л  
лежитъ одновременно на обеихъ лишяхъ и является поэтому точкой пере- 
ctaeHiH кривой /  съ прямой /. Итакъ, совместное рТшеше обоихъ урав
нен^ (4) и (5) относительно неизвестныхъ .v, у  даетъ координаты точки 
или точекъ пересечешя обеихъ линий.

§ 71



190:§ 72

5. Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ алгебраической задачЪ, 
а именно—къ определешю двухъ неизвестныхъ величинъ изъ уравненШ 
первой и второй степени. Для того, чтобы разрешить ихъ, выразимъ 

^величину у  черезъ л: изъ уравнешя (5) и подставимъ это выражеше въ 
уравнеше (4), при чемъ функщю f ( x ,  у )  возьмемъ въ форме (2); мы по- 

-лучимъ:

Ь{рх -J- q)2 -f- 2 Fх {рх  +  q) F2 =  0;

или, подставивъ вместо F 1 и F.> ихъ значешя (3) и расположивъ ре- 
зультатъ по степенямъ х,  найдемъ:

Р х 2 -(- 2 Q x  -f- /? =  0 , (6)

:гд% мы, для сокращешя, положили:

Р  =  Ьр2 + 2  с'р а
Q =  bpq +  c'q +  а'р +  Ь', (7)
R  =  bq2 +  2 a'q -)- с.

Такимъ образомъ, мы получаемъ к в ад р атн о е  уравнен1е относи
тельно х.  Если мы возьмемъ одинъ изъ корней этого уравнешя, то 
уравнеше (5) дастъ возможность определить соответствующее значеше у, 
такъ что каждому корню уравнешя (6) отвечаетъ одна и только одна 
точка пересечешя кривой /  и прямой I.

§ 72. Касательный.

1. Квадратное уравнеше имеетъ либо два различныхъ веществен- 
ныхъ корня, либо два мнимыхъ, либо, наконецъ, два равныхъ веществен- 
ныхъ корня. Въ первомъ случае мы заключаемъ, что прямая / и кривая/  
имеютъ две точки п ер есеч еш я . Мнимые корни не имеютъ никакого 
геометрическаго значешя и не даютъ точекъ пересечешя; если поэтому 
уравнеше (6) § 71-го имеетъ мнимые корни, то разсматриваемыя линш 
вовсе не пересекаются. Но ради однообраз1Я въ выражешяхъ и въ этомъ 
случае говорятъ, что прямая и кривая имеютъ две мнимыя точки пе
ресечешя.

Если, наконецъ, уравнеше (6) имеетъ два равныхъ корня, то кривая 
и прямая имеютъ только одну общую точку; она разсматривается тогда, 
какъ точка, въ которой совпадаютъ две точки пересечешя. Въ этомъ 
случае прямая называется касательной, или прямой соприкосиоъешя 
къ кривой второго порядка.

2. Если мы разрешимъ уравнеше (6) относительно к, то по луч и мъ 
(Т. 1, § 43);

- Q ± V Q 2 - P R .X =
р
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такимъ образомъ, если
Q2 — P R  есть положительное число,

то будутъ существовать дв-fe д'Ьйствительныя точки пересЬчетя; если

Q2 — P R  есть отрицательное число, 

то точки перес-Ьчешя будутъ мнимыя; наконецъ, случаю

Q2 -  P R  =  0 (1)

OTBinaeTb совпадете точекъ пересЬчешя въ одну.

3. Равенство (1) можетъ быть представлено въ развернутомъ вид-fe такъ: 

{bpq +  с q +  а'р +  b' f  — (bp2 +  2 с'р +  а) (bq2 -\-2aq-\-c) =  0 ; (2)

•если открыть скобки, то мнопе члены уничтожатся. Для того, чтобы 
•окончательное выражеше представить въ бол-fee простомъ вид-fe, мы вве- 
демъ сл-Ьдуюпця обозначен1я:

7'2А  =  Ьс — а'2, А' =  Ь'с' — а а ,

В  =  са — Ь’2, В’ = с'а — bb ' ,

С =  ab — с"2, С  =  а'Ь' — сс .
(3)

Зд-Ьсь величины А, В, С, А', В', С  являются минорами (ч. I, § 40)
■■опред-Ьлителя

а, с', Ъ'

Н  = с', Ь, а 

Ь\ а \  с

и равенство (2) принимаетъ простой видъ:

А р 2 +  С ф  +  В -  2 A'q -  2 С р  +  2 B'pq =  0. (4)

Это равенство выражаетъ услов1е, которому должны удовлетворять 
коэффишенты р, q, если прямая I есть касательная къ кривой /.

Если взять уравнеше прямой / въ вид-fe

и х  -f- v y  -)- w  =  0,

то p = — ulv, q = — w 'v ,  и равенство (4) получаетъ еще 6oafee изящ
ный видъ:

Aii2 -(- B v 2 -j- C w 2 +  2 A 'vw  -f  2B 'w u  +  2 C'uv — 0.

§ 73. Асимптоты.

1. Относительно перегЬчетя прямой и кривой второго порядка 
венчаются и друпя особенности, къ разсмотр-Ьшю которыхъ мы сейчасъ 
м приступаемъ.
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Можетъ случиться, что для нЪкоторыхъ значешй р, q коэффищентъ 
Р  въ уравненш (6) § 71-го исчезаетъ, такъ что

Ьр2 +  2с'р +  а =  0. (1)

Если это им^етъ место, то уравнеше (6) сводится къ уравнешю первой 
степени, и лишя I им^етъ только одну точку, общую съ кривой /, не 
будучи, од н ако , касательн о й  къ  ней.

Такъ какъ уравнеше (1) содержитъ только параметръ р, то ука
занное обстоятельство опред'Ьляетъ только н ап равлеш е прямой /; 
направлеше это называется асим птоти ческим ъ .

Линш, им-Ьющ1я асимптотическое направлеше, образуютъ, такимъ 
образомъ, систему параллельныхъ прямыхъ.

2. Уравнеше (1) является квадратн ы м ъ относительно р\ отсюда 
можно заключить, что вообще существуютъ два асимптотическихъ на- 
правлешя. Оба корня содержатся въ формуле:

§ 73

— с ±  У с '<г — ab
р ъ (2)

если здесь положимъ
D — с'2 — ab , (3)

то получимъ
Ьр -{- с' =  +  Y~D. (4)

Встречающаяся здесь величина D  (которая совпадаетъ съ известной 
уже изъ § 72, (3) величиной -  С) называется дискрим инантом ъ функцш 
/(*> У)-

3. Вообще могутъ встретиться три случая, сообразно съ которыми 
мы и различаемъ виды кривыхъ второго порядка.

a) £><0,  асимптотическ1я направлен1я являются мнимыми: 
кривая называется ЭЛЛИПСОМЪ.

b) D > 0, аси м п то ти ч есм я  нап равлеш я действительны: 
кривая является гиперболой.

c) D =  0, существуетъ лишь одно асимптотическое на- 
п р авл ен 1е: этому случаю о т в е ч а е т ъ  парабола.

Кривыя, отвечающая даннымъ въ §§ 68, 69 определешямъ эллипса, 
гиперболы и параболы, разсматриваемыя, какъ кривыя второго порядка, 
представляютъ собой примеры этихъ трехъ случаевъ. Мы увидимъ позже, 
насколько вообще прежш'я определешя совпадаютъ съ теми, который 
даны здесь.

4. Если въ уравненш (6) § 71-го, кроме Р, обращается въ нуль также 
и Q, между темъ какъ R  отлично отъ нуля, то этому уравнении вообще
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нельзя удовлетворить никакими значешями неизвестной величины, и пря
мая / не имеетъ съ кривой второго порядка ни действительной ни 
мнимой общей точки. Въ этомъ случае прямая / называется асимптотой. 
Такъ какъ Р  =  0, то асимптота, во всякомъ случае, имеетъ асимптотическое 
направлеше. Услов1я того, чтобы прямая была асимптотой, мы получимъ, 
если, определивши р  изъ уравнешя Р  =  0, величину q определимъ изъ 
линейнаго уравнешя Q =  0. Принимая во внимаше соотношеше (4), найдемъ:

+  V D 4 =  a'p +  b , =  ZLV±aXP.-,(5 ,

такимъ образомъ, въ случае гиперболы  сущ ествую тъ д в е  вещ е
ственный асимптоты .

Если D  =  0, то уравнеше (5) вовсе не имеетъ решенШ, такъ что 
парабола не и м еетъ  асимптоты.

Исключеше представляется лишь въ томъ случае, когда одновре
менно съ D  обращается въ нуль и выражеше а'р +  Ь'. Тогда уравнеше 
(5) выполняется для всехъ значенШ q, и каждая лишя съ асимптотическимъ 
направлешемъ является въ то же время асимптотой. Но это обстоятельство 
можетъ иметь место лишь для несобственныхъ кривыхъ второго порядка, 
разсматриваемыхъ въ следующемъ параграфе.

5. Если b — 0, то одинъ изъ корней (2) обращается въ безконеч- 
ность, т. е. ось^-овъ имеетъ асимптотическое направлеше. Уравнеше лиши, 
параллельной оси _у-овъ, имеетъ видъ х  =  х 0, где х 0 есть разстояше 
этой лиши отъ оси _у-овъ. Ордината единственной точки пересечен1я 
этой лиши и кривой получится изъ уравнешя

2у  {с Хо -}- а ) -j- а х 0'2 -)- 2 b Xq -j- с =  0 ;

такимъ образомъ, если с’х 0-р а ' =  0, то не существуетъ вовсе точекъ пе- 
ресечен1я, и лишя х  =  х п является асимптотой. Уравнеше с'х0 - f  а ' =  О 
определяетъ лишь одно значеше для х 0, за исключешемъ того случая, 
когда с' — 0. Если же, кроме Ь, и с' обращается въ нуль, то снова D  =  0.

§ 74. Несобственный, или распадаюипяся кривыя 
второго порядка.

1. Остается, наконецъ, изследовать тотъ случай, когда въ квадрат- 
номъ уравненш (61 § 71-го, отъ котораго зависятъ общ)я точки кривой/ 
и прямой /, все три коэффициента Р, Q, R  обращаются въ нуль. Если 
это имеетъ мЬсто, то каж дая точка прямой / является въ то же время 
точкой кривой / .  Такимъ образомъ, п[;ямая оказывается частью этой кривой.

Въ этомъ случае функшя t\x, у)  можетъ быть р азлож ен а на два 
линейныхъ множители L.  L', и уравнеше f ( x ,  v) =  0 только тогда

Во С) о р ъ.  Эпшислон юмопт. геометр in

§ 74

13
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удовлетворяется, если исчезаетъ либо L, либо L '. Кривая, такимъ обра- 
зомъ, распадается на двЪ прямыхъ линш, уравнешя которыхъ будутъ 
L =  О, L' =  0. Мы будемъ такую кривую /  называть несобственной, 
или распадаю щ ейся кривой вто р о го  порядка.

2. Для того, чтобы обнаружить, разлагается ли функщя /  на мно
жителей и вмЪсгЬ съ тЪмъ въ благо пр1ятномъ случа-fe разыскать множи
телей L и L', замЪтимъ, что, если Р, Q, R  одновременно исчезаютъ, 
согласно § 71, 5, то уравнеше

b ( p x  +  q)2 +  2 F 1( p x + q ) + F 2 =  0  (1)

обращается въ тождество, т. е. удовлетворяется для всЪхъ значешй х, 
ибо это уравнеше тождественно съ уравнешемъ Р х 2 +  2 Q x  -(- R  =  0. 

ДалТе, согласно § 71, (2),

f(x, у)  =  by- +  2 Fxy  +  F2; (2)

и если вычесть уравнен1е (1) изъ уравнешя (2) и воспользоваться разло- 
жен1емъ

У2 -  (р х  +  q)2 =  (у  — р х  -  д )(у  +  р х  +  д), 

то, заменяя Рг черезъ с х  -j- а (§ 71, (3)), получимъ:

f ix , у)  =  (у -  р х  -  q) [ b ( y + p x - \ - q )  +  2 (с'х +  а')\.

Такимъ образомъ, функщя f ( x , y )  разложена на два множителя

L — у  — р х  — q, L' =  by +  (bp +  2 с')х - \ -b q - f- 2а'. (3)

3. Въ § 90 тома 1-го условие распаден1я квадратной функщи /  было 
нами представлено въ видТ равенства:

| а, с', Ъ' j 

Н  = \ с , b, a' j =  0 ,

| Ь’, а \  с |

которое въ развернутомъ видТ можетъ быть переписано такъ:

abc — а а '2 — bb"2 — сс"2 +  2 а'Ь'с' =  0. (4)

Для того, чтобы вывести это услов1е изъ того обстоятельства, что 
обращаются въ нуль величины Р, Q, R, можно поступить слЪдуюшимъ 
образомъ.

Мы постараемся изъ трехъ уравнешй Р — 0, Q =  0, R  =  0, т. е. 

Ьр- +  2с'р +  а = 0, 

bpq  +  c'q +  а р  +  b' =  0 , 

bq2 +  2а'q -J- с = 0,

§ 74

(5)
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исключить обе неизвестный величины р и q. Изъ второго уравнешя 
вытекаетъ:

Я
а р  +  Ь' . 
Ьр~+7'

если мы это выражеше подставимъ въ третье уравнеше и умножимъ ре- 
зультатъ на (Ьр~\-с')-, то получимъ:

b (а'р +  Ь')2 — 2а (а'р +  b') (Ьр +  с') +  с (Ьр +  с')2 =  0.

Расположимъ это уравнеше по степенямъ р\ тогда, воспользовавшись 
обозначешями (3) § 72-го

А =  Ьс — а '2, В' = с'а — bb', С  =  а'Ь' — сс ,

придемъ къ равенству:
(Ьр2 +  2 с'р) А -  Ь'В' -  с'С  =  О, 

которое въ связи съ равенствомъ (5) даетъ:

Аа +  В'Ь’ +  С  с' =  О,
что въ развернутомъ виде совпадаетъ съ равенствомъ (4).

Въ томъ случае (исключенномъ нами изъ разсмотрешя), когда 
функщя /  (х, у)  вовсе не содержитъ переменной у  и, такимъ образомъ, 
уравнеше / =  0 представляетъ две прямыя, параллельный оси _у-овъ, 
имеютъ мЬсто равенства а =  О, b =  0, с — 0 и, следовательно, yaiOBie
(4), равнымъ образомъ, выполняется.

4. Если черезъ #  и обозначимъ соответственно углы, образуемые 
прямыми L и L' распадающейся кривой второго порядка съ осью х-овъ, 
то, согласно уравнешю (3) (если предположимъ b отличнымъ отъ нуля),

tg $  =  Р, tg ё '  =  - р - Ц - ;

такимъ образомъ, если оба эти выражен1я равны другъ другу, т. е. 
р = — с'/Ь, то обе линш становятся взаимно параллельными. Въ этомъ 
случае изъ перваго равенства (5) вытекаетъ, что с'3 — ab =  0. Итакъ, 
.для того, чтобы кривая /  распалась на две параллельный прямыя, 
необходимы услов1я, выражаемыя двумя равенствами

Я  =  О, D = 0.

5. Наконецъ, оба множителя L и L' могутъ также представлять 
■одну и ту же прямую, такь что кривая обращается въ одну прямую, 
дважды повторенную.

Въ этомъ случае выражешя L и L' должны отличаться только мно- 
жителемъ Ь\ поэтому должно быть:

с а‘

13»
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и равенства (5) принимаютъ видъ:

a b - c ' -  =  0, bb' — a'c — О, cb - а"2 =  0 , (6)

откуда легко выводятся друпя равенства:

с с —а'Ь' =  0, ас — Ь'2 =  0, а а '--с 'Ь ' =  0 . (7)

Такимъ образомъ, для того, чтобы функщя /  представляла собой 
квадратъ линейной функцш, необходимо, чтобы не только определитель 
Н, но и Bet его миноры А, В , С, А', В ’, С  обращались въ нуль.

Исключенный раньше случай b =  0, тЪмъ не менее, также содер
жится въ этихъ общихъ результатахъ. Въ самомъ деле, если Ъ — О, 
то уравнеше /  =  0 только тогда можетъ представлять две параллельныя 
прямыя, если таковыя параллельны оси _у-овъ, т. е. если одновременно 
исчезаютъ величины а и с , а, следовательно, также Н  и D; обе эти 
прямыя совпадаютъ, если къ тому же и ас — Ь'- =  0. Такимъ образомъ, 
и въ этомъ случае также выполняются равенства (6), (7).

6. Если сохранить прежшя обозначешя въ выражешяхъ

f ( x ,  у)  =  а х 2 +  by2 -г  2 с'ху  +  2 b ' x -j- 2 а'у -{- с,
D =  с'2 — ab,

то прямая съ асимптотическимъ направлешемъ, проходящая черезъ начало 
координатъ, имеетъ уравнен1е (§ 71, (5), § 75-, (4)):

by -f- e x  +  х У  D =  0;

перемноживъ заключакнщяся въ этомъ выраженш два уравнен1я и раз- 
деливъ результатъ на Ь, получимъ равенство

а х1 +  by2 +  2 с'ху =  0 , (8)

представляющее уравнен1е пары прямы хъ асим птоти ческаго  напра- 
влен1я.

§ 75. Точки пересЬчен1я двухъ кривыхъ второго порядка.

1. Если даны два уравнешя второй степени

f  (х, у) = ах'2 - f  by'2 +  с +  2 а у  - \-2Ь 'х-\-2  с'ху =  0 ,
Ч (хг у) - их- -}- By2 —(— у —|— 2 ft _v —(— 2 jj х  -j- 2 у x y  =  О,

то значешя, удовлетворяюипя одновременно обоимъ уравнен!ямъ, являются 
координатами точекъ пересечежя кривыхъ /  и (р. Мы уже въ § 90 
тома 1-го видели, что существуютъ четыре системы решенШ этнхъ 
уравнен1й, при чемъ определен1е ихъ зависитъ отъ решен1я некотораго 
уравнен1я четвертой степени; отсюда мы заключаемъ, что две крнныя 
в то р о го  порядка вообщ е п ер есекаю тся  въ четы рехъ  точках ь.
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2. Уравнеше четвертой степени, которымъ опредЪляются коорди
наты этихъ точекъ пересЪчешя, можетъ быть составлено сл-Ьдующимъ 
образомъ. Мы полагаемъ

А х ,  у )  =  by3 +  2 Fxy  +  Fo =  О
4>(х,у) = Ру2 + 2 Ф 1у  +  Ф2 =  О 

rat
Fx = с х  +  a', F2 =  а х 2 +  2 b'x с,
Ф, =  у’х  +  а ,  Ф2 =  а х 2 2 /?'х +  у. ^

Такимъ образомъ, Fx и Фх являются функщями первой степени отно
сительно х, a F2 и Ф2 — функщями второй степени.

в Если мы последовательно умножимъ уравнешя (2) на приписанныхъ 
справа множителей и результаты сложимъ, то получимъ два уравнешя:

2{Р1р - Ф 1Ь)у +  { Г ^ - Ф .2Ь)^  О,
(F .J  - Ф,Ь)у  +  2(Fyl>\ -  F & )  =  О,

изъ которыхъ определяется у:

. F-iP Ф2Ь _  F./P] Г\Ф> (4)
У 2 Р £ - - Ф ХЪ F.2p - Ф.2Ь

Отсюда вытекаетъ:

- Ф ,ЬТ  -  4 ( F J  -  ФХЬ) ф гФх -  Д,Ф,) -  0, (5)

что, въ виду обозначенШ (3), представляетъ собою уравнеше четвертой 
степени относительно х. Для каждаго значения х, удовлетворяющаго этому 
уравнешю, изъ уравнешя (4) получимъ соответствующее значен1е у.

3. Уравнеше (5) въ частныхъ случаяхъ можетъ свестись къ уравне- 
шю третьей степени. Для того, чтобы узнать, въ какихъ случаяхъ это 
имЪетъ м-Ьсто, изследуемъ коэффишентъ при х 4 въ уравненш (5). Если 
онъ исчезаетъ, то степень уравнешя понижается до третьей, и об-fe кри- 
выя им4ютъ лишь три точки  пересЪ чею я. Согласно положен1ямъ (3), 
услов1е, при которомъ это имЪетъ мЪсто, выражается равенствомъ:

{ар  — Ьа)2 — 4 (с'р — by') (ay' — с'а) =  0. (6)

Вспомнимъ, что, согласно § 73, (1), уравнешемъ 

Ьр- +  2 с р  -г а =  0

определяются асимптотичесшя направлешя для кривой f  и, равнымъ обра
зомъ, уравнеше

Рр~ +  2 у р  -}- а =  0

опред4ляетъ асимптотическая направлешя для кривой у. Если же мы 
исключимъ р  изъ этихъ двухъ уравнешй, подобно тому, какъ мы выше

Р, ~  Ф„
- Ь ,  Fo, (2)
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исключили х  изъ уравнешй (2), то получимъ въ точности yoiosie (6); 
отсюда, такимъ образомъ, слЪдуетъ:

Две кривыя второго  п о р яд ка  то л ьк о  т о гд а  им-Ьютъ три 
точки пересЪ чеш я, когда он% имЪютъ общ ее асимптотическое 
направлеш е.

4. Уравнеше четвертой степени можетъ иногда свестись къ уравне
нию еще болЪе низкой степени, такъ что встречаются пары кривыхъ 
второго порядка, имЪюиня только две точки пересечения, или только 
одну, или, наконепъ, вовсе ихъ не имеюифя.

Если, напримеръ, члены второй степени

а х-  +  2с 'ху  -}- by-, а х -  +  2 у 'х у  +  @у2

отличаются только постояннымъ множителемъ, т. е. если

а : с ' : b =  а  : /  : (I, (7)

то степень уравнения (5) сводится ко второй, и кривыя имеютъ, такимъ 
образомъ, только д в е  точки пересечен1я. Услов1я (7) выражають 
совпадете обоихъ асимптотическихъ направлен^. Этотъ случай имеетъ 
место для двухъ окружностей, который, какъ известно, будучи кривыми 
второго порядка, имеютъ все же не более двухъ общихъ точекъ. Асим- 
птотичесюя направлен1я въ этомъ случай оказываются мнимыми.

Кривыя второго порядка им-Ьютъ только две общихъ точки также 
и тогда, когда OHt имеютъ не только общее асимптотическое направлеше, 
но и общую асимптоту.

Наконецъ, две кривыя второго порядка могутъ иметь только одну 
общую точку или вовсе ея не иметь. Последнее имеетъ место, напри
меръ, въ томъ случае, если функши /  и (р отличаются одна отъ другой 
только постоянными членами, т. е. если а =  a, b = @, а' =  а', Ь' =  /?', 
С — у' И с отлично отъ у.

Наподоб1е того, какъ о двухъ параллельныхъ прямыхъ говорить, что 
онЬ пересекаются въ безконечности, можно теорему о существовали четы
рехъ точекъ пересЬчешя двухъ кривыхъ второго порядка распространить 
и на эти случаи, взявши одну или более точекъ перес-Ьчешя въ безко
нечности.

Этому способу выражешя можно придать реальный смыслъ, если 
взять сначала функщи /  и у такими, чтобы существовали четыре точки
перес-Ьчетя, а загЬмъ заставить коэффишенты а, Ь.......... а, р, ...
непрерывно стремиться къ гЬмъ частнымъ значешямъ, которыя удовле- 
творяютъ спещальнымъ услов1ямъ. При этомъ оказывается, что исчезавшая 
въ предел-fe точки пересечешя неограниченно удаляются подобно тому, 
какъ удаляется общая точка двухъ пересекающихся прямыхъ, если одна
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изъ нихъ непрерывнымъ вращешемъ приводится къ направленто, парал
лельному другой.

§ 76. Сопряженный направлешя и главный направлешя.

1. Мы переходимъ теперь къ упрощешю уравнен1я второй степени, 
при чемъ мы отнесемъ его къ некоторой систем^ координатъ, наиболее 
удобной при частномъ вид-fe функши / ,  и разсмотримъ комплексъ кривыхъ, 
выражаемыхъ этимъ уравнен1емъ.

Сначала мы приб'Ьгнемъ къ вращешю системы координатъ, сохраняя 
неизмЪннымъ начало. Согласно формуламъ § 70 (5) мы, такимъ образомъ 
полагаемъ:

X  =  |  COS #  +  7] cos (# 4 -  со), 
у  =  £ sin #  +  г] sin (#  +  со), ^

такъ что фунщя
f ( x ,  у ) — а х 2 by2 -)- 2 с х у  -(- 2 а у  -}- 2 Ь'х -}- с (2)

переходитъ въ некоторую функщю такого же вида:

Ч> (f. V) =  «I2 +  Pv2 +  +  2 а'г) +  2/9'| +  у, (3)
при чемъ, какъ легко провЪрить вычислешемъ, 

а =  a cos2#  -(- #sin2#  -f- 2 с 'sin# cos#,
P =  a cos2 (#4 - 00) - f  b sin2 ( # +  со) +  2 c'sin ( # +  со) cos (#  +  co), 
у = a cos# cos (#  -f- со) -f- b sin#  sin (#  -(- со)

+  c' (cos #  sin (# -j- со) +  sin #  cos (#  -}- со)), 
a = a' sin #  -}- b' cos#,
/?' =  a' sin (#  +  со) +  6 'cos (#  +  со), 
у = c .

i (4) 
l

2. Для упрощешя выражешя 7) (g, 77) мы располагаемъ значежями 
обоихъ угловъ #, со; мы опредЪлимъ ихъ такъ, чтобы •/' =  0.

Если мы положимъ

cos (#  -{- со) =  cos !? cos со - - sin #  sin со, 
sin (#  -(- со) =  sin #  cos со -f- cos # sin со, 

то уравнеше у' =  0 приметъ видъ:

cos со (a cos2 #  4 - b sin2 #  +  2 г' sin # cos #)
+  sin со ((6 — a) sin # cos # +  c' (cos2 # - sin2 d )) =  0 .

Такимъ образомъ, если сначала оставить # пронзвольнымъ, для со 
получится уравнеше:

a cos- # -f- b sin2 # -j- 2 c'sin 0 cos 1?
tg со = (b a) sin $ cos & l'‘ (cos2# - sin2# )’

( 6 )
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такгь что для каждаго произвольная направлешя оси £ получается одно 
направлеше (точнее — два противоположные направлешя), для оси у та
кого свойства, что въ уравнеше кривой, отнесенное къ системе осей 
не входить членъ, содержаний произведете J?/. Два такихъ направлешя 
называются сопряж енны ми н аправлеш ям и.

3. Можетъ случиться, что оба сопряженныхъ направлешя совпадаютъ 
въ одно и тогда эти направлешя не могутъ служить осями координаты

Это имеете место въ томъ случай, когда уголъ f t  взятъ такъ, что 
a cos2 f t  -)- b sin2 f t  -f- 2 c'sin ft  cos f t  =  0.

Откуда выводится квадратное уравнение для tg $ :
6tg2 ft +  2 c' tg f t  +  a  =  0,

имеющее корни: 

где, какъ и прежде,
D  =  с"2 — ab,

обозначаетъ дискри м и нантъ  ф ункцте /.
Сравнение полученнаго результата съ равенствомъ (2) въ § 73 по

казываете, что аси м п то ти ч еск и  н ап р авл еш я и только они совпадаютъ 
со своими сопряженными направлешями.

4. Постараемся теперь определить уголъ ft такъ, чтобы оба сопря
женныхъ направлешя были взаимно перпендикулярны. Таюя направлешя 
мы будемъ называть главными. Если мы отнесемъ уравнеше кривой къ 
осямъ, совпадающимъ съ главными направлешями, то система координате 
будете прямоугольной, и въ уравнеше кривой не войдете произведете 
обЬихъ переменныхъ.

Главный направлешя всегда сущ ествую тъ . Для того, чтобы по
лучить ихъ, положимъ въ формуле (6) ю = \ж ,  следовательно, tg«  
равнымъ безконечности, т. е. знаменатель -  равнымъ нулю. Это дастъ намъ:

{b - a) sin ft cos ft -f- с (cos2 ft — sin2 ft) =  0, 
или, согласно формуламъ тригонометрш:

(b - a) sin 2 ft  2c'cos 2ft =  0, (7)
откуда

( 8)о — a
Такъ какъ каждому положительному или отрицательному значении 

тангенса отвечаете одинъ уголъ между -  л\Ч  и +  дг/2, то соотношеше 
(8) определяете одно значеше для угла ft въ пределахъ — ж А,  -)-,т 4. 
Этому же условто удовлетворяютъ и углы, отличаюицеся оте указанна! о 
значешя ft' на число, кратное ж 2; все они даютъ лишь две взаимно

§ 76
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перпендикулярный прямыя лиши, изъ коихъ по произволу одна прини
мается за ось §, другая — за ось т].

5. Исключеше представляется въ томъ случае, когда уравнен1е (7) 
выполняется для всякаго значения угла ■&, что им-Ьетъ место, если

а =  Ь, с =  0.

Въ этомъ случай уравнен1е / =  0 выражаетъ окружность, для каковой 
любыя взаимно перпендикулярны я направлеш я являю тся глав, 
ными.

Функшя (х, у)  при этомъ имЪетъ видъ

а (х2 + У 2) +  2 а'у +  2 Ь'х +  с 

и можетъ быть представлена также въ виде

+  Ь 2 са

Такимъ образомъ, числа---- —> ----— являются координатами центра

круга, а число (а'2-]-Ь"г - ас)/а есть квадратъ его рад!уса.
6. Далее, можетъ также случиться, что для нЪкотораго определеннаго 

угла $  числитель и знаменатель выражешя (6) одновременно исчезаютъ; 
тогда при такомъ значенш 9  уравнен1е (5) выполняется для всЬхъ зна- 
ченШ со, и коэффищентъ /  также для всЪхъ значенШ со равенъ нулю. Для 
этого величина 9 должна быть такъ определена, чтобы одновременно 
выполнялись равенства

a cos2 9 b sin2 9  4 - 2 c'sin 9 cos9  =  0,

(b — a) sin 9  cos 9  -j- c (cos2 9 — sin2 9) =  0.

Оба эти равенства съ помощью соотношенШ

2 cos2 9  =  1 -f- cos 2 9, 2 sin-’i?'=  1 -  cos 2 9, 2 sin 9 cos 9  =  sin 2 9

могутъ быть также представлены въ вид%:

(а — b) cos 2 9 +  2с' sin 2 9  =  — (а +  £),
(а — b) sin 2 9  — 2с' cos 2 9 =  0;

если возведемъ ихъ въ квадратъ и сложимъ, то получимъ:

(а -  Ьр -j- 4с"-' =  (в +  *)2 
или

с"1 — ab = 0 .

Если же, наоборотъ, выполняется это yc.noBie, то изъ двухъ выше- 
приведенныхъ равенствъ одно является с.тЬдств!емъ другого.
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Такимъ образомъ, тотъ частный случай, при которомъ /  исчезаетъ. 
для н%котораго значешя $  и для любого значешя со, имЬетъ м%сто. 
тогда и только тогда, когда дискриминантъ D  обращается въ нуль, т. е. 
когда кривая второго  п оряд ка  является п араболой . Направлеше 
оси |  въ этомъ случаЪ совпадаетъ съ единственнымъ въ этомъ случа! 
асимптотическимъ направлешемъ (§ 73, 3).

7. Дискриминантъ D  функцш второй степени f ( x ,  у)  былъ опре- 
дЪленъ равенствомъ

D — с - — ab.

Равнымъ образомъ и дискриминантъ А  преобразованной функцш 
5Р(1> Ч) (§ 76, 1) определяется равенствомъ

Л - с'2 — afi\

между обоими дискриминантами существуетъ некоторое соотношен1е, вы
текающее изъ выраженШ (4) для а, /?, у'. Именно, если ихъ подставить 
въ выражен1е для Л, то простое вычислеше, которое мы предоставляемъ 
выполнить читателю, приводитъ къ результату:

A = D  sin2 со. (9)

Такимъ образомъ, частное

А : sin2 со

является совершенно независимой отъ изменешя системы координатъ ве
личиной, которая служитъ для характеристики кривой, представляемой 
уравнеш'емъ /== 0 или (р =  0. Эту величину мы будемъ называть дискри- 
минантомъ этой кривой.

Классификащя кривыхъ второго порядка, которая была нами выше 
произведена въ зависимости отъ знака дискриминанта, является, такимъ 
образомъ, совершенно независимой отъ выбора системы координатъ. Итакъ, 
мы будемъ различать:

1) кривыя второго порядка съ отрицательнымъ дискриминантомъ, 
или эллипсы;

2) кривыя второго порядка съ положительнымъ дискриминантомъ,. 
или гиперболы .

3) кривыя второго порядка съ исчезающимъ дискриминантомъ, 
или параболы .

Такъ какъ sin2 (О всегда есть положительное число (уголъ о> не 
можетъ быть ни равнымъ нулю, ни кратнымъ л),  то о принадлежности 
кривой къ одному изъ этихъ трехъ видовъ можно судить уже по функцш 

/ 2 ^ Ф
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Прежде, чЪмъ перейти къ геометрическимъ свойствамъ указанныхъ 
трехъ видовъ кривыхъ, мы должны прибегнуть къ дальнейшему пре- 
образовашю координатъ, при чемъ къ вращешю системы осей мы при- 
соединимъ еще ихъ параллельное перенесеше.

§ 77. Центръ.

1. Мы примемъ теперь, что уравнеше кривой второго порядка уже 
отнесено къ системе сопряженныхъ направлен^, взятыхъ за оси коорди
натъ. Тогда въ уравненш этомъ нетъ члена съ произведешемъ х у , и оно 
принимаетъ видъ:

а х 2 +  b y -  -f- 2 a y  +  2b'х  -j- с =  0. (1)

Дискриминантомъ этой кривой является величина — a b ,  и мы раз- 
личаемъ следующие случаи.

Уравнеше (1) представляетъ
эллипсъ, если коэффищенты а  и b  имеютъ одинаковые знакщ 
ги п ерболу , если коэффищенты а  и b  имеютъ различные знаки, 
параболу , если одинъ изъ коэффищентовъ а  или b равенъ нулю. 

(Если оба коэффициента а , b  равны нулю, то уравнеше (1) представляетъ- 
прямую лишю).

2. Введемъ теперь опять новую систему координатъ |,  ц, оси ко
торой параллельны, соответственно, осямъ х ,  у , а начало имеетъ коор
динаты х п , у а . Въ этомъ случае

1 =  -V -  х (), Г ) = у  - у 0 .

Коэффищенты при I 2, i f  совпадаютъ съ коэффищентами при х'2, у-, и 
уравнеше (1) принимаетъ видъ:

-I-  b  1]-  -j- 2 а  ц -j- 2 f  g -j- у =  0, (2)
где

а  =  Ь у ь  +  а ' ,

f  =  а х „  А -  Ь \  (3>

У =  а х  о2 - f  b y ,;2 - f  2 а ' у 0 -j- 2 b ' x 0 +  с.

Надлежащий выборъ величинь х 0, _у0 даегь возможность сделать 
дальнейгшя упрощешя.

3. Если коэффищенты а  и  b  оба отличны отъ нуля, то положимъ

Ь' а '
Х 0 --  — - - . „Vo =  —г— ’ 

а  b

благодаря чему a ', f  обращаются въ нуль, и уравнеше (2) получаетъ видъ:

а р +  Ь !)* +  )• = 0. (4>
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4. Если же одинъ изъ обоихъ коэффишентовъ а, Ь, — наприм^ръ, а, 
— равенъ нулю, такъ что кривая представляетъ собой параболу, то нельзя 
уже достигнуть того, чтобы величина /?' обратилась въ нуль. Сд'Ьлаемъ 
тогда а' =  0, т. е. положимъ у 0 =  — а : Ь.

Если Ь' отлично отъ нуля, то координата лг0 можетъ быть опре
делена изъ уравнения у  =  0, а именно,

а ' 2 — Ьс 
* 0 =  2ЬЬ‘ ’

и изъ уравнешя (2) получимъ:

b r f  +  2^'g  =  0. (5)
Если же Ь' =  0, то также и /?' =  0 (для любого х 0), величина же у 

независимо отъ х 0 становится равной (Ьс — а '2) : Ь. Вместе съ гЬмъ 
уравнеше принимаешь видъ:

Ьц1 -(-у =  0. (6)

Этимъ исчерпаны все случаи, могуице представиться для уравнешя (1).
5. Равенства (4) и (6), въ которыхъ вовсе не содержится первыхъ 

степеней неизвестныхъ величинъ, остаются въ силе, если заменить g 
черезъ — g и гу черезъ — Каждая прямая, проходящая черезъ начало, 
пересекаетъ кривую въ двухъ точкахъ, равноотстоящихъ отъ начала. 
Начало координатъ называется ц ен тром ъ  кривой18 19.

Но между тем ъ, какъ  въ сл у ч ае  (4) ц ен тр о м ъ  является един
ственная вполн е оп ределен н ая точка, въ сл у ч ае  (6) любая точка 
оси g мож етъ быть разсм атриваем а, какъ  ц ен тръ . Въ случае же
(5) центра вовсе не сущ ествуетъ  1!1.

Въ случаяхъ (4), (5) и (6) каждая хорда, параллельная оси ?/, де
лится пополамъ осью g; въ случае (4) также и каждая параллельная оси 
£ хорда делится пополамъ осью )/.

Мы изучимъ теперь всевозможные частные случаи, каюе могутъ 
представиться въ отношенш кривыхъ второго порядка.

6 . Если въ уравненш (4) коэффишентъ у отличенъ отъ нуля, и 
величины а, b, у имеютъ одинъ и тотъ же знакъ, то, разделивши на у 
и написавши а2, b2 вместо у : а, у : b и х, у  вместо g, г/, получимъ:

18 Изъ сказаннаго следуешь, что прямая, проходящая черезъ начало и встре
чающая кривую въ точке (с, /)), встречаешь ее также въ точке (— — у;), т. е. иъ 
.двухъ точкахъ, равноудаленныхъ отъ начала.

19 Въ случае (4) координаты точки (лг0, у 0), въ которую нужно перенести 
начало, чтобы оно стало центромъ кривой, определяются однозначно; въ случае (ti) 
координата х и остается произвольной; въ случае (5) требуемыхъ значешй для 
-*о и у 0 получить нельзя.
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Но это уравнеше не удовлетворяется ни для одной вещественной 
точки, такъ какъ сумма трехъ положительныхъ величинъ не можетъ 
равняться нулю. Это уравнеше не имЬетъ никакого геометрическаго зна- 
чешя: ему отвЪчаетъ мнимый эллипсъ.

7. Коэффищентъ у отличенъ огь нуля. Коэффищенты а, Ь имЪютъ 
одинаковые знаки, противоположные знаку у. Если снова подставить 
о2, Ъ2 вм%сто — у:а, —у.Ъ, то получится уравнеше

2) ^  +  ^  =  1

выражающее эллипсъ.
8. Коэффищентъ у отличенъ отъ нуля. Величины Ь, у имЪютъ оди

наковые знаки, противоположные знаку а:

3) 1.

Мы получаемъ ги перболу .
Случай, когда а, у имЪютъ одинаковые знаки, противоположные 

знаку Ь, не существенно отличается отъ предыдущего; получающееся при 
этомъ уравнеше

=  1

переходить въ уравнеше 3), если ось х-овъ сделать осью у-окъ 
оборотъ.

9. у =  0 , а, b им-Ьютъ одинаковые знаки. Подставивъ 1 : а-, 
вместо а, b , получимъ:

4) 0 .

и на- 

1 ; й2

Это уравнеше выполняется только для х  =  0, у  =  0, т. е. для начала 
координатъ. Но лЪвая его часть можетъ быть разложена на два ком- 
плексныхъ множителя первой степени:

х_ , i_y х  i y .
а ' b а Ъ

поэтому говорить, что уравнеше 4) выражаетъ пару мнимыхъ прямыхъ.
10. у =  0 , а, b имЪютъ различные знаки. Подставивъ 1 : а2, — 1 : Ь~ 

вместо а, Ь, получимъ:

Это

5)

уравнеше выполняется, 
-V у 
а b

если

— 0 или — —
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и потому представляетъ две прямыя, которыя пересекаются такимъ 
образомъ въ начале и делятся гармонически осями координатъ; итакъ, 
уравненш 5) отвечаетъ пара прямыхъ.

11. Мы переходимъ къ уравнение 5), въ которомъ коэффишентъ b 
-отличенъ отъ нуля. Если и коэффишентъ /?' отличенъ отъ нуля и имеетъ 
лритомъ знакъ, противоположный знаку Ь, то, заместивъ /?' : b черезъ — р, 
и снова написавъ х, у  вместо г), получимъ:

6) у 2 = 2рх ,
— это парабола.

Случай, когда Ъ, /?' имеютъ одинаковые знаки, отличается не суще
ственно отъ предыдущего и приводится къ нему заменой х  черезъ — х.

12. Если въ уравненш 5) /9' =  0, то получаемъ уравнеше:
7) У2 =  0,

которому удовлетворяютъ только точки оси х-овъ; въ этомъ случай 
мы имеемъ д в е  совп адаю щ и хъ  прямы хъ.

13. Если въ уравненш 6) коэффишентъ у отличенъ отъ нуля и 
имеетъ знакъ, совпадающШ со знакомъ Ь, то, положивъ у : 6 =  с®, получаемъ

8) у 2 +  с2 =  0.

Это пара мнимыхъ п араллельны хъ  прямыхъ.
14. Если величины b и у  въ уравненш 6) имеютъ различные знаки,

у  =  +  с

и получаем ь, такимъ образомъ, двЪ 
прямыя, параллельныя оси х-овъ, 
т. е. пару вещ ественны хъ па
раллельны хъ  прямыхъ.

Случай, когда въ уравненш 6) 
у =  0, приводитъ снова къ урав
нение (7); такимъ образомъ, нами 
исчерпаны всевозможные случаи.

Уравнешя собственно кри- 
выхъ второго порядка 2), 3), 6) 
совпадаютъ сь выведенными въ 
§§ 68, 69 другимъ путемъ уравне- 
шями эллипса, гиперболы и пара
болы. При этихъ изсдедонажяхъ 

за оси координатъ могла быть взята любая пара соаряженныхъ nanpa- 
влешй. Но можно также, и притомъ однимъ лишь образомъ (исключая

т о  мы приводимъ его къ виду:

9) у 1 — с2 =  0,
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частный случай окружности), исходить изъ прямоугольной системы коор- 
.динагь (главный оси), не нарушая общности.

Такимъ образомъ мы получили снова т!> же кривыя, что и въ 
§§ 68, 69, и сверхъ того -  несобственный, или распадаюнцяся кривыя.

15. Для гиперболы асимптотами являются прямыя съ асимптоти- 
ческимъ направлешемъ, проходяцця черезъ центръ. Если выбрать асимп
тоты за оси координатъ, то для гиперболы получится уравнеше

10) х у  =  с.

Если асимптоты взаимно перпендикулярны, то гипербола называется равно
сторонней (фиг. 76).

§ 78. Касательный къ эллипсу.

1. Въ посл’Ьдующемъ мы разсмотримъ некоторый свойства эллипса 
и замЪтимъ лишь, что въ случай гиперболы и параболы можно вести 
таш же разсуждешя и получить аналогичные результаты. При этомъ 
уравнеше эллипса мы возьмемъ отнесеннымъ къ главнымъ осямъ, т. е. 
въ вид-fc

при прямоугольной систем!; координатъ.
Коэффициенты, которые въ общемъ изс.тЬдованш (§ 76) мы обо

значили черезъ
а, Ь, с, а ,  Ь\ с ,  

теперь заменены черезъ

1 1  , „ „ л
"То’ '  1> 0, 0, 0,а- о-

и минорами детерминанта Н  являются величины:

А = ~ - L  В =  - 4 С  =  ^ ~ ,  Л’=£Г =  С =  0.Ь- а- а-Ь-

2. Такимъ образомъ, для того, чтобы прямая I, имеющая уравнеше

v = p x  +  q, (2)

была касательной къ эллипсу, коэффищенты р  и q должны удовлетворять 
услов1ю (§ 72, (4))

или
а- р~ 4-  Ь- =  ( [ ’. (3)



Если при этомъ прямая I проходитъ черезъ точку л:0, у 0, то должно 
выполняться равенство:

Ч = У а - р х 0‘,
если же точка х 0, у 0 принадлежитъ также кривой и, такимъ образомъ, 
является точкой касания, то ея координаты удовлетворяютъ уравненш 
эллипса, т. е.

Хо2 Уо2 _  .
а2 Ъ2 ~ (4)

Уравнеше (3) вь этомъ предположен^ принимаетъ видъ:

(а'2 -  * 02) р'- +  2 р х пу 0 +  Ь2 у  о2 =  О, 

и, если, на основанш равенства (4), положить

. .  о а2У(?  9 Ь2Хол
а Хо — ^2 ’ ~ У о _  а2 ’

то упомянутое уравнеше можетъ быть преобразовано такъ:

Ь-х о2') о о
а Уо~Р

Ь2 ' р Х »У°-' а2
0.

ЛЪвая часть этого равенства представляетъ квадратъ выраженш

ауоР , Ьх,г 
Ь ' а ’

и мы въ результат-^ получаемъ, что
Ь -х  о 
а2у 0 '

Такимъ образомъ, уравнен1е (2) принимаетъ видъ:

(х — х и)Ь2х (1
а-уо

4~.у у» — 0,

откуда, умноживъ его на _у„: b2 и воспользовавшись еще разъ равенстно.чъ 
(4), мы придемъ къ уравненпо

ХХп у у п 
а2 ~  Ь2 1 =  0, ( 5)

которое и будетъ у р авн ею ем ъ  касательн ой  къ эллипсу ( 1) вь гочкТ 
*о у  о (точку эту мы будемь обозначать черезъ .т).

3. Согласно § 58, (8), отсюда получается следующее ' урлвиеш'е 
для прямой, п ерп ен ди кулярной  къ  касательн о й :
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nrb d — произвольная постоянная. Для того, чтобы этотъ перпендику- 
ляръ проходилъ черезъ точку х 0, у 0, должно выполняться равенство 
d = x 0y 0(l lb2 — 1 /а2), такъ что уравнеше (6) принимаетъ видъ:

Эта прямая называется нормалью  къ эллипсу въ точке х 0, у 0. Она 
перпендикулярна къ касательной и проходитъ черезъ точку касашя.

4. Подъ н ап равлеш ем ъ  кривой линш  въ некоторой ея точке 
разумеютъ н ап р авл еш е касательной. Кривая лишя, такимъ образомъ, 
изменяете свое направлеше при переходе отъ одной ея точки къ другой, 
въ то время какъ прямая во всЬхъ своихъ точкахъ имеете одно и то же 
направлеше. Итакъ, нормаль является перпендикулярной  не только 
къ н а п р а в л е н т  касательн ой , но и къ направленно самой кривой.

5. Если въ уравнешй (6) положить d =  0, то получимъ уравнеше 
перпендикуляра, опущеннаго на касательную изъ центра:

Болышй интересъ представляетъ для насъ перпендикуляръ, опу
щенный на касательн ую  изъ фокуса. Если положить

то фокусы /, / '  имФютъ, соответственно координаты +  с, 0 и — с, 0 ; 
такимъ образомъ, уравнеше перпендикуляра, опущ еннаго  на ка
сательную изъ ф окуса / ,  им-Ьетъ видъ:

Для того, чтобы получить координаты основашя я  этого перпен
дикуляра, опред-Ьляютъ величины .г, у  изъ уравнешй (5) и (9).

6. Если мы теперь станемъ передвигать точку л  вдоль эллипса, 
то, равнымъ образомъ, будетъ перемещаться и точка л  и опишетъ при 
этомъ некоторую кривую, уравнеше которой мы сейчасъ опреде.лимъ. 
Мы должны будемъ для этого исключить x v, v„ изъ трехъ уравнешй:

(*~*о).У о (.У—,Уо)*о _  п
& а2 (7)

х у  о vjc„

(8)

(х -  с)у0 у х  о
о- а- (9)

(-Y  —  С )  У о  _  У Х »  

Ь- а-
•Y,,- ^  У „-

'7:- ■ />•■

а-
=  0

1.

( 10)

В е б е р ъ .  Эшшклоп. элемент, гео метр in 14
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Для выполнения этого мы введемъ неопределенный множитель Я и, согласно 
второму изъ уравнешй (10), положимъ:

х  — с, =У-

Если подставить эти выражешя

то получимъ:

въ первое и третье равенства (10), 
то получимъ:

х  (х — с) 4- У~ — Я,

а2(х -  с)2 +  Ь'-у2 =  Я2.

Возведемъ первое изъ этихъ равенствъ 
въ квадратъ и приравняемъ оба вы
ражешя для Я2; получимъ:

а - ( х ~  с)2-\-Ь-у2 =  (х (х  — с)-\-у2)2.

Это равенство поддается значитель
ному упрощенно. Именно, если по
ложить

г1 — 2 г-сх  -}- с ’- х 2 =- а2х 2 +  Ь2у -  — 2 с а ’- х  -{- а-с-, 

откуда, положивъ Ь- =  а 1— с2, найдемъ:

г1 -  а-г- - 2сх(г- -  а2) +  с'2(г2 -  а2) =  0,
или

(г- — а2) {г2 -  2 с х  + с 2) =  0.

Но второй множитель

г- — 2 с х  -J- с- =  (х  — с)2 +_у2

не можетъ быть равенъ нулю. Такимъ образомъ, г2 =  а2, чЪмъ доказы
вается теорема:

О сн о в ан 1я п ер п ен ди ку л яр о въ , оп ущ ен н ы хъ  изъ  фокуса на 
касательны й къ эллипсу, л еж атъ  на н е к о т о р о й  окруж ности.

Окружность эта имеетъ тотъ же центръ, что эллипсъ, а д1аметромъ 
ея является большая ось эллипса (фиг. 77).

7. Разсмотримъ две прямыя, соединяюьщя точку л  эллипса съ фо
кусами / ,  / ' .  Уравнешямъ обеихъ прямыхъ должны удовлетворять значе
шя х  =  х п, у  =_у0 и, сверхъ того, первому изъ нихъ должны удовле
творять значешя у  =  0, х  =  +  с, а второму — значешя у  =  0, х  =  — с. 
Отсюда мы получаемъ и самыя уравнешя:

у„(х х„) ( у  у„) (с -f- х„) =  0, (л / ' ) ,  
у„ (х  Х п )  -г  ( у  у„) ( С  - х„) =  О, (л /) .

(11)
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Согласно § 58, 2, чтобы привести эти уравнешя къ нормальному 
виду, нужно разделить ихъ на корень квадратный изъ суммы квадратовъ 
коэффищентовъ при х  и при у , т. е. первое — на

f = V (с +  х (>)2 +3\Г.
а второе — на

г = V (с -  Хо)'1 + V -

При этомъ г и г суть отрЪзки } '  л  и / л  (какъ въ §§ 66 и 68, 
такъ что г лежитъ п ротивъ  фокуса / ,  г — противъ фокуса / )  и, по 
основному свойству эллипса,

г +  г =  2 а,

г  у  П ~ г ' ! _ 2 с х п _ (12)
г-\-г а

Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ нормальному виду уравнешй (11):

А -  Уп !х ~  Хп  ̂~  ( v " (с + Х|')
Г

А ’-Уо (X — х п) +  ( у - - у п) (с__Хп)

”  г'
и, согласно § 58, 5, равенства

( 1 3 )

А ' - А  =  О, А' А = 0 (14)

являются уравнешями обЪихъ биссектрисъ  угловъ, образуемыхъ пря
мыми / л  и f  л .

Изъ тождествъ

А ' А  ~ У п х̂  ~ { r  ~  r ' } +  (г+  Л ]
“ ГГ

А ' _ ^ А  - У о ( х - - Х п )  ( г  А - г )  +  О1 З’о) [Г ( Г -  г ) х „  ( г + г ' ) \

съ помощью соотношешй (12) и (4) получимъ:

А' А =-_2сау„  / х х 0 у  у  о 
гг' \ а- - 6-

-  1

, д  _ 26-а (X -  х„)Уо (у - у ,0  х 0
1 -  rr b- a- ]

Уравнешя (14), такимъ образомъ, являются уравнешями касательной и 
нормали къ эллипсу, откуда вытекаетъ теорема:

К асательная и нормаль къ эллипсу дЬ лятъ пополамъ углы 
между лучами, выходящ ими изъ ф окусовъ  и проходящ ими черезъ  
точку к а сан 1я.

и*
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§ 79. Геометрическое доказательство теоремы о касательной.

1. Последняя теорема предыдущая параграфа можетъ быть бол-fee 
просто доказана безъ помощи уравненШ, исходя изъ основного свойства 
эллипса.

Обозначимъ черезъ р и л  дв-fe точки нЪкотораго эллипса съ фоку
сами / ,  / '  (фиг. 78). Лишя, соединяющая точки р  и л ,  является секущей 
эллипса, а отр-Ьзокъ л р ,  который мы обозначимъ черезъ s, есть хорда. 

Мы положимъ

f  Р = г, }р  = г ,  р л  =  s,

f  Л =  Q, / Л  — Q'\

изъ основного свойства эллипса вытекаетъ, что

г г = Q +  q =  2а. (1)

Въ треугольникахъ / р л  и f р л  другъ противъ друга лежатъ, соот- 
в-Ьтственно, слЪдуюппе стороны и углы.

§ 79

въ треуг. / 'р л :  г противъ

Q п -i; n — t,
Twr

S -  t -Ф ,
У

\  г
въ треуг. /р л :  о’ п <  f .

•$: л  — &
г f

Фиг. 7̂ S п < O' -  t

Отсюда по теорем-fe синусовъ (§ 28, 2 ) получается:

r sin <? p sin t
s sin ( t — (?) ’ vV sin (t — (?) ’

r sin O' o' sin/'
s sin (O' t') s sin ((?■' t ')’

слЬдовательно, согласно (1):

sin О sin {)' sin t sin t'
sin (t — 0) 1 sin (O' t') sin (t — (?) 1 sin ((?' - t ' /

или
sin  ̂— sin #7 s in ^ ' — sin/' 
sin (i‘ — (?) sin (O' - - t') ’

Положимъ теперь, согласно тригонометрическимъ формуламъ (§ 29 (б). I"1*'
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. . . „ .  . t  — f t  t  + f tsin t — sin ft =  2 sin —-—  cos —]— ,

. ,, q. - . t -  f t  t -  ftsin (t — 17) = 2  s in —-— cos------- ,
2 2

. » . ft' — t' ft' fsm f t  sin/ =  2 sin— -— -cos---- '— ,
2 2

. , q/ ,,, ft' — t' ft' — t'sin ( f t — t )  =  2 sin— -— cos--------- ;
2 2

тогда, сокративъ числителя и знаменателя на 2 sin ) ( /—$) и на 2 sin ) ( # '—f ) ,  
мы получимъ:

t + f t  ft' + t '
cos—2—  cos— - —

t — ft ft' — f
cos — —  cos---------

(2)

Теперь мы приведемъ точки р  и я  къ совпаденто въ некоторой 
точк-fe на эллипсЬ. Тогда еккущая р л  станетъ касательной. Уголь t ста- 
нетъ равнымъ ft, t' — равнымъ ft'. Такимъ образомъ,

t ft
C0S- 2 ~  =  1*

cos •
ft' -  ('

=  1,

t  +  f t  n ft ' +  t' a.cos— - — =  cos гг, cos— - —  =  cos ft

и равенство (2) приметь видь:

cos ft =  cosft'\

въ виду того, что углы ft, ft' лежать въ первомъ квадрант-fe, мы заклю- 
чаемъ отсюда, что

ft = ft'.

доказа-
Въ этомъ и состоять теорема, изложенная въ конц-fe § 78.

2. Еще бол-fee простымъ является сл-Ьдующее косвенное 
тельство (фиг. 79).

Обозначимъ черезъ / ,  / '  фо
кусы эллипса, черезъ р  — произ
вольную точку на немъ; тогда 
fp - \ - f 'p  = 2a. Продолжимъ отр-fe- 
зокъ f p  въ сторону точки р, отло- 
жимъ на продолженш отр-Ьзокъ 
f"p  =  f p  и раздЪлимъ уголь f 'p f"  
пополамъ некоторой прямой t. При этомъ, если бы прямая лишя t имЪла
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съ эллипсомъ еще одну общую точку р', то должно было бы также 
выполняться равенство:

j Y + f Y  =1р ' +7У = J p f"  = 2 а,

что однако невозможно, такъ какъ въ треугольник!; fp'f" сторона //" 
меньше суммы двухъ другихъ. Такимъ образомъ, прямая t имеетъ только 
одну общую точку съ эллипсомъ; такъ какъ для эллипса не существует!, 
асимптотическаго направления, то она служитъ, следовательно, касательной-

Если обозначить черезъ О центръ эллипса и черезъ М  — середину 
отрезка / ' / " ,  то въ треугольнике f ' f f "  лижя О М  соединяетъ середину 
двухъ сторонъ; следовательно, О М  =  j  / / "  =  а, въ этомъ заключается 
новое доказательство теоремы § 78, 6 .

3. Теорема п. 1-го указываетъ на свойство касательной къ эллипсу, 
съ которымъ связано происхождеже назважя ф окусъ .

По закону оптики световой лучъ отъ зеркальной поверхности отра
жается такъ, что перпендикуляръ къ отражающей поверхности въ точке 
отражежя (перпендикуляръ падежя) лежитъ въ одной плоскости съ па- 
дающимъ и отраженнымъ лучами и съ обоими образуетъ равные углы. 
Такимъ образомъ, если представимъ себе внутреннюю сторону периферш 
эллипса въ качестве отражающей поверхности, то каждый лучъ, выходящШ 
изъ одного фокуса, отражается по направлежю къ другому фокусу, такъ 
что все лучи, выходяице изъ одного фокуса, собираются въ другомъ.

Это явлеже имеетъ место и въ томъ случае, если мы образуемъ 
некоторую отражающую поверхность вращежемъ эллипса вокругъ его 
главной оси. Эта поверхность, носящая назваже эллипсоида врашежя, 
равнымъ образомъ имеетъ два фокуса и въ отношенш къ нимъ обла- 
даетъ въ пространстве теми же свойствами, что и эллипсъ—въ плоскости; 
именно, сумма разстояжй отъ обоихъ фокусовъ является постоянной ве
личиной для всей поверхности.

Если одинъ изъ двухъ фокусовъ удаляется въ безконечность, то 
эллипсъ приближается къ параболе и эллипсоидъ вращежя переходить 
въ параболоидъ  в р а щ е т я . Такимъ образомъ мы приходимъ къ ноня- 
T i r o  о параболическомъ вогнутомъ зеркале, обладающемъ темъ свойствомъ, 
что лучи,- падаюпне параллельно его оси (напримеръ, солнечные лучи), 
собираются въ одной точке, именно — въ фокусе, где благодаря этому 
развивается сильный жаръ.

§ 80. Сопряженные д1аметры.

1. Если черезъ центръ эллипса провести две прямыя съ сопряжен
ными направлежями, образуюпця другъ съ другомъ уголъ о>, и в з я т ь



эти прямыя за оси некоторой косоугольной  системы координатъ, то 
уравнеше эллипса, согласно § 77, приметь видь:

х-  t у'1
=  1. ( 1 )

Значешю у  =  0 отвЪчаютъ значешя х  =  +  а. а значешю х  =  О 
-  значешя у  =  +  /?. Отрезки А А ' , £Ш' (фиг. 80) называются сопряж ен
ными д!аметрами. Длины ихъ выражаются числа, и 2 а  и 2^. Главный 
оси представляютъ собою частный случай сопряженныхъ д1аметровъ.

2. Если черезъ н-Ькоторую точку Р  съ координатами дг0, _у0 про
вести линш, параллельный сопряженнымъ д1аметрамъ, то получатся сопря
женный хорды. Каждая изъ этихъ двухъ хордъ точкой Р  делится

а 2
1. ( 3 )

Изъ равенствъ (2) и (3) вычиташемъ получаемъ:

а- ,3-
или

ЯР, ■ f  : а-\ (4)

такимъ образомъ, мы приходимъ къ теоре.чЪ:
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С опряженный хорды  п ер есек аю тся  такъ, что произведена 
отсЬкаем ы хъ на нихъ отрЪ зковъ  относятся, какъ  квадраты д ia- 
метровъ, п араллельны хъ  хордам ъ.

3. Для об-Ьихъ точекъ пересечешя эллипса съ некоторой прямой, 
параллельной оси_у-овъ, согласно уравненш (1), имеегь место соотношеше:

у  =  ± ц У Т ^ , : , (5)

обе эти точки совпадаютъ, если х  =  +  а.
Отсюда вытекаетъ теорема:
Касательны й въ кон и ах ъ  д 1ам етра эллипса имею тъ напра- 

в л ен 1е, соп ряж ен ное съ н ап р ав л еП ем ъ  д 1аметра.

4. Дискриминантъ уравнешя (1) определяется равенствомъ

откуда, согласно § 76, 7, вытекаетъ, что произведете

aftsinco

есть величина, не зависящая отъ частнаго выбора сопряженныхъ напра- 
влен1й. Такъ какъ величина эта есть площадь параллелограмма О АС В, 
то имеетъ место теорема:

П лощ адь оп исан наго  во к р у гъ  элли п са параллелограмма, 
стороны  ко то р аго  им ею тъ сопряж енны й н ап равлеП я, есть вели
чина постоянная, а именно, она равна площ ади  прямоугольника, 
п о стр о ен н аго  на осяхъ  эллипса.

5. Постоянному значешю х,  согласно (5), отвечаютъ два равныхъ 
по абсолютной величине, но противоположныхъ по знаку значешя у. 
Это приводитъ насъ къ теореме, содержащей теорему п. 3-го въ качестве 
частнаго случая:

Х орда эллипса д ел и тся  пополам ъ д 1ам етром ъ, сопряжен- 
нымъ съ ея направлеш ем ъ.

Отсюда вытекаютъ дальнейнпя следств1я. Если въ уравненш

У: (6)

Я пробегаетъ рядъ различныхъ значен1й, то оно представляетъ систему 
подобны хъ и сх о д ств ен н о  расп о л о ж ен н ы х ъ  эллипсовъ, при чемъ 
все кривыя этой системы имеютъ одни и те же сопряженныя направлежя. 
Въ самомъ деле, любую кривую этой системы мы можемъ получть,



если въ одной изъ этихъ кривыхъ координаты х, у  увеличимъ въ отно- 
шенш У Я :1. Кривыя системы отс-Ькаютъ на пересекающей ихъ прямой 
хорды, и Bct> эти хорды делятся пополамъ одной и той же прямой.

Отсюда сл ^ д у етъ , что кольцо, ограниченное двумя подоб
ными и сходствен н о  располож енны ми эллипсами, отс-Ькаетъ на 
каждой п ересекаю щ ей  его прямой два равныхъ отр езка; если, 
въ частности, эта прямая касается внутренняго края кольца, 
то оба о тр езк а , о тсекаем ы е на касательной  внеш ним ъ краем ъ, 
равны между собой  (фиг. 81, тп  =  т п ' , pq =  pq').

6. Аналогичная теорема имеетъ место и въ отношенш гиперболы. 
Нужно лишь въ уравненш (6) заменить (р черезъ — fp. Въ этомъ случае

урав^еше (6) для Я =  0 представитъ пару асимптотъ, которыя также 
принадлежатъ системе. Отсюда получается теорема:

Две асим птоты  гиперболы  отсекаю тъ  на каж дой касатель
ной къ ней два равн ы х ъ  о т р е зк а  (фиг. 82, pq = pq').

7. Уравнеше эллипса, отнесенное къ главнымъ осямъ, имеетъ видъ:

х-  у-
< 7 >

Это уравнен1е удовлетворяется тождественно, если положить:

л: =  acoscp, 

у  = b sin (р, (8)

где (р есть переменный уголъ, который принимаетъ различный значешя 
для различныхъ точекъ эллипса.
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Геометрическое значеше этого угла <р легко усмотр-Ьть (фиг 83) 
Въ самомъ дЪлЪ, если Р  есть произвольная точка эллипса, а #  — уголъ 
образуемый съ осью х-овъ рад1усомъ-векторомъ (О Р  =  0), то

х  =  q cos#, 

у  =  q sin # . (9)

Если мы изъ точки Р  опустимъ перпендикуляръ на ось лг-овъ 
и продолжимъ его до пересЬчешя въ точк-fe Q съ описанной вокругъ эл

липса окружностью 
paaiyca а , то, озна
чая черезъ <р уголъ, 
образуемый рад1у- 
сомъ OQ съ осью 
лг-овъ, получимъ, что 
х  =  a cos ср, а изъ 
уравнешя (7) будетъ 
вытекать, что у  = 
bsin<p. Если (р измГ- 
няется отъ 0 до 2 л, 
точка Р  обходить 
весь эллипсъ.

8 . Введеше угла 
(р является очень ut- 
лесообразнымъ, если

р%чь идетъ о нахожденш сопряженныхъ д1аметровъ эллипса, изъ коихъ 
одинъ имЪетъ произвольно заданное направлеше ОР. Если обозначимъ 
сопряженные полуд1аметры черезъ а, (3, то уравнеше эллипса, отнесенное 
къ нимъ, какъ къ осямъ координатъ, имЪетъ видъ:

С-., .v
l i j _ : ! L  =  1- 

1 р  ’ ( 10)

соотношен1я между величинами «, /?, а, b получатся изъ равенствъ (4) § 76-го, 
если зам^Ьнить въ нихъ

черезъ
л, /?> */, а, Ь, с'

1 1
а з ’ J P 0,

1
7 Jа-

1
W

о

и положить 0 -)- о) =  # ,; выполнивши подстановку, мы ириден.ъ къ 
равенствамъ:
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1 cos2#  sin2#  
a 5 =  я2 +  b* ’

1 cos2# !  ! sin 2# .,
"/32 =  a2 1

cos# c o s # ,  ! s i n #  s in # 2

§ 80

( П )

Если мы введемъ вместо угловъ # , # ,  углы у, и, согласно 
равенствамъ (8) и (9), полджимъ:

a cos# =  a cos у, a  sin# =  6 sin у, 

ftcos,d'1=  a cosy,, ^ s in # 1=  b s iny1; 

то изъ послфдняго соотношешя (11) вытекаетъ:

( 12)

cosy cosy, +  sin у sin у, =  cos (y — у„) =  0,

откуда =  у  +  5я .  Такимъ образомъ, линш  OQ  н OQ' взаимно 
перпендикулярны. Первый два изъ равенствъ (11) выполняются при 
этомъ тождественно, и изъ соотношешй (12) сл%дуетъ далЪе:

a cos# =  a cos у, a s i n # = £ s i n y ,
(13)

(3 c o s # j=  - a siny, $ s in # j=  b cosy; 

a/9sinco =  ab, a{3cosco =  — 2(a2 — &2)sin 2 y,
(14)

a 2 _  b'2 n 
cotg (0 = ------

гд'Ь со =  # , - #  есть уголь между сопряженными полуд1аметрами. Та
кимъ образомъ, уголъ со становится прямымъ, если у = 0  и Cfy =  {TC\ 
въ остальныхъ случаяхъ со является тупымъ угломъ и достигаетъ наи- 
большаго значешя, когда у  =  тс!А.

ДалТе, мы имТемъ:

а- =  а'-cos2 у  -j- 62 sin2 у, 

•З2 =  a2 sin2 у - f  #2 cos2у, 

a 2 +  ,J2 =  a2 +  А2.

(15)

(16)

Эта формула выражаетъ теорему Аполлон in:
Сумма кв ад р ато в ъ  сопряж енны хъ п олуд1ам етровъ есть ве

личина постоянная.

9. Изъ равенства (15) вытекаетъ еще:

<г a2 cos2у +  b~ sin2у _  Ь'г ( а' Ь«
,<92 а~ sin2у  +  b2cos2у  я2 ~г  я2(б2 +  n2tg2у )

(17)
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Если мы будемъ изменять ср отъ 0 до л / 2, то tg <р будетъ непре
рывно возрастать отъ 0 до безконечности, и отношен1е а2/^ 2, убывая, 
будетъ изменяться отъ a2jb2 до b2ja2.

10. Изъ соотношешй ( 12), въ виду равенствъ cos до =  sin д?], singn = 
=  —cosgо1, мы получаемъ также:

(а +  b) cosgo =  a cos# +  /?sin#,,
(18)

(а -f- Ь) sin до =  а  sin#  — l8co,s/d'l\ 

возводя въ квадратъ и складывая эти равенства, находимъ:

(а -|- b)2 =  а2 /? '2 -(- 2 а ,в sin со

= (а +  /?)2 — 2 а/?( 1 — sin со).

Такъ какъ 1 — sin со всегда есть положительное число, то отсюда 
вытекаетъ:

Сумма д ву х ъ  соп ряж ен ны хъ  д !ам етр о въ  больш е суммы осей.
Точно такъ же:

(а — Ь)2 =  (а — /?)2 +  2 а/9 (1 — sin®),

о тк у д а  сл ^д у етъ , что (а—Ь)2 больш е, ч^м ъ (сг—/5)2, и величина (а—/9)2 
достигаетъ своего наименьшего значешя, равнаго нулю, когда до =  гг/4.

Эти теоремы и предложешя, аналогичный имъ, находятся въ 7-ой книге 
„Коническихъ сечешй" Аполлошя.

§ 81. Окружность кривизны.

1. Два коническихъ сечешя, какъ мы видели выше, имеютъ четыре 
общихъ точки. Но черезъ одне и те же четыре точки проходитъ целый 
рядъ кривыхъ, совокупность которыхъ носитъ назваше пучка кони
ческихъ  сечеш й . Четыре точки, общихъ всемъ кривымъ пучка, назы
ваются основными точкам и пучка. Если два коническихъ сечешя изъ 
разсматриваемаго пучка выражаются уравнешями / =  О, до =  0 и Я есть 
постоянная величина, то равенство

/ +  к(р =  О (1)

является уравнешемъ некотораго коническаго сечешя, принадлежащая 
пучку, ибо оно выполняется, когда /  и ср одновременно обращаются въ 
нуль, т. е. въ четырехъ точкахъ пересечешя кривыхъ /  и <р.

Если мы вообразимъ себе одно изъ двухъ коническихъ сеченШ 
/  и (р неизменяющимся, а другое—переменнымъ, то мы можемъ допустить, 
что две изъ ихъ точекъ пересечешя совпали въ одну. Тогда оба кони
ческихъ сечешя въ этой точке имеютъ общую касательную, и относи
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тельно самихъ к о н и чески х ъ  сЪченШ говорятъ , что они имЪютъ 
въ этой то ч к е  K a c a H i e .  Bc-fe коничесюя сечешя пучка касаются другъ 
друга въ этой точке.

2. Две друпя точки пересечешя могутъ такимъ же образомъ сов
пасть; тогда получаются коничесюя сечешя, которыя касаются другь 
друга въ двухъ различныхъ точкахъ: вдвой не касаю ийяся кониче- 
ск1я сечеш я и м ^ю тъ  двой н ое KacaHie.

3. Можетъ также случиться, что три точки пересечешя совпадаютъ 
въ одну, между тЪмъ какъ четвертая лежитъ отдельно. Тогда въ точке 
совпадешя имЪетъ место более тесное KacaHie,  которое носить назваше 
касашя в то р о го  порядка, соп ри косн овеш я или тр ех то ч еч н аго  
KacaHia.

Наконецъ и все четыре точки пересЬчешя могутъ совпасть въ 
одну. Тогда получается K a c a H i e  третьяго  порядка или четы рехто
чечное KacaHie.

4. Среди всЬхъ коническихъ с-Ьчешй, которыя им’Ьютъ съ даннымъ 
коническимъ сЬчешемъ въ некоторой данной точк-fe л  трехточечное 
касаш'е, находится одна и только одна окружность, такъ какъ окружность 
вполне определяется тремя точками. Эта окружность пересечетъ данное 
коническое сечеше еще и въ чет
вертой точк-fe. Она носитъ назваше 
окружности кривизны коническаго 
сЬчешя въ точке я ; коническому 
сЬчешю въ точке я  приписываютъ 
такую же кривизну, какую имеетъ 
эта окружность. Такъ какъ, оче
видно, окружность тЬмъ более изо
гнута, чемъ меньше рагиусъ, то за 
мЬру кривизны  принимаю тъ 
величину, о б р атн у ю  pafliycy 
окружности кривизны . Этотъ 
paaiycb называется вследсше этого 
рад1усомъ кривизны , а центръ окружности кривизны—центром ъ кри
визны коническаго сечешя въ точке л.

Въ отдЬльныхъ точкахъ (въ вершинахъ коническаго сечешя) окруж
ность кривизны можетъ иметь съ коническимъ сечешемъ четырехточеч
ное KacaHie.

о. Относительно положен in окружности кривизны мы заметимъ следу
ющее: возьмемъ прежде всего на некоторомъ коническимъ сеченш,—напри- 
мЬръ, на эллипсе,- три не совпадаюипя точки 1, 2, 3. Этими точками опре
деляется одна окружность, и если эта окружность въ точке 1 в ы х о д и ть
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изъ эллипса, то въ точке 2 она о б р атн о  в х о д и ть  въ эллипсъ, а въ 
точке 3 вторично выходить изъ него (фиг. 84). Если теперь мы заставимъ 
эти точки совпасть въ точке л ,  то окружность перейдетъ въ окружность 
кривизны, которая, такимъ образомъ, касаясь эллипса, въ то время пере
х о д и ть  съ одной стороны его на другую. Она, напримйръ, въ точке л 
выходить изъ эллипса и въ четвертой точке пересЬчешя снова входить 
внутрь эллипса (фиг. 85). Исключеше представляется только въ точкахъ 
касашя третьяго порядка, въ которыхъ кругъ кривизны либо цЪликомъ 
расположенъ внутри эллипса, либо — вне его.

6 . При аналитическомъ определены окружности кривизны мы огра
ничимся случаемъ эллипса, уравнеЫе котораго мы отнесемъ къ главнымъ 
осямъ и возьмемъ въ виде:

Е  Е ( 2)

■при чемъ система координатъ прямоугольная.
Возьмемъ на этомь эллипсе три не совпадающая точки 1, 2, 3, со- 

единимъ точки 1, 3 прямою t и проведемъ затЪмъ черезъ точку 2 
вторую прямую s, которая перес-Ькаетъ эллипсъ въ некоторой четвертой 
точке 4. Эти две прямыя мы будемъ разсматривать, какъ пару линШ 
(распадаю щ ееся кон и ческое  с е ч е н 1е); и если t  =  0, s =  0 суть 
уравнешя этихъ прямыхъ, то уравнеше

Е  -)- Xst  =  0 (3)

характеризуем пучокъ, для котораго точки 1, 2, 3, 4 являются основ
ными. Въ этомъ пучке окружность содержится лишь въ томъ случай, 
если точка 4 является четвертой точкой пересйчешя кривой съ окруж
ностью, проходящей черезъ точки 1, 2, 3.

7. Если, далее, три точки 1, 2, 3 совпадаютъ въ некоторой точке 
л  съ координатами (х 0, _у0), то прямая t становится касательной въ этой 
точке, a s секущей, проходящей черезъ точку л .

Мы можемъ поэтому положить:

t - Х Х о  , УУо
~ а- Ь-

s Е а ( х  — х 0) — ft (у  — у 0),

где черезъ о, /9 обозначены неопределенные коэффишенты, отношеЫе 
которыхъ определяется точкой 4.

Такимъ образомъ, даже если точка 4 дана, остается неопредйлен- 
нымъ некоторый общЫ множитель чиселъ ft, /9; поэтому мы можемъ 
заменить въ уравненш (3) Ап, А(9 черезъ а, |9 и представить его въ виде:
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z 2
Ъ’- -  l

+  (a(x -  x Q) +  P(y -  y 0)) IXXo ууо _  
\ a2 i_ b'2

=  0.
(4)

Если мы оставляемъ оба коэффищента а, /? неопределенными, то оста
ется неопределенною и точка 4, такъ что уравнение (4) представляетъ 
совокупность коническихъ сеченШ, соприкасающихся другъ съ другомъ 
въ точке п.  Въ ихъ числе находится и окружность кривизны.

8. Для того, чтобы найти ее, мы определимъ коэффищенты а, @ 
такъ, чтобы уравнен1е (4) приняло видъ уравнешя окружности. Для этого 
.необходимо и достаточно, чтобы въ уравнеше (4) не входило произве
дете ху,  и чтобы коэффищенты при х 2 и у 2 были равны (§ 62, (2)); 
услов1я эти приводятъ къ уравнешемъ:

аУо , Рх0 _
Ь'2 ' а2 ’

1 -j- ах„ 1 -г  /?_Уо (5)

а- Ь2
Первымъ изъ нихъ определяется отношеше а : /?; или, обозначая черезъ Я 
неопределенный покаместъ множи
тель, имеемъ:

Ях0
а =  —Т ’ аг

Wo.
~ ~ W '  (6)

ураВнеше линш 5 можетъ быть пред-
ставлено въ виде:

х х 0 УУо Хп2 У о2
а- Ъ2 _  а2 Ъ2

9. Этого результата уже доста
точно для того, чтобы съ помощью 

даннаго эллипса построить вторую 
точку пересечешя 4 кривой 5 съ эллип- 
сомъ и самую окружность кривизны, 
если ни одна изъ координатъ х 0, _у0
не исчезаетъ, т. е. если точка л  не является какою-либо изъ вершинъ 
кривой. Действительно, въ уравнешяхъ прямыхъ t и s коэффищенты при 
х  и у  отличаются только знакомъ одного изъ нихъ, такъ что прямая s 
образуетъ съ осью х-овъ уголъ, отличающШся лишь знакомъ оть угла 
прямой t. Такъ какъ, кроме того, эта прямая проходить черезъ точку л ,  
то последняя можетъ быть непосредственно построена, а затемъ остается 
провести окружность, касающуюся / въ точке л  и проходящую черезъ 
точку 4 (фиг. 85).



224§ 81

10. Для аналитическаго опредЪлешя окружности кривизны, опред-Ь- 
ляютъ величину Я, подставляя выражешя (6) во второе изъ равенствъ (5); 
если при этомъ положимъ для краткости

то получимъ:

„ -Ко" ,3 V  

а3 — Ь2 =  с2,

Я -

а —

а2 Ь'2 а

с*хо  0  _  с2у 0 .

а4 Ь2а • 0 = а2 64<т
сл%довательно,

1 +
а2

откуда, пользуясь равенствомъ

. 1 \ J X*2
д2 62<тг  U +  м )

я2 -  Ь
а4 V]>

получаемъ:

далt e :

V  , 3 V _  ,
о I to 11а- о

ах„ _  1 -Ь @Уо____1 .
а2 Ь2 а'-ЬЧ

Х(? Vo2) с- / V Уо2'
а2 b2 ) а -Ь -а \  а2 Ъ2

(7)

(8)

О)

Отсюда уравнеше (4) окружности кривизны принимаетъ видъ:

£-2 ст ( х ~ +  3'2) ~  •* ĵ a +  (a*o +  /tyo)j

— У Г/? +  (a^o +  +  «-«Co H- @Уо — 1 =

или, наконецъ, если воспользоваться еще раза, уравнешекъ эллипса:

г к [ ' ’
2 2 c*jfjf0® , 2 с2у у 0я с2х {? с2у п2 t4 _ |

+ -У а 4 1 б4 а 4-------- = 0 . ( 10)

Если координаты центра кривизны обозначить черезъ £, I/, рал1усъ 
кривизны-черезъ о, то это уравнен1е, по освобожден1и отъ множителя 

1
— > можетъ быть представлено въ вид-fe: а-Ь-о

(х £)'- ( у  //V- - о2, ( 11)
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приравнявъ коэффициенты при первыхъ степеняхъ х  и у  въ уравнешяхъ 
(10) и ( 11), получимъ:

с-х  о3 
а< ’ П =

С2 у  о *  

№
( 12)

Такъ какъ точка х 0, у 0 лежитъ на окружности (11), то

82 = (-*0 ~  f)2 +  СУо— V)27

а изъ равенства ( 12) вытекаетъ:

Х0 — § =  62*0<J, 

y ° - r i  =  а-уа а,

откуда
д2 = а*Ь*о3. (13)

Знаки правыхъ частей въ равенствахъ (12) обнаруживают!., что 
когда точка л  лежитъ въ первомъ квадрант^, центръ кривизны ле
житъ въ ч етвер то м ъ  квадран т^ .

11. Теперь легко ужъ построить центры кривизны для вершинъ, 
которыя мы выше исключили изъ разсмотрЪшя (фиг. 86). Согласно ра- 
венствамъ (12), иско
мый точки 91, 95 им'Ьюгь 
координаты |  =  c2ja, 
q =  0; § = 0, r) =  — c2jb.
Построимъ прямоуголь- 
иикъ О А С  В  со сто
ронами а, b и опустимъ 
на прямую А В  перпен- 
дикуляръ СЭС 95; этотъ 
перпендикуляръ пере- 
сЬчетъ оси въ искомыхъ 
точкахъ 919). ДТйстви- 
тельно, напримЪръ, для 
точки 91, если, поло
жить 091 =  §, изъ по- 
добныхъ треугольниковъ 9l С А и А В С  получимъ: (а — |)  : b =  b : а, 
откуда i  =  (а- — Ь‘) а =  с- а; подобнымъ же образомъ найдемъ, что
ri =  095.

12. Изъ равенствъ (12) можно вывести слфдуюппя:

£»
а

Веб е р ъ . Энциклоо. элемент, геометри. 15



если возвысимъ ихъ въ квадратъ и сложимъ, а загЬмъ примемъ во вни- 
MaHie, что х 0, у 0 удовлетворяютъ уравнешю эллипса, то получимъ:

виситъ отъ х 0, у  о', такъ 
что ему удовлетворяютъ 
все центры кривизны эл
липса; если разсматривать 
величины f, )], какъ коор
динаты переменной точки, 
то равенство (14) явля
ется уравнешемъ некото
рой кривой, называемой 
р азв ер тк о й  эллипса.

Это уравнеше не за-

Фиг. 87

Фигура 87 приблизительно изображаетъ ея форму.

13. Уравнеше (14) имеетъ иррацюнальный видъ, такъ какъ содер- 
житъ кубичесме корни. Для того, чтобы освободиться отъ нихъ, возве- 
демъ прежде всего обе части уравнешя въ третью степень:

Но, согласно равенству (14), имеетъ место соотношеше:

следовательно, наше равенство можетъ быть преобразовано такъ:

Это уравнеше не содержитъ уже знаковъ извлечешя корня. Вы- 
полнивъ въ левой его части возвышеше въ кубъ, можно расположить его 
по степенямъ £ и но мы этого делать не станемъ. Для t  =  0, »/ =  О 
левая часть уравнешя (15) принимаетъ отрицательное значеше, длядоста-

возведя обе части его въ третью степень, получимъ:

(15)
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точно же большихъ значешй г) — положительное. Отсюда мы заклю- 
чаемъ, что левая  часть уравнен1я (15) имЪетъ отри цательное или 
положительное зн ач ен 1е въ зависим ости  отъ того, леж итъ ли 
точка rj внутри р азвер тк и  или вне ея.

§ 82. Касательный и нормали, выходяиця изъ данной точки.

1. Если данъ эллипсъ
уг& V2

( 1)

и произвольная точка р  съ координатами f, г), то можно поставить себе 
задачу—провести касательную къ эллипсу, проходящую черезъ точку р.

Если обозначить черезъ х 0, у 0 
координаты искомой точки касашя, 
то уравнешю касательной въ этой 
точке

1 _  п

должны удовлетворять координа
ты точки р, т. е. должно иметь 
место равенство

|f o  ,ЧУо 
а 2 V

+  ̂ _ 1 = 0 .

Такимъ образомъ, если мы черезъ х, у  снова обозначимъ переменный 
координаты, то уравнете прямой

(2)

должно выполняться для точки л:0, у 0. Но прямая эта перес-Ькаетъ эллипсъ 
въ двухъ точкахъ ; следовательно, сущ ествую тъ  д в е  касательный 
къ эллипсу, п роходяни я ч ер езъ  точку  р.

2. Прямая лишя Р  называется полярой точки р  относительно 
коническаго сечещя Е.

Ее можно легко построить, не пользуясь при этомъ эллипсомъ. 
Въ самомъ деле, если выражеше Р  представить въ виде

то непосредственно ясно, что величины а  =  а~: $ — Ь~:1} представляютъ
собою длины отрезковъ, отсекаемыхъ прямою Р  на обеихъ осяхъ. Такимъ 
образомъ, для того, чтобы, напримеръ, получить а, нужно ПО данном\-

15*
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квадрату а2 построить равновелиюй ему прямоугольникъ, одна изъ сто- 
ронъ котораго имела бы данную длину

3. Обе точки пересечешя прямой Р  съ конйческимъ сЬчешемъ Е 
могутъ быть вещественными или мнимыми. Въ послЪднемъ случай не 
существуетъ вовсе касательныхъ, проходящихъ черезъ точку р\ простое 
созерцаше показываетъ, что это имЪетъ место, если точка р  лежитъ 
внутри эллипса. Если же точка р  лежитъ на самомъ эллипсе, то поляра 
переходитъ въ касательную, т. е. обе точки пересечешя ея съ эллипсомъ 
совпадаютъ.

Этотъ результатъ, полученный непосредственнымъ созерцашемъ, легко 
можетъ быть найденъ и аналитическимъ путемъ, если вычислить дискри- 
минантъ квадратнаго уравнения, которое получается исключешемъ одной 
изъ неизв^стныхъ х,  у  изъ двухъ уравнешй (1) и (2). Но мы не будемъ 
здесь заниматься этими изслЪдовашями.

4. Для того, чтобы получить уравнешя касательныхъ, который можно 
провести къ эллипсу изъ точки р  съ координатами £, Г), разсмотримъ 
пучокъ

Е  -  ЯР2 =  0, (3)

кривыя котораго вс-fe касаются другъ друга въ точкахъ пересечешя 
Е  и Р. Если определить значеше параметра Я такъ, чтобы кривая (3) 
проходила черезъ точку р, то получимъ распадающееся коническое сЬче- 
Hie, именно пару касательн ы хъ  (проходящихъ черезъ р). Если черезъ 
Е0 и Р 0 обозначить значешя выраженШ Е  и Р  въ точке р, то согласно 
равенству (2) Е,  =  Р 0, и уравнеше пары касательныхъ (3) можетъ быть 
написано такъ:

Е Е ,  -  Р 2 =  0, (4 ) '

что въ развернутомъ виде даетъ:

(Щ- УР '  (х £)- ( у - у У2 л

а2Ь2 "  а2 Ь2 ’
ИЛИ

( ( х -  £)Г) -- (у  ■»?)£)- _  (х  -  I)2 _  ( у  -  Г)У2 _  
а - Ь -  а 2 Ьг

Для т о г о , чтобы получить отсюда уравнешя с а м ы х ъ  касательныхъ, 
нужно разрешить еще квадратное уравнеше. Последнее м ы  найдемъ, 
положивъ

У -  V =  t ( x  -  I); (5)

t, такимъ образомъ, является тангенсомъ угла, образуемаго искомой, 
касательной съ осью х-овъ (§ 58, 3). Для t получается квадратное урав
неше
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или
*2( I2 -  а2) -  2 / fij +  ( i f  -  А2) =  0.

Если черезъ tx, U обозначить корни этого уравнешя, то (томъ I, § 50)

_  ч1 _ -  i 2 
Г2 - а 2'

Услов1емъ того, чтобы обе касательный были взаимно перпендикулярны, 
является равенство tx t.2 = — 1, или

Если мы будемъ разсматривать величины д, 7), какъ переменный 
координаты, то это равенство представитъ собой уравнеше окружности, 
чЪмъ доказывается теорема:

Если прямой у го л ъ  п ередвигается такъ, что стороны  его 
постоянно касаю тся н-Ькотораго эллипса съ главными полуосями 
й, Ь, то верш ина у гл а  описы ваетъ  концентрическую  съ элли- 
псомъ окруж ность  р а д 1уса У а 2 -\-Ь*.

Аналогичная теорема имеетъ место и для гиперболы; но въ 
этомъ случае рад1усъ окружности равенъ У  а- — Ь'2, такъ что онъ яв
ляется вещественнымъ только въ томъ случае, если а >  Ь, т. е. если 
асимптоты гиперболы образуютъ острый уголъ.

5. Задача о норм али. Требуется изъ данной точки р  съ коор
динатами £, 7] провести прямолинейный отрезокъ къ некоторой иско
мой точке я  даннаго эллипса такъ, чтобы этотъ отрезокъ въ точке я  
былъ перпендикуляренъ къ эллипсу, т. е. служилъ бы нормалью .

Если х, у  суть координаты точки я,  то онТ прежде всего должны 
удовлетворять уравненш ( 1) даннаго эллипса:

съ другой же стороны, согласно уравнешю нормали въ точке х, у  (§ 78, (7)), 
которое должно выполняться въ точке д, >] имеетъ место равенство:

(6)

с- _  (I -  х ) у  (>} -  V)-V _ rt 
-  b2 а2 ~

Искомая точка или (если ихъ есть несколько) искомыя точки, 
такимъ образомъ, являются точками пересечешя двухъ кривыхъ Е =  0, 
F — 0; а, такъ  какъ  обе эти кривыя суть ко н и ческ1я сеч ею я
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то сущ ествую тъ  четы ре нормали, п роходяии я черезъ  данную 
точ ку р  (фиг. 89).

6 . Кривая Е  =  0 есть данный эллипсъ. Кривая же F  =  0 является 
равносторонней гиперболой, проходящей черезъ точку х  =  0, у  =  О,

т. е. черезъ центръ эллипса Е, и 
черезъ точку х  — §, у  =  г), т. е. 
черезъ данную точку р. Оси коор- 
динатъ относительно этой гипер
болы йм-Ьютъ асимптотическое на- 
правлеше.

Уравнеше гиперболы F  мо- 
жетъ быть переписано въ виде:

Ьгхг) а2у%
/ = * У -

Сй
' =  0, (8)

Фиг. 89

где с2 =  а 2 — b2. Если представить уравнеше /  =  0 въ виде

(х — а) (у — = О,
то а, /? будутъ координатами центра гиперболы, для которыхъ получаемъ 
значешя:

а =  о _  Ь2г>
с1 ’ р с2

Такимъ образомъ, если точка р  лежитъ въ первомъ квадранте, то 
точка а, /? лежитъ въ четвертомъ квадранте, и а всегда больше |.

Та ветвь гиперболы F, которая проходитъ черезъ центръ эллипса, 
должна выйти изъ эллипса въ двухъ точкахъ, изъ коихъ одна лежитъ въ 
первомъ квадранте, а другая—въ третьемъ; вторая же ветвь, въ зависи
мости отъ положешя точки р, можетъ либо встретить эллипсъ въ двухъ 
точкахъ, либо касаться его въ одной точке, либо же пройти вне эллипса, 
вовсе съ нимъ не пересЬкаясь.

Ч ерезъ  точку р  (леж ащ ую  въ первом ъ квад ран те) п р о х о -  

дятъ, такимъ образом ъ , д в е  д ей ствительн ы й  нормали, о с н о в а ш я  

которы хъ  леж атъ  въ п ервом ъ  и въ тр етьем ъ  квадрантахъ .

С ущ ествую тъ такж е еще д в е  д р у ги х ъ  нормали, к о т о р и я ,  

однако, м огутъ  со вп ад ать  и л и  быть м н и м ы м и ; въ томъ с л у ч а е ,  

когда оне д ей ствительн ы , ихъ о с н о в а н 1я леж атъ  в ъ  ч е т в е р т о м ъ  

кв ад р ан те .

7. Для того, чтобы отличить, какой изъ этихъ т р е х ъ  с л у ч а е в ъ  

имеетъ место, мы должны изследовать уравнеше 4-ой степени, о т ъ  ко-  

тораго зависятъ основашя нормалей.
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Это уравнеше 4-ой степени всегда имЪетъ два вещественныхъ корня. 
Два другихъ могутъ быть либо вещественными, либо мнимыми.

Если вместо биквадратнаго уравнешя мы возьмемъ его кубическую 
резольвенту (томъ I, § 87 и 88), то эта последняя въ первомъ случай 
им^етъ три вещественныхъ корня, а во второмъ—одинъ вещественный и 
два сопряженныхъ мнимыхъ корня.

8. Въ качестве кубической резольвенты мы, естественно, выбираемъ 
уравнеше, отъ котораго зависятъ три пары прямыхъ, проходянДя черезъ 
четыре основания. Все эти прямыя действительны, если все четыре основашя 
действительны. Если же два основашя являются сопряженными мнимыми 
точками, то одна пара прямыхъ действительная, две друпя—мнимыя. Нако- 
нецъ, если два изъ основашй 1, 2, 3, 4,—напримеръ, 3 и 4,—совпадаютъ, 
то две пары прямыхъ также совпадаютъ въ одну, а именно — въ пару 
31, 32. Другая же пара состоитъ изъ прямой 12 и касательной въ точке 3.

Если 3, 4 суть сопряженный мнимыя точки, то прямая, ихъ соеди
няющая, д ей стви тел ьн а , но пересекаетъ эллипсъ въ мнимыхъ точкахъ. 
Въ этомъ случае мы имеемъ пару действительныхъ прямыхъ 12, 34. 
Пары 13, 24 и 14, 23 состоятъ изъ мнимыхъ сопряженныхъ прямыхъ.

9. Такимъ образомъ, мы должны теперь изследовать пары прямыхъ, 
содержанДяся въ пучке коническихъ сечешй

2 / +  кЕ  =  О

(томъ I, § 90). Уравнеше этого пучка въ развернутомъ виде предста
вляется такъ:

Я а 2
Я ^  +  2 х у  +  2

b2xi] 
с2

2 а2у$
— г 5 -  к с2

=  О,

и оно выражаетъ, согласно § 74, пару прямыхъ, если определитель

я
1, Ь-П

а2‘ с2

1,
я a - i
ь2 С2

ь-ч — a2i — Я
с- с* '

равенъ нулю. Отсюда для Я получается кубическое уравнеше:

Я3
а-Ь- +  Я

2а-Ь-Ь]
=  0,1 т
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или же, если разделить его на ab и положить Я : ab  =  и:

„ . (а 2£2 Ь 2г)'2 \  2 аЬ§1)

“ + “ b f + - / - 1 J+ - / J = 0 - (5)

Теперь легко составить дискриминантъ этого уравнешя.
Согласно §§ 83, 85 тома I, относительно вещественности корней 

этого уравнешя нужно различать сл-Ьдуюгще случаи:

если , b W  Л 3 , о7 ^ 31У
С« +  С4 / +  <*

<  0 : три вещественныхъ корня, 

=  0 : два равныхъ корня,

>  0 : одинъ вещественный корень.

Но выражеше, знакъ котораго здЬсь принимается во внимаше, въ 
точности представляетъ собою лТвую часть уравнешя эволюты, которая, 
согласно § 81, 13, для точекъ внутри эволюты им-Ьетъ отрицательныя 
значешя, а для точекъ вн-fe ея — положительныя: такимъ образомъ, нами 
доказано предложеше:

И зъ  точки , леж ащ ей внутри  эволю ты , исходятъ  четыре 
нормали къ эллипсу, изъ  точки  на эволю т-fe -тр и  нормали, а 
изъ точки, леж ащ ей  вн-fe эволю ты , — то лько  д в -fe.

§ 83. Аналитическая сферика.

1. M3cafeaoBaHia первой и четвертой частей сферической тригоно- 
метрш неоднократно давали возможность усмотр-feTb далеко проникающую 
аналопю между сферикой и планиметр1ей. Вопросъ теперь заключается 
въ томъ, можетъ ли эта аналога быть выведена аналитически.

И  д-Ьйствительно, при искусномъ выбор-fe системы координатъ по

лучается поразительное совпадете формулъ аналитической геометрш на 
плоскости и соотв-Ьтствующихъ формулъ „аналитической сферики“, осо

бенно если каждыя дв-fe противоположный точки шара разсматривать, 

какъ одну „точку" (ср. § 10, 2 ) . Аналитическая сферика является въ 
этомъ случа-fe точнымъ воспроизведешемъ аналитической геометрш на 

плоскости.

Въ посл-Ьдую щ емъ р а д 1усъ ш ара мы будем ъ считать равнымъ 
еди ни ц -fe. О круж ность больш ого  круга мы будем ъ назы вать „сфе
рической прямой", такъ  какъ  она является сф ерическим ъ ана- 
логом ъ прямой.

Обь ynrfe между сферическими лучами мы будемъ говорить въ 
обычномъ смысл-fe этого слова, сл%довательно, не въ согласш съ опре-
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д-Ьлешями § 38, 8. Поэтому н%тъ также надобности здесь присваивать 
каждой окружности большого круга определенное направлеше.

Въ качестве „осей координатъ" мы выберемъ две взаимно перпен
дикулярный сферичесшя прямыя и одну изъ точекъ ихъ пересечешя 
будемъ называть „начальной точкой" О. Мы определимъ дальше поло
жительное направление абсциссъ 
ОХ и положительное направлеше 
ординатъ OY, при чемъ точки X  
и Y отстоять отъ О на одинъ 
квадрантъ (фиг. 90).

Обозначимъ черезъ Р  произ
вольную точку шара. Изъ точки Р 
мы опустимъ сферичесше перпен
дикуляры PQ =  г)' и РР  =  на 
„оси координатъ" и положимъ, 
принимая во внимаше знаки дугъ:

OQ = g, O R  =  rj.

Подъ „сф ерическим и ко
ординатами" х, у  точки Р  мы 
разумеемъ тр и го н о м етр и ч еск 1е тангенсы  дугъ  |  и г), такъ  что

*  =  t g £ ,  у =  t g Г).
При этомъ, согласно чертежу,

£ =  <  OYQ, ч  = ■ OXR.

Для того, чтобы соответствие между координатами и точками было 
однозначнымъ, мы, принимая во внимаше, что tggr =  tg (лг-(- qr), должны огра
ничиться интерваломъ — „т/2 ^  |,  лг'2; выражаясь геометрически,
мы занимаемся геометр1ей полушар1я. На нашемъ чертеже мы разсма- 
триваемъ лишь передн ее no.ayiuapie.

Тогда каж дой п ар е  зн ач ен 1й х, у  между — ос и - f o e  отве- 
чаетъ одна и то л ьк о  одна точка п олуш ар1я, и наоборотъ .

Окружность большого круга X, Y, — X, — Y образуетъ границу 
разематриваемой области и поэтому играетъ роль безконечно удаленной 
прямой. Связь между величинами с и съ одной стороны, ц и ц , 
съ другой, устанавливается формулами (§ 52, (6)):

t g | '  =  cos i; tgc, tg r»/ =  cosctg  ц. ( 1)

2. Пусть некоторая сф ерическая прямая образуетъ съ сфери
ческою осью д'-овъ уголъ с/ и отсекаетъ на „осяхъ координатъ"

Y

-Y
Фиг. 90
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отр%зки а и /?. Если Р  {ху} есть точка сферической прямой, то имЪемъ: 

tg£  tg г)' tg г} cosl
tg(p

или

или

sin a  sin (а — £) sin а  cos cos a sin f

sin а  sin а co sa tg §
tg/? tgr?

tg !  . tgv

tg4

=  1.

Если положить:
tg a  1 tg£  

tg a  =  a, tg£  =  b,

то уравнен!е сф ер и ч еско й  прямой получится въ вид-fe:

-  +  T  =  Lа о (О)

Если сферическая прямая проходить черезъ постоянную точку Р, {х^ух), 
то ея уравнеше им^етъ видъ:

х -  х х у  - у I
=  0. (Gi)

Уравнеше (G) является линейнымъ относительно х  и у.  Наоборотъ, 
каждое линейное относительно х  и у  уравнеше представляетъ сфери

ческую прямую. Въ самомъ д%л%, общее 
линейное уравнеше р х  -f- qy — г =  0 при- 
нимаетъ видъ (G), коль скоро положить 
pir  =  а, и qjr =  b.

Поэтому и уравнеше сферической 
прямой, проходящей черезъ ABt точки 
Р х и Р.,, въ точности совпадаетъ съ ана- 
логичнымъ уравнешемъ на плоскости:

У ~ У \  = 7 ~ ~  у  (х  -  x i)■ (°->)Л j Ло
3. С ф ерическим ъ эллипсомъ (ги

перболой) н азы вается  геометриче
ское MtcTO точекъ , сф еричесю я р а з с т о я т я  которы хъ р, о' отъ 
д вухъ  постоянны хъ то ч екъ  /  и / '  („ ф о к у со в ъ “) имЪютъ посто
янную сумму (разность) 2 а.

Для того, чтобы получить уравнеше этихъ кривыхъ, мы возьмемъ 
фокусы на сферической оси -v-овъ въ равномъ разстоянш отъ начала О; 
при этомъ положимъ

Of  — O f  =  е.



Мы разсмотримъ сначала сф е р и ч ес к и  эллипсъ. Построивъ на дугЬ 
/ / '  равнобедренный сферичесюй треугольникъ съ ребрами р =  р' =  а, 
мы получимъ точку 5  на этомъ эллипсЬ. Высоту SO  треугольника обо- 
значимъ черезъ /?. Дугу 2 а называютъ „большой осью“ сферическаго- 
эллипса, а дугу 2/3 — его „малой осью“.

Согласно § 52, (1):

cos/9 =
cos а .------ J
cose (2)

возвышая обЪ части этого равенства въ квадратъ и выразивъ квадраты 
косинуса, согласно § 26, (5), черезъ тангенсъ, получимъ:

ДалЪе:

tg2e tg2 а — tg2/3 
l +  tg2,9

cosp' =  COST)' cos(s — £), 
cosp =  cost]' cos(e +  £).

Пользуясь обозначешями:

p -f- p' =  2 a, p — p' =  2<5,

(3)

(4)

изъ равенствъ (4), на основании § 29, (5), выведемъ соотношешя:

|(cosp  +  cosp') =  cosa cos (5,
, , cose cos £

^(cosp +  coso ) =  cost] cose cos§ =  — = ,
V  l+ tg 2p'

„ cose cost 
cosa coso =  —7= = r .

l / l + t g 2p'

откуда, согласно (1) и (2):

cos/?cos<5 —
COS

V  1 +  COS“ £■ tg “ 'P ’ COS-/? COS2(3 

(1 +  tg2^  (1 +  tg2<5) =  1 +  tg21 +  tg V

=  1 +  tg2f - f t g 2p,

(5)

Выразимъ теперь д черезъ а  и £. Изъ равенства (4), на основанш 
§ 29, (5), вытекаетъ:

cosp — cosp' =  — 2 sina sin(5 =  — 2 cosp' sine sin |, 

cosp -f- coso' =  2cosacos(5= 2 cosp'cosecos|.

РаздЪливъ одно равенство на другое, получимъ:
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откуда, согласно соотношению (3):

tg2b& tg2q - t g 2ff 
ё tg2a  1 +  tg-jj

Поэтому лЪвая часть равенства (5) можетъ быть преобразована такъ: 

(1 +  tg2/?) (1 +  tg2<5) =  1 +  tg*p +  tg2f  -  tg2̂ 2~  

и изъ равенства (5) теперь слЪдуетъ:

V v -w -S & fP ;
такимъ образомъ, мы приходимъ къ у р а в н е н ш  сф ер и ч ескаго  эллипса

tg2£ , tg2ij
tg2a  1 tg*/? =  1,

или
v-2 V2

_  Л-У- =  1 
a  2 ^  b°- '

(£)

при чемъ мы полагаемъ

tg a  =  a, tgjS =  Ь.

Аналогичнымъ путемъ получается и уравнен1е сферической 
гиперболы

Е . _ У _  __ ,
о* Ь2 ~ ( Н )

Но въ этомъ случай b (или (9) не поддается геометрической интер- 
претацш. Поэтому величину 2,3 называютъ не малою, а „мнимою осью".

4. Мы переходимъ теперь къ и зсл Ъ д о ван ш  уравнен1я (£). 
Такъ какъ въ него величины л: и у  входятъ только во второй степени, 
то сферичесюй эллипсъ сим м етриченъ относительно осей координатъ. 
Съ другой стороны, такъ какъ лЪвая часть уравнешя (£) является суще
ственно положительной величиной, то сферичесюй эллипсъ представляется 
замкнутой кривой, ц%ликомъ содержащейся въ сферическомъ прямоуголь
н и к  съ вершинами въ точкахъ (а, b ), (— а, Ь), (а, — Ь), (— а, — Ь).

Равнымъ образомъ легко вид-Ьть, что эллипсъ симметриченъ отно
сительно точки О. Она называется ц ен тром ъ  эллипса, а концы осей — 
его верш инами.

Если отбросить ограничеше, выражаемое двумя соотношешямн 
— я / 2 ^ | ,  2, то окажется, что уравнешю (£) удовлетворяют!,
еще точки, д!аметрально противоположный гЬмъ, который до сихъ порт
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разсматривались. Въ этом ъ  случай вся кривая (Е) состои тъ  и зъ  
двухъ д 1ам етрально  п р о ти в о п о л о ж н ы х ^  но зам кнуты хъ и сим- 
метричныхъ о тн оси тельн о  осей коорди натъ  вЪтвей Е  и Ех.

При этомъ для вктви Ех не имЬетъ мЪста равенство д +  р' =  2 а, 
но, что геометрически очевидно, д д '  = 2 л  — 2а. Это обстоятельство 
обусловливается гЬмъ, что при составлении уравнешя мы разсматриваемъ, какъ 
постоянную величину, не 2 а, a cos 2 а.
И здксь мы можемъ, однако, избежать 
раздклешя на два случая, если мы самое 
опредклеше сведемъ къ тому, чтобы 
cos(p +  (?) =  const.

5. Вктвь Ех можно также разсматри- 
вать, какъ первоначальную; она имкетъ 
при этомъ свои фокусы / j  и f x и свой 
центръ Оа; за f x мы принимаемъ точку, 
д1аметрально противоположную точкк/ ,  а 
за/ /  — точку, противоположную точкк/ .

Пусть теперь А будетъ некоторая 
точка эллипса Ех (фиг. 92). Проведемъ 
изъ ф о ку со въ /и /,' черезъ точку А  лучиf A  =  g' иf x A =  дх.Такъкакъ точки 
/  и / j  д!аметрально противоположны, то каждый большой кругь, прове
денный черезъ точки А и / ,  проходитъ также и черезъ точку f x. Поэтому:

л  = f f i  — f A  +  A /i =  8 +

Ho A fx — 2 a  — A f x =  2 a  — откуда

o' — gx =  л  — 2 a = 2 a  =  const.

Такимъ образомъ, если разсматриваемый шаръ (фиг. 91) повернуть 
такъ, чтобы точки / \  и /  оказались на переднемъ полушарш, и снова 
ограничиться разсмотркшемъ лишь этого послкдняго, то кривая сведется 
тогда къ двумъ ограниченнымъ вктвямъ, представляющимъ половины 
прежнихъ вктвей Е  и Ех; фокусами же будутъ точки / , '  и / .  Полученная 
кривая является геометрическимъ мкстомъ точекъ, разстоян!я ‘которыхъ 
отъ фокусовъ /  и / /  имкютъ постоянную разность 2 а.

Такимъ о б р азо м ъ , сф е р и ч е с к и  эллипсъ мож но такж е раз- 
сматривать, какъ  сф ерическую  гиперболу съ ф окусами въ точ- 
кахъ /  и f x . Б ольная  оси дополняю тъ д р у гъ  друга до 2 л .

Такъ какъ окружность, ограничивающая разсматрнваемое полушар1е, 
согласно заключежю п. 1, отвкчаетъ безконечно удаленной прямой, 
то сф ерическая ги п ер бо л а  аналогична плоской такж е и в ъ т о м ъ

Фиг. 92
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отнош енш , что она, такъ  сказать , п ро сти р ается  до безконеч- 
ности .

6 . К асательной къ сферической кривой является сферическая 
прямая, имеющая съ кривой двЪ совпадающихъ общихъ точки.

Для того, чтобы вывести у р ав н еш е  касательн ой  къ сфериче
скому эллипсу или гипербол-fe, мы сначала составимъ уравнеше секущей, 
а затЪмъ допустимъ, что крайшя ея точки совпадаютъ.

Уравнеше сферической прямой, проходящей черезъ точки х ь у х и 
х 2, у.2, согласно п. 2, им-Ьетъ видъ:

У ~ У \  =  (х  ~  ■*:)• (° 2)

Такъ какъ обЪ эти точки лежать на кривой Е, то

Ь2

у.У =  Ь2 —

откуда помощью вычиташя получаемы

У1 — У.2 __ __ X, +Хр
* 1 —хг ~  а2 ' У 1 +У2

Въ качеств^ уравнешя хорды, принимая во внимаше (G3), получаемъ 
равенство:

У - У  i =  -
Ь*
а3

х г +  Х о  

'у±  +Уй
( х - х х).

Для того, чтобы перейти къ касательной, положимъ х 1 =  х2; пре
дыдущее равенство принимаетъ видъ:

х^ 1 , У У 1 =  ху _ , У 22 
а2 "1“ Ь* а 2 ^  '

Пользуясь уравнешемъ (F), мы приходимъ къ сл-Ьдующему урав- 
неш ю  касательной  къ сф ерическом у  эллипсу:

^ ^ У У у  _  ,
а2 1

Аналогично этому получается уравнеше касательн ой  къ сфери
ческой гиперболЪ :

x x i УУх _  1 
а2 Ь°-

ДЪйствительно, уравнешя' эти представляютъ сферичесюя прямыя, 
•им^кищя, соответственно, съ эллипсомъ или гиперболой лишь одну об
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щую точку x v у и такъ какъ имъ удовлетворяютъ только координаты 
одной этой точки соответственной кривой.

7. При е =  0 точки /  и / '  совпадаютъ съ точкой О, и изъ ра
венства (6) вытекаетъ, что д = д', такъ что <5 =  0. Кривая (Е) перехо
дить въ некоторую кривую (К), точки которой имеютъ отъ точки О 
постоянное сферическое разстояше. Кривая (К), такимъ образомъ, является 
окружностью съ сферическимъ центромъ О (§ 39, 12) и съ сферическимъ 
рад1усомъ а. Уравнеше ея имеетъ видъ:

х ' у2 ___ и _  =  1 (К)

Уравнеше [К), впрочемъ, легко можетъ быть выведено также непо- 
'средственно изъ определешя окружности, какъ кривой, точки которой отъ 
центра О имеютъ постоянное сферическое разстояше. Мы немедленно 
получаемъ:

cos2a =  cos2?/ cos2§,

откуда, принимая во внимаше соотношешя ( 1), выводимъ уравнеше {К)-

8. Сопоставляя уравнешя (£) и (К):

х-
-----=  1а2+ Й2 ’ (£)

X2
а2 (Ю

лы усматриваемъ, что ордината у  точки окружности относится къ орди
нате точки эллипса, лежащей на одномъ съ нею перпендикуляре къ оси 
абсциссъ, какъ а къ Ь.

Каждой т о ч к е  окруж ности  о тв еч аетъ  точка эллипса съ та
кою же абсциссой  и съ ординатой, которая получается, если 
укоротить о р д и н ату  точки  окруж ности  въ отнош енш  b : а.

9. Представимъ себе теперь поверхность шара двойной и обозначимъ 
доверхности, въ которыхъ лежатъ эллипсъ и окружность, соответственно, 
черезъ а и а. Тогда, обобщая сказанное выше, мы можемъ каждой 
точке А поверхности а отнести некоторую точку А поверхности а, 
укорачивая ординату точки А указаннымъ образомъ.

Что при этомъ „преобразований отвечаетъ на поверхности а не
которой сферической прямой / поверхности о?

Пусть равенство

т т

<будетъ уравнешемъ прямой /.
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Если мы для того, чтобы получить соответствующее изображеше 
на поверхности о, положимъ:

то придемъ къ уравнешю

-  -  bх =  х, у  =  —у,

т ап  .

которое также представляетъ сферическую прямую.

Т аким ъ о б р азо м ъ , сф ерическая  прямая при указанномъ 
п р е о б р а з о в а л и  снова п ер ех о д и ть  въ сф ерическую  прямую. По
этому, въ соотв 'Ь тств1и съ п лан и м етр 1ей, мы назовем ъ это пре- 
о б р а зо в а ш е  колли неаш ей .

Каждая точка „оси х-овъ“ отв^чаетъ самой себе. Отсюда выте- 
каетъ теорема:

Каждая сф ерическая прямая п о вер х н о сти  а пересЪкаетъ 
со о тв етств у ю щ у ю  ей прямую  п оверхн ости  а на оси хг-овъ.

10. Легко видеть, что „безконечно удаленные образы" — именно, 
окружности, ограничивавшая полушар1я о и о, отвечаютъ другъ другу 
въ поверхностяхъ о и о. Въ соответствш съ планиметр1ей, мы можемъ 
поэтому сказать:

Р азсм атри ваем ая нами к о л л и н еаш я х ар актер и зу ется  ближе, 
какъ  „аф ф инное" п р е о б р а зо в а н 1е *.

11. Для очень малыхъ значешй § и г} можно положить tgg = £ и 
tg?7 =  г) и одновременно съ этимъ разсматривать дуги g, tj, какъ пря
молинейные отрезки, исходяпйе изъ точки О и лежаипе въ касательной 
плоскости. Если применить сказанное къ уравнешямъ (Е) и (Н), то 
придемъ къ теореме, что сферичесшя коничесюя сечешя, который очень 
малы по сравнешю съ поверхностью шара, могутъ быть разсматриваемы, 
какъ плоск1я коничесюя сечешя. Въ частности, этотъ случай осуще
ствляется, если шаровая поверхность имеетъ безконечно-большой ра- 
д1усъ, т. е. становится плоскостью. Итакъ, имеетъ место теорема:

П л о ск 1я коническ1я сечен1я п ред ставл яю тъ  собой предель
ный случай сф ерически хъ  ко н и чески х ъ  с е ч е н 1й для шара безко- 
н ечно-больш ого paa iyca .

* Более обстоятельное изложеше аналитической сферики можно найти у 
Гюбнера (Hiibner), „Ebene und raumliche Geometrie des Masses и. s. w.“, Teubner, 1805.



ГЛАВА VIII .

Точки, плоскости и прямыя въ пространств^.

§ 84. Основные образы геометрш пространства.

Въ геометрш пространства мы принимаемъ вей аксюмы планиме- 
трш, включая и аксюму о параллельныхъ лишяхъ; мы хотимъ показать, 
что можно установить поняВе объ измйренш и теоремы о конгруэнтности 
въ пространств^ безъ введешя новыхъ аксюмъ. Это было указано еще 
Гильбертомъ въ его „Основашяхъ геометрш" (2-ое изд., стр. 15). Въ 
новыхъ учебникахъ (въ томъ числй и у Бальцера) это не достаточно 
строго проведено, и заключешя становятся понятными лишь при введении 
еще одной аксюмы, относящейся къ пространству.

Различ1е между правымъ и лйвымъ, которое въ случай прямой 
или плоскости можетъ быть уничтожено перемйщешемъ наблю дателя, 
въ пространств^ уже не можетъ быть сглажено и потому играетъ въ 
пространств^ значительно болйе важную роль.

1. Основными образами геометрш пространства являются точка, 
прямая и плоскость .

а) Каждыя двй  точки оп редйляю тъ  соединяю щ ую  ихъ 
прямую.

. Ь) Прямая и точка, не леж ащ ая на этой прямой, опредй- 
ляю тъ плоскость .

c) Три точки , не леж ания на одной прямой, оп редйляю тъ  
плоскость.

d) Д вй  прямыя, имйюнДя одну общ ую  точку, оп редйляю тъ  
плоскость , въ к о то р о й  содерж атся обй прямыя.

e) Д вй прямыя, лежащ1я въ одной плоскости, либо имйю тъ 
одну общ ую  точку, либо же взаимно параллельны .

Двй прямыя, которыя не имйютъ общей точки и не параллельны, 
т. е. не лежатъ въ одной плоскости, называются „скрещ иваю щ имися".

B e 6 в р ъ . Энцнклоп. элемент, геометрш 16
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f) Две плоскости , имею щ ая общ ую  точку, опред-Ьляютъ 
прямую —л и н т  ихъ п ер ес еч еш я .

g) Д в е  плоскости , не им екпщ я ни одной общ ей точки, 
назы ваю тся параллельны ми.

h) П лоскость  и прямая, не леж ащ ая въ этой  плоскости, 
имЬю тъ не б о л е е  одной общ ей  точки . Если плоскость 
и прямая не имЪютъ об щ и хъ  точекъ , то онЪ называются 
параллельны ми.

2. Т еоремы :
a) Две параллельны й п лоскости  а, /? п ер есекаю тся  третьей 

п лоскостью  у, п ро х о дящ ей  ч ер езъ  н еко то р у ю  точку 
п ло ско сти  а и н е к о т о р у ю  то ч ку  п лоскости  /?, по двумъ 
параллельны м ъ прямымъ а, Ь.

Действительно, если бы прямыя а, Ь, лежацря въ плоскости у, не 
были параллельными, то оне должны были бы иметь точку пересечешя, 
которая лежала бы одновременно и въ плоскости а  и въ плоскости /?.

b) Ч е р езъ  точку  А, не леж ащ ую  въ данной плоскости а, 
можно провести  не б о л ее  одной плоскости , параллель
ной плоскости  а.

Если бы существовали две ташя плоскости /?, у, то можно было 
бы провести черезъ точку А и произвольную точку В  плоскости а не
которую плоскость е. Если обозначить черезъ а, Ь, с прямыя пересечешя 
плоскости е съ плоскостями а, /?, у, то прямыя а, b были бы параллельны 
прямой с. Такимъ образомъ, въ плоскости е были бы проведены черезъ 
точку А две прямыя, параллельный прямой с, что противоречить изве
стной аксюме плоской геометрш.

Черезъ точку А, не лежащую въ плоскости а, можно провести 
сколько угодно прямыхъ, параллельныхъ этой плоскости. Действительно, 
если черезъ точку А  и произвольную точку В плоскости а проведемъ 
плоскость £, то она пересечетъ плоскость а по некоторой прямой а ; 
вместе съ темъ прямая, проведенная въ плоскости е черезъ точку А 
параллельно линш а, будетъ параллельна и плоскости а.

c) Д ве  прямыя а, Ь, проведенны я ч ер езъ  точку А парал
лельно п лоскости  а, о п р ед ел я ю т ъ  п лоскость , параллель
ную п лоскости  а.

Если бы мы допустили, что плоскость (а, Ь) не параллельна пло
скости а, то эти плоскости пересекались бы по некоторой прямой с. 
Последняя должна была бы пересечься, по крайней мере, съ одной изъ 
прямыхъ а, Ь, и та изъ этихъ прямыхъ, съ которой пересекалась бы пря
мая е, не была бы параллельна плоскости а.
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ЗамЪтимъ, что всякая другая проходящая черезъ точку А прямая с, 
параллельная плоскости а, должна лежать въ плоскости (а, Ь \  ибо въ 
противномъ случай существовало бы бол-fee одной плоскости, проходящей 
черезъ точку А  и параллельной плоскости а.

Такимъ образомъ, теорема Ь) можетъ быть пополнена:

d) Ч ер езъ  то ч ку  А  в сегд а мож етъ быть проведена одна 
и то лько  одна п лоскость  /?, параллельная данной пло
скости  а, не содерж ащ ей точку А. Каждая прямая, прове
денная въ плоскости  (3, параллельна плоскости а, и каж
дая прямая, п роведенн ая черезъ  какую-либо точку пло
скости  (3 параллельно  плоскости  а, леж итъ вся въ пло
скости  /9.

e) Если а и Ь суть д в -fc параллельный прямыя въ плоскости  
а, А  есть  точка, не леж ащ ая въ плоскости а, то дв-fe 
плоскости  А а, АЬ  перес-Ькаются по прямой с, которая 
п араллельна как|ъ прямой а, такъ  и прямой Ь.

Въ самомъ д-Ьл-fe, если бы прямая с пересЬчешя плоскостей А а  н АЬ 
перес-Ькла бы плоскость а въ н%которой точк-fe, то эта точка должна 
была бы лежать какъ на прямой а, такъ и на прямой Ь, между гЬмъ 
какъ эти дв-fe прямыя вовсе не имЪютъ общей точки.

Въ иныхъ выражешяхъ эта теорема можетъ быть формулирована 
сл-Ьдующимъ образомъ:

f ) Если д в -fe прямыя параллельны  третьей , то O H f e  парал
лельны такж е и между собою .

ДЬйствительно, согласно аксюм-Ь п л ан и м етр а , черезъ точку А 
можно провести одну и только одну прямую, параллельную прямой а. 
Тогда а\\Ь и а\\с  и, согласно е), b || с.

g) Д в-fe п лоскости  а и /9, параллельный третьей  плоскости  у, 
параллельны  между собою .

Если бы плоскости а, [3 перес-Ьклись по н-Ькоторой прямой е, то ' 
черезъ какую-нибудь точку этой прямой мы провели бы плоскость е, 
перес-Ькающую плоскость у. Плоскости а, /9, у были бы перес-Ьчены по 
прямымъ а, Ь, с, которыя, согласно а), должны были бы быть взаимно 
параллельными, между гЬмъ какъ прямыя а, b пересЬкались бы на 
прямой е.

Относительно пересЬчешя трехъ плоскостей мы можемъ, дал-fee, раз
личать сл-Ьдуюгще случаи:

а) Три п лоскости  п р о х о дятъ  черезъ  одну прямую; OHfe  

им-Ьютъ безконечное множество точекъ пересЬчешя.
is*
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/?) Три п лоскости  параллельны ; онЪ вовсе не имЪютъ точекъ 
перес%чешя.

у) Дв-Ь изъ  нихъ параллельны ; онЪ пересекаются третьей пло
скостью по параллельнымъ прямымъ, три плоскости не имЪюгь 
точекъ пересЪчещя.

0

й) Т ретья п лоскость  п араллельна лиш и пересЪ чеш я пер- 
выхъ двухъ . Въ.этомъ случае все три линш пересЬчешя трехъ 
плоскостей, попарно взятыхъ, взаимно параллельны. Три плоско
сти вовсе не имеютъ точекъ пересечешя.

. е) Т ретья п лоскость  п е р е с е к а е т ъ  прямую  п ересечеш я пер- 
-вы хъ двух,ъ п лоскостей  въ н ек о то р о й  точке. Эта точка 
принадлежитъ всемъ тремъ плоскостямъ и является точкой ихъ 
пересечешя. Три прямыя, по которымъ эти плоскости попарно пе
ресекаются, проходятъ черезъ эту точку и не лежать въ одной 
плоскости. Три плоскости образуютъ трегранны й уголъ.

3. Если мы разсмотримъ три прямолинейныхъ отрезка, исходящихъ 
изъ одной точки, обозначимъ ихъ въ определенномъ порядке цифрами 
1, 2, 3 и представимъ себе этотъ „треножникъ“ движущимся,—однако, съ 
темъ ограничешемъ, что при непрерывномъ перем-Ьщенш ни одинъ изъ 
отрезковъ не долженъ переходить съ одной стороны плоскости двухъ 
другихъ на другую, то мы должны будемъ различать два рода этихъ тре- 
ножниковъ (или нумеращй), такъ, что каждая изъ этихъ системъ можетъ 
быть приведена въ совпадеше съ системой того же рода, но не можетъ 
совпасть съ системой другого рода. На этомъ основанш различаюгь 
п р аво сто р о н ш я и л ^ в о ст о р о н ш я  системы, примерами которыхъ 
(наилучше выясняющими дело) могутъ служить три свободно выпрямлен- 
ныхъ пальца — большой (1), указательный (2), среднШ (3) —правой и 
левой рукъ.

Четыре грани или четыре вершины правильнаго тетраэдра могутъ быть 
обозначены цифрами 1, 2, 3, 4 различными способами, распадающимися на 
два типа, при чемъ два обозначешя одного и того же типа могутъ быть 
приведены въ совпадеше съ помощью вращешя и перенесешя тетраэдра, два 
обозначешя различныхъ родовъ не могутъ быть приведены въ совпадете-

Можно вершины 1, 2, 3 тетраэдра заставить совпасть съ вершинами 
1', 2', 3' конгруэнтнаго съ нимъ тетраэдра, и тогда вершина 4' либо 
совладеть съ вершиной 4, либо будегь служить ея отражешемъ.

XHMia пользуется этими идеями (въ стереохимш) для объяснешя 
нЪкоторыхъ явлешй, въ которыхъ проявляется противоположность между 
правымъ и лЪвымъ направлешями, какъ, HanpHMtpb, вращешя плоскости 
поляризащи свЪта въ томъ или въ другомъ направленш.



245 § 85

Движете тела, слагающееся изъ поступательнаго движешя въ опре- 
деленномъ направленш и вращешя вокругъ оси, параллельной этому 
направлешю, называется винтовы м ъ д ви ж етем ъ .

Путь, пройденный какой-нибудь частью движущагося тела (напри- 
м'Ьръ, точкой, не лежащей на оси), называется винтомъ (въ геометри- 
ческомъ смысле слова). Различаютъ правосторонняя и л ев о сто р о н ш я 
винтовыя дви ж еш я. Правостороннимъ винтовымъ движешемъ называется 
такое, при которомъ вращеше для наблюдателя, расположеннаго вдоль по 
оси, происходитъ передъ его глазами справа налево.

Правостороннимъ винтовымъ движешемъ является каждое непринуж
денное движете правой руки, папримЪръ, если я протягиваю пр)ятелю руку, 
соответствующее движете л-Ьвой руки явится левостороннимъ винтовымъ 
движешемъ. Въ правую сторону закручивается большинство винтовъ, 
встречающихся въ повседневной жизни, пробочники, большинство раковинъ 
улитокъ (существуютъ, однако, породы, завиваюншся въ левую сторону), 
большинство вьющихся растешй.

Линейный электрическШ токъ въ окрестности своего пути обра
зуете магнитное поле, вращеше котораго вместе съ движешемъ тока со- 
ставляетъ правостороннее винтовое движете (Амперово правило пловца) 
(т. Ш, § 40).

§ 85. Углы.

1. Для того, чтобы дать определеше угла между двумя скрещи
вающимися прямыми а, Ь, проведемъ черезъ какую-нибудь точку С две 
прямыя СА, СВ, соответственно парал
лельный а, Ь. Уголъ (въ плоскости) - ^ А С В  
называютъ угломъ между прямыми а, Ь.
Следующее простое разсуждеше обнару
живаете, что это определеше не зависите 
отъ выбора точки С (фиг. 93):

Возьмемъ вторую точку С  и соеди- 
нимъ ее прямой съ С. Затемъ сделаемъ

отрезокъ С  А '  равнымъ и параллельнымъ отрезку С А,

C W  п СВ

и проведемъ прямыя АЛ', В В'. Эти прямыя параллельны С С  и, следо
вательно, (согласно § 84, 2. f) параллельны также одна другой. Такъ какъ, 
сверхъ того, оба эти отрезка равны отрезку С С ,  то они равны между 
собой и фигура А А' В 'В  является параллелограммомъ. Следовательно, 
A B siA 'B '  и , \А В С  конгруэнтенъ _\ А 'В 'С ,  такъ что и

<£АС В ^  А 'С  В

С  б “

Фиг. 93



2. ДвЪ плоскости а, (3, пересйкаюиляся по некоторой прямой с, 
дЬлятъ пространство на 4 части, называемыя д вугранн ы м и  углами.

Чтобы получить Mtpy двуграннаго угла возставляютъ въ произволь
ной точк± С прямой с пересЪчеш'я плоскостей а и /? въ этихъ плоскостяхъ 
перпендикуляры къ прямой с (СА  и С В  на фиг. 94) и принимаюсь за 
м±ру двуграннаго угла  плоск/й уголъ А СВ.

Подобно тому, какъ это было сделано въ пункт'Ь 2, можно y6t-  
диться въ томъ, что эта м^ра не зависитъ отъ выбора точки С. Если уголъ

А С  В  прямой, то говорятъ, что 
плоскости а, /? взаимно пер
пендикулярны.

3. Нормали и нормаль
ный плоскости. Проведемъ въ 
плоскости А В С  (фиг. 94), ко
торую мы будемъ обозначать 
буквой е , произвольную пря
мую C D ; она также будетъ 
перпендикулярна къ лижи с. 

Д л я  того, ч т о б ы  в ъ  эт о м ъ  убедиться, возьмемъ на прямой с двФ точки 
Р  и Q  н а  р а в н ы х ъ  разстояшяхъ отъ точки С  и соединимъ А  съ В . Тогда

Д  А С Р  ^ A A C Q ,  

Д В С Р  ^ & B C Q ,

такъ к а к ъ  у  эт ихъ  греугольниковъ равны дв£ стороны и содержаииеся 
м еж ду ни м и  у г л ы  — прямые углы при С  (I-ая теорема о конгруэнт

ности г р е у г о л ь н и к о в ъ ) .  С л е д о в а т е л ь н о , A P  =  A Q ,  B P  =  B Q ,  А В  =  А В ;  

вм ест е с ъ  т ем ь

А  А В Р  з ;  A B Q  (Ш -я  теорема о конгруэнтности треугольниковъ). 

С л е д о в а т е л ь н о ,

<  Р А В  ш  Q A B ,

такъ что

A  P A D  ^  Q A D ,

от куда

P D ^ Q D ;

A P D C ^ Q D C  (III-я т ео р ем а  о  к о н г р у эн т н о ст и  тр еугол ьн и к ов ъ );  

сл е д о ва те л ьн о ,
ZDCP^^DCQ,

т а к ъ  ч то  к а ж д ы й  изъ этихъ у г л о в ъ  оказывается прям ы м ъ.
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Въ виду этого свойства плоскость е носитъ назваше перп ен ди ку
лярной или норм альной  къ прямой с. Каждая прямая, лежащая въ этой 
плоскости, даже если она не проходитъ черезъ точку С, перпендику
лярна къ с.

Такъ какъ въ качествй прямой с можетъ быть взята произвольная 
прямая, то изъ сказаннаго вытекаетъ теорема:

a) Ч ер езъ  каж дую  то ч ку  данной прямой мож етъ быть про
веден а одна и только одна нормальная къ ней плоскость.

Прямая с называется нормалью къ плоскости е въ точкй С; 
относительно нормали имЪетъ мйсто теорема:

b) Въ каж дой  точк4> С данной плоскости е мож етъ быть 
возставл ен а  одна и только  одна нормаль къ плоскости.

Что изъ точки С не могутъ выходить двй нормали е и е , не
посредственно очевидно, ибо въ противномъ случай обй эти прямыя 
должны были бы быть перпендикулярны къ линш перееЬчешя ихъ пло
скости съ плоскостью е.

Такимъ образомъ, для того, чтобы получить нормаль е, достаточно 
провести въ плоскости е черезъ точку С двЪ произвольныя прямыя а, b 
и построить (согласно а) плоскости а, /?, нормальный къ этимъ прямымъ 
въ точкЪ С. Лишя пересйчешя плоскостей а. {} и будетъ искомой 
нормалью е, такъ какъ |къ ней перпендикулярны двй прямыя а, b на 
плоскости е. Изъ сказаннаго вытекаетъ далйе:

c) Д вугранн ы й  уголъ , составленны й двумя плоскостями, 
численно равен ъ  такж е одному изъ угловъ , образуем ы хъ  
нормалям и къ плоскостям ъ.

d) И зъ  точки  Р, леж ащ ей внй плоскости  в, можно на нее 
оп у сти ть  одну и то л ьк о  одну нормаль (перпендикуляръ); 
къ каж дой  прямой е черезъ  данную  точку  Р  можно 
п ровести  одну и только  одну нормальную  плоскость.

Достаточно лишь провести черезъ точку Р  прямую, параллельную 
произвольной нормали къ плоскости в, или плоскость, параллельную 
произвольной нормальной плоскости къ прямой е.

e) Если прямая а п ерпендикулярна къ плоскости  а, то и 
каждая плоскость, проходящ ая черезъ  прямую а , такж е 
п ерп ен ди кулярна плоскости а. Если же прямая а не 
норм альна къ плоскости  о, то черезъ  а можно про
вести одну  и только  одну плоскость, перпендикуляр
ную къ а.

§ 85
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Для того, чтобы получить эту плоскость, опустимъ изъ произволь
ной точки прямой а перпендикуляръ d  на плоскость а. Плоскость (a, d) 
и будетъ искомой нормальной плоскостью.

Это построеше остается въ силе и въ томъ случай, если прямая а 
параллельна плоскости а или лежитъ въ ней.

f) Для измЪ реш я угла меж ду прямой а и плоскостью  а, 
проведем ъ  ч ер езъ  прямую  а плоскость, перпендикуляр
ную къ а, ко торая  перес-Ьчетъ п ло ско сть  а по некоторой 
прямой с. ПлоскШ  у го л ъ  меж ду прямыми а и с и прини
мается за м ер у  угла меж ду прямой а и плоскостью  а.

У голъ между плоскостью  и нормалью  къ ней есть 
прямой.

§ 86. Кратчайшее разстояш е двухъ скрещивающихся
прямыхъ.

1. Если а, b  суть д в е  прямыя линш , не лежанДя въ одной 
плоскости , то можно найти на прямой а точку  Л и на прямой b 
то ч ку  В  т ак о го  свойства, чтобы  соединяю щ ая эти точки прямая 
А В  была п ерпендикулярна какъ  къ  прямой а, такъ  и къ прямой b 
(фиг. 95).

Для того, чтобы построить эти точки, проведемъ черезъ произ
вольную точку X  прямой а нормальныя плоскости къ прямымъ а и Ь.

Эти плоскости пересекутся по не
которой прямой х, перпендику
лярной къ прямымъ а, Ь\ прямая 
х  встречаетъ прямую а, но вообще 
не встречаетъ прямой Ь.

Плоскость ах, однако, не мо- 
жетъ быть параллельна прямой Ь, 
такъ какъ въ противномъ случае 
прямая, проведенная черезъ точку 
X  параллельно прямой Ь, была бы 
перпендикулярна х  и, следова

тельно, должна была бы совпасть съ а; такимъ образомъ, вопреки пред- 
положетю, прямыя а и b были бы параллельны. Итакъ, плоскость ах 
пересекаетъ прямую b въ некоторой точке В\ если черезъ эту точку 
проведемъ прямую d, параллельную х, то она пересечетъ прямую а въ 
точке А, при чемъ прямая d  перпендикулярна одновременно какъ къ 
прямой а, такъ и къ прямой Ь.
_ 2. С ущ ествуетъ  только  одна такая прямая d  и р а зс т о я т е
А В  =  d  является кратчайш им ъ и зъ  разстоян1й между произ
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вольными двумя точкам и прямыхъ а и Ь, т. е. кратчайш ими раз- 
стояшемъ эти хъ  д ву х ъ  прямыхъ.

Что не существуетъ двухъ такихъ прямыхъ, проходящихъ черезъ 
одну изъ тЪхъ же точекъ А, В, вытекаетъ непосредственно изъ того со- 
ображешя, что въ противномъ случай изъ этой точки — скажемъ, изъ 
В —можно было бы опустить на прямую а два перпендикуляра. Вместе 
съ гЬмъ ясно, что разстояше точки В  отъ произвольной точки прямой а, 
не совпадающей съ А , больше d.

Разсмотримъ теперь прямую, проходящую черезъ две точки С, D, 
отличныя отъ А, В. Опустимъ изъ С перпендикуляръ СЕ  на плоскость 
BAD. Если 'точка Е  не совпадаетъ съ В, то эта прямая перпен
дикулярна къ прямымъ B E  и D E , и плоскость Е В  С нормальна къ 
прямой d, такъ какъ последняя перпендикулярна къ двумъ прямымъ b и 
BE, лежащимъ въ этой плоскости. Изъ прямоугольнаго треугольника 
CED сл-Ьдуетъ, что

CD >  ED;

если провести чрезъ Е  прямую ЕЕ, параллельную А В, то (такъ какъ 
точка F  можетъ и совпасть съ D )

E D ^ E F  =  d,
вместе съ ч'Ьмъ

CD  >  d,

при чемъ неравенство это имЪетъ место (какъ явствуетъ изъ чертежа) 
также и въ томъ случа-fe, если точки Е и В совпадаютъ.

Этимъ доказана вторая часть теоремы. Но, если бы прямая CD  
была также перпендикулярна къ прямымъ а и Ь, то отсюда аналогично 
предыдущему вытекало бы, что d >  CD; такимъ образомъ, и это не
возможно.

§ 87. Телесные углы.

1. Если три плоскости а, Ь, с, проходятъ черезъ одну и ту же 
точку Р, но не имЪютъ общей прямой, то онЪ пересекаются попарно по 
тремъ прямымъ А  =  (Ьс), В  =  (са), С =  {ab). Три плоскости д+лять 
пространство на восемь частей, который называютъ телесны ми или 
трегранными углами. (На сферу, центръ которой совпадаетъ съ Р, 
эти трегранные углы проэктируются въ виде сферическихъ треугольни- 
ковъ, какъ мы видели въ сферической тригонометрш). Каждые два изъ 
этихъ трегранныхъ угловъ, соприкасаюппеся лишь въ точке Р, назы
ваются вертикальны м и углами.

Каждый трегранный уголъ имеетъ три „стороны" или „грани", 
именно, ограничивакнщя его части плоскостей а, Ь, с, и три „ребра", 
именно, части прямыхъ А, В, С, ограничивакнщя эти стороны.
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Телесный уголъ имеетъ три дву гр ан н ы х ъ  угла (между сторонами) 
и три плоскихъ  угла (между ребрами); первые обозначимъ черезъ 
а, /?, у, а вторые — черезъ а, 6, с (а, Ь, с являются сторонами, а, /?, у — 
углами соответствующая сферическаго треугольника).

Два трегранныхъ угла А В С  и А 'В 'С ' называются конгруэнт
ными, если между ребрами и гранями обоихъ угловъ можно установить 
соотв-feTCTBie такъ, чтобы соответствуйте одинъ другому двугранные и 
плосюе углы были равны и чтобы при этомъ системы лучей АВС  и А'В'С' 
являлись системами одного рода (либо обе правосторонними, либо обе 
левосторонними, § 84).

Если же при равенстве соответствующихъ угловъ системы АВС 
и А 'В 'С  принадлежатъ различнымъ классамъ, то углы называются отра
ж енно-равны ми или симметричными.

В ертикальны е трегранн ы е углы  суть симметричные.
Если черезъ произвольную точку Q провести плоскости, параллельный 

плоскостямъ а, Ь, с, то вокругъ точки Q получатся углы, конгруэнтные 
темъ, которые образуютъ плоскости а, Ь, с.

2. Два трегранныхъ угла конгруэнтны, если у нихъ при одинаковыхъ 
обозначешяхъ совпадаютъ

I. д в е  стороны  и заклю ченны й  между ними уголъ,
II. сторона и два п рилеж ащ и хъ  къ ней угла,

III. три  стороны .
Эти три теоремы о конгруэнтности трегранныхъ угловъ совершенно 

аналогичны тремъ первымъ теоремамъ о конгруэнтности плоскихъ тре- 
угольниковъ и одинаково съ ними доказываются. Къ этимъ теоремамъ 
должна быть присоединена еще четвертая:

IV. Д ва тр егр ан н ы х ъ  угла конгруэнтны , если у нихъ при 
один аковы хъ  о б о зн а ч е ш я х ъ  совп ад аю тъ  соответству- 
кмше двугран н ы е углы.

Эта теорема можетъ быть следующимъ образомъ получена изъ третьей:
Если въ трехъ точкахъ А, В, С, взятыхъ на ребрахъ треграннаго 

угла Р, провести нормальный къ этимъ ребрамъ плоскости, то посл-Ьдшя 
пересЬкутся въ некоторой точкЪ Q, образуя снова трегранный уголъ, 
который мы будемъ называть угломъ, дополнительнымъ къ Р  (фиг. 96).

К онгруэнтны е углы имЪютъ и ко н гр у эн тн ы е дополнитель
ные углы.

Каждое изъ реберъ дополнительнаго угла опирается на одну изъ 
сторонъ даннаго. При соответствующей нумераши реберъ даннаго угла 
и дополнительнаго, они представляютъ не однородный системы, т. е. 
одна изъ этихъ системъ (реберъ) является п равосторон ней , а другая- 
л евосторон н ей .
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llnocKie углы треграннаго угла Р  дополняютъ соотвЪтствуюице 
двугранные углы Q до двухъ прямыхъ; напримеръ:

С В 'А  +  С  Р А  =  2 d  (фиг. 96),

такъ какъ углы при А  и С  въ четыреугольнике Р А  В 'С  являются 
прямыми; равнымъ образомъ, двугранные углы Р  дополняютъ плосюе 
углы Q до двухъ прямыхъ; напримеръ:

А 'С В ' +  A 'Q B ' =  2 d .

Уголъ, дополнительный къ дополнительному углу, конгруэнтенъ съ 
цервоначальнымъ угломъ.

Такимъ образомъ, если въ разсматриваемыхъ трегранныхъ углахъ 
равны всЬ двугранные углы, то въ дополнительныхъ къ нимъ углахъ 
равны стороны; если поэтому 
эти дополнительные углы одно
родны, то с(ни конгруэнтны.
Вследствие этого конгруэнтны 
и данные углы.

Въ соответствш съ че
твертой теоремой о конгруэнт
ности плоскихъ треугольни- 
ковъ, возникаютъ еще два даль- 
нЪйшихъ вопроса; именно: при 
какихъ услов!яхъ имЪетъ место 
конгруэнтность, когда двЪ сто
роны и прилежащ1й уголъ од
ного треграннаго угла соот
ветственно равны двумъ сто- 
ронамъ и прилежащему углу другого треграннаго угла, или когда два 
угла и прилежащая сторона одного треграннаго угла соответственно 
равны двумъ угламъ и прилежащей стороне другого?

Въ этихъ случаяхъ не легко получить наглядный геометрическШ 
критерШ. Но формулы сферической тригонометрш даютъ еще две сле- 
дукнщя теоремы:

V. Если въ д ву х ъ  однородны хъ трегранн ы хъ  у гл ах ъ  равны 
части /?, у, Ь, то они конгруэнтны , когда

P + Y  < я ,  [i >  у,

С

Фиг. 96

или когда
/3 +  У >  лг, /? <
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VI. Если въ д ву х ъ  тр егр ан н ы х ъ  у гл ах ъ  равны части b, с, [j, 
то они кон груэн тн ы , если

или
Ь +  с <  яг, b >  с,

6 +  с >  яг, b <  с *.

Мы докажемъ еще сл'Ьдуюшдя, относяицяся къ гёлеснымъ угламъ, 
теоремы:

3. Пусть въ треугольник A S B  (фиг. 97) углы при А к. В  будутъ 
острые, и пусть / \ A S 'B  представляетъ собою проекшю перваго тре
угольника на плоскость А В С  (такъ что 55" ±  А В С ). Если проведемъ 
плоскость S S  L, перпендикулярную къ А  В, то S L > S 'L ,  такъ какъ 
треугольникъ L S 'S  прямоуголенъ при S'. Но

tg (L S B ) =  L B :L S ,  tg (L S 'В) =  L B  : L S ,

и, следовательно, 

равнымъ образомъ
L S B  <  L S 'B ;  

*  L S A  <  L S 'A .

* Если положить въ случай V
а

* = *8 y
а въ случай VI

а
* = Ъ  Т ’

то изъ формулъ сферической тригонометрш (§ 43, (2), (2')), выразивъ sin а и cos а, 
согласно § 29, (11), черезъ t, получимъ для t  квадратныя уравнешя:

V. Р  sin ф + у ) —21 cotg b sin 0 — sin (ft -  у) =  О,
VI. P  sin(6—c) +  2 t  cotg/9 sinb —sin (6+c) =  0.

Эти уравнешя имеютъ только по одному положительному корню лишь въ томъ 
случай, если величины

sin(/?-y) sin (b  +  с)
sin(/9-(-)>) или sin(6—с)

имеютъ положительный значешя. При этомъ, следовательно, условш два телесныхъ 
угла, у которыхъ равны части /9, у, b или b, с, ji, должны иметь также равный 
части а  или а, а потому должны быть конгруэнтны.



При помощи сложен in отсюда выводимъ:

A S B  <  A S 'В . ( 1)

Изъ аналогичныхъ разсуждешй получается:

tg L B S  =  L S  : LB, tg LB S' =  L S ' : LB, 

и, следовательно,

L B S >  L B S '.

Чисто интуитивно неравенства ( 1), (2) можно вывести также при 
помощи указаннаго на чертежЪ наложешя.

4. Пусть намъ данъ телесный уголъ SA B C  съ плоскими углами 
а , Ь, с\ проведемъ черезъ точку S  произвольную прямую SS', встре
чающую сферичесюй треуголь- 
никъ А В С ;  въ такомъ случае, 
применяя трижды теорему п.З-го 
(какъ указано на- фиг.. 97), по- 
лучимъ:

0 < я  -{- b  +  с  <  a ' -j- b ' -\-с ' =  2гг, 

такъ что имеетъ место теорема:

Сумма плоскихъ  уг- 
ловъ трегран наго угла  
всегда меньш е четы рехъ  
прямыхъ.

5. Если а , ft, у  суть дву
гранные углы нашего трегран- фиг. 97
наго угла, то тс — а , гг — ft, гг — у  представить собою плосюе углы 
дополнительнаго къ нему угла; если примФнимъ къ этимъ плоскимъ угламъ 
теорему пункта 4, то получимъ

0 < г г  — а +  гг— /?-{-гг — у <  2гг, 

я  <  a - \ - f t  +  у <  Згт,

что выражаетъ теорему:

Сумма д в у гр а н н ы х ъ  у гл о в ъ  к аж даго  т р е г р а н н а г о  у гл а  

(сумма у г л о в ъ  с ф е р и ч е с к а г о  тр еу го л ь н и к а ) с о д е р ж и т с я  между 

двумя прям ы м и и ш естью  прямыми.

6. Если въ трегранномъ углЪ S A B C  черезъ ребро S C  проведемъ 

плоскость S C C '  перпендикулярно къ плоскости S A B  (фиг. 98), то, 

согласно соотнош еш ю (2 ),
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b =  СА >  С  А, 

■£а =  С В >  С'В.

Если лучъ SC' лежитъ между лучами 5У1 и SB , то

и, следовательно,
+  С'В =  А В  =  с, 

a -j-* Ь с. (3)

Если же точка С  падаетъ вне угла A SB , то уже одинъ изъ двухъ 
угловъ а, Ь — скажемъ, а, — больше с. Такимъ образомъ, мы приходимъ 
къ теореме:

Въ трегран н ом ъ  .угле 
сумма д вухъ  плоскихъ  угловъ 
больш е тр еть яго .

Переходя къ дополнитель
ному углу, для двугранныхъ угловъ 
находимъ:

я + а > р  +  у. (4)

7. Если въ трегранном ъ 
у гл е  два п лоски хъ  угла равны, 
то и противополож ны е имъ 

двугранны е углы такж е равны, и н ао б о р о тъ .

Доказательство ведется такъ же, какъ и въ случае равнобедрен- 
наго треугольника на плоскости:

Пусть въ трегранномъ угле SA B C  (фиг. 98)

а =  Ь.

Разделимъ уголъ с пополамъ лучемъ SC' и проведемъ плоскость 
SCC'; мы получимъ два трегранныхъ угла, имеющихъ равные плосше

С углы и, въ силу третьей теоремы о 
конгруэнтности, симметричные. По
этому совпадаютъ и соответствуюиие 
двугранные углы, т. е. а =  /?.

Обращеше доказанной теоремы 
достигается переходомъ къ дополни
тельному углу.

8 . Въ трегранн ом ъ  угле 
п ротивъ  б ольш его  двуграннаго 
угла расп о л о ж ен ъ  болы ш й пло- 
ск1й уголъ.Фиг. «9
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Пусть (фиг. 99)
£ >  а.

Проведемъ черезъ прямую S B  плоскость SB C ' подъ угломъ С'АВ=а: 
Тогда лучъ С  пройдетъ между лучами А  и С. Согласно п. 7, В С  =  В С  
а согласно п. 6 ,

А С  =  В С  +  С С >  ВС;
такимъ образомъ:

b >  а.

Соответствующая теорема для плоскаго треугольника имеется у 
Евклида (книга I, 18), откуда взято и данное выше доказательство.

§ 87



ГЛАВА IX.

Изм^реше объема и поверхностей.

§ 88. М'Ьра объема.

1. Относительно опредЪлешя меры объема ограниченной части про
странства, прежде всего, остаются въ силе rfe же положешя, что и отно
сительно меры площади плоской фигуры.

Два гЬла называются равносоставленны м и, если они могутъ быть 
разложены на соответственно конгруэнтный части; они называются рав
новеликими, если путемъ присоединешя конгруэнтныхъ тЬдъ они могутъ 
быть преобразованы въ таюя тела, которыя разлагаются на конгруэнтныя 
части.

Въ своей программной речи на II Международномъ Математическомъ 
Конгрессе въ Париже (Gottinger Nachrichten, 1900) Гильбертъ поставилъ 
вопросъ, покрывается ли это поняНе о равновеликости темъ, что обычно 
понимали въ стереометрш подъ равновеликими многогранниками. На ана
логичный вопросъ относительно плоскости, какъ мы видели выше, ответь 
получается утвердительный*.

Темъ удивительнее было, что въ пространстве, какъ показалъ 
Д енъ (Math. Ann., 55), дело обстоитъ совершенно иначе: равенство 
объемовъ многогранниковъ, вообще говоря, можетъ быть установлено 
лишь на основанш равенства чиселъ, измеряющихъ объемы (кубическое 
содержите) ряда такихъ телъ, которыя получаются безконечнымъ про- 
цессомъ.

Собственно говоря, это задача интегральнаго исчислешя, общими 
методами котораго мы здесь не располагаемъ. Между темъ соображешя

* Утвердительный ответь получается также и для сферическихъ много- 
угольниковъ, какъ показалъ Д ен ъ  (Dehn) въ новой работе (Math. Ann., Bd. 60). 
По поводу этой главы см. также K agan , Uber die Transformation der Polyeber; 
M in k o w sk y , Volumen und Oberflache; S c h a tu n o w sk y , Ober den Rauminhalt der 
Polyeber (все статьи въ журнале Math. Ann., 57).
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интегральнаго исчислешя были уже известны въ древности (А рхимедъ), 
хотя и подъ другимъ назвашемъ; да и вообще элементарная математика 
обыкновенно молчаливо ими пользуется.

Здесь мы поставимъ себе задачу развить учете объ объемахъ 
сначала для многогранниковъ, а загЬмъ для гклъ, ограниченныхъ поверх
ностями простого вида, какъ, наприм^ръ, для конуса, цилиндра, шара 
въ Евклидовой геометрш.

2. Каждому телу, которое ни съ какой стороны не простирается въ 
безконечность и, следовательно, содержится ц-кпикомъ, наприм^ръ, внутри 
сферы определеннаго paaiyca, мы будемъ относить определенное число, 
которое мы будемъ называть мерой объема, или числомъ, изм еря- 
ющимъ объем ъ  этого тела: при этомъ мы будемъ соблюдать следуюпця 
yoioBia:

1) Если т ел о  В составляетъ  часть тел а  А, то м ера объем а 
а тела А  долж на быть больш е, нежели мера объем а b тел а  В.

2) Если т е л о  А разл агается  на н есколько  составляю щ ихъ 
телъ Л,, А ,,  . . . ,  то число, изм еряю щ ее объем ъ всего тел а  А  
должно быть равн о  сумме чиселъ, изм еряю щ ихъ все соста- 
вляюныя тела:

CL —  (1^ - |-  • • - •

3) Если мы отъ тел а  А  отнимемъ тел о  В, то останется 
тело С, объем ъ  ко то р аго

с =  а — Ь.

4) К онгруэнтны й тел а  им ею тъ одинаковую  меру объема, 
откуда сл ед у ет ъ , что равн осоставленн ы я и р ав н о вел и к и  тел а  
также им ею тъ один аковую  м еру объема. Такимъ же о б р азо м ъ  
и симметричныя те л а  (т. е. переходяипя одно въ д ругое  путем ъ 
отражею я отъ плоскости) должны иметь одну и ту же м еру 
объема.

Въ какой степени мера объема определяется этими услов1ями, мы 
увидимъ ниже. Покаместъ мы займемся исключительно такими телами, 
который ограничены плоскостями.

Заметимъ, что совершенно те же соображешя могутъ быть приме
нены къ определешю меры площади плоской фигуры, но мы не будемъ 
на этомъ останавливаться.

3. Каждому кубу, ребро котораго равно единице длины (наприиеръ, 
кубическому дециметру литру), мы отнесемъ число 1 въ качестве меры 
его объема.

§ 88

В е б е р ъ .  Энцнклоп. элемент, геом етрш 17
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Если мы раздЪлимъ ребро куба на произвольное число п равныхъ 
частей, то мы сможемъ тремя системами параллельныхъ плоскостей разбить 
первоначальный кубъ на п3 конгруэнтныхъ кубовъ. Согласно требова- 
шю 2), объемъ каждаго изъ этихъ составляющихъ кубовъ долженъ изме
ряться числомъ 1 /п3.

Возьмемъ, далее, прямоугольный параллелепипедъ, ребра котораго 
а, /3, у соизмеримы съ единицей длины, т. е. измеряются рацюнальными 
числами:

а b
а — — , в  =  — , 

п п
с

въ такомъ случае вся призма можетъ быть разрезана на abc  конгруэнт
ныхъ кубовъ, у которыхъ каждое ребро равно 1/я; следовательно, 
объемъ этого параллелепипеда въ виду требовашя 2) будетъ измеряться 
произведешемъ aj3y.

Если теперь числа a, у все иррацюнальны, или если некоторый изъ 
нихъ иррацюнальны, то число, измеряющее объемъ призмы, все-таки 
должно быть равно произведешю а/Зу. Действительно, допустимъ, что 
объемъ нашей призмы измеряется числомъ /г >, и пусть, скажемъ,

afiy  <

въ такомъ случае можно найти рацюнальныя числа (§ 22 т. I) а/п, bjn, cln 
такого рода, что

/  а о <  — >п
при чемъ

ajS у <
abc

<  V,

но такой рацюнальный параллелепипедъ, съ одной стороны, помещался бы 
целикомъ внутри параллелепипеда а(1у, а, съ другой стороны, его объемъ 
выражался бы большимъ числомъ. Такимъ же образомъ можно обнару
жить, что и допущеше ^  <  а{3у приводить къ противореча.

I. Мы, таким ъ образом ъ , вы нуж дены  каж дом у прямоуголь
ному п араллелеп и педу  въ к а ч е ств е  меры  объем а отнести 
число, равн ое произведению  его реберъ .

Что определенная такимъ образомъ мера объема действительно 
удовлетворяетъ требовашямъ пункта 2-го, вытекаетъ изъ правилъ действШ 
надъ иррацюнальными числами

1 Здесь допускается, следовательно, что поставленная задача разрешается, 
т. е. что, по крайней мере, каждому многограннику можетъ быть отнесено число 
въ согласш съ требовашями ])— 4).

2 Какимъ образомъ это вытекаетъ изъ правилъ действо! надъ иррашопаль- 
ными числами, мы решительно не нонимаемъ. Напротивъ, доказать, что отнесен-
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Прямую призму съ прямоугольнымъ основашемъ можно разбить 
плоскостью, проходящей черезъ дв% параллельный д1агонали ея основашй, 
на дв% конгруэнтный треугольный призмы. Объемъ каждой изъ этихъ 
составляющихъ призмъ равняется половинЬ объема всего параллелопипеда, 
а потому также выражается произведешемъ основашя на высоту. Такъ 
какъ любой многоугольникъ можетъ быть разложенъ на прямоугольные 
треугольники, то предыдущее предложеше можно обобщить.

II. О бъем ъ прямой призмы равняется произведен!ю  осно
в ам и  на высоту.

При требовашяхъ 1) —4) такое опредЪлеше мЪры объема прямой 
призмы является необходи м ы м и  если только кубическая единица уста
новлена такъ, какъ это сделано выше; вмЪсгЬ съ гЬмъ это опредЪлеше 
объема и удовлетворяетъ этимъ требовашямъ, коль скоро устано
влены правила дЪйствШ надъ иррацюнальными числами3.

Съ этого же мЬста находитъ ce6t  прим-Ьнеше новый принципъ, 
принадлежащШ интегральному исчислен!ю.

Мы предполож им ъ сначала, что для разсматриваемыхъ тЬлъ суще- 
ствуютъ числа, измЪряюцця ихъ объемы, и въ этомъ предположен^ 
опред'Ьли.чъ эти числа. Къ вопросу о томъ, насколько самое это допу- 
щеше правильно, мы еще возвратимся ниже (§ 92).

§ 89. МЪра объема пирамиды.

1. Мы разсмотримъ пирамиду, основашемъ которой служить произ
вольный многоугольникъ; при этомъ мы примемъ сначала, что проекшя 
вершины (основаше высоты) падаетъ внутрь основашя или на его пери- 
tjjepiio, а также, что основашемъ служить многоугольникъ выпуклый.

Обозначимъ высоту пирамиды черезъ h и на разстоянш х  отъ 
вершины проведемъ плоскость, параллельную основашю; эта плоскость 
дастъ въ с-Ьченш съ пирамидой многоугольникъ, подобный основашю, 
при чемъ отношеше соотвЪтствующихъ длинъ есть х  : h. Если поэтому 
Лх и Л суть площади этихъ двухъ многоугольниковъ, то (§ 22, предл. 13),

Л Х : Л =  х 2 : /А

Высоту пирамиды мы раздЪлимь на произвольное число п равныхъ 
частей и черезъ точки дЪлешя проведемъ плоскости, параллельныя осно-

ныя такимъ обрлзомъ многогранникамъ числа удовлетворяютъ поставленнымъ 
требовашямъ, составляетъ довольно сложную задачу. Этому и посвящена работа 
г. Ш атун ов ск аго , которую авторъ цитируетъ на стр. 566. Работа эта была также 
помЪщена Bb„BtcTHHKtОпытной Физики и Элементарной Математики“,№g\r,316—319.

8 См. примЪчаше 3.
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вашю. Эти плоскости дадутъ въ сЬченш съ пирамидой многоуголь
ники, HMtioiuie площади Аъ  Л,, . . . ,  Л„ =  Л. Вм-ЬсгЬ съ тЬмъ

^ = 5 :А2’
A h 2

Ао: А =  : h \  . . .

а потому:

........../,” = 4 “5-

На каждомъ изъ многоугольниковъ Л», какъ на основанш, мы 
построимъ призм ати ческое тЪло съ высотою hjn  и при томъ одно

вверхъ, выходящее изъ пирамиды, 
другое внизъ—входящее. Мы по- 
лучаемъ, такимъ образомъ, два 
ступенчатыхъ гЬла, изъ которыхъ 
одно содержится внутри пирами
ды, а другое, напротивъ, содер- 
житъ пирамиду въ себе.

Если мы обозначимъ черезъ
5], S., объемы этихъ двухъ тЪлъ, 
то число П, измеряющее объемъ 
пирамиды, если таковое суще- 
ствуетъ, должно удовлетворять 
услов1ямъ:

5 ! > Я > 5 о; ( 1)

согласно же § 88, 2),

51 =  Ж (12 +  2‘2 +  З2 +  • • • +  «2),

•S', = ^  (I2 +  22 +  32 +  • • • +  ( n  -  I)2).

Но въ § 57-омъ т. 1-го мы получили для суммы квадратовъ /; 
первыхъ чиселъ натуральнаго ряда формулу:

Г- +  22 Л-------- \- л3 = n ( n +  1) ( 2 » +  1).
6
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сообразно этому,

— 0-^  /г (/г -|- 1)(2« +  1) — -д -

Оба эти выражешя при достаточно большихъ п сколь угодно мало 
отличаются отъ они доказывають, такимъ образомъ, следующую
теорему:

III.— О бъем ъ  пирамиды, основан!емъ которой  служитъ лю
бой м ногоугольникъ , равняется одной трети произве
д е н а  площ ади основания на высоту.

Ограничительное yoioeie, которое мы сделали, что основашемъ 
долженъ служить выпуклый многоугольникъ, и что проекщя вершины 
должна падать внутрь основашя, ведеть къ тому/ что каждый лучъ, вы- 
ходящШ изъ вершины къ любой точке основашя, проектируется ц%ликомъ 
внутрь этого многоугольника или на его периферто; этимъ обезпечивается 
справедливость неравенства ( 1). Это именно мы имели въ виду, вводя 
ограничеше, отъ котораго теперь нетрудно освободиться. Разсмотримъ 
сначала треугольную пирамиду, но такую, въ которой вершина располо
жена надъ точкой, лежащей вне основашя. Тогда мы всегда имЪемъ 
возможность присоединешемъ пирамидъ, удовлетворяющихъ нашимъ тре- 
бовашямъ, составить большую пирамиду, также удовлетворяющую этимъ 
требовашямъ. Теорема III будетъ тогда справедлива какъ относительно 
всей пирамиды, такъ и относительно прибавленныхъ пирамидъ: она 
справедлива поэтому и для разности, т. е. для данной пирамиды. Такъ 
какъ, съ другой стороны, каждый многоугольникъ можетъ быть раздЪленъ 
на треугольники, то теорема доказана во всемъ ея объеме.

2. Итакъ, объемъ пирамиды зависитъ только отъ площади основа
шя и отъ высоты, но не зависитъ отъ формы основашя.

Благодаря этому можно также легко определить объемъ усеченной 
пирамиды. Въ самомъ деле, если мы разсечемъ пирамиду плоскостью, 
параллельной основашю, то мы получимъ усеченную пирамиду, основа- 
шями которой служатъ подобные многоугольники J t, Л2, а высота 
h = h l — h.1\ сообразно этому Лх: _12 =  h { - : Л.,2. Вместе съ темъ мы 
получаемъ:
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а для объема усЪченной пирамиды

с _ ^ l 4  44 _  U V — V ^ 23 /П,
---------^ - ^ ( Т з Г ^ Ж )  (2)
_ ь 4  +  4  +  К А  4  

3

Такимъ образомъ, 5  равняется объему призмы, и м ущ ей  высоту h 

и основаше 3 ( 4  +  4  +  V 4 4 ^ -
Если мы обозначимъ черезъ Лт площадь средняго с-Ьчешя, то

4 : Лт : 4 = А,* = I (4 + 4)2 : 42 = 4 : I (К4 + К4 ) 2 : 4,
а, сл-Ьдовательно,

Д »  =  I (1/ ^ ; + / 4 )2 =  1 ( 4  +  4  +  2 J / 4 4 ).

Если теперь изъ соотношетя (2) мы исключим ь ]^Л 1Л2, то П0ЛУчимъ:

S — -q (4 + 4 + 44,). (3)

§ 9 0

§ 90. Принципъ Кавальери.

1. Строгое обоснован1е метода опред'Ьлешя объема такихъ гЬлъ, 
который ограничены также кривыми поверхностями, не можетъ быть про
изведено элементарными средствами; даже въ интегральномъ исчисленш 
это обосноваше сопряжено съ затруднешями, которыя коренятся въ пере- 
HeceHin числового материала на пространственные образы. Но, если мы 
ограничимся гЬмъ, что намъ даютъ наивныя пространственныя представлешя, 
то мы будемъ имЪть богатый матер!алъ задачъ на опред"Ьлете объемовъ, 
которыя легко поддаются разр"Ьшен1'ю.

2. Подъ цилиндрической поверхностью разумЪютъ такую поверх
ность, которая составлена изъ совокупности всЪхъ прямыхъ, образу- 
ющихъ этой поверхности, проведенныхъ изъ всЪхъ точекъ некоторой 
плоской кривой перпендикулярно къ ея плоскости. Если эта плоская 
кривая представляетъ собой окружность, то мы получаемъ поверхность, 
которую называютъ цилиндрической  поверхностью  въ болЬе г-Ьсиомь 
значенш этого слова. Если мы разсЪчемъ цилиндрическую поверхность 
двумя плоскостями, то мы получимъ колонну; подъ это понят1е, въ 
качеств^ частнаго случая, подходятъ и призматичесюя колонны, которыя 
мы разсматривали въ § 88-омъ.

Если мы можемъ указать площадь основатя колонны, то относи
тельно нея также остается справедливой теорема, что объем ъ колонны
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равенъ п рои звед ен и е площ ади основам и на высоту. Въ самомъ 
деле, мы можемъ построить въ плоскости основашя два многоуголь
ника, изъ которыхъ одинъ имЬеть большую площадь, нежели площадь 
основашя колонны, а другой меньшую; мы можемъ это выполнить такъ, 
чтобы площади этихъ многоугольниковъ сколь угодно мало отличались 
одна отъ другой. Если мы теперь на этихъ многоугольникахъ, какъ на 
основашяхъ, построимъ призматичесшя колонны, и м ения такую же высоту, 
какъ и данная колонна, то объемъ последней будетъ заключаться между 
объемами построенныхъ такимъ образомъ призмъ. ВслЪдсше этого 
объемъ данной колонны не можетъ иметь другого значешя, кроме про- 
изведешя основашя на высоту.

3. Мы разсмотримъ теперь тело К, заключенное между двумя 
параллельными плоскостями и заканчивающееся на этихъ поверхностяхъ 
двумя замкнутыми фигурами, который мы будемъ называть основаш ями. 
Эти основашя могутъ иногда сводиться также къ точкамъ или лишямъ.

С1зчеше такого гЬла плоскостью, параллельной основанда, мы будемъ 
называть поперечны м ъ с^чен!ем ъ; изъ двухъ основашй мы будемъ одно 
называть нижнимъ, а другое верхнимъ. Перпендикулярное разстояше 
между основашями мы будемъ называть высотою тела и будемъ ее 
обозначать черезъ h.

Высоту произвольнаго поперечнаго сЪчешя надъ нижнимъ основашемъ 
мы будемъ обозначать черезъ х; мы примемъ, что площадь Q попереч
наго сЬчешя представляетъ собой известную намъ непрерывную функщю 
Q(x) отъ х . Площади основашй суть: Q(0) и Q(h).

Высоту /г, мы раздЪлимъ на п равныхъ частей, каждая изъ которыхъ 
имеетъ, такимъ образомъ, длину (5 =  h!n\ черезъ точки дЬлешя мы про- 
ведемъ поперечный сЬчешя Qlt Q.,, . . . ,  Q„_t ; Q0 и Q„ обозначаютъ 
самыя основашя.

Поперечный сечешя разлагаютъ тело А  на п пластинокъ 5 1; 
, 5 ,, . . . ,  S n\ вместе съ гЬмъ число К, измеряющее объемъ тела, равняется 
сумме чиселъ S lt S.2, . . . ,  S n, измеряющихъ объемы этихъ пластинокъ:

К  = S x -f- So -f- • • •  +  S n . (1)
Эти пластинки 5  становятся темъ тоньше, чемъ больше число п; 

вместе съ темъ, чемъ больше становится п, темъ меньше они будутъ 
отличаться отъ призматическихъ пластинокъ, имеющихъ основашями 
площади Si (скажемъ, верхнее основаше соответствующей пластинки S). 
Но объемъ такой призматической пластинки равенъ Q,<5, и мы, такимъ 
образомъ, получаемъ:

К = ■ ̂  (Q| + Q> + • - • Qn) (2)

для безконечно большого п.
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4. Этотъ выводъ можно было бы обосновать строже, если бы принять 
относительно тЪла К, что каждое выше лежащее сЬчеше, будучи спро
ектировано на какое-либо ctneme, расположенное ниже, п адаетъ  ц-Ьли- 
комъ внутрь послЪ дняго или цЪликомъ о х ваты ваетъ  последнее.

Въ такомъ случай мы получили бы для К, какъ въ § 89-омъ для пи
рамиды, пределы

между которыми содержится его объемъ и которые можно неограниченно 
сблизить. Это остается справедливымъ и въ томъ случай, если тйло К  
разбивается на конечное число частей, удовлетворяющихъ этимъ требова
ниями Въ общемъ же случай очень трудно, а, можетъ быть, и вовсе 
невозможно точно указать услов1я, при которыхъ имйетъ мйсто фор
мула (2).

5. Въ формулй (2) заключается такъ называемый приниипъ 
К авальери  *.

Если два тйла, располож енны й между однйми и тйми же 
параллельны ми плоскостям и, об ладаю тъ  тйм ъ свойствомъ, что 
любыя два поперечны хъ  сй ч ен 1я, располож енны й на одной вы- 
сотй, имйю тъ одну и ту же площ адь, то оба тйла имйютъ оди
наковы й объем ъ .

6 . Большое число примйнешй соотвйтствуегь тому случаю, когда 
функщя Q (х:), выражающая объемъ поперечнаго сйчешя въ зависимости 
отъ высоты, есть цйлая функщя. Если это функщя т-ой степени, то мы 
можемъ положить

Q(x) — со +  cLx  -|- с2х 2 +  •••-(- стх м, (3)

откуда
А“

Н--------Ь c» r .w

2 mhm
(4)

если мы поэтому положимъ для сокрагцешя

S r(n) = \ v +  2М ------- 1- п \

*  C a v a l i e r i ,  п р о ф е с с о р ъ  в ъ  Б о л о н ь й ,  159 1  ( и л и  1 5 9 8 )  —  1 6 4 7 .
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т. е. обозначимъ черезъ S v (я) сумму v-тыхъ степеней я первыхъ нату- 
ральныхъ чиселъ, то въ силу равенства (2) получимъ:

и? ^«ц-i
К  = c 0h  +  c v- ^  Si (я) +  c2 — S o ( n ) - \------- Н с т S m (я). (5)

Но v-тыя степени последовательныхъ натуральныхъ чиселъ 1,2, 3, . . .  
образуюгь ариеметичесшй рядъ v-таго порядка. Согласно § 57 т. 1-го, мы 
можемъ найти ихъ сумму. Обозначая черезъ BW биноминальные коэффи- 
щенты, мы можемъ положить

S v (я) =  «о -)- а 1 В - | -  а2 В2('*) a„xi В ^ 1( (6)

где а0, а,, а.2, . . . ,  cvh можно вычислить, последовательно принимая 
я =  О, 1, 2, . . . ,  v  +  1.

Значеше коэффищента av±i легко определить. Въ самомъ деле:

S v (я) — S v (я — 1) =  nv

=  «, {В .М  _  Дх(« -1)) +  a , (S ,w  -  я / ” " )  +  • • • +  «ч.! ( е д  -  В££»>);

въ виду же соотношешя (7) § 57-го т. 1-го,

я" =  aj So'"-'» +  a , В ^ » -» -f------- f- <4-1 В,.01-1*. (7)

Это уравнеше должно удовлетворяться при любомъ я; такъ какъ, 
съ другой стороны, уравнеше д-той степени не можегь иметь более, нежели 
v корней, то равенство (7) должно представлять собой тождество отно
сительно я. Но бинолпальные коэффишенты В*'1 - • В[^-*> все
имеютъ относительно я степень ниже я-той, и только

=  ~ 2) ■;; (д -  ^

§ 90

достигаетъ я-ой степени, при чемъ я’’ имеетъ коэффишентъ 1 >! Поэтому 
изъ равенства (7) следуетъ, что

a ,.+1 =  И  ( 8)

Согласно coOTHOtueHiio (5), для определешя объема К  намъ нужно 
знать только предельное значеше отношешя S r(n ) .n r+ 1 при безконечно 
большомъ я. Но

д;г)_ я(я-1)..-(я-,и+1)
п''+х

1
Я,,_,,+1 и\

■»-1  
я

это выражеше обращается въ 0, если / < < v  +  l, и равно l ; ( v + l ) !  при
p = v +  1.
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Сообразно этому, въ виду соотношешй (6) и (8),

И т з д = _ 1  .
и=ос V  +  1

вмФсгЬ съ тЪмъ изъ соотношетя (5) мы получаемъ для Ад

CjA2 c0/z3
/C = c 0A +  - V  +  - ^ - H - cmhm+l 

т -f- 1

Если, напримЪръ, т =  2, такъ что

Q{x) =  с0 +  Ci х  +  с2 х 2,
то мы получаемъ:

K = c 0h-
Cyti2 t c2h3. 
~2 1 3 ~ ’

(9)

(10)

(П)

( 12)

отсюда можно исключить коэффищенты с0, с1; с.2 если намъ известны три 
поперечныхъ сЬчетя. Если мы за таковыя примемъ основашя и среднее 
сЬчеше, который мы въ § 89-мъ обозначили черезъ Л2, Лт, то

•̂ 1 =  со>
-Jo =  Cq-\-Cyh-\-c2h2,

—1 т  =  с0 +  c l  " o ' +  с 2 •

Теперь мы можемъ изъ равенствъ (12) исключить с0, с,/г, с.2/г2, и мы 
получаемъ:

К =  g -(z lj- |- zl.2-)-4J  ш), (13)

какъ въ частномъ случай въ равенств1> (3) § 89-го.
Точно такъ же изъ общей формулы (10) можно исключить постоянный 

Со, сх, . . . ,  ст при помощи выражешй, соотвФтствующихъ т -)- 1 частнымъ, 
напримЪръ, равно удаленнымъ поперечнымъ сЪчетямъ х'.

Формула (13) остается въ силЬ также и въ томъ случаТ, если Q(x) 
есть функшя третьей степени, какъ въ этомъ легко убфдиться изъ соот- 
ношен1й ( 10) и (3). *

* См. сообщеше Ф и н стербуш а (Finsterbusch) въ „Трудахъ Ill-го Мсжду- 
народнаго Математическаго Конгресса" (Verhandlungen des dritten internationalen 
Mathematikerkongresses, Leipzig, Teubner, НЮ5, S. 687).



§  9 П р т Ъ р ы ,

I. Къ формуламъ (11),а съ стало быть, ь
ламъ (12) и (13) § 90-го  сводятся т о п е  частные случаи опр< 
объемовъ, изъ которыхъ мы приведешь з д к ь  некоторые. Прежде
займемся призматоидомъ.

Подъ призматоидомъ мы будемъ разумкь всякое Н щ  имЪюн 
только прямолинейны» ребра,концы которыхъ лежать на двухъ парам 
лельныхъ плоскостяхъ ?/ и г)\и лающее въ сЬченш съ любой плоскостью,
параллельной этимъ 
плоскостямъ, пря- 
молинейный много- 
угольникъ; задача за
ключается въ опре- 
д'Ьленш объема гбла, 
содержащаяся меж
ду ПЛОСКОСТЯМИ 7] и 
г}'. Смотря по тому, 
ограничивается ли 
призматоидъ cv бо- 
ковъ только плоско
стями или н£тъ, мы 
будемъ называть его 
прямымъ или ко- 
сымъ.

К осой п р и з м а т о 
и д ъ  и м £ е т ъ  п л о с ю я  
о с н о в а  ш я , а с б о к у  
о г р а н и ч и в а ет ся  к а к ъ  
п лоски м и, т а к ъ  и  
кривыми п о в е р х н о 
стями, на кот оры хъ  
помещается безчи-
сленное м н о ж е с т в о  п р я м ы х ъ  л и н Ш ;  э т о  т а к ъ  н а з ы в а е м ы й  л и н е й ч а т ы я  

(и при томъ к о с ы я )  п о в е р х н о с т и  ( ф и г .  1 0 0 ) ;  с ъ  т а к о г о  р о д а  п о в е р х н о 

стями п р и х о д и т с я  и м к т ь  д ± л о  п р и  п о с т р о й к а х ъ  н а  в е р ф я х ъ  и  н а  к р ы -  

шахъ. Къ ч и с л у  п р и з м а т о и д о в ъ ,  м е ж д у  п р о ч и м ъ ,  п р и н а д л е ж а т ь :

a) призма и п и р а м и д а  ( в ъ  п о с л Ц д н е м ъ  с л у ч а й  о д н а  и з ъ  о г р а н и ч и -  

вающихъ т Ь ло п а р а л л е л ь н ы х ъ  п л о с к о с т е й  п р о х о д и т ь  ч е р е з ъ  

вершину);
b) тетраэдръ въ томъ о с о б е н н о м ъ  е г о  п олож ен ш , к о г д а  д в Ь  п а -  

рал л е л ь н ы я  плоскост и п роходи т ь ч е р е з ъ  п рот ивоп олож ны й  р е б р а ;
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с) такъ называемая у сеч ен н ая  пирамида, которая въ сЪченш съ 
плоскостями у  и у' даетъ действительные (не вырождающиеся) 
многоугольники.

О бъемы в сех ъ  п р и зм ато и до въ  вычисляю тся по формуламъ 
(11), (12), (13) § 90-го.

Именно, можно показать, что поперечное сечете Q (x), лежащее 
на высоте х  надъ основатемъ у, представляетъ собой функцпо 2-ой

степени отъ х. Съ этою целью 
спроектируемъ Q (x) ортогонально 
на плоскость у; мы получимь тогда 
МНОГОуГОЛЬНИКЪ fijSo •• B hB h\j 
(фиг. 101), который получается 
изъ многоугольника Q (0), или 
А х Л2 • • ■ А иАщ-j - • лежащаго въ 
самой плоскости у, путемъ при

соединена четыреугольниковъ 
A 1A.2B2B i , А.2А 3 В аВ.2 , . . . .

Если мы теперь будемъ ме
нять х , то точки l S j, В.2 ■■■ бу- 
дутъ двигаться по нЬкоторымъ 
прямымъ g.2, . . . ,  который про- 
ходятъ черезъ вершины Л 1; А, ■ • • 
и представляютъ собой проекцш 
реберъ призматоида.

Отрезки А,, В j, А>, В.2, . . . ,  Аи, Ви получаются въ форме с, х, 
с.2х , . . . ,  снх, где коэффишенты с,, с.,, С/, уже не зависятъ отъ х, а 
определяются наклонешемъ реберъ къ плоскости у. Если есть точка 
пересечешя прямыхъ g h и g Jt+v то площадь

A u B u B j^ A ] ,^

=  B hS h B h+1 — A hS hA h + l =  },(SuA i, +  x c h) ( S hA h.H  -f- x c h+1) sin{ghgi^  ,) 

— \ S hA h ■ S h A h+1 sin (g h g h + \)',

это есть, такимъ образомъ, квадратная функщя отъ х; та же функщя 
определяетъ площадь и въ томъ случае, когда двЬ изъ сторонъ четыре- 
угольника пересекаются. Такъ какъ далее

и
Q (x) =  Q(0) +  ^  AhBhBil+1Ah+i,

то Q (x) есть функш'я второй степени отъ х, какъ это требовалось до
казать.
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2. Объемы цилиндровъ и конусовъ можно получить, разсматривая 
ихъ, какъ предельные случаи призмъ и пирамидъ. Если г есть рад1усъ 
основашя, a h есть высота, то:

объем ъ  цилиндра =  n r2h,
„ конуса =  \n r 2h.

Эти формулы остаются въ силе также для наклонныхъ цилиндровъ 
и конусовъ.

3. Шаръ рэд1уса г даетъ въ сЪченш съ плоскостью, отстоящей на 
разстоянш х  отъ его центра, кругъ рад1уса q =  У  г'1 — х 2. Площадь 
этого круга равняется л  (г2 — х 2) и, следовательно, также представляетъ 
собой функцш второй степени отъ х. Въ виду этого и здесь находить 
себе применеше формула (13) § 90-го. Изъ нея мы получаемъ:

О бъем ъ шара =
4 л
! Г

а объемъ сферическаго сегмента съ высотою z = г  — х:
л г -

(3 r - z ) .

4. Положимъ, что два конгруэнтныхъ круглыхъ цилиндра рад{уса г 
проникаютъ одинъ въ другой такимъ образомъ, что ихъ оси пересе
каются подъ прямымъ угломъ (фиг. 102). Общая часть обоихъ цилин
дровъ есть подушко
образное тело, которое 
ограничено четырьмя 
вырезанными съ ци
линдрической поверх
ности двуугольниками; 
краями этихъ двууголь- 
никовъ служатъ эллип
сы. При пересеченш 
этого тела плоскостью, 
параллельной обеимъ 
осямъ и проходящей 
на разстоянш х: отъ 
последней, получается 
въ сеченш квадратъ, 
сторона котораго равна 
2 J/V2 — х'-; площадь 
этого квадрата равна 4 (г2 — х:2) и, следовательно, выражается функщей 
второй степени. Мы и здесь можемъ, поэтому, воспользоваться форму
лой (13) § 90-го. Высота этого тела равна 2 г, а площадь средняго 
сечешя Лт =  4г2; основаше же здесь обращается въ 0.
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Сообразно этому объемъ этого гЬла равенъ 16г3/3, т. е. равенъ § 
объема описаннаго куба.

Достойно внимашя, что объемъ этого тела, которое ограничено 
кривыми поверхностями, получающимися при помощи окружностей, не 
содержитъ числа л ,  а напротивъ того, находится въ рацюнальномъ отно- 
шенш къ объему куба.

§ 92. Существование чиселъ, выражающихъ объемъ тела.

Общее обоснован1е существовашя чиселъ, изм-Ьряющихъ объемъ 
тела, принадлежитъ къ числу наиболее трудныхъ задачъ интегральнаго 
исчислетя и потому падаетъ за пределы настоящаго сочинения. Темъ не 
менее мы должны кое-что по этому поводу сказать, чтобы осветить хотя 
бы до некоторой степени просгЬйппе случаи.

Установивъ единицу длины, выберемъ произвольное целое число п и 
представимъ себе кубы съ ребрами, равными 1 In, и, следовательно, каждый 
съ объемомъ 1 /л3; эти кубы мы будемъ называть элементарными кубами. 
Каждому телу, составленному изъ элементарныхъ кубовъ, соответствуетъ 
тогда рацюнальное число, измеряющее его объемъ; оно выражается 
дробью, имеющей знаменателемъ я3, а числителемъ—число кубовъ, вошед- 
шихъ въ составъ тела.

Если теперь дано тело К, то мы можемъ изъ нашихъ элементарныхъ 
кубовъ составить два тела А п и В„, изъ которыхъ одно содержится 
внутри тела К, а другое охватываетъ тело К . Вместе съ темъ А п <  Вп.

Если, увеличивая число я, мы можемъ сделать разницу между 
А п и В п произвольно малой, то числа, выражакнщя последовательные 
объемы

А п , А п+ 1 ,  Д п + о >  • ■ • > - S n ,  В п -\-1» 2> ‘ '  '  I

образуютъ Дедекиндово сечен1е, которымъ определяется некоторое (ра- 
щональное или ирращональное) число; это число и измеряетъ объемъ 
тела К. Что устанавливаемый такимъ образомъ числа удовлетвориютъ 
требовашямъ п. 2-го § 88 го, вытекаетъ изъ правилъ действШ надъ ирра- 
шональными числами (§ 24 т. 1-го)

Все остальное сводится, такимъ образомъ, къ вопросу, можно ли 
числа А п и В п сд ел ать  сколь у го д н о  близкими.

Представимъ себе прежде всего тело Л1, составленное изъ элемен
тарныхъ кубовъ и содержащее тело К  целикомъ; это всегда возможно. 
Такое тело М  будетъ всегда содержать известное число элементарныхъ 
кубовъ, расположенныхъ целикомъ внутри тела К ; совокупность посл Ьд- 
нихъ, а вместе съ темъ и число, выражающее ихъ объемъ, мы обозначимъ 1

1 См. примените 2 на стр. 258.
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черезъ А. Дал-fee, будетъ н-Ькоторое число кубовъ гЬла М, которые лишь 
частью содержатъ гЬло К\ совокупность посл-Ьднихъ, а также число, 
выражающее ихъ объемъ, мы обозначимъ черезъ а. Остальные кубы, со- 
держаицеся въ rfeafe М, лежатъ цЬликомъ вн-fe т-ferm К  и могутъ быть 
вовсе опущены. Вм-ЬсгЬ съ т-Ьмъ мы можемъ положить В  =  А  +  а\ гЬло 
В охватываетъ гЬло Я  цЬликомъ.

Если су щ еству етъ  число, изм-Ьряющее объем ъ т-Ьла К , то 
оно долж но содерж аться между А  и В; такое число необходимо 
будетъ сущ ествовать , если а становится безкон ечн о  малымъ, 
когда п н еогран и ченн о  во зр астаетъ .

Что это yoioeie всегда выполняется, если гЬло Я  ограничено пло
скостями, легко усмотр-Ьть. Въ самомъ д-Ьл-Ь, если мы представимъ ce6fe, 
что грани гЬла Я  зам-Ьнены ст-Ьнками, толщина которыхъ равна д1агонали 
элементарнаго куба, то всЬ кубы а ум"Ьстятся внутри этихъ ст-Ьнокъ; 
объемъ а будеть, такимъ образомъ, меньше, нежели объемъ кснечнаго 
числа призмъ, им-Ьющихь основашями грани этого гЬла, а высотой — д1а- 
гональ куба.

Отсюда вытекаетъ далЬе, что требуемое услов1е выполняется также 
для веЬхъ т-Ьхъ т+,лъ, для которыхъ мотутъ быть построены входящие и 
выходя1ще многогранники, сколь угодно мало отличаюищеся одинъ отъ 
другого. Это HMfeeTb MfeCTO для цилиндровъ, конусовъ и шаровъ.

Если мы зам-Ьнимъ гЬла А, К, В  и кубъ, принятый за единицу 
объема, подобными гЬлами съ линейнымъ отношен1емъ е, то числовыя 
отношешя не изм-Ьнятся. Но объемъ куба возрастетъ въ отношенш 1: г3 
(§ 88, 3). Отсюда получается теорема:

Числа, изм-Ьряюпия объемы подобны хъ т-Ьлъ, въ которы хъ 
соотв-Ьтствующ 1я длины находятся въ отнош еш и 1 : £, относятся 
между собой, какъ  1 : е3.

§ 93. ИзмЪреше кривыхъ поверхностей.

1. Изм-Ьрен1е кривыхъ поверхностей представляетъ еще гораздо 
болышя затруднен1я, ч-Ьмъ изм-Ьрен1е объемовъ; это обусловливается 
гЪмъ обстоятельствомъ, что кривыя поверхности не поддаются непосред
ственному сравнешю съ плоскостью. Зд-Ьсь мы уже по самому существу 
дЬла поставлены въ необходимость приб-Ьгать къ пред-Ьльному переходу. 
Когда въ низшей геодезш приходится изм-Ьрить участокъ земли и выразить 
его площадь, скажемъ, въ квадратныхъ метрахъ, то поступаютъ такъ, 
какъ будто участокъ плосшй; при незначительной кривизн-Ь земной по
верхности мы при этомъ не д-Ьлаемъ зам-Ьтной погр-Ьшности. Если мы 
распространимъ этотъ пр1емъ на большое число участковъ, покрывающихъ 
въ совокупности значительную часть земной поверхности, то мы получиыъ

§ 93
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число квадратныхъ метровъ, которое можетъ быть принято за меру пло
щади соответственной части земной поверхности съ гЬмъ ббльшимъ 
приближешемъ, чемъ меньше были измеренные первоначально участки и 
чемъ больше было ихъ число. Но дело уже будетъ обстоять иначе, если 
среди измеренныхъ участковъ имеются таюе, которые расположены по 
крутымъ скатамъ, хотя бы даже высота этихъ скатовъ была ничтожно 
мала по сравнешю со всей плоскостью; мы получимъ тогда для площади 
слишкомъ большое число. Изъ этого примера уже видно, съ какими 
обстоятельствами надо считаться при точномъ определены чиселъ, изме* 
ряющихъ площади, и кашя затруднешя отсюда могугь проистекать. Мы 
ограничимся въ нижеследующемъ простейшими случаями и будемъ при 
этомъ пользоваться наглядными соображешями.

2. Ц илиндръ .
Выше мы разсматривали окружность, какъ многоугольникъ съ без- 

численнымъ множествомъ сторонъ; подобно этому мы можемъ теперь 
смотреть на цилиндръ, какъ на прямую призму съ безчисленнымъ мно
жествомъ боковыхъ граней. Мы получаемъ тогда для боковой поверхности 
цилиндра (т. е. для поверхности цилиндра безъ основанШ) произведете 
изъ высоты на периметръ основашя; если поэтому h есть высота, а г — 
раднусъ основашя цилиндра, то

боковая  п о в е р х н о с ть  ц илиндра =  2 n rh .

3. Точно такъ же поверхность прямого конуса можетъ быть раз- 
сматриваема, какъ поверхность пирамиды съ безчисленнымъ множествомъ 
треугольныхъ боковыхъ граней. Длина основанШ этихъ треугольниковъ 
въ совокупности равна въ такомъ случае периметру основашя; высота 
боковой грани равна длине s образующей; или, если h есть высота, а 
г— рад1усъ основашя конуса, то высота боковой грани равна ]/ г 2 +  /г2.

Сообразно этому б оковая  п о вер х н о сть  кон уса равна

n r s  =  n r  ] / h2 -f- r2.

4 . Обратимся теперь къ усеченному конусу; пусть г2 и г.2 будутъ 
рад1усы основанШ, a s1 и s.2 образуюиця двухъ конусовъ, разность кото- 
рыхъ представляетъ собой заданный усеченный конусъ; въ такомъ случае 
боковая поверхность усеченнаго конуса равна л  (rl s1 — r,2s.2). Но, съ дру
гой стороны, гг : Sj =  Го : s.2\ мы получаемъ поэтому для боковой поверх
ности выражеше л  (r  ̂+  п2) (5L —5.2). Если мы, наконецъ, обозначимъ 
черезъ г рад1усъ средняго ceneHia, т. е. (г1 +  г.2), а черезъ s— образующую 
усеченнаго конуса, т. е. — s.2, то мы получимъ окончательно:

б о ко вая  п о вер х н о сть  у се ч е н н аго  к о н у с а = 2 n rs ,

т. е. равна прямоугольнику, одной стороной котораго служить образу
ющая усеченнаго конуса, а другой периметръ средняго сечения 2лг.
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5. Эти результаты можно сдЬлать еще бол-fee наглядными, если мы 
представимъ ce6fe боковыя поверхности цилиндра, конуса и усЬченнаго 
конуса сдЬланными, напримЬръ, изъ бумаги и развернутыми на плоскости. 
Боковая поверхность цилиндра обращается тогда въ прямоугольникъ, по
верхность конуса въ круговой секторъ, а поверхность усЬченнаго конуса 
въ кусокъ кольцеобразной площади, ограниченной двумя рад1усами.

6. Эти поверхности, принадлежащая къ числу разверты ваю щ ихся, 
именно благодаря этому развертывайте поддаются еще наглядному сравненто 
съ плоскими фигурами. Но иначе обстоитъ дЬло со сферою; опредЬле- 
ше поверхности шара принадлежитъ къ числу наиболЬе блестящихъ 
прюбрЬтешй древности; А рхимедъ съ полнымъ правомъ считалъ его 
в-Ьнцомъ своей славы и, какъ сообщаетъ Ц ицеронъ, зав-Ьщалъ, чтобы 
фигуры шара и цилиндра были изображены на его гробниц-fe.

Поверхность шара опред-Ьляютъ такимъ образомъ, что разсЬкаютъ 
ее параллельными кругами на безчисленное множество зонъ и каждую 
такую безконечно тонкую зону разсматриваютъ, какъ боковую поверх
ность усЬченнаго конуса.

7. РазсЬчемъ шаръ двумя параллельными плоскостями Л С  и B E  
(см. фиг. 103) и проведемъ плоскость PQ , проходящую на равномъ раз-

§ 9 3

стоянш отъ нихъ. Въ T04Kfe Р  проведемъ касательную А В  =  s къ мери- 
дюнальной окружности въ плоскости С АВ. Треугольники А В Н  и C PQ  
будутъ, въ такомъ случа-fe подобны; если мы обозначимъ черезъ г рад1усъ 
сферы, черезъ q — рад1усь параллельнаго круга P Q  и черезъ h высоту 
зоны, то Q : г =  h : s, или os =  hr. BMfecrfe съ т-Ьмъ мы получаемъ для 
боковой поверхности ус-Ьченнаго конуса, описаннаго около шара и содер
жащегося между параллельными плоскостями, согласно п. 4-му, выражеше:

2 n g s  =  2icrh.

Но 2 n r h  есть боковая поверхность цилиндра, имЬющаго высотой h 
и основашемъ большой кругъ шара.

8. Теперь опиш емъ около квадранта С В А  (фиг. 104) квадратъ 
CBDA  и многоугольникъ В Р 1Р.2РЯ Л, первая сторона котораго В Р Х

В е б е р ъ .  Эициклотг. элемепт. геометрщ  1S
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параллельна АС. Если мы себе представимъ, что эта фигура вращается 
вокругъ оси ВС, то дуга А В  опишетъ п олови н у  сферы, a отрезокъ 
A D  опишетъ боковую поверхность цилиндра, описаннаго около полу
сферы; многоугольникъ же P 1P2PSA  опишетъ поверхность, составленную 
изъ боковыхъ поверхностей ус'Ьченныхъ конусовъ, совокупность которыхъ, 
согласно п. 7, равна боковой поверхности цилиндра A D . Величина этой 
поверхности, такимъ образомъ, не зависитъ отъ числа точекъ РхР2Ра ■ ■ ■ 
и остается неизменной, когда число этихъ точекъ неограниченно возра- 
стаетъ. Но при такомъ неограниченномъ увеличенш числа сторонъ эта 
поверхность все больше приближается къ полусфере. Применяя тЬ же 
самыя соображешя ко второй половине сферы, мы получаемъ следующее 
предложеше:

П о в ер х н о сть  сф еры  равна б о ко во й  п оверхности  описаннаго 
о к о л о  нея цилиндра.

Т акъ  к а к ъ  вы сота о п и сан н аго  цилиндра равна 2г, 
то п о вер х н о сть  сф еры  равн а 4ягг2; мы можемъ, такимъ 
образо м ъ , сказать , что п о вер х н о сть  сферы въ 4 раза 
больш е площ ади  ея б о льш о го  круга.

П о вер х н о сть  ш ар о во го  п о яса  равн а той части боковой по
вер х н о сти  оп исан наго  цилиндра, ко то р ая  вы резы вается его 
основаш ям и .

9. Если известенъ об ъ ем ъ  V  шара, то поверхность его S  можно 
определить следующимъ образомъ: разделимъ поверхность на безчислен- 
ное множество малыхъ площадокъ, напримеръ, въ виде сетки, соста
вленной параллелями и мерид1анами. Затемъ все точки на периферии такого 
элемента поверхности соединимъ съ центромъ шара; мы получимъ тогда 
пирамиду, основашемъ которой все еще, правда, служитъ кривая поверх
ность, но последнюю мы можемъ считать за плоскую съ темъ бблыпимъ 
правомъ, чемъ меньше элементы. Высота такой пирамиды равна paaiycy 
шара г, а потому весь его объемъ равенъ всей ея поверхности, умно
женной на \г, т. е.

V  =  \r S .

Но, согласно, § 91, 3, V равно 4 п г 3/ 3, а потому S  =  4 л г 2.

10. Если мы представимъ себе на кривой поверхности —напримеръ, 
на сфере или на цилиндре -сеть точекъ и соединимъ каждыя три точки 
плоскимъ треугольникомъ, то мы получимъ многогранникъ, вписанный въ 
данную поверхность. Казалось бы, что поверхность этого многогранника 
имеетъ пределомъ данную кривую поверхность, если мы станемъ безпре- 
дельно сгущать сеть точекъ.
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Между тЬмъ Г. А. Ш варцъ (Н. A. Schwarz) первый замЪтилъ, что 
Это не всегда имЬетъ место; следующШ приигЬръ это выясняетъ.

Разсмотримъ цилиндрическую поверхность, имеющую pafliycb г и 
Высоту А. Мы разд'Ьлимъ высоту на п частей, каждая изъ которыхъ 
им'Ьетъ, такимъ образомъ, высоту hjn, а зат'Ьмъ периферто каждой окруж
ности, производящей делеше, мы разде- 
лимъ на т частей; такъ что каждой та
кой части соответствуете уголъ 2 я\т .
Но точки делешя на каждой после
дующей окружности мы сдвинемъ на
п\т, какъ это показано на фиг. 105.

Такимъ образомъ, мы получимъ
треугольники (123), (234), (345). ---- Ра-
зыщемъ площадь одного изъ этого ряда 
(конгруэнтныхъ) треугольниковъ.

Основаше 13 такого треугольника 
равно 2 г ■ sin я jm, но высота треуголь
ника равна не hjn, а гипотенузе пря- 
моугольнаго треугольника 2 АВ, у ко- 
тораго однимъ катетомъ служитъ hjn, 
а другимъ — „стрелка" АВ. Но эта 
стрелка равна

уГС ( .
г — г cos —  =  2 г sin —  

т \  2 т
а потому площадь нашего треугольника 
равна Фиг. 105

2 г sin
/  А2

V 1? +  4 г2 sin я
2 т

Но такъ какъ на цилиндре расположены 2/илтакихъ треугольника, 
то вся поверхность многогранника будетъ

2rmnsm  — 
т

заменяя здесь для безконечно малыхъ угловъ синусы ихъ углами 
(§ 118, т. I), мы получимъ:

2 я г  \ /  h- -\- я*/3 -^— - 
V 4/я*

Если т и п  неограниченно возрастаютъ независимо другь отъ 
друга, то это выражеше остается совершенно неопределеннымъ.

is*
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Правда, оно всегда им"Ьетъ пред'Ьломъ 2 n rh ,  если отнотен!е и : т. 
остается конечнымъ; но оно можетъ также неограниченно возрастать, 
если, наприм'Ьръ, п =  т3. Впрочемъ, боковая поверхность цилиндра 2 nrh 
во всякомъ случай остается ни нс ней границей  всЬхъ значенШ, который 
это выражеше можетъ принимать.



ГЛАВА X.

Группы вращенш и правильный гЬла.

§ 94. Вращешя и составлеше вращений.

1. Разсмотримъ твердое гЬло К  произвольной формы, имеющее 
неподвижную точку О, вокругь которой оно можетъ свободно вращаться. 
Такое гЬло можетъ принять безчисленное множество положешй и изъ 
любого положешя А  въ любое другое возможное для него при этихъ 
услов1яхъ положет'е В  оно можетъ быть приведено безчисленнымъ мно- 
жествомъ способовъ.

Изъ различныхъ возможныхъ движенШ тела особенно замечательны 
и понятны вращ еш я вокругъ  оси. Величина такого рода вращешя 
измеряется угломъ, который произвольная плоскость, проходящая черезъ 
ось и неизменно связанная съ твердымъ гЬломъ, образуетъ съ началь- 
нымъ своимъ положешемъ; по знаку этого угла отличаютъ два противо- 
положныхъ вращешя. Въ этомъ смысле уголъ поворота можетъ быть 
сколь угодно великъ, хотя для определешя полож еш я тела можно было 
бы ограничиться интерваломъ въ 2 тс. Одно изъ двухъ направлешй оси 
мы примемъ за положительное и будемъ самое вращеше считать положи- 
тельнымъ, если наблюдатель, стояний по положительному направлен1Ю 
оси, видитъ его совершающимся по направлен1ю, противоположному дви- 
жен1ю часовой стрелки.

2. Т еорема. Тело К  всегда можетъ быть изъ лю бого поло
жешя А  п риведен о  въ лю бое другое полож еш е В  посредством ъ 
вращ еш я в о к р у гъ  н еко то р о й  оси а.

Доказательство легко получить, если примемъ во внимаше, что по
ложеше тела вполне определяется, если дано положеше любыхъ двухъ 
прямыхъ, проходящихъ въ немъ черезъ точку О. Если ах и а.2 суть две 
таюя прямыя въ положенш А, а Ьх и Ь.2 — те же прямыя въ положенш В, 
то углы (лх я.,) и (6,А>) равны между собою. Проведемъ теперь пло
скости, перпендикулярный къ плоскостямъ д1̂>1 и а.,Ь.2 и дЬлящ1я попо-
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ламъ углы (а1Ь1) и (а262); эти плоскости пересекутся по некоторой 
прямой а, и трегранные углы а а у а,, и a b i b2 будутъ конгруэнтны, ибо 
они имеютъ конгруэнтные плосюе углы. Если мы поэтому повернемъ 
тело вокругъ оси а такъ, чтобы прямая ах совпала съ прямой blt то 
прямая а.2 совместится съ прямой Ь2, а вместе съ темъ тело будетъ при
ведено изъ положешя А  въ положеше В.

3. Если мы исходимъ изъ опредЬленнаго начальиаго положешя А, 
то всякое другое положеше В  однозначно определяется, если даны ось а 
и соответствующШ уголъ поворота 0. Совокупность этихъ двухъ данныхъ 
мы будемъ называть в р а щ е н 1емъ, которое будемъ обозначать греческой 
буквой,—скажемъ, буквой а. Если даны положеше А  и вращеше а, то 
этимъ определяется положеше В.

Если же, обратно, даны положеше А и В, то ось соответствующего 
вращешя определяется этимъ однозначно, но у го л ъ  поворота опреде- 
ленъ лишь до числа, кратнаго 2 яг. Но въ дальнейшемъ мы будемъ 
разсматривать вращешя, отличающаяся на кратное 2 л ,  какъ одно и то же 
вращеше; при такомъ соглашенш мы можемъ считать, что вращеше вполне 
определяется двумя положешями тела А  и В  и соответственно этому 
можемъ его обозначать, скажемъ, черезъ (А, В).

Если мы повернемъ тело вокругъ той же оси а изъ положешя В  въ 
положеше А, то такое вращеше мы будемъ называть противоположнымъ 
вращешю а  и будемъ его обозначать черезъ а -1 или также черезъ {А, В).

Каждому вращешю тела соответствуем такимъ образомъ, противо
положное вращеше; вращеше же противоположное противоположному, 
совпадаетъ съ начальнымъ вращешемъ.

4. Представимъ себе, что ось вращешя неподвижно соединена съ 
твердымъ теломъ (скажемъ, отмечена прутомъ, прочно вделаннымъ въ 
это тело). Мы можемъ тогда произвести вращеше а при любомъ поло
ж е н ^  тела . В ращ еш я, какъ  мы и хъ  теп ерь  понимаемъ, связаны 
таким ъ  о б р азо м ъ  съ тел о м ъ , а не съ его полож ен!ем ъ въ про
стр ан стве . Если а =  (А, В ) и мы произведемъ другое вращеше, исходя 
изъ положешя В, то мы можемъ последнее представить въ виде

=  (В, С), где С есть положеше, въ которое вращеше /? приводить 
тело изъ положешя В. Но наше тело можетъ быть приведено въ no.no- 
жеше С непосредственно изъ положешя А  некоторымъ вращешемъ 
относительно этого вращешя (А, С) мы будемъ говорить, что оно со
ставлено  изъ  вращен1й а  и [}. Мы будемъ это обозначать символи
чески, какъ умножеше; именно, мы положимъ:

7 =  nji, или (А, С) = (А, В) {В, С). (1)

При этом ъ мы считаем ъ нуж нымъ н ап ер ед ъ  указать , что 
вращ ен1е ct/9, вообщ е говоря, отли чн о  отъ  вращ еш я fla.
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Такимъ образомъ, при этомъ умноженш не имеетъ места законъ 
переместительный, но зато остается въ силе законъ  сочетательны й, 
который находитъ себе выражеше въ следующей формуле:

(Л, В) (В, С) (С, D) =  (Л, С) (С, D) =  (Л, В) (В, D ) =  (Л, D).

5. Составлеше врагценШ будетъ только тогда вполне определено, 
если мы присоединимъ къ числу вращешй такъ называемое нулевое вра
щеше а0, т. е. неизменное положеше (Л, А) =  (В, В ) —  Въ самомъ 
деле, только тогда получаетъ определенный смыслъ составлеше двухъ 
взаимнообратныхъ движешй

а а -1 =  а - 1 а  =  а0. (2)

Составлеше некотораго вращешя съ врагцешемъ а0 ничего не из- 
меняетъ, и въ этомъ смысле последнее въ нашемъ символическомъ умно- 
женш играетъ роль единицы.

6. Вращеше со =  (Л, Л'), которое ведетъ отъ положешя А  къ по- 
ложешю Л', можно выполнить также, исходя отъ положешя В; поло- 
жимъ, что оно приводитъ тогда къ положению В', такъ что

со =  (Л, Л') =  (В, В'), 
со-1 =  (Л', Л) =  (В', В).

Т еперь т ел о  въ полож енш  В' располож ено относительно 
того же т ел а  въ п олож енш  В  соверш енно такъ  же, какъ въ 
положенш  Л' оно располож ено  отн оси тельно  положенгя Л. 
Если поэтом у мы обозначи м ъ  черезъ  [АА'] неизм еняем ую  си
стему, составленную  изъ тел а  въ полож енш  Л и того  же тела 
въ полож енш  Л', то такая система при помощи в р а щ е т я  а 
переходитъ изъ  н ачальнаго  п олож ен 1я Л въ п о ло ж ен 1е [ВВ'] 1.

Если а есть вращеше (Л, В), то

с о - ' а с а  =  (Л', Л) (Л, В) (В, В') =  (Л', В ') ,  
и

а  =  со-1 а со (4)

есть вращеше, которое ведетъ отъ положешя А' въ положеше В'. Вращеше 
а называется сопряж енны м ъ съ а (относительно со); вместе съ темъ 
а = со а 'со -1, т. е. а является сопряженнымъ съ а' относительно со—1.

1 Нужно сказать, что эта теорема недостаточно ясна, но въ дальнЪйшемъ 
она никакого значешя не имЪетъ; существенно лишь определеше сопряженныхъ 
вращенШ, содержащихся въ равенствахъ (4); сущность же этого опредЪлешя заклю
чается въ слЪдующемъ: вращеше м приводить тЬло изъ положешя А въ положеше 
Л', а изъ положешя В въ некоторое положеше В'. Если а есть вращеше, приводя
щее тело изъ положешя А въ положеше В, то вращеше а', сопряженное съ а 
относительно о, есть то, которое приводитъ гЬло изъ положешя А' въ положеше В'■
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7. Если /?' есть B p a i u e n i e ,  сопряж енное съ /?, а у' есть вра- 
i u e H i e ,  со п р яж ен н о е съ у, то р'у' есть вращен1е, сопряженное 
съ ру.

Въ самомъ д-Ьл1з,

Р У  =  ш-1 /Зсой)- , усо =  са_1/3уй) (согласно п. 5). (5)

8. П о вто р н о е  п р о и зв о д ств о  шЬкотораго вращешя а съ сохране-
шемъ, следовательно, той же оси, мы будемъ обозначать степенями 
а 2, а3 * * * * * *, • • •, а повторное производство обратнаго вращешя мы будемъ 
обозначать черезъ а-1 , а -2 , а -3 , ----

Если 0  есть уголъ поворота, соотв%тствующ1й вращешю а, то 
2 0, 3 0 , • • • суть углы поворота, соотв-Ьтствукнще вращешямъ а2, а3, • • •, 
а — 0, — 2 0 , — 3 0 , ••• суть углы поворота, соотв-Ьтствуклще враще
шямъ а -1 , а~~2, а -3 , ----  Составление этихъ степеней совершается, какъ
перемножеше обыкновенныхъ числовыхъ степеней, сложешемъ показателей:

a" av =  а '1+1’. (6)

9. Если а ' =  со- 'асо, то, согласно п. 7,

а '-1 =  со_:1а -1 а),

и для любого положительнаго или отрицательнаго показателя v:

a v =  co~1av(0 2. (7)

10. Если уголъ поворота 0  находится въ рашональномъ отно- 
шенш къ 2лг, то вращеше называется циклическим ъ. Въ этомъ случаЪ 
всегда существуютъ показатели h, для которыхъ а'1 =  а°, т. е. равно 
нулевому вращешю. Если есть наименышй положительный показатель, 
удовлетворякнцШ этому требованию 3, то вращения

а°, а 1, а 2, а''-> (8)

B e t  различны между собой. Всякая другая степень вращешя а с о в п а - 

даетъ съ однимъ изъ вращешй (8), и а ,(+ 11 =  а'1. Вращеше ап с о в п а д а е т ъ  

съ а °  въ томъ и только въ томъ случай, если h кратно / г .  Въ са м о м ъ

2 Чтобы убедиться, что ы-^а—1ы есть вращеше о'—1, т. е. обратное вра
щешю а' =  оу-1 аы, достаточно заметить, что, въ силу закона сочетательпаго (п. 4),

(ев—'а — (о)—'аы) = б)—1а - ,б)ы—*аы = ш—га—1а(о = и—,« =  ).
Дал-fee:

(ы—'сш) ( о —'аы) =  а—1аао)~1аы =  ы—1«2<и.

Такимъ же образомъ обнаружимъ справедливость соотносивши (7) при любомь г.
т  т

Если 6 > = —- 2л , гд-fe — есть несократимая дробь, то /< =  п.

§ 94
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д'Ьл-fe, посредствомъ д1;лешя мы можемъ представить число h въ видЪ 
h = q[i +  (л', гд'Ь 0 ^  /л' <  ,ц, и ah =  а11’. Если бы было ah =  а0, то /л', 
будучи меньше /л, необходимо должно быть равно нулю.

Показатель /л называется порядком ъ циклическаго  вращ еш я а, а 
рядъ (8)—его перш дом ъ. Въ виду соотношешя (7) мы получаемъ теорему:

Сопряженный вращ енш  имЬютъ одинъ и тотъ  же порядокъ .

11. Если а не циклическое вращеше, то въ ряду степеней 

• ■ • а~2, а -1 , а0; а, а2, а3,

тотъ  же элем ен тъ  не повторяется дважды.
Въ самомъ д-Ьл-Ь, если ан =  ак, то hQ = kO +  2лт , а потому 

0  =  2nm \(h  — k).

§ 95. Конечный группы вращешй.

1. С истем а, состоящ ая изъ конечнаго  числа п вращ еш й

S =  а, р, у, • (1)

н азы вается группой  вращ еш й, если каж дое вращ еш е, составлен 
ное и зъ  д вухъ  вращ еш й этой системы, такж е входитъ въ составъ  
этой системы .

Число п содерж ащ ихся въ систем ^ 5  вращ еш й назы вается 
п орядком ъ группы.

Мы увидимъ ниже, что существуетъ только ограниченное число 
видовъ такихъ группъ.

2. Согласно опред'Ьлешю группы, BMtcrb съ каждымъ вращешемъ а 
въ сотавъ ея должны входить всЬ степени а; отсюда непосредственно 
вытекаетъ, что а должно быть циклическим ъ вращешемъ; въ самомъ 
д'ЬлЪ, если бы а не было циклическимъ вращешемъ, то число различныхъ 
вращешй, согласно § 94, п. 11, не было бы конечнымъ. Если /л есть 
порядокъ вращешя а, то вращешя

а, а 3, а 3, • • • , af‘~ l =  а -1 , а “ =  а0 

содержится въ rpynnt S.
I. К аж дая группа 5  содерж итъ , таким ъ образом ъ , нулевое 

вращ еш е, а такж е и вращ еш е, противоп олож н ое лю бому 
изъ  входящ ихъ  въ ея составъ  вращ еш й.

3. Мы будемъ исходить изъ нЪкотораго опред-Ьленнаго начальнаго 
положешя Е  и сообразно этому представимъ вращешя группы 5  въ формЪ

а =  (£, Л), 0 =  (Е, В), у =  (Е, С), - • • • (2)

Тогда А, В, С ■ ■ • суть положешя гЬла К, къ числу которыхъ мы 
отнесемъ и положеше Е\ вращешями группы S  тЪло можетъ быть пере
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ведено изъ любого изъ этихъ положешй, — скажемъ, изъ положешя А — 
въ любое другое положеше В, ибо

а~1р =  (А, В).

4. Представимъ себе теперь всю эту систему положешй Е, А, В ,С  - ■■ 
соединенными въ одно н еи зм ен яем о е  тЪло М 4. Если тогда мы 
выполнимъ надъ тЪломъ М  вращеше д  =  (Е , Т), при чемъ А, В к С 
будутъ следовать въ этомъ вращенш за Е, то это врашеше переводитъ 
положешя А, В, С ■■■ въ новыя положешя А ', В', С1, ■■■, которыя, 
согласно § 94, п. 6, определяются темъ, что

#  =  (Е, Т) =  {А, А ') =  (В, В ') =  (С, С') =  —

Отсюда следуетъ:

aft =  (Е, А'), $ д  =  (Е, В'), уд  =  (Е, С ), . . . ,  (2’)

и вращешя ад, ,/Зд, уд, ••• въ своей совокупности совпадаютъ съ вра- 
щешями группы 5  (они могутъ оказаться только расположенными въ 
другомъ порядке). Въ самомъ деле, все эти вращешя содержатся въ 
группе S', все они различны между собой и число ихъ равно п 5. 
Отсюда следуетъ, что и совокупность положешй А', В ', С  совпадаетъ 
съ совокупностью А, В, С, ----  Итакъ:

Т ел о  М  о б л ад аетъ  тем ъ  свойством ъ, что каж дое изъ вра- 
щ еш й 5  со в м ещ аетъ  его съ самимъ собой.

5. Каждое вращеше группы S, за исключешемъ нулевого вращешя, 
имеетъ определенную ось; но некоторый вращешя могутъ иметь общую 
ось. При каждомъ вращенш группы S  система этихъ осей переходитъ въ 
себя самое6. На разсмотренш этихъ осей основано о п р ед ел  eHie всехъ 
возм ож ны хъ кон ечн ы хъ  гр у п п ъ  в р ащ ен 1я.

Ось а назы вается о с ь ю ' п ерваго  рода, если въ груп пе 5  
имеется в р а щ е т е  со, ко то р о е  ее о б р ащ аетъ  (голоэдрическ1я

4 Т. е. тело К  представимъ себе, какъ выше въ п. 6, § 94-го, одновременно 
во всехъ этихъ положешяхъ; это даетъ рядъ телъ, которыя мы мысленно соединя- 
емъ въ одну неизменяемую систему.

5 Это видно также и непосредственно изъ сопоставлешя равенствъ (2') съ 
равенствами (2), ибо А , В' ,  С , . . .  суть те же положешя А, В,  С , . . . ,  но только, 
быть можегь, въ иномъ порядке.

6 Пусть а  будетъ ось вращешя а,  а Я—некоторое вращеше нашей группы: 
черезъ а Я будемъ обозначать ту прямую Ь, въ которую переходитъ ось а при вра- 
щенш Я: тогда а а  — а,  а/.  =  Ь. Вместе съ темъ Ь/.—^— а ,  ЬА—1 п =  а а  =  а; поэтому 
b/.—' a / .  =  a / . ~ b :  т. е. вращеше Я совмещаетъ ось а  вращешя и съ осью b вра
щешя Я—1 «Я, сопряженнаго съ а  относительно вращешя Я. Система осей вращешя 
a,  j), •/ . . .  нашей группы переходитъ въ систему осей вращешй Я—1 ((Я, Я—1 .ЭЯ,

1 уЯ,. . . .  а это те же вращешя, только въ другомъ порядке.
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оси) 7 8. Она назы вается осью второго  рода, если въ груп пе  S  

н%тъ вращения, ко то р о е  ее обращ аетъ  (гем1эдричесюя оси).
Каждой оси присваивается определенная кр/атность; именно, оси а 

присваивается кратность v, если въ группе 5  имеется v  вращений, считая 
въ томъ числе и нулевое вращеше, который оставляютъ эту ось неиз
менной. Эти вращешя

Q =  а0, а1, а2. • • аг-1 (3)

можно представить въ виде степеней одного изъ нихъ, именно того, 
которому соответствуетъ наименьший положительный уголъ поворота х.

Если а  есть ось перваго рода и со', со суть два вращешя, которыя 
обращаютъ ось, то со'со~1 и со~1со' суть вращешя, которыя оставляютъ 
ось а  безъ изменешя; поэтому со'со~1 =  а х, с о '=  а* со; вместе съ темъ 
вращеше со~1со' =  со-1  а хсо оставляетъ ось а  безъ изменешя; отсюда 
следуеетъ:

II. С ово ку пн о сть  вращ еш й группы S , обращ аю щ ихъ ось 
перваго  рода, всегда содержится въ системе вида:

Q oj =  о), асо, а2 со, а у - 1 со ; (4 )

в м есте  съ тем ъ система co ^ Q c o  совпадавтъ съ системой Q.

Если два различныхъ вращешя д- и приводятъ ось а въ одно и 
то же положеше a v  то вращеше оставляетъ эту ось безъ изме
нешя; поэтому =  а х и #  =  а хд'1. Сообразно этому совокупность
враьцешй, преобразовывающихъ ось а  въ а у, можетъ быть представлена 
въ форме

Q fty  =  rd'l , aft-t, а2# 1( •-•, ov-1i?’1;

если при этомъ а  есть ось перваго рода, то вращеше c o $ v даетъ оси а 
направлеше, противоположное оси а у ; последняя также будетъ поэтому 
осью перваго рода. Вместе съ темъ мы получаемъ предложеше:

III. Число вращенШ группы S , п реоб разовы ваю щ ихъ  ось а 
въ а х или (если а есть ось перваго рода) въ ось, противо
полож ную  оси a it равно 2 v  для осей перваго  рода и v  

для осей второго  рода.

7 Т .  е .  з а м е н я е т ъ  т о й  ж е  п р я м о й  в ъ  п р о т и в о п о л о ж н о м ъ  н а п р а в л е н и и

8 Е с л и  в р а щ е ш е  «  о с т а в л я е т ъ  о с ь  а н е и з м е н н о й ,  г. е .  е с л и  аа =  а, т о  оно 
и м Ъ е т ъ  а с в о е ю  о с ь ю ;  и н а ч е :  а е с т ь  о с ь  r - о й  к р а т н о с т и ,  е с л и  в ъ  г р у п п е  е с т ь  v 
р а з л и ч н ы х ъ  в р а щ е н Ш ,  и м Ъ ю щ и х ъ  п р я м у ю  а с в о е ю  о с ь ю .  Е с л и  0 ,  у г о л ъ  п о в о р о т а  

в р а щ е ш я  а, е с т ь  н а и м е н ы ш й  и з ъ  у г л о в ъ  п о в о р о т а  э т и х ъ  в р а щ е н и й ,  т о  у г л ы  п о в о р о т а ,  

о с т а л ь н ы х ъ  в р а щ е н Ш  н е о б х о д и м о  д о л ж н ы  б ы т ь  к р а т н ы  0 :  е с л и  б ы ,  н а п р и м е р ъ ,  

в р а щ е ш ю  /3 с о о т в е т с т в о в а л ъ  у г о л ъ  п о в о р о т а  №  н е  к р а т н ы й  0 ,  т а к ъ  ч т о  0  с о д е р 

ж и т с я  в ъ  0 '  т р а з ь  с ъ  о с т а т к о м ъ  0 ’’ <  0 ,  т о  в ъ  г р у п п е  б ы л о  б ы  в р а щ е ш е  , 3 с —'"  с ъ  

у г л о м ъ  п о в о р о т а  0 " ,  м е н ь ш н м ъ  0 ;  э т о  п р о т и в н о  у с л о в ш .  И з ъ  с к а з а н н а г о  с л е д у е т ъ ,  

ч т о  в с е  в р а щ е ш я ,  и м Ь ю ш д я  п р я м у ю  а с в о е г о  о с ь ю ,  б у д у т ъ  с т е п е н я м и  в р а щ е ш я  а.

§ 95
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Вращеше # х—1 приводить ось at въ положеше а, ак есть вращеше 
вокругъ оси а, а вращеше приводить ось а въ положеше ах; поэтому 
$ 1~ 1ах# 1 есть вращение вокругъ оси аь  и въ этой формТ содержатся 
Bet вращешя вокругъ оси ах\ въ самомъ дЬл-Ь, если а, есть вращеше 
вокругъ оси ах, то есть вращеше вокругъ оси а, а'потому
можетъ быть выражено черезъ ах; поэтому а х =  1а х# 1.

IV. Въ виду это го  а 1 есть ось той же кр атн о сти  v, что и а, 
и число содерж ащ и хся въ 5  вращенШ  во кр у гъ  оси ах 
(не считая нулевого вращешя) есть v  — 1.

Положимъ теперь, что совокупность вращешй группы 5  приводить 
ось а въ /л различныхъ положешй

CLt CLXi &2 , •-*,  CL[_i— ' (5)

B et эти оси имТютъ одну и ту же кратность v и представляютъ собой 
либо Bet оси перваго порядка, либо всТ оси второго порядка.

Совокупность осей (5) мы будемъ называть системой сопряжен- 
ныхъ осей, а число /л — п ор яд ко м ъ  этой системы

Такъ какъ каж дое вращеше группы 5  преобразуетъ ось а въ одну 
изъ осей системы (5), а п есть число вращешй группы S, то,

п =  2/лу, или =  nv ,

смотря по тому, будетъ ли а осью перваго или второго рода; а такъ какъ 
г, по меньшей м-fcpt, равно двумъ, то:

V. Если система, сод ер ж ащ ая  [л соп ряж ен ны хъ  осей д-той 
кратности , есть систем а п ер в аго  рода, то .

u,v =  \n ,

если же это  есть систем а в то р о го  рода, то

[IV =  п, [л <;

Такъ какъ здТсь не приходится считать нулевого врагцешя, то изъ 
теоремъ IV и V вытекаетъ следующее:

VI. Число содерж ащ ихся въ r p y n n t  S  вращ еш й  вокругъ 
одной изъ системы соп ряж ен н ы хъ  осей  г>-той крат
ности равно ,u (v — 1), т. е.

— \п  — {л въ системТ п ерваго  рода,

=  п — (л „ „ в то р о го  рода.

6. Съ помощью этихъ предложен^ теперь не трудно установить 
всЪ возможныя группы вращешй. Число вращешй, содержащихся въ 
rpynirfc 5 , не включая нулевого вращешя, равно п — 1. Если, слТдова- 
тельно, икгЬетс» одна система сопряженныхъ осей, то, по теоремТ VI,
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п — \ — \ п — (I или п — 1 =  п — Ц-,

но первое допущенге невозможно, такъ какъ оно приводило бы къ отри
цательному или нулевому значение для [л,\ второе же допущеше даетъ 

a v  остается произвольными Мы получаемъ, такимъ образомъ, 
первый случай:

I. П ирам идальное вращ еш е.

Здесь существуетъ только одна ось второго рода, вместе съ т'Ьмъ 
v =  и, а значеше п ничЬмъ не ограничено.

7. Положимъ теперь, что имеются две системы сопряженныхъ осей; 
это приводить прежде всего къ тремъ возможнымъ комбинащямъ: либо 
обе системы состоять изъ осей перваго рода, либо обе состоять изъ 
осей второго рода, либо, наконецъ, одна состоять изъ осей перваго рода, 
другая изъ осей второго рода. Если v означаетъ кратность осей, а ц  
порядокъ соответственной системы, то эти три случая характеризуются 
сл^дующимь образомъ:

1) я — 1 =  Ml (**! -  1) +  t h \ v l — 1) =  Я —  /A i— lh'*
2) п -  1 =  /л.2 (v2 -  1) +  fj,2'(v2' -  1) =  2п -  /л.2 -  /л2’,

3) п -  1 =  [Л,х (V, -  1) +  (12 (у.2 -  1) =  ~  -  ^  -  .̂2.

Однако, первый случай невозможенъ, ибо тогда было бы -j-ц \  =  1; 
между тЕмъ какъ каждое изъ чиселъ и [ь2', по меньшей мере, равно 1, 
во второмъ случае мы получили бы

f h + i W  =  п + 1;
но и это невозможно, такъ какъ, согласно теореме V, ни одно изъ чи
селъ /ц  и /ll2‘ не превышаетъ л/2. Остается только трет1й случай, кото
рый приводить къ равенству

Mi +  Мг = _ 2""(_ 1»

въ этомъ случае v2 не превышаетъ 3; въ самомъ деле, если бы было 
v2 ̂ 4 ,  то, согласно теореме V, было бы ,и,2 < |«/4; но тогда мы получили 
бы изъ соотношешя 3)

Mi=  ~2 +  1 — Me ̂  1 >

что не можетъ иметь место въ виду теоремы V.
Если v.2 = 2, fio =  in, то должно быть =  1, v1 =  \n. Этотъ 

случай, какъ мы увидимъ, возможенъ и даетъ группу:
II. Д вуп и рам и дальн ое или д !эдри ческое вращ ен!е (съ нечет- 

нымъ основашемъ).
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Но если Vo =  3, такъ что /л.2 =  я /3, то мы получаемъ:

п . . . .  3 (и,  — 1)
Mjl =  -r- + 1. « =  6 ( ^  — 1), v, =  ------

Такъ какъ — 1)//^ есть правильная дробь, то должно быть 
меньше 3, а потому должно быть равно 2; следовательно,

=  3, v1=2, fj/*2 4, — 3; л 1 т 12:

III. Т етр а эд р и ч е ск о е  вр ащ еш е.

8. Если имеются три системы сопряженныхъ осей, то всЬ он4 
должны быть перваго рода; въ самомъ дТлЬ, если бы изъ нихъ одна, 
две или три были второго рода, то мы имели бы, какъ въ п. 5:

jt “I- jt “I- jt == 22 — 1 ^  /2,

3 п 5 п
=  ^ - + 1 < _ г

=  2п-\- 1
Ъп

что невозможно.
Итакъ, положимъ, что мы им%емъ три системы осей перваго рода.

Тогда
п 1 =  jt(v—1) +  jt'(v' -  1) +  jt"(v" -  1),

а, следовательно,

И> +  Р' +  /*" =  ~2 Н" * • (6)

Отсюда следуетъ, что изъ трехъ чиселъ v, v', v", по крайней мере, 
одно должно быть равно 2; въ самомъ деле, если бы все эти три числа 
были больше 2, то числа jt, ji', /<" не превышали бы числа п/6, а ихъ 
сумма не превышала бы \п\ между темь, согласно соотношешю (5;, она 
должна быть равна \п - (-1. Итакъ, пусть v” =  2, jt" =  i'/4; тогда

, ' п I 1Д +  ,w — +  1 • (7)

Сообразно этому, v и v', въ свою очередь, должны быть меньше 4 , 

a jt' должно быть больше п 8, ибо иначе было бы j t +  jt  ^  я/4; такимъ 
образомъ, мы получаемъ два случая:

В о-первы хъ: v' =  2, /л '=  n j4, ,«. =  1, v =  n/2:
IV. Д вуп и рам и дальн ое или д !эд р и ч еско е  вращ еш е (съ осно- 

ван!емъ четнаго порядка)

(л =  1, v =  \n\ jji =  J /2 ,  v — 2\ jt!'=\n, v" — 2 ,

где /г есть произвольное число, кратное 4.



В о - в т о р ы х ъ : v ' =  3 ,  fx' =  я / 6 .

^ - Т 2  + V  =
6я

и +  12’

здесь, следовательно, ^ < 6 ,  а такъ какъ случай v = 2  уже исчерпанъ 
системой IV, то остаются случаи v  =  3, 4, 5.

Однако, случай v =  3 не можетъ иметь места, такъ какъ тогда 
было бы:

я = 12 , v =  3, =  3 v" = 2,
/х =  2 , (л! =  2 / /  = 3.

Если, поэтому, а и а1 суть rb  две сопряженный оси, который соот- 
В-Ьтствуютъ случаю v =  3, [х =  2, то въ системе 5  должно было бы 
существовать вращеше я?-, а при повторенш этого вращен!я ось а1 
должна принять противоположное направлеше а. Поэтому #  должно быть 
вращешемъ, по меньшей м'Ьр'Ь, 4-ой кратности. Но въ системе 5  вращеше 
4-ой или болЬе высокой кратности не можетъ иметь места.

При v  =  4 имЪемъ:

я =  24, v  =  4, v' =  3, v" =  2,
/х =  3, jx' =  А, [х" =  6:

V. О ктаэд р и ческо е  или куби ческое вращ еш е.
Наконецъ, при v =  5:

я =  60, v =  5, v' =  3, »>" =  2,
/х =  6, /х' = 10, fx" =  15:

VI. И косаэдри ческое  или додекаэд ри ч еское  вращ еш е.

9. БолЬе трехъ  системъ сопряж енны хъ осей вообщ е быть 
не мож етъ. Въ самомъ д-Ьл-fe:

. 1Ч Я _  ядля системъ перваго рода: [х(у — 1) =  —— ,« — i

п
п » второго рода: ;x(v — 1) =  я — ,а =5=— ;

сл-Ьдовательно, во всякомъ случае /i(v — 1) ^  W4. Если бы поэтому въ 
правой части равенства

Я -  1 =  n (v  -  1) +  /*'(*' -  1) +  .«"К  — 1)4------

было болЬе трехъ слагаемыхъ, то мы пришли бы къ противоречивому 
соотношешю п ~ 2 ^  /г.

Такимъ образомъ, мы видимъ, что число различныхъ типовъ, кото
рые могутъ встретиться, необходимо ограничено. Въ ‘томъ же, что все 
эти случаи действительно могутъ иметь место, мы убеждаемся следующими 
геометрическими соображешями.
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Уже назвашя, которыми мы обозначили различныя груйпы вращешй, 
показываютъ, какимъ путемъ онФ могутъ быть осуществлены. Такъ, напри- 
мФръ, группу пирамидальныхъ вращешй (I) мы получаемъ, если построимъ 
правильную прямую пирамиду на правильномъ т угольник-fe. Тогда имФ- 
ется только одна ось,—именно, перпендикуляръ, опущенный изъ вершины 
на основаше, — и т вращешй, приводящихъ это тЪло въ совмФщеше съ 
самимъ собой.

Если мы теперь возьмемъ двой ную пирам иду, т. е. дв-fe пирамиды, 
симметрично расположенный съ двухъ сторонъ общаго основашя, каковымъ 
служить правильный /я-угольникъ„ то къ т вращешямъ вокругъ прямой, 
соединяющей вершины, присоединяются еще друпя вращешя. Если т 
есть число нечетное, то прямыя, соединяющая вершины основания съ 
серединами соотв-Ьтственныхъ противоположныхъ сторонъ, представляютъ 
собой систему сопряженныхъ двойныхъ осей вто р о го  рода, и мы прихо- 
димъ къ случаю (II). Если же т есть четное число, то прямыя, соеди- 
няющ1я противоположныя вершины, и прямыя, соединяющ!я середины 
противоположныхъ сторонъ, образуютъ две системы сопряженныхъ осей 
перваго рода по т осей въ каждой. Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ 
случаю (IV).

Вместо двойной пирамиды можно взять также д !эдръ , т. е. пра
вильный многоугольникъ, который мы представляемъ себе въ виде тела, 
считая две его стороны за различныя поверхности.

§ 96. Эйлерова теорема о многогранникахъ.

1. Подъ многогранникомъ мы будемъ разуметь гЬло, которое со 
вс%хъ сторонъ ограничено плоскими многоугольниками, нигде не пересе
кающими другъ друга (Э йлеровы  многогранники). Такъ называемые 
звездные многогранники, грани которыхъ другъ друга пересекаютъ, мы 
исключаемъ изъ разсмотрешя. Относительно Эйлеровыхъ многогранниковъ 
им-feerb место знаменитая Э йлерова ф орм ула, устанавливающая связь 
между числомъ граней F, числомъ реберъ К  и числомъ вершинъ Е:

E + F - K =  2 * .  (1)

Доказательство мы проведемъ на основанш слфцующихъ соображешй.
2. Если мы возьмемъ кусокъ поверхности, развернутой на плоскости, 

который эту плоскость однократно покрываетъ и ограниченъ замкнутой 
непрерывной лишей, то всякШ разрЪзъ, проходящ!й отъ одной точки на 
периферш къ другой, разделяетъ его на два отдельныхъ куска; такой 
кусокъ поверхности называется поэтому односвязны м ъ . Это свойство

* Бальцеръ предполагаетъ, что эта формула была уже известна въ древ
ности и во всякомъ случае устанавливаетъ, что ею владелъ Декартъ. Она была 
вновь найдена и опубликована Эйлеромъ въ 1752 году.
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сохранится, если мы снимемъ этотъ кусокъ поверхности съ плоскости и 
будемъ его безъ разрыва и складокъ сгибать.

Таюе куски поверхности, которые такимъ разр-Ьзомъ не разделя
ются, называются многосвязны ми. Сюда относятся, напримЬръ, кольце
образный поверхности (фиг. 106). Это поверхности двусвязныя, ибо можно 
сделать одинъ разрезъ, который не разделяетъ поверхности.

Положимъ, что такого рода поверхность односвязная (или много- 
связная) рядомъ какихъ-либо линШ разрезана на односвязныя части 
(полости). Положимъ, что число этихъ полостей равно / ,  точки, изъ 
которыхъ выходить три или большее число разрезовъ, называются узло
выми точками. Пусть число ихъ будетъ е, при чемъ мы, однако, сюда не 
включаемъ техъ точекъ, которыя лежать на самой периферш.

Отрезки, соединяюпце таюя две узловыя точки, между которыми нетъ 
другихъ узловыхъ точекъ, а также отрезки, соединякнще узловую точку

съ периферической или две периферичесюя, мы будемъ называть нитями; 
пусть число ихъ будетъ ft. Если нить соединяютъ две периферичесюя 
точки, то она вовсе не содержитъ узловъ. На фигуре 107 (не считая 
пунктировъ) / =  8, е =  5, ft =  12. Если мы присоединимъ новую нить къ 
темь, которыя уже существуютъ, то число /  переходить въ /-(- 1 (ибо 
поверхности суть односвязныя). Новая нить имеетъ два конца; можетъ 
случиться, что каждый изъ этихъ концовъ лежитъ въ имеющемся уже 
узле; она тогда не увеличиваетъ числа узловъ и не изменяетъ имеющихся 
уже нитей; то же самое имеетъ место и въ томъ случае, когда каждый 
изъ концовъ нити лежитъ на периферш. Конечная точка новой нити мо
жетъ, наконецъ, лежать внутри одной изъ прежнихъ нитей; тогда она 
разделяетъ последнюю на две нити, но зато она увеличиваетъ также 
число узловъ на 1. Такимъ образомъ, разность е — ft при появленш та
кого рода новой конечной точки остается безъ изменешя. Но въ число ft 
входить еще и вновь присоединенная нить, а потому новый разрезъ

Jt
Фиг. 106 Фиг. 107

В е б  е р ъ .  Энцпклоп. элемент, геометрш . 19
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о ставляетъ  б езъ  изм^Ьнетя выражеше е-\- f — k. Различные случаи, 
которые тутъ могутъ представиться, отмЪчены пунктиромъ на фиг. 107.'

Если первоначальную поверхность 5  мы будемъ считать односвяз
ной, то до производства какихъ бы то ни было разрФзовъ е =  0, / =  1, 
k  =  0; сл-Ьдовательно, вообще

3. Отсюда вытекаетъ Эйлерова теорема о многогранник сл'Ьду- 
ющимъ образомъ. Изъ многогранной поверхности, содержащей F граней, 
Е  вершинъ и К  сторонъ, выр-Ьжемъ одну изъ его граней, представля
ющую собой, скажемъ, /я-угольникъ. Въ такомъ случае остается поверх
ность S, ограниченная перифер1ей т-угольника и разрезаемая остальными 
ребрами многогранника на односвязныя части (многоугольники). Въ 
этомъ разложенш

1. Съ помощью Эйлеровой формулы мы можемъ, прежде всего, от
ветить на вопросъ, существуютъ ли многогранники, въ которыхъ все 
грани имеютъ одинаковое число вершинъ и изъ всЬхъ вершинъ выходить 
одинаковое число реберъ.

Итакъ, положимъ, что все грани некотораго многогранника пред- 
ставляютъ собой /7-угольники, и что въ каждой вершине сходится q реберъ.

Такъ какъ на каждомъ ребре находятся двФ грани и каждая грань 
содержитъ р  реберъ, то

а такъ какъ каждое изъ чиселъ р  и q должно быть, по меньшей мере, 
равно 3, то

е +  /  -  k  =  1 *. (2)

е =  Е — т, k  — К  — т, f  =  F — 1, 

а потому изъ соотношешя (2) вытекаетъ формула (1).

§ 97. Правильные многогранники.

р Е  =  2 К, ( 1 )
и точно такъ же

qE  = 2 К , (2)

а потому, согласно формуле Эйлерова (§ 96, (1)),

( 3 )

отсюда, прежде всего, слЪдуетъ, что

(4)

* Вообще k — е —/ + 2  выражаеть норядокъ связности поверхности S.
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и точно такъ же q <  6. Такимъ образомъ, для р  и q остаются еще 
значетя 3, 4 и 5, изъ соотношешй (1) — (4) мы получаемъ слЪдую- 
iilie возможные случаи:

р ч к Е F

3 3 6 4 4 Тетраэдръ
3 4 12 6 8 Октаэдръ
3 5 30 12 20 Икосаэдръ
4 3 12 8 6 Гексаэдръ
5 3 30 20 12 Додекаэдръ

2. Если мы, сверхъ того, примемъ, что грани всЪхъ этихъ многогранни- 
ковъ суть правильные конгруэнтные многоугольники, то мы получимъ пять 
правильныхъ (такъ называемыхъ Платон о выхъ) гЬлъ. Вершины этихъ 
многогранниковъ лежатъ на сфере; если мы проведемъ плоскости черезъ 
центръ сферы и черезъ ребра, то мы получимъ такъ называемыя пра
вильный сф ерическ1я с-Ьтки, изъ которыхъ можно обратно получить 
правильныя гЬла, заменяя правильные сферичесюе многоугольники пло
скими многоугольниками съ гёми же вершинами *.

3. Эти гЬла даютъ намъ примеры для остальныхъ трехъ группъ 
вращен1я и соотв'Ьтствующихъ сопряженныхъ осей, къ которымъ мы 
пришли въ § 95-омъ.

#
Т етр аэд р ъ  даетъ намъ группу III: п — 12; дв-Ь системы сопря

женныхъ осей, именно четы ре высоты (оси второго рода, р  =  4, v =  3) 
и три прямыя, соединяю щ !я середины противолеж ащ ихъ реберъ  
(оси перваго рода, р  =  3, v  =  2).

К убъ и о ктаэд р ъ  даютъ гпуппу V (п =  24) съ тремя системами 
сопряженныхъ осей перваго рода р  =  3, v =  4 (прямыя, соединяющ!я 
центры противоположныхъ граней куба), р  =  6, v  =  2 (прямыя, соеди- 
няющ!я середины противоположныхъ реберъ куба), р  =  4, v  =  3 (д1аго- 
нали куба). Октаэдръ даетъ ту же группу вращешй.

И косаэдръ  и д о декаэд р ъ  даютъ группу VI (п =  60); системы 
сопряженныхъ осей для икосаэдра суть: р  =  15, v =  2 (прямыя, соеди- 
няющ!я середины противолежащихъ реберъ), р  =  6, v = 5 (главный

* Богатый матер1алъ по этому вопросу можно найти въ сочинетяхъ: Ed
mund H ess, „Einleitung in die Lehre von der Kugelteilung", Leipzig, Teubner, 
1883, и Max B riickner, „Vielecke und Vielflache“, Leipzig, 1900; въ посл-Ьднемъ 
сочиненш много изящныхъ рисунковъ. Донолнен1е къ последнему сочинен{ю име
ется въ трудахъ Гейдельбергскаго конгресса, стр. 707.

Кто недостаточно владЬетъ пространственными представлен]ями, тому трудно 
будетъ обойтись безъ моделей.

13»
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д1агонали), //, =  10, v — 3 (прямыя, соединяются центры противополож- 
ныхъ граней); то же им'Ьетъ место и въ случай додекаэдра.

Само собой разумеется, что те же группы можно осуществить 
безчисленнымъ множествомъ другихъ способовъ.

Такъ мы получаемъ, напримеръ, р о м б о эд р и ч е с к и  додекаэдръ 
(гранатоэдръ въ минералопи), срезывая ребра куба или же ребра октаэдра; 
это тело имеетъ поэтому ту же группу вращешй, что и кубъ или окта- 
эдръ. Срезывая ребра икосаэдра или пятиугольнаго додекаэдра, мы по
лучаемъ р о м б о эд р и ч есю й  тр и д ц ати гр ан н и к ъ , имеющШ группу 
икосаэдра.



ГЛАВА XI.

Аналитическая геометр!я въ пространств^.

§ 98. Координаты.

1. Подобно тому, какъ въ плоскости положеше точки определяется 
двумя координатами, такъ въ пространстве для определешя положения 
точки необходимо произвести три измерешя. Чтобы это выяснить, пред- 
ставимъ себе, что изъ неподвижной точки, изъ такъ называемой нулевой 
точки, или начала О, выходятъ три прямыя, не лежащ1я въ одной пло
скости. Эти прямыя определяютъ попарно три плоскости, образующая 
трегранный уголъ. Если мы представимъ себе эти прямыя продолженными 
безпредельно въ обе стороны, то проходяцда черезъ нихъ плоскости 
делятъ пространство на 8 частей  (октантовъ).

Мы обозначимъ наши три прямыя черезъ х, у  и z, а ихъ продолжешя 
черезъ — х, — у , — д; три плоскости мы соответственно назовемъ 
плоскостями y z -овъ, ZX-овъ и х у - овъ.

8 октантовъ могутъ быть тогда отличены знаками следующимъ 
образомъ:

1) +  х, + У , +  х,
2) -  X, + У > +
3) +  Х, - У , +  2,

4) +  X, + У , -  г,
5) +  х , - у > -  Z,
6) — X, + 'У , -  Z,
7) -  X, - У , +  Z,
8) -  X, - у , — Z.

Въ этомъ именно порядке мы и будемъ называть ихъ 1-ымъ, 
2-ымъ, • ■., 8-ымъ октантомъ. Первый мы будемъ называть также положи- 
тельнымъ октантомъ. Два октанта, которыхъ знаки все противоположны, 
соприкасаются только въ одной точке — въ начале; таюе октанты на-
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зываются противополож ны м и (или вертикальными). Каждые два не- 
противоположныхъ октанта соприкасаются либо по прямой линш, либо 
по плоскости.

Вся система этихъ лишй и плоскостей называется системой коор- 
динатъ. Ребра называются осями коорд и н атъ , а плоскости — коорди
натными плоскостями.

Такъ какъ три элемента допускаютъ 6 перестановокъ, то ребра 
положительнаго октанта можно обозначить литерами х, у , z  шестью 
различными способами. Но эти способы обозначешя распадаются на два 
класса, одинъ изъ которыхъ даетъ правый системы, а другой — лЪвыя 
(§ 84, 3). Впредь мы всегда будемъ принимать, что оси х, у , z  обра- 
зуютъ правую систему; въ такомъ случай

дг, у , z

y , z, х

z, х , у

суть правыя 

системы,

x, z , у

y ,  х , г  

г, у , х

суть лЪвыя 

системы.

Если три оси взаимно перпендикулярны, то система называется 
п рям оугольной . Прямоугольная система даетъ наиболее простые ре
зультаты, а потому ею и пользуются почти исключительно.

2. Чтобы определить положеше какой-либо точки Р  относительно 
данной системы координатъ, проведемъ черезъ нее плоскости, параллель
ный плоскостямъ координатъ. Эти плоскости образуютъ съ координат
ными плоскостями параллелопипедъ, ребра котораго по четыре параллельны 
осямъ координатъ. Эти ребра мы будемъ измерять какой-нибудь едини
цей меры и соответствуюцця числа снабдимъ знаками сообразно октанту, 
въ которомъ точка лежитъ. Эти числа мы и будемъ называть коорди
натами точки Р. Чтобы убедиться, что любыя три значешя .дг, у, z 
координатъ определяютъ одну и только одну точку, панесемъ отрезокъ х  
на оси дг-овъ въ направленш, указанномъ знакомь; черезъ конечную 
точку полученнаго такимъ образомъ отрезка проведемъ отрезокъ у , па
раллельный оси jy-овъ опять-таки въ направленш, указанномъ знакомъ. 
Наконецъ, черезъ конечную точку этого отрезка, лежащую въ плоскости 
х у - овъ, проведемъ отрезокъ z, параллельный оси z -овъ. Конецъ по- 
следняго и представляетъ собой точку Р. Если бы мы выполнили то же 
построеше въ другомъ порядке координатъ, то мы пришли бы къ той же 
точке Р. Во всякомъ случае, чтобы придти къ точке Р, исходя отъ 
нулевой точки, нужно пройти ломанную лишю, состоящую изъ трехъ 
последовательныхъ реберъ упомянутаго выше параллелепипеда.

Если система координатъ прямоугольная, то на координаты можно 
смотреть, какъ на перпендикуляры, опущенные изъ точки Р  на плоскости 
координатъ.
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Такъ какъ всякое измЪнеше координатъ м-Ьняетъ также точку Р, 
то три числовыя данный, определяющая положение точки, называются не
зависимыми другъ отъ друга.

Такъ какъ необходимы три таюя независимый данныя, то говорятъ: 
совокуп н ость  то ч екъ  п ространства о б р азу етъ  трекратн о  про
тяж енное м н о го о б р аз1е; или иначе: пространство  содерж итъ  
оо3 точекъ.

Это есть точное выражеше факта, что пространство имЪетъ три 
изм-Ьрен1я.

3. Указанный выше способъ опредЪлешя положешя точки въ про
странстве называется Д екартовы м ъ. Однако, положеше точки въ про
странстве можно определить также безконечнымъ множествомъ другихъ 
способовъ, изъ которыхъ, однако, мы здесь остановимся только на по- 
лярныхъ координатахъ, въ виду того, что послЪджя очень часто примЪ- 
няются.

Мы выбираемъ прежде всего неподвижную точку, которую мы назо- 
вемъ полю сомъ или нулевой точкой системы координатъ. Чтобы 
определить положеше точки, мы прежде всего измЪряемъ ея разстояше 
отъ полюса. Это разстояше выражается числомъ, которое можетъ иметь 
любое положительное значеше; отрицательный значешя для этого измЪрешя 
никакого смысла не им-Ьютъ. Значеше 0 отвечаетъ только самому полюсу. 
Мы обозначимъ полюсъ черезъ О, переменную точку черезъ Р, а раз
стояше О Р  черезъ г. Это разстояше есть первая изъ трехъ полярныхъ 
координатъ. Bet точки, для которыхъ г имеетъ одно и то же значеше, 
образуютъ сферическую поверхность рад1уса г, центромъ которой слу
жить полюсъ.

Чтобы теперь различать точки на одной изъ такихъ сферъ, мы 
прежде всего введемъ некоторую постоянную прямую, проходящую черезъ 
полюсъ, которую мы назовемъ полярной осью; на ней мы выберемъ 
определенное направлеше за полож ительное и въ качестве второй 
координаты будемъ измерять уголъ, который лучъ, идущШ къ точке Р, 
образуетъ съ полярною осью. Этотъ уголъ, который мы обозначимъ 
черезъ §, мы возьмемъ между 0° и 180«. Все точки, которымъ соответ- 
ствуетъ одно и то же значен!е §■, лежать на конической поверхности, 
но заполняютъ только одну полу этой поверхности; другой же поле 
соответствуем значеше, дополняющее #  до 180°. Значешя г?- =  0° и 
#  =  180° соответствуютъ положительному и отрицательному направлешямъ 
полярной оси. Углу §  =  90° отвечаетъ плоскость, которую мы будемъ 
называть э к в а т о р 1альной плоскостью .

Эти коничесюя поверхности пересекаются съ упомянутыми выше 
сферами по окружностямъ, который называются параллелями на

§ 98
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сфере (напримЬръ, на поверхности земли или на своде небесномъ). 
Полярная ось пересЬкаетъ сферу въ двухъ точкахъ: въ сЬверномъ и 
южномъ полюсе. Экватор1альная плоскость пересЬкаетъ сферу по эква
тору. Уголъ #  называется полярны мъ разстоян !ем ъ . Дополнитель
ный уголъ при измЬрешяхъ на земной поверхности называютъ геогра
ф и ческой  ш иротой.

Чтобы, наконедъ, определить положеше точки Р  на ея параллели, 
выберемъ произвольно некоторую определенную полуплоскость, прохо
дящую черезъ полярную ось, которую мы назовемъ начальнымъ ме- 
рид5аномъ или нулевы м ъ мерид1аномъ. ДалЬе, черезъ точку Р  и 
полярную ось мы также проведемъ полуплоскость и за третью полярную 
координату примемъ уголъ д> между этими двумя полуплоскостями, от
считывая его въ опредЬленномъ направленш (напримЬръ, къ востоку) отъ 
0° до 360°. Можно также отсчитывать отъ 0° до 180°, считая уголъ <р

лярную ось за ось г-овъ, экваторъ за плоскость х у - овъ, начальный 
мершйанъ за плоскость x z -овъ и, наконецъ, положительное направлеше 
_у-овъ возьмемъ къ востоку (фиг. 108). Если мы изъ точки Р  опустимъ 
перпендикуляръ на экватор1альную плоскость, основашемъ котораго слу
жить точка Q, то O Q P  есть прямоугольный треугольникъ, гипотенуза 
котораго равна г, а катеты г и д .  Тогда г  =  г cos#, д =  г sin#, а х и  у  
представляютъ собой въ то же время координаты точки Р  въ плоскости 
ху-овъ. Отсюда следуетъ:

положительнымъ въ одномъ на
правленш, а въ другомъ отрица- 
тельнымъ (восточная и западная 
долгота). ВсЬ точки, соответ
ствующая тому же углу (р, ле
жать въ одной меридш наль- 
ной плоскости , вернЬе, въ 
одной полуплоскости, прохо
дящей черезъ полярную ось. Эти 
плоскости пересЬкають сферу 
по окружностямъ большихъ кру- 
говъ, проходящимъ черезъ по
люсы; въ географш онЬ назы
ваются мерид1анами.

Фиг. 108

.4. Чтобы выразить прямо
угольный координаты точки Р 
черезъ полярныя, выберемъ по-

х  =  г s in #  cosср, 
у  =  г s in #  singp, 
z  =  г cos#.
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§ 99. Направлешя въ пространств^.

1. Пусть двЬ точки R  и Р 0 заданы прямоугольными координатами 
х ,  у ,  z; х 0, у 0, z 0. Разстояше РР 0 мы обозначимъ черезъ г  и направлеше 
этого отрЬзка будемъ считать положительнымъ отъ Р 0 къ Р.

Если мы черезъ обЬ эти точки проведемъ плоскости, параллельный 
плоскостямъ координатъ, то мы получимъ прямоугольный параллелопи- 
педъ, ребра котораго представляютъ собой проэкцш отрЬзка г  на оси 
координатъ. Эти проэкцш по величинЬ и по знаку выражаются разно
стями х  — х 0, у  — у 0, z  — z 0. Применяя тогда дважды теорему Пиеагора, 
мы получаемъ:

г2 =  ( х -  * 0)2 +  (у -  у о)2 +  ( z  -  20Р . (1 )

Если черезъ a, /?, у обозначимъ углы, которые прямая Р 0Р  обра
зует. съ полож ительны м и направлеш ям и осей координатъ , то

х  — х 0 =  г  cos а ,

У - У о =  rcosfi, (2)

z  — z0 =  rcosy;

въ виду соотношешй (1) отсюда слЬ дуетъ, что

cosa2 +  cos/?2-)-cosy2 =  1. (3)

Эта формула остается, очевидно, въ силЬ, если а , (3, у  суть углы, 
которые произвольная прямая g  образуешь съ осями координатъ.

2. Велиуины

а  =  cos a ,  b =  cos/?, с =  cosy, 

связанный соотношешемъ
а 2 +  №■ +  с2 =  1 (4)

называются направляю щ ими косинусами прямой g.

Лю быя три величины а, Ь, с, связанны я со о тн о ш еш ем ъ  (4), 
въ качествЬ  на.правляю щ ихъ коси н усовъ  всегда опредЬ ляю тъ 
одно нап равлеш е; это нап равлеш е можно п редстави ть  прямой, 
вы ходящ ей и зъ  начала.

Въ самомъ дЬлЬ, если примемъ эти величины а, Ь, с за координаты 
точки Р, то послЬдняя, согласно соотношешю (1), имЬетъ отъ начала 
координатъ разстояше, равное 1, и прямая ОР, въ виду соотношешй (2), 
им-Ьетъ направляющие косинусы а, Ь, с.

3. Положимъ теперь, что намъ даны два направлешя:

1̂» ^1. 1̂» Ьъ-, г.,;
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изъ начала координатъ мы проведемъ два луча 1у, 12. Пусть (/1; 12) будетъ 
уголь, который образуютъ эти два направлешя.

Если на лучахъ lv  12 отъ точки О отложимъ соответственно раз- 
СТОЯШЯ Гу, Го, то мы получимъ две точки 1, 2, координаты которыхъ, 
согласно соотношешю (2), равны: Г у й „  r xb y , ГуС{, г.,а2, г2Ь2, г2с2. Вместе 
съ темь, если обозначимъ черезъ (1, 2) разстояше нашихъ двухъ точекъ, 
то по формуле (1)

(1, 2)2 =  (ryay -  r2a.2y- +  (ryby -  r2b2f  +  (ГуСу -  г2с2)>

=  г12 +  г22 —  2г1г2 iaia2 +  +  с1сз)-

Съ другой стороны, согласно теореме косинусовъ (§ 28, 4)

(1, 2)2 =  V  +  Г23 _  2 ГуГ2 cos (1у, 12).

Сравнен1е же обеихъ формулъ даетъ результатъ:

cos (/j, l2) =  аД.2 4- b y b 2 +  СуС2. (5)

Услов1е, чтобы оба направлешя были взаимно перпендикулярны 
выражается поэтому равенствомъ:

а ха 2 - f  byb2 -f- СуС2 =  0. (6)

4. Мы разсмотримъ еще площадь А треугольника (0, 1,2). Если мы 
спроектируемъ треугольникъ А на плоскости координатъ, то мы получимъ 
три проекцш Ах, Ау, Az, которыя, согласно п. 6 § 57-го, имеютъ значешя:

2 Ах =  Г\Г% (^J^2
2 Ау =  ГуГ2 (Суа2 — ауС2), (7)
2A Z =  ГуГ2 (ауЬ2 — Ьуй2).

Каждая изъ этихъ проекшй имеетъ положительное или отрицатель
ное значеше, смотря по тому, соответствуем ли въ этой проекшй на- 
правлеше (0, 1, 2) положительному или отрицательному обходу периферж.

Проведемъ нормаль я къ плоскости (0, 1, 2) и направимъ ее такимъ 
образомъ, чтобы лучи 1, 2, я составляли правую систему, предполагая, 
что таковую образуютъ и координатный оси. Въ такомь случае мы 
будемъ иметь по величине и по знаку:

Ах =  A cos (я, х ),
Ау =  Л cos (я, у), (8)
Az =  /Ico s(я, z).

Чтобы въ этомъ убедиться, достаточно привести систему 1 ,2 , я в ь  
совпадете съ системой xyz, или съ y z x ,  или съ zxy, отсюда вытекаеть 
соотношеше

А* =  Ах2 +  А , / + А / , (9)
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въ которомъ легко узнать обобщеше теоремы Пивагора. Замечательно, 
что величины, о которыхъ идетъ речь, именно квадраты площадей въ 
трехмерномъ пространстве, уже не поддаются наглядному истолковашю> 
поэтому прямое геометрическое доказательство, по аналопи съ доказа- 
тельствомъ теоремы Пивагора, здесь невозможно. Но, какъ известно изъ 
тригонометрш, (§ 31, (6)):

2Л = rxr2 sin(/i, /2);

возводя это въ квадратъ и пользуясь соотношешями (7) и (9), по
лу чаемъ:

Sin-f/j, /2) =  (ЬХС2 СХЬ2)̂  "Н (с1^2 — "Ь (а 1̂ 2 — (Ю)

Такъ какъ уголъ {1Х, /2) содержится между 0 и лг, то sin (/1; /2) 
имеетъ положительное значеше; эту формулу можно получить также 
путемъ вычислешя изъ соотношешя (5).

5. Теперь мы можемъ также решить задачу объ определенш напра- 
влешя п, перп ен ди кулярнаго  къ двумъ направлен!ямъ 1Х и 1.2. Въ 
самомъ деле, пусть a, ft, у будутъ направляюппе косинусы прямой п\ 
въ такомъ случае они, согласно соотношешямъ (6) и (4), удовлетворяютъ 
тремъ услов1ямъ:

a a i +  ftbi +  усг =  О,

аа2 +  pb2 +  yc.2 =  0, (11)

<* +  02 + Г  = 1 -

Изъ первыхъ двухъ уравнешй мы находимъ отношешя а : /?: у 
(т. I, § 41):

(bxc.2 — с,62) : (сха2 — я ^ ,)  : {а{Ь2 — Ьха.2)\

если же мы изъ соотношешя (10) определимъ коэффищентъ пропорщо- 
нальности, то последнее изъ уравнешй (11), въ виду соотношешя (10), 
дастъ:

asin )^ , /2) =  Ьхс2 — СуЬ.у,

/?sin(/1, /о) =  сха.2 — ахс2, (12)

у sin (/L, U) =  axb.2 — bxa.2.

Знакъ въ этихъ формулахь изменится, если мы заместимъ другь 
дакгомъ лучи 1Х и /2 или заменимъ одно изъ трехъ направлен^ 1Х, /2, п 
противоположнымъ.

Чтобы определить знакъ, мы будемъ считать sin (1Ь /2) положи- 
тельнымъ; если мы тогда проведемъ лучи /,, /2, п въ совпадете съ осями 
х, у , z , то последняя изъ формулъ (12) приводить къ тождеству 1 = 1 ;  
игакъ:

§ 99
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Ф ормулы (12) вфрны, если (lv  1%, п) и (х, у , г) суть системы 
одного  рода, т. е., при наш емъ д о п у щ ен ш  отн оси тельно  коорди- 
натны хъ осей, если lv  /2, п есть правая система.

6. Формулами, который мы здЪсь вывели, можно, между прочимъ, 
воспользоваться, чтобы аналитическимъ путемъ получить основныя по- 
ложешя сферической тригонометрш. Мы хотимъ провести это на теорем^ 
косинусовъ, изъ которой, какъ было показано выше, можно вывести 
остальныя формулы.

Возьмемъ трегранный уголъ съ двугранными углами а, Ь, с и 
плоскими углами а, 0, у; вс-fc эти углы мы будемъ считать меньше п. 
Три ребра мы обозначимъ черезъ 1Ъ /2, /3, и при томъ такъ, чтобы 
(1Х, / 2, /3) представляло правую  систему. Наконецъ, проведемъ перпен
дикуляры nv  «g, п3 къ гранямъ въ такомъ направленш, чтобы (/2, /8, л1), 
(/3, 1У, Лд), (1Х, 1-2, п.3) были правыя системы; тогда и (nv  п.2, п3) есть 
правая система.

Мы примемъ, что: .

1Х имЪетъ направляющие косинусы аг, Ьъ cv

lo  л л л а -2г С2 ,

к  л л я а.3, Ь3, с3,

л л л Ct ] ,  0 ^ ,

^ 2  л л я П о ,  0 2 , У 2  ’

« 3  л л О д ,  0 8 ,  У 3 .

Въ такомъ случай формулы (12) дадутъ:

a^sinb =  b3cl -  c3blt а3 sine =  bxc2 — cxb2,
02 sin 6 =  c3ax — a3cx, 03 sine =  cxa.2 — axc2, 
y2 sinb =  a3bx — b3ax, y3 sine =  axb-2 — b1a2- 

Перемножая эти формулы попарно и складывая, мы получимъ: 

cosasin& sinc =  2 (b 3cx — c3bx) (bsc2 — cxb.2).

Въ правой части этого равенства знакъ суммы распространяется на три 
члена, которые получаются изъ перваго круговой перестановкой буквъ 
а, Ь, с. Если вычислимъ эту сумму, то получимъ:

(аха-2 bxb,, схс2) (а1а3 -)- bxb3 схс3)
— (а2а3 - f  b.2b3 -f- с2с3) (ах- -)- bx* 2 -ф с12), 

а потому, согласно соотношешю (4) и (5),

cosa simb sine =  cosb cosc — cosa; 

это и есть теорема косинусовъ на сферЪ (§ 41).
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§ 100. Уравнеше плоскости.

1. Плоскость вполне определена, если дана длина <5 перпендику
ляра, опущеннаго на нее изъ начала координатъ, и углы а, (3, у, которые 
этотъ перпендикуляръ образуетъ съ осями. Эти углы должны быть свя
заны соотношешемъ (4) § 99-го.

Положимъ теперь, что, кроме этой плоскости е, дана точка Р  съ 
координатами х , у , z; найдемъ нормальное разстояше d  этой точки отъ 
плоскости. Отрезокъ ОР, длину котораго мы обозначимъ черезъ г, 
имеетъ направляюпне косинусы x/r, y/r, ztr  (§ 99, (2)). Вследртв1е этого, 
согласно § 99, (5):

rcos(<5, г) =  х  cos а у  cos/? -f- z  cosy. (1)

Если мы будемъ считать разстояше d  положигельнымъ въ томъ 
случае, когда точка Р  расположена относительно плоскости не со сто
роны точки О, а съ противоположной, то d  -f- (5 =  г cos (<5, г) ; поэтому

d  =  л:cos а -{-у cos/? -f- zcosy  — 6. (2)

Но если плоскость е проходить черезъ самое начало координатъ, 
то мы произвольно примемъ одну изъ двухъ сторонъ плоскости е за 
положительную и будемъ считать cos a, cos /?, cos у за направляюгще 
косинусы нормали, направленной въ положительную сторону плоскости. 
Въ такомъ случае d  имеетъ положительное значеше, если точка Р  ле- 
житъ съ положительной стороны плоскости е.

2. Если d =  0, то точка Р  лежитъ на плоскости е\ сообразно этому

х  cos а +  у  cos (} +  z  cos у — <3 =  0 (3)

есть уравнеше плоскости е, и при томъ въ нормальномъ виде. Вместе 
съ темъ, мы получаемъ, какъ для уравнешя прямой въ плоскости, 
теорему:

Если мы въ уравн еш е плоскости  въ нормальном ъ виде 
подставим ъ координаты  точки  Р, то мы получимъ разстоян1е 
точки Р  отъ  плоскости .

3. Умножая уравнеше (3) на постояннаго множителя, отличнаго отъ 
нуля, мы получимъ уравнеше плоскости въ общемъ виде

а х  +  by cz +  d  =  0, (4)

и совершенно такъ же, какъ и въ геометрш на плоскости, мы докажемъ, 
что каждое уравнеше первой степени относительно х , у , z выражаетъ 
плоскость. Характернымъ для нормальной формы является соотношеше

а2+  й2 +  с2 =  1.
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Другой частный видъ уравнешя плоскости, къ которому оно всегда 
можетъ быть приведено, если только плоскость не проходитъ черезъ 
начало координатъ, есть уравнете въ отрЪзкахъ:

" + 4  +  - - 1 =  °-а Ъ с (5)

Зд-Ьсь а, Ь, с суть  о т р езк и , ко то р ы е п лоскость  опред-Ь- 
л яетъ  на осяхъ  ко о р д и н атъ .

§ 101. Объемъ тетраэдра.

Положимъ, что четыре точки въ пространств% 0, 1, 2, 3 заданы 
своими координатами. Требуется вычислить объемъ тетраэдра, вершинами 
квтораго служатъ эти четыре точки. Ради простоты мы примемъ точку 0 
за начало координатъ и размТтимъ остальныя точки такъ, чтобы лучи 
01, 02, 03 составляли' правую систему. Если мы загЬмъ проведемъ нор
маль п къ плоскости (012), какъ мы это д-Ьлали въ п. 4 § 99-го, то 
точка 3 окажется съ положительной стороны этой плоскости. Если обоз- 
начимъ, какъ и тамъ, черезъ А площадь треугольника (1, 2, 3), а черезъ 
d  перпендикуляръ изъ точки 3 на эту плоскость, то по § 100, (2):

d =  х я cos (их) -|-_у3 cos (п у ) cos (n z )• (1)

Согласно же формуламъ (7) и (8) § 99-го,

2 A cos (пх) = y xza — у 2 z x,

2 A cos (пу) =  z xx 2 — z2 х х, (2)

2 A cos (nz) =  х ху 2 — х 2у х;

съ другой стороны, объемъ тетраэдра Т  = \d A \  поэтому соотношешя 
(1) и (2) даютъ:

в т  =  х з (y xz2 —y 2z x) + у л (zxx 2 — ZoXx) +  z3(x xy 2 — x 2y x). (3)

Согласно § 40 т. 1-го, это выражен!е можно написать въ формЪ 
определителя :

*1, Уг» Ч
х 2, Уо, ч

*3> Уь> ч

(4)

Знакъ въ этомъ выражении также правиленъ въ предположен^, 
что лучи (01), (02), (03) образуютъ правую«систему (какъ и оси коор
динатъ) ; въ противномъ случае знакъ долженъ быть противоположный.
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2. Если вместо координатъ мы [введемъ направлявшие косинусы,
т. е. [рэложимъ

Xi — Vi&if y i =  гфи
а также

аи bv сх
D = Ь%, С2

то, пользуясь теоремой объ умноженш определителей, въ виду соотно- 
шешй (4) и (5) § 99-го, найдемъ:

D2 =

1 cos (12), cos (13) 

cos(21), 1 cos (23)

cos (31), cos (32), 1
(5)

1 -  cos2 ( 2 3 ) -  cos2 (31) -  cos2 (1 2 )+  2 cos (23) cos (31) cos (12)

6 7 =  rxr2r3D. (6)

Здесь D есть та же самая величина, которую мы въ сферической 
тригонометрш назвали синусом ъ вершины.

3. Объемъ тетраэдра или, вЪрн'Ье, квадратъ этого объема можно 
выразить черезъ 6 реберъ тетраэдра; все относящ1ясн сюда выражешя 
можно получить, основываясь на простыхъ свойствахъ определителя. Мы 
обозначимъ ребра такъ:

h  =  (01), г, =  (02), г3 =  (03),
01 =  (23), 02 =  (31), 0з =  (12).

Тогда, по теорем% косинусовъ плоской геометрш и вследств1е соотно- 
шешя (5) § 99-го, получимъ:

0з2 =  г\ +  г-22 — 2 rxr2 cos (12), 
х^о + У гУ о  +  zxz2 =  / у ,  cos (12) =  1 (гха +  г,2 — о32);

аналогичныя формулы найдемъ для другихъ выражешй.
Если мы теперь возведемъ определитель (4) въ квадратъ и каждую 

горизонталь помножимъ на 2, то мы получимъ:

2 гД Г\ +  r22 -  032. /-12 +  'з 2 - 022
r.r +  V  - 0яа. 2 г-22> г.;2 +  пг - 012 • (7)

'в2 +  V  - 0о2, гя- +  г.;2 -  9l2, 2г32

Если мы здесь положимъ Т  =  0, то мы получимъ соотношеше 
между шестью разстояшями четырехъ точекъ въ плоскости (§ 32, 2).
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Если теперь къ определителю (7) присоединимъ четвертую и пятую 
вертикали

г 12 0

г * 2 0

Г  2 0

1 0

0 1 ,

а также четвертую и пятую горизонтали

0 0 1 0
г  2 
'•2

г  2 
г з 0 1,

то определитель не изменить своего значешя. Пользуясь же теоремой, 
согласно которой можно вычитать одну горизонталь изъ другой, не 
меняя значешя определителя, ему можно придать симметричную форму:

0 бз2 б22 'I 2 1

бз2 0 6l2 ^22 1

б29 6ia 0 гз2 1

Гг Го2 ля 2н 0 1
1 1 1 1 0

(8)

Въ этой форме ни одна изъ вершинъ не выделяется по сравненш съ 
другими.

§ 102. Поверхности 2-го порядка.

1. Если а, Ь, с суть координаты неподвижной точки Р 0, а х, у , z 
— координаты точки Р, если, далее, г есть данная длина, то уравнеше

k  Е  [х — a)2 -f- { у  — Ь)2 4- (z — с)2 — г2 =  0 (1)

выражаетъ yoioeie, чтобы точка Р  находилась на постоянномъ разстоянш г 
отъ точки Р 0\ это есть, такимъ образомъ, уравнеше сферы, имеющей 
центръ въ точке Р0 и рад1усъ г. Въ раскрытомъ виде уравнеше (1) 
гласить:

х 2 -\ - у 2 +  z 2 — Ч ах  — ЧЬу — Чсг аг ~\- Ь2 -\- с2 — г2 =  0. (2)

Относительно х, у , z  это есть уравнеше 2-ой степени, а потому 
сфера принадлежитъ къ числу п о вер х н о стей  2-го порядка.

Обратно, каждое уравнеше 2-ой степени, въ которомъ члены 2-го 
порядка фигурируютъ только въ соединеши х 2 -\-у2 +  z2, представляетъ 
собой сферу. Эта сфера можетъ быть также мнимой, если въ уравненш (1) 
г3 имеетъ отрицательное значеше. При г =  0 сфера обращается въ точку.
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2. Если мы въ выражение k подставимъ координаты х ,  у ,  z  неко
торой точки Р, не принадлежащей сфере и отстоящей отъ центра на 
разстоянш д, то мы получимъ

k  =  Q2 -  г2 =  (е  -  г )  ( Q 4 -  г);

это есть степень точки Р  относительно сферы k. Сюда примыкаюгь 
соображешя, подобный темъ, кашя были изложены относительно окруж
ности въ планиметрш; здесь мы не будемъ въ это входить.

3. Каждое уравнеше 2-ой степени вида

А (х2 4 - у 2 -(- z2) 4- В х  4- Су 4- D z +  Е  =  0

выражаетъ сферу, за исключешемъ того случая, когда А =  0. Въ этомъ 
последнемъ случае сфера вырождается въ плоскость. Если k и k' суть 
два выражения вида (1), то k — к' =  0 есть уравнение плоскости, кото
рая называется радикальной  плоскостью  обеихъ сферъ.

4. Если Я есть неопределенный параметръ, то уравнеше

k  -  Ik !  =  0 (3)

представляетъ пучокъ  сферъ. Все сферы этого пучка имеютъ ту же 
радикальную плоскость и проходятъ, если только оне вообще пересе
каются въ действительныхъ точкахъ, черезъ одну и ту же окружность; 
эта окружность можетъ выродиться въ точку; тогда сферы пучка соприка
саются въ этой точке. Если мы возьмемъ 3-ье выражеше к", которое не 
принадлежитъ пучку (3), и обозначимъ черезъ р  второй неопределенный 
параметръ, то

k 4- Xk' 4- pk"  =  0 (4)

есть уравнеше связки сферъ. Три сферы к , к ', к." пересекаются въ двухъ 
точкахъ, который могутъ быть действительными или мнимыми, а иногда 
могутъ также совпадать. Все сферы пучка проходятъ чрезъ одне и те же 
две точки. Точно такъ же

к  4- Я к' +  fik"  -f- v k " ‘ =  0 (5)

есть уравнеше сети сферъ. Въ частномъ случае сферы k , к ', k", к " ’ мо
гутъ иметь общую точку; въ такомъ случае черезъ эту точку прохо
дятъ все сферы сети. Если, наконецъ, мы возьмемъ пятое выражеше к " "  

и параметръ д, то мы получимъ уравнеше

к  +  Я к ' 4- p k "  -f  v k '"  +  g k " "  =  0, 

въ которомъ содержится любая сфера.

5. Сфера представляетъ собой частный случай поверхностей 2-го по
рядка; общее уравнеше 2-ой степени F ( x ,y , z ) =  0 содержитъ 10 членовъ

х 2, у 2, z2, yz , z x ,  х у ,  х, у ,  z, 1, (6)
„ В е б е р  ъ . Эн циклоп, элемент, геометрш

§ 102

20
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умноженныхъ каждый на некоторый коэффищентъ. Эти коэффищенты 
можно определить изъ  линейны хъ уравнений такимъ. образомъ, чтобы 
поверхность проходила черезъ 9 данны хъ точекъ . И если только эти 
точки не имеютъ особаго расположешя, то коэффищенты определяются 
однозначно.

6. Если уравнеше F (x, у , z) — 0 содержитъ только члены х 2, _у2, г2, 
y z ,  z x ,  х у ,  то оно называется о д н о р о д н ы м и  Если это уравнеше 
удовлетворяется для какой-нибудь точки лт, у , z, то равенство сохра
нится, если мы заменимъ х , у , z  черезъ h x , hy, hz, каково бы ни было 
значеше h. Иными словами, оно остается справедливымъ для всехъ точекъ 
прямой, проходящей черезъ начало координатъ и черезъ точку х, у , z\ 
это значить, что прямая на всемъ своемъ протяженш лежитъ на по
верхности. Это — кон и ческая  п оверхность.

7. Здесь мы вынуждены ограничиться темь, что приведемъ только 
нормальный формы остальныхъ уравненШ второй степени, къ которымъ 
мы приходимъ, когда даемъ системе координатъ особое положеше.

1)
X2 V2 Z2
— +  — - f  — =  1. а2 ' Ь 2 ^  с2

Э ллипсоидъ.
Поверхность разсекается координатными плоскостями на 8 конгру- 

энтныхъ и симметричныхъ частей. Начало есть ц ен тръ  поверхности, 
т. е. каж дая п роходящ ая ч ер езъ  него хорда д ел и тся  въ немъ 
пополамъ.

Координатный оси называются главными осями, а координатныя 
плоскости — главными плоскостям и поверхности.

Каждая изъ главныхъ плоскостей пересекаетъ поверхность по эллипсу; 
главный полуоси этихъ эллипсовъ суть: Ь, с ; с, а ; а, Ь.

Отрезки а, Ь, с называются полуосями поверхности (2 а, 2 Ь, 2с — 
осями).

2)

О днополы й ги п ерболои дъ .
Поверхность разсекается плоскостями х  =■ 0, у  = 0 по гиперболамъ, а 
плоскостью г =  0 по эллипсу.

3)
х 2 
а2

Д вуполы й гиперболои дъ .
Поверхность разсекается плоскостями х  =  0, у  =  0 по гиперболамъ, 

плоскость же z  =  0 вовсе ея не пересекаетъ. Эти 3 поверхности пред- 
ставляютъ собой центральны й поверхности  вто р о го  порядка.
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Kara, на частные случаи, которые особенно пригодны для того, 
чтобы составить ce6 t наглядное представлеше объ этихъ плоскостяхъ, 
мы укажемъ на п оверхности  вращ еш я, отвЪчаюпця случаю а =  Ь; 
отличаютъ 2 рода эллипсоидовъ вращешя: одинъ — сжатый эллипсоидъ 
вращешя — получается вращешемъ эллипса вокругъ малой оси, другой — 
удлиненный — получается вращешемъ эллипса вокругъ больш ой оси. 
Два гиперболоида вращешя получаются путемъ вращешя гиперболы 
вокругъ каждой изъ двухъ ея осей. Первый есть односвязная поверхность, 
имеющая видъ чаши, а другая состоитъ изъ 2-хъ раздЪльныхъ чаше- 
образныхъ частей.

Чтобы составить ce6 t ясное представлеше объ этихъ поверхностяхъ, 
очень полезно смотреть ихъ модели.

8. КромФ этихъ центральныхъ поверхностей есть еще два вида 
поверхностей, не имЪющихъ центра; уравнешя посл’Ьднихъ могутъ быть 
приведены къ следующими двумъ видамъ:

4)
_  V*.
_  а ? '  й«*

первый или эллиптический п араболои дъ ;

5)
z
с

X*
а2 Ъ2

второй или косой  (ги п ерболи чесш й) п ар аб о л о и д ъ .

Первая поверхность переходить въ поверхность вращешя, когда 
а =  Ь) она получается вращешемъ параболы вокругъ ея оси и имЪетъ 
чашеобразную форму.

Среди поверхностей второго рода Htn> поверхностей вращешя.
9. Поверхность 5) есть линейчатая поверхность; это значить, что 

она можетъ быть образована движешемъ прямой лиши и при томъ двумя 
способами. Въ самомъ д%лЪ, если мы напишемъ ея уравнеше въ вид%

и положимъ:

Т - * - *  7 - * ( 7 + i ) ’

(7)

(8)

гд-fe X есть произвольный параметръ, то ypaBHeHie (7) удовлетворится 
тождественно.

Но каждое изъ уравнешй (8), при постоянномъ X, представляетъ 
плоскость; совместно же они выражаютъ прямую пересЪ чеш я этихъ 
плоскостей, при чемъ каждая изъ этихъ прямыхъ лежить на всеыъ своемъ 
протяжен1и на поверхности.

20*
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Вторая система прямыхъ, лежащихъ на поверхности, можетъ быть 
выражена уравнешями \

Точно такъ же однополый гиперболоидъ 2) можетъ быть' образо- 
ванъ прямыми лишями и также двумя способами; въ самомъ д-ЬлЪ, если 
мы положим

то уравнение гиперболоида удовлетворяется при любомъ значенш пара
метра Я.

Если мы въ этихъ уравнешяхъ зам’Ьстимъ переменный х, у  другъ 
другомъ, то мы получимъ н овое вы раж еш е той же системы прямыхъ, 
но не получимъ новыхъ прямыхъ.

§ 103. Площадь эллипса и объемъ эллипсоида.

1. Положимъ, что намъ заданъ эллипсъ своимъ уравнешемъ

или

( 11)

Вокругъ этого эллипса мы опишемъ 
окружность paaiyca а, уравнеше кото
рой имЪетъ видъ

^2 +  ~ Р “ 1’ (2)

Фиг. 107

гд-fe У есть ордината окружности. По- 
строимъ при абсциссе х  два прямоуголь
ника съ общимъ основашемъ Л и съ 
высотами у , У; въ такомъ случай пло

щади этихъ прямоугольниковъ относятся, какъ у : У. 
Но изъ уравнешй (1) и (2) слЪдуетъ:

у  : У =  b : а,

и, следовательно, отношеше этихъ прямоугольниковъ не зависитъ отъ х.
Если мы поэтому раздЪлимъ эллипсъ и кругъ на безчисленное мно

жество такого рода прямоугольниковъ, то окажется, что площадь эллипса
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относится къ площади круга, какъ b : а; но площадь этого круга равна 
п а 2; следовательно, площадь эллипса равна

n a b .  (3)

2. Теперь уже намъ не трудно при помощи принципа Кавальери 
найти объемъ эллипсоида, уравнеше котораго мы возьмемъ въ форме:'

X 2 у 3 Z2
-----Ь — +  —  - 1.а2 ' Ь3^  с2 (4)

Если мы разсЬчемъ эту поверхность плоскостью, параллельной плоскости 
y z - овъ такъ, что х  будетъ иметь на этой плоскости постоянное значеше, 
то сечеше представляетъ собой эллипсъ, уравнеше котораго въ плоской 
системе координатъ у , z  имеетъ видъ

Чтобы получить площадь этого эллипса, намъ нужно только въ выра- 
женш (3) заменить а, Ь черезъ

Мы получимъ, следовательно, площадь

n b c

которая представляетъ собой функшю второй степени отъ х. Такъ какъ 
высота rtaa , между двумя значешями х  =  +  а, равна 2 а , то, полагая 
въ формуле (13) § 90-го

мы получимъ:
=? 2 а, Л1 =  Л.2 =  0, Лш =  nbc,

„ 4 n a b c
объемъ эллипсоида =  — я,----

При а = Ь =  с это выражеше даетъ объемъ шара.
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Двупирамидальное вращеше II, 285, 286. 
Дедекиндово сечеше I, 196. 
Дедекиндъ I, 184, 196, 245. 
Д езарга теорема I, 69, 124, 134, 184;

II, 161.
Декартовы координаты II, 150, 293. 
Декартъ I, 292; II, 149.
День I, 77; II, 256.
Директрисса (направляющая лишя) I, 

337.
— параболы II, 183. 

Дискриминантъ уравнешя коническихъ
сеченШ II, 192, 200.

— коническаго сечешя II, 203. 
Д1аметральная окружность I, 64. 
Д1аметръ эллипса II, 178.
Д1эдрическое вращеше II, 285, 286. 
Д1эдръ II, 288.
Длина отрезка I, 100, 108. 
Добринеръ I, 293.
Додекаэдрическое вращеше II, 287. 
Додекаэдръ II, 291.
Дополнеше II, 10.
Дополнительные углы II, 250.
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ДЬлеше окружности I, 303 и сл.
— угла И, 20 и сл.
— — на градусы I, 308.

ДЬлитель группы II, 106.
Евклидъ (см. также Геометр1я) I, 6, 

273.
—, издашя его I, 7.
—, опредЬлешя у него I, 6, 13, 24. 

Египтяне I, 5.
Enriques I, 196.
Задачи Аполлона I, 332.

— о нормали эллипса II, 229 и сл. 
Золотое сЬчеше I, 306. 
Зоммерфельдъ I, 165.

Идеальная точка еъ гиперболической 
геометрш I, 72.

Идеальный центръ гиперболической 
окружности I, 87.

Издашя Евклида I, 7.
ИзмЬнеше ангармоническаго отноше- 

шя I, 97, 246.
ИзмЬреше объема II, 256 и сл.

— — конуса II, 269.
— — пирамиды II, 259 и сл. >
— — призматоида II, 267 и сл.
— — призмы II, 259. •
— — тЬла съ поперечнымъ сЬче-

шемъ Q(x) II, 264.
— — цилиндра II, 269.
— — шара II, 269.
— — эллипсоида II. 269.

ИзмЬреше окружности И, 309. 
ИзмЬреше отрЬзковъ въ учеши о по-

добш I, 276 и сл.
— — въ гиперболической геоме

трш I, 96 и сл.
— — въ проективной геометрш

I, 229 и сл.
ИзмЬреше площадей, общая теор!я

I, 292 и сл.
— — кривыхъ поверхностей

II, 271.
— — многоугольниковъ (въ три

гонометрш) II, 37, 39.
— — плоскихъ треугольниковъ

I, 324; II, 25.
— — сферическихъ треугольни

ковъ II, 139.
-- — четыреугольниковъ И, 29.

Дополнительный уголъ II,
ИзмЪреше площади эллипса II, 308. 
ИзмЬреше сторонъ въ сферической 

тригонометрш по Эйлеру II, 43, 
по Me6iycy II, 48. 

ИзмЬреше угловъ I, 307. 
Икосаэдрическое вращеше II, 287. 
Икосаэдръ II, 287.
Инверая I, 47 и сл., 67, 78, 326, II, 46. 
Инверсоръ I, 82.
Индексъ сферическаго треугольника

И, 53.
Индусы I, 314.
Интуишя I, 148 и сл.
Инцидентность I, 138, 144, 176.
Истор1я геометрш I, 5—7.

— числа я  II, 313 и сл.
Каганъ В. II, 256.
Кавальери принципъ II, 262. 
Канторъ М. I, 298, 308; II, 5.
Кантъ I, 133 и сл., 154 и сл., 168, 292. 
Кардана формулы I, 23.
Касаше окружностей I, 330 и сл., II, 170.

— — второго, третья го порядка
II, 221.

— четырехточечное II, 221. 
Касательная и нормаль къ эллипсу, вы-

ходяцця изъ данной точки II, 227 и сл. 
Касательная въ проективной геометрш 

I, 213.
— въ тригонометрш II, 5, 11.
— къ коническому сЬчсшю И, 190 

и сл.
— къ сферической кривой II, 238.
— къ эллипсу II, 207 и сл. 

Квадранты II, 9
Кевичъ (Kewitsch) I, 308.
Кели мЬроопредЬлеше I, 89, 173, 249 

и сл. *
Clebsch А. I, 174.
Клейнъ Ф. I' 35, 37, 165; И, 89. 
Клиффордъ I, 138.
Kneser А. I, 291.
Когенъ I, 158, 170.
Kohler I, 229.
Коллинеашя I, 79, 142; II, 240.

— на шарЬ II, 240.
Конгруэнтность въ плоскости

— въ аналитической геометрш 
(формальная) I, 113.
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Конгруэнтность въ пространств* II, 250 
и сл.

— дугъ окружности I; 275.
— идеальная I, 16, 45, 145 и сл.
— осуществляемая съ помощью 

симметрш I, 80.
— проективная I, 229.
— эмпирическая I, 16 и сл., 145 и сл. 

Конечный группы вращенШ II, 281. 
Коничесюя с*чен1я I, .130.

— — аналитически II, 175 и сл.
— — вдвойн* касакжняся II, 221.
— — несобственный II, 193 и сл.
— — проективный I, 210 и сл.
— — распадакнщяся II, 193 и сл.
— — элементарный I, 334 и сл.
— — , главныя направлешя вънихъ

II, 200.
— — , дискриминанты ихъ II, 203.
— — , параметра,ихъII, 180,181исл. 

Конусъ, его объемъ II, 269.
— , его поверхность II, 272.
— , его уравнеше II, 306.

Конфигурашя I, 124.
„Концы" гиперболической прямой

I, 89, 97.
Координаты Декартовы II, 150, 293.

— косоугольный II, 187.
— полярныя въ плоскости II, 151.
— — въ пространств* II, 295.
— прямоугольный въ плоскости

II, 140.
— — въ пространств* II, 294.

— сферическая II, 233.
—, преобразоваше ихъ II, 185 и сл. 

Корпусъ числовой I, 245.
Котангенсъ II, 5.
Косекансъ II, 5.
Косинусъ II, 4, 5 (прим*чаше). 
Косинусы направляюине II, 297. 
Кратность оси II, 283.
Кратчайшее разстояше двухъ прямыхъ

II, 248.
Кривая лишя, наиравлеше ея II, 209. 
Кривизна II, 220 и сл.

— , мфра ея I, 165; II, 221.
— , рад1усъ ея II, 221.
— , центръ ея II, 222. 

Криволинейные сферичесше много
угольники I, 78; II, 61.

Кривыя второго порядка II, 188. 
Лагранжъ I, 171.
Ламбертъ I, 8, 317; II, 111.
Лампе I, 319.
Л ейбницъ 1,37, 173, 264, 275,292,316. 
Лежандръ I, 77.

— , его теорема II, 143.
Леонардъ Пизанск1й I, 314.
Ли |, 8.

— группы I, 89, 137.
Линдеманъ I, 174, 318.
Линейное уравнеше II, 155.

— численное многообраз1е I, 101 
и сл.

Линейность многообраз1я I, 123. 
Линейный эксцентриситетъ II, 177,181. 
Линейныя подстановки И, 86, 99 и сл. 
Линейчатыя поверхности II, 267, 307. 
Лиши тригонометричесюя II, 11. 
Лишя, замкнутая однократно I, 292. 
Лишя, I, 10 и сл.

— центральная двухъ окружностей 
II, 170.

Л1увилль I, 318.
Лобачев с Kill I, 8, 75.
Лудольфово число I, 313.
Лудольфъ ванъ Цейленъ I, 315. 
Лучи, пучЪкъ ихъ II, 160.
Лучъ, вращеше его II, 7, 150. 
Льюилье формулы II, 125.
Л ьюил ье-Серре формулы II, 113 и сл. 
Л*вая система II, 56, 244. 
Л*востороннее вращеше II, 49.
Масфеллеръ I, 331.
Математика приближенная I, 35 и сл., 

153 и сл.
Махъ I, 123.
Me6iyca поверхность I, 10.

— сферическШ треугольникъ II, 47 
и сл., 53, 89.

Мёб1усъ II, 47, 63.
Между I, 28, 43, 106.
Менелая теорема I, 108; И, 165. 
Меридшнальная плоскость II, 296. 
Метагеометр1я I, 8, 31 и сл.
Метрика I, 77, 91.

— гиперболическая I, 96 и сл., 252 
и сл.

Метрика параболическая I, 252 и сл.
— проективная I, 229 и сл.
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Метрика учеши о подобш I, 148 и сл. 
Механика неевклидова I, 164, 166. 
Meyer Fr. И, 31.
Милиновск1й I, 68.
Minkowski II, 256.
Мнимая ось гиперболы II, 179. 
Многообраз1е линейное I, 121, 127 и сл-

— численное I, 101. 
Многоугольникъ криволинейный I, 78.

— правильный I, 303 и сл.; II, 37 и сл- 
-■ сферичесшй II, 61, 65.
—, основный формулы II, 34 и сл. 
—, ркшеше его И, 34 и сл., 37 и сл. 

Моллерупъ I, 266, 291.
Мольвейде уравнешя II, 28.
Муавра формула II, 23.
Мкра дуги (угла) II, 8.

— кривизны I, 165; II, 221.
— объема II, 256.
— площади I, 299.
— угла II, 7.

Мкроопредклеше Кели I, 89, 173, 249 
и сл.

Наименоваше чиселъ I, 308. 
Направлеше асимптотическое II, 178, 

181, 192 и сл.
— кривой лин!и II, 209. 

Направлешя въ пространствк II, 297. 
Направляклще косинусы II, 297. 
Наторпъ I, 154, 158, 173. 
Натуральная геометр1я I, 24 исл.,31 исл. 
Недостатокъ сферичесшй II, 126. 
Неевклидова геометр1я I, 75.

— механика I, 164, 166.
Непера правило II, 76, 111.
Неперовы аналогш II, 72 и с л., 85. 123- 
Несобственные сферичесюе треуголь

ники II, 85, 88, 98.
— элементы I, 115, 118. 

Несобственный коничесмя скчешя
II, 193 и сл.

Несоизмкримость I, 279.
Николай Кузансшй I, 315. 
Никомахъ I, 7.
Нормали и нормальный плоскости въ 

пространствк II, 246.
Нормаль къ эллипсу П, 209, 227 и сл. 
Нормальный видъ уравнен1я окруж

ности II, 166.
— — — плоскости II, 301.

Нормальный видъ уравнешя прямой 
II, 154.

Нулевая окружность I, 61; II, 166.
— сфёра I, 59; II, 304.

Нулевое вращеше II, 279.
Ньютонъ I, 147, 156, 264.
Объемъ II, 256 и сл.

— конуса II, 269.
— пирамиды II, 259 и сл.
— призматоида И, 267 и сл.
— призмы II, 259.
— тетраэдра И, 302 и сл.
— ткла съ поперечнымъ скчешемъ 

Q ( x )  II, 264.
— цилиндра II, 269.
— шара II, 269.
— эллипсоида II, 269. 

Обыкновенный сферическШ треуголь-
никъ П, 52.

Однократно замкнутая лишя I, 292. 
Окружности, ихъ касаше I, 330 и сл.; 

II, 170.
— второго, третьяго порядка, ихъ 

касаше II, 221.
Окружность д1аметральная I, 64.

— кривизны II, 220.
— неевклидовой геометрш 1,83 и сл.
— нулевая I, 61; И, 166.
— ортогональная I, 63; II, 175.
—■, выпрямлеше ея I, 309, 318 и сл. 
—, дклеше ея I, 303 и сл.
—, уравнеше ея II, 166.

Октанты II, 293.
Октаэдрическое вращеше II, 287. 

j  Октаэдръ П, 291.
Опредклешя у Евклида I, 6, 13, 24.

— у Гильберта I, 139. 
Ортогональная окружность I, 63; II, 175. 
Ортогональное перескчеше окруж

ностей I, 51, 57, 61.
Оси вращешя

— подоб1я 1, 329; II, 170 и сл.
— эллипса II. 177.
— эллипсоида II, 306. 

Основнаятеоремапроективной геометрш
I, 207, 245 (примкчаше).

Основные образы геометрш простран
ства II, 241.

Основныя поютя:
— — критика эмпиризма I, § 2, § 3.
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Основныя понятая:
— — идеализмъ I, § 14.
—. — номинализмъ I, 31.
— — возможность логическаго

формализма I, § 13. 
Основныя точки эллиптическаго пучка 

окружностей I, 60.
— — пучка коническихъ сЪчетй

И, 220.
Основныя формулы тригонометрш 

II, 13 и сл.
Осуществлеше гиперболической и эл

липтической геометрш I, 78 и сл.
— параболич. геометрш I, 87 и сл. 

Оси координатъ II, 149.
— эллипса II, 177.
— эллипсоида II, 306.

Ось гиперболы мнимая II, 179.
— радикальная I, 56, 58, II, 172 и сл. 

Отношете ангармоническое I, 97, 246. 
Отображеше, см. инверая, коллинеашя.

— конформное, или сохраняющее 
углы I, 7S; II, 46.

Отражешя I, 78, 79.
Отрезки, измФреше ихъ въ учеши о 

подобш I, 276 и сл.
— , система ихъ I, 280 и сл. 

Отрезокъ I, 107, 1S3.
— , его длина I, 100,. 108.

Отсутств1е противор^я въ аксюмФ
I, 119.

П а п п у съ  I, 7.
Пара прямыхъ II, 206.
Параточекъгармоническая 1 ,191, II, 166.

— — связки окужностей I, 63.
— — сЬти сферъ I, 67.

Парабола I, 335 и сл.; II, 182.
— , вершина ея II, 184.
— , директрисса ея II, 183. 

Параболическая метрика I, 252 и сл. 
Параболоидъ II, 307.
Параллели, см. параллелизмъ.

— асимптотичесюя I, 74.
— , аксюма о параллельности I, 6

и сл., 72 и сл., 114.
— , понято о параллельности I, 12,

13, 263 и сл.
Параллелизмъ I, 119, 254, 263. 
Параллелограммъ I, 296.

— силъ I, 161.

Параллелограммъ сопряженныхъ дга- 
метровъ эллипса II, 216.

Параметръ коническаго сФчешя II, 180,
: 181 и сл.
! — пучка II, 160.

Паскаля предложеше I, 216.
■Пашъ I, 27, 71, 133.
Пеан о I, 266.
Переместительная группа II, 106. 
•Пересечете окружностей по д1аметру 

(ортогональное) I, 51, 57, 61. 
Периметръ правильнаго многоуголь

ника И, 37 и сл.
— треугольника II, 23 и сл. 

Перюдичность тригонометрическихъ
функщй II, 9.

j Перспективные пучки I, 201.
.ъ-число I, 313 и сл.

| — , трансцендентность его I, 318.
' Пирамида, мера объема II, 259 и сл.
! Пирамидальное вращеше И, 285.
| Пиеагоръ I, 297.
; — , теорема его I, 286, 297.

Планиметр1я: глава IV — I, 261 и сл. 
Платонъ 1,12,25,131,150,170,261,292. 
Плоская тригонометрия II, 3.
Плосюе углы треграннаго угла II, 42.

— — тЬлеснаго угла II, 250. 
Плоскость меридюнальная II, 296. 
Плоскость радикальная I, 56.

— проективная I, 176.
— экватор!альная II.
— эмпирическая I, 13, 25.
— въ пространстве II, 241.
— — —, уравнеше ея II, 301. 

Площадь, см. измереше поверхностей
и объемовъ.

— ращональная II, 140.
— сферическ. треугольника II, 139. 

Поверхности линейчатыя II, 267, 307. 
Поверхность второго порядка (степени)

I, 129 и сл.; II, 304 и сл.
— конуса II, 272.
— Me6iyca I, 10.
— цилиндра II, 262, 272.
— шара II.
— эмпирическая I, 10 и сл.

! Подгруппы II, 106.
Подстановки линейныя II, 86, 99 и сл. 

i — , группы ихъ II, 104.
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Ilcmo6ie I, 151, 276 и сл.
— треугольниковъ I, 283.

Подобие, центръ его I, 277.
Подоб1е при подобномъ расположены

I, 277.
Полигонометр1я II, 34 и сл.
Полуоси эллипса И, 177.

— эллипсоида II, 306.
Полюсъ, поляра при коническихъ ct- 

чешяхъ I, 224 и сл.; II, 227.
— на сфере И, 56 и сл.

Полярное преобразоваше на сфере
И, 62.

— разстояше II, 296.
Полярный треугольникъ I, 253.

— — сферическШ II, 62.
Полярныя координаты въ пространстве

II, 295.
— — на плоскости И, 151.

Понят1е о равносоставленныхъ фигу-
рахъ I, 293.

— о числе I, 264.
Поперечное сечете I, 37.
Порядокъ оси И, 284.
Порядокъ (степень) тригонометриче- 

скихъ формулъ И, 63, 71 и сл.
— функцш II, 188.

Построешя съ помощью линейки I, 19 
и сл.

Правая (правосторонняя) система II, 56
— — въ пространстве II, 244. 

Правило Непера II, 76, 111.
— пловца Ампера И, 245. 

Правильные многоугольники 1,303 и сл.;
II, 37 и сл.

Правильный тЪла II, 277 и сл. 
Правостороннее вращеше II, 49. 
Предложеше Бр1аншона 1,-216.

— Паскаля I, 216.
— о хордахъ и сЪкущихъ I, 325. 

Предложешя о конгруэнтности I, 265.
— о подобш треугольниковъ I, 283. 

Преобразоваше аффинное I, 80, 142;
II, 240.

— координатъ II, 185 и сл. 
Приближенная геометр1я I, 35 и сл. 153

— математика I, 35 и сл., 153 и сл. 
Призма (прямая) И, 259.
Призматоидъ II, 267.
Принцнпъ Кавальери И, 262.

Проективная геометр!я I, 173 и сл.
— — , основная теорема I, 207, 245

(прим^чаше).
— метрика I, 229 й сл.
— плоскость I, 176.
— скала I, 283 и сл.
— точка зрЬшя на параллелизмъ 

I, 19 и сл., 254, 263.
Проективное соответствие I, 202. 
Проекщя на сфере, теорема II, 65.

— стереографическая II,'43 и ел. 
Проклъ I, 7.
Пропоршя трехчленная I, 104. 
Пространство абсолютное I, 147. 
Противорасположенныя точки I, 178. 
Прямая въ пространстве II; 241.

— эмпирическая I, 12, 25, 28.
— , параметрическое выражеше ея

I, 105.
— , уравнеше ея II, 154 и сл. 

Прямоугольный сферическШ треуголь
никъ II, 75, 119 и сл.

Психологическая сторона проблемы о 
пространстве I, 172 и сл.

Птоломей I, 314.
— , теорема И, 31.

Пучекъ коническихъ сеченШ II, 220.
— лучей II, 160.
— окружностей 1, 59.
—, параметръ его II, 160.
— сферъ I, 66; II, 305.

Равенство, см. конгруэнтность. 
РавновеликШ площади I, 293, . .

— тела II, 256.
Равносоставленныя тела II, 256.

— фигуры I, 293.
Равносторонняя гипербола П, 207. . 
Радикальная ось I, 56, 58: II, 172 и сл.

— плоскость I, 56.
Радикальный центръ I, 57, 58; II, 174. 
Рад1усъ кривизны П. 221.

— круга вписаннаго и вневписан- 
наго I, 324; П, 25.

— — — въ сферическШ тре
угольникъ П, 137.

— — описаннаго I, 325; П, 14.
— сферическШ II, 61.

Развертка эллипса II, 226.
Разстояше полярное II. 296.
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Райэ I, 68, 130, 216, 229. 
Распадающ!яся коничесюя сечешя 

II, 193 и сл.
Расположеше I, 43, 71, 106, 178;

II, 244.
Ращональная площадь II, 140.

— точка I, 235.
Реальность I, 162.
Рети I, 293.
Риманъ I, 8, 37, 75, 76, 136. 
Родственные треугольники II, 102. 
Родъ оси II, 202.
Rudio I, 316.
Решете треугольниковъ плоскихъ

I, 321 и сл.; II, 23 и сл.
— — сферическихъ П, 119 и сл.,

126 и сл.
— четыреугольниковъ II, 28 и сл.

Саккери I, 8.
Связка окружностей I, 62.

— сферъ I, 66; II, 305.
Связность I, 35, 292; II, 289.
Секансъ И, 5, 11.
Середина, опред'Ьлеше ея I, 91. 
Серре формулы II, 125.
Сильвестръ I, 138.
Символическое умножеше вращешй

И, 278.
— — субстанцШ II, 97. 

Симметр1я, I, 27, 78, 266. 
Синтетическая геометр!я II, 149. 
Синтетическое суждеше I, 157. 
Синусъ II, 4 и сл., 5 (примечан1е).

— въ плоской тригонометрш, тео
рема I, 111 II, 13.

— въ сферической тригонометрш, 
теорема II, 67 и сл., 122.

— угловой II, -303.
Синусы вершинъ II, 68.
Система отрЪзковъ I, 280 и сл. 
Система левая И, 56, 244.

— чиселъ I, 308.
Simon М. I, 172.
Скала проективная I, 233 и сл. 
Скрещиваюиняся прямыя П, 241.

— —, кратчайшее разстояше ихъ
II, 248.

Сложеше тригонометрическихъ функ- 
шй, теорема II, 17.

С не лл1 усъ  (Snellius) I, 315.

Собственные сферичесюе треугольники 
II, 85, 88, 98.

Согруппа II, 109.
Соизмеримость I, 279.
CooTBtTCTBie, сохраняющее расположе- 

H ie  элементовъ I, 202.
Соотношешя алгебраичесмя между три

гонометрическими функщями II, 13 и сл. 
Соприкосновеше II, 221.
Сопряжете 4 видовъ, теорема .1, 236. 
Сопряжешя аксюмы I, 42, 71, 17  ̂и сл. 
Сопряженные д1аметры эллипса II, 214.

— полуд1аметры II, 219.
— тетраэдры II, 56.

Сопряженный вращешя И, 279.
— направлешя коническаго сЬчетя 

И, 200.
ч- точки сети F 2 I, 130.
— хорды II, 215.

Сорасположенныя точки I, 178. 
Составлеше вращешй II, 278.

— субститущй (подстановокъ) II, 98; 
106.

Сохранеше угловъ при инвереш I, 51. 
Степень инвереш I, 47.

— точки относительно окружности 
I, 53; И, 166.

— точки относительно сферы I, 54, 
И, 305.

Стереографическая проекщя 11,43 и сл. 
Стереометр1я II, 241.
Ступень I, 121.
Стюарта теорема II, 32.
Стюди (Study) I, 138; II, 69, 73.

— , теорема II, 94.
—, треугольникъ II, 102.

Суждешя аналитичесюя I, 157.
Сумма угловъ плоскаго треугольника

I, 75 и сл., 112, 268.
— — сферическаго треугольника

II, 140.
Существоваше чиселъ, выражающихъ 

объемъ тела II, 270.
Сфера нулевая I, 59; II, 304.

— , пучокъ ихъ I, 66; И, 305. 
Сферика II, 41.

— аналитическая II, 232. 
Сферическая гипербола И, 234.

— тригонометр1я II, 116. 
Сферичесюе многоугольники II, 61, 05.
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Сферичесюе треугольники несобствен
ные II, 85, 88, 98.

. — обыкновенные II, 52.
— — собственные И, 85, 88, 98.
— — эквивалентные II, 87.
— —, площадь ихъ II, 139.
— — р-Ьшеше ихъ И, 119 и сл.,

126 и сл.
Сферический недостатокъ II, 126.

— центръ, рад1усъ И, 61.
— эллипсъ II, 234.

Сферичесюя координаты II, 233. 
Счислеше отр-Ьзковъ I, 229, 276. 
СЪкуиня и хорды, проходящая черезъ

постоянную точку I, 325.
СЬть сферъ I, 53 и сл.; II, 305.
С ечете Дедекиндово I, 196.

— золотое I, 306.
— поперечное I, 37.

Теорема Аполлон1я II, 219.
— Дезарга I, 69, 124, 134, 184 

И, 161.
— Лежандра II, 143.
— Менелая I, 108; II, 165.
— Пиеагора I, 286, 297.
— Птоломея I, 314.
— Стюарта И, 32.
— Стюди II, 94.
— Чевы И, 165.

Теорема Эйлера о многогранникахъ 
II, 288.

Теорема косинусовъ въ плоскости 
I, 111; II, 14.

—  —  н а  с ф е р -Ь  II ,  6 5 .

— о проекщяхъ (на сфер-Ь) II, 65.
— синусовъ въ плоской тригоно- 

метрш I, 112; II, 13.
— — въ сферической тригономе-

трш II, 67 и сл., 122.
— сложешя тригонометрическихъ 

функщй II, 17.
— сопряжешя въ 4 дЬйств!яхъ I, 236*
— тангенсовъ въ плоскости П, 27.
— — на сфер-Ь II, 73.

TeopiH группъ въ сферической триго- 
нометрш II. 104 и сл.

Teopifl познашя I, 131 и сл. 
Тетраэдрическое вращеше II, 286. 
Тетраэдръ сопряженный II, 56.

— , объемъ его II, 302 и сл.

Типъ сферическаго треугольника
Гаусса-Стюди II, 86.

— — — Me6iyca И, 53.
Точка I, 9 и сл., 28.

— высотъ I, 289; II, 161.
— идеальная въ гиперболической 

геометрш I, 72.
— касашя (проективное олредЬле- 

Hie) I, 212.
— рацюнальная I, 235.

Точки Брокара II, 33.
Точки пересЬчешя двухъ окружностей 

II, 169.
— — коническихъ сЬчешй II, 196

и сл.
— — прямыхъ II, 157.
— — — съ окружностями И, 167. 

Точность тригонометрическихъ вычи-
сленШ II, 116 и сл. 

Трансцендентность числа к  I, 318. 
Треугольники плосюе, рЬшеше ихъ I, 

321 и сл.; II, 23.
— родственные II, 102.
— сферичесюе, рЬшеше ихъ П, 119 

и сл., 126 и сл.
— — собственные II, 85, 88, 98.
— — эквивалентные П, 87. 

Треугольникъ въ аналитической гео
метрш II, 160 и сл.

Треугольникъвъсферической геометрш 
Гаусса-Стюди П, 85 и сл. 
Мёб1уса И, 47 и сл., 89.
Стюди II, 102.
Шиллинга II, 103.
Эйлера II, 42.

— полярный I, 253.
— — сферичесий II, 62. 

Трехточечное касаше II, 221, 
Трехчленная пропорция I, 104. 
Тригонометричесюя линш П, 11.

— функщй II, 4.
— — нЪкоторыхъ отд-Ьльныхъ уг-

ловъ II, 12.
— — , ихъ перюдичность II, 9. 

Тригонометр1я плоская II, 3.
— сферическая II, 116.

ТЬла правильный
— равновеликая И, 256.
— равносоставленныя II, 256.

I Т-Ьлесные углы II, 249 и сл.



Угловой сйнусъ, II, 303.
Углы вертикальные II, 249.

— дополнительные II, 250.
— гЪлесные II, 249.

Уголь (формальное опредЬлеШе) I, 256; 
II, 3 и сл., 7.

— вписанный I, 275.
— въ сферической тригонометрш 

II, 42, 48, 53, 88.
— двугранный II, 246.
— дополнительный II, 4.
— между плоскостью и прямой II, 

245 и сл.
— пересекающихся окружностей

I, 50.
— , дЬлеше его II, 20 и сл. .

‘ —г , дЬлеше его на градусы I, 308. 
— , измЪреше его I, 307.
— , мЪра его И, 7.

Удвоеше угла II, 18.
Умножеше угла И, 20 и сл.
Уравнеше конуса II, 306.

— линейное И, 155.
— окружности II, 166.
— параболы, отнесенное къ вер- 

шин-fe II, 184.
— плоскости II, 301.
— поверхностей 2-го порядка

II, 304.
— прямой II, 154.
— сферической прямой II, 234.
— эллипса и гиперболы II, 179.
— — — — сферическихъ II, 237. 

Уравнешя Мольвейде II, 28.
Учеше о подобш, метрика I, 148 и сл.
Ферма II, 149.
Физюлогическая сторона проблемы о 

пространств^ I, 172 и сл.
Фокусъ I, 337; II, 175, 214. 
Формализмъ (Номннализмъ) I, 31 и сл. 
Формула Герона 1, 324.

— Кардана II, 23.
— Муавра II, 23.

Формулы Деламбра II, 77 и сл., 124.
— Льюилье II, 125.
— Льюилье Серре II, 133 и сл.
— Серре И, 125.

Формулы гонюметричесюя II, 17 и сл.
— перехода въ сферической триго

нометрш II, 119.

Формулы тригонометричесюя перваго 
-порядка II, 63 и сл., 85.

Формулы гонюмётричесюя второго по
рядка II, 76 и сл.

Фоссъ I, 156, 171.
Функщи тригонометричесюя II, 4.

—  —  н е к о т о р ы х ! ,  отд-Ь льны Х ъ у г -

ловъ II, 12.
Функцюналъ I, 127.
Функшя, порядокъ И, 188.
Хорды и сЬкущ1я I, 325.
Христофель I, 137.
Цейтенъ I, 341.
Центральная лишя двухъ окружностей 

II, 170.
! Центральный поверхности 2-го порядка 

II, 306.
| Центръ гиперболы И, 179.

— идеальный гиперболической ок
ружности I, 87.

— кривизны II, 221.
— кривой 2-го порядка II, 202 и сл.
— подобЦ I, 277.
— радикальный I, 57, 57; II, 174.
— сферческШ II, 61.
— — двухъ окружностей I, 326.
— эллипса II, 177.

; Циклиды I, 122.
Цикличесюя вращешя П.
Цилиндръ, поверхность его II, 262, 272-
Чевы теорема II, 165. 
Четырехточечное касаше И, 221. 
Четыреугольникъ, четырехсторонникъ 

II, 70, 186 и сл.
— вписанный И, 30, 32.
— , рфшете его II, 28 и сл.

Числа, измЪряюнбя объемы, существо- 
ваше ихъ II, 256, 270.

— , наименоваше ихъ I, 808.
— , система ихъ I, 308. ч

Численное многообраз!е I, 101. 
Численный эксцентриситетъ II, 177,181. 
Число, поняДе I, 264.

— Лудольфово I, 313.
— я  I, 313.
— — , трансцендентность его I, 318 

Числовой корпусъ I, 245.
Шаръ, его поверхность II, 274.

— , его уравнен!е II, 304.
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Ш атуновск1Й I, 266.
Ш вейкартъ I, 8.
Шёнеманъ (SchOnemann) I, 293.
Шестидесятиричная система I, 308 и 

сл., 314.
Шиллингъ (Schilling) II, 103.
Ш опенгауэръ I, 168.
Штейнеръ (Steiner) I, 19, 131.
Ш текель (Stackel) I, 8, 159, 166, 171, 

319.
Schonflies II, 103
Schur I, 89, 291.
Эволюта эллипса II, 232.
Эйлерова теорема о многогранникахъ 

И, 283.
Эйлеръ I, 316; II, 42.

— , треугольникъ II, 42.
Экватор1альная плоскость II, 295.
Эквивалентные сферичесме треуголь

ники II, 87.
Эконом1я мышлешя I, 123.
Эксцентриситетъ линейный и числен

ный II, 177, 181.
Элементы несобственные I, 115, 118.

Эллипсоидъ И, 306, 308.
Эллиисоидъ, главныя оси и полуоси 

его II, 306.
Эллипсъ I, 336 и сл.; II, 175 и сл.

— сферичесюй II, 234.
—, вершина его II, 177.
— , главныя оси и полуоси его II, 177. 
—, д1аметръ его II, 178.
—, касательная къ нему II, 207 и сл. 
—, площадь его II, 308.
— , развертка его II, 226.
— , уравнеше его II, 179.
—, центръ его II, 177.
—, эволюта его II, 232. 

Эллиптическая геометр1я I, 72 и сл., 
75, 119.

Эмпиризмъ I, 9 и сл., § 14, 255 и сл. 
Эмпирическая плоскость I, 13, 25.

— поверхность I, 10 и сл.
— прямая I, 12, 25, 28.

Эрмитъ I, 318.
Янке I, 131.
валесъ  МилетскШ I, 275.
©еонъ I, 7.
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Книга I. Основашя геометр!и.* Состав. /. В ел ъ ш т ей н ь. ХП+360, стр. больш. 
8°. Съ 142 черт, и 5 рис. И зд . 2 -е . 1913. Ц. 3 р.

Оообый интер есъ  представляетъ въ к н и г !  г. Велыптейна своеобразное изложен!* 
■«-евклидовой геометрш , а такж е излож ен!е проективной геометр in . Ж у р . П и н .  В .  Д|К
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ*.

Книга II и III. Тригонометр1я, аналитическая геометр!я и стереометр!я.
Составили Г. Веберъ и В. Я к о б с т а л ь . VIII+321 стр. больш. 8°. Съ 109 черт. 
1910. Ц. 2 р. 50 к.

ГЕЙБЕРГЪ, I. проф. Новое сочинеше Архимеда*. Послан1е Архимеда кь 
Эратосвену о нЪкоторыхъ вопросахъ механики. (Б и б л . к л а сс .). Перев. съ нЪм. 
подъ ред. и съ предисл. прив.-доц. И . Ю  Т им ченко . XV+27 стр. 8°. Съ 15 
рис. 1909. Ц. 40 к.

М атем атикам ъ... будетъ весьм а интереово познаком иться оъ  новой драгоценно! 
научной находкой ... О б р а зо е а н ге .

ДЕДЕКИНДЪ, Р. проф. Непрерывность и иррацшнальныя числа.* 
(Б и б л . к л а с с .) . Пер. съ нЬм. прив.-доц. С. О . Ш а т у н о в с к а го , съ присоед. его 
статьи: .Доказательство существовав трансцендентныхъ чиселъ*. 2 -е  и зд . 40 
стр. 8°. 1909. Ц. 40 к.

Н ебольш ой по объему* но, т а к ъ  сказать , законодательны й по с о д е р ж а т »  трудъ... 
Р у с с к а я  Ш к о л а .

ДЗЮБЕКЪ, О. проф. Курсъ аналитической геометрш. Пер. съ нЪм. подъ 
ред. и съ прим-Ьч. проф. СПБ. высш. женск. курсовъ Вгъры Шиффъ.
Часть 1. А н а л и т и ч е с к а я  г е о ме т р 1 я  на п л о с к о с т и .  VIII+390 стр.8°. 
Съ 87 черт. 1912. Ц. 2 р. 50 к.
Часть II. А н а л и т и ч е с к а я  г е о м е т р 1 я  в ъ  п р о с т р а н с т в  t .  VIII+356 
стр. 8°. 36 черт. 1912. Ц. 2 р. 50 к.

Много зад ач ъ , много уп раж неш й, бездна матер1ала и —научность излож еш я. Т е х н и к ,  
и  К о м м е р ч . О б р а з о в а т е .

КАГАНЪ, В. прив.-доц. Задача обоснован!я геометрш въ  современ
ной постановка. Р-Ьчь, произнесенная при защигё диссертац!и на степень 
магистра чистой математики. 35 стр. 8°. Съ 11 черт. 1908. Ц. 35 к.

КАГАНЪ, В. прив.-доц. О преобразованы  многогранниковъ. Докладъ, про
читанный въ Общемъ Собрали Перваго ВсероссШскаго Съезда преподавателей 
математики. 27 стр. 8°. Съ 10 фиг. 1913. Ц. 35 к.

КАГАНЪ, В. прив.-доц. Что такое алгебра?*  72 стр. 16°. 1910. Ц. 40 к.
К н и ж ка н ап и сан а ясны ы ъ прооты м ъ я зы к о м ъ  я, несом ненно, вы зоветъ  к ъ  себ-Ь 
интереоъ. Р у с с к а я  М ы с л ь .

КЛЕЙНЪ, Ф. проф. Вопросы элеиентарной и высшей математики.
Лекщи, читанный для учителей. Пер. съ нЪм. подъ ред. и съ дополн. прив.-доц. 
В . Ф. К а га н а . V1II+480 стр. 8®. 1912. Ц. 3 р.

К нига, подобный труду К лейна, долж ны  бы ть наотольны м и: о н *  появляю тся р ’Ьдво. 
Т е х н и ч .  и  К о м м е р ч . О б р а з о в а л а .

КОВАЛЕВСК1Й, Г. проф. Введен1е въ исчислен!е безконечно-малыхъ. * 
Пер. съ н-Ьм. подъ ред. и съ прим. прав. доц. С . О . Ш а т у н о в с к а го . VIII-I-140 
стр. 8°. Съ 18 черт. 1909. Ц. 1 р.

К н и га проф . К овалевскаго , несом ненно, прекраонов в в е д е т е  в ъ  выоппй анализъ . 
Р у с с к а я  Ш к о л а .

КОВАЛЕВСК1Й, Г. проф. Основы дифференщ альнаго и интегральнаго 
исчисленш. Пер. съ н-Ьм. подъ ред. прив.-доц. С. О . Ш а т у н о в с к а го . VI1I-H96 
стр. 8®. 1911. Ц. 3 р. 50 к.

К у р с ъ  п роф ессора бонскаго ун и верситета, неоонн’Ьнно, является одннмъ и зъ  дуч- 
ш ихъ по ясности  и  чрезвы чайной  строгости  о б о о н о в ат я  одвого и зъ  могущеотвен- 
ньгхъ м етодовъ соврем енного ан али за . С о в р е м е н н ы й  M ip ».

КУТЮРА, Л. Алгебра логики. Пер. съ фр. «гь прибавлен1ями проф. И . С ле-
ш и н ск а го . 1V4-107+XIII стр. 8°. 1909. Ц. 90 к.

КЭДЖОРИ, Ф. проф. Истор1я элеиентарной математики (съ указанЬши 
на методы преподаван!я) *. Пер. съ англ, подъ ред. и съ прим, прив.-доц. 
И . Ю . Т и м чен ко . VHI4-368 стр. 8°. Съ рис. 1910. Ц. 2 р. 50 к.

К н и га  читается с ъ  болы пим ъ интересом ъ и  весьм а  полезна... Мы настоятельно 
реком ендуем ъ „HcTopiio элем. мат.“ К эдж ори. В м с т н и к ь  В о с п и т а м я .

ЛИТЦМАННЪ, В. Теорема Пиеагора съ приложешемъ нЪкоторыхъ св^дЬиШ 
о теорем-fe Ферма. (Б и б л . э л е м . м а т . I). Пер. съ нЪи. подъ общей ред. прив.- 
доц. С. О . Ш а т у н о в с к а го . 1V+80 стр. 16®. Съ 44 рис. 1912. Ц. 40 к.
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МАРКОВЪ, А. акад. Исчислеше конечныхъ разностей. Въ 2 частягь 
Издан1е 2-е, исправленное и дополненное. VIII-+-274 стр. 8°. 1911. Ц. 2 р. 25 к.

НЕТТО, Е. проф. Начала теории определителей. Пер. съ нФм. подъ ред. 
и съ прим, прив.-доц. С■ О■ Шатуновскаго. V1II-T156 стр. 8°. 1912. Ц. 1 р. 20 к.

ПУАНКАРЕ, Г. проф. Наука и методъ. Пер. съ франц. И . Б р у с и л о в с к о г о  
подъ ред. прив.-доц. В . К а га н а . VI11+384 стр. 16°. 1910. Ц. 1 р. 50 к.

... книгу Пуанкаре можно рекомендовать особому вниманпо преподавателей  м ате
матики и естествознашя. Вт ост никъ В о с п и т а ш я .

РОУ, С. Геометрически упражнешя съ кускомъ бумаги. Пер. съ англ.
XVI+173 стр. 16°. Съ 87 рис. 1910. Ц. 90 к.

Производитъ в п е ч а т л и т е  гармоиичнаго ц'Ьлаго и читается е ъ  болыпимъ иитере- 
сомъ. Р у с с к а я  Ш к о л а .

Русская математическая библн)Граф1я. Списокъ сочинешй по чистой и при- 
кладн. математик-b, напечатанныхъ въ Россш. Подъ ред. проф.Д. М . С и н ц о ва . 
Вып. I. За 1908 годъ. 76 стр. 8°. Ц. 60 коп.
Вып. И. За 1909 годъ. XVI+92 стр. 8». Ц. 75 к.

ФИЛИППОВЪ, А .О. Четыре аривметическ1я д -Ь й стя . Числа натураль
ный. VI11+88 стр. 8». 1912. Ц. 70 к.

ФУРРЕ, Е. Очеркъ исторш элементарной геометрш. (Б и б л . э л е м  м а т  II). 
Пер. съ фр. подъ ред. прив.-доц. С. Ш а т у н о в с к а го . 52 стр. 16°. Съ 5 рис. 
1912. Ц. 30 к.

ФУРРЕ, Е. Геометрическ1е головоломки и паралогизмы. (Б и б л . э л е м ,  
м а т . III). Пер. съ фр. подъ ред. прив.-доц. С. Ш а т у н о в с к а го . 52 стр. 16®. 
Съ 83 рис. 1912. Ц. 30 к.

ЦИММЕРМАНЪ, В. проф. Объемъ шара, шарового сегмента и шаро
вого слоя. 34 стр. 16°. Съ 6 черт. 1908. Ц. 25 к.

Распространено нодобнаго рода в-хементарныхъ монографШ среди учащ ихся весь
ма желательно. Р у с с к а я  Ш к о л а .

ЧЕЗАРО, Э. Элементарный учебникъ алгебраическаго анализа и исчи- 
слешя безконечно малыхъ. Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. С.-П.-Б. универе. 
К. А. Поссе. Ч. I. XVI1I+632 стр. 8°. Съ 26 черт. 1913. Ц. 5 р.

ШУБЕРТЪ, Г. проф. М атематически развлечешя и игры. Пер. съ нЬм.
I. Л е в и н т о в а , подъ ред., съ прим, и доб. ,В .  О . Ф . и Э л . М а т .' XIV+358 стр. 
16°. Со мног. табл. 1911. Ц. 1 р. 40 к.

Неутомимая идейная издательская фирма ,Н атезисъ“... вы пустила в ъ  овЪтъ п р е 
восходный пер ев о дъ  превосходной книги... Р у с с к а я  Ш к о л а .

ф  и з и к л
АВРАГАМЪ, Г. проф. Сборникъ элементарныхъ опытовъ по физикЪ. *

Пер. съ франц. подъ ред. проф. Б. П. Вейнберга.
Часть I: XVI4272 стр. 8°. Свыше 300 рис. 2-е изд. 1909. Ц. 1 р. 50 к.

С истематически составленны й оводъ наиболее удачны хъ, типичны хъ и п о у ч и теп - 
ны хъ опы товъ. В ю с т н и к ъ  и  Б и б л и о т е к а  С а м о о б р а з о в а т я

Часть II: 434+LXXV стр. 8°. Свыше 400 рис. 2-е изд. 1910 г. Ц. 2 р. 75 к.
Мы над'&емся, что разбираем ы й трудъ  станетъ наотольной книгой каж дой фнжж- 
ческой лабораторш  в ъ  Р оссш . Р у с с к а я  М ы сль.

АУЭРБАХЪ, Ф. проф. Царица м!ра и ея тЪнь. * Общедост. изложеше основ, 
ученш объ энергЫ н энтроп!и. Пер.сыгём. VlIl-(-50 стр. 8°. 6-е изд. 1913. Ц. 40ъ

Сл'Ьдуетъ при зн ать  брош ю ру А уэрбаха чрезвы чайно интересной. Ж .  И .  Н .  П р .

БРАУНЪ, Ф. проф. Мои работы по безпроволочной телеграфа и по 
ЭлектрООПТИК’Ь. РФчь, произн. по случаю получен!я Нобелевской npettiH, съ 
дополи, автора. Пер. съ рукоп. Л. Мандельштама и Н. Папалекси, со вступи
тельной статьей переводч. XIV+92 стр. 16°. Съ 25 рис. и портр. авт. 1911. Ц. 70 к.

П роф. Б р а у н ъ  и зд агаетъ  свои работы , заклю чаю  пияея в ъ  иэобр'Ьтенш  и у совер
шенствовавши очень важ н ы хъ  для телеграф ш  при боровъ ... Е с т в с т е о з н .  и  Г е о е р а ф хя .
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БРУНИ, К. проф. Твердые растворы*. Пер. съ итал. подъ ред. .Вгъс'тн. 
O n . Ф и з. а  Э л . М а т .“ 37 стр. 16°. 1909. Ц. 25 к.

И з ъ  брошюры К. Б руни  читатель вы носитъ  много д'Ьнныхъ о в е д е ш й  в ъ  офер'Ь за- 
тронуты хъ вопрооовъ . Ф и з и к ъ -Л ю б и т е л ь

ВЕТГЭМЪ, В. проф. Современное развиНе ф изики*. Пер. съ англ.подъ 
ред. проф. Б . П . В е й н б е р га  и прив -доц. А. Р. О р б и н с к а го . Съ Прилож. рЪчи
A . Б а л ь ф у р а . Нисколько мыслей о новой теор!и вещества. VIII+277 стр. 8°. 
Съ 5 порт, и 39 рис. 2 -е  и зд . 1912. Ц. 2 р.

...рисуетъ  читателю действительно  захваты ваю щ ую  картину гравдЦозныхъ завое- 
ваш й  человеческаго  ге ш я . С о в р е м е н н ы й  M ip s .

ВЕЙНБЕРГЪ, Б. П. проф. СнЪгъ, иней, градъ, ледъ и ледники *. 
1V+127 стр. 8°. Съ 137 рис. и 2 фототип. таб. 1909. Ц. 1 р.

„M athesisu ы ож етъ гордитьоя эти м ъ  и зд а ш е м ъ . Ж .  М . Н .  И р .

ВИНЕРЪ, О. проф. О цветной фотографш и родственныхъ ей есте- 
ственно-научныхъ вопросахъ*. Пер. съ н-Ьм. подъ ред. проф. Н . П . К а-  
с т е р и н а . VI+69 стр. 8°. Съ 3 цвЪт. табл. 1911. Ц. 60 к.

Вое это д е л а е т ъ  книгу  интересной  к ак ъ  для лицъ , ж елаю щ ихъ только ознако
м иться с ъ  явлеш ям и  ц в етн о й  ф отограф ш , так ъ  и  для  лицъ , серьезно  заинтереоо- 
ванны хъ  этим ъ вопроеом ъ . E c m e c m e o a u a H ie  и  T e o z p a 0 ia .

ГЕРНЕТЪ, В. А. Объ единств^ вещества. 46 стр. 16°. Ц. 25 к.
ЗЕЕМАНЪ, П. проф. П роисхождеш е цвФтовъ спектра Съ прил. статьи

B . Р и т ц а  .Линейные спектры и строеше атомовъ". Пер. съ нЬм. 50 стр. 16°. 
Ц. 30 к.

. . . К нижка, прин адлеж ащ ая п ер у  одного и з ъ  и зв ес тн ы х ъ  учены хъ наш ей эпохи... 
Р у с с к а я  М ы с л ь .

КАЙЗЕРЪ Г. проф. Развит!е современной спектроскоп!и *. Пер. съ 
нЪм. подъ ред. .В гьс т н . O n . Ф . и  Э л . М . ‘ 45 стр. 16°. 1910. Ц. 25 к.

Одинъ и з ъ  лучш ихъ обзоровъ ... О нъ содерж итъ , в ъ  ож атомъ в и д е , исторпо от
крытая спектр альнаго ан али за  и  д альн ей ш аго  ея р а э в и п я  до наш ихъ дней. 
Ж у р н .  М и н .  Н .  П р .

КЛОССОВСК1Й, А. заслуж. проф. Основы метеоролопи. * XVI+527 стр. 
больш. 8°. Съ 199 рис., 2 цв-Ьтн. и 3 черн. табл. 1910. Ц. 4 р.

Ч есть и  слава „M athesis* за  и здаш е этой п рекрасн ой  книги, которою  можетъ гор
д и ться  р у сск ая  н аука. Ж .  М . Н .  П р .  *

КЛОССОВСК1Й, А. заслуж. проф. Современное состои те  вопроса о 
предсказан^ погоды. 52 стр. 8°. Съ 4 черт. 1913. Ц. 49 к. 

КЛОССОВСК1Й А. заслуж. проф. Физическая жизнь нашей планеты на 
основам и современныхъ воззрЪнШ. * 46 стр. 8°. 2-е издаше, испр. и 
дополн. 1908. Ц. 40 к.

Р ед к о  можно встр ети ть  излож еш е, в ъ  котором ъ в ъ  такой  отепеаи соединялась бы 
вы со кая  н аучн ая врудищ я оъ  картинностью  и  увлекательностью  р еч и . П е д а го ги 
ч е с к и  С б о р н и к » .

КОНЪ, Э. проф. и ПУАНКАРЕ, Г., акад. Пространство и время съ 
точки Зр4н1я физики. Пер. подъ ред. .В гьс т н . O n . Ф и з. и Э л . М а т .“. 
81 стр. 16°. Съ 11 рис. 1912. Ц. 40 к.

А вторы сд елали  вое возм ож ное, чтобы  р а зъ я с н и ть  не опещ алиоту оущнооть прин
ципа относительности и  новой  м еханики. П р и р о д а .

ЛАКУРЪ П. и АППЕЛЬ Я. Историческая ф изика.* Пер. съ нЪм. подъ 
ред. . В гьст н . Ол. Ф и зи к и  и Э л . М а т .' .  Въ 2-хъ томахъ больш. формата 892 
стр. Съ 799 рис. н 6 отд. цв-Ьтн. табл. 1908. Ц. 7 р. 50 к.

Н ел ьзя  не п ри ветство вать  этого интереонаго иадаш я... К нига читается легко; содвр- 
ж и тъ  весьм а  удачно подобранны й матер1алъ и  обильно снабж ена хорош о выпол
ненны ми рисункам и. П ереводъ н и каки хъ  зам еч ал !й  не вызываеш ь. Ж .  М . Н . П р .

ЛИНДЕМАНЪ, Ф. проф. Спектръ и форма атомовъ. РЬчь ректора Мюн- 
хенскаго университета 23 стр. 16°. 2-е изд. Ц. 15 к.

ЛОДЖЪ О., проф. MipoBOfl эеиръ. Пер. съ англ, подъ ред. прив.-доц. 
Д .  Д .  Х м ы р о в а . 1V+216 стр. 16°. Съ 12 рис. 1911. Ц. 80 к.

В ъ  этой, чрезвы чайно интересной  к н и ж к е , проводится м ы сль, что „м!ровоЙ ееиръ 
есть непреры вное, иеож имаемое, недвиж им ое основное вещ ество или соверш ен
и я  ж идкость...* П р и р о д а .

А
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ЛОРЕНЦЪ, Г. проф. Курсъ физики. * Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. Н. П.
К а с т е р и н а . Съ добавлениями автора къ русскому издашю.
Т. I. V1II+356 стр. бол. 8°. Съ 236 рис. 2 -е  и зд . 1912. Ц. 2 р. 75 к.
Т. II. V1II+466 стр. больш. 8°. Съ 257 рис. 1910. Ц. 3 р. 75 к.

Съ появлеш ем ъ этого перевода р у сск ая  литература обогатилась превосходпы м ъ 
курсоы ъ физики. Ж .  И .  П .  П р .

МАЙКЕЛЬСОНЪ, А. проф. СвФтовыя волны и ихъ примФнен!я. •
Перевела съ англ. В . О . Х во л ь со н ъ  подъ ред. заслуж. проф. О. Д . Х в о л ь с о н а  
съ дополн. статьями и примЪч. редактора. VIII4-192 стр. Съ 108 рис. и 3 цвФтн. 
табл. 1912. Ц. 1 р. 50 к.

8авлекательн а простота и  конкретность мысли и  ж ивость излож еш я..' Ж у р я , 
Р. Ф . - Х .  О - е а .

МИ, Г. проф. Курсъ электричества и магнитизма. Пер. съ нЪм. йодъ ред. 
заел. проф. О. Д .  Х в о л ь с о н а . Въ 2-хъ частяхъ. Около 50 печ. листовъ. Со 
многими рис. Выходить въ CBtrb выпусками. Ц^на по подписка 5 р.

МОРЕНЪ, Ш. Физичесюя состояшя вещества. Пер. съ франц. подъ ред.
проф. Л . В . П и с а р ж е вс к а го . VIII+224 стр. 8°. Съ 21 рис. 1912. Ц. 1 р. 40 к. 

ПЕРРИ, Дж. проф. Вращавшийся волчокъ*. Публ. лекшя. Съ до- 
бавл. статьи проф. Б. Д о н а т а : „Волчекъ и его будущее въ техник^". Пер. съ 
англ. ин-Ьм. VIII+116 стр. 8°. Съ 73 рис. 3-е  и зд а ш е . 1912. Ц. 60 к.

К ниж ка, вооч1ю показы ваю щ ая, к ак ъ  люди истиннаго зн аш я , не цеховой только 
науки, уьгЬютъ распоряж аться научны м ъ матер1алонь при  его популяризацш . 
Р у с с к а я  Ш к о л а .

ПЛАНКЪ, М. проф. Отношение новейшей физики къ механистиче
скому мировоззрение. Пер. съ н-Ьм. I  Л еви н т о ва , подъ ред. , В л е т .  
O n . Ф . и  Э л .  М .‘ 42 стр. 16°. 1911. Ц. 25 к.

... П л ан къ  р азъ ясн я етъ  теорио относительности, указываете», что ея методы удобны 
и универсальны ... Е е т е с т в о з н а т е  и  Г е о гр а ф Х я

ПОЙНТИНГЪ, Дж. проф. Давлеше свФта. Пер. съ англ, подъ ред. .В гьст н . 
O n . Ф а з . и Э л .  М а т ‘ . 128+Н стр. 16°. Съ 42 рис. 1912. Ц. 50 к.

Н аглядность изложенхя теоретической стороны воп роса, иллю стращ я его черте
ж ами, аналогиями и  соавнеш ям и и аъ  повседневной ж и зн и  не оставляеть  ж елать 
больш аго. П р и р о д а .

РАМЗАЙ, В. проф. Благородные и радюактивные газы. Пер. подъ 
ред. , В гьст н . О . Ф . и Э . М .‘ . 37 стр. 16°. Съ 16 рис. 1909. Ц. 25 к.

РИГИ, А. проф. Современная теор1я физическихъ явлешй*. (1оны, 
электроны, радюактивность). Пер. съ 3-го итальян. издания. VHI-f 146 стр. 8°. Съ 
21 рис. 1910. 2-е  и зд . Ц. 90 к.

К нагу Р иги  можно см-Ьло реком ендовать образованном у человеку , к ак ъ  лучш ее 
имею щ ееся у н асъ  излож еш е нов’Ьйш ихъ взгл яд о въ  на обширную область ф изи
ческихъ явлеш й. П е д а г о ги ч е с к и х  С б о р н и к ъ .

РИГИ, А. проф. Электрическая природа матерш. * Вступительная лекц!я. 
Пер. съ итальян. подъ ред. .В л е т .  O n . Ф . а  Э л . М а т Л  28 стр. 8°. 2 -е  и зд . 
1911. Ц. 30 к.

Эта прекрасн ая р*Ьчь обладаешь всЪ ми преимущ ествами многочисленныхъ популяр- 
ны хъ оочинеш й знамвнитаго проф ессора Болоньскаго университета. Ж .  i f .  Н .  П Ь -

СЛАБИ, А, проф. Безпроволочный телефонъ. Пер. съ н-Ьм. подъ ред.
.В л е т . O n . Ф из. а  Э л . М а т .' . 28 стр. 8°. Съ 23 рис. 1909. Ц. 30 к.

СЛАБИ, А. проф. Резонансъ и затухаш е электрическихъ волнъ. Пер. съ 
нЬм. подъ ред. .В л е т . O n . Ф из. и Э л . М а т .“. 41 стр. 8°. Съ 36 рис. Ц. 40 к.

ОбЪ брош ю ры п ринадлеж ать  п еру  большого зн атока предм ета и  вы даю щ егося 
оамоотоятельнаго работника в ъ  области практическаго п р и м Ъ н ет я  эдектрнческихъ 
волнъ. П е д а г о ги ч е с к и х  С б о р н и к ъ .

СОДДИ, Ф. проф. Радш и его разгадка.* Пер. съ англ, подъ ред. 
прив.-доц. Д . Х м ы р о в а . XVI+185 стр. 8°. Съ 31 рис. 1910. Ц. 1 р. 25 к.

... авторъ  в ъ  увдекательном ъ изложении вводи ть  читателя в ъ  необы кновенно з а 
манчивую  область... П е д а г о ги ч е с к и х  С б о р н и къ .

ТОМСОНЪ Дж. Дж. проф. Корпускулярная теор1я вещества. Пер. съ 
англ. I. Л еви н т о ва , подъ ред. .В л е т . О. Ф . а  Э . М .ш. VI11+162 стр. 8°. Съ 
29 рис. 1910. Ц. 1 р. 20 к.

Воя книга, & въ особенности части, содерж ания днчды я изсл -Ь доватла втора, 
читаю тся оъ  неоолаб'кааю щ имъ интер еоомъ. Фмдочвскоа О б о з р я т * .

КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ*.
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ТОМПСОНЪ, СИЛЬВАНУСЪ, проф. Добыван1е свФта*. Общедоступная 
лекщя для рабочихъ, прочитанная на собранш Британской Ассощацш 1906. Пер. 
съ англ. VIII+88 стр. 16°. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к.

В ъ этой  весьм а интересно составленной р е ч и  ообранъ богаты й м aтвpiaлъ по во
просу д о б ы в а т я  с в е т а . Ж . М % Н .  Д р .

ФУРНЬЕ ДАЛЬБЪ. Два новыхъ м1ра. 1 Инфра м!ръ. 2. Супра-м1ръ. Пер. 
съ англ. VIII+119 стр. 8°. Съ 1 рис. и 1 табл. 1911. Ц. 80 к.

.. содерж аш ем ъ своим ъ она опособна увлечь мыолдацаго человека. П р а в . В г ъ с т п .

У СП1эХИ ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъред. ,Втъстн.ика О п ы т н о й  Ф и зи ки  и 
Э л е м е н т а р н о й  М а т е м а т и к и *.
Выпускъ I.* VIII+148 стр. 8°. Съ 41 рис. и 2 табл. 3 -е  и зд . 1909. Ц. 75 к.

И зящ но изданны й и  недорогой сборн и къ  прочтетоя каж ды м ъ интересую щ имся оъ 
болыпимъ интереоом ъ. В ю с т н и к ъ  З н а п Ы »

Выпускъ II. IV+204 стр. съ 50 рис. 1911. Ц. 1 р. 20 к.
Второй выпускъ сборника обладаетъ  тЪми ж е положительными сторонами, что и 
первы й: т. в. содерж ательностью , яоноотью наложения и полной научностью  отатвй. 
П р и р о д а .

X И М I я .

ГРОТЪ, П. проф. В в ед ет е  въ химическую кристаллограф!ю. Пер. съ 
нЬм. I. Левинтова подъ ред. проф. М . Д .  С и д о р ен к о . VIII+104 стр. 8°. Съ 6 
черт. 1912. Ц. 80 к.

МАМЛОКЪ, Л. д-ръ. Стереохим1я. (Учен1е о пространственномъ расположен^ 
атомовъ въ молекул-Ь). Пер. съ нЪмецк. подъ ред. проф. П . Г . М е л и к о в а .  
VII1+164 стр. 8°. Съ 58 рис. 1911. Ц. 1 р. 20 к.

В ъ к н и ге  описы вается стервохим!я углерода, азота , о'Ьры, оелена, олова и  неорга- 
ничесвихъ соединеш й. Е с т е с т в о з н а т е  и  Г е о г р а ф г я .

ПЕШЛЬ, В. проф. Введен1е въ коллоидную химпо. Очеркъ коллоидной 
хим1и для учителей, врачей и студентовъ. Пер. съ нЬмецкаго А . С. К о м а р о в 
с к о го . Съ пред. проф. П . Г . М е л и к о в а . VIII+86 стр. 8° 1912. Ц. 75 к. 

РАМЗАЙ, В. проф. В в ед ет е  въ изучеш е физической химш. Пер. съ 
англ, подъ ред. проф. Я. Г . М е л и к о в а . VIII+76 стр. 16°. 1910. Ц. 40 к.

Главны й интереоъ обзора конечно в ъ  том ъ, что он ъ  сдЪ ланъ крупны м ъ самосто- 
ятельны м ъ изсл^дователем ъ  в ъ  этой области. П е д а г о г и ч е с к и х  С б о р н и к ъ .

СМИТЪ, А. проф. В ведете въ неорганическую хим!ю. Пер. съ англ, подъ 
ред. проф. Я. Г. М е л и к о в а . XVI-f-840 стр. 8°. Съ 107 рис. 1911. Ц. 3 р. 50 к.

T aitie первокласны е учены е, к ак ъ  Л ёбъ , О ствальдъ и  др. п ри знали , что „В вед ете  въ  
неорганическую  хи ш ю “ Смита обогащ аетъ учебную  литературу  и  в ъ  р яд у  много- 
численны хъ руководотвъ по химия долж но зан ять  особое значительное м есто. Ргъчь.

Успехи ХИМ1И. Сборникъ статей о важнЪйшихъ изсл-Ьдован1яхъ послЪдняго 
времени въ общедоступномъ изложен!и подъ ред. .В п с т н . O n . Ф а з. и Э л е м  
М а т .'. Вып. 1. VI1I+240 стр. 8°. Съ 83 рис. 1912 г. Ц. 1 р. 50 к. 

ЦЕНТНЕРШВЕРЪ, М. Г. Очерки по истор!и химш. Популярно-научныя 
лекц!и. XVI+318 стр. 8°. Съ 83 рис. 1912 г. Ц. 2 р. 20 к.

ШТОКЪ, А. проф. и ШТЕЛЕРЪ, прив.-доц. Практическое руковод
ство по количественному анализу. Пер. съ нЬм. лабор. Новор. Унив. 
А. I. К о н ш и н а  подъ ред. проф. Я. Г. М е л и к о в а . Пер. съ кЬм. V1II+172 стр. 8°. 
Съ 37 рис. 1911. Ц. 1 р. 20 к.

Р уководство напиоано ясно и понятно и мож етъ быть очень полезно при самоотоя- 
м д ь н о ы ъ  прохождении анализа. Е с т в с т в о з н а н 1 е  и  Г е о г р а ф 1 я .

А С Т Р О Н О М 1 Я

АРРЕН1УСЪ, Св. проф. Образован1е лнровъ *. Пер. съ н-Ьм. подъ ред. 
проф. К . Д .  П о к р о в с к о го . VIII+200 стр. 8°. Съ 60 рис. 2-е  и зд . 1912. Ц. 1 р. 75 к.

К нига чрезвы чайно интересна и богата содерж аш ем ъ. П е д а го ги ч е с к и х  С бо р н икъ

БОЛЛЪ, Р. С. проф. ВЬка и приливы. Пер. съ англ, подъ ред. прив.-доц. 
А. Р. О р б и н ск а го . IV+104 стр. 8°. Съ 4 рис. и 1 табл. Ц. 75 к.

... наотоящ ее издаш е „Mathesis* сл'Ьдуетъ приветствовать  н а р а в н е  оъ прочими, 
к ак ъ  почтенный, заслуживаю щ ей раопространеш я и оерьеанаго вним аш я, ваяадъ 
в ъ  руоокую науку. Р у с с к а я  Ш к о л а .

в
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ВИХЕРТЪ, Э. проф. Введение въ геодез!ю  * Пер. съ н-feu. IV+95 стр. 16°. 
Съ 41 рис. 2 -е  и зд . 1912. Ц. 35 к.

И злагавтъ  основы низш ей геодезш , им'Ья в ъ  виду пользование ею в ъ  ш кол*  въ  
кач еств*  п р а к т и ч е с к а я  пособия... Изложение очень сж ато, но полно и  посл*дова- 
тельно. В о п р о с ы  Ф и з и к и .

ГРАФФЪ, К. Комета Галлея *. Пер. съ н-Ьм. Х+71 стр. 16°. Съ 13 рис. и 
2 отд. табл. Изд. второе испр. и доп. 1910. Ц. 30 к.

Б рош ю ра Г раф ф а хорошо вы полняетъ свое назначеш е. П е д а г о ги ч е с к г й  С б о р н и к ъ .

Галлеева комета въ 1910 году. О бщ едост уп н ое и зд а ш е . Содержите:
0  вселенной—О кометахъ—О кометЬ Галлея. 32 стр. 8°. Съ 12 иллюстращями. 
1910. Ц. 12 к.

КЛАРКЪ, А. Hcropia астрономш XIX с т о л б я .  Пер. съ англ, прив.-доц.
СПБ. университета В . В . Серафимова. VIII+648 стр. 8°. Съ рис. 1913. Ц. 4 р. 

ЛОВЕЛЛЪ, П. проф. Марсъ и жизнь на немъ. Пер. съ англ, подъ ред. а 
съ предисл. прив.-доц. А . Р . Орбинскаго. ХХ1+272 стр. 8°. Со многими рис. и
1 цв-Ьтн. табл. 1912. Ц. 2 р.

К нигу эту  можно реком ендовать всякому, кто хочетъ знать со с то и т е  науки  о М арс* 
в ъ  настоящ ее врем я; читается она легко и  вполн* доступна для средняго, знако- 
м аго о ъ  аотроном1ей, читателя. И зегъ сш ш  Р .  О-ва Л ю б и т е л е й  M iv o e ra d n u ia .

НЬЮКОМЪ, С. проф. AcTpoHOMia для всЪхъ *. Пер. съ англ, подъ ред. 
и съ предисл. прив.-доц. А . Р . О р б и н ск а го . ХХ+288 стр. 8°. Съ порт, автора, 
64 рис. и 1 табл. 2-е и зд . 1911. Ц. 1 р. 50 к.

Вполн* научно, и  соверш енно доступно, и  изящ но н аписанная книга... переведена 
и  и здана очень хорошо. Вгъстникъ Воспит амя.

Б I О Л О Г I Я.

ВЕРИГО, Б. проф. Единство жизненныхъ явлешй. (Основы общ ей Sio- 
логш /.). VIIH-276 стр. 8°. Съ 81 рис. 1912. Ц . 2 р.

... книгу  н ельзя  не признать очень интересной н заслуж иваю щ ей полнаго внима- 
ш я . Она н ап и сан а просто и  потому доступна большому кругу читателей. Р у с с к а я  
Ш к о л а  ~

ВЕРИГО, Б. проф. Бю лопя клЪтки, какъ основа ученШ о зароды- 
шевомъ развитш и размноженш. (О сновы  оощ . бю логШ  П ) 1V+336 
стр. 8°. Съ 60 рис. 1913. Ц. 2 р. 50 к.

ЛЕБЪ, Ж. проф. Динамика живого вещества. Пер. съ н-Ьм. подъ ред. проф. 
В . В . З а в ь я л о в а . V1II+352 стр. 8°. Съ 64 рис. 1910. Ц. 2 р. 50 к.

К лассическая книга Лёба, отъ чтен£я которой трудно оторваться, у с т а н а в л и в а е м  
в * х и  достигнутаго в ъ  поэнанш  динамики ж ивого вещ ества. Р у с с к о е  Б о г а т с т в о .

ЛЁБЪ, Ж. проф. Жизнь. Пер. съ н-Ьм. 30 стр. 8°. 1912. Ц. 30 к.
Д окладъ  этотъ  прекрасно резю м ируетъ взгляды  Л ёба и  его ш коды н а  сущ ность 
эвианеныхъ явд еш й  и потому является в ъ  высш ей степени ннтересньш ъ. Р у с с к а я  
Ш к о л а .

УШИНСК1Й, Н. проф. Лекцш по бактершлогш V1II+135 стр. 8°. Съ 34 
черн, и цв-Ьтн. рис. на отд-Ьльн. табл. 1908. Ц. 1 р. 50 к.

Успехи б!олопи. Сборникъ статей о важнЬйшихъ изсл-Ьдован1яхъ послЬдняго 
времени. Вып. 1. Подъ ред. проф. В. В. З а в ь я л о в а . IV4244 стр. 8°, Съ 24 рис. 
1( 1 р. 50 к.

V fl R I ft.

ГАМПСОНЪ-ШЕФЕРЪ. Парадоксы природы. * Книга для юношества 
объясняющая явлен1я, которыя находятся въ противор-Ьчш съ повседневныыъ 
опытомъ. Пер. съ н-Ьм. V1I1+193 стр. 8°. Съ 67 рис. Ц. 1 d. 20 к.

М атер 1адъ подо б р ан ь  жнтереоный. Ж у р .  М и н . В .  П р .

ГАССЕРТЪ, К. проф. ИзслЪдоваше полярныхъ странъ.* Истор1я путе- 
шествШ къ сЬверному и южному полюсамъ съ древнЬвшнхъ временъ до на*

f
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стоящаго времени. Пер. съ н*м. подъ ред. и сь дополн. проф. Г. И. Танф илъ- 
ева . XI1+216 стр. 8°. Съ двумя цв*тн. картами. 1912. Ц. 1 р. 50 к.

... видно, к ак ъ  ш ироко охвач ен ъ  в ъ  книг* предм етъ и  к ак ъ  много д а е гь  она дня 
интересую щ ихся полярны м и и зсл ,Ьдован1ями, Е с тп в с тв о з н а н 1 е  и  Географ 1я.

ДАННЕМАННЪ, Ф. Истор1я естествознаш я. Пер. съ н*м. подъ ред. заел, 
проф. СПБ. унив. И . И . Б о р гм а н а . 1V+486 стр. 8°. Съ 87 рис. и портр. Гали
лея. 1913. Ц. 3 р.

НИМФЮРЪ, Р. Воздухоплаван1е. * Научныя основы и техническое раз- 
випе. Пер. съ нЬм. VII1+161 стр. 8°. Съ 52 рис. 1910. Ц. 90 к.

В ъ к н и г*  ообран ь весьм а  обш ирны й описательны й матер1алъ. Ж .  М . Н .  П р .

СНАЙДЕРЪ, К. проф. Картина м!ра въ св*т* современнаго естество- 
знашя. Пер. съ н*м. подъ ред. проф. В. В. З а в ь я л о в а . VIII+193 стр. 8°. 
Съ 16 отд. порт. 1909. Ц. 1 р. 50 к.

К нига касается интереснЬ йш нхъ вопросов** о  п ри род* . П е д а го ги ч е с к и х  С бо р н ике ,

ТРЁЛЬС-ЛУНДЪ, проф. Небо и дпровоззр*н1е въ круговорот* вре- 
менъ. Пер. съ н*м. IV+233 стр. 8°. 1912. Ц. 1 р. 50 к.

... астрология и  астроном1я, богословсю я и  етическхя системы  и  сп екулящ я рае* 
см отрины  (въ  сж атом ъ, но увлекательн ом *  иелоясен1и) на протяж енш  трехъ  оъ 
половиною тыоячел'Ь’пй ... Р у с с к а я  М ы с л ь .

ТРОМГОЛЬТЪ, С. Игры со спичками. Задачи и развлечены Пер. съ н*м 
146 стр. 16°. Свыше 250 рис. и черт. 2 -е  а з д . 1912 Ц. 50 к.

ШМИДЪ, Б. проф. Философская хрестомапя. Пер. съ н*м. Ю . А . Г о в-  
егьева, под. ред. и съ пред. проф. Я. Я. Л а н г е . VII1+172 стр. 8°. 1907. Ц. 1р.

I -  ... Д ля чело в ека , зан ятаго  сам ообразоваш вм ъ и немного знаком аго оъ философ1ей 
и  наукой , она (книга) даетъ  р азн ооб разн ы й  и  интересны й матер1алъ. Вопросы 
ф и л о с о ф ш  и  п с и х о л о г ш . , j

ЩУКАРЕВЪ, А. проф. Проблемы теорш познашя въ ихъ приложен!яхъ 
къ вопросамъ естествознан1я и въ разработка его методами. 1V+137 стр. 8° 
Ц. 1 р.

Имеется на склад*:

БИЛЬТЦЪ, Г. и В. Упражнешя по неорганической химш. Пер. съ н*м. 
А. С. Комаровского, съ предисл. проф. Л. В. Писаржевскаго. XVI+272 стр. 8° 
Съ 24 рис. Ц. 1 р. 60 к.

СЪ  ТРЕБОВАНИЯМИ ОБРАЩ АТЬСЯ

въ главный складъ изданш „МАТЕЗИСЪ".
Одесса, СтурдзоЬскш пер., д. За.
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0тд*лен1я главного склада изданШ „МАТЕЗИСЪ":
Въ М оскв*— Книжный магазинъ „О бразоваш е“ (Кузнецкш мостъ, 11); 
въ K ie e t— Книжный магазинъ В. А. П росяниченко  (Фундуклеевская). 
Складъ изданш  „МАТЕЗИСЪ" въ С.-Петербург* — Книжный мага

зинъ Г . С. Ц укерм ана  (Александровская площ адь, 5).




