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Предислов1е къ первому русскому-издашю.

Сочинешя по элементарной математик^ рЪзко делятся на два типа. 
Одни представляютъ собой учебники въ собственномъ смыслЪ этого сло
ва, по которымъ можно систематически изучать предметъ безъ предвари
тельной подготовки; друпя представляютъ собою трактаты, содержащее 
научное изложеше дисциплины и разсчитанные на подготовленнаго чита
теля. Въ то время, какъ новые учебники появляются очень часто, цЪнныя 
сочинешя второго рода появляются разъ въ четверть вЪка и даже рЪже. 
Появлеше новаго трактата такого рода всегда указываетъ на то, что въ- 
изложенш и въ разработка дисциплины установились новыя течешя, новые 
взгляды; они какъ бы подводятъ итогъ работамъцЪлагО научнаго поколЪшя. 
Такое значеше въ конщЬ шестидесятыхъ и въ семидесятыми годахъ им*Ьли: 
„Элементы математики" Б а л ь ц е р а  ')  и „Алгебра" Ж о зе ф а  Б е р т р а н а 2). 
Но въ последнюю четверть вЪка основы элементарной математики под
верглись тщательному пересмотру. Глубоюй анализъ, которому посвятили 
много труда наиболЪе выдаюццеся ученые, пролилъ совершенно новый 
свЪтъ на элементы ариометики и геометрш. Научное изложеше этихъ 
дисциплинъ значительно уклонилось отъ той системы, которую мы нахо- 
димъ въ элементарныхъ учебникахъ. Когда г. Б и л и б и н ъ  предпринялъ 
издаше „Алгебры" Б е р т р а н а  въ русскомъ перевод^, онъ вынужденъ 
былъ уже существенно переработать и дополнить текстъ оригинала.

Дать научное и современное изложеше основъ элементарной мате
матики составляетъ задачу „Энциклопедии элементарной математики" про- 
фессоровъ В еб ер а  и В ел ьш тей н а . Первый томъэтого сочинешя „Энци- 
клопед1я элементарной алгебры и анализа" принадлежитъ профессору Страс- 
бургскаго университета Г. В еб ер у , автору обширнаго трактата по высшей 
алгебр'Ь 3). Книга содержитъ, на нашъ взглядъ, мастерское изложеше элемен- 
товъ ариеметики, алгебры и анализа. Обосноваше началъ ариеметики все еще

*) R. Bciltzer. „Elemente der Mathematik*. Leipzig, 1865.
*) J ’. Bertrand. „Traite d’ Algebre*4. Paris, 1862.
3) H. Weber. „Lehrbuch der Algebra". Braunschweig. Bd. 1—1893, Bd. II—1895.
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не можетъ считаться законченным*!»; поэтому некоторые пункты въ I, II и 
IV главахъ могутъ и здесь не вполне удовлетворить вдумчиваго читателя; 
но онъ найдетъ въ этомъ сочиненш оригинальную систему изложешя 
основъ ариеметики, отражающую все изслЪдовашя последняго времени по 
этому вопросу. Очень обстоятельно и, главное, строго научно изложены 
и остальные отделы; особенный же интересъ представляетъ XIX глава, со
держащая, можно сказать, первую попытку дать элементарное изложение 
сложныхъ доказательствъ невозможности решешя общаго уравнешя 5-ой 
степени въ радикалахъ, неприводимости формулы К ар д ан а  и т. п. Общая 
теор!я рядовъ и разложеше наиболее важныхъ функцШ изложены столь 
же строго, какъ и доступно. Очень удачно переработаны также авторомъ 
доказательства трансцендентности чиселъ с и я .

Авторъ сопровождаетъ мнопя предложен!я историческими указашями, 
сведешями объ ихъ авторахъ. Впрочемъ, св'Ьд'Ьшя эти по причинамъ, 
указаннымъ въ предислов!и автора, довольно скудны. Но въ декабре 
1905 г. появилось второе издаше 1-го тома, въ которомъ историческ!я 
сведеш я и литературныя указан!я значительно расширены. Те добавлен!я, 
которыя мы не успели внести въ текстъ настоящаго перевода, будутъ 
приложены къ концу книги.

Наконецъ, чтобы сделать книгу доступной возможно более широ
кому кругу читателей, мы сочли полезнымъ присоединить разъясняюиця 
примечания въ тЪхъ м^стахъ, которыя изложены авторомъ слишкомъ сжато. 
B e t подстрочный прим1эчашя, въ которыхъ выноски отмечены цифрами, 
лринадлежатъ намъ; т е  же примечашя, въ которыхъ выноски отмечены 
звездочками, принадлежать автору. Мы полагаемъ, что съ этими допол- 
нешями книга будетъ доступна даже хорошо подготовленному ученику 
старшаго класса. Первыя главы, по своей отвлеченности, труднее дру- 
гихъ; мы полагаемъ, однако, что это не остановитъ читателя, который 
съ интересомъ къ делу приступитъ къ чтенпо этого сочинешя. Можно 
даже при первомъ чтенш опустить первую главу и возвратиться къ ней 
по прочтенш всей книги.

Предисловк ко второму русскому издашю.

Настоящее второе издаше перваго тома „Энциклопедш“ предста- 
вляетъ собой переводъ съ вышедшаго въ конце 1909 г. третьяго н Ьмецкаго 
издашя книги. Коренная переработка первыхъ главъ *) имеетъ существен
ное значение, такъ какъ трудный, крайне отвлеченный разеуждешя, при

*) См. предислов!е автора къ 3-му издан!ю.
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помощи которыхъ авторъ пытался построить у чете  о ц*Ьломъ числе въ 
первомъ изданш книги, представляли собой барьеръ, остановившШ не 
одного читателя; и это было темъ более досадно, что теор1я все же вы
зывала сомнешя, какъ мы уже указывали въ первомъ изданш книги. Эти 
отвлеченныя разсуждешя уступили теперь место несравненно более про- 
стымъ соображешямъ. Выиграла ли, однако, книга также въ строгости 
излагаемой теорш? Въ предисловии къ третьему издашю авторъ ссылается 
на книгу П у а н к а р е  „Наука и методъ1', вышедшую въ русскомъ переводе 
подъ редакщей пишущаго настояцця строки. Я далеко не во всемъ согла- 
сенъ съ авторомъ этой книги, во многихъ отношешяхъ въ высшей сте
пени интересной. Но одна мысль, неоднократно высказанная П у а н к а р е , 
несомненно справедлива: трудно себе представить суждеше, не предпо
лагающее уже п о н я т  о цЪломъ числе, хотя бы въ наименьшихъ его 
значешяхъ. При этихъ услов1яхъ обоснован!е учешя о ц е л о м ъ  числе 
представляетъ затруднешя, въ настоящее время почти непреодолимый. 
51 надеюсь иметь случай еще къ этому вопросу возвратиться; здесь 
же ограничусь замечашемъ, что новыя разсуждешя автора все же вызьь 
ваютъ еще сомнешя.

Кроме этого крупнаго изменешя, авторомъ во многихъ параграфахъ 
переработаны некоторыя детали, местами добавлены целые пункты и пара
графы (эти добавлешя составили свыше двухъ печатныхъ листовъ), местами 
изменено расположеше матер1ала. Но при обработке новаго русскаго 
издашя пришлось внести еще больше изменений. Дело въ томъ, что въ 
первомъ русскомъ изданш переводъ былъ сделанъ частью съ перваго не- 
мецкаго издашя, частью со второго, появившаяся во время печаташя 
книги. В следсш е этого пришлось въ конце тома собрать рядъ дополне- 
шй, нашедшихъ себе место въ различныхъ частяхъ книги во второмъ 
изданш оригинала. Теперь все это согласовано съ текстомъ третьяго изда
ния. Кроме того, прибавлено около 60 примечаний, еще более облег- 
чающихъ чтеше книги. Врядъ ли мне удалось бы въ настоящее время 
выполнить этотъ трудъ, если бы ко мне не пришелъ на помощь мой 
ученикъ и сотрудникъ И. А. Г ибш ъ. Онъ необычайно тщательно ели- 
чилъ переводъ съ новымъ текстомъ оригинала, исправивъ мнопя опе
чатки и погрешности, благодаря чему новое издаше много выиграло. 
Считаю своимъ долгомъ принести г. Г и бш у свою глубокую благо
дарность.

Такъ какъ второй томъ въ настоящее время имеется только въ 1-мъ 
изданш и ссылки въ немъ сделаны на первое издаше перваго тома, то въ 
конце книги помещена сличительная таблица параграфовъ 1-го и Н-го 
издашя перваго тома.

В . К аган ъ .



Предислов1е автора къ первому издашю ’).

Сочинеше, первый томъ котораго мы въ настоящее время выпуска- 
емъ въ св^тъ, не должно представлять собой учебника въ собственномъ 
смыслЪ слова. Читателями, которыхъ мы им'Ьемъ въ виду, являются, во 
первыхъ, учителя, которые, мы надеемся, найдутъ въ немъ полезныя ука- 
зашя для выбора учебнаго матер1ала, особенно для старшихъ классовъ; 
во-вторыхъ, лица, изучаюцця уже математику спещально и серьезно, ко- 
торыя желаютъ прюбрЪсти для этого твердую почву путемъ освЬжешя и 
дополнешя прюбр-ктенныхъ раньше элементарныхъ знашй.

Нередко уже разбирался вопросъ, что сл-Ьдуетъ понимать подъ э л е 
м е н т а р н о й  м а те м а т и к о й  и какъ установить границы этой области. 
Единственный научный принципъ, который могъ бы служить для рЪшешя 
этого вопроса, состоять въ томъ, что изъ области элементарной матема
тики исключаютъ поняли о безконечности и о предЪлЪ; элементарная ма
тематика противопоставляется поэтому анализу безконечнаго. Съ этой 
точки зреш я къ элементарной математике надо отнести все, что получа
ется при посредства известныхъ простыхъ логическихъ пр1емовъ; послЪдше 
же даютъ при дальн^йшемъ развили всю теорпо чиселъ, включая трудней- 
пля ея части, вообще все, что, по мнЪнш К р о н е к е р а  (Kronecker), им*Ьетъ 
въ математике право на существоваше; при этомъ, однако, возникаютъ 
затруднешя въ самомъ прим'Ьненш этихъ простыхъ логическихъ пр1емовъ, 
для устранения чего и созданъ высший анализъ. Уже таюя понятая, какъ 
иррациональное число, квадратный корень, логариомъ, не относились бы, 
если стать на эту точку зрЪшя, къ элементарной математике.

Въ геометрш къ элементамъ относятъ то, что выводится изъ поня
ли  о прямой и о круге и (въ пространстве) изъ понялй о плоскости и 
о шаре, Но уже соединеше геометрш въ плоскости и въ пространстве

*) Вскоре после появлешя этого сочинешя авторъ отпечаталъ предислов!е въ 
журнале „Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung“ съ некоторыми до- 
полнешями, который мы считаемъ существенными. Съ этими дополнешями мы и 
воспроизводи^жреводъ.
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приводить къ понятию о конусе, а отсюда къ его сечзшямъ плоскостью, 
къ такъ называемымъ коническимъ сЪчешемъ. Если же мы соединимъ 
геометрш съ ариеметикой, то мы неизбежно выйдемъ за пределы области, 
определяемой для элементарной геометр!и вышеприведеннымъ принципомъ; 
такъ, для определешя понятШ: площадь, длина дуги и т. п. необходимо 
пользоваться переходомъ къ пределу.

Итакъ, мы видимъ, что такое определеше элементарной математики, 
хотя и представляетъ научный интересъ, т. е. можетъ служить для разъ- 
яснешя возникновешя математическихъ понятШ, тЪмъ не менее не име- 
етъ никакой цены съ педагогической точки зрешя, если только не огра
ничиваться лишь самыми простейшими главами элементовъ.

Поэтому мы подъ элементарной математикой понимаемъ все то, что 
можно целесообразно применять при преподаванш математики въ школе, 
но въ томъ перюде его, который предшествуетъ выбору особой спещаль- 
иости. Съ такой точки зрешя границы этой области зависятъ, главнымъ 
•образомъ, отъ выбора педагога. Но и математическая наука имеетъ пра
во голоса при обсужденш даннаго вопроса.

Мнешя по вопросу о выборе матер!ала для школьнаго преподава
ния всегда будутъ и должны быть различны. Эти различ!я зависятъ отъ 
индивидуальности и научныхъ склонностей преподавателя и, прежде всего, 
-отъ целей, къ которымъ преподаваше стремится.

Планъ преподавашя будетъ тотъ или иной въ зависимости отъ 
того, что мы будемъ считать главною задачею научнаго образовашя: все
стороннее ли гармоническое р а з в и т  ума, пробуждение дремлющихъ ду- 
ховныхъ силъ и упражнение ихъ, —или сообщеше юноше известной суммы 
полезныхъ сведен!й и умЬшй, который, какъ можно раньше, сделали бы 
его готовымъ къ трудной жизненной борьбе.

Последняя задача заставила бы присоединить къ элементарному пре- 
подавашю по возможности больше матер1ала для того, чтобы при пере
ходе къ изучешю спещальности не было нужды останавливаться больше 
на подготовительной работе.

Очевидно, что это возможно только въ ущербъ глубине и основа
тельности; а при этомъ возникаетъ опасность, что обучеше математике 
лотеряетъ свое существенное значеше.

Значеше же это очень различно для различныхъ индивидуальностей. 
Математическая работа содержатъ въ себе особый элементъ творчества. 
И это относится не только къ творческой деятельности въ собственномъ 
смысле этого слова, но сказывается и въ мелочахъ, проявляется при р е 
шены задачъ или въ более глубокомъ пониманы и точномъ воспро
изведены математическихъ идей. Эта деятельность ума въ состояны со
вершенно поглотить человека и служитъ для лицъ, одаренныхъ соответству
ющими способностями, источникомъ величайшихь наслаждешй. Такое явле-



Hie наблюдается какъ въ области абстрактныхъ представленШ — въ науке о 
числахъ, такъ и въ области пространственныхъ представлешй — геометрш.

Поэтому я не сомневаюсь въ томъ, что для особенно у сп еш н ая  
преподаван1я математики необходимо, чтобы ученики обладали изв1>стнымъ 
специфическимъ даровашемъ. Отсюда отнюдь не следуетъ, понятно, чтобы 
средне одаренному ученику нельзя было преподавать въ известномъ 
объеме математическихъ знашй и сведешй, который будутъ ему нужны 
при изученш всякой спещальной отрасли знаш й; это даже необходимо 
для логическаго во’спиташя мысли.

Но такое положеше вещей создаетъ раздвоеше въ математическомъ 
преподаванш, а это влечетъ за собой крупный затруднешя. И препода
ватель, стремящШся одновременно выполнить обе эти задачи — целесо
о б р азн ая  преподавашя выдающимся ученикамъ и среднимъ, долженъ 
обладать не только основательными познашнми, но и глубокимъ матема- 
тическимъ образовашемъ и понимашемъ тонкостей и красотъ математики.

До сихъ поръ еще, после почти пятидесяти летъ, я вспоминаю съ 
благодарностью моего учителя въ ГеЙдельбергскомъ лицее, А р н е т а  (Arneth), 
и его уроки, оказавппе на меня глубокое вл!яше. Для большинства учени- 
ковъ его преподаваше представляло мало интереса; но темъ увлекатель
нее оно было для немногихъ исключительныхь учениковъ, которымъ было 
доступно его тонкое математическое чутье и понимаше физики, опере
дившее господствовавпле въ то время взгляды.

Въ те  времена въ южно-германскихъ гимназ1яхъ математике въ про
грамме преподавашя отводилось второстепенное место; и со стороны 
большинства учителей и учениковъ она не пользовалась уважешемъ. По
этому преподаватель могъ вл1ять лишь на небольшой кружокъ склонныхъ 
къ математике юношей. Теперь обстоятельства изменились къ лучшему, 
и въ настоящее время врядъ-ли можетъ случиться, чтобы какой-нибудь 
ученикъ окончилъ гимназш безъ всякихъ математическихъ познашй.

Это есть несомненный шагъ впередъ; но онъ не долженъ покупаться 
ценою понижешя внутренняго содержашя преподавашя; нужно, чтобы 
при новой системе и более способный ученикъ нашелъ необходимый для 
себя матер1алъ. Последнее же достигается не темъ, что лучшихъ учени
ковъ выводятъ возможно дальше изъ области элементарной математики 
въ область высшей. Для дальнейш ая математическая р а з в и т  это могло 
бы скорее служить помехою, чемъ помощью. Значительно более пло- 
дотворнымъ является углублеше содержашя элементарная преподавашя, 
въ которомъ, не выходя изъ прежнихъ границъ, можно найти неисчер- 
паемыя богатства матер1ала; такое углублеше действуетъ на ученика, 
развивая его и оживляя предметъ. При этомъ учителю должна быть дана 
полная свобода выбирать изъ всего многообразнаго матер1ала то, что 
соответствуете его собственнымъ склонностямъ. Ибо плодотворное воз^

X
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д^йств1е на ученика можетъ иметь место только тамъ, где преподава
тель относится еще съ живымъ интересомъ къ предмету.

Между прочимъ, и строгое логическое обосноваше математики мо
жетъ быть отнесено къ области элементовъ. Относягщеся сюда вопросы 
въ новейшее время подверглись глубокому изслЪдовашю, и мы сделали 
значительный шагъ впередъ къ ихъ разрЪшенш. Основашямъ ариометики 
посвящены статьи Д е д е к и н д а  (Dedekind): „ W a s  s in d  unci w as sollen die  
Z a h le n “ (Braunschweig, 1888,1892) и Stetigkeit u n d  irrationale Z a h len “ 2) 
(1872, 1892). Авторъ оперируетъ въ нихъ при посредстве просгкйшихъ 
npieMOBb, которыми располагаетъ всякий здравый разсудокъ и которые не 
предполагаютъ никакихъ спещальныхъ философскихъ или математическихъ 
свЪд!эШй. Въ томъ же направлении ведутся нов%йпля изследовашя по осно
вашямъ геометрш; правда, они не достигли еще той законченности, какою 
отличаются соответствующая изследовашя по ариеметикЪ. Но, чтобы по
нимать эти вопросы, необходимо располагать известною зрелостью суж- 
дешй, а потому съ нихъ нельзя начинать преподавания.

Итакъ, изложеше этихъ принцишальныхъ вопросовъ, въ виде своего 
рода философской пропедевтики, можно рекомендовать въ послкднемъ 
классе гимназш, хорошо подготовленномъ. Но при этомъ необходимо 
соблюдать осторожность, такъ какъ полупонимаше въ этой области рав
носильно непонимание, если не хуже его.

Для большинства учениковъ полезнее и интереснее, если препода
вание будетъ расширено въ сторону прилож ений. Новыя программы 
испыташй на зваше преподавателя средней школы въ Германш даютъ къ 
этому толчекъ 3), и т^мъ самымъ реальному образован а отводится больше 
места. Приложешя могутъ оживить преподаваше математики, увеличить 
къ ней интересъ, а точность и чистота при черченш придаютъ этой 
отрасли преподавашя немалое воспитательное значеше.

Далее, известный главы теорш чиселъ и высшей алгебры могутъ 
съ успехомъ применяться при элементарномъ преподаванш. Во-первыхъ, 
оне пользуются лишь элементарными математическими пр1емами; а во-вто- 
рыхъ, преимущество ихъ—въ многочисленности примеровъ, которыми мо
жетъ воспользоваться учитель; р еш ете  этихъ примеровъ, допускающее

а) Переводъ этого небольшого сочинешя, сделанный С. О. Ш ату но веки мъ, 
былъ помещенъ въ „Вестнике Опытной Физики и Элементарной. Математики", въ 
№№ 191 и 192. Брошюра была также выпущена отдЪльнымъ издашемъ. Это изда- 
Hie разошлось и въ настоящее время готовится новое. ,,Mathesisu.

3) По этимъ программамъ при государственномъ экзамене на зваше препо
давателя математики за одинъ изъ второстепенныхъ предметовъ можно взять при
кладную метематику. А при допущенш къ экзамену засчитываются два семестра, 
проведенные студентомъ, вместо университета, въ спещальномъ техническомъ 
учебномъ заведенш.



всегда простую поверку, даетъ учащемуся большое удовлетвореше. При- 
мЪнеше этихъ главъ къ nocTpoeHiio правильныхъ многоугольниковъ вызы- 
ваетъ и геометричесюй интересъ.

ЗатЪмъ существуетъ рядъ знаменитыхъ задачъ, извЪстныхъ уже съ 
древнихъ временъ, — какъ, напримйръ, проблемы объ удвоенш куба, о 
трисекщи угла при посредства циркуля и линейки, ptiuem e въ радика- 
лахъ уравнешя пятой степени, квадратура круга, — о невозможности pfe- 
шешя которыхъ школьники постоянно слышатъ. Въ настоящее время наука 
не только располагаетъ доказательствами невозможности, но доказатель- 
ствамъ этимъ она придала столь простую форму, что ими можно безъ 
труда воспользоваться при элементарномъ преподаванш.

Въ течете  самой работы матер1алъ, предназначенный для настоящаго 
сочинешя, былъ увеличенъ, и самый планъ былъ расширенъ. Оказалось 
поэтому ц'Ьлесообразнымъ разбить сочинеше не на два тома, какъ это 
предполагалось сначала, а на три. Первый томъ долженъ охватить область 
ариометики и алгебры, второй — геометрш, а третШ будетъ посвященъ 
приложешямъ. Мы надЪемся, что второй и третШ томы появятся въ не- 
продолжительномъ времени. Благодаря этому оказалось возможнымъ у д а 
лить значительно больше м%ста приложешямъ, которыя мы имЪли въ 
виду и при выборЪ прим'Ьровъ въ различныхъ частяхъ текста.

Впрочемъ, согласно плану настоящяго сочинешя, мы не разрабаты
вали большого числа прим'Ьровъ. Мы не считали цЪлесообразнымъ оста
навливаться на примЪрахъ, имЪющихъ въ виду только упражнешя, такъ 
какъ въ литератур^ нЪтъ недостатка въ прекрасныхъ сборникахъ такого 
рода примЪровъ. Примеры мы помещали лишь въ тЪхъ случаяхъ, если 
эго казалось необходимымъ для понимашя текста, или если прим^ръ самъ 
по себЪ могъ представлять научный интересъ. Точно такъ же мы не у д а 
ляли много м^ста историческимъ и литературнымъ справкамъ. Мы имЪемъ 
въ настоящее время обширное сочинеше по исторш математики М. К ан
т о р а ; въ этомъ сочиненш мы находимъ подробный и точныя свЪдЪшя за 
огромный першдъ отъ зарождешя первыхъ начатковъ математики до се
редины XVIII стол'Ъ’пя; благодаря же тщательно составленному регистру, 
это сочинен!е даетъ возможность легко ор!ентироваться и въ отдЪль- 
ныхъ вопросахъ. Сверхъ того, въ непродолжительномъ времени въ „Энци- 
клопедш математическихъ наукъ* 4) им'Ьетъ появиться статья „Элементар

4)„Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwen- 
<iungen“, Leipzig, Teubner,— „SHunwioneAin математическихъ наукъ со включешемъ 
ихъ приложен^". Чрезвычайно обширное и ценное сочинеше, выходящее въ на
стоящее время одновременно на нЪмецкомъ и французскомъ языкахъ. Отд'Ьльныя 
статьи разрабатываются выдающимися учеными всего M ipa. Въ настоящее время 
вполне законченъ только I-ый томъ .„Ариеметика и Алгебра-, содержаний 1196 
страницъ; вышли также мнопе выпуски другихъ томовъ.
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ная математика" М. С им она (М. Simon); мы имели возможность ви
деть эту статью въ рукописи; она содержитъ подробный исторически и 
литературный указашя по всЪмъ вопросамъ, которые могутъ быть отне
сены къ элементарной математике. Намъ казалось поэтому достаточнымъ 
ограничиваться при каждомъ собственномъ имени, появляющемся при 
наименовании того или другого предложешя, короткой заметкой о вре
мени и обстоятельствахъ жизни этого автора.

Наконецъ, мы должны указать, что настоящее сочинеше обязано 
своимъ появлешемъ въ свЪтъ инищативе издателя А. А кер м ан а-Т ей б н ер а  
(A. Ackermann-Teubner); онъ указалъ намъ на „Элементы математики" 
Б а л ь ц е р а  (Baltzer), сочинеше, которое выдержало несколько издашй и 
въ настоящее время уже не существуетъ въ продаже; на такого рода 
сочинеше, очевидно, имеется спросъ. Поэтому обработать такого рода 
сочинеше согласно господствующимъ въ настоящее время въ науке воз- 
зркшямъ, представляетъ собой несомненно благодарную задачу; я тЬмъ 
охотнее взялъ ее на себя, что съ 1888 г. я читалъ въ Марбурге, Гет
тингене и Страсбурге университетскШ курсъ подъ заглав!емъ: „Энци
клопедия элементарной математики".

Страсбургъ, т лъ 1903 г. Г- В е б е р ъ .

Предисловк автора ко второму изданио,

Первый томъ нашей „Энциклопедш элементарной математики" встре- 
тилъ благопр1ятный пр1'емъ какъ со стороны математическаго Mipa, такъ 
и со стороны критики. Но наряду съ чрезмерными похвалами слыша
лись— отчасти въ критике, отчасти въ личныхъ разговорахъ — различный 
пожелашя. Я тщательно обдумалъ все высказанный мне пожелашя и, по
скольку я находилъ ихъ въ чемъ-либо правильными, я постарался удо
влетворить ихъ во второмъ изданш.

Часто высказывалось пожелаше более подробной разработки исто
рической части. Для того, чтобы избежать слкшкомъ большого труда, 
но въ то же время не ограничиться сухимъ перечислешемъ заглавий книгъ 
и хронологическихъ данныхъ, я остановился на слкдующемъ: не стремясь 
все-таки къ полноте изложешя, подробнее разработать части математики, 
имЬюидя общШ интересъ, и дать небольшие эскизы изъ исторш матема
тики. Въ этомъ и во многихъ другихъ вопросахъ я пользовался совктомъ 
и деятельною помощью г. Ш текеля  (Stackel), профессора въ Ганновере. 
Считаю своимъ долгомъ выразить ему здесь мою благодарность. •
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Изъ более существенныхъ изменешй я долженъ упомянуть еще о 
XXVII главк, которая посвящена первоначальнымъ элементамъ дифферен- 
щальнаго и интегральнаго исчисленШ. Въ последнее время въ д еле  мате- 
матическаго преподаван1я создалось движ ете, направленное къ тому, что
бы очень рано выяснить понят1я о переменной величине и о функцш и 
такимъ образомъ подготовлять учащагося къ применению его познан!й къ 
естественнымъ и техническимъ наукамъ. Более подробный сведЪшя объ 
этихъ планахъ и стремлен!яхъ можно найти въ изданномъ Ф. К л ей н о м ъ  
и Е. Р и к е  труде „Матер1алы по вопросу о преподаванш математики и 
физики въ высшей школе* 1). Этотъ путь вполне естественно приводитъ 
къ основнымъ п о н я т м ъ  дифференщальнаго исчислен!я. Теперь возникаетъ 
только вопросъ,— следуетъ ли просто употреблять установивш!еся въ этихъ 
дисциплинахъ и общепринятые термины и обозначешя, или ихъ следуетъ 
избегать, неявно заменяя ихъ другими. Я, однако, не могъ найти доста
т о ч н а я  основашя къ тому, чтобы, давая п о н я т , скрывать ихъ назвашя. 
Ибо врядъ ли следуетъ опасаться того, что ученикъ, нуждаюшдйся въ 
математическихъ познан!яхъ при своихъ дальнейшихъ занят1яхъ, удоволь
ствуется теми начатками, которые могли быть ему сообщены въ школе, 
и потому станетъ вести свои дальнейнпя з а н я т  съ меньшимъ интере- 
сомъ или съ менее серьезнымъ отношешемъ къ делу. Я темъ охотнее 
решился присоединить къ этому труду XXVII главу, что въ предыдущихъ 
главахъ изложено уже о безконечныхъ рядахъ все, что необходимо для 
понимашя этихъ основныхъ понятШ, и еще потому, что въ геометрш все- 
таки нельзя обойти понятШ о касательной, о кривизне, о величине по
верхности, объ объеме и т. д.

Страсбургъ, ноябрь i y o j  2. " Г* В е б е р ъ .

Предис/iOBie автора къ третьему издашю.

Выпуская въ светъ третье издаше перваго тома „Энциклопедш*, я 
получилъ возможность развить въ первыхъ параграфахъ тотъ способъ 
установлешя п о н я т  о числе, который уже со времени появления 1-го 
издашя кажется мне наиболее удовлетворительнымъ; эту разработку я 
опубликовалъ въ статье, содержащей элементарное у ч ет е  о комплексахъ 
и помещенной въ журнале „Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Verei- 
nigung*, а также въ приложены къ третьему тому настоящаго сочинения.

*) F. K lein und Е. R iecke. „Neue Beitrage zm  Frage des mathematischen 
und physikalischen UnterricKts an den hoheren Schulen", Leipzig,, Teubner, 1904.



Нужно разъ навсегда отказаться отъ попытокъ установить понят1е о 
числЪ съ помощью чистой логики, создавъ его, такъ сказать, изъ ничего; 
напротивъ, это понят1е должно быть построено на повседневномъ опыгЬ, 
съ помощью котораго вырабатываются представлешя о комплексахъ съ 
неболыиимъ числомъ элементовъ; иными словами, нужно ограничиться 
тЬмъ, чтобы добыть изъ этихъ представлен^ простЪйипя поняНя, лежа- 
щin въ основЪ учешя о числ'Ь. При этомъ понятие о безконечности, 
какъ о чемъ-то вполне определенному совершенно устраняется и вво
дится значительно позже въ виде предала.

Я пользуюсь настоящимъ случаемъ, чтобы указать на новое сочи- 
неше Н. P o in c a r£  „Science et M6thodew :i:), въ которомъ нашла себе место 
столь же остроумная, сколь и блестяще написанная критика логической 
теорш учешя о комплексахъ.

Помимо указанныхъ измененШ въ начала книги, планъ и содержа
ще сочинешя остались безъ измЪнешя. Неточности, допущенныя въ 
отдельныхъ м'Ьстахъ первыхъ двухъ издашй, устранены съ помощью до- 
полнительныхъ разъяснен^. Более значительныхъ измЪнешй, — хотя бы 
въ направленш, указанномъ Ф. Клейн о мъ въ недавно вышедшихъ 
его литографированныхъ лекщяхъ подъ заглав1емъ „Elementarmathematik 
vom hoheren Standpunkte aus“, *) **) —* я не решился внести.

Страсбургъ, февраль 1909 г. Г* В е б е р ъ .
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*) А. Пуанкаре, „Наука и методъ". Переводъ съ французскаго подъ редак- 
щей В. Ф. Кагана. Одесса, „Mathesis*, 1910.

**) Ф. Клейнъ, „Элементарная математика съ высшей точки зрешя“. Одесса, 
„Mathesis". Выходитъ изъ печати въ ближайшее время.
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Книга I.

ОСНОВАНЬЯ АРИеМ ЕТИКИ.

Ввберъ. Эдциклоп. элемент, алгебры.





ГЛАВА I.

Натуральный числа.

§ 1. Единицы, комплексы.

1. ЧеловЪчесюй духъ одаренъ способностью ор!ентироваться въ 
ряде сменяющихъ другъ друга впечатлешй, ощущешй, представлешй и 
мыслей, выделяя некоторый изъ нихъ въ определенную группу и раз- 
сматривая таковую, какъ еди н и ц у , какъ о д и н ъ  о б ъ е к т ъ . Самый про- 
цессъ выделешя вполне зависитъ отъ нашего произвола: мы руковод
ствуемся только его целесообразностью *). Чтобы объясняться другъ 
съ друРомъ, мы даемъ такой группе особое назваше. Но поняпе о 
единице ни въ какомъ случае не ограничивается теми объектами, кото
рые имеютъ особыя назвашя въ культурныхъ языкахъ; оно не ограни
чивается также вещественными, конкретными объектами. Съ понят1емъ о 
единице неразрывно связано поня^е о м н о ж еств е .

2. Следуюпцй шагъ въ развитш нашей мысли заключается въ томъ, 
что мы воспринимаемъ целый рядъ объектовъ и объединяемъ ихъ въ 
новую единицу, которую мы называемъ еди н и ц ей  вы сш аго  п о р я д к а , 
си стем о й , к л а с с о м ъ , катего р 1 ей  или, наконецъ, к о м п л ек с о м ъ . 
Отдельные объекты такой системы называются ея элем ен там и .

Образоваше этихъ классовъ также вполне произвольно. Классъ 
считается о п р е д е л ен н ы м ъ , если мы имеемъ возможность относительно 
каж д аго  о б ъ е к т а  установить, принадлежитъ ли онъ этому классу 
или нетъ. По существу, мы можемъ соединять въ одинъ классъ самые 
разнообразные объекты; руководящимъ началомъ при этомъ служитъ 
лишь наша цель, заключающаяся въ томъ, чтобы разбираться въ Mipe 
нашихъ представлешй и объясняться съ ближними. Мы соединяемъ пре
имущественно въ одинъ классъ так!е объекты, которые имеютъ известное

Авторъ хочетъ сказать, что отъ нашего усмотрешя вполне зависитъ, ка- 
Kie именно объекты соединять въ группы и отделять отъ остальныхъ объектовъ; 
производя то или другое отделеше, мы сознательно или безсознательно руковод
ствуемся лишь темъ, что намъ удобно или полезно.
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сходство, известное родство въ нашемъ представленш. Для многихъ изъ 
такихъ классовъ языкъ выработалъ особый назватя. Ч'ъмъ дальше ушло 
образовате такихъ категорШ, темъ языкъ богаче, т'Ьмъ он ь более развитъ.

Часто встречаюицяся категорш обращаются въ нашемъ предста- . 
влети въ понята, съ которыми мы уже не соединяема представлетя о 
множестве2); такимъ образомъ мы получаемъ новыя единицы. Этимъ 
путемъ мы создаемъ объекты, которымъ мы присваиваемъ также изве
стное объективное существовате — идеи. Образование идей имеетъ 
место уже при созданш единицъ, которыя въ точности никогда не 
отвечаютъ окружающей насъ действительности. Это особенно ясно по 
отношешю къ числамъ: какъ ни сложно ихъ первоначальное определение, 
они все-таки становятся въ нашемъ представлении отдельными объектами.

§ 2. Сопряжете, мощность.

1. ТретШ видъ деятельности нашего духа заключается въ сопря
жен in однихъ объектовъ  съ другими. Каждое суждение, каждое пред- 
ложеше, которое не сводится къ простому наименование какого-либо 
объекта, представляетъ собой такого рода сопряжете. И здесь мы со
вершенно свободны въ выборе техъ объектовъ, которые мы сопрягаемъ 
другъ съ другомъ; этотъ актъ нашего духа именно и ставитъ ихъ въ 
определенный отношешя другъ къ другу.

Но все успехи нашего познашя именно и сводятся къ удачному и 
целесообразному производству такого рода сопряжешй.

Мы будемъ обыкновенно обозначать комплексы прописными буквами 
латинскаго алфавита. Положимъ, что мы имеемъ два комплекса А  и В. 
Мы можемъ попытаться отнести каждый элементъ комплекса А  къ неко
торому элементу комплекса В (т. е. считать каждый элементъ комплекса 
А  соответствующимъ некоторому элементу комплекса В) и при томъ такъ, 
чтобы два различныхъ элемента комплекса А  всегда отвечали различнымъ 
же элементамъ комплекса В. Если намъ удастся выполнить такого рода 
сопряжете, то мы будемъ говорить, что мы отобразили комплексъ 
А въ комплексе В, или что мы установили соответств1е между 
комплексомъ А  и комплексомъ В 3). Элементы комплекса А  мы

2) Называя, напримеръ, „столъ“, мы обыкновенно не думаемъ о томъ, что 
это есть название категорш, содержащей множество объектовъ.

3) Это основное понята необходимо выяснить подробнее. Положимъ, что 
комплексъ А состоитъ изъ элементовъ а, Ь, с, d, комплексъ же В — изъ элементовъ 
х, у, ъ и, v. Будемъ считать элементъ а соответствующимъ, скажемъ, элементу х, 
элементъ £ соответствующимъ элементу «, элементы с и d —соответствующими эле
ментамъ * и у. Этимъ будетъ установлено соответствие между комплексомъ А и 
комплексомъ В. Это соответств1е ни въ чемъ иномъ не заключается, какъ въ томъ, 
что мы считаем ъ каждый элементъ комплекса А соответствующимъ (въ силу на-
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будемъ называть ориг ин а лами ,  а элементы комплекса В , къ которымъ 
они отнесены, ихъ из обра же ни я ми .

Легко видеть, какую пользу можетъ приносить такого рода сопря
ж ете : если комплексъ В намъ хорошо извЪстенъ, то такое соотв'Ьтств1е 
даегъ намъ возможность стентироваться въ другомъ комплексе А, кото- 
рый до того представлялся намъ безпорядочнымъ аггрегатомъ элементовъ; 
каждый элементъ комплекса А какъ бы получаетъ о с о б о е  назван!е .

2. Такого рода cooTB^TCTeie будетъ в з а и мн ымъ ,  если намъ при
шлось, устанавливая его, воспользоваться каждымъ элементомъ комплекса 
В, т. е. если къ каждому элементу комплекса В  отнесенъ такимъ обра- 
зомъ одинъ и только одинъ элементъ комплекса А . Такого рода соот- 
BiTCTBie мы будемъ называть о д и о з н а ч н ы м ъ 4).

Если два  к о м п л е к с а  м о г у т ъ  б ы т ь  с о п р я ж е н ы  т а к о г о  р ода  
о д н о з н а ч н ы м ъ  с о о т в Ътс т в ! е мъ ,  то  г . в о р я т ъ ,  что они имЪютъ 
о д и н а к о в у ю  мощность ,  или что они э к в и в а л е н т н ы 5). Эквивалент
ность обозначаютъ знакомъ и слова „комплексъ А эквивалентенъ 
комплексу В 11 записываютъ такъ:

А ~  В.
Предыдущая соображетя не исключаютъ возможности, что комплексъ 

А совпадаетъ съ комплексомъ В', иными словами, можно устанавливать 
с о о т в -feTCTBie к о мп л е к с а  съ самимъ собой.  При этомъ каждый 
элементъ можетъ соответствовать либо себе же самому, либо другому 
элементу. Если каждый элементъ соответствуетъ самому себе, то такое 
сопряжете, очевидно, однозначно, и потому каждый комплексъ имеетъ 
съ самимъ собой одинаковую мощность 6 * * * *).

Нужно заметить, что при соответствие связывающемъ комплексъ 
съ самимъ собой, каждый элементъ сопряженъ съ некоторымъ элементомъ 
въ качестве его оригинала и съ некоторымъ элементомъ въ качестве его

§ 2

шего соглашешя^ некоторому элементу комплекса В. Ясно, что такое соответств1*е 
можно установить многими другими способами.

а) Соответств!е, установленное въ предыдущемъ примечанш, не однозначно, 
потому что элементъ v комплекса В остался свободнымъ: ему не соответствуетъ 
ни одинъ элементъ комплекса А. Если бы въ комплексе В элемента v не было, то 
cooTBfeTCTBie было бы однозначнымъ.

5) Если бы, следовательно, въ предыдущемъ примере не было элемента v, 
то комплексы были бы эквивалентны.

б) Пусть въ комплексе А (а, Ь, с,, d) элементъ а соответствуетъ элементу Ь,
элементъ b — элементу d, элемент ь с—элементу а и элементъ d—элементу с. Это со-
глашеше сопрягаетъ однозначнымъ соответсшемъ комплексъ А съ самимъ собой.
Ясно, что такого рода соответств1я могутъ быть установлены 24 способами, при
чемъ одно изъ нихъ относитъ каждый элементъ самому себе.
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изображешя; эти два элемента могутъ быть различны7). Отображеше 
комплекса въ самомъ себЪ становится нагляднее, если представить себЪ, 
что одинъ и тотъ же комплексъ данъ въ двухъ экземплярахъ. Этимъ 
путемъ отображеше комплекса въ самомъ себЪ сводится къ отображению 
одного комплекса въ другомъ.

Примерами эквивалентныхъ комплексовъ могутъ служить пальцы 
одной руки и пальцы другой руки или точки одного отрезка А В и 
точки другого отрезка СD. Чтобы убедиться въ послЪднемъ, пред- 
ставимъ ce6t, что отрезки приложены другъ къ другу подъ углзмъ такъ, 
что концы А и С совпадаютъ. Если мы теперь будемъ считать соот
ветствующей каждой точке М  отрезка А В ту точку N  отрезка CD, 
которая расположена на прямой MN , параллельной BD, то этимъ будетъ 
установлено однозначное соотвЪтсгае между точками одного и другого 
отрезка.

§ 3. Расположенные комплексы.

1. Комплексъ называется располож енны м^ если устано
влено н екоторое правило, определяю щ ее, который изълю бы хъ 
двухъ различныхъ его элементовъ принимается за больипй и 
который за меньппй; правило это должно еще уд овлетворять 
тому требованш , чтобы всяюй разъ, какъ изъ трехъ элементовъ 
а, а\ а" элементъ а меньше, нежели а\ а элементъ а' меньше, не
жели а", элементъ а былъ меньше, нежели а".

Комплексъ, элементы котораго могутъ быть расположены такимъ 
образомъ, называется располагающимся комплексомъ.

Въ пояснеше этого опред'Ьлешя мы сдЪлаемъ еще слЪдуюцця за- 
мЪчашя:

Слова „ болышй “ и „хменышй" выбраны только для краткости рЪчи; 
съ такимъ же усп^хомъ можно было бы пользоваться терминами „пред- 
шествуюгцШ и послЪдуюнцй", „высший и низший" и т. п. Ничего физи
чески большаго или меньшаго съ этимъ соединять не приходится.

Относительно обозначенШ замЪтимъ еще следующее:
Если А  есть комплексъ, а а и а! — два его элемента, то соотношешя

а < а' и а' > а (1)

означаютъ одно то же: именно, если а меньше а\ то а! больше а. Если а" 
есть третШ элементъ комплекса а, то изъ соотношений

а <  а', а' <  а" (2)

7) Такъ, напримЪръ, въ соотвЪтствш, установленномъ въ предыдущемъ при- 
Mt4aHiH, элементу а отв^чаетъ элементъ b въ качеств^ его изoбpaжeнiя и эле
ментъ с въ качеств^ оригинала.

§ 3
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должно вытекать, что
а <  а" 8). (3)

Въ этихъ формулахъ содержится то, что сообщаете расположенно ха- 
р а к т е р ъ  величины.

Если А  обозначаетъ комплексъ независимо отъ расположения его 
элементовъ, то подъ А  мы будемъ разу м ев  тотъ же комплексъ при 
о п р е д Ъ л е н н о м ъ  р а с п о л о ж е н а  его элементовъ.

Что существуютъ располагающиеся комплексы, этому насъ учить 
опытъ, — наприм'&ръ, пять пальцевъ руки, точки прямолинейнаго отрезка 
и. т. д. Вопросъ о томъ, существуютъ ли нерасполагаюпцеся комплексы, 
мы относимъ къ т р а н с ц е н д е н т н о м у  учешю о комплексахъ и здЪсь его 
касаться не будемъ.

2. К о мп л е к с ъ  В  на з ыв а е т с я  частью к о мп л е к с а  А , если к а ж 
дый э л е м е н т ъ  b пе р в а г о  к о мп л е к с а  есть  въ то же время эле-  
ме нт ъ  в т о р о г о ;  к о м п л е к с ъ  В н а з ыв а е т с я  п р а в и л ь н о й  частью 
ко мп л е к с а  А, если въ с о с т а в ь  послЪдняго  входит ь ,  по крайней  
мЪрЪ, о д и н ъ  т а ко й  элементъ,  к о т о р а г о  н%тъ въ к о м п л е к с ^  А-

3. Если А 1 есть  часть  ко мп л е к с а  А, а А п — часть  ко мп л е к с а  
А \ то А” п р е д с т а в л я е т ъ  с о бо й  часть ко мп л е к с а  А- Если при этомъ 
А' есть правильная часть комплекса А  или А" есть правильная часть 
комплекса А' (или если имЪетъ мЪсто и то и другое), то А " есть пра
вильная часть комплекса А.

Если В есть правильная часть комплекса А> то совокупность тЪхъ 
и только гЬхъ элементовъ, которые принадлежать комплексу Ау не входя, 
однако, въ составь комплекса В  образуютъ новый комплексъ С, который

я) Это, собственно, формулировано уже выше въ опредЪленш. Смыслъ за
ключается въ слЪдующемъ. Намъ дается некоторый комплексъ; мы устанавливаемъ 
некоторое правило, на основанш котораго мы изъ каждыхъ двухъ элементовъ 
будемъ одинъ называть большимъ, другой--меньшимъ. Такъ, напримЪръ, въ гео- 
мстрш въ комплекс^ всЪхъ круговъ мы признаемъ за меньнпй тотъ изъ двухъ 
круговъ, который помещается внутри большаго. Однако, такого рода правило 
можно устанавливать, очевидно, многообразно. Допустимъ, напримЪръ, что пра
вила, по которымъ въ геометрш отличаютъ большую или меньшую длину, а также 
большую или меньшую площадь, сохраняются въ обычномъ своемъ виде; обра
щаясь теперь къ комплексу всехъ многоугольниковъ, мы могли бы условиться счи
тать большимъ тотъ, который имеетъ большую площадь; это будетъ одно правило, 
одинъ критерШ сравнешя; но мы могли бы условиться считать большимъ тотъ, 
который имеетъ большей периметръ; это былъ бы другой критерШ сравнешя. Къ 
различнымъ критер1ямъ, по которымъ можно определять больший и менышй эле
ментъ комплекса, мы будемъ предъявлять, однако, следующее требоваше: если въ 
силу установленнаго критер!я элементъ а оказывается меньше элемента а', а этотъ 
последний оказывается меньше элемента а", то въ силу того же критер1я элементъ а 
долженъ оказаться меньше, нежели а".
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мы будемъ называть д о п о л н ет е м ъ  комплекса В  до комплекса А . Это 
именно соотношеше между комплексами А , В  и С  мы будемъ симво
лически обозначать такъ:

А  = В +  С  или А  =  С  +  В,
. Въ этомъ случае С  также представляетъ собой правильную часть 

комплекса А ,  г В  есть его дополнеше до комплекса А . Комплексъ, 
состояний изъ одного только элемента, не и-<еетъ правильной части. Но 
опытъ указываетъ намъ, что существуютъ комплексы, им1пощ1е правиль
ный части, напримЪръ, комплексъ, состояний изъ двухъ элементовъ.

Если В и С  суть два комплекса, то можно составить комплексъ 
А  = В +  С У въ который мы внесемъ каждый элементъ, фигурирующШ 
въ одномъ изъ двухъ комплексовъ (или въ обоихъ). Если при этомъ 
нетъ ни одного элемента, входящаго въ составъ обоихъ комплексовъ 
(В и С ), то Б и С  суть правильный части комплекса А  и представляютъ 
собой каждый дополнеше другого до комплекса А .

4. Каждая часть располагаю щ агося комплекса есть распо
л а г а ю щ а я  комплексъ.

Въ самомъ деле, если А  есть расположенный комплексъ, а В  есть 
часть комплекса А ,  то комплексъ В  также будетъ расположенъ, если мы 
любымъ двумъ его элементамъ b u b '  припишемъ ту же последователь
ность, какую они им^ютъ въ комплексе А .  Мы будемъ въ такомъ 
случае говорить, что комплексъ В  располож енъ сообразно рас
п о л о ж е н ^  комплекса А.

5. Если В  и С  суть располож енны е комплексы, не имЪюцие 
общихъ элементовъ, то А  =  В  +  С  есть комплексъ распола
г а ю щ а я .

Въ самомъ деле, если два различныхъ элемента а и а ' комплекса 
А  принадлежатъ одной и той же части,—напримеръ, части Б, то мы при- 
своимъ имъ ту же последовательность, какую они имеютъ въ располо
жен^ Б- — Соглашеше (а).

Если элементъ а принадлежим комплексу Б, а элементъ й! — ком
плексу С, то мы будемъ считать а <  а’. — Соглашеше (/?).

Теперь нетрудно убедиться, что при этомъ расположены сохраняется 
характеръ величины. Въ самомъ деле, пусть а, а', й" будутъ различные 
элементы комплекса А\ положимъ, что при установленномъ нами располо
жены А

а « С , а’ < а". (1)

Нужно доказать, что отсюда вытекаетъ соотношеше

(2)а <  а".
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Зд-fccb нужно различать четыре случая.
1. Элементъ а принадлежитъ комплексу С- Тогда элементы 

а' и а" также принадлежать комплексу С (въ виду соглашешя (/?)); 
BMtcTt съ тЪмъ отсюда вытекаетъ соотношеше (2) въ виду характера 
расположешя С-

2. Элементъ а принадлежитъ комплексу В , а элементъ а' 
комплексу С. Тогда а" (въ виду соглашешй (1) и ($)) также принад
лежитъ комплексу С; B M tc rfc  съ гЬмъ изъ соглашен1'я (/?) вытекаетъ 
соотношеше (2).

3. Элементъ а принадлежитъ комплексу В , элементъ а* 
также принадлежитъ комплексу В, а элементъ а” принадлежитъ 
комплексу С. И въ этомъ случай соотношеше (2) вытекаетъ изъ согла
шения (#).

4. Элементъ а" принадлежитъ комплексу В\ въ такомъ слу
чай элементы а а а! также должны принадлежать комплексу В, и соот
ношеше (2) вытекаетъ изъ расположешя В.

Если мы расположимъ элементы комплекса А  на основанж согла
шешй (а) и (/?), то мы будемъ говорить, что мы расположили ихъ въ 
порядка (В, С)- Ясно, что такимъ же образомъ мы можемъ установить 
и расположение (С, В).

§ 4. Конечные комплексы.

1. Если въ расположенномъ комплекс^ А имеется элементъ aQy 
обладающШ гЬмъ свойствомъ, что для всякаго элемента а комплекса Af 
отличнаго отъ а0, им^етъ мЪсто неравенство

а0 < а, (1)

то а0 называется наименыиимъ элементомъ комплекса А . БолЪе 
одного наименьшаго элемента въ данномъ расположенномъ 
комплексЪ существовать не можетъ; въ самомъ дЪл*Ь, если бы эле
ментъ а0' также былъ наименьшимъ, то, согласно соотношешю (1), одно
временно им'Ьли бы м'Ьсто какъ неравенство а0 <  а0'> такъ и противо- 
рЪчащее ему неравенство а0'< а 0. Точно такъ же элементъ at ком
плекса А называется наибольшимъ, если для каждаго элемента а, 
отличнаго отъ аи имЪетъ м^сто неравенство

а < av

БолЪе одного наибольшаго элемента также сущ ествовать 
не можетъ.
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2. Комплексъ А  называется конечиымъ, если это комплексъ 
р а с п о л а г а ю щ а я  и если онъ при всЪхъ возможныхъ для него 
расположен1яхъ имЪетъ наименьшей элементъ *).

Это опредЪлеше заключаетъ въ ce6t требоваше, чтобы конечный 
комплексъ А  всегда имЪлъ наименышй элементъ; но мы подчеркиваемъ, 
что онъ долженъ обладать этимъ свойствомъ не только при какомъ-либо 
одномъ, но при всякомъ возможномъ для него р ас п о л о ж ен а  его 
элементовъ.

Расположенный комплексъ А всегда допускаетъ еще другое распо- 
ложеше, которое называется обратиымъ по отношешю къ расположен^ 
А  и которое можно установить съ помощью сл'Ьдующаго правила: два 
элемента а и а\ связанные въ расположены А соотношешемъ # < а ' ,  
въ обратномъ расположен^ будемъ считать связанными соотношешемъ 
а! <  а* Тогда наименышй элементъ комплекса А окажется при обратномъ 
расположены комплекса наибольшими и наоборотъ. Отсюда сл*Ьдуетъ:

3. Конечный комплексъ при всЪхъ возможныхъ располо- 
жен1яхъ имЪетъ наиболы ш й элементъ **).

Что данное нами выше опредЪлеше конечнаго комплекса не содер- 
житъ въ себЪ npoTHBoptnifl, этому насъ учитъ опытъ.

Комплексъ, состояний изъ одного только элемента, можно считать 
расположенными Въ самомъ дЪл'Ь, въ виду отсутств1я другихъ элемен
товъ не можетъ быть вопроса о большемъ и меньшемъ элемент^. 
Им^ютЫся въ комплекс^ единственный элементъ есть одновременно и 
наибольшЫ и наименышй.

Комплексъ, состояний изъ двухъ элементовъ, наприм'Ьръ, изъ зна- 
ковъ +  и —, допускаетъ двоякое расположение:

+  <  —  ИЛИ —  <  +  ,

но никакого иного не допускаетъ. При первомъ расположены +  явле- 
ется наименьшимъ, а — наибольшимъ элементомъ, при второмъ распо
ложены — наоборотъ. Такимъ образомъ, элементарнЪйипй опытъ даетъ 
намъ примеры конечныхъ комплексовъ.

Если конечный расположенный комплексъ А  состоитъ болЪе, чЪмъ 
изъ двухъ элементовъ, то, кромЪ наибольшаго и наименьшаго элементовъ

§ 4

*) Быть можетъ, было бы основательн'ке назвать такой комплексъ „замкну- 
тымъ“. Но терминъ „конечный комплексъ" вошелъ уже во всеобщее употреблеше, 
и потому мы его сохраняема

**) Въ своемъ первоначальномъ сообщены я внесъ сушествоваше наиболь
шаго элемента въ самое определение. Но I. К ирш акъ (J. Kurschak) въ БудапештЪ 
обратилъ мое внимаше на то, что въ этомъ нЪтъ необходимости.
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а0 и а1У имеется еще, по крайней мере, одинъ элементъ а , удовлетво- 
ряющ!й cooTHomeHiio a0<a<(lv Такой элементъ называется в н у т р е н 
н и м и

4. К аж дая ч асть  к о н е ч н аго  к о м п л ек са  есть  кон ечн ы й  ком 
п л екс  ъ .

Въ самомъ деле, пусть В  будетъ правильная часть комплекса А> 
а С — ея дополнеше, такъ что А  =  В  +  С . Согласно п. 4 § 3-го, 
Б  и С суть располагаюииеся комплексы. Пусть, далее, В  будетъ какъ 
либо расположенный комплексъ Б ,  а С  — какъ -либо расположенный
комплексъ С.

Такъ какъ А  есть конечный комплексъ, то въ комплексе А ,  распо- 
ложенномъ въ порядке (Б, С), имеется наименышй элементъ а0. Но въ 
такомъ случай а0 есть наименышй элементъ и въ комплексе Б ;  въ 
самомъ деле, во-первыхъ, элементъ д0 принадлежитъ комплексу В 
(§ 3, 5, (13)), а, во-вторыхъ, въ комплексе В  н'Ьтъ элементовъ, меньшихъ, 
чемъ а0 (§ 3, 5, (а)). Следовательно, комплексъ В  им^етъ наименышй 
элементъ и потому есть комплексъ конечный.

5. Если В и С  суть два конечные комплекса, не имеюиие 
общихъ элементовъ, то и составленный изъ нихъ комплексъ

А  =  В + С

е с ть  к о м п л ек с ъ  кон ечн ы й .

Въ самомъ деле, прежде всего А  есть, согласно п. 5 § 3-го, ком
плексъ располагающая. Пусть А будетъ произвольное расположеше его; 
комплексы Б и С, расположенные сообразно съ А, обозначимъ черезъ 
Б  и С. Такъ какъ, согласно предположена, В  есть комплексъ конечный, 
то въ комплексе В  имеется наименышй элементъ Ь0\ точно такъ же въ 
комплексе С  имеется наименышй элементъ с0. Допустимъ теперь, что 
въ установленномъ нами расположены А будетъ, скажемъ, Ь0 <  с0; въ 
такомъ случае относительно каждаго элемента а комплекса А, отличнаго 
отъ Ь0, выполняется неравенство а >  Ь0', въ самомъ деле, если элементъ 
а принадлежитъ комплексу Б, то a> bQ, ибо Ъ0 есть наименышй эле
ментъ комплекса Б ; если же элементъ а принадлежитъ комплексу С, 
то либо а — £0 >^о> ли^° а>  с0> Ь01 такимъ образомъ, Ь0 есть наи- 
меньипй элементъ въ комплексе А . Точно такъ же, если бы имело 
место неравенство Ь0>с0, то элементъ с0 былъ бы наименынимъ 
въ комплексе А . Итакъ, при всякомъ расположены А комплексъ А  
имеетъ наименышй элементъ и потому онъ представляетъ собой ком
плексъ конечный.

6. Сече Hie.  Если А есть расположенный конечный комплексъ, 
содержаний болЬе двухъ элементовъ, то всякШ внутреннЫ элементъ а
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этого комплекса производить въ немъ два сЬчешя сл%дующимъ образомъ. 
B et Tt элементы, которые меньше а> отнесемъ къ комплексу В, a ect 
Tt элементы, которые бол ьш е а, отнесемъ къ комплексу С . Самый эле- 
ментъ а можно отнести по произволу либо къ комплексу В } либо къ 
комплексу С . Каждое изъ этихъ подраздЪлешй элементовъ комплекса А  
называется ctneH ieM b, а а называется элементомъ, производящ имъ 
c t n e H i e .  Условимся писать

если элементъ а отнесенъ къ комплексу С- Чтобы выделить rfc случаи, 
когда ctneme производится наименьшимъ или наибольшимъ элементомъ, 
положимъ:

За этими символами мы сохранимъ ихъ значеше и въ тЪхъ случаяхъ, 
когда комплексъ А  состоять изъ одного или двухъ элементовъ.

Если мы расположимъ комплексы и С , а равнымъ образомъ и 
комплексы 5  и С«, сообразно съ комплексомъ А  и обозначимъ наи- 
болышй элементъ комплекса В  черезъ б, а наименышй элементъ ком
плекса С  черезъ с, то будеть имЪть мЪсто неравенство

при этомъ между элементами б и а, а также между элементами а и с, 
нЪтъ ни одного элемента комплекса А , ибо всякШ элементъ комплекса А , 
отличный отъ элементовъ я, Ь, с, либо <  б (если онъ принадлежите 
комплексу В)у либо >  с (если онъ принадлежитъ комплексу С ). ВмЪстЪ 
съ тЬмъ доказано:

7. Во всякомъ располож енном ъ конечномъ комплекс^ Ау 
содерж ащ ем ъ болЪе д в у х ъ  элем ен товъ, каж дому вн утрен нем у 
элементу а со о тв Ъ тств уетъ  ближайпий меньпий элем ентъ б и 
ближайпий болыш й элем ентъ с.

Элементы б и с  называются смежными съ элем ентом ъ а.
Для наименьшаго элемента а0 комплекса А  имеется только болышй 

смежный элементъ, а для наибольшаго элемента ах --только менышй; 
то же самое нужно сказать и относительно комплексовъ, состоящихъ 
изъ двухъ элементовъ. Если б и с  суть элементы, смежные съ элемен
томъ йу то а есть болышй смежный элементъ по отношешю къ б и 
менышй -смежный элементъ по отношешю къ с.

Л  — В  а +  С  у

если элементъ а отнесенъ къ комплексу By и

А  =  В  Сау

( 1)

(2)

( 3 )

(4 )

б <  а <  с;
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0. Теорема о совершенной индукцш.

Всякое предлож еш е 2t, относящееся къ каждому элементу 
рас пол оженнаго конечнаго комплекса А, сл'Ьдуетъ считать 
вполне доказанны ми если удается установить два слЪдующихъ
пункта:

1. Предложеше 21 справедливо для наименьшаго элемента а0 ком
плекса А.

2. Если предложеше 21 справедливо для какого-либо элемента b 
комплекса А , то оно справедливо также для элемента ау служащаго 
большимъ смежнымъ по отношешю къ элементу Ь.

Въ самомъ деле, пусть предложеше 21 будетъ справедливо не для 
всЬхъ элементовъ комплекса А\ тогда мы выдЪлимъ часть С комплекса 
А и отнесемъ къ ней все элементы, для которыхъ предложеше 51 не 
им'Ьетъ места. Комплексъ С  мы расположимъ сообразно съ комплексомъ 
А и обозначимъ черезъ с наименышй элементъ комплекса С. Согласно 
предположен^ 1, элементъ с отличенъ отъ элемента а0 и имЪетъ поэтому 
менышй сосЪдшй элементъ а, для котораго предложеше 51 имеетъ место, 
такъ какъ элементъ а не принадлежитъ комплексу С  Но тогда, согласно 
предположена 2, предложение 51 справедливо также и для элемента с, 
и, следовательно, комплексъ С  вовсе не существуете

§ 5. ОтображеШе и эквивалентность.

1. Если мы въ дальнЪйшемъ будемъ говорить о двухъ конечныхъ 
комплексахъ А и 5 , то мы всегда будемъ разуметь таше комплексы, 
которые не имЪютъ общихъ элементовъ. Этимъ не исключается 
возможность, что въ комплексахъ А и В имеются элементы, которые 
объективно тождественны; но мы условимся обозначать ихъ различно, 
смотря по тому, принадлежатъ ли они къ комплексу А  или В. Въ дей
ствительности же комплексъ В можетъ быть частью комплекса А или 
даже совпадать съ нимъ.

2. Какъ мы видели въ п. 2 § 2-го, два комплекса эквивалентны, 
если они могутъ быть приведены въ такое соответсше другъ съ другомъ, 
чтобы каждый элементъ а комплекса А  составлялъ пару съ какимъ- 
либо однимъ элементомъ а' комплекса А', и чтобы при этомъ каждый эле
ментъ а комплекса А' входилъ въ составъ одной и только одной пары. 
Такая эквивалентность представляетъ собой, стало быть, свойство обра
тимое.

Мы обозначили ее символически такъ:

А  ~  А \ А ' ~  А .
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3. Два комплекса А  и А \  порознь эквивалентные третьему 
комплексу А, эквивалентны между собою. Въ самомъ деле, если 
элементъ а ' комплекса А  отвЪчаетъ элементу а комплекса Л, а элементу 
а комплекса А отвЪчаетъ элементъ а!' комплекса А \  то въ силу этого 
элементъ о! оказывается связаннымъ съ определеннымъ элементомъ а'\ и, 
наоборотъ, любому элементу 'а" отв'Ьчаетъ некоторый определенный 
элементъ а.

Если мы будемъ разсматривать комплексъ А  дважды, то въ смысле, 
указанномъ въ п. 1, можно сказать, что каждый комплексъ эквивалентенъ 
самому себе. Мы указывали уже на это въ п. 2 § 2-го.

Если А  есть расположенный комплексъ, то каждый комплексъ А\ 
эквивалентный комплексу А) также можно расположить, — именно, распо
лагая элементы а' и Ь’ комплекса А ,  отвечающее элементамъ а и b ком
плекса А у въ такомъ порядке, въ какомъ следу ютъ другъ за другомъ 
элементы а и b въ комплексе А . Тогда наименьшему и наибольшему эле
менту а0 и ах комплекса А будутъ отвечать наименышй и наибольийй 
элементы а0' и ах комплекса А . Отсюда следуетъ:

4. Всяк 1*й комплексъ, эквивалентный конечному комплексу 
А , есть также комплексъ конечный.

Если некоторый комплексъ М  экивалентенъ комплексу А  и въ то 
же время его правильной части А } то мы можемъ въ смысле, указанномъ 
въ п. 1, сказать, что комплексъ А  эквивалентенъ своей правильной 
части А. Однако, имеетъ место следующее основное предложен1е.

5. Конечный комплексъ А  не можетъ быть эквивалентенъ 
своей правильной части. Для доказательства мы воспользуемся совер
шенной индукщей. Обозначимъ черезъ А какъ-либо расположенный 
комплексъ А  и сохранимъ обозначешя п. 6 § 4-го. При этихъ усло- 
в1яхъ подлежащее доказательству предложеше справедливо для комплекса 
В ао = а0, ибо этотъ комплексъ содержитъ только одинъ элементъ и не 
имеетъ ни одной правильной части, а потому и не можетъ быть эквива
лентенъ какой-либо своей правильной части.

Пусть b будетъ любой элементъ комплекса А у удовлетворявши не
равенству b <  ах, и пусть будетъ дано, что наша теорема справедлива 
для комплекса Вь, т. е. что комплексъ Вь не эквивалентенъ ни одной 
изъ своихъ правильныхъ частей. Пусть, далее, а будетъ большимъ смеж- 
нымъ элементомъ для элемента b• Если комплексъ В эквивалентенъл
своей правильной части В'а> то возможны три случая:

а) Комплексъ В'а не содержитъ элемента а. Въ этомъ случае эле
ментъ а комплекса Ва отвечаетъ некоторому элементу о! комплекса В'а,
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отличному отъ элемента а и принадлежащему комплексу Вь• Поэтому, 
если мы положимъ В'а ~ В'ь +  й\ то комплексъ В'ь будетъ правильной 
частью комплекса Вь 9); такъ какъ, съ другой стороны, В а =  Вь +  й, 
то, удаливъ отвЪчаюцце другь другу элементы й и й' соответственно 
изъ комплексовъ В а и В'аУ мы установимъ отображеше комплекса Вь въ 
комплексе В;, что противоречить предположена.

/?) Комплексъ В'а содержитъ элементъ о, при чемъ этотъ элементъ 
отвечаетъ самому себе въ отображенш комплекса Ва въ комплексе В 1 . 
Тогда имеетъ место равенство В'а =  В'ь +  а, и комплексъ В'ь опять слу
жить правильной частью комплекса Вь, такъ какъ комплексъ В'а есть 
правильная часть комплекса В а. Удаляя элементъ а, отвечающей самому 
себе, мы опять устанавливаемъ отображеше комплекса Вь въ комплексе B'hi 
что невозможно.

у) Комплексъ В'а содержитъ элементъ а, но въ отображенш ком
плекса Ва въ комплексе В'п элементъ а комплекса В а отвечаетъ элементу а! 
комплекса ВьУ а элементу а комплекса В'а отвечаетъ элементъ а” комплекса 
Вь (элементы а' и а" могутъ совпадать, но оба они отличны отъ элемента а 
и потому содержатся въ комплексе Вь)- Оставляя то соответсше между 
элементами комплексовъ В а и В'а, которое раньше установлено отобра- 
жешемъ комплекса В а въ комплексе В'аУ для всехъ элементовъ, кроме 
элементовъ ау а' и d\ мы отнесемъ элементъ а самому себе, а элементъ 
а' — элементу а". Тогда комплексъ Ва опять окажется отображенннымъ 
въ комплексе В’аУ и, следовательно, мы свели этотъ случай къ преды
дущему.

Съ помощью предыдущихъ разсуждешй мы установили справедли
вость предложешя 2С — „комплексъ В„ не эквивалентенъ никакой пра
вильной своей части" — для элемента а0У а также для элемента ау въ 
предположен^, что оно имеетъ место и для элемента b. Итакъ, услов1я 
применимости метода совершенной индукши выполнены, и, следовательно, 
предложеше 21 справедливо и для элемента а1У т. е. для всего комплекса А .

6. Пусть А и М  будутъ два любые конечные комплекса. Относи
тельно нихъ можно сделать три предположешя:

1) А есть комплексъ, эквивалентный комплексу М.
2) А есть комплексъ, эквивалентный некоторой правильной части 

М' комплекса М.
3) М  есть комплексъ, эквивалентный некоторой правильной части 

А ' комплекса А. 8

8) Въ самомъ деле, комплексъ Вьг не содержитъ ни элемента я, такъ какъ 
этого элемента не содержитъ, согласно услов1ю, и комплексъ BJ, ни элемента а\ 
что видно изъ равенства Ba,^ B bf+ at; между темъ комплексъ Вь не содержитъ 
только элемента а.
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Мы теперь докажемъ, что изъ этихъ трехъ соотношешй одно не
пременно имЪетъ место, и при томъ только одно.

Въ самомъ д'Ьл'Ь, изъ соотношешй А  ~  М  и А' ^  М вытекало бы 
соотношеше А ~ А \  что противоречить теореме, доказанной въ п. 5; 
стало-быть, зависимость 3) несовместна съ зависимостью !).

Подобно этому, изъ соотношешй А  ~  М' и А  ~  М вытекало бы 
соотношеше М ~ М ' \  следовательно, зависимость 2) исключаетъ зави
симость 1).

Несовместность же зависимостей 2) и 3) вытекаетъ изъ следую- 
ицихъ соображешй. Пусть имеетъ место зависимость 2); въ такомъ случае 
комплексъ А' эквивалентенъ некоторой правильной части М" комплекса 
М ', т. е. А '  ~  М". Если бы въ то же время имело место соотношеше 
Л ' ~  М у то мы пришли бы къ соотношение М  ~  М", противоречащему 
теореме, доказанной въ п. 5-омъ.

7. Докажемъ теперь, что два конечные комплекса А  и М  непре
менно связаны одной изъ зависимостей 1), 2), 3). Для этого предполо- 
жимъ, что зависимости 1) и 3) не имеютъ места, т. е. что комплексъ 
М  не эквивалентенъ ни комплексу А  ни его правильной части А \  и 
докажемъ, что при этихъ услов1яхъ комплексъ А  эквивалентенъ правиль
ной части М  комплекса М .

Воспользуемся при этомъ совершенной индукщей. Пусть А  и М  
будутъ какъ-либо расположенные комплексы А  и М  и возвратимся къ 
обозначешямъ п. п. 5 и 6 § 4-го.

Прежде всего ясно, что комплексъ Ва0 = й0 можно сопречь съ частью 
комплекса М ,—напримеръ, съ наименьшимъ элементомъж0 комплекса М 10).

Пусть комплексъ Вь будетъ отображенъ въ части М' комплекса М .  
Комплексъ М ' отличается отъ комплекса М , ибо, согласно предположена, 
комплексъ М  не эквивалентенъ ни одной изъ частей комплекса А . Въ 
виду этого существуетъ элементъ т! комплекса М, который не содер
жится въ комплексе М \  Мы отнесемъ элементу а элементъ т' и этимъ 
отобразимъ комплексъ Ва = Вь +  а въ комплексе М! +  ш\ Но комплексъ 
М  +  т' есть часть комплекса М, и именно правильная часть (согласно 
предположена) ll). Стало быть, комплексъ Ва оказывается отображен-

10) И, следовательно, вь этомъ случае комплексъ Вао будетъ эквивалентенъ 
правильной части т0 комплекса М, ибо комплексъ М, не будучи, согласно 
предположешю, эквивалентенъ части Вао комплекса А, содержитъ, по крайней мере, 
два элемента.

“ ) Въ самомъ деле, если бы комплексъ Mr-f  mf не былъ правильной частью 
комплекса М, to, составляя все-таки часть последняго, онъ былъ бы эквивалентенъ, 
комплексу М; следовательно, и комплексъ A ,—B(ff эквивалентный комплексу М' +  т9 
былъ бы эквивалентенъ комплексу М, что противно предположен]ю.
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нымъ въ правильной части комплекса М , а потому услов!я теоремы 
■*о совершенной индукцш выполнены. Полагая а =  находимъ, что 

комплексъ Л  эквивалентенъ части комплекса М.
Зависимости 1), 2), 3) мы условимся выражать символически такъ:

1) А  ~  М , 2) А  - <  М , 3) М  -<  Л
или

1 ) М ~ А ,  2) М > - Л ,  3) Л  > = М .

Для трехъ конечныхъ комплексовъ А , В и М  на основаны пре- 
дыдущихъ разсужденШ непосредственно получаемъ:

Если В~<^Л и то Б -< М .

Если ВУ=~А  и А У~-М , то В у ^ М .

§ 6. Числа.

1. Для устанозлешя понят о числ'Ь мы будемъ исходить отъ 
любого конечнаго комплекса А  и дадимъ ему имя или аттрибутъ а, кото
рый мы и назовемъ числомъ комплекса А\ при этомъ мы условимся 
присваивать то же самое имя а каждому изъ комплексовъ, эквива
л е н т  ыхъ комплексу А , и при томъ только такимъ комплексами

Если бы мы стали исходить не отъ комплекса А , а отъ эквивалентна го 
ему комплекса А '  и дали бы ему имя а, то и комплексъ А  получилъ бы 
то же самое имя а. Поэтому а называется общимъ числомъ всЪхъ 
комплексовъ, эквивалентныхъ комплексу А .  Подъ этимъ общимъ 
числомъ отнюдь не сл%дуетъ разуметь совокупность или комплексъ 
всЪхъ комплексовъ, эквивалентныхъ комплексу А ,  ибо послЪдняго ком
плекса мы не знаемъ. Число а есть идея класса, элементами котораго 
служатъ всЪ комплексы, эквивалентные данному комплексу А .  Потреб
ности жизни побуждаюсь насъ создавать эти идеи; просгЬйция изъ 
нихъ — „одинъ", „два“, „три“ — доступны каждому ребенку, и мы поль
зовались уже ими въ предыдущемъ изложены.

2. Если ^  и В суть два любыхъ конечныхъ комплекса и а, /? —
ихъ числа, то мы условимся считать

1) а — /?, если А ~ В (а равно /?),

2)' а< Р, А - ^ В (а меньше /?),

3) а>Р, А У -В (а больше /7).

Съ помощью этихъ условШ мы располагаемъ числа по величин^ 
и претворяемъ комплексъ чиселъ въ величину (§ 3, 1).

В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 2
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3. Если а  есть какое-либо число, то числа, мекыш я, чемъ 
а, или равный числу а , составляю тъ конечный ком п л ексу  число 
котораго есть а .  Для доказательства этого предложешя мы снова 
воспользуемся совершенной индукщей.

Обозначимъ черезъ А  некоторый расположенный комплексъ и 
будем> держаться прежнихъ обозначен^. Наша теорема справедлива для 
комплекса Ва„, которому соотв^тствуетъ число 1.

Пусть а будетъ произвольный элементъ, отличный отъ элемента а0, 
а Ъ — его менышй смежный элементъ. Пусть числа комплексовъ Ва и Bi 
будутъ /? и /?'. Допустимъ, что наша теорема будетъ справедлива для 
комплекса Вь, т. е. что комплексу чиселъ, меньшихъ, чемъ /?', или рав- 
ныхъ /?', соответствуем число комплекса Вь, т. е. /?', и мы можемъ поэтому 
привести эти числа въ соответстае съ комплексомъ Вь- Если мы отне- 
семъ еще число 0 элементу а, то наша теорема окажется справед
ливой для комплекса Ва 12), a вместе съ т^мъ и для всего комплекса А .

Если мы самому элементу а присвоимъ назваше, принадлежащее 
комплексу Ва, (съ прибавлешемъ: /?-тый), то мы получимъ поряд
ковый числа.

4. Если два конечныхъ комплекса, числа которыхъ суть /? и у, не 
им'Ьютъ общихъ элементовъ и мы соединимъ ихъ въ комплексъ А, то 
посл'ЬднШ, на основанш п. 5 § 4-го, также будетъ конечнымъ; принад
лежащее ему число, которое мы обозначимъ черезъ а, вполне определя
ется числами /? и у, что и выражаютъ равенствомъ: a  =  / ? + f  =  у + /? 13). 
Число а, очевидно, больше, чемъ /?, и больше, чемъ у.

Комплексу С ,  состоящему изъ одного только элемента, принадлежитъ 
число у =  1, и число а  — f} +  1 есть большее смежное для числа

Съ помощью совершенной индукщи докажемъ следующую теорему, 
служащую основашемъ счета.

5. Если мы въ конечномъ комплексе М  заменим ъ каждый 
элементъ его т некоторы мъ конечнымъ комплексомъ Ат, кото
рому отнесено число ат, то мы получимъ новый конечный ком
плексъ S- Число о этого комплекса вполне определяется чи
слами ат и называется ихъ суммой 14). Изъ этой теоремы вытекаетъ 
учете о сложенш чиселъ (§ 8, 2).

12) Ибо комплексъ чиселъ меньшихъ, чемъ |3, или равныхъ (3, содержигь въ 
себе все числа, менышя, чемъ (3’, или равный (3', и, кроме того, число |3.

13) Иными словами: каждымъ двумъ числамъ /? и у, принадлежащимъ ком- 
плексамъ В и С, мы относимъ число а, принадлежащее комплексу А = В-\-С , и 
называемъ это число а суммой чиселъ 0 и у.

и) Пусть комплексъ М — N-\-m, т. е. обозначимъ черезъ N  совокупность 
элементовъ комплекса М, которые остаются по выделенш элемента т. Заменимъ 
теперь элементъ т коплексомъ Ат, число котораго есть ат ; мы получимъ тогда

§ 6
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6. Если а не есть наиболышй элементъ комплекса А , то онъ 
имЪетъ больш!й смежный элементъ сУ и если комплексу Вс отвечаетъ 
число р", то, согласно п. 2,

при чемъ между числами /?' и /?, а также между числами /? и /?", н*Ьтъ 
ни одного числ^.

Итакъ, каждое число, кроме 1, имЪетъ меньшее смежное число 
и, пока конечный комплексъ можетъ быть разсматриваемъ, какъ часть 
некоторая объемляющаго его комплекса, каждое число им^етъ большее 
•смежное число. Два смежныхъ съ /9 числа обозначаютъ черезъ /?— 1
И Д +  1-

7. Согласно п. 2, числа допускаютъ такое расположеше ихъ, которое 
даетъ возможность считать комплексъ всехъ чиселъ величиной, т. е. относи
тельно любыхъ двухъ отличныхъ между собою чиселъ мы всегда можемъ 
решить, которое изъ нихъ больше. ТЪмъ не менее комплексъ всехъ 
чиселъ не есть комплексъ конечный; ибо мы не знаемъ ни одного 
конечная комплекса, изъ котораго мы не могли бы присоединешемъ 
•новая элемента образовать новый комплексъ, которому принадлежало бы 
и большее число. Мало того, мы не можемъ себе даже представить 
такого комплекса, хотя для каждаго изъ насъ индивидуально такой пре
дельный комплексъ необходимо представится 15). Въ виду этого мы 
утверждаемъ, что наибольшаго числа нетъ.

Чтобы постичь комплексъ всехъ чиселъ, мы должны были бы пред
ставить себе умъ, вообще говоря, вполне сходный съ нашимъ, но, кроме 
того, неизменяющШся и работающШ въ течете неограниченнаго времени.

8. Какъ указано въ п. 3-мъ, если а  есть число комплекса А> то 
совокупность Еа всехъ чиселъ, не превышающихъ а, есть комплексъ, 
эквивалентный комплексу А .  Последней можетъ быть поэтому приведенъ 
въ однозначное соответсше съ комплексомъ Еа• Самое производство

конечный комплексъ (§ 4, 5) N-\-Amt которому соответствуетъ число о. Если мы 
вместо Ат возьмемъ комплексъ А'т, которому соответствуетъ то же число ат> и 
•образуемъ комплексъ N-\-Afm, то этому комплексу отвечаетъ то же число а. Иначе 
говоря, если А'т~ А т, то N + A m~  N + A 'm. Въ самомъ деле, относя каждый 
элементъ части N  самому себе и приводя элементы комплекса Ат въ сопряжете 
•съ элементами эквивалентная ему комплекса А'т, мы установимъ ознозначное 
соответствие между комплексами N + Ат и N-\-A 'm. Точно такъ же, если мы 
каждый элементъ т комплекса М  заменимъ конечнымъ комплексомъ Ат, то число 
о составившагося такимъ образомъ комплекса не будегь зависеть отъ комплексовъ 
Ат, а только отъ соответствующихъ имъ чиселъ ат, какъ и указано въ тексте; 
это доказывается индуктивно относительно элементовъ комплекса М. Это число а 
и называется суммой всехъ  чиселъ ат.

15) Авторъ хочетъ, повидимому, сказать, что каждый изъ насъ въ отдель
ности лишенъ возможности вести счетъ безпредельно.

2*
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этого соиряжешя называется счетомъ 16). Вместе съ гЬмъ мы приходимъ 
къ заключешю, что результатъ счета элементовъ комплекса не зависитъ 
отъ порядка, въ которомъ мы производимъ отсчетъ 17). Для производства 
счета элементы комплекса Еа получаютъ определенный назвашя и обоз
начаются особыми знаками, между которыми основными являются

1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8, 9.

Такъ какъ при счете комплексовъ, содержащихъ много элементовъ, 
запасъ назвашй и знаковъ для чиселъ скоро истощился бы, то пришлось 
прибегнуть къ особому способу производства счета; способъ этотъ за
ключается въ томъ, что известныя группы чиселъ соединяются въ новы» 
группы, и производится счетъ не отдельныхъ единицъ, а этихъ группъ.

Это сказывается уже въ языке въ образовали словъ: десять, двад
цать, тридцать, сто, двести, триста и т. п. Но еще совершеннее наша 
десятичная система счислешя. Въ этой системе, когда мы пишемъ какую- 
нибудь цифру а, необходимо чемъ-нибудь обозначить, кашя единицы она 
выражаетъ. Когда искусство счета находилось еще въ первобытномъ со
стояли, то это достигалось темъ, что цифры, смотря по значенш выра- 
жаемыхъ ими единицъ, помещались въ особыя рубрики счетной таблицы 
или счетной доски (Abacus). По сравнение съ этимъ было огромнымъ 
шагомъ впередъ, когда пришли къ мысли отмечать особымъ знакомъ„ 
нулемъ, „0м, если какая-либо рубрика остается незанятой, т. е. не со- 
держитъ вовсе ни одной единицы. Благодаря этой идее весь аппаратъ 
оказался вовсе излишнимъ, такъ какъ уже самое место, занимаемое циф
рой, достаточно ясно указывало, кашя единицы она выражаетъ. Такова 
простая мысль, служащая основашемъ совершенной системы счислешя,. 
который мы теперь пользуемся.

Въ теоретическихъ изследовашяхъ мы часто пользуемся буквами 
вместо чиселъ, какъ мы это неоднократно делали выше: этимъ путемъ 
можно короче и нагляднее, нежели въ словахъ, выразить, что те или 
иныя положешя справедливы не для некоторыхъ определенныхъ, а для 
всехъ чиселъ. Однако, эти буквы обозначаютъ не определенный числа* 
какъ это имело место, напримеръ, въ греческой нумераши; напротивъ, 
вместо нихъ можно поставить кашя угодно числа. Операши надъ такими!

1в) Если намъ нужно сосчитать элементы комплекса A (a, b, с, d), то мы 
относимъ элементу а число 1, элементу Ъ число 2, элементу с число З и  элементу 
d число 4. Операщя закончена и заключается въ томъ, что комплексъ А одно
значно сопряженъ съ комплексомъ Ек.

17) Потому что каждому комплексу, какъ было выяснено выше, отвечаете 
определенное число, и онъ можетъ быть связанъ однозначнымъ соответсшемъ. 
только съ однимъ изъ комплексовъ Еа.
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знаками или символами называютъ поэтому также буквеннымъ 
счислетем ъ .

Предложения, выражаюцця, что символъ а имЬегь то же значеше, что 
и другой символъ й, называется равенствомъ; на языюЬ математичешихъ 
символовъ оно выражается такъ:

а = Ь.

§ 7. Изъ истор!и числа и счислен!я.
I. Въ последнее время истор1я науки и, въ частности, HCTOpi» 

■математики возбуждаетъ особенный интересъ. Этому новому течешю мы 
обязаны, помимо спещальныхъ изсл'ЬдованШ филологовъ и математиковъ, 
цЪлымъ рядомъ превосходныхъ работъ, среди которыхъ наиболее вы
деляются слЪдуюиця:

J. Е. M ontucla, Histoire des math^matiques. 2me 6dit. Paris, 1799—1802. 4 тома. 
F. N esselm atin, Algebra der Griechen, nach den Quellen bearbeitet. Berlin,

Reimer, 1842.
A. A rneth , Geschichte der reinen Mathematik. Stuttgart, 1852.
H. Hank el, Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter. Leip

zig, Teubner, 1874. После смерти автора издано его отцомъ.
М. C hasles. Aperpu historique des m£thodes en Geometrie. 2me edit. Paris, 

1875. Rapport sur les progr£s de la G6om£trie. Paris, 1870.
M. C antor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. 2. Auflage. 3 Bande. 

Leipzig, Teubner, 1894—1901.
Это сочинение простирается до 1758 г. Продолжеше, разрабатываемое авто- 

ромъ совместно съ более молодыми учеными, готовится къ печати.
С. J. G erhard, Geschichte der Mathematik in Deutschland. Miinchen, Olden

burg, 1877. Изъ сборника, выпущеннаго Мюнхенской Академ1ей подъ заглав1емъ: 
„Geschichte der Wissenschaften in Deutschland".

H. G. Z euthen , Histoire des Mathematiques dans Г Antiquity et le moyen age. 
Paris, Gauthier-Villars, 1902. Французское издаше.

H. G. Z euthen , Geschichte der Mathematik im XVI und XVII Jahrhundert. 
Leipzig, Teubner, 1903. Немецкое издаше.

A. v. Braunm iihl, Vorlesungen liber Geschichte der Trigonometrie. 2 B2nde. 
Leipzig, Teubner, 1900—1903.

Joh. Tropfke, Geschichte der Elementar-Mathematik. 2 Bande. Leipzig, Veit 
& C°. 1902-1903.

Fr. Engel und P. Stack el, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf 
Gauss. Leipzig, Teubner, 1895.

Ferd. R osenberger, Die Geschichte der Physik. 3 Teile. Braunschweig. 
Vieweg, 1882—1890.

F. R osenberger, Isaak Newton und seine physikalischen Prinzipien.
Rud. Wolf, Geschichte der Astronomie. Miinchen, 1877 1S). 18

18) На русскомъ языкЪ недавно вышло въ св'Ьтъ сочинеше: Ф. Кэджори. 
„Истор1я Элементарной математики". Переводъ съ англШскаго подъ редакцией, съ 
примЪчашями и съ прибавле^ями И. Ю. Тимченко, приватъ-доцента Импера- 
торскаго НовороссШскаго университета.
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Новыя издан!я грёческихъ м атематиковъ.

E uclid is opera omnia edd. Heiberg et Menge.
D iophan ti A lex an d rin i opera omnia ed. P. Tannery.
A pollon ii P ergae i quae graece extant ed. Heiberg.
A rchim edis opera omnia ed. Heiberg.
Эти издашя, выпущенный Тейбнеромъ въ Лейпциге, содержать гречесюй 

текстъ и латинсюй переводъ.
Кроме того, имеются еще следующее немецюе переводы.
D iophan t, iibersetzt und mit Anmerkungen begleitet (zugleich mit der Uber- 

setzung der Randbemerkungen von Fermat) von G. W ertheim . Leipzig,Teubner, 1890.
A pollon ius, vollstandig, mit den nur in arabischer Ubersetzung erhaltenen 

Biichern von Balsam. Berlin, 1861 1S).
Выходящая въ настоящее время большая энциклопед!я „Encyklopadie der 

mathematischen Wissenschaften" уд'Ьляетъ особенное внимаше историческому раз
витию отдел ьныхъ дисциплинъ и содержитъ богатыя литературныя указан!я.

2. Въ книге Нессельмана „Критическая HCTopia алгебрыа * *) мы 
находимъ следующее замечаше:

„Понято о числе есть пониже элементарное и непосредственно 
врожденное нашему духу; вследств1е этого все попытки научно обосно
вать это понято будутъ такъ же безплодны, какъ и старашя доказать 
Евклидовы аксюмы". Въ самомъ деле, мы не знаемъ ни въ древности, ни 
въ средше века ни одной удачной попытки выяснить темное для насъ 
происхождеше понята о числе. П ивагоръ и пиеагорейцы оставили после 
себя только мистичесюя числовыя игры; хотя они и содержатъ уже неко
торый аривметичесюя истины, но самаго понята о числахъ, конечно, не 
выясняютъ. А те определешя, который даетъ Евклидъ, представляютъ 
собою, какъ и его геометричесюя определешя, не более, какъ словесныя 
описашя, которыя предполагаютъ самое понято уже усвоеннымъ. (Е1е-. 
mentorum Liber VII, стр. 185) **).

Однако, пытливый умъ не можетъ примириться съ cyщecтвoвaнieмъ 
предела нашего изследовашя и на всякШ открытый вопросъ отвечаетъ 
стремлешемъ углубиться въ его сущность. Такимъ образомъ, современные 
изследователи не остановились на общепринятомъ поняли о числе и сде
лали настойчивую попытку глубже проникнуть въ происхождение этого 
понята. Кантъ уделяетъ мало места понятию о числе. Для него матема
тика, занимающая вообще въ его системе выдающееся место, сводится, 
главнымъ образомъ, къ геометрш. По его мнению, ариеметика играетъ по

19) „Начала" Евклида имеются также въ русскомъ переводе, сделаняомъ 
профессоромъ В ащ ен ко-Захарченко : Юевъ. 1880. Переводъ снабженъ многочи
сленными примечашями.

*) Nesselm ann. „Kritische Geschichte der Algebra".
**) Цитировано, какъ это будетъ и въ дальнейшему по издан!ю Heiberg’?

< греко-латинское). Leipzig, Teubner, 1884.
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отношешю ко времени такую же роль, какую геометр1я играетъ по 
отношешю къ пространству, — взглядъ, довольно распространенный и 
помимо Канта (наприм^ръ, Гамильтонъ). Хотя такое воззрЪше въ извЬ- 
стномъ смыотЬ справедливо, однако оно далеко не охватываетъ нашего 
понята о числЪ во всемъ его объемЪ.

Въ последнее время эти принципиальные вопросы вновь возникли, 
какъ предметъматематическаго изсл'Ьдовашя. Въ письма къ Бесселю Гауссъ 
высказываетъ мысль, что число (въ противоположность понятш о про
странств^ представляетъ собой продуктъ творчества нашего духа. Онъ 
говорить дал-fee, что ему удалось привести образоваше этого понята къ 
бол'Ье элементарной дЪятельности нашего духа, къ сопряженш  вещей 
между собой и образованш  родовыхъ поняНй, классовъ (идей въ 
смыслЪ Платона). Это изслЪдоваше привело къ новой в^тви-математики, 
къ ученно о комплексахъ..или мно_гообразуяхъ. Эта дисциплина за
нимается основными вопросами учешя о величин^ и приводить къ тому, 
что на обыкновенное число надо смотреть, какъ на частный случай бол-fee 
общаго понята. Это болЪе общее понята о числ'Ь было выяснено лишь 
благодаря строгому опред-Ьлешю и математической разработка идеи о 
безконечности; нужно сказать, что въ этомъ вопрос^ и по сей день 
остается еще много неяснаго.

Предшественникемъ этихъ изсл'Ьдовашй является Бернгардъ Боль
цано (Bernhard Bolzano) въ ПрагЪ (1781 — 1848). Его небольшое сочине- 
Hie, относящееся къ этому предмету, носитъ назваше „Парадоксы безко
нечности" и издано посл'Ь смерти автора Пригонскимъ. *)
I ДЬйствительнымъ основателемъ учешя о комплексахъ является Георгъ 
Канторъ (въ ряд-fe статей въ журнал^ „Mathematische Annalen", начиная 
■съ XV т., и въ другихъ сочинешяхъ). Цельное изложеше этой дисциплины 
далъ Щёнфлисъ **). Въ тесной связи съ этимъ находится небольшое из- 
■;сл-Ьдоваше Дедекинда „Что такое числа, и какую они имЪютъ ц^ль" ***), 
!а также „Учебникъ ариеметики" Ш рёдера ****); этотъ учебникъ при- 
надлежитъ къ числу первыхъ сочинешй, ставшихъ на путь бол-fee глу- 
бокаго изслЪдовашя вопросовъ элементарной ариометики. Способъ умо- 
заключен1я, известный подъ назвашемъ совершенной индукцш, давно нахо-

*) Dr. B ernhard  Bolzano’s „Paradoxien des Unendlichen", hereusgegeben aus 
dem schriftlichen Nachlasse des Verfassers von Dr. Fr. Prihonsky. Переиздано въ 1889 
году фирмой Mayer & Muller.

**) A. SchOnflies. „Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltig- 
keiten*. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung. VIII, 2.

***) R. D edekind. „Was sind und was sollen die Zahlen\ Braunschweig, 1888. 
РусскШ переводъ этого небольшого сочинешя, принадлежащШ г. Н. П арф ен тьеву  
приведенъвъ „ИзвЪспяхъ Физико-Математическаго Общества при Имп. Казанскомъ 
Университет^ “. Т. XV, N° 2. 1905.

****) Е. Schrbder. „Lehrbuch der elementaren Arithmetic. Leipzig, 1873.
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ДИЛЪ себе применеше въ математике; но прежше математики мало зани
мались логическимъ обосновашемъ этого n p ieM a . Въ упомянутомъ сочиненш 
Дедекинда это сделано въ первый разъ. Некоторый соображешя по этому 
вопросу мы находимъ также въ вышедшей недавно книге Пуанкаре 
„Наука и гипотеза" *).

3. Интересная попытка научно произвести соединеше числовыхъ группъ 
въ высппя единицы имеется въ литературе древней Грецш у Архимеда 
(287 — 212 до Р. X.) въ недошедшемъ до насъ письма къ Дзейксиппу 
(Zev̂ lnttoc;), а также въ другомъ сохранившемся его сочиненш „'(pa^kr}gu 
(„счетъ песка"). Последнее сочинеше замечательно еще въ томъ отно- 
щенш, что въ немъ имеются сведешя о космогоническихъ воззрешяхъ 
древнихъ.

Въ этомъ сочиненш авторъ ставитъ себе задачей называть весьма 
болышя числа; онъ облекаетъ эту задачу въ своеобразную форму; онъ 
хочетъ назвать число, превышающее число зернъ песка, которое можетъ 
содержать шаръ, обнимающШ всю вселенную. Съ чрезвычайно утоми
тельной тщательностью онъ вычисляетъ массу, которую онъ долженъ 
при этомъ принять, чтобы быть увереннымъ, что онъ не оцениваетъ ее 
слишкомъ малымъ числомъ **).

Чтобы называть ташя громадныя числа, онъ разсматриваетъ числа 
до ста миллюновъ (мир1ада мир^адъ), какъ первыя числа. Число сто 
милл!оновъ, которое въ нашей системе счислешя изображается 1 съ 
восемью нулями, образуешь единицу вторыхъ чиселъ, который онъ 
также считаетъ до ста миллюновъ. Изъ ста миллюновъ этихъ единицъ 
онъ образуетъ единицу третьихъ чиселъ, которая изображается у насъ 
1 съ 16 нулями. Чтобы сосчитать зерна песка, нужно дойти только до 
восьмыхъ чиселъ, единица которыхъ изображается у насъ черезъ 1 съ 56 
нулями.

Но Архимедъ въ своихъ теоретическихъ разсуждешяхъ доходить 
до чиселъ стомиллюннаго порядка, последнее изъ которыхъ (изобра
жаемое у насъ единицей съ 800 000 000 нулей) образуетъ единицу вто
рого перюда, съ которой можно далее поступать такъ же, какъ съ 
простой единицей.

*) Н. Рснпсагё. „La science et rhypot£se*. Paris 1903. Немецшй переводъ 
этой книги, сделанный Л. Л индеманомъ, содержитъ очень ценныя примечашя. 
Н. Poincare. „Wissenschaft und Hypothese". Autorisierte deutsche Ausgabe mit er- 
lauternden Anmerktmgen von F. und L.‘ Lindemann. ^Leipzig, 1904. Имеется руссюй 
переводъ, сделанный г. А ндреевымъ: „Наука и гипотеза". Москва, 1903.

**) Любопытенъ способъ, которымъ А рхимедъ пользуется для определешя 
размеровъ вселенной.

Обыкновенная точка зрешя, говорить онъ, заключается въ томъ, что земля 
состазляетъ центръ вселенной и что рад*усъ круга, по которому солнце катится



25

Интересный свЪд'Ьшя относительно назвашй и обозначения чиселъ 
у различныхъ народовъ мы находимъ въ посмертномъ сочиненш Ганкеля 
„Къ исторш математики въ древности и въ средше века" *).

Въ последнее время мы им%емъ два примера возникновешя новыхъ 
названШ для чиселъ, вызваннаго практическими потребностями. Именно, 
слово „миллюнъ", которое появилось около 1500 года въ Италш, и 
слово „милл1ардъ“, которое, по крайней мере, въ Германш вошло въ 
употреблеше только въ наши дни со времени франко-немецкой войны 
1870—71 г. г. Оба слова представляютъ собой итал1ансюя увеличительный 
назвашя числа mille (тысяча).

Система цифръ, которою мы въ настоящее время пользуемся, не
сомненно ведетъ свое происхождеше изъ Индш. Возникновеше этой уди
вительно совершенной системы, превзойти которую представляется совер
шенно невозможнымъ, теряется во мраке доисторической древности; 
можно, однако, обнаружить, что въ VII столетш нашей эры эта система 
применялась уже въ полномъ развития. Что это твореше исходить именно 
изъ Индш, Ганкель объясняетъ темъ, что релипозно возвышенное и не
постижимо великое находило въ фантазш индусовъ выражеше въ неимо
верно болынихъ числахъ (у Будды было шестисотъ тысячъ миллюновъ* 
сыновей, боговъ было двадцать четыре тысячи биллюновъ и т. д.).

На западъ эта система счислешя была принесена арабами, жившими 
въ Испанш и въ южной Африке, сначала въ несовершенной форме счета 
при помощи счетной доски (Abacus); позже былъ введенъ 0, употреблеше 
котораго имело решающее значеше и, можно сказать, развязало руки 
вычислителю.

Новый способъ счислешя былъ названъ „алгориемомъ", а мате
матики, которые имъ пользовались, „алгориемиками" въ отлич!е отъ

§ 7

вокругъ земли, представляетъ собой въ то же время рад!усъ вселенной. Между 
темъ Аристархъ СамоссктЙ (около 270 г. до Р. X.) допускаетъ, что* солнце пред
ставляетъ собой центръ, вокругъ котораго вращается весь мхръ; рад1усъ же все
ленной, т. е. рад!усъ сферы неподвижныхъ звездъ относится къ pafliycy земной 
орбиты, какъ поверхность шара къ своему центру.

Аристархъ, очевидно, хотелъ этимъ сказать, что вселенная безконечна и не
измерима; но Архимедъ пользуется этимъ для определеннаго измерения. Такъ какъ 
не можетъ быть речи объ отношенш поверхности шара къ ея центру, т. е. къ точке, 
не имеющей размеровъ, то онъ толкуетъ слова А ристарха въ томъ смысле, что 
сфера неподвижныхъ зв'Ьздъ относится къ сфере земного пути такъ, какъ по 
обычному воззренш вселенная, т. е. сфера солнечной орбиты (вокругъ земли), 
относится къ своему центру, т. е. къ поверхности земли. Разстояше земли отъ солнца 
онъ принимаетъ при этомъ слишкомъ малымъ, относительно же размеровъ земли 
его соображешя гораздо более близки къ истине.

*) Н. Hankel. „Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und im Mitte- 
lalter“. Leipzig, Teubner, 1874.
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абацистовъ, съ которыми они одно время вели упорную борьбу. 
(См. примЪчаше на странице 49).

Однимъ изъ выдающихся представителей абацистовъ былъ Гербертъ 
(родился въ 940 г. въ Auvergne, кончилъ жизнь папой подъ именемъ 
Сильвестра II; умеръ въ 1003 г. въ Риме). Распространенно алгориема 
на западе более всего содействовали Л еонардъ ПизанскШ , названный 
Фибоначи (Filius Bonacii; сочинеше это Liber Abaci появилось въ начале 
XIII столе™), и 1орданъ HeMopapifl (Iordanus Nemorarius умеръ въ 
1237 г. генераломъ Доминиканскаго ордена; Arithmetica, Algorithmus de
monstratus). Въ Византш индШская система счислешя сделалась известной 
только въ XIV столетш, благодаря ариеметике монаха Максима Плануда 
(Maximus Planudes), который употребляетъ слово „Tziphra" для обозна
чена нуля. Отсюда и ведегь свое начало наше слово „цифра", взятое 
изъ арабскаго языка, которымъ мы въ настоящее время называемъ каждый 
изъ основныхъ знаковъ письменнаго счислешя. Отсюда же и происхо
дить французское слово „zero".

Прошло еще немало времени, пока обозначеше и счетъ по алго- 
риому вошли въ повседневное употреблеше. Въ Германш эта система 
счислешя получила всеобщее распространен!е около середины XVI столе™, 
чему не мало способствовала знаменитая ариеметика Адама Ризе (Adam 
Riese, 1522). Однако, и въ наше время въ некоторыхъ случаяхъ поль
зуются еще римскими цифрами, напримеръ, въ целяхъ орнаментики.



ГЛАВА П.

Аривметичесшя д ё й с т ш я .

§ 8. Сложение.

1. Какъ мы видели выше (§ 4, 5 и § б, 4), если А п  В  суть конечные 
комплексы, не имЪюице общихъ элементовъ, а а и Ь суть ихъ числа, 
то комплексу А  +  В  также отвЪчаетъ определенное число, которое мы 
условились обозначать символомъ а-\-Ъ  и называть суммою чиселъ 
а и Ъ. Это число а +  Ь не меняется, если мы заменимъ комплексы А  и В  
другими комплексами А* и В' той же мощности *). Следовательно, чтобы 
определить число а-\-Ъ, мы можемъ воспользоваться любыми предста
вителями чиселъ а и Ь, — напримеръ, пальцами руки, монетами; вообще 
другого пути для этой цели не существуетъ. Съ ранняго детства мы 
запечатлеваемъ въ своей памяти результаты образовашя суммы для не- 
болынихъ чиселъ и во всякШ моментъ можемъ ими воспользоваться при 
надобности. Наша индусская система счислешя имеетъ то преимущество, 
что намъ достаточно знать результаты для немногихъ случаевъ, когда 
а и Ъ взяты изъ ряда чиселъ 1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8, 9.

Образование суммы называютъ также сложешемъ или складыва- 
н1емъ.

Относительно сложешя, на основанш предыдущаго, легко вывести 
следуюнця основныя предложения.

2. Изъ самаго понята о соединенш комплексовъ вытекаетъ, что

A  -h В  = В  -f- А ,

(А  +  Б) +  С — А  (В С),

каковы бы ни были комплексы А , В  и С- Если мы применим^ это соот- 
ношен1е къ тому случаю, когда А , В и С  представляютъ собой конечные

1) См. п. п. 4" и 5 § 6-го, а также примечаше 14 на стр. 18.
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комплексы, не имеющее общихъ элементовъ, и обозначимъ черезъ а, b и 
С соотв%тствующ1я имъ числа, то мы получимъ:

а 4- b =  Ъ cty (1)

(я +  Ь) +  с = а +  (Ь +  с) = (а +  <;) +  Ь. (2)

Естественно, что числа а, Ъ и с не должны быть необходимо различны. 
Первое изъ этихъ соотношешй выражаетъ, что сумма не зависитъ огь 
порядка сложешя и называется перем*Ьстительнымъ или коммутатив- 
нымъ закономъ. Второе соотношеше выражаетъ, что для сложешя трехъ 
чиселъ можно сначала составить сумму любыхъ двухъ изъ нихъ и къ 
последней прибавить третье число. Это можетъ быть выполнено тремя 
способами, которые все даютъ одинъ и тотъ же результатъ. Это соот
ношение известно подъ назвашемъ сочетательнаго или ассогиатив- 
наго закона.

Эти законы допускаютъ еще значительное обобщеше. Если А , Д 
С, .. N  суть произвольные комплексы въ конечномъ числе, то суще- 
ствуетъ определенный комплексъ 5, который содержать все элементы 
этихъ комплексовъ и никакихъ другихъ. Этотъ комплексъ можно обозна
чить символомъ.

S =  A +  B +  C +  ... + N .

При помощи совершенной индукщи, на основанш п. 5 § 4-го нетрудно 
вывести, что S есть конечный комплексъ, если А, Д  С, . . N  суть конеч
ные комплексы 2). Если комплексы А , Д  С, . . . ,  N  не имеютъ попарно 
никакихъ общихъ элементовъ, то число комплекса S называется суммой 
чиселъ коплексовъ А, Д С, . . . ,  N ; если обозначимъ последшя числа 
черезъ а,Ь}с, п, а число комплекса 5 — черезъ s, то мы будемъ писать:

s =  d - \ - b - \ - c - \ -  • • • - { - п\ ,

числа а, Ь} с, п мы будемъ называть слагаемыми, образующими 
сумму s.

Число s определяется посредствомъ .отсчета элем ентовъ въ 
комплексе S.

При вычислен^, поступаютъ обыкновенно короче: пишутъ сла- 
гаемыя въ произвольной последовательности и затемъ, начиная сверху 
или снизу, прибавляютъ каждое следующее число къ полученной уже 
сумме. Что результатъ этого вычислешя не зависитъ отъ порядка слага-

2) Доказательство ведется такъ: если допустимъ, что предложен!е справед
ливо, когда S состоитъ изъ п комплексовъ, то въ случае п + 1  комплексовъ

Л В С  -{- • • • =  •••-}- AT) 4“ N  — S  -{-
поэтому оно оправдывается въ силу п. 5 § 4-го.
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емыхъ, следуем изъ того, что число не зависитъ отъ порядка, въ ка- 
комъ мы считаемъ элементы представляющаго его комплекса (§ 6, 8).

Если слагаемый написаны въ десятичной системе, то сначала скла- 
дываютъ единицы, загЬмъ десятки, потомъ сотни и т. д.; если при сло- 
жeнiи единицъ какого-либо разряда образуются единицы высшаго разряда, 
то ихъ нужно прибавлять къ единицамъ соответствующего разряда.

3. Сложеше содержитъ, какъ частный случай, правило, посредствомъ 
котораго мы въ § б, 4 определили по числу т непосредственно следующее 
число m +  1. Точно такъ же изъ данныхъ въ § б, 2 определешй терминовъ 
„больше“ и „меньше" следуетъ, что сумма несколькихъ чиселъ изъ ряда 
а, b, су . . . ,  п меньше, нежели сумма всехъ ихъ, и что сумма увеличива
ется съ увеличешемъ одного или несколькихъ слагаемыхъ. Все это выте- 
каетъ изъ того, что меньшее число соответствуем тому изъ двухъ ком- 
плексовъ, который эквивалентенъ правильной части другого комплекса.

§ 9. Умножен1е.

1. Часто приходится составлять суммы одинаковыхъ слагаемыхъ; для 
нихъ введено особое обозначеше. Чтобы это объяснить, предположимъ, 
что намъ дано а слагаемыхъ, изъ которыхъ каждое равно bf и что нужно 
образовать сумму всехъ этихъ чиселъ, т. е., напримеръ,

b + b + b при а =  3, 

b + b + b + b  при а = 4.

Сумму этихъ а чиселъ мы будемъ обозначать символомъ а • by или а X Ь7 
или, наконецъ, просто. черезъ ab• Образоваше этой суммы называется 
умножен1емъ числа b на число а.

Число Ъ называется множимымъ, число а — множителемъ, a ab — 
результатъ умножешя — произведеш емъ числа b на число*#.

Согласно определена, а • 1 =  й\ мы положимъ также 3) 1 • b = by 
гакъ какъ это въ предыдущемъ определенш не содержится. Умножеше 
на большого множителя можетъ быть приведено къ умножен!ю на меньшихъ 
множителей посредствомъ рекуррентной 4) формулы

{й V)b — ab by (1)

которая, въ виду установленнаго выше соглашешя, сохраняем свою силу 
также при а =  1.

3) Т\ е введемъ въ качестве особаго соглашен1я.
4) Эта формула называется рекуррентной потому, что она умножен!е на 

(а +  1) сводить или *возвращаетъ“ къ умножен!ю на а.
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2. Первое основное предложеше относительно умножения есть за* 
конъ переместительны й, заключающая въ томъ, что результать 
умножешя не изменится, если мы множимое и множителя заменимъ другъ 
другомъ; этотъ законъ выражается сотношешемъ

ab = ba. (2)

Доказательство этого предложешя можетъ быть произведено при по
мощи совершенной индукцш. Представимъ себе а конечныхъ комплексовъ 
В, которые мы для отлич!я будемъ обозначать черезъ Вх, В2> • Ва\ 
допустимъ, что эти комплексы не имеютъ попарно общихъ элементовъ, 
но что все они эквивалентны и каждому изъ нихъ отвечаетъ число Ъ. Въ 
такомъ случае произведете аЪ представляетъ собой число комплекса М , 
который получимъ, если соединимъ все наши комплексы В19 Вг, Ва' 

Теперь къ каждому изъ комплексовъ Bv В2, Ва мы присоединимъ 
еще по одному элементу, такъ что число Ъ перейдетъ въ Ъ 1. Этимъ мы 
присоединяемъ къ М  еще а новыхъ элементовъ. Если М ' есть комплексъ, 
который мы такимъ образомъ получаемъ вместо М , то онъ выражается 
числомъ +  съ другой стороны, тотъ же комплексъ можетъ быть 
выраженъ числомъ a(b +  1), а потому

йЪ й =  й(Ь 1)5 (3)

это соотношеше сохраняетъ свою силу и при b = 1* Но при Ъ =  1, въ 
силу определен1я,

аЪ = Ьа.

Если мы поэтому примемъ, что соотношеше (2) доказано для не- 
котораго значешя числа Ьу то изъ равенства (3) вытекаетъ:

й{Ь -(- 1) =  Ъй й\

если же мы въ соотношенш (1) заменимъ а и Ъ другъ другомъ, то 
получимъ:

1 Ьй й = {Ь ^)й\
следовательно,

a(b +  1) =  (Ь +

т. е. справедливость соотношешя (2) доказана и для ближайшаго боль- 
шаго значен1я числа Ь. Мы можемъ поэтому применить совершенную 
индукшю, и справедливость переместительнаго закона доказана во всемъ 
его объеме.

Въ силу этого нетъ более основанШ къ тому, чтобы отличать 
другъ отъ друга множимое и множителя; ихъ называютъ обыкновенно, 
не различая, сомножителями произведен1я.
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Для производства умножешя достаточно знать произведешя любыхъ 
двухъ чиселъ въ ряду 1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8, 9 („табличка умножешя"), 
которыя мы составляемъ непосредственнымъ счетомъ и запечатлЪваемъ 
въ своей памяти. Десятичная система счислешя даетъ возможность извЪ- 
стнымъ способомъ составлять произведешя большихъ чиселъ.

3. Законъ сочетательный или ассощативный.
Представимъ себе теперь, что каждый элементъ во всЬхъ компле- 

ксахъ В1У В2, Вь, Ва замещенъ некоторымъ комплексомъ С; предпо
ложим^ что все эти комплексы С эквивалентны и выражаются однимъ 
и гЬмъ же числомъ с, но никаюе два изъ нихъ не имЪютъ общихъ эле- 
ментовъ. Теперь соединимъ все элементы этихъ комплексовъ С въ одинъ 
комплексъ Р, число котораго намъ нужно определить.

Но число комплексовъ С есть аЪ\ следовательно, число всехъ эле- 
ментовъ комплекса Р равно

(аЪ)с.

Съ другой стороны, въ каждомъ комплексе В содержится Ьс эле- 
ментовъ; а такъ какъ число комплексовъ В равно а, то число элементовъ 
комплекса Р  равно также

а (be).
Отсюда получаемъ соотношеше

(ab)c = a(bc), (4)

которое и выражаетъ сочетательный или ассошативный законъ.
Сочетая этотъ законъ съ предыдущими мы можемъ представить 

произведете трехъ сомножителей въ 12 различныхъ видахъ.
Правило производства вычислешя можно выразить следующимъ об- 

разомъ: выбираемъ любыя два изъ данныхъ трехъ чиселъ а, Ъ и с и 
перемножаемъ ихъ, полученное произведете умножаемъ на третье число; 
результатъ не зависитъ отъ того, какъ мы выбрали первый два числа, и, 
такъ какъ въ виду этого скобки уже не нужны, записывается такъ:

т =  abc.
Число т называется произведеш емъ трехъ чиселъ а, Ъ и с> а го- 
слЪдшя называются сомножителями этого произведешя.

Доказательство перемЪстительнаго и сочетательнаго законовъ можно 
сделать нагляднымъ, если мы представимъ себе элементы комплексовъ С 
въ виде шаровъ; шары эти распред^лимъ въ ряды по с въ каждомъ ряду; 
Ь такихъ рядовъ расположимъ въ виде прямоугольника, и загкмъ а такихъ 
прямоугольниковъ положимъ одинъ на другой.

Вся фигура им-Ьетъ въ такомъ случай видъ прямоугольной призмы, 
* три сходящихся ребра которой соответственно содержать а, Ъ и с ша-
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ровъ. Эти шары можно тремя способами распределить въ прямоугольники, 
а каждый прямоуголькикъ двумя способами разбить въ ряды.

4. Опираясь на эти предложешя, мы можемъ при помощи совер
шенной индукщи определить произведете любого числа множителей. 

Положимъ, что намъ данъ комплексъ R, состояццй изъ чиселъ

Пусть г будетъ число этихъ чиселъ. Выберемъ изъ нихъ произвольно два, 
перемножимъ ихъ и присоединимъ произведете къ остальнымъ числамъ. 
Мы получимъ комплексъ, содержаний г — 1 чиселъ. Съ этимъ комплек- 
сомъ мы поступимъ такъ же, какъ съ прежнимъ, т. е. вновь выберемъ 
два числа, перемножимъ ихъ и присоединимъ произведете къ осталь
нымъ числамъ. Этотъ процессъ мы будемъ продолжать до гЬхъ поръ, пока 
не получимъ только одно число. Это число не зависитъ отъ того, какъ 
мы выбирали въ каждомъ случае два числа для перемножешя, т. е. не 
зависитъ отъ порядка нашего вычислешя. Это число мы будемъ называть 
произведеш емъ сомножителей а, Ь, с, ...»  п и, обозначая его че- 
резъ т, будемъ писать

т. е. попросту напишемъ сомножителей одйнъ за другимъ.
Для доказательства высказаннаго утверждешя, на которое опирается 

это определеше 5), мы вновь воспользуемся совершенной индукщей. Какъ 
было доказано въ п. п. 2 и 3, предложеше это справедливо, когда г =  2 
или же когда г =  3 (здесь нельзя ограничиться случаемъ г = 2, т. к. при 
двухъ сомножителяхъ ассощативный законъ не находитъ себе примЪнешя). 
Теперь примемъ, что наше предложеше справедливо для произведешя 
Г — 1 сомножителей, и докажемъ, что оно при этихъ услов!яхъ справед
ливо и для произведешя г сомножителей. Итакъ, въ системе R выберемъ 
прежде всего два числа и составимъ ихъ произведете; за эти числа мо- 
гутъ быть взяты а и Ъ, — это зависитъ только отъ обозначешя; мы полу- 
чаемъ такимъ образомъ комплексъ j?', содержащий г — 1 чиселъ.

Если мы теперь начнемъ нашъ процессъ иначе, то мы можемъ либо 
выбрать первыя два множителя отличными отъ а и Ь, — напримеръ, со
ставить комплексъ R!1 изъ г — 1 чиселъ

a, by Су dy п (R ).

т  = a b e d  . . .  п,

(ab), с, dy п (R').

а> by (cd) ,  •• .у п (R

*) Т. е. что результатъ не зависитъ отъ порядка процесса.
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либо же сохранить число а или число Ъ въ качеств^ одного изъ двухъ 
первыхъ множителей, т. е. составить, скажемъ, комплексъ

{ас), b, d, п (R'")•

Согласно допущению, произведетя чиселъ въ каждомъ изъ компле- 
ксовъ R', R ’ и R"' не зависятъ отъ порядка вычислешя; вслЪдсгае этого 
вычислеше можно продолжать такъ, чтобы послЪ перваго же npieMa 

комплексы R' и R ', а также комплексы R' и R ”, дали тождественные 
результаты; именно, комплексы R  и R", очевидно, могутъ дать комплексъ

(ab), {cd), п;
комплексы же R' и R " могутъ дать комплексъ

(аЬс), dy . п.
А такъ какъ R какъ уже было сказано, во всякомъ случай даетъ одно 
и то же окончательное произведете, то то же произведете даютъ ком
плексы R" и R

5. Изъ соотвЪтствующихъ предложен^ относительно сложетя (§8,3) 
непосредственно вытекаетъ, что произведете двухъ сомножителей воз- 
растаетъ съ каждымъ изъ нихъ, т. е., если

а >  а\ 
то

аЪ >  а'Ь;
и подавно, если

а> а' и Ъ> Ь'у 
то

ай >  а'Ь',
Посредствомъ индукщи отсюда легко вывести предложеше, что произве
дете какого угодно числа сомножителей возрастаетъ, если увеличимъ 
нЪкоторые изъ его множителей, а остальные оставимъ безъ измЪнешя. 
Какъ слЪдств!е отсюда, получаемъ также, что п р о и зв ед ете  ас 
лишь въ томъ случай равно пртгсгзведентю Ьс, если а = Ъ.

§ 10. П роизведем суммъ.

1. Положимъ, что въ произведен^ двухъ сомножителей одинъ изъ 
нихъ представляетъ собой сумму нЪсколькихъ слагаемыхъ. Въ этомъ слу„ 
чаЪ произведете можно представить въ вид-fe суммы такого же числа 
слагаемыхъ, не производя сложетя предварительно.

Положимъ, напримЪръ, что намъ нужно помножить сумму г сла
гаемыхъ

S = a-{-b-{-c-{- -\- и
В е б е э ъ ,  Эпциклоп. элемент, алгебры. 3
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на число т\ согласно опредЬлешю умнож етя, это произведете равно 
cyMMt т слагаемыхъ, равныхъ а, т слагаемыхъ, равиыхъ b, и т. д., 
т слагаемыхъ, равныхъ п. Такъ какъ мы можемъ соединять слагаемый 
въ катя  угодно группы и производить слож ете въ какомъ-угодно по
р я д и , то мы можемъ соединить т слагаемыхъ, равныхъ а, т. е. соста
вить произведете та, затЪмъ соединить всЪ слагаемый Ъ, т. е. составить 
произведете mb, и т. д. и, наконецъ, составить произведете тп. Такимъ 
образомъ, мы получимъ:

ms = via +  mb +  тс +  • • • +  тп.
Чтобы показать, что намъ нужно помножить всю сумму а +  b +  • ■ •

. . . -|-  п, нужно воспользоваться скобками; сообразно этому, пишемъ:

т(а + Ь + с +  • ■. +  п) = та +  mb +  тс +  • • • +  тп. (1)

Въ виду же закона перемЪстительнаго при умноженш мы отсюда 
получаемъ также:

(а +  b +  с + -----f- п) т = am +  Ът +  cm + • ' • • +  пт. (2)

Часто случается, что сумма дана въ формЪ

та + mb + тс +  • •• +тп>
»

но что по тЪмъ или инымъ причинамъ выгоднЪе представить ее въ 
одной изъ формъ:

т(а +  Ь +  с+  • • • +  я) или {а +  b +  с + ------Ь п)т.
Эта операшя называется вы н есен 1 ем ъ  за  с к о б к и  м н о ж и т е л я  т.
2. Если второй сомножитель т также представляетъ собою сумму 

н'Ьсколькихъ слагаемыхъ, такъ что

т =  а' -|- Ь' Н~ с' п\
то въ правой части равенствъ (1) и (2) можно вновь применять то же 
самое правило; такимъ образомъ, мы получаемъ следующее предложеше: 

Ч т о б ы  с о с т а в и т ь  п р о и з в е д е т е  д в у х ъ  с у м м ъ

(а +  b +  с +  • • • +  п) {а' +  Ь' +  с’ +  • • • +  п'),
умножаемъ^ каждое слагаемое о д н о й  суммы на каждое сла
гаемое д р у г о й  суммы и с к л а д ы в а е м ъ  всЪ п о л у ч е н н ы й  т а к и м ъ  
о б р а з о м ъ  п р о и з в е д е ш я .

Если первая сумма содержитъ г, а вторая г* слагаемыхъ, то произ
ведете  содержитъ гг1 слагаемыхъ, потому что каждое изъ г  слагаемыхъ 
am, bm, cm въ правой части равенства (2) разлагается на /  сла
гаемыхъ.

§ Ю
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Вместо того, чтобы обозначать рядъ чиселъ последовательными 
буквами а, b, с . . . ,  часто пользуются одной и той же буквой, напри
меръ, буквой а, присоединяя къ ней указатели или „индексы":

0-х > ft?.* az , • • • )  й г »

Самый индексъ часто также обозначаютъ буквой, которая можетъ 
иметь значеше 1, 2, 3, г, — напримеръ,

clii I == I» 2, 3, • • • j т•
Сумму s чиселъ ах, я 2, а3, . йг можно въ этихъ обозначешяхъ 

выразить такъ:
г

i = l

где знакъ 2  служитъ для сокращ енная обозначешя слова „сумма"; числа 
1 и г называются п р е д е л а м и  индекса/. Если указаше этихъ пределовъ 
представляется излишнимъ, то пишутъ короче:

5 =  j  di.

Въ этихъ обозначешяхъ содержаше предложешя 2 можетъ быть 
выражено такъ:

Это предложеше можетъ быть также распространено на произве
д ете  несколькихъ множителей, — напримеръ:

Выражеше вида а-{-Ъ, где а и b суть неопределенный числа, 
называютъ д в у ч л е н о м ъ  или б и н о м о м ъ .  Точно такъ же выражеше 
a + b + с называется т р е х ч л е н о м ъ  или три ном омъ,  и вообще сумма 
несколькихъ слагаемыхъ, обозначенныхъ буквами, называется мн ого ч ле -  
номъ  или по лин омомъ.  Отдельный слагаемый называются ч ле н ам и  
полинома 6).

в) У Евклида („Элементы", X, 36) выражен!е „Ы Ы>о dvo^ctTcav" (ex duobus 
nominibus) употребляется для oбoзнaчeнiя суммы двухъ несоизмеримыхъ отрезковъ. 
ртсюда произошли термины „биномъ, триномъ, полиномъ". Состоя изъ одного ла- 
тйнскаго и изъ одного греческаго корня, эти термины съ точки зр£шя языко- 
знашя образованы неправильно.

з»
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§ 11. Возвышение въ степень*

1. Сложеше равныхъ елагаемыхъ привело насъ къ умножешю; 
точно такъ же умножеше равныхъ сомножителей приводить къ новому 
дЪйств1ю — в о з в ы ш е н ш  в ъ  с т е п е н ь .

Положимъ, что намъ нужно составить произведете п  сомножителей,, 
которые все равны между собой, — именно, равны, скажемъ, числу а . Ре- 
зультатъ этой операцш называется п -о й  с т е п е н ь ю  ч и с л а  а и обозна
чается символомъ ап, такъ что

а • а • а ••• а =  ап \ (1)

въ левой части этого равенства подразумЪваемъ п  сомножителей; число а  
называется о с н о в а н 1 е м ъ  степ ен и,  а число п — п о к а з а т е л е м ъ  с т е п е н и ;  
говорятъ также короче: „а въ п-ой степени". „ В о з в ы с и т ь  ч ис ло  а въ 
П -ую  с т еп е н ь "  значить вычислить 7г-ую степень числа а.

Въ частности, въ виду геометрическихъ приложешй, вторая степень 
числа а  часто называется „ к в а д р а т о м ъ  ч ис ла  а" ,  а третья степень — 
„ к у б о м ъ "  этого числа

Первая степень числа а  равна основашю а:

а1 = а. (2)

Такъ какъ произведете всякаго числа на 1 даетъ въ результате, 
множимое, то при любомъ показателе п

1” = 1 .  (3)

Основная теорема относительно степеней, которая выводится непо
средственно изъ опредЪлетя, заключается въ следующемъ:

2. Ч т о б ы  п е р е м н о ж и т ь  д в е  с т е п е н и  о д н о г о  и т о г о  же  о сно -  
в а н 1я, д о с т а т о ч н о  с л о ж и т ь  п о к а з а т е л е й ;  въ  с и м в о л а х ъ :

а г а п =  ат+п. (4)

Справедливость этого равенства вытекаетъ изъ того, что справа и
слева мы имеемъ т  +  п  множителей, равныхъ а . Это предложеше при 
помощи совершенной индукцш легко обобщается на произвольное число 
множителей, такъ что

атап - . .  а? =  а г + л+  “  • + * , (5 ;

каковы бы ни были числа т , п, q и каково бы ни было число ихъ г„

3 . ; Если въ равенстве (5) все показатели равны между собой, то  
оно выражаетъ следующую вторую теорему о степеняхъ:
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Ч то бы  воз вы сит ь  степень  въ новую степень,  д о с т а т о ч н о  
п е р е м н о ж и т ь  показателей,  т. е.:

(ату  = агг. Гб)

4. Чтобы возвысить въ степень произведете нЪсколькихъ сомно
жителей, можно возвысить въ эту степень каждаго изъ сомножителей в ъ  

отдельности и полученный произведешя перемножить:

> (аЪс • *•)” =  апЬнсп •••.

Если зд1ьсь вновь будемъ считать всЪ основашя a, b, С • • • равными 
между собой, то мы, въ силу соотношешя (5), вновь получимъ пред- 
ложеше п. 3.

5. Если число а больше 1, то ап тЪмъ больше, чЪмъ больше по
казатель п\ можно всегда выбрать число п  настолько большимъ, чтобы 
й11 было больше любого заданнаго числа с. Въ этомъ легко убедиться 
индуктивнымъ путемъ. Въ самомъ дЪл'Ь, утверждеше справедливо, если 
С — 1, потому что даже а1 уже больше 1.

Если же ап >  с, то an+1 > а с ^ с +  1 и яп+ 2|> я (с  +  1) >  с +  1. Тг- 
кимъ образомъ, если наше утверждеше справедливо для нЪкотораго зна- 
чешя с, то оно справедливо также для с +  1.

ВмЪсгЬ съ тЪмъ, если ап > с  для нЪкотораго значения т  показателя п, 
то тЪмъ болЪе ап >  с, если п  имЪетъ значение большее, нежели т .

6. Въ основаны нашей десятичной системы счислешя лежатъ сте
пени числа 10. Число 10,г изображается 1 съ п  нулями и образуетъ еди
ницу (п-\- 1)-го разряда. Число, изображаемое г  цифрами а> Ъ, С, . т, 11, 
им'Ьетъ значен1е

a W  +  МО**-1 +  c l  О1- 2 4------+  т  10 +  п .  (7)

Но чтобы самое мЪсто, занимаемое цифрой, могло служить для обо- 
значешя степени, необходимо также указать, каюя степени отсутствуютъ; 
для этого служитъ зндкъ 0 (нуль), который тоже принято считать цифрой. 
Сообразно съ этимъ въ выражены (7) подъ а, Ь, с, т, п  нужно разу
меть одинъ изъ знаковъ:

0, 1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8, 9.

Если при некоторомъ вычислены число единицъ какого-либо раз
ряда превышаетъ 9, то нужно пользоваться формулой

( А + 1 0 ) . 1 0 г =  10’ +1 +  д 1 0 г .

Такимъ образомъ, правило ум.ножешя чиселъ въ десятичной системе 
основывается, какъ мы видимъ, на предложены п. 2 § 10-го
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При возвышенш въ степень не имЪютъ места ни переместительный 
ни сочетательный законы, потому что аь им%етъ другое значеше, нежели 

Ьа (наприм^ръ, а 1 = а , l a =  1); точно такъ же им^етъ не то значеше, 

что (атУ\ напримеръ, с№  ̂=  й у (а 1)г =  а г . Вследств1е этой именно причины 
не образуютъ новыхъ дЪйствШ въ томъ порядке идей, въ какомъ умножеше 
составлено изъ сложешя, хотя по существу это стало бы возможно, если 
принять за основаше и показатель одно и то же число. Законы такой 
операцш были бы довольно сложны, а нужды практической жизни и 
науки не дЪлаютъ такого обобщешя необходимымъ.

§ 12. Вычиташе. Отрицательный числа.

1. Если мы изъ конечнаго комплекса А  исключили» его часть В, 
то остается конечный комплексъ А  — В ,  число котораго с вполне опре
деляется числами а и b комплексовъ А  и В . Мы будемъ записывать эту 
зависимость числа с отъ чиселъ а  и b въ виде:

с =  а  —  b (1 )

и будемъ называть а — b (а  минусъ Ь) р а з н о с т ь ю  чиселъ а и Ь'у дЪй- 
ств1е же, посредствомъ котораго эта разность находится, — вы чита  Hie мъ; 
число а  называется у м е н ь ш а е м ы м ^  число b вы ч и та е м ы м ъ .

Такъ какъ комплексъ В  представляетъ собой часть 7) комплекса А у 
то число b  должно быть меньше числа а , т. е. у м е н ь ш а е м о е  д о л ж н о  
б ы т ь  б о л ь ш е  в ы ч и т а е м а г о .

Чтобы совершать вычиташе въ десятичной системе, достаточно за
помнить результаты этой операцш (получаемые непосредственнымъ вы- 
числешемъ) для небольшихъ чиселъ; именно, нужно разобрать все случаи, 
въ которыхъ уменьшаемое не превышаетъ 18, а вычитаемое не превы- 
шаетъ 9. Уже это вычислеше въ десятичной системе часто приводитъ 
иасъ къ тому, что нужно вычесть большее число изъ менынаго; чтобы 
выйти изъ этого затруднешя, мы занимаемъ едниницу следующаго высшаго 
разряда; но научная ариеметика, а также мнопя ея применешя требуютъ 
еще более широкаго обобщешя задачи вычиташя, которое можетъ быть 
достигнуто введешемъ новаго рола чиселъ.

2. Д а н ы  д в а  ч ис ла  а  и т р е б у е т с я  на й ти  ч и с л о  с> к о т о р о е  
н у ж н о  п р и б а в и т ь  к ъ  ч и с л у  Ъ для  того ,  ч т о б ы  п о л у ч и т ь  число  а*

Если а >  Ь, то эту задачу решаютъ формулой (1). Если а =  ЬУ 
то не нужно ничего прибавлять къ Ьу чтобы получить число а\ это мы

7) Авторъ часто употребляетъ слово „часть" вместо „правильная часть, 
(§ 2, 5). Впрочемъ, это нигде не вызываетъ двусмысленности.
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выразимъ, какъ и въ десятичной системе, тЪмъ, что будемъ обозначать 
знакомъ 0 отсутствие какихъ бы то ни было объектовъ; т. е. положимъ

а — а =  0 ; а +  0 =  а; а —0 =  а ; ( 2)

въ н и с к о л ь к о  б о л е е  ш и р о к о м ъ  смысла  слова  мы будемъ теперь 
0 также называть числомъ. Если же число b >  а, то задача содержитъ 
въ себе требоваше, которое при наличныхъ средствахъ невыполним!^' 
Если, однако, мы все же желаемъ сделать эту задачу разрешимой, то 
мы должны придать слову „число" более широкое значеше.

3. Представимъ себе еще одинъ рядъ натуральныхъ чиселъ (безъ нуля) 
и воспользуемся этимъ вторымъ рядомъ для счета объектовъ, находя
щихся въ известномъ противоположенш къ темъ объектамъ, которые мы 
считали при помощи перваго ряда, какъ, напримеръ, объекты, располо
женные справа и слева, градусы, лежашде выше и ниже точки замерзашя, 
имущество и долгъ. Для различешя мы должны чемъ-нибудь отличать 
числа второго ряда отъ чиселъ перваго ряда. Чтобы произвести это раз
ящие, мы будемъ называть числа перваго ряда по лож ительны ми ,  числа 
второго ряда — о т р и ц а т е л ь н ы м и  и последшя будемъ отмечать зна
комъ—, т. е. будемъ писать:

или въ словахъ: „минусъ одинъ", „минусъ два", „минусъ три", 
если почему-либо требуется особенно подчеркнуть это противоположение, 
то положительный числа часто обозначаются знакомъ + ,  т. е. пишутъ

+  1, + 2 ,  + 3 ,

или въ словахъ: „плюсъ одинъ", „плюсъ два", „плюсъ т р и " , . . . .
Натуральное число а называется а б с о л ю т н ы м и  з н а ч е ш е м ъ  чи

селъ +  а и — а. Чтобы обозначить число того или другого ряда, поль
зуются также знакомъ +  а (плюсъ или минусъ а).

Знаки +  и — въ символе +  а  называются знаками числа +  а . 

Число нуль мы можемъ отнести къ тому или другому ряду: +  0 и 
— 0 тождественны. Два числа этихъ двухъ рядовъ, имеющие одну и ту же 
абсолютную величину, называются п р о т и в о п о л о ж н ы м и .  Число 0 проти
воположно себе самому. Число, противоположное противоположному числу, 
совпадаетъ съ первоначальнымъ числомъ. Если поэтому а  есть отрица
тельное число, то подъ символомъ — а разумеютъ положительное число 
съ тою же абсолютной величиной. Этотъ двойной рядъ чиселъ, включая 
сюда 0, мы будемъ называть р я д о м ъ  целыхъ чиселъ.  Числа этого 
ряда мы расположимъ по величине при помощи следующаго правила:

§ 12
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4. B e t положительный числа больш е нуля, все отрицатель
ный числа меньше нуля. Если а есть полож ительное число, то

а >  0 и — д <  0.

П олож ительныя числа мы будемъ располагать въ томъ же по
рядке, какъ и прежде, а отрицательный —въ противоположномъ 
1?Ьрядке, такъ  что изъ двухъ отрицательны хъ чиселъ меньшимъ 
считается то, которое им ^етъ большую абсолю тную  величину.

Благодаря такому соглашению, если а, /? и у суть три произволь- 
ныхъ целыхъ числа и а <  /?, а /? <  у, то а <  у.

Это расположеше чиселъ по величинt  называютъ „алгебраическимъ"; 
такимъ образомъ, говорятъ, что одно число „алгебраически больше 
или меньше" другого, если принимаются во внимаше знаки чиселъ; 
если же говорятъ, что одно число „абсолютно больше или меньше дру
гого", то подъ этимъ разумеется, что абсолютная величина перваго числа 
больше или меньше абсолютной величины второго. Если число а алге
браически меньше числа /?, то пишемъ а <  /? или /? >  а; если при этбмъ 
не исключается возможность равенства, то пишемъ а ^  /?, или въ сло- 
вахъ: „а равно /? или меньше, нежели /?“ (иногда говорятъ короче, хотя 
и не совсЪмъ правильно, такъ: „а равно или меньше /?“); аналогично 
этому пишутъ: /? а.

Чтобы сделать эти определешя наглядными, представимъ себе рядъ 
точекъ, нанесенныхъ на прямой линш (напримеръ жемчужины, нанизанныя 
на нити). Любую изъ этихъ точекъ пометимъ цифрой 0, а затемъ при 
счете въ одномъ направленш, скажемъ, слева направо, будемъ отмечать 
точки числами' + 1 ,  + 2 ,  +  а въ другомъ направленш — числами 
— I, — 2, — 3, . . .  (фиг. 1).

—О—
*3

—о-

Ф::г. 1.

При такихъ услов1яхъ точке, лежащей направо отъ другой точки, 
всегда отвечаегь большее число;.числа возрастаютъ слева направо, или, 
какъ часто говорятъ, въ положительномъ направленш.

§ 1 3 .  Действ1я надъ целыми числами.

Надъ этими числами мы установимъ теперь совершенно произвольно 
нижеследуюшдя правила действШ; при этомъ мы будемъ руководиться 
только темъ о с н о е н ы м ъ  положешемъ, чтобы установленный уже действия 
въ области натуральныхъ чиселъ представляли собою частные случаи вво. 
димыхъ нами новыхъ более общихъ правилъ и чтобы основные законы
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ариеметическихъ дЪЙствШ сохранили, по возможности, свою силу при 
этомъ обобщенш.

1. Сложен1е. Пусть а и ft будутъ два цЪлыхъ числа съ абсолют
ными величинами а и Ь', положимъ при этомъ, что

b w a .  (1)

Въ такомъ случай мы положимъ:

а  +  ft = С1 + Ь, если а имЪетъ знакъ + ,  /9 имЪетъ знакъ -f- 
^ 4“ /9 =  Ь  — c l »  n  » я ~

a +  ft =  — (b — a) „ ,, „ „ 4
a +  {I =  — {/d b) \  я « я -

а +  р  =  р + а * ) .

Число 0 можетъ быть при этомъ отнесено произвольно къ положитель- 
нымъ или къ отрицательнымъ числамъ, и мы положимъ а — а =  0.

Съ помощью ряда точекъ, приведеннаго въ § 12 (фиг. 1), правило 
сложешя можно сделать нагляднымъ.

Чтобы къ числу а прибавить число /?, имеющее абсолют
ную величину bf отсчитываемъ b точекъ въ положительномъ 
направленш, начиная съ точки «4-1» если /9 есть число поло
жительное, и въ отрицательномъ направленш, начиная съ точки 
<х — 1, если /? есть число отрицательное; точка, къ которой мы 
такимъ образомъ придемъ, соотвЪтствуетъ числу а 4- /?.

2. Вычитан1е. Полагая по прежнему b ^ -а, мы положимъ:

0 г II 1 1

Знаки чиселъ а
. 4-

и /9 

4-
— — (а-\-Ь)

•
4 (4)

=  d + b 4" —

II 1 — —
Р - а  = - { а —Р). (5)

Мы видимъ, ̂ такимъ образомъ, что сложеше и вычиташе натуральныхъ 
чиселъ подходить подъ эти опредЪлешя, какъ частные случаи. 8

8) Определения, содержащаяся въ соотношешяхъ (2), устанавливаютъ, что 
значитъ прибавить къ числу а число /9, имеющее такую же или большую абсолют
ную величину; определеше это дополняется соглашешемъ (3), которое говорить, 
что прибавить къ числу а число Д имеющее меньшую абсолютную величину, 
означаетъ то же, что прибавить къ числу 0 число а.
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Вместе съ rfcмъ по этимъ правиламъ любое число можетъ быть 
вычтено изъ другого числа; результатъ всегда представляетъ собой опре
деленное число нашего ряда.

3. Вычиташе можетъ быть приведено къ сложешю посредствомъ 
формулы

a - ft =  а  +  { -  iS). (6)

С ообразно съ этимъ вычесть н екоторое  число равносильно 
тому, чтобы прибавить то же число съ обратнымъ знакомъ.

Поэтому вычиташе такъ же, какъ и сложеше, можетъ быть выпол
нено при помощи отсчитывашя точекъ въ томъ или въ другомъ нaпpaвлeнiи.

4. Сочетательный законъ при cлoжeнiи. Переместительный 
законъ при сложенш мы уже выразили формулой (3).

Законъ сочетательный долженъ выразиться соотношешемъ

(« +  Р) +  У =  а  +  (Р  +  У ) =  Р  +  («  +  7 ) ,  ( 7 )

где а, и у суть произвольный три числа, абсолютный значешя кото- 
рыхъ обозначимъ черезъ а у b и с-

Этотъ законъ вытекаетъ изъ определенШ (2) и (3). Число случаевъ, 
которое следовало бы различать относительно знаковъ чиселъ а, /? и у, 
значительно уменьшается благодаря следующему обстоятельству: по 
конструкцш равенствъ (7), если онЪ оказываются справедливыми при 
некоторомъ значенш а, /? и у, то онЬ сохраняютъ свою силу и въ томъ 
случае, если мы заместимъ другъ другомъ а  и /?, или (} и у, или а и у 9); 
а также, если мы заместимъ а, /? и у черезъ — а, —• /? и — у. Вслед- 
ств1*е этого намъ достаточно доказать соотношеше (7) въ томъ предпо
ложении, что

а ^ Ъ ^ с

и что у есть положительное число (у == с). При этихъ услов!яхъ намъ 
остается разсмотрЬть только 4 случая, соответствуюице четыремъ ком- 
бинащямъ чиселъ а  и (3. Соответственно этимъ комбинащямъ, соотноше- 
*ия (7) принимаютъ таюя формы:

1. Числа а  и /? положительны:

(# +  Ь) +  с = й +  (Ь +  с) = Ъ +  (а +  с);
2. Число а отрицательно, число /? положительно:

(Ь — а) +  с — (Ь +  с) — а =  Ъ +  (с — а);

3. Число а  положительно, число /3 отрицательно:

с  — (Ь — а) =  а  +  (с — Ь) = (д +  с) — Ь;

®) Такъ какъ при этомъ одне части равенства переходятъ въ друпя.



4. Числа а и /? отрицательны:

с — (й Ь) = (с — Ь) — й = (с —  й) — Ь} если с >  а +  by 
(а +  b) — с = а — (с — b) =  b — (с — а)у если с < а  +  Ь.

Справедливость этихъ формулъ становится очевидной, если мы примемъ во 
внимаше, что изъ самаго понят о соединены комплексовъ (п. 3 § 3-го) 
и объ исключены изъ комплекса его части (п. 1 § 12-го), сверхъ соотно- 
шенШ, указанныхъ въ п. 2 § 8-го, вытекаютъ еще сл'Ьдуюиця зависимости:

(А  В) — С = А  -|- (В — С)
а  -  ( в  -  с )  = ( л -  В) +  а

Если мы теперь дословно повторимъ тотъ же рядъ разсужденШ, 
который былъ примЪненъ въ п. 4 § 9-го къ умножешю, то получимъ 
слЪДующШ более общЫ законъ:

5. Если намъ нужно определить сумму любого количества 
ц^лыхъ чиселъ (слагаемыхъ), то можно поступать слЬдующимъ 
образомъ: выбираемъ произвольно два слагаемыхъ, складыва- 
емъ ихъ и сумму присоединяемъ къ остальнымъ слагаемыми 
Въ полученной такимъ образомъ новой системе, содержащей 
уже меньше элементовъ, мы вновь выбираемъ два и поступаемъ 
съ ними точно такъ же, какъ выше. Этотъ процессъ мы продол- 
жаемъ до техъ  поръ, пока не останется только одно число. Это 
число не зависитъ отъ порядка, въ которомъ мы производимъ 
наши отдельныя onepauin, и называется суммой всехъ чиселъ.

6. Законы переместительный и сочетательный принимаютъ для вы
читан in другую форму, которая получается изъ соответствующихъ фор
мулъ сложешя, если разсматривать вычитаже, какъ прибавлеше отрица- 
тельныхъ чиселъ (п* 1); именно, каковы бы ни были числа а, /? и у,
имеютъ место следуюнця соотношешя:

а ~ Р  =  - ( P - а ) ,  (ср. (5)) (8)

(« +  Р) -  У =  « +  (Р -  Г). С9)
(а — Р) + у =  а -  (/3 -  у) =  а +  (у -  Р), (Ю)

(а — Р) — У =  а — {Р +  у) =  (о — у) -  р. (11)

7. Отсюда легко получить (при помощи совершенной индукцЫ) 
часто применяемое правило вычиташя многочлена, известное также подъ 
назвашемъ „правила для р аск р ы т  скобокъ"; оно выражается следующей 
формулой:

а - ( Р + у +  ... +v) = а - р - у  -  ... -  г,
или въ словахъ:
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Если нужно вычесть изъ какого-либо числа многочленъ» 
составленный изъ произвольнаго количества чиселъ и заклю
ченный въ скобки , то можно скобки опустить, изменяя при 
этомъ знакъ каждаго члена на обратный, или, иначе, заменяя 
каждое сложеш е вычиташемъ и обратно.

§ 14. Умножение.

1. Если мы будемъ разсматривать умножеше, какъ повторное сло- 
жеше (§ 9), то мы можемъ распространить это д е й с т е  и на тотъ случай, 
когда множимое отрицательно или равно нулю. Правило сложешя преды
дущ ая параграфа въ этомъ случай даетъ:

a * ( - b )  =  - ( a b ) ,  (1)
а -  0 =  0. (2)

Но если множитель есть число отрицательное, то прежнее опредЪлеше 
теряетъ всяшй смыслъ: отъ насъ зависитъ приписать этимъ символамъ 
то или другое значеше 10). Мы определимъ умножеше для техъ случаевъ? 
когда множитель отрицателенъ или равенъ нулю, следующими соотноше- 
шями: '

( -  а)Ъ =  -  (ab), (3)

(— а) (— Ь) =  ab, (4)

0-Ь = 0. (5)

Формула (3) необходимо вытекаетъ изъ формулы (1), если поста - 
вимъ себе задачей сохранить переместительный законъ; формула же (4) 
следуетъ изъ формулы (3), если последняя должна остаться въ силе и 
для отрицательныхъ значешй числа Ьу ибо — (— а) =  +  я, какъ мы 
установили выше. Наконецъ, соотношеше (5) вытекаетъ изъ формулы (2) 
въ силу переместительная закона ll).

10) Выражеше (—а) • Ь представляетъ собой символъ., которому предыдущими 
определешями не присвоено никакого определеннаго значешя. Отъ насъ зависитъ 
поэтому приписать этому символу то значеше, которое мы найдемъ целесообразнымъ.

1J) Выражаемая здесь мысль заключается въ следующемъ: определеше умно
жения при отрицательномъ и нулевомъ множителе необходимо сводится къ соот- 
ношешямъ (3), (4) и (5), если мы желаемъ сохранить законъ переместительный 
и если формула (3) должна остаться справедливой и для отрицательныхъ значешй 
множимаго Ь; действительно, если законъ переместительный долженъ остаться 
въ силе, то число (— а)Ь должно быть равно числу Ь(— а) или, по формуле (2), 
числу — (ab). Точно такъ же, если формула (3) должна остаться въ силе при отри
цательномъ значенш числа Ь, то

(— а) ( — &) =  — (— ab) = аЬ.
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Согласно установленнымъ такимъ образомъ определешямъ, для лю- 
быхъ двухъ ц'Ьлыхъ чиселъ а и ft остается въ силе переместительный 
законъ

«/9 =  £ а ;  (6)

определешя же (1) — (5) могутъ быть выражены следующимъ правиломъ:

Если од и н ъ  и зъ  д в у х ъ  сом н ож и телей  о б р ащ ается  въ  нуль, 
то  и п р о и з в е д е т е  р авн о  нулю.

П р о и з в е д е т е  д в у х ъ  п о л о ж и тел ь н ы х ъ  или д в у х ъ  отри ц а- 
тельн ы хъ  ч и селъ  есть число п о л о ж и тел ь н о е .

П р о и з в е д е т е  п о л о ж и тел ьн аго  числа на о т р и ц а т е л ь н о е  есть  
число о т р и ц а те л ь н о е .

Законъ со четател ьн ы й  для умножешя гласить:

0 0 )7  =  афу) = Р(ау), (7)
что нетрудно вывести изъ того же закона для положительныхъ чиселъ 
и изъ соглашешй п. 1, если перебрать все комбинащи знаковъ, которыя 
здесь возможны. Вместе съ т^мъ доказывается и общее предложеше 
относительно произведешя сколь угодно большого числа сомножителей (§ 9):

(I =  а р у  ■ ■ v,

согласно которому это произведете можно получить, перемножая про
извольные два сомножителя, умножая затЪмъ полученное произведете 
на третьяго множителя, и т. д., пока не останется только одно число; 
результатъ не зависитъ отъ порядка, въ которомъ ведется это вычислеше 12).

2. Въ случае, если между сомножителями имеются отрицательныя 
числа, можно сделать следующая заключешя относительно знака всего 
произведешя.

Чтобы определить знакъ произведешя, перемножимъ сначала всЬхъ 
положительныхъ сомножителей; если остается только одинъ отрицатель
ный множитель, то произведете им^етъ, согласно п. 1, о т р и ц а т е л ь н о е  
значеше; если же имеется несколько отрицательныхъ произведен^, то 
мы распределимъ ихъ въ пары и перемножимъ сомножителей каждой 
пары, которые дадутъ положительныя произведешя. Если после этого 
остается еще одинъ отрицательный множитель, то произведете отрица
тельно; если же все отрицательные множители могутъ быть распреде
лены въ пары, то произведете положительно.

Это заставляетъ насъ делать следующее различ!е между натураль
ными числами. Если некоторый комлексъ обладаетъ темъ свойствомъ,

п) Данный въ § 9 выводъ основывается исключительно на сочетательномъ 
и переместительномъ законахъ. Онъ остается поэтому въ силе, коль скоро оста
ются въ силе эти два закона.
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что всЪ его элементы могутъ быть безъ остатка распределены въ пары, 
то соответствующее ему число называется ч етн ы м ъ ; если после распре
делен а элементовъ въ пары, остается одинъ свободный элементъ, то 
соответствующее число называется н еч етн ы м ъ .

При помощи совершенной индукщи можно безъ труда убедиться, 
что однр и то же число не можетъ быть одновременно четнымъ и не
четнымъ. За каждымъ четнымъ числомъ следуетъ нечетное число, за 
нечетнымъ — четное.

1, 3, 5, 7, 9, l i  суть нечетныя числа; 2, 4, 6, 8, 10, 12 суть четныя
числа.

После этого опредЪлешя мы можемъ выразить правило знаковъ 
при умноженш следующимъ образомъ.

П р о и з в е д е т е  п о л о ж и т ел ь н о , если  чи сло  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  
со м н о ж и тел ей  ч ет н о , и о т р и ц а т е л ь н о , если  чи сло  о т р и ц а т е л ь 
ны хъ сом н ож и телей  н е ч е тн о .

3. Когда установлено понят1е о произведен^ какого угодно числа 
сомножителей, то пошше о с теп ен и  о т р и ц а т е л ь н а г о  чи сла опреде
ляется само собой. Степень отрицательнаго числа имеетъ положительное 
значеше, если показатель есть число четное, и отрицательное, если по
казатель есть число нечетное:

( — а)п =  а11, если п  есть число четное,

=  — йп, если п  есть число нечетное.

Въ ч астн о сти  к в а д р а т ъ  о т р и ц а т е л ь н а г о  чи сла в с е гд а  
с т ав л я е т ъ  с о б о й  п о л о ж и т е л ь н о е  число .

Обратимъ еще внимаше на слЪдующШ частный случай:

( — 1)* — +  1, если п  есть число'четное,

=  — 1,- если П есть число нечетное.

Последней формулой часто пользуются, чтобы выразить, что некоторое 
число, зависящее отъ п> имеетъ положительное значеше при четномъ п  
и отрицательное значеше при нечетномъ п.  Такъ, напримЪръ, соотно- 
шешя (8) могутъ быть выражены такъ:

§ И

(8)

п ред-

СЭ)

( — а)” =  ( -  1 )"й” .



ГЛАВА III.

Д'Ьлеше и введете  дробей.

§ 15. Д'ЪлеHie и делимость чиселъ.

1. Е сли й и i  суть  натуральны й числа, то всегд а  мож но
о п р е д е л и т ь  п о л о ж и тел ьн о е  число т таки м ъ  о б р азо м ъ , чтобы  
m b  бы ло больш е, неж ели а . •. С ^

Въ самомъ деле, если а =  1, то теорема, очевидно, справедлива 
при всякомъ by ибо b ^  1, и достаточно взять п  >  1, чтобы nb  было 
больше 1 (§ 9, 5); отсюда следуетъ, что, при всякомъ а , n a b > a  и, 
следовательно, m b  >  а, если т  ^  па.

Если b <  ау то изъ всехъ значешй числа т, удовлетворяющихъ 
неравенству т Ь > а ,  имеется одно наи м ен ьш ее. Это наименьшее число 
больше 1; мы его обозначимъ поэтому черезъ q +  1, такъ что

qb а <  (q +  1)Ь.

Если мы поэтому положимъ

а — qb =  г,

го, когда qb =  а у число г  =  0, а въ противномъ случаъ г есть положи
тельное число, меньшее, нежели b. Отсюда вытекаетъ следуюцДй выводъ.

2. Е сли  а и b суть  два н ату р ал ьн ы й  числа и b <  Я, то  мож но 
о п р е д е л и т ь  п о л о ж и тел ьн о е  число q и д р у го е  число г, к о т о р о е  
равно  или больш е 0 и меньш е, "неж ели Ь} таки м ъ  о б р азо м ъ , 
чтобы  и м ело  м е с то  cooTHomeHie:

а =  qb +  r\ (1)

эти числа q и г  о д н о зн а ч н о  о п р ед ел яю тся  числами а и Ь.

Процессъ разыскашя чиселъ q и г  по заданнымъ числамъ а и Ь 
называется д е л е ю е м ъ  числа а на число  Ъ\ число а называется д ели - 
иымъ, b — д ел и те л е м ъ , q — ч астн ы м ъ , г — остаттсом ъ.



При этихъ услсшяхъ говорятъ также, что ч и сл о  b со д ер ж и тся  
q  р а з ъ  в ъ  ч и с л е  а , п ри  ч ем ъ  о с т а е т с я  о с т а т о к ъ  г.

Съ этой задачей мы встречаемся, напримеръ, въ томъ случае, если 
намъ бываете нужно, какъ это часто случается въ жизни, разделить 
комплексе, состояний изъ а  неделимыхъ объектовъ, на b равныхъ частей 
Вообще говоря, такое делеше не совершается безе остатка.

Какъ находятся числа q и г, когда а и Ь заданы въ песятичной 
системе счислешя, излагается въ элементарной ариеметике.

3. Е сли  о с т а т о к ъ  р а в е н ъ  0, то г о в о р я т ъ  т ак ж е , что  а д е 
л и тся  на b, или ч то  b д е л и т е  чи сло  а, или ч то  Ъ есть  д ел и тел ь  
или м н о ж и тел ь  числа а, или что  д е л е ж е  чи сла а на b со в ер 
ш ается  н а ц е л о , или, н а к о н е ц ъ , что  чи сло  а  к р а т н о  ч и сла  Ъ.

Такимъ образомъ, число а делится на Ъ} если существуете такое 
целое число т, что

а =  mb. (2)

4. Обобщая это определеше, мы будемъ говорить, что чи сло  О 
д е л и тс я  на в с я к о е  п о л о ж и т е л ь н о е  или о т р и ц а т е л ь н о е  число, 
и б о  р а в е н с т в о  (2) у д о в л е т в о р я е т с я  при в с я к о м ъ  з н а ч е ш и  числа 
Ь, если  п о л о ж и м ъ  я =  0 и т  =  0 . Мы будемъ также говорить, что 
число — а  д е л и т с я  на b или на — b, если  b есть  число , о т л и ч н о е  
о т ъ  нуля, и а  д е л и т с я  на Ь. Но поде д е л и т е л я м и  числа мы будемъ 
разуметь исключительно натуральный (положительный) числа.

5. К аж д ое  чи сло  д е л и т с я  на себя  и на ед и н и ц у , п о т о м у  что  
cooTHOiueHie (2) у д о в л е т в о р я е т с я , если  п о л о ж и м ъ  b =  а  и т  =  1 
или b =  1 и т  =  а.

С. Н и одн о  число, о т л и ч н о е  о т ъ  нуля, не д е л и т с я  на нуль. 
Въ самомъ деле, при Ь =  0 соотношеше (2) можетъ быть удовлетворено 
только тогда, если и а =  0 ; въ этомъ же последнемъ случае число т  
можетъ иметь совершенно произвольное значеше.

Изъ даннаго выше определешя вытекаютъ далее следуюпця пред- 
ложешя.

7. П роизведете несколькихъ множителей

Р — CL\CL̂ CL̂  ■ • * Cla

- делится на число b, если, по крайней мере, одинъ изъ сомножителей д е . 
лится на Ь. Заметимъ, однако, что произведете можетъ иногда делиться 
на Ъ, хотя ни одинъ изъ множителей не делится на Ъ\ такъ, напримеръ,
3 - 4  делится на 6, хотя ни 3 ни 4 не делятся на 6 . '
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8. Если два числа а и b делятся на третье число с, то числа а +  b 
и а — b также делятся на с . Впрочемъ, это есть только частный случай 
следующего более общаго предложешя:

Е сли каж до е  и зъ  ч и селъ  аи а2, Д3, •••, йп д ел и тс я  на число Ь, 
т а к ъ  что

ах = т хЪ, а2 =  т 2Ъ, аъ =  т ъЪУ . ап — т„ЪУ 

то, каковы  бы ни были числа сх, с2, с3, . . . ,  с„, 

й\С\ +  й2с2 +  аъсъ +  • • • +  й„сп =  b(tihс, +  ш 2с2 +  ж 3б‘3 -(-••* -)- т псп) 

и, с л е д о в а т е л ь н о , число

CL\ +  й2с2 4 “ “I” • • ■ Ч" йпСп
д е л и т с я  на b .

9. Если а делится на b, такъ что

а =  ж  6,

то ж  есть частное отъ дЬлешя а на b. Это выражаютъ на письме еще и такъ: 

т  =  а : Ь, или ж  =  - у , или ж  =  а/Ъ,

(въ словахъ: ж  равно а, деленному на &).

§ 16. Общ1й наиболышй делитель. Числа, первыя между собой.
Общее наименьшее кратное.

1. Если два натуральныхъ числа а и b делятся на третье число су 
то последнее называется о бщ и м ъ  д е л и т е л е м ъ  чиселъ а и Ь. Такъ какъ 
делитель числа не можетъ быть больше самого числа, то между всеми 
общими делителями чиселъ а и b всегда долженъ быть одинъ наиболышй; 
последшй называется о бщ и м ъ  н аи б о л ьш и м ъ  д ел и тел ем ъ , или же 
о б щ ей  н аи б о л ьш ей  м ер о й  этихъ двухъ чиселъ; разыскаше общаго 
наибольшего делителя двухъ чиселъ представляетъ собой одну изъ основ- 
ныхъ задачъ ариеметики. Эта задача решается пр1емомъ, который былъ 
уже указанъ Е в кл и д о м ъ  и который поэтому известенъ подъ назвашемъ 
Евклидова алгориема, или алгориема общаго наибольшего делителя *).

2. Пусть си и ах будутъ два данныя положительныя числа, общШ 
наибольший делитель~~которыхъ намъ нужно разыскать. Если они равны 
между собой, то общее ихъ значеше и есть ихъ общий наибольший

*) Подъ алгориемомъ въ настоящее время разумеютъ правило, которое 
указываетъ, какъ найти некоторый общий результатъ въ каждомъ частномъ случае, 
хотя оно и не даетъ общаго выражешя для этого результата. Ср. § 7.

В е б е р ъ , Энцпклоп. элемент, алгебры.
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делитель. Мы предположимъ поэтому, что а >  ах. Раздклимъ число 
а  на аи  и, если д^леше не совершается нацело, то мы получимъ оста- 
токъ, который меньше, нежели ах , этотъ остатокъ мы обозначимъ че  ̂
резъ а 2. Теперь разд'кпимъ ах на а2\ если и это дЪлеше не совершается 
нацело, то мы получимъ остатокъ аг , который меньше, нежели а2. Про
должая этотъ процессъ, мы будемъ получать постоянно меныше остатки; 
после определенная числа такихъ деленШ мы необходимо должны придти 
къ такому дЪлешю, которое совершается нацело, такъ какъ не можетъ 
быть неограниченнаго числа остатковъ, меньшихъ, нежели данное число av  
Этимъ заканчивается вычислеше, и делитель п оследн яя  делешя есть 
искомый наиболышй делитель чиселъ а  и d j.  Этотъ процессъ становится 
нагляднее, если выразить его нижеследующими равенствами, въ которыхъ 
буквами q , q v  q2, qn_ x обозначены частныя последовательныхъ деленШ:

й =  q a x +  й2,

=  "Ь ^3»
...............................  (1)

йп—2 — qn—2dn—\ +  

dn—i  =  qn-idn .

Наше утверждеше заключается въ томъ, что ап есть обицй наиболь- 
шШ делитель чиселъ а  и а х. Это будетъ доказано, если мы обнаружимъ, 

{) а) что ап есть делитель чиселъ а и ах, и 
z )  Р) что каждый обицй делитель чиселъ а  и ах представляетъ собою 

также делителя числа ап-
Въ самомъ деле, если d  есть искомый обицй наиболышй делитель, 

то изъ свойства а) следуетъ, что d n < id ,  а изъ свойства ft) следуетъ, 
что OnW-d\ поэтому изъ соотношешй а) и /?) вместе следуетъ, что 
йп =  d . Что же касается самихъ требовашй а) и /?), то въ ихъ справед
ливости легко убедиться, разсматривая равенства (1) въ обратномъ по
рядке, снизу вверхъ, и принимая во внимаше предложеше п. 8 § 15-го 1).

г) Выяснимъ подробнее этотъ основной пунктъ.
а) Последнее изъ равенствъ (1) показываетъ, что av_ x делится на ап\ вслед- 

cTBie этого предпоследнее изъ равенствъ (1), въ виду предложешя п. 8 § 15-го, 
обнаруживаетъ, что ап_ 2 делится на ап. Такимъ же образомъ предыдущее соотно- 
шеше (третье отъ конца) обнаруживаетъ, что ап_ г делится на ап. Восходя такимъ 
образомъ къ первымъ равенствамъ въ ряду (1), мы получимъ, что числа а и ах де
лятся на а„.71

Р) Пусть b будетъ общШ делитель чиселъ а и at . Если мы представимъ пер_ 
вое изъ равенствъ (1) въ виде

а2 = a -  qau
то, въ силу предложешя п. 8 § 15-го, оно обнаруживаетъ, что аг делится на Ь.

§  16
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Изъ сказаннаго попутно вытекаетъ слЪдуюшдй выводъ:

К аж ды й обипй  д е л и те л ь  д в у х ъ  ч и сел ъ  есть  так ж е  д е л и т е л ь  
-общ аго н аи б о л ьш аго  д е л и т е л я  и хъ .

Приведемъ слЪдующШ примЪръ для выяснешя этого алгориема.

6552 =  1 4 .4 4 8  +  280,
448 =  1 .2 8 0  +  168,
280 =  1 . 168 +  112,

168 =  1 • 1 1 2 +  56,
1 1 2 =  2 - 5 6 .

Итакъ, 56 есть обицй наиболышй делитель чиселъ 6552 и 448.
3. Вместо равенства

а = qb +  г
можно при разысканш общаго наибольшаго делителя пользоваться также 
равенствомъ

й =  ( ? +  1)& — (Ь — г),

•что представляетъ собой преимущество въ томъ случай, если b — Г меньше, 
>нежели г, т. е. если 2 г  больше, нежели Ь. Въ этомъ случай отрицатель
ное число — (Ь — г) называютъ аб со л ю тн о  н аи м ен ьш и м ъ о с т а т к о м ъ  
.orb] д'Ьлешя числа а на число Ь. Пользуясь въ алгориемЪ общаго наи- 
■болынаго делителя абсолютно наименьшими остатками, мы скорее придемъ 
<къ ц^ли.

Въ нашемъ примЪрЪ вычислеше можно было бы вести такъ:

6552 =  15 . 448 -  168 

448 =  3 - 168 -  56 

168 =  3 - 56,

‘что даетъ значительное сокращеше.

4. Точно такъ же, какъ и для д в у х ъ  чиселъ, можно поставить 
гвопросъ о разысканш общаго наибольшаго делителя для н Ъ скольки хъ  
чиселъ, т. е. самаго большого числа, на которое делятся Bet данный 
•числа. Но эту задачу можно привести къ предыдущей, основываясь на 
•слЪдующемъ замЪчанш:

Если d есть общШ наиболышй д'Ьлитель чиселъ а и Ь, то всякШ 
обшдй делитель чиселъ а и b делить также число 11; поэтому всякШ

Пользуясь этимъ, мы такимъ же образомъ при помощи второго изъ равенствъ (1) 
локажемъ, что а3 делится на Ь. Продолжая тотъ же рядъ разсуждешй, мы докажем^ 
лри помощи предпоследняя) равенства (1), что число ап делится на Ь.

4*
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обицй делитель чиселъ ау b и с представляетъ собой также общаго д е 
лителя чиселъ d u e ;  обратно, каждый обицй делитель чиселъ d u e  
есть также обицй делитель чиселъ а, b и с. ВслЪдсгае этого обицй наи- 
болышй делитель чиселъ а, Ь и с совпадаетъ съ общимъ наибольшимъ 
делителемъ чиселъ d u e .

5. Два числа, обицй наиболышй делитель которыхъ равенъ 1 и 
которыя, стало быть, не имеютъ другихъ делителей, кроме 1, называются 
в за и м н о  п р о сты м и  или п ер вы м и  м еж д у  с о б о ю . Говорятъ также, что 
так1я ч и сл а  не и м е ю т ъ  о б щ и х ъ  д е л и т е л е й ;  при этомъ, конечно, не 
принимается въ счетъ постоянный обицй делитель 1.

Такъ, взаимно-простыми числами являются, напримеръ, 3 и 7, 15 и 
49, 105 и 128. Каковы бы ни были два данныя числа а и Ьу даже если 
они очень велики, можно решить сравнительно простымъ вычислешемъ, 
имеютъ ли они общихъ делителей или нетъ.

6. Относительно взаимно простыхъ чиселъ имеетъ место следующее 
основное предложеше:

Е сли  а и b су т ь  ч и сл а  п ервы й  м еж д у  с о б о й  и ч и сл о  ма> 
кратное а , делится на b, то число пг делится на Ь-

Въ справедливости этого предложешя нетрудно убедиться при по
мощи алгориема (1). Если а и Ъ =  ах суть числа первыя между собой, то 
Ъп =  1- СоответствующШ алгориемъ имеетъ въ этомъ случае такой видъ:

§ 16 _____

а

а1 =  qtO%

+

+
(2)

йп-2 — qn- 2CLn-i 1 •

Умножая обе части каждаго изъ этихъ равенствъ на т 7 мы получимъ:

т а  =  q m a t 

т а х =  qt m a 2

+  т а 2) 

+  т а г ,
(3)

тйн - 2  =  q n - 2m a n- i  +  т .

Если теперь т а  делится на ах , то первое изъ этихъ равенствъ обнару- 
живаетъ, что и т а 2 делится на ах\ вследств1е этого второе равенство 
обнаруживаете, что т а г делится на ах\ дальнейшая равенства, последо
вательно обнаруживаютъ (въ силу совершенной индукции), что числа 
m a v  man- i , . m  делятся на аг . А этимъ и доказано наше предложеше.

Если d  есть обицй наиболышй делитель чиселъ а и b и если

а =  da' и b =  bd\ (4)
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то а ' и Ь' суть числа первыя между собой. Действительно, если бы числа 
а' и /?' имели общаго делителя е, отличнаго отъ 1, то числа а и b де
лились бы на de, — что противно yaiOBiio.

7. Число, которое делится на каждое изъ двухъ чиселъ а и Ь, на
зывается о бщ и м ъ  кр атн ы м ъ  этихъ чиселъ. Изъ всехъ общихъ кратныхъ 
двухъ чиселъ одно должно быть наименьшимъ, а остальныя должны быть 
кратны этого наименьшаго.

Въ самомъ деле, положимъ, что число т  делится на а и Ъ\ при
держиваясь обозначешя (4), мы можемъ сказать, что число т  делится на 
da!, т. е. можетъ быть представлено въ виде

т =  d a  п.

Такъ какъ это число делится на b'd, то а 'п  делится на Ъ'\ а такъ 
какъ а' и V  суть числа первыя между собой, то п  делится на b' (п. 6). 
Если п  =  Ь'р, то

т  =  da fb'p.

Итакъ, каждое число т, кратное а и Ь, делится на число d a fb’ =  по

йЪ ,, ,этому -j-  есть  о б щ ее  н аи м ен ьш ее  к р а т н о е  ч и с е л ъ  а и Ь-

Вместе съ темъ мы видимъ, что общее наименьшее кратное двухъ 
чиселъ очень просто определяется, если мы знаемъ общаго наиболынаго 
делителя ихъ.

8. Совершенно такъ же, какъ при общемъ наиболынемъ делителе, 
мы можемъ распространить понятие объ общемъ наименьшемъ кратномъ 
несколькихъ чиселъ. Чтобы получить общее наименьшее кратное чиселъ

а, Ь, с, d  • • •,

поступаемъ следующимъ образомъ: беремъ два изъ этихъ чиселъ, — ска- 
жемъ, а и Ь, — и заменяемъ эти числа ихъ общимъ наименьшимъ крат- 
нымъ; такимъ образомъ, мы получаемъ рядъ чиселъ, содержащШ однимъ 
числомъ меньше. Съ этимъ рядомъ поступаемъ точно такъ же и продол- 
жаемъ этотъ процессъ до техъ поръ, пока не получимъ только одно 
число.

§17.  Простыя и составныя числа.

Натуральное число, которое не имеетъ никакихъ делителей, кроме 
себя самого и единицы, называется п р ^ с ть ш ъ  числомъ; числа же, име- 
юпця также другихъ делителей, называются составн ы м и  числами. Число 1 
занимаетъ исключительное положение: это единственное число, которое 
имеетъ только о д н о го  делителя, между темъ какъ все д р у га  числа 
имеютъ, по крайней мере, двухъ делителей. Въ некоторыхъ отношешяхъ
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целесообразно не относить 1 къ простымъ числамъ; такимъ образомъ,, 
приходится отличать три категорш чиселъ: е д и н и ц у , п р о с т ы  я чис'ла и 
с о с т а в н ы я  чи сла.

Здесь, конечно, весь вопросъ въ целесообразности соглашешя; часто 
относятъ единицу къ простымъ числамъ, какъ оно и кажется естествен
нее на первый взглядъ. Мы предпочитаемъ, однако, не относить единицу 
къ простымъ числамъ, такъ какъ это даетъ возможность короче выражать 
некоторыя предложешя.

Относительно простыхъ чиселъ имеютъ место следу юпця пред
ложешя.

1* Е сли  п р о и з в е д е т е  д в у х ъ  ч и с е л ъ  аЪ д е л и т с я  на п р о с т о е  
ч и с л о ^ ^ -т о , по к р а й н е й  м е р е , о д и н ъ  и з ъ  м н о ж и т ел е й  а или Ь 
д е л и т с я  на р.

Въ самомъ деле, если а не делится на р, то а и р  суть числа 
первый между собой, такъ какъ р  не имеетъ никакихъ делителей, кроме 
р  и 1; если поэтому произведете аЪ все же делится на р, то второй 
множитель Ъ долженъ делиться на р  (§ 16, 6).

Это предложеше легко обобщить следующимъ образомъ:

Е сли  п р о и з в е д е т е  н е с к о л ь к и х ъ  с о м н о ж и т е л е й  я, Ь, С, . . . .
д е л и т с я  на п р о с т о е  ч и сл о  р } то , по к р а й н е й  м е р е , о д и н ъ  и зъ  
с о м н о ж и т е л е й  д е л и т с я  на р.

г *2. К аж д о е  п р о с т о е  ч и сл о  м о ж е т ъ  бы ть  о д н и м ъ  и т о л ь к о  
о д н и м ъ  с п о с о б о м ъ  п р е д с т а в л е н о  въ  в и д е  п р о а з в е д е ш я  про- 
с ты х ъ  со м н о ж и те л е й , или, к а к ъ  ч асто , г о в о р я т ъ , м о ж е т ъ  бы ть  
р а зл о ж е н о  на п р о с т ы х ъ  с о м н о ж и те л е й .

Чтобы доказать это предложеше, заметимъ прежде всего, что каждое 
составное число т  делится, по крайней м ере, на одно простое число. Дей
ствительно, если ш  есть составное число, то оно имеетъ делителя ти  
который меньше, нежели т, и больше 1. Если также есть составное 
число, то и оно имеетъ делителя, который отличенъ отъ единицы и 
меньше, нежели m v  Продолжая это разсуждеше, мы необходимо придемъ 
къ делителю, который представляетъ собой простое число. Если pt есть 
простой делитель числа т ,  то

т =  р1ш1} а з

где  т х <  ш. Если не представляетъ собой простого числа, то оно 
имеетъ простого делителя р 2\ такимъ образомъ

ш  = р г р 2м 2. (2)

Это разсуждеше мы можемъ продолжить, и, такъ какъ числа ти т%у 
т г , . . .  постоянно убываютъ и отличны отъ 1, то мы необходимо должны
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придти къ числу т т которое представляетъ собой простое число. Такимъ 
образомъ мы получемъ разложеше числа т  на простыхъ делителей, число 
которыхъ обозначимъ черезъ п:

т =  р 1 ■ Рг ■ Рз ■■■ р п ■ (3)

Между делителями , р .,, р„ некоторые могутъ, конечно, повторяться 
несколько разъ; эти равные делители даютъ въ произведены степень того 
же числа. Принимая поэтому, что между простыми делителями имеется лг 
равныхъ р , ус равныхъ q, q равныхъ г,, и т. д., — мы можемъ представить 
разложеше (3) въ такомъ виде* *.

т  =  p*q*r9 . . . .  (4)

Числа р, q, г, • • • мы здесь уже считаемъ различными, а

JC + X  +  Q - f  . . .  = п .

Отсюда уже легко вывести, что разложеше можетъ быть произве
дено только однимъ способомъ. Действительно, согласно предложение 1, 
число т, выражаемое произведешемъ (4), не можетъ делиться ни на какое 
простое число, кроме р, q, г . .  .', сверхъ того, число р  не можетъ входить 
множителемъ больше, чемъ я  разъ; число q не можетъ входить множи- 
телемъ больше, чемъ ус разъ, и т. д. 2).

3. К ом плексъ , со сто ян и й  и зъ  в с е х ъ  п р о сты х ъ  чи селъ , без- 
к о н е ч е н ъ  '*). ■

Если бы комплексъ, содержащ!й все простыя числа, былъ конеченъ, 
то должно было бы существовать наибольшее простое число. Итакъ, 
допустимъ, что со представляетъ наибольшее простое число. Въ такомъ 
случае все простыя числа могутъ быть расположены въ возрастающемъ 
порядке въ рядъ 2, 3, 5, 7, . . ., со, оканчивающийся числомъ со.

Составивъ произведете всехъ этихъ чиселъ, прибавимъ къ нему 1:

Q =  2 ■ 3 5 . 7  . . .  со +  1, '  (5)

Это число Q больше, нежели со, но не можетъ делиться ни на одно изъ 
чиселъ нашего ряда 2, 3, 5, 7, со, ибо. при д.еленш числа S2 на 
каждое изъ нихъ получаемъ въ остатке 1. Поэтому сделанное допущеше, 
что имеется наибольшее простое число, неправильно-.

§ 17

2) Частное т:рп = q* rQ . . . ;  вследств1е предложешя 1, оно уже не можетъ 
делиться на р. Следовательно, другое разложение не можетъ содержать р въ бо
лее высокой степени; но по той же причине первое разложеше также не можетъ 
содержать число р въ более высокой степени, чемъ второе.

*) Это предложеше и его доказательство имеются уже у Евклида. Ср.§§ 22.
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Если мы примемъ въ выраженш (5) за со какое-либо определенное 
простое число, то число й  будетъ больше, нежели со, но не будетъ д е 
литься ни на одно простое число, меньшее, нежели со. Поэтому й  либо 
должно быть простымъ числомъ, либо должно делиться на простое число, 
которое больше, чемъ со. Въ действительности можетъ иметь место какъ 
то, такъ и другое; напримеръ,

2 - 3 —(— 1 = 7 ,  простое число,

2 * 3 - 5  -{- 1 = 3 1 ,  простое число,

2 - 3 . 5 - 7  +  1 = 2 1 1 ,  простое число,

2 - 3 - 5 * 7 -  11 +  1 = 2 3 1 1 ,  простое число,

2 ■ 3 * 5 * 7 * 11 * 13 * +  1 =  30031 =  59 • 509, составное число.

Задача о нахожденш простыхъ делителей даннаго составного числа, 
а также р е ш е т е  вопроса о томъ, есть ли заданное число простое или 
составное, гораздо сложнее, нежели нахож дете общаго наиболынаго д е
лителя двухъ чиселъ. Общаго прямого метода для р еш етя  этой задачи 
мы не имеемъ; вообще, изследоваше вопроса о распределены простыхъ 
чиселъ принадлежит!» къ труднейшимъ проблемамъ ариеметики. Мы будемъ 
иметь -случай въ главе XIV сделать некоторый указашя по этому вопросу. 
Здесь же мы ограничимся следующими указашями.

4. Существуютъ простые признаки, посредствомъ которыхъ нетрудно 
узнать, делится ли данное число, написанное въ десятичной системе, на 
первыя простыя числа 2, 3, 5. Если число т  изображается п  цифрами 

, а2 у й$у • ■ *, йп j то

ш  =  й\ 10й 1 +  #210И~ 2 +  • ■ * +  йп—110 +  йп •

Такъ какъ число 10 и все его степени делятся на 2 и на 5, то чи сло  т  
д е л и т с я  на 2 или на 5, если  а„, т. е. чи сло  п р о с т ы х ъ  е го  ед и н и ц ъ , 
д е л и т с я  с о о т в е т с т в е н н о  на 2 _иди_на 5.

Такъ какъ 100 делится на 4 и на 25, то мы можемъ еще приба
вить, что число т  делится на 4 или 25, если ап—\ № - \ - й п ,  т. е. если
число, составленное изъ его десятковъ и единицъ, делится на 4 или на
25. Темъ же способомъ устанавливаютъ признаки делимости чиселъ на 
8 и 125, а также на более высоюя степени чиселъ 2 и 5.

Если мы обозначимъ теперь черезъ q  су м м у  ц и ф р ъ  числа т
(т. е. сумму чиселъ, изображаемыхъ отдельными его цифрами), иными 
словами, если положимъ ,

q  =  йг +  й2 +  йъ +  • • • +  йп 1 
то

n i - q  =  й1(Ю » -1 - 1) +  д , ( 10« - 2 _ 1 ) ^  . . .  + д я_ 1(1о _  1);
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' а такъ какъ числа

10 — 1 =  9, 10* -  1 =  99, 103 — 1 =  999, •. •

делятся на 9, то число т — q делятся на 9. Если поэтому одно изъ 
этихъ чиселъ делится на 3 или на 9, то и другое делится на это число. 
Такимъ образомъ мы получаемъ следующее правило:

Ч исло ш д ел и тс я  на 3 или на 9, если сумма его  ц и ф р ъ  д е 
лится на это  число.

Точно такъ же, если мы положимъ

q* =  йп — Ли—i +  йп — 2 — Ли—з +  • • • ±  1

то
w — q' =  a„-i(10  +  1) +  Л„-2(Ю2 — 1) +  л„_з(Ю3 +  1) • • ■; 

такъ какъ числа

1 0 + 1  =  11, 102 — 1 =  99, 103 +  1 =  1001, . . .

делятся на И , то число т  делится на 11, если q' делйтся на 11, и 
обратно.

5. Если т есть составное число, то оно можетъ быть во всякомъ 
случай разложено на двухъ множителей, изъ которыхъ каждое больше 1. 
Если т =  аЪ и а ^  Ь, то

л2 ^  т.
Следовательно, между делителями числа т долженъ быть, по крайней 
мере, одинъ, квадратъ котораго не превышаетъ т. Поэтому, чтобы опре
делить, есть ли заданное число простое или составное, нужно прежде 
всего определить при помощи вышеприведенныхъ признаковъ, делится, ли 
оно на 2, 3, 5, 11. Если это не имеетъ места, то нужно делить задан
ное число далее последовательно на все простыя числа, квадраты кото
рыхъ не превышаютъ даннаго числа; эти числа мы предполагаем^ сле
довательно, известными. Если ни одно изъ этихъ не совершается нацело, 
то т есть простое число; если же одно изъ дЪленШ совершается нацело, 
то т есть число составное, и для производства разложешя нужно под
вергнуть такому же изследованпо частное. Такимъ образомъ, если число, 
меньшее 100, не делится на 2, 3, 5 и 7, то оно представляетъ собой 
простое число; точно такъ же числа, не превдшаюцця 10000, приходится 
для той же цели делить только на простыя числа, менышя 100.

6. Вопросъ объ определена простыхъ чиселъ очень интересовалъ 
уже древнихъ. Мы упомянули уже, что Е в к л и д ъ  доказываетъ предло
ж ена, касаюпцяся простыхъ чиселъ. Сохранился отрывокъ сочинения, 
подъ назвашемъ „ Решето" (kvgxlvov, cribrum Eratosthenis), принадлежа-
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щаго Э р а т о с е е н у в ъ  которомъ указанъ остроумный методъ для опре- 
делешя вс%хъ простыхъ чиселъ, не превышающихъ даннаго числа; ме
тодъ этотъ заключается въ сл'Ьдующемъ.

Напишемъ все числа до указаннаго числа. Начнемъ счетъ съ перваго 
простого числа 2; это число мы оставимъ на месте, а после него будемъ 
зачеркивать каждое второе число; такимъ образомъ все числа, кратныя 2, 
кроме самого числа 2, будутъ вычеркнуты. ЗатЪмъ начинаемъ счетъ съ 
ближайшаго оставшегося числа, т. е. съ 3 ; сохраняемъ число 3, а после 
него вычеркиваемъ каждое третье число, считая, однако, при этомъ и 
гЬ числа, который уже были перечеркнуты прежде. Этотъ процессъ мы 
продолжаемъ дальше, т. е. начинаемъ съ ближайшаго незачеркнутаго 
числа, оставляемъ его, а после него зачеркиваемъ числа черезъ столько 
мЪстъ, сколько единидъ въ томъ числе, съ котораго мы начали. ПослЪ 
окончашя этой операцш останутся исключительно простыя числа. Однако, 
согласно п. 5, мы должны продолжать этотъ процессъ только до тЪхъ 
поръ, пока квадратъ числа, съ котораго мы начинаемъ, не превышаетъ 
послЪдняго числа нашего ряда. Такъ, напримЪръ, при определены про
стыхъ чисел!», который меньше 121 =  I I 2, намъ пришлось бы только 
вычеркнуть числа, кратныя 2, 3, 5 и 7. Чтобы уяснить себе этотъ про
цессъ, полезно проделать его действительно для чиселъ, не превышаю
щихъ 100.

Само собой разумеется, что применеше какъ этого способа „про- 
сЪивашя*, такъ и дЪлешя на извЪстныя уже простыя числа при большихъ 
числахъ скоро становится совершенно неосуществимымъ вследсгае того, 
что они требуетъ слишкомъ громоздкихъ вычисленШ. Въ виду этого на- 
хождеше делителей очень большихъ чиселъ, а также р а с п о з н а в а л а  
п р о с т ы х ъ  чисеЛ ъ представляетъ собой одну изъ труднЪйшихъ задачъ 
математики. Поэтому старались составить таблицы, содержания разложешя 
чиселъ и простыя числа до извЪстнаго предела. Мы имЬемъ теперь таюя 
таблицы до 9 миллюновъ включительно **). Простыхъ чиселъ, меньшихъ 
100, имеется 15, меньшихъ 100oJ— имеется 168у а до 9 000 000 по 
подсчету, произведенному Г л е й зе р о м ъ  (Glaisher), имеется 602 567 про
стыхъ чиселъ. Итакъ, поскольку можно полагаться на точность таблицъ,

*) Э ратосеен ъ  К ирен ск1Й жилъ, повидимому, отъ 275 до 194 г. до Р. X.; 
большую часть жизни онъ провелъ въ Александры. (Ср. C antor, „Gesch. der Ма- 
thematik." Bd. I, S. 313 и ел.).

/  **) Таюя таблицы вычислены Л. Ч ернаком ъ (L. Chernac) до 1 020 000,
I. Б уркгардтом ъ (J. Burckhardt) до 3036000, 3. Дазомъ (Z. Dase) для чиселъ 
отъ 7-го до 9-го миллюна, а Г лейзером ъ (Glaisher) отъ 4-го до 6-го миллюна 
включительно. Менышя таблицы для настольнаго употребления (до 400 000) имеются 
въ сочинены „Sammlung mathematischer Tafeln“ nach Vega, herausgegeben von 
Htilsse. Berlin, Weidmannsche Buchhandlung, 1865.
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мы можемъ считать известными все простыя числа, менышя 9 000 000. 
Но такъ какъ всякое вычислеше, производимое человекомъ, можетъ со
держать ошибки, а такой огромный числовой матер^алъ, конечно, не 
былъ проверенъ многими калькуляторами, то къ этимъ числамъ всегда 
нужно относиться съ известной осторожностью. За указанными преде
лами намъ известны только отдельныя простыя числа; самое большое 
изъ нихъ следующее

' 261 -  1 =  2 305 843 009 213 693 951 *).

Для разложешя весьма большихъ чиселъ пользовались средствами высшей 
математики и въ частности Teopieft квадратичныхъ формъ. Ниже мы при- 
ведемъ простой примеръ такого рода пр1емовъ.

§ 18. Дроби .
1. Задача делешя числа а на другое число Ъ въ томъ случае, когда а 

кратно Ь, можетъ быть формулирована следующимъ образомъ. Т р е б у е т с я  
най ти  т а к о е  число с, к о т о р о е  нуж но у м н о ж и ть  на д ан н о е  чи сло  b, 
чтобы  п о л у ч и ть  д р у го е  д ан н о е  число а.

Съ этой точки зрешя делеше можетъ быть разсматриваемо, какъ 
д ей сш е, обратное умноженш. Въ предыдущей главе мы обобщили дей- 
CTBie, обратное сложению; чтобы сделать это действ1е всегда выполнимымъ, 
мы вынуждены были ввести новаго рода числа — отрицательный числа. 
Такимъ же образомъ мы можемъ обобщить и задачу делешя, но для 
этого необходимо вновь расширить область чиселъ, — именно, кроме 
целыхъ чиселъ, который мы изучали до сихъ поръ, необходимо ввести 
еще такъ называемый д р о б н ы  я числа или д р о б и . Мы введемъ эти 
числа сначала совершенно формально и формально же установимъ для 
нихъ правила д е й с т й . Темъ не менее новая система чиселъ которую мы 
такимъ образомъ получимъ, также находитъ себе применеше для выра- 
жешя известныхъ соотношешй между объектами внешняго Mipa.

2. Къ понятно о дроби мы приходимъ проще всего следующимъ 
путемъ. Пусть ш  будетъ знакъ, символъ, который можетъ обозначать 
любое целое число (нуль, положительное или отрицательное число); 
пусть п  будетъ знакъ, выражаюццй какое-нибудь п о л о ж и тел ь н о е  число.

шСимволъ m in  или — , составленный изъ этихъ двухъ знаковъ, вполне
п

определяется заданными значешями чиселъ т  и п. Такого рода символы 
мы будемъ называть дробн ы м и  числам и или д р о б ям и ; относительно 
нихъ мы установимъ следуюиця соглашешя.

*)‘Это было констатировано сначала З ел ь г о ф о м ъ  (Seelhof), а потомъ под
тверждено другими изследователями (Zeitschrift fiir Mathematik und Fhysik, 31 Jahr- 
gang, S. 174).

§ 18
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Число т называется числителемъ, а п — знаменателемъ дрофи; 
Если знаменатель равенъ, напримеръ, 2, 3, 4, 10, то дробь

читается такъ: т вторы хъ, т третьихъ, т четверты хъ, . . . ,  т де- 
сятыхъ.

п  т  9 т  жСимволы —  и — должны имъть одно и то же значеш е, п qn
каково бы ни было полож ительное число q 3 * * *). •

Вследств1е посл'Ьдняго соглашешя, общаго делителя числителя и
знаменателя каждой дроби можно опустить, не изменяя значешя дроби
, , 2 4 1 0  ч(такъ, напримеръ, — означаешь то же, что —  или — , и т. д.).о о 1 о

Уничтoжeнie общаго делителя q въ числителе и знаменателе т. е.
а ш тзамена дроби — дробью — , называется сокращен1емъ дроби на а.qn п 7

Сообразно этому для каждой дроби существуешь некоторая про
стейшая форма, которую называютъ несократимой формой; чтобы по
лучить несократимую форму дроби, нужно разделить числителя и зна
менателя на ихъ общаго наибольшаго делителя. В'ь несократимой дроби 
числитель и знаменатель суть числа''пер вы я между собой.

Если намъ дано несколько дробей, то мы можемъ представить ихъ 
въ такомъ виде, чтобы они имели одного и того же знаменателя. Для 
этого достаточно выбрать общимъ знаменателемъ любое число м , кратное 
всехъ знаменателей, и помножить числителя и знаменателя каждой дроби 
на множителя, недостающаго знаменателю до числа т. Такъ, напримеръ,

любыя три дроби — , —  мы можемъ представить въ виде
0\

а аЪхсх Ъ _  Ъсхах с _  са1Ь1
ах п 1 Ьх п ' сх п

где п =  ахЪхсх.

3) Смыслъ последняго соглашешя заключается въ следующемъ: подъ дро
бями мы разумеемъ, какъ сказано, только определеннаго рода символы; ближай- 
шаго значешя мы этимъ символамъ не приписываемъ, сохраняя за собой право 
разуметь подъ ними, что намъ угодно, приписать имъ то значеше, какое мы найдемъ

целесообразнымъ. Мы уславливаемся, однако, подъ символами ~  к ~~  всегда

разуметь одно и то же; это значитъ: если мы припишемъ какое-либо значеше
тсимволу — , то то же значеше мы, въ силу этого соглашены, должны приписать

и символу ^  • Это coraameHie допускаешь, впрочемъ, и более формальное (быть

можешь, и более правильное) толковаше. Но мы не считаемъ возможнымъ разви
вать здесь точку зрешя, которой авторъ, повидимому, не придерживается.
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* 3. Т еп ер ь  мы у сл о ви м ся  и зъ  д в у х ъ  д р о б е й  съ о б щ и м ъ  зна-
м ен ател ем ъ  сч и тать  б о льш ей  ту , к о т о р а я  имЪетъ б о л ьш аго
ч и сл и тел я .

Это соглашеше вполне совместимо съ определешемъ п. 2-го, по
тому что умножеше или дЪлеше числителя и знаменателя на одно и то 
же число не вл!яетъ на критерШ, по которому мы условились отличать 
большую дробь ..отъ меньшей 4). Это соглашеше удовлетворяегь также 
основному требовашю, которому должно удовлетворять всякое располо- 
жеше чиселъ по величине (§ 6). Е сли а, /? и у суть  три  д р о б и  и а  
б о льш е, неж ели /?, a f} б о льш е, неж ели у, то  а  б о л ьш е , н еж ели  у.

Услов1я, установленныя для сравнешя дробей, могутъ быть также 
выражены следующимъ образомъ:

И зъ  д в у х ъ  д р о б е й  а  =  —  и в  =  п ер вая  м ен ьш е, равн а

или б о льш е вто р о й , см отря  по тому, к о т о р о е  и зъ  т р е х ъ  соот- 
ношенйй и м е е т ъ  м е с то :

аЬ^ >  at b.

Это вытекаетъ непосредственно изъ предыдущаго определен1я, если 
мы приведемъ обе дроби къ общему знаменателю at bt , такъ что

4. Чтобы  въ  с о с та в ъ  д р о б н ы х ъ  ч и селъ  вош ли та к ж е  все  
ц елы я  числа, в вед ем ъ  сл е д у ю щ е е  ссГглашен1е: у слови м ся  р а з у 
м еть  п о д ъ  д р о б ь ю  со зн ам ен ател ем ъ  1 ц е л о е  число, в ы р аж ен 
ное ея ч и сл и тел ем ъ , т. е. п олож и м ъ

При этомъ условш установленное выше расположение целыхъ чи
селъ по величине (§ 6) вытекаетъ, какъ следств1е, изъ общаго критер1я 
сравнешя дробныхъ чиселъ.

4) Авторъ хочетъ сказать следующее: если, въ силу приведеннаго выше

соглашения, дробь —  окажется большей, нежели дробь , то и дробь ока- 
ах bv тах

жется большей, нежели это, конечно, очень легко доказать, приводя къ од-
. а  и „ та bному знаменателю какъ дроби —  и -у—, такъ и дроби----- и у— -

аЬг <  Ь, 

abx =  a t b, (2)

а. тах Ьг
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Такимъ образомъ, совокупность всЪхъ дробныхъ. чиселъ, включая сюИш 
также и все положительный и отрицательныя цЬлыя числа, оказывается 
расположенной въ одинъ рядъ, который мы будемъ называть р я д о м ъ  ра- 
ш о н а л ь н ы х ъ  ч и сел ъ . Такъ же, какъ и у цЪлыхъ чиселъ, мы будемъ и у 
рацюнальныхъ чиселъ отличать ихъ а б с о л ю тн у ю  в е л и ч и н у  и и х ъ .а л ге - 
б р а и ч е с к у ю  в ел и ч и н у . При сравненш чиселъ по абсолютной величине 
принимаются во внимаше только ихъ абсолютный или положительныя 
значешя; при алгебраическомъ же расположен^ чиселъ все отрицательныя 
числа меньше положительныхъ, а изъ двухъ отрицательныхъ чиселъ больше 
то, которое имЪетъ меньшую абсолютную величину. Дробь, абсолютная 
величина которой меньше единицы, называется п р а в и л ь н о й  д р о б ью . 
Правильной дробью является, следовательно, такая дробь, числитель ко
торой по абсолютной величине меньше знаменателя.

5. Чтобы дать наглядное представлеше о дробяхъ и вместе съ темъ 
указать важное применеше ихъ къ реальнымъ объектамъ, представимъ 
себе рядъ точекъ, нанесенныхъ на прямой линш, какъ на масштабе, на 
равныхъ разстояшяхъ одна отъ другой,—скажемъ, на разстоянш сантиметра; 
это разстояше мы будемъ называть ед и н и ц е й  дли ны . Затем ъ любую 
изъ этихъ точекъ обозначимъ числомъ 0 ; далее, точки, расиоложенныя 
направо отъ нея, будемъ последовательно обозначать целыми положитель
ными числами + 1 ,  + 2 ,  +  3, . . точки же, расположенный налево, 
пометимъ числами — 1, — 2, — 3, . . .  Теперь разделимъ каждый интер- 
валъ на определенное число — скажемъ, на п —  равныхъ частей; эти 
точки мы опять будемъ отмечать числами + 1 ,  + 2 ,  + 3 . . .  направо 
отъ нуля и числами — 1 , '— 2, — 3, . .  . налево. Эти точки даютъ въ та- 
комъ случае картину последовательнаго расположешя техъ дробей, которыя 
имеютъ знаменателя п или могутъ быть приведены къ этому знаменателю. 
Въ приложешяхъ обыкновенно полагаютъ п равнымъ 10 или степени 10.

6. И зъ  со о тн о ш ен 1 я  (2) п. 3 -го  с л е д у е т ъ ,  что  и з ъ  д в у х ъ  
п о л о ж и т ел ь н ы х ъ  д р о б е й  съ  о д и н а к о в ы м ъ  ч и с л и т е л е м ъ  та  м ень
ш е, к о т о р а я  и м е е т ъ  б о л ь ш а г о  зн а м е н а т е л я . Въ самомъ деле, если 
й =  Ъ и а х > Ъ г , то ab x <  Ъах\ отсюда следуетъ, что мы можемъ ука
зать сколько угодно дробей, которыя по абсолютной величине меньше

заданной дроби. Такимъ образомъ, дробь —  темъ меньше, чемъ больше
п

знаменатель п \  какова бы ни была положительная дробь - г ,  можно вы-
1 ^

брать число п  настолько большимъ, чтобы было —  <  5). Это пред-п о
ложеше представляетъ собой частный случай следующей общей теоремы.

5) Въ силу § 15, 1, мы всегда можемъ выбрать число п настолько большимъ,

чтобы было па > Ь\ тогда — < ~  •п Ь
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Если а и /? с у ть  д ва  п р о и зв о л ь н ы х ъ  р а ц ш н а л ь н ы х ъ  ч и сл а , 
н ер ав н ы х ъ  м еж ду с о б о й , то  м ож но най ти  ск о л ьк о  у г о д н о  д р о 
б ей , со д ер ж ащ и х ся  м еж ду а  и /?.

Въ самомъ деле, пусть будетъ а > 0  и

аа =  —

Следовательно, аЪх > Ь а 11 а потому разность abl — bd1 предста- 
вляетъ собой положительное целое число. Вследсгае этого можно всегда 
подобрать множитель q такимъ образомъ, чтобы произведете q(db t — b d x) 
было больше, нежели произвольно заданное число г  (§ 15, 1), — иными 
словами, чтобы между числами q аЬх и q b d t содержалось больше, ч%мъ г 
целыхъ чиселъ. Если х  есть одно изъ такихъ чиселъ, то

а потому
qabx >  х  >  qbax\

—  >  - —г- >cix q dx b\
b_ 
b i '

Въ приведенномъ выше представлен!и ращональныхъ чиселъ при 
помощи делешя масштаба съ понят1емъ объ абсолютномъ уменьшенш 
дроби связывается представлеше о постоянно убывающемъ отрезке; то же 
самое имеетъ место при всехъ применен1яхъ дробныхъ чиселъ къ ре- 
альнымъ объектамъ; но съ точки зрешя теоретической въ установленномъ 
выше критер1и сравнен1я дробей не содержится ничего, объективно ука- 
зывающаго на большую или меньшую величину,

VI7. До сихъ поръ мы разсматривали только дроби —  съ положи

тельными знаменателями, и по существу дела этого достаточно; темъ 
не менее часто бываетъ целесообразно пользоваться также дробями съ 
отрицательными знаменателями. Эти дроби мы определимъ равенствомъ.

т  _  — m е 
— п п

Только числа нуль мы никогда не будемъ 
менателя дроби.

)• (4)

употреблять въ качестве зна-

§ 19. Д1>йств1я надъ дробями.

1. Чтобы сл о ж и ть  две дроби или вы ч есть  одну дробь изъ дру
гой, ихъ приводятъ къ общему знаменателю (§ 18, 2). Общимъ знаме- 6

6) Иными словами, подъ д р о б ь ю ^ - мы условимся разуметь то же, что 

подъ дробью
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нателемъ служить общее кратное знаменателей данныхъ дробей; если же 
данный дроби несократимы, то проще всего взять за обццй знаменатель 
общее н аи м ен ьш ее  к р а т н о е  ихъ знаменателей.

Если же

то мы опредЪлимъ сумму и разность этихъ дробей равенствами

а +  /9 а -\- Ь 
п

и а — /9 = а — b 
п О)

Согласно этому определешю, сумма или разность двухъ дробей 
также представляетъ собой некоторую дробь. Результатъ, который мы 
такимъ образомъ получаемъ, иногда оказывается сократимой дробью (на- 
примЪръ, \  \  =  1); но результатъ этотъ никогда не зависитъ отъ
той формы, въ которой заданы данныя дроби: если мы умножимъ числи
теля и знаменателя одной изъ дробей а  и /3 или обеихъ дробей на q , то 
въ результате числитель и знаменатель также окажутся умноженными на q.

Сообразно этому уже ясно, какъ сл^дуетъ определить сумму нЪ- 
сколькихъ дробей; легко также видеть, что и основные законы этихъ 
операщй, которыя были изложены для целыхъ чиселъ въ §§ 8 и 13, со- 
храняютъ свою силу и для дробей. Вообще, поскольку речь идетъ только 
о сложеши и вычиташи, вычислешя надъ дробями представляютъ собой 
не что иное, какъ вычислешя надъ целыми числами въ применены къ 
особаго рода объектамъ, единица которыхъ называется 1 /п .  Характернымъ 
для этихъ вычислены является лишь то, что здесь приходится предвари
тельно привести данныя числа къ определенному виду, а затемъ резуль
татъ, если возможно, сократить.

2. У м н о ж еш е. Подъ произведешемъ двухъ дробей a jax и Ь/Ъх мы 
будемъ разуметь дробь ab/axbv  Мы получаемъ такимъ образомъ правило 
умножешя, которое непосредственно распространяется на случай какого 
угодно числа сомножителей.

Ч тобы  п е р е м н о ж и т ь  н е с к о л ь к о  д р о б е й , н у ж н о  п е р е м н о ж и ть  
в с е х ъ  ч и сл и тел ей  и в с е х ъ  зн а м е н а т е л е й . П р о и з в е д е ш е м ъ  д р о б ей  
б у д е т ъ  д р о б ь , ч и с л и тел е м ъ  к о т о р о й  с л у ж и т ь  п р о и з в е д е т е  всех ъ  
ч и с л и тел е й / а зн а м е н а т е л е м ъ  — п р о и з в е д е т е  в с е х ъ  зн ам ен ате 
лей  за д ан н ы х ъ  д р о б е й .

Само собою разумеется, что въ результате можно сделать все 
сокращешя, которыя онъ допускаетъ. Умножеше целыхъ чиселъ содер
жится, какъ частный случай, въ этомъ общемъ правиле умножешя дробей. 
Что со ч е т а т ел ь н ы й  и п е р е м е с т и т е л ь н ы й  за к о н ы  остаются въ силе
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и при умножеши дробей, вытекаетъ непосредственно изъ опредЪлешя, 
потому что этимъ законамъ слЪдуютъ въ отдельности произведешя, слу- 
жащ!я числителемъ и знаменателемъ произведешя дробей.

Точно такъ же и относительно знака произведешя остается въ силе 
то же правило, что и при умноженш целыхъ чиселъ: произведете бу- 
детъ положительнымъ или отрицательнымъ, смотря по тому, имеется ли 
четное или нечетное число отрицательныхъ сомножителей.

И з д е с ь  п р о и з в е д е т е  р авн о  нулю  въ  то м ъ  и т о л ь к о  въ  
то м ъ  с л у ч а е , если о д и н ъ  и зъ  со м н о ж и тел ей  р а в е н ъ  нулю  7).

Но относительно изменешя абсолютной величины произведете дро
бей следуетъ не темъ законамъ, что произведете целыхъ чиселъ. Именно:

П р о и з в е д е т е  а р  по аб со л ю тн о й  в ел и ч и н е  б о льш е или 
м еньш е, неж ели  а ,  см отря  по том у, п р е д с та в л я е тъ  ли с о б о й  /? 
п р ав и л ьн у ю  или н еп р ави л ьн у ю  д р о б ь . Въ самомъ деле, если мы

положимъ а =  — , Р — -у— , то aft  меньше или больше, нежели а, смотря 
а \

по тому, которое изъ двухъ неравенствъ имеетъ место (§ 18, 3):

аахЬ < аагЬх или aa1b>aa1bt;
если а и а г суть положительныя числа, то это сводится къ тому, будетъ 
ли b < b t или b > b it т. е. будетъ ли Р правильная или неправильная 
дробь.

3 . Если a, Pf у  суть три дроби, изъ которыхъ последняя отлична 
отъ нуля, то равенство а у  =  Ру  будетъ иметь место только въ томъ 
случае, если а  =  /?. Это следуетъ изъ критер!я, содержащаяся въ п. 3

§ 18-го. Въ самомъ деле, пусть а  =  — , /? =  у =  — ; если ау=/?у, то
d\ о-у Су

acbyCy ЬсйуСх,

а такъ какъ числа с и Су отличны отъ нуля, то отсюда, въ силу послед- 
няго предложешя § 9-го, следуетъ, что

aby =  Ьйуу
т. е. а =  р.

7), Определеше § 18,2 вводить также дроби вида — ; согласно же опредЬ-

. о ю „ * 0 л 0 0 ‘п л Оленпо § 18, 4, дробь -р  =  0; а такъ какъ — = -— , то дробь — равна нулю при1 Т1 1 • fl п
всякомъ знаменателе. Легко показать, что произведете несколькихъ дробей обра
щается въ нуль только въ томъ. случае, если одинъ изъ сомножителей имеегь 

Ов и д ъ ----п
В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 5
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4. Д Ъ леш е. Въ числовомъ ряду, который мы такимъ образомъ 
получили, задача о деленш можетъ быть поставлена и решена во всей 
ея общности.

Пусть а и /? будутъ два произвольныхъ рацюнальныхъ числа. Тре
буется найти такое число которое нужно умножить на /9, чтобы по
лучить число а, т. е. которое удовлетворяло бы равенству

« = (2)

Эта задача, очевидно, не им^етъ вовсе рЪшешя, если /9 =  0, а а не 
равно нулю, потому что при /? =  0 произведете |/9 =  0, каково бы ни 
было значение множителя Если а  =  0 и /? =  0,. то f  можетъ иметь 
совершенно произвольное значеше, ибо каждое число удовлетворяетъ 
требовашю. Если же /? отлично отъ нуля, то задача можетъ иметь не 
более одного  рЪшешя. Действительно, если бы существовало два числа 
£ и удовлетворяющихъ требованию, то должно было бы иметь место 
равенство согласно п. 3, это возможно только въ томъ случае,
когда £ =  f '. ‘

Итакъ, дело сводится къ тому, чтобы найти одно число, удовле

творяющее требовашю (2). Если а = —  и /9 =  , то мы получимъ та-
Oi

кое число, полагая

ибо въ такомъ случае

a h
ь Ьал ’1 *

_  аЪлЪ _  а _
Эг -- 1 7 -- --П.

(3)

Нахождение числа § мы будемъ называть делен1емъ числа а на 
число /?; число а  мы будемъ называть делимымъ, /9 — делителемъ, 

части ымъ.
Если а и суть делыя числа, то £ есть дробь, которая сводится 

къ целому числу, когда а кратно /?. Такимъ образомъ, задача о деленш 
двухъ целыхъ чиселъ безъ  остатка можетъ быть, вообще говоря, раз
решена только при помощи дробей и содержится, какъ частный случай, 
въ задаче о деленш дробей.

Частное отъ делешя двухъ дробей мы будемъ также изображать такъ:*

° : А  7  =  W,(4)

(а, деленное на /9); вместе съ темъ мы выразимъ полученный нами ре- 
зультатъ следующимъ правиломъ:
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Ч тобы  р а з д е л и т ь  одн у  д р о б ь  на другую , нуж но п о м н о ж и ть  
чи сли теля  дЪ лим аго на зн ам ен ател я  д ел и те л я  и зн а м е н а т е л я  д-Ь- 
ли м аго  на чи сли теля  д е л и т е л я ; п е р в о е  п р о и з в е д е т е  б у д е т ъ  
ч и сл и тел ем ъ  частн аго , в т о р о е  — его  зн ам ен ател ем ъ .

Въ выражении (4) число а также называютъ часто числителемъ, а 
— знаменателемъ дроби а/{1.

Дробь 1/а называется о б р атн о й  по отношенно къ а ;  она полу
чается путемъ о б р а щ е н а  числа а, т. е. путемъ замещешя числителя и 
знаменателя другъ другомъ.

Д'Ьлеше можетъ быть приведено къ умножешю при помощи стгЬду- 
ющаго правила: *

5. Ч тобы  р а з д е л и т ь  д р о б ь  а на д р о б ь  /?, м ож но п ом н ож и ть  
д ел и м о е  на о б р ащ е н н а го  д е л и т е л я .

ВслЪдсше того, что равенство (2) при /9 =  0 либо вовсе не имеетъ 
реш етя, либо имеетъ ихъ безчисленное множество, изъ ариеметики д е 
л е те  на нуль вовсе исключено. Однако, въ нЪкоторыхъ отделахъ высшаго 
анализа бываетъ целесообразно приписывать известное значеше также 
символу 1/0.

6. В о з в ы ш е т е  въ степ ен ь . Когда поняДе объ умноженш дробей 
установлено, то возвышеше въ степень определяется само собой. Если 
а есть дробь, а п— натуральное число, то ап представляетъ собой произ
ведете п сомножителей, равныхъ а. Число а  называется о сн о в аш ем ъ , 
п — п о к азател ем ъ , ап — п-ой степ ен ью  числа a. B et эти п о н я т  
определены только для целыхъ и положительныхъ значений числа п. Мы 
обобщимъ, однако, это поняДе; именно — мы распространимъ его на тотъ 
случай, когда показатель равенъ нулю или имеетъ отрицательное значеше. 
Мы достигнемъ этого лучше всего темъ, что распространимъ на все эти 
случаи основное равенство

ат - а” =  а**+\ (5)

которое для целыхъ положительныхъ показателей вытекаетъ непосред
ственно изъ определешя 8).

Если мы, сообразно этому, положимъ въ равенстве (б) п  — 0, то 
получимъ:

а™ • а 0 =  ат;

§ 19

8) Иными словами, мы постараемся определить степень съ отрицательнымъ 
или нулевымъ показателемъ такимъ образомъ, чтобы равенство (5) осталось въ 
силе при всехъ целыхъ значешяхъ показателя.

5*



68

если поэтому а, а, стало быть, и а от, отлично отъ нуля, что мы и 
будемъ теперь предполагать, то

а ° = 1 .  Гб)

ДалЪе, если мы положимъ въ равенств^ (5) п =  — т, то получимъ:

ат • а~т = а0 =  1,

§ 19 _____

такъ что

а г т =  — (7 )

7. Итакъ, если мы хотимъ, чтобы соотнош еш е (5) сохранило 
свою силу, то мы должны подъ а0 разум еть 1, а подъ а~т— 
число, обратное ат .

"Равенство \т =  1 остается справедливымъ и при этомъ обобщении

8. Если а есть неправильная дробь, то степень ап растетъ 
вмЪстЪ съ показателемъ п. Это вытекаетъ непосредственно изъ опредЪ- 
лешя степени, какъ произвелешя равныхъ сомножителей. Мы имЪемъ, 
однако, теперь возможность установить ближе ходъ этого возрасташя.

Если р есть цЪлое положительное число, большее, нежели 1, то ар 
больше, нежели а, и мы можемъ вставить между а и ар число у такимъ 
образомъ чтобы имЪло мЪсто соотношеше:

ар> у>а.  (8)

Умножая всЬ члены этихъ неравенствъ на а, мы получимъ:

а*Ч-1 >  у а =  у - f  у (а — 1) >  у +  а (а — 1) >  а. (9)

Если ftfbT повторимъ то же разсуждеше, заменяя въ соотношенш (8) 
р черезъ£-|- 1 и, на основанш неравенствъ (9), у черезъ у +  а ( а — 1), 
то мы получимъ:

а Н-2> у + 2 а ( а - 1 ) ; 9)

отсюда помощью индукцш заключаемъ, что для каждаго цЪлаго положи- 
тельнаго числа п

aP+nyy  +  n a i a — 1). (Ю)

Такъ какъ а(а — 1) есть положительное число, то число п можно 
выбрать настолько большимъ, чтобы у п а ( а — 1) было больше любого

®) Подробнее: умножая всЬ члены неравенства а ^ 1 > у +  а (а — 1) на а,, 
получимъ:

аР+2 > а у -f  а1 (а—1), откуда а ^ 2 > ау +  а (а —1) > у 4 ^ ( а —1)Ч-а(а—1)г
т. е.

а»+2 > т +  2 а (а -1 ).
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заданнаго числа с. Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ следующему 
выводу:

Е сли а > 1  и с есть  п р о и зв о л ь н о  за д ан н о е  п о л о ж и тел ь н о е  
число, то ап > с ,  ко л ь  ск о р о  п  п р евы ш аетъ  н е к о т о р о е  д о с т а 
то ч н о  б о льш о е  число т. Это представляетъ собой обобщеше пред- 
ложешя § 11, 5.

Применяя это предложеше къ числу 1/а, где а < 1 ,  мы легко заклю- 
чаемъ отсюда, что ап становится м ен ьш е любого заданнаго положительнаго 
числа Су если показатель п принимаетъ достаточно болышя значешя.

Возвратимся къ тому случаю, когда а >  1. Изъ соотношешя (10) 
следуетъ, что

ар+гг >  п а  (а  — 1);
поэтому

а ” >  п а ( а  — 1) а~Р.

Если мы здесь положимъ для сокращешя а  ( а — 1)а~*  =  Д  то 
получимъ:

а * > А п ,  (И )

где Л представляетъ собой положительное число, зависящее бтъ а, но не 
зависящее отъ п . Эта формула имеетъ место для всякаго целаго поло
жительнаго числа п.

Если k  +  1 есть произвольно заданное целое положительное число, 
то, какъ бы ни было велико целое число т, всегда можно найти два 
последовательныхъ кратныхъ числа /г +  1, между которыми лежитъ число 
т, такъ что

(k +  1 ) п  ^  т <  (* +  1) (я  +  1). (12)

Возводя теперь о б е  части неравенства (11) въ (k-\-  1)-ую степень и 
принимая во внимаше, что ат ^  получимъ:

а»1 >  Дк-\Л nk+\ ш

Далее, изъ соотношешя (12) находимъ:

(13)

п  >
т — k — 1

к + 1
ш

к + А 1 - — )1 \  т  /

к [ 1 1
Въ случае, когда т  >  2 (k +  1) и, стало быть, 1 ------ — -  >

ш  2
предыдущее неравенство даетъ

п  > т
2(А +  1 ) ;



поэтому, согласно неравенству (13),

а"г >  тк ■ Ak+lm
[ 2 ( F +  l)]* * 1 ’

(14)

Съ другой стороны, если с есть произвольно заданное число, то 
мы можемъ взять числе т настолько большимъ, чтобы выполнялось не
равенство

Дк+l т  ^

[ 2 ( k + \ ) ] k+ l >  С'
тогда

ат >  стк. (15)

Такимъ образомъ, доказано следующее предложена:

Если а >  1, a k есть произвольно заданное натуральное 
число, и, наконецъ, с представляетъ собою сколь угодно боль
шое полож ительное число, то ат>стк, коль скоро т превосхо
д и ть  некоторое  достаточно больш ое число.

Это предложеше выражаютъ еще такъ: ат во зрастаетъ  быстрее, 
нежели сколь угодно высокая степень числа т.

§ 20. Десятичныя дроби.

1. При нашей индусской системе счислешя каждое натуральное 
число можно изображать сколь угодно большимъ количествомъ цифръ; 
для этого достаточно приписать съ левой стороны надлежащее число 
нулей. Такимъ образомъ, 03 означаетъ то же, что 3, а 000 650 — то же, 
что 650. Но эти нули съ левой стороны излишни, и потому ихъ не 
пишутъ.

Разсмотримъ теперь дроби, знаменателями которыхъ служатъ сте
пени числа 10; таюя дроби имЪютъ видъ

а  =  Л  - 10 " , ' (1)

где А  есть натуральное число. Въ виду сдЪланнаго выше замЪчашя та
кого рода дроби можно опред^леннымъ образомъ обозначать безъ зна
менателя, пользуясь только значешемъ места, занимаемаго цифрой.

Съ этой целью мы пишемъ число А  такъ, чтобы оно имело более 
11 цифръ, — скажемъ,v п +  т +  1 цифръ, где т ^  0 10). Цифру высшаго

10) Если число А  нормально изображается более, нежели п цифрами, то мы 
сохраняемъ обычное изображеше; если же число А  въ обычномъ изображена 
имЪетъ меньше п цифръ или ровно п цифръ, то мы его дополняемъ нулями съ 
левой стороны такъ, чтобы получить я + 1  цифръ. Число т при этомъ условш 
всегда имеетъ определенное значеше; но можно сделать т больше, если припи
сать съ левой стороны еще лишше нули.
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разряда мы обозначимъ черезъ ат> а затЪмъ следующая цифры обозна- 
чимъ тою же буквою съ последовательно убывающими индексами, такъ 
что некоторые изъ этихъ индексовъ будутъ отрицательны :

А  =  Clm Clm — lClm—2 ** ' d\d§d—\d —2 ’ ’ * d—

буквы а  имеютъ, конечно, значешя, принадлежащий ряду 0, 1, . . 9.
Въ случае надобности въ начале должно быть написано надлежащее число 
нулей. Теперь положимъ

а  =  А  *10 п — dm dm—i • ■ й—i d—2 * * ■ d—ny (2)

приписывая этому выражешю значеше

d m  10'" +  йш-ilO " " 1 +  • • -г tfi Ю +  л© +  1 +

+  а - « Ю - - Ч ----------г  Д - Л 0 - ” .

Такимъ образомъ, запятая указываетъ, где начинаются отрицательныя 
степени основания 10 *).

Если А  <  Ют , т. е. если а есть правильная дробь, то все цифры, 
стояния до запятой, должны быть нулями. Въ этомъ случае передъ за
пятой достаточно писать только одинъ нуль. Можно было бы даже опу
стить и этотъ нуль, но было бы очень непривычно, а иногда даже 
неясно, начинать число просто запятой. Нули же, стояние непосредственно 
после запятой, если таковые имеются, имеютъ существенное значеше, — 
точно такъ же, какъ нули, стояние въ конце целаго числа. Напротивъ 
того, после последней цифры можно приписать сколько угодно нулей. 
Обыкновенно нули, стояние въ конце десятичной дроби после послед
ней значащей цифры, опускаются.

Если мы будемъ пользоваться для обозначешя числа въ десятичной 
системе общимъ символомъ а съ последовательными индексами, т. е. 
будетъ писать

dm—1 dm—2 ••• dm

где ш и п  могутъ иметь положительныя, отрицательныя или нулевыя це- 
лыя значешя ( т  >  п), а самые символы ат- и  dm—2, означаютъ ци ф ры  
(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), то мы можемъ вовсе не ставить запятой; 
значеше цифры вполне определяется индексомъ.

Дробь, имеющая знаменателемъ степень десяти и написанная въ 
форме (2), называется д есяти ч н о ю  д р о б ь ю . Въ отлич1е отъ десятич- 
ныхъ дробей остальныя называются просты м и дробями.

§ 20

*) Этимъ обозначешемъ десятичныхъ дробей въ первый разъ сталъ пользо
ваться, повидимому, Jobs! Biirgi; онъ, имЬлъ, правда, предшественниковъ, но .вполне 
правильная постановка этого вопроса принадлежать ему.
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2. ДЪйсшя надъ десятичными дробями совершаются тЪми же спосо
бами, что и надъ целыми числами.

При сложенш и при вычитанш нужно писать числа такимъ образомъ, 
чтобы цифры, выражаюцця одни и те же разряды, стояли одни подъ 
другими, т. е. чтобы запятыя во всЪхъ числахъ стояли одна подъ 
другой. Если при этомъ приписать нули такъ, чтобы все числа имели 
после запятой одинаковое число цифръ, то вычислеше можно вести такъ, 
какъ будто бы запятой и вовсе не было; въ результате нужно только 
поставить запятую на томъ же месте, на которомъ она стоитъ въ дан- 
ныхъ числахъ.

3. Для того, чтобы умножить десятичную дробь на 10, запятую пе- 
ремЪщаютъ на одинъ знакъ вправо; при умноженш же на 10/; ее пере- 
мЪщаютъ на Ь знаковъ вправо. При долети десятичной дроби на 10л 
запятую перем'Ьщаютъ на h знаковъ влево. Эти операцш всегда могутъ 
быть выполнены; иногда только бываетъ нужно приписать справа или 
слева надлежащее число нулей.

4. Если нужно перемножить две десятичныя дроби а и /?, изъ ко- 
торыхъ первая им'Ьетъ а вторая v десятичныхъ знаковъ после запятой, 

.то опускаютъ прежде всего обе запятыя, т. е. перемножаютъ числа
10р - а и 101' ■/?. Произведете равно поэтому lOH-^a/ff; чтобы получить 
а/?, остается разделить полученное число на Ю^Ь1', т. е. отделить въ 
результате съ правой стороны ^  -(- v знаковъ съ помощью запятой. 
Такимъ образомъ, умножеше десятичныхъ дробей сводится къ умноже- 
шю целыхъ чиселъ.

§ 21. Приближенный значешя десятичныхъ дробей.
1. Значеше цифры въ десятичной дроби становится тЬмъ меньше, 

ч'Ьмъ далее эта цифра отстоитъ отъ запятой по направлешю слева на
право. Часто случается, что при числовыхъ задашяхъ или вычислешяхъ 
цифры, занимаюиця последшя места, начиная съ некоторой, вовсе не 
принимаются во внимаше („опускаются"); иногда это обусловливается 
тЬмъ, что дальнейипя цифры вовсе неизвестны, иногда же эти цифры 
не им^ютъ значешя въ виду самаго характера задачи. Дробь, которую 
мы получаемъ, опуская последше десятичные знаки въ десятичной дроби, 
называется приближеннымъ ея значенГемъ.

Пр1емъ этотъ находить себе оправдаше въ следующемъ предложенш:
Написанное въ десятичной системе число

Q  =  й п —\С 1 п —2 * • * C lk  (1)
(г д е  какъ п, такъ  и k могутъ иметь такж е отрицательны я зна
чения, но п > А  (§ 20, 1)) всегда меньше, нежели 10й и).

и) Здесь указатель п — 1 при первой цифре указываетъ, что число начина
ется я-ымъ разрядомъ; если это число целое, то & =  0; если же оно имеетъ деся-



73

Въ самомъ деле, если мы замЪнимъ все цифры ап—i, йю—г, ...,йк 
девятками, то мы это число увеличимъ или, по крайней мере, не умень
шимте такъ что

10* + 9 - 10*+1 +  • • •  +  9 . 10м- 1.

Если мы придадимъ къ правой части 10*, т. е. увеличим!» последнюю 
цифру единицей, то мы получимъ:

а
9-10* +  10* =  10*-И,

9 • 10*-И +  10*+1 =  10*+*,

§ 21

9 . ю » - 1 +  10м- 1 =  10м.

Складывая эти равенства и опуская съ обЪихъ сторонъ числа 10*+\ 
10*+*, . 10м*1, получимъ:

Q + I 0 k z= 10м;
следовательно, и подавно

е < юм, (2)
что и требовалось доказать.

Отсюда сл^дуетъ:
Значен1е написаннаго въ десятичной системе числа а

( X  : =  Um  d m — 1  ’  '  ’  d n d n  - 1  * * " d k

больше, нежели
А  =  dm dm — 1 * * • dn ,

и меньше, нежели

А ' -  dmdm - 1 . . . (dn +  1 ) =  А +  Ю "  12).

Если ап =  0, то здесь, конечно, нужно вместо aH+i[(l„ +  1] написать
[dn+i +  1]

Такимъ образомъ, ошибка, которую  мы делаемъ, опуская 
цифры, стояния после ап, меньше, нежели 10м.

Вообще говоря, заменяя десятичную дробь ея приближеннымъ зна- 
чешемъ, всегда стараются сделать абсолютную величину ошибки воз-

тичные знаки, то к имеетъ отрицательное значение; если, наконецъ, число предста- 
вляетъ собой правильную дробь, т. е. начинается десятичными знаками, то не только 
к, но и п имеетъ отрицательное значеше.

м) Ибо а = ап  Ю”  +  ат^ \ 0 т~ 1 +  ■ - • +  а„ 10” +  Ю""1 +  - • +  а„ 10*,

но, какъ выше доказано, ли_ 110“—1 +  • ■ • +  ая 10* ё  10", а потому a ё  ат  10я* — 

+  " •  +  «„ Ю" +  Ю” =  ат Юш+  ••• +  (<.„ +1)10” =  А'.



можно меньшей. Сохраняя одно и то же число десятичныхъ знаковъ, мы 
можемъ заменить число а либо числомъ А, либо числомъ А'- Такъ какъ

а = А д = А' — (10” — о),

где д им^етъ прежнее значеше (1), то ошибка въ первомъ случай равна 
р, а во второмъ случай равна дг — 10" — р (по абсолютной величине). 
Последняя ошибка меньше первой, если д >  10" — р, т. е. если 2@> 10”’ 
Это им^етъ место, если первая отбрасываемая цифра ап - 1 =  5, б, 7, 8 
или 9; напротивъ, д <  10" — р, если ап- 1 равно 0, 1, 2, 3, 4. Един
ственное исключеше им^етъ место, если ап- 1 =  5, а все следуюцця цифры 
равны 0; въ этомъ случай д =  д\ и оба приближешя А  и А’ даютъ ту 
же ошибку. Мы получаемъ отсюда следующее правило:

Опуская въ десятичной дроби  для получен1я приближен- 
наго ея значен1я п ослед ш е десятичны е знаки, сл^дуетъ  увели
чить последню ю  удерживаемую  цифру на единицу, если первая 
изъ отбрасываемыхъ цифръ больш е 4-хъ.

2. При производстве аривметическихъ действ^ надъ приближенными 
значениями десятичныхъ дробей опущенные десятичные знаки могутъ 
иногда оказать вл1яше на rb  знаки, которые мы желаемъ сохранить. Если, 
наприм'Ьръ, мы складываемъ k приближенныхъ дробей, составлеиныхъ по 
указанному выше правилу, то послЪдшй десятичный знакъ, который мы 
сохраняемъ, можетъ оказаться maximum на А/2 единицъ больше или 
меньше истиннаго своего значешя. Но этого наибольшаго значешя ошибка 
достигаетъ только въ томъ случай, если ошибки всЬхъ приближенШ 
имеютъ одинъ и тотъ же знакъ и все достигаютъ наибольшаго значешя. 
Если же намъ даны только приближешя, то о вероятности той или дру
гой ошибки можно судить по правиламъ, указываемымъ исчислешемъ 
вероятностей. Болышя ошибки оказываются при этомъ менее вероятными, 
чемъ меньцпя.

Если мы имеемъ еще каюя-нибудь сведешя относительно ошибки, 
если мы знаемъ, напримеръ, что имеется число съ положительной ошиб
кой или число съ отрицательной ошибкой, то пределы возможной ошибки 
результата еще более сближаются. 3

3. Если нужно перемножить две приближенный десятичныя дроби, 
то обыкновенный пр1емъ умножешя въ примененш къ низшимъ десятич- 
нымъ знакамъ даетъ совершенно безполезный резуЛьтатъ и представляетъ 
собой до некоторой степени безплодную работу. Въ этихъ случаяхъ 
пользуются поэтому такъ называемымъ сокращ еннымъ умножен1емъ.

Соображешя, на которыхъ этотъ пр1емъ основанъ, лучше всего 
уясняются на примере.

§ 21 J ± _
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Положимъ, что намъ нужно перемножить лва четырехзначныхъ числа

(X =  &§(1ъС1]С1§\

<9 =  М * М о -

Если мы начнемъ умножеше съ высшаго разряда множителя /9, то 
вычислеше, согласно обычному способу умножешя, расположится c a t-  
дующимъ образомъ:

§ 21

аг а.> . а, Яо
h к к /> о

а-.А а-,Ь з я А о />з *

аъ Ьо С12 Ь'2 a j ) ,  а0к * .•J:

«г Ь, а.Л7 ,, а  А ай1\ •л:

я з Ь() cl.) bQ а А йо Ьо

CG Съ с \ с* , с. С\ Со•

При этомъ, естественно, какъ въ произведешяхъ СиЬк, такъ и въ сум- 
махъ с к, превосходя щихъ число 9, десятки должны быть присоединены 
къ следующему разряду.

Однако, на гЬхъ местахъ, на которыхъ въ нашей схеме поставлены 
звездочки, должны были стоять не нули, а неизвестныя цифры. Такимъ 
образомъ цифры Съ, Сх , с0 могутъ также оказаться ошибочными. При 
этомъ цифры по направленно отъ с2 къ с0 становятся все менее надеж
ными. Ошибка въ числе с2 можегь въ неблагопр1ятномъ случае, когда 
все слагаемый, изъ которыхъ оно получается, достигаютъ наибольшаго 
значешя, отразиться на цифре ci7 можетъ даже дорасти до 3 единицъ 
этого разряда. В с л е д с т е  этого въ окончательномъ результате цифра 2̂ 
уже не проставляется, но отдельныя слагаемыя этого разряда оказывается 
нужнымъ вычислить для исправлешя ‘ цифръ съ и Точно такъ же каж- 
дымъ сведешемъ, какое мы имеемъ относительно цифръ, помеченныхъ 
звездочками, можно воспользоваться для исправлешя результата. Но ум е
лое применеше всехъ этихъ пр!емовъ на практике достигается только 
упражнешемъ *).

*) Ltiroth. Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. Leipzig, Teubner, 1900. 
Полная теоргя приближеннаго вычислешя довольно сложна. Введешемъ въ 

этотъ вопросъ могутъ служить небольшая сочинешя:
В. Ц иммерманъ. Приближенный вычислешя.
В. Ермаковъ. Приближенное вычислеше. Юевъ, 1905
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§ 22. Работы Евклида, Д1офанта и Фермата по т е о р ш  чиселъ.

О свЪдЪшчхъ, которыми располагали греки до Е в к л и д а , мы знаемъ 
очень мало. Отъ пиеагорейцевъ, въ ученш которыхъ числа играли такую 
важную роль, сохранились некоторый довольно глубокш предложежя 
теорш чиселъ, но безъ всякой систематической связи (см. Cantor, Ge- 
schichte der Mathematik, 2 Aufl., Bd. I, Кар. 6, S. 137). Только въ „Нача- 
лахъ“ Е в к л и д а  мы находимъ Teopiio чиселъ, содержащую, по существу, 
почти все то, что и въ настоящее время составляетъ основу высшей 
ариеметики. Свойственная Е в к л и д у  геометрическая форма изложешя обу
словливается недостаткомъ простой системы обозначежя чиселъ, какой 
мы располагаемъ теперь въ виде индусскаго счислежя и буквеннаго зна- 
коположешя, и при нашихъ привычкахъ затрудняетъ намъ понимаже.

Если, напримЪръ, Е в к л и д ъ  изображаетъ неопределенный простыя 
числа (книга IX, 20) произвольно выбранными отрезками, то это реши
тельно ничего не вноситъ въ доказательство теоремы, о которой идетъ 
речь, и обусловливается только потребностью иметь передъ глазами кон
кретный образъ абстрактныхъ представлежй

Мы здесь вкратце приведемъ предложежя, къ которымъ, на нашъ 
взглядъ, приводится сущность дела.

Во Н-ой книге приведены основныя предложежя объ умноженш 
многочленовъ (см. выше § 10). Здесь геометричесжй методъ имеетъ более 
глубокое значеже, нежели въ теорш чиселъ: если разсматривать фигу
рирующая здесь величины действительно, какъ отрезки, и ихъ произведе- 
шя, какъ площади, то доказательство по существу аппеллируетъ къ гео
метрической интуицш.

Въ VII-ой книге даются определежя (часто въ мало понятной форме), 
изъ которыхъ ясно вытекаетъ, что речь идетъ только о целыхъ поло- 
жительныхъ (натуральныхъ) числахъ. Здесь даются определен1я четныхъ 
чиселъ, простыть чиселъ, взаимно простыхъ чиселъ, квадратныхъ чиселъ, 
кубическихъ чиселъ, совершенныхъ чиселъ. Изследоважё начинается съ 
вопроса, который въ настоящее время всегда принимается за основу теорш 
чиселъ, съ разыскажя наибольшей общей меры двухъ чиселъ и распозна- 
важя взаимно простыхъ чиселъ (VII, 1, 2, Евклидовъ алгориемъ. См. § 16).

Лишь значительно позже (VII, 34, 36) определяется наименьшее 
кратное двухъ или несколькихъ чиселъ и даются способы для его 
разыскажя.

Далее (VII, 15, 16) приводится теорема о переместимости мно
жителей въ произведена, но доказывается она не при помощи площади 
прямоугольника, а посредствомъ мало наглядныхъ соображежй, основан- 
ныхъ на деленш отрезковъ на единицы.



77

Особенно подчеркнуть нужно еще предложеше VII, 30, заключаю
щееся въ томъ, что произведете двухъ чиселъ можетъ делиться на 
простое число только въ томъ случай, если, по крайней мере, одинъ изъ 
сомножителей делится на это число. Это предложеше, собственнно говоря, 
содержитъ наиболее глубокое опредЪлеше простыхъ чиселъ и въ послед
нее время въ теорш общихъ алгебраическихъ чиселъ и алгебраическихъ 
функций привело къ доказательству существования такъ называемыхъ иде
ал ьн ы хъ  п р о с ты х ъ  м н ож и телей . При помощи этого предложешя 
прежде всего доказывается, что каждое число либо представляетъ собой 
простое число, либо делится на простое число. Отсюда непосредственно 
выводится, что каждое число однимъ и только однимъ способомъ разла
гается на конечное число простыхъ множителей; впрочемъ, это предло
жеше высказано у Е в к л и д а  недостаточно определенно. Только значи
тельно ниже (IX, 14) приводится относящееся сюда же предложеше, что 
произведете несколькихъ простыхъ чиселъ не делится ни на одно простое 
число, отличное отъ этихъ сомножителей. О степеняхъ простыхъ чиселъ 
здесь не упоминается.

Очень замечательно также доказательство предложешя, что число 
простыхъ чиселъ превышаетъ всякое число, которое можетъ быть указано, 
или, какъ мы теперь выражаемся, что число простыхъ чиселъ безконечно 
велико (IX, 20; § 17). Это доказательство отличается такой простотой 
и наглядностью, что врядъ ли оно можетъ быть заменено более простымъ. 
Однако, это доказательство не можетъ быть распространено на болеё 
глубокие вопросы, —напримеръ, о числе простыхъ чиселъ въ ариеметической 
прогрессш или о числе простыхъ множителей въ высшихъ числовыхъ 
корпусахъ. Поэтому прюбретаетъ важное значеше другое доказательство,Ч
гораздо более трудное и опирающееся на свойства безконечныхъ рядовъ. 
Доказательство это принадлежитъ Э й л е р у  и позднее было развито Д и 
рихле.

Заключеше IX-ой книги, въ которой оканчивается изследоваше целыхъ 
чиселъ, содержитъ формулу суммы геометрической прогрессш и основную 
теорему о совершенныхъ числахъ.

О жизни Е в к л и д а  мы имеемъ очень мало сведены ; онъ жилъ въ
царствоваше перваго П толом ея, который управлялъ Египтомъ отъ 324 до
285 г. до Р. X., и училъ и писалъ въ Александры. Его сочинешя, изъ *
которыхъ сравнительно мнопя дошли до насъ, во все времена пользовались 
глубокимъ уважешемъ, вышли въ многочисленныхъ издашяхъ и переводахъ 
и вызвали очень обширную литературу. Изъ сочинений, въ которыхъ можно 
найти более подробный сведешя по этому вопросу, мы приведемъ, кроме 
общихъ сочинеш'й по исторш математики, указанныхъ на страницахъ 21 
и 22, только следуюнця:

М. C an to r. Euklid und sein Jahrhundert. Leipzig. 1867.

§ 22
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J. L. H e ib e rg . LiteraturgeschichtlicheStudien iiber Euklid. Leipzig. 1882.
M. S im o n . Euklid und die sechs planimetrischen Bucher. Leipzig. 1901.
Изъ греческихъ авторовъ, писавшихъ после Е в к л и д а  по теорш чи- 

селъ, до Д ш ф а н т а  серьезное 3Ha4eHie им'Ьетъ только Э р а т о с е е н ъ ;  изо
бретенный имъ. методъ разыскашя простыхъ чиселъ былъ изложенъ выше 
на стр. 57 и 58.

Совершенно неожиданнымъ, безъ предшественниковъ, представля
ется появлеше Щ о  ф а н т а , личность и вся деятельность котораго кажутся 
до некоторой степени загадочными. Нельзя сказать точно, назывался ли 
онъ Diophantus или Diophantes, хотя последнее начерташе представляется 
более вероятными Относительно времени его жизни можно съ уверенностью 
указать только на промежутокъ отъ 180 г. до Р. Хр. до 370 г. посл1> 
Р. Хр., т. е. промежутокъ въ 550 летъ ; некоторый соображешя, более 
или менее вероятный, даютъ основаше отнести расцветъ его деятельности 
скорее къ концу этого периода. Онъ жилъ въ центре современной гре
ческой науки, въ Александрш, и писалъ по-гречески. Но странность его 
появлешя приводить Ган к ел я даже къ предполож ен^, что Д ш ф а н т ъ  не 
былъ грекомъ, а варваромъ, и что онъ происходилъ изъ одного изъ техъ 
племенъ, который около этого времени стали проникать въ гречесюй м!ръ; 
предположен ie это, однако, никакихъ положительныхъ данныхъ за себя 
не имеетъ.

Огромное большинство задачъ, разработкой которыхъ занимался 
Д ш ф а н т ъ , относится къ категорш, сохранившей и по настоящее время 
его имя — Дюфантовы задачи; это задачи о разысканш целыхъ чисел%. 
удовлетвориющихъ известнаго рода уравнешямъ. Если Д 1 о ф а н тъ  иногда 
не ограничивается целыми числами, а ищетъ рацюнальныя решешя со- 
ответственныхъ уравнешй, то въ этомъ нетъ принципиальной разницы, 
такъ какъ ращональное число представляетъ собой частное двухъ целыхъ 
чиселъ 13). Однако, самой простой изъ этихъ задачъ, решеш я неопреде
л ен н ая  уравнешя первой степени съ двумя неизвестными, которое изла
гается въ настоящее время въ элементарныхъ школахъ подъ назвашемъ 
учешя объ уравнешяхъ Д я ф а н т а  и приводится къ Евклидову алгориему, 
этой именно задачи въ сочинешяхъ R i o ф ан та  нетъ.

Эту задачу и ея решеше мы находимъ въ Европе после ДГофанта 
впервые только у Б аш е  (въ Китае и Индш она была разрешена раньше) 
въ его сочиненш „Занятный и пр1ятныя задачи въ области чиселъ" *), 
а также въ его примечашяхъ къ выпущенному имъ же первому печатному

13) И задача, такимъ образомъ, всегда сводится къ разысканш целыхъ чиселъ.
*) B achet de M 6ziriac . „Probl&nes plaisants et d£lectables qui se font sur 

les nombres". 1612, 2-ое изд. 1624. Вновь переиздана въ Париже въ 1884 г. 
C laude G aspard  B ache t, S ieu r de M eziriac, 1езуитъ, былъ профессоромъ ри
торики въ Милане, а позже членомъ французской Академш въ Париже. 1587—1638.
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изданш JXi о ф анта  (1621). Я не разделяю той сдержанной оценки, которую 
далъ ариометике Д i о ф а н та. Г а н к ел ь. Правда, въ задачахъ, поставленныхъ 
и разрЪшенныхъ Д ш ф а н т о м ъ , нельзя найти внутренней связи,, системы, 
или метода; но таковъ уже характеръ вопросовъ. теорш чиселъ, что они 
всегда кажутся произвольно поставленными и каждый изъ нихъ требуетъ 
своеобразнаго метода рЪшешя. „Эта ветвь математики представляетъ ту 
замечательную особенность, что здесь значительные успехи почти всегда 
были достигаемы попытками убедиться, что то или иное индуктивно 
найденное положеше справедливо вообще; между темъ во всехъ другихъ 
отрасляхъ анализа значительные результаты обыкновенно получались бла
годаря новымъ точкамъ зрешя, къ которымъ авторы редко приходили 
путемъ попытокъ сконцентрировать отдельныя разрозненный предложешя; 
новые горизонты чаще раскрывались благодаря сознанной необходимости, 
обнаружившейся при разработке вопросовъ, недоступныхъ при. прежнихъ 
методахъ изследовашя" *).

Къ изследовашю внутренней связи ариеметическихъ вопросовъ при- 
ступлено только въ последнее время. Именно, эта произвольность, эта 
непосредственность въ методахъ изследовашя въ области теорш чиселъ, 
которая иной разъ затрудняетъ начинающаго, составляетъ для знатока 
дела неотразимую прелесть этой дисциплины, обаяше которой его никогда 
не покидаетъ. Во всякомъ случае можно сказать, что T e o p i a  чиселъ по
строена на Д 1 о ф ан те ; его книга во все времена занимала наиболее та
лантливые умы.

Наиболее выдающейся французскШ алгебраистъ XVI столе™  ЕНета**) 
въ своемъ пятитомномъ „Zetetica" собралъ рядъ задачъ, частью заимство- 
ванныхъ у Д ш  ф анта, частью составленныхъ по его образцамъ; такой же 
характеръ имеетъ и книга Баш е, о которой мы упоминали выше. Но самымъ 
крупнымъ изъ всехъ этихъ авторовъ по теорш чиселъ, примыкающихъ 
къ Д 1оф анту , является Ф е р м а т ъ ***). Важнейшая свои открыта въ области 
теорш чиселъ онъ излагалъ въ письмахъ къ различнымъ ученымъ, а чаще 
въ виде примечашй на поляхъ сочцнешй Д ш  ф ан та, изданныхъ Б аш е. 
После его смерти все эти сообщешя и примечашя были опубликованы 
его сыномъ въ новомъ изданш Д ш  ф ан т  а.. ****).

*) D irich le t. „Untersuchungen iiber die Theorie der quadratischen Formen*.
**) F rancois V ieta, 1560 — 1603 r.

***) Было бы правильнее называть его Ферма, но у насъ настолько уста
новилось назваше „теорема Фермата*, что мы решили сохранить эту неправиль
ность имени.

P ierre  Ferm at родился въ 1601 г., умеръ въ 1665 г., былъ не математикомъ 
по специальности, а юристомъ (советникомъ парламента въ Тулузе). Сочинешя 
Ф ермата въ последнее время переизданы П .ТаннерииШ . Генри (Р. Tannery, Ch. 
Henry, Paris, 1891).

•***) Эти примечашя,приведены въ немецкомъ переводе Д1офанта, принад- 
лежащемъ Вертгейму (Wertheim), также на немецкомъ языке.

§ 22
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Предложение, преимущественно известное подъ назвашемъ „теоремы 
Ф ерм ата" , согласно которому разность йп — а всегда делится на п, если 
а есть произвольное щЬлое, а п простое число, и которое въ обобщенш 
прюбр'Ьло величайшее значеше для теорш чиселъ, появилось въ первый 
разъ въ письмЪ къ Ф рени клю  (Frenicle), относящемся къ 1640 г. До
казательство этого предложешя не представляетъ затруднешй; но съ дру
гими теоремами, высказанными Ф ерм атом ъ , дЪло обстоитъ иначе.

Въ качеств^ примера можно указать предложеше, которое К роне- 
к е р ъ  назвалъ „великой теоремой Ф ерм ата", предложеше, интересное не 
столько по своему содержашю, сколько по доказательству. Во второй 
книгЪ (задача 8, 3) Д 1 о ф ан тъ  изсл^дуетъ задачу о разложенш полнаго 
квадрата на сумму двухъ другихъ квадратовъ. По этому поводу Ф ер- 
м атъ  зам'Ьчаегь:

„Между тЪмъ совершенно невозможно разложить полный кубъ на 
сумму двухъ кубовъ, четвертую степень на сумму двухъ четвертыхъ сте
пеней, вообще какую-либо степень на сумму двухъ степеней съ гЬмъ же 
показателемъ. Я нашелъ поистинЪ удивительное доказательство этого пред
ложения, но здЪсь (въ книгЬ, въ которую онъ записывалъ свои прим'Ьчашя) 
слишкомъ мало lite r» , чтобы его поместить".

Никакихъ другихъ указаний относительно доказательства этого пред
ложешя у Ф ерм ата не найдено, а наиболее выдающимся изагЬдователямъ 
не удалось вновь его открыть. Для третьей и четвертой степеней пред
ложение доказано Э й л ер о м ъ , для пятой—Д и р и х л е . Дальше идетъ доказа
тельство Кум мер а, которое уже охватываетъ обширную категорш пока
зателей; однако, К ум м еръ, пользуется наиболее глубокими и трудными 
средствами анализа, которыми Ф ер м атъ в о  всякомъ случай еще не владЪлъ.

' Иначе обстоитъ дЪло съ другой теоремой, которую Ф ер м атъ  счи- 
талъ правильной, именно, что увеличенная единицей степень числа 2, по
казателемъ которой также служить степень числа- 2,. есть простое число. 
Но зд^сь Ф ерм атъ  самъ заявляетъ, что ему еще не удалось дать исчерпы
вающее доказательство этого предложешя. Если бы это предложеше было 
правильнымъ, то оно давало бы возможность находить сколь угодно боль- 
пня простыя числа, для чего мы иныхъ средствъ въ настоящее время не 
имЪемъ. Однако, какъ показалъ Э й л ер ъ , предложеше это неправильно: 
уже 232 +  1 =  4 294 967 297 разлагается на множителей, именно делится 
на 641.



ГЛАВА IV.

Ирращональныя числа.

§ 23. Извлечете квадратныхъ корней.

1. Среди чиселъ натуральнаго ряда есть таюя, который предста- 
вляютъ собою вторыя степени (квадраты) другихъ чиселъ того же ряда; 
напримеръ:

1 =  I 2, 4 =  22, 9 =  З2, 16 =  42, 25 =  52,
36 =  6 \  49 =  72, 64 =  82, 81 =  92, 100 =  102.

Эти числа 1., 4, 9, 16, . . .  называются полны ми квадратам и , такъ 
какъ они являются вторыми степенями чиселъ 1, 2, 3, 4, . . .; эти по- 
слЪдшя называются корн ям и  (точнее: квадратн ы м и  корнями) преды- 
дущихъ. Это взаимоотношеше изображается такъ:

1 =  - |/Т , 2 =  V 4, 3 =  1 /9 , 4 -  1 /Т б ..........

Число п2 есть л-ый полный квадратъ; разность между п-мъ  и 
( п — 1)-мъ квадратами равна, следовательно, числу п2 — ( п — I )2, или 
2 п  — 1, т. е. п -ому нечетному числу.

2. З а д а ч а . Д ан о  ц е л о е  число а, н ап и сан н ое  въ д есяти ч н о й  
с и с т е м е ; н уж н о  у з н а т ь , п р ед став л я етъ  ли оно со бо й  полны й 
к в а д р а т ъ  или н е т ъ ; въ  п ер во м ъ  с л у ч а е  нуж но найти его  ко р ен ь , 
во в т о р о м ъ  — о п р е д е л и т ь  н аи б о л ы ш й  полны й к в а д р а тъ , с о д ер 
ж а щ а я  въ  ч и с л е  а у и най ти  ко р ен ь  и зъ  это го  п о с л е д н я го  числа.

Вычислеше, помощью котораго решается предложенная задача, на
зывается и звл еч ен 1 ем ъ  кв ад р атн аго  корн я  и обозначается знакомъ у ,  
который ставится впереди числа а. Если последнее не превосходитъ 100, 
то задача можетъ быть решена непосредственно помощью таблицы (1).

В е б е р ъ , Энцивлоп. элемент, алгебры. 6
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Предположимъ, что задача наша решена для какого-нибудь числа а, 
т. е. найдено число а , удовлетворяющее условш

а* ^  а < (а +  I)2. (2)

Мы покажемъ, какимъ образомъ, пользуясь этимъ, можно решить ту же 
задачу для другого числа av связаннаго съ числомъ а равенствомъ:

а, =  100а +  Ю Н  с, (3)

где буквы b и с обозначаютъ некоторый ци ф ры . Число ах имЪетъ двумя 
цифрами больше, нежели число а, и получается, если приписать къ по
следнему две плфры Ьс> Мы положимъ

а х =  1 0 а  +  /9 (4)

и определимъ число /9, удовлетворяющее условш :

(10а +  р)2 ^  а, <  (Юа +  Р +  I)2. - (5)

Докажемъ, что буква р обозначаетъ некоторую ц и ф р у . Въ самомъ 
деле, если бы было р ;> 10, то, согласно условш (5), мы имели бы:

100(а +  I)2 === (1 0 а  +  Р)2 ^  100а + Ю Ь  +  с *), 
или

( а +  l y ^ a  +  blO -' +  clO-2,

а въ виду того, что (а  +  I)2 есть целое число и, кроме того, М 0 ~ 1 -{- 
- f  d 0 ~ 2 меньше единицы, мы пришли бы къ заключешю, что

( а + 1 ) 2 ^ а ;

но это противоречить условно (2), согласно которому (а  +  I)2 >  а.
Такимъ образомъ, число [3 должно иметь одно изъ десяти значенШ: 

0, 1, 2, . . 9; согласно же соотношешю (5), это должно быть сам ое
б о льш ее  число, удовлетворящее условш

/9(20а -J- /?) ^  100(а — а 2) +  Ю& +  с. (6)

Нетрудно поэтому решить, какое именно значеше нужно выбрать для 
числа /9. На практике это делается следующимъ образомъ. Число 
10(а — а2)- \-Ъ  делимъ на число 2 а ;  въ частномъ получимъ для числа 
/3 некоторое предварительное значеше, которое после соответствующей 
поверки иногда должно быть уменьшено на одну или несколько единицъ; 
при некоторомъ навыке вычислеше делается легко и быстро. На этомъ 
основанъ известный алгориомъ извлечешя квадратнаго корня. 9

9  Ибо при 10

(10а-ь  \0 у  ^  (Юа-Ь/9)1, или 100(сг+ I)2 ^  (1 0 а + ? ) \



ПримЕръ:
V  8 • 40 • 00 • 00 =  2898 

4
4 4 0 7 4  | 8 
384

5600 : 56 | 9 
5121

479U0 : 578 | 8 
46304 

1596

Вторая цифра результата 8 здЕсь получена послЕ дЕлешя 44 : 4Г 
т. е. частное 11 пришлось уменьшить на три единицы.

3. Пользуясь указаннымъ пр1емомъ, можно получить десятичную 
дробь, квадратъ которой сколь угодно мало отличается отъ даннаго 
числа а .

Съ этой цЕлыо ищемъ цЕлое число а 2, которое представляетъ 
собою наибольшей полный квадратъ, содерж аться въ числЕ Ю2па .  
Тогда имЕемъ:-

а 2 ^  102* а < ( а  +  I)2. (7)

ДЕля всЕ члены послЕдняго выражения на 102и и вводя обозначеше

, а„ =  а 1 0 " п, (8)
получимъ:

а \ ^ а <  (ап +  10-*)2. (9)

Число 102н а получится изъ числа а , если къ последнему приписать 
2 п  нулей; число ап получится изъ числа а, если отдЕлимъ въ немъ п о 

следней п  цифръ запятой. Если последнюю цифру дроби ап увеличимъ на 
одну единицу, то получится уже слишкомъ большое значеше.

Числа ап называются приближенными значешями квадратнаго корня 
изъ числа а . Такъ, въ вышеприведенномъ примЕрЕ число 28,98 есть 
приближенное значеше квадратнаго корня изъ 840.

ТЕмъ же пр1емомъ можно пользоваться и при нахожденш прибли- 
женныхъ значешй квадратныхъ корней изъ десятичныхъ дробей. Предва
рительно нужно лишь разбить дробь на грани въ ту и въ другую сто
рону отъ запятой по двЕ цифры въ каждой грани, кромЕ первой, въ 
которой иногда можетъ быть только одна цифра; въ концЕ дроби, если 
нужно, приписывают еще одинъ нуль.

§ 24. Иррацшнальныя числа.

1. О каждомъ числЕ натуральна™ ряда легко судить, представляетъ 
ли оно собою полный квадратъ или нЕтъ, если только известно разло-
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жеше этого числа на первоначальныхъ множителей. Действительно, обо- 
значимъ черезъ a, b, с, • отличныя другъ отъ друга первоначальный 
числа, а черезъ а, /?, у . . . — положительные показатели; пусть, далее,

т  =  ааЬ,9су . .

число т  представляетъ собою полный квадратъ въ томъ и только въ 
томъ случае, если все показатели — числа ч етн ы я.

Это следуетъ изъ теоремы объ однозначности разложешя натураль- 
наго числа на первоначальныхъ множителей.

Если указанное y c n o B i e  выполнено, т. е, а  =  2 а ',  (3=2(3', у = 2 у', . . . ,  
то квадратный корень числа т представится въ такой ф орм е:

Y ш =  аа №'сг' —

Если же число т  не представляетъ собою полнаго квадрата, то нельзя 
также указать такой дроби p /q , квадратъ которой равнялся бы числу т.

Действительно, если у какого-нибудь первоначальнаго множителя а 
числа т  показателемъ степени служить нечетное число а, то равенство 
mq2 =  р2 невозможно; въ самомъ деле, такъ какъ показатель числа а 
представляетъ собой нечетное число, то это равенство было бы возможно 
только въ томъ случае, если бы и въ число р 2 множитель а входилъ 
съ нечетнымъ показателемъ.

Точно такъ же н есо кр ати м ая  д р о б ь  т /п  представляетъ собою 
полный квадратъ некоторой дроби p /q  лишь въ томъ случае, когда 
числа т и п  о б а  п р е д с та в л я ю т ъ  со б о й  п о л н ы е к в а д р а ты .

Действительно, предположимъ, что числа т и п не им^ють ни 
одного общаго множителя; положимъ далее, что въ составь числа т  
входить простое число а съ нечетнымъ показателемъ а ; если бы при 
этихъ услов!яхъ имело место равенство m q 1 =  п р 2, то правая его часть 
Пр2 должна была бы содержать множителя аа; въ виду того, однако, что 
знаменатель п  не содержитъ множителя а , мы должны были бы придти 
къ заключенш, что полный квадратъ р 2 содержитъ множитель а въ не
четной степени; но это не можетъ иметь места *).

2. Такимъ образомъ, выполнеше д ей сш я, обратнаго возвышешю въ 
степень, оказывается иногда невозможнымъ уже при показателе 2. За
дача эта представляется въ той же степени неразрешимой, какъ вопросъ 
о деленш целыхъ чиселъ до введешя дробей.

Если же мы, темъ не менее, желаемъ сделать нашу задачу разре
шимой, намъ необходимо вновь расширить понят1е о числе, введя числа

*) Дедекиндъ въ своемъ сочиненж. Непрерывность и иррашональныя числа" 
(Braunschweig, 1872) приводить другое доказательство, не основанное на теоремахъ 
о разложеши числа на первоначальныхъ множителей.
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новой природы; эти последняя мы будемъ называть вообще иррацио
нальны м и числам и; въ противоположность имъ мы будзмъ впредь назы
вать рациональны м и те  числа, которыми мы занимались до сихъ поръ; 
они должны подходить, какъ частный случай, подъ вновь расширенное 
п о н я т  о числе.

Эти новыя числа, какъ и вообще всякаго рода числа, являются про- 
дуктомъ свободнаго творчества нашего духа; пользуемся ли мы этимъ 
расширеннымъ поняпемъ о числе или нЪтъ, даемъ ли ему новое назваше 
или нЪтъ, это исключительно вопросъ точки зрешя и целесообразности.

Вопросъ этотъ не им^етъ значешя при практическихъ вычислешяхъ, 
такъ какъ здесь приходится, въ конце концовъ, оперировать исключи
тельно надъ рацюнальными числами. Однако же указанное расширение 
поняли о числе необходимо для внутренней гармонш учешя о числе; 
безъ этой эволюши формулировка и изложеше многихъ теоремъ, особенно 
въ высшемъ анализе, представляла бы огромный трудности и требовала 
бы чрезвычайной пространности.

Мы имеемъ, конечно, право давать особое назваше каждому строго 
определенному родовому понятно. Но при этомъ безусловно необходимо 
установить содержаше п о н я т  съ такой определенностью, чтобы во всехъ 
случаяхъ можно было безъ всякаго сомнения решить, что подходитъ и 
что не подходитъ подъ это понят!е; лишь таюя безукоризненно опре
деленный п о н я т  могутъ составлять тотъ матер1алъ, надъ которымъ опе- 
рируетъ математика.

Понят1е объ иррашональномъ числе, какъ и вообще п о н я т  о числе, 
есть р о д о в о е  п он я Tie. Можно установить безконечное число системъ 
такъ, чтобы между индивидуумами любыхъ двухъ такихъ системъ могло 
существовать о д н о зн а ч н о е  с о о тв етств !е , и чтобы все таюя системы 
одинаково хорошо могли служить той цели, ради которой вводятся ирра^ 
цюнальныя числа 2). Напримеръ, мы можемъ исходить отъ безконечныхъ 
д еся ти ч н ы х ъ  д р о б ей , или отъ безконечныхъ н еп р ер ы вн ы х ъ  д р о б е й ; 
той же цели служатъ и „числовы е ряды “ Г. К антора (G. Cantor) и

§ 24

2) Эта мысль требуетъ, повидимому, пояснешя. Изложеше ариеметики начато 
введешемъ комплекса логическихъ объектовъ (понятШ), которые названы натураль
ными числами. Этотъ комплексъ затемъ расширенъ введешемъ новыхъ элементовъ 
—дробныхъ и отрицательныхъ чиселъ. Теперь необходимо произвести дальнейшее 
рдсширеше этого комплекса. Та цель, которая имеется при этомъ въ виду, можетъ 
"быть достигнута различными путями. Иначе говоря, можно различнымъ образомъ 
построить таюе комплексы, чтобы въ составъ каждаго изъ нихъ вошли все ра- 
цюнальныя числа и чтобы каждый изъ нихъ удовлетворялъ поставленной цели; 
но все эти комплексы будутъ эквивалентны. Указанные въ тексте примеры не 
могутъ получить здесь значительнаго развит, такъ какъ это потребовало бы
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„ х а р а к т е р и с т и к и "  Х р и сто ф ел я  (Christ off el). При выборе точки исхода 
мы будемъ руководствоваться лишь большей простотой и удобопонят
ностью: въ этомъ отношенш предпочтежя заслуживаетъ предложенное 
Д е д е к и н д о м ъ  (Dedekind) понятие о „сЪ чен ш ".

Совокупность вскхъ элементовъ каждой изъ эквивалентныхъ между 
собою системъ, о введении которыхъ мы говорили выше, образуетъ ро
довое понята, которое мы называемъ и р р а ц т н а л ь н ы м ъ  чи слом ъ . 
Совершенно безразлично, какимъ представителемъ этого понята мы будемъ 
пользоваться для его изучешя. Такого рода представителей этого понята 
мы будемъ иногда также называть и р р а ш  о н ал ьн ы м и  числам и (напри- 
меръ, безконечную десятичную дробь).

3. Легче всего и проще всего было бы воспользоваться простран
ственными представлешями и разсматривать числа, какъ о т р е з к и  пря
м ой 3). Исходнымъ пунктомъ тогда послужила бы аксюма, примерно, та
кого содержашя:

Если совокупность т о ч е к ъ  прям ой  (расположенной, скажемъ, го
ризонтально передъ нашими глазами) подразделяется на две группы А  
и А ' такого рода, что каждая точка группы А  лежитъ влево отъ каждой 
точки группы А ', то сам ая прям ая д е л и т с я  н е к о т о р о й  о п р е д е л е н 
н о й  то ч к о й  а  на две части, изъ которыхъ одна заклкпаетъ въ себе 
все точки группы А , а другая —все точки группы А

Существоваше такой точки а  составляетъ аксюму, которая никоими 
образомъ не можетъ быть доказана чисто логическимъ путемъ: источникъ 
ея коренится въ природе нашихъ пространственныхъ представлешй.

Поэтому при всей наглядности указанной аксюмы мы не можемъ 
положить ее въ основу чисто ариеметическаго построешя понята о числе. 
Въ дальнейшемъ мы будемъ ею, однако, пользоваться, но не для дока
зательства положешй, а лишь въ качестве иллюстрацш, въ качестве, такъ 
сказать, символическаго языка, для фиксировашя мыслей и для большей 
доступности изложешя.

4. С е ч е ю е м ъ  въ о б л а с ти  р а ц ю н а л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  мы назовемъ 
подразделеше совокупности р а ц ш н а л ь н ы х ъ  чиселъ (положительныхъ и 
отрицательныхъ) на две группы такого рода, что каждое число группы А  
меньше каждаго числа группы А .

Такое сечеше мы символически будемъ изображать ьнакомъ А !А  
или, короче, греческой буквой а ; любое рацюнальное число группы А  
мы будемъ обозначать буквой ау а число группы А  — буквой а'. Въ 
томъ же смысле мы будемъ употреблять друпя буквы трехъ алфавитовъ..

*) Т. е. остановиться на этомъ именно комплексе представителей понятая 
объ иррацюнальномъ числе.
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Эти обозначешя наглядно представлены на приложенной здесь 
фигуре 2, изображающей числовую прямую.

К аж д о е  р а ш о н а л ь н о е  число г  о б р а з у е т ъ  одно или, т о ч н е е  
го в о р я , д в а  сЪчен1я R/R'.

Действительно, все числа, менылия числа г, мы отнесемъ къ группе 
R, числа бблышя его, — къ группе R самое же число г мы, по жела-

а
А ‘

а '
Ф иг. 2.

шю, можемъ отнести 
либо къ rp y n n t R , 
либо къ группе R  
сообразно этому число 
Г образуетъ два сечешя: въ одномъ изъ нихъ число г  есть наибольшее 
изъ чиселъ группы R, въ другомъ — наименьшее изъ чиселъ группы R '. 
Произведенный такимъ образомъ сечешя мы называемъ р а з о н а л ь н ы м и  
с е ч е З я м и  4).

Существуютъ, однако, и друпя сечешя, который не производятся 
рашональными числами: мы ихъ назовемъ и р р а ц я н а л ь н ы м и  с^ч е - 
З я м и ;  следу ющШ прим'Ьръ доказываетъ существоваше ирращональныхъ 
с^ченШ.

^ Къ группа А  мы отнесемъ все те числа, квадратъ которыхъ 
меньше 2, къ группе A f —  все те  числа, квадратъ которыхъ больше 2. 
Тогда группами А  к А '  исчерпываются все ращональныя числа, такъ 
какъ такого рацюнальнаго числа, квадратъ котораго былъ бы равенъ 2, 
не существуетъ; кроме того, любое число а меньше любого а Такимъ 
образомъ, группы А  к А '  образуютъ некоторое сЪчеше, которому, од
нако, не соотв^тствуетъ никакое р а ц ю н а л ь н о е  число, его образующее; 
т. е. нельзя указать ни наиболыиаго числа въ группе А , ни наимень
ш а я  числа въ группе А '. Действительно, если, наприм^ръ, а2 <  2, то 
всегда можно указать такое натуральное число п , чтобы выполнялось 
неравенство

— + Л < 2 - fl2>п п 2
или иначе

< 2 .

4) Подъ рацюнальнымъ сечешемъ авторъ разумеете, следовательно, такое 
делете рацюнальныхъ чиселъ, при которыхъ существуетъ наибольшее число груп
пы R или наименьшее число группы R про это именно число онъ говорить, что 
оно производить сечеш е—это формулировано имъ же въ тексте. Если, напри- 
меръ, мы разделимъ все положительный числа на две группы, относя къ группе R 
все правильный дроби, а къ группе R' все неправильный дроби, то получимъ 
рацюнальное сечете, которое производится числомъ 1, наименыиимъ числомъ 
группы R\
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Эго значить, что существуете число а +  — , квадратъ котор аго меньше 2,
11

хотя само оно больше числа а  5).
Такимъ же способомъ можно доказать, что въ группе А *  не су

щ ествуем  наименьшаго числа.

5. Итакъ, гр у н п а м ъ  А  и А '  с о о т в е т с т в у е м  р а ц ш н а л ь н о е  
сЪ чеш е А / А ' ,  если  м ож н о у к а з а т ь  н а и б о л ь ш е е  ч и сл о  а въ  п ер 
вой  г р у п п е  или н аи м ен ьш ее  ч и сл о  а ' во в т о р о й ; если  ж е ни 
т о го  ни д р у г о г о  ч и сл а  не с у щ е с т в у е т ъ , то  г р у п п а м ъ  с о о т в е т 
с т в у е м  и р р ац и о н ал ь н о е  сеч ен 1 е  А / А ' .

Но если А !А *  означаем  иррашональное се ч е т е , то для любого 
числа а можно указать друпя, бблышя его, числа а  той же группы А , 
а для любого числа о! группы А ’ можно указать менышя его числа а ' 
той же группы.

Въ к а ж д о м ь  с е ч е н ш  А / А '  с у щ е с т в у е т ъ  с к о л ь к о  у г о д н о  
п а р ъ  чиселъ  а и а’ р а зн о сть  к о т о р ы х ъ  аг— а  м ен ьш е л ю б о го  з а -  
д ан н а го  числа d .

Для доказательства выберемъ такое натуральное число п, чтобы было

п
<  d . Выберемъ два такихъ целыхъ положительныхъ или отрицатель-

ныхъ числа к и к \  чтобы число k/n  было меньше некотораго числа а 
(изъ группы А )У а число k'/fl было больше некотораго числа а!\ по
добрать таюя числа к и к! всегда возможно. Тогда число к/п  должно 
быть отнесено къ группе А , а число к’/п  — къ группе А'- Переби- 
раемъ по порядку числа следующаго ряда:

... к k + 1 k + 2,  —  ? —  

п п п

КрайнШ левый членъ принадлежим группе А \  крайн1й правый—группе
к к'А \  где-нибудь между —  и —  мы найдемъ такой членъ — пусть это
п п

б у дем  число m in —который сам ъ  ещ е принадлежим группе А , между 
темъ какъ непосредственно с л е д у ю п и й  относится уже къ группе А '. 
Тогда имеемъ

т
—  = а, 
п

т  +  1 
п

=  а '

а' — а =  l/n  <  d.

5) Иначе говоря, какозо бы ни б >гяэ число а группы А, всегда суще

ствуетъ большее число л + —, также принадлежащее группе А.
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Въ иррацюнальномъ сЬчеши между такими двумя числами а и а' можно 
указать сколько угодно другихъ чиселъ обеихъ группъ 6). Въ рацюналь- 
номъ сЪченш между нашими двумя числами а и а' также существуетъ 
сколько угодно другихъ чиселъ, удовлетворяющихъ тому же требовашю; 
но если одно изъ этихъ чиселъ а или а* есть крайнее число соответ
ствующей группы, то варшровать можно только второе число.

О б о и м ъ  с1эчешямъ, п рои зводи м ы м ъ  р ац ю н ал ьн ы м ъ  ч и сл о м ъ  
Г, мы б у дем ъ  о т н о с и т ь  это  число г ,  какъ  с о о т в е т с т в у ю щ е е  
эти м ъ  с е ч е ш я м ъ ; обоимъ этимъ сечешямъ мы, такъ сказать, припи- 
сываемъ одно и то же численное значеше г.

К аж дом у же и р р ац ю н ал ь н о м у  с е ч е н ш  мы о тн есем ъ  н е к о 
то р ы й  и н д и в и д у у м ъ  новой  K aTeropin ч и селъ , и р р а ц ш н а л ь н о е  
ч и сл о , которое мы будемъ обозначать символомъ а.

Въ нижеследующемъ изложенш латинсшя буквы означаютъ рацю- 
нальныя, гречесюя — иррацюнальныя числа.

6. Теперь нужно расположить иррацюнальныя числа по величине 
и при томъ такъ, чтобы каждое рацюнальное число нашло себе опреде
ленное место въ этомъ расположен^.

Разсмотримъ два различныхъ сечешя AIA' и BIB'- Положимъ, что 
въ группе А* можно указать одно и то ль ко  одно число а\, равное 
некоторому числу Ьх группы Б ; въ такомъ случае а\ есть наименьшее 
число въ группе А \  а число Ъх есть наибольшее въ группе В 7). Стало 
быть, наши сечешя AIA' и B IB ' таковы, что въ группе А 1 есть наи
меньшее число at\  а въ группе В  наибольшее число Ьх, т. е. наши c t-  
чешя рацюнальны, и при томъ имеютъ одно и то же ч и сл ен н о е  зна- 
чен1е (а  =  ft). Имея это въ виду, устанавливаемъ следующее опре- 
делеш е:

Мы п ри н и м аем ъ , что число а  м еньш е числа /9,

а < Р ,

если м ож но у к а за т ь , по кр ай н ей  м е р е , два числа а ' г р у п п ы  А \  
к о то р ы я  бы ли бы въ то же время числами b и зъ  груп п ы  В.

Въ этомъ случае есть безчисленное множество чиселъ а' и чиселъ 
Ьу удовлетворяющихъ равенству ar =  Ь. Это наглядно усматривается изъ

6J Такъ какъ ни въ группе А нетъ наибольшаго числа, ни въ группе А* 
нетъ наименынаго числа, то м'ы можемъ увеличивать число а и уменьшать число а \

7) Действительно, по условш, всякое другое число группы А 1 равно числу Ъ9 
группы В \ а потому оно больше, нежели а \  (ибо V >  Ьх). Такимъ Же образомъ 
всякое другое число группы В равно некоторому числу группы А, а потому оно 
меньше, нежели а \ ,  т. е. нежели hv
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фигуры 3. Ею же можно пользоваться для доказательства следую щ ая 
предложешя:

Е сли а  < / ?  и /? <  у, то а  <  у.

Если мы отнесемъ рашональнымъ сЬчешямъ числовыя значешя, 
равныя производящимъ ихъ рашональнымъ числамъ, то данныя здесь 
опреаелешя равенства и неравенства совпадаютъ съ обычными: изъ двухъ 
рашональныхъ чиселъ первое меньше второго, если можно указать третье 
рашональное число, которое больше перваго и меньше второго 8).

Если дано сечеше А / А ' ,  то каждое число — а' меньше любого 
числа — а\ обозначивъ совокупность чиселъ — а и — а '  соответственно

§ 24

В £  -в'

_ _ _ _ t - - - - - £ - - - - - -
Фиг. 3.

черезъ —А  и —А ', получимъ новое сечеше — А Ч —А . Соответствующее 
число обозначается символомъ — а  и называется и р р а ц ш н а л ь н ы м ъ  
ч и с л о м ъ , п р о т и в о п о л о ж н ы м ъ  числу а .

7. Казалось бы, что, пользуясь принципомь сеченШ, можно полу
чить еще новаго рода числа: примерно, мы могли бы отнести къ одной 
группе А совокупность рашональныхъ и и р р а ш о н а л ь н ы х ъ  чиселъ, мень- 
шихъ числа а, а къ группе А '— совокупность рашональныхъ и и р р а- 
цдональны хъ чиселъ, не меньшихъ числа а. Покажемъ, что, поступая 
такимъ образомъ, мы не расширяемъ п о н я т  о числе, и что получаемыя 
указаннымъ образомъ сечешя А/А ' въ области и р р а ц ш н а л ь н ы х ъ  чи
селъ имеютъ таюя же численныя значешя, какъ сечешя въ области ра^ 
цюнальныхъ чиселъ, такъ что новыя сечешя не обогащаютъ имеющагося 
уже запаса чиселъ.

Действительно, пусть А/А' означаетъ сечеше въ области иррашо
нальныхъ чиселъ, такъ что каждое число а  группы А меньше любого 
числа а ' Группы А'. Чтобы показать, что такого рода сечеше не вызы- 
ваетъ потребности въ новаго рода числахъ, т. е. что оно производится 
какимъ-нибудь уже известнымъ намъ числомъ, мы докажемъ, что либо

8) Здесь уместно заметить, что иррацюнальное число а больше любого 
числа а группы А соответствующая сечешя А/А1 и меньше любого числа с? 
группы А
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въ группе А есть наибольшее число о, либо въ группе А' есть наи
меньшее число о, такъ что иррашональное число а и есть то, которымъ 
производится сечете  А/А'.

Если разсматривать рацюнальное число г, какъ частный случай ир- 
рацюнальнаго числа, то оно заключается либо въ группе А, либо же въ 
группе А'; обозначая рацюнальныя числа группы А черезъ а, группы А' 
черезъ а', получимъ се ч е те  А/А' въ области рацюнальныхъ чиселъ, 
каковое определяете собою некоторое иррашональное число а; какъ и 
всякое иррашональное число, оно непременно заключается либо въ груп
пе А, либо въ группе А'. Въ первомъ случае число о должно быть 
наибольшимъ среди чиселъ группы А; въ самомъ деле, если бы неко
торое число а  этой группы было больше числа o', то последнее было бы 
меньше всякаго рацюнальнаго числа, заключеннаго между о и а  и со
держащегося поэтому еще въ группе А, а, следовательно, и въ группе А\ 
но число о не можетъ быть меньше ни одного изъ чиселъ группы А. 
Такимъ образомъ, если только число о входитъ въ группу А, оно должно 
быть здесь наибольшимъ. Такъ же можно доказать, что, если число а 
принадлежитъ группе А', то оно должно быть въ ней наименьшимъ. 
Итакъ, мы заключаемъ, что въ сеченш А/А' либо существуете наиболь
шее число въ группе А, либо наименьшее число въ группе А'.

§ 25. Верхняя и нижняя граница.

1. Обозначимъ черезъ Т  некоторый числовой комплексе, элементы 
котораго суть рацюнальныя или иррашональныя числа ху если
все эти числа меньше некотораго числа t, то существуете одно и только 
одно число у, имеющее следуюнця два свойства:

a) К аж дое число ком п лекса  Т  м еньш е числа у  и л и , по 
кр ай н ей  м е р е , не п р е в ы ш а е те  у .

b) Н ап р о т и в ъ , всяком у  числу е, к о то р о е  м еньш е числа у ,  
о т в е ч а е т е , по кр ай н ей  м е р е , одно т ак о е  число т к о м 
плекса Т } к о т о р о е  закл ю ч ается  меж ду числами е й  у, 
т а к ъ  что число х  у д о в л е т в о р я е т е  со о тн о ш еш ю :

е <  г  == у. (1)

Число у, существо ваше котораго мы сейчасъ докажемъ, называется
в ер х н ей  гр ан и ц ей  ч и сл о во го  ком п лекса  7 .

\
Короче его можно определить такъ:

В ерхн ей  гр ан и ц ей  ком п лекса  назы вается  т а к о е  чщ*ло, к о 
т о р а го  не п р е в ы ш а е те  ни одн о  число % это го  к о м п л ек са , но 
ско л ь  уго дн о  б л и зко  къ  к о то р о м у  им ею тся  числа к о м п л ек са . .

§ 25
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Прежде всего легко усмотреть, что можетъ быть т о л ь к о  одн о  
такое число у. Въ самомъ деле, допустимъ, что такихъ чиселъ было бы 
два,— напримЪръ, у  и у', при чемъ у < у ';  въ виду того, что число у ' есть 
верхняя граница, а число у меньше, нежели у', мы могли бы, согласно 
пункту Ь), указать число т> удовлетворяющее условш  у < г ^ у г, такъ 
что число у, будучи меньше нЪкотораго числа % нашего комплекса, не 
могло бы служить его верхней границей. Итакъ, верхняя граница, если 
таковая существуетъ, можетъ быть только одна.

Чтобы доказать ея существоваше, зам^тимъ, что относительно 
каждаго числа г мы должны сказать одно изъ двухъ: либо въ нашемъ 
комплексе есть число г, превышающее г, — ташя числа г мы будемъ 
обозначать буквой с\ либо же ни одно число х  нашего комплекса не 
превышаетъ числа г; таюя числа г  обозначимъ буквой £.  Легко видеть, 
что имеются какъ числа с , такъ и числа £  \ къ числамъ £  относятся все 
те рацюнальныя числа г, которыя превышаютъ число t\ къ числамъ с 
относятся все те рацюнальныя числа г, которыя меньше нЪкотораго 
определенная числа % нашего комплекса Т. Любое число с меньше лю
бого числа £> такъ что числа с, £  образуютъ сЬчеше С/С' и опредЪ- 
ляютъ некоторое число у, которое, какъ легко усмотреть, удовлетво- 
ряетъ услов1ямъ а) и Ь).

Действительно, если бы нашлось въ комплексе Т  хоть одно число, 
превышающее у, то существовало бы ращональное число г  такого рода, 
что было бы у <  г <  ъ, и это число г, съ одной стороны, будучи меньше ъ, 
должно быть отнесено къ числамъ с\ съ другой стороны, превышая у, 
оно должно быть отнесено къ числамъ £  9); мы зацлючаемъ изъ этого 
противореч1я, что ни одно число т нашего комплекса не превышаетъ 
числа у. Если же в <  у, то между числами е и у заключено некоторое 
число Су следовательно, согласно определен а чиселъ с, существуетъ 
некоторое число V, удовлетворяющее условш  в < £ < т ' ^ у ,  такъ что 
число у обладаетъ также и свойствомъ Ь) 10).

2. Аналогично доказывается следующее предложеше:
Если все числа комплекса Т  превышаютъ некоторое число ?, то 

существуетъ одно и только одно число у', имеющее следуюнця два 
свойства:

а') Число у' не превышаетъ ни одного числа нашего комплекса Г .

9) См. примечаше 8.
10) Не лишнимъ, можетъ быть, будетъ выяснить, въ какомъ случае въ пра

вой част* соотношешя (1) неравенство уступаетъ место равенству. Возьмемъ, 
напримеръ, комплексъ, состояний изъ всехъ чиселъ отъ 0 до 1 включительно и 

° гг s во2Ьмемъ_-1—то„17- =  2 =^7* ...- 1 - I . . .
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b') Если же некоторое число е' больше числа то въ комплекс^ 
Т  можно указать, по крайней мЪрЪ, одно число if, которое 
заключено между числами у ' и такъ что %' удовлетворяетъ 
неравенству:

/  тг' <  е.

Это число у' называется ниж ней границ ей  числового комплекса 
Т .  Существоваше ея доказывается гЬмъ же путемъ, что и существоваше 
верхней границы, или же проще такъ: числовой комплексъ — Т, состояний 
изъ чиселъ — г, — г ’, . . .  имЪетъ, по доказанному, верхнюю границу; 
перемЬнивъ знакъ ея, получимъ нижнюю границу комплекса Т .

Некоторые комплексы имЬютъ только верхнюю границу, друпе — 
только нижнюю. Такъ, наприм'Ьръ, комплексъ положительныхъ чиселъ 
им'Ьетъ своей нижней границей нуль, а верхней границы не имЪетъ. Наобо- 
ротъ, совокупность отрицательныхъ чиселъ нижней границы не имЪетъ, а 
верхней границей ея служить нуль. Совокупность правильныхъ положитель
ныхъ дробей имйетъ и нижнюю границу — нуль и верхнюю границу — 
единицу.

Верхняя и нижняя граница можетъ входить въ составь комплекса, 
какъ элементъ его, но можетъ и не входить въ него. Въ первомъ слу
чай нижняя граница называется минимумомъ' комплекса, а верхняя гра
ница — м акси м ум ом ъ  его п ).

Е с л и  c t n e H i e  А / Л '  о п р е д Ъ л я е т ъ  с о б о ю  ч и с л о  а ,  т о  э т о  

п о с л е д н е е  о д н о в р е м е н н о  я в л я е т с я  в е р х н е й  г р а н и ц е й  в с Ъ х ъ  ч и 

с е л ъ  а и н и ж н е й  г р а н и ц е й  в с ' Ь х ъ  ч и с е л ъ  а9.

§ 26. Д1>йств1Я надъ иррацшнальными числами.

1. Теперь займемся опредЪлешемъ основныхъ ариеметическихъ дЪй- 
ств1й въ области иррацюнальныхъ чиселъ. Для этого достаточно остано
виться подробно на одномъ какомъ-либо д'Ьйствш, наприм^ръ, на сло- 
женш: проч1я тогда уже не представятъ намъ ничего существенно новаго. 
Пусть а  и /9 обозначаютъ числа, определяемый соответственно сЪчешями 
Л 1Л '  и В !В '\  въ виду того, что все числа а и b не превышаютъ соот
ветственно чиселъ а  и /?, а эти послЬдшя непревышаюгь, чиселъ а' и Ь',

§ 26

1J) Если, напримеръ, комплексъ Т  состоитъ изъ всехъ чиселъ вида —j —, где
я есть целое положительное число, то его нижней границей служить 0, а верхней 1; 
но ни то ни другое число комплексу не принадлежитъ. Если, однако, мы присое- 
динимъ число 0 къ нашему комплексу, то нижняя граница войдетъ въ его составь 
и будетъ служить его минимумомъ. Если мы присоединимъ къ комплексу и 1, то 
и верхняя граница войдетъ въ составь комплекса и будетъ служить его макси
мумомъ.
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то комплексъ суммъ а +  Ь имЪетъ некоторую верхнюю границу у, а 
комплексъ суммъ а' -|- Ь' имЪетъ нижнюю границу у'. Обе эти границы 
у и у' не могутъ быть отличны одна отъ другой.

Въ самомъ деле, если бы было у' <  у, то мы вынуждены были бы 
заключить, что некоторая сумма а' +  Ь' меньше некоторой суммы а-\-Ь: 
стоить лишь выбрать первую достаточно близко къ у', а вторую доста
точно близко къ у; но неравенство а' +  Ь' <  й +  Ь невозможно, такъ 
какъ всегда а' >  а и Ь’ >  Ь.

Если же мы примемъ, что. у <  у', то мы могли бы подобрать два 
ращональныхъ числа с и с\ удовлетворяющихъ неравенствамъ

у <с <с' < у.
Bet суммы d  +  Ъ' были бы больше числа с\ а все суммы а +  Ь были 
бы меньше числа с, т. е.

с' <  а* +  Ь' для всехъ значешй а9 и Ь\ 
с >а  +  о для всехъ значений а и Ь-

Следовательно, мы получили бы, что для всехъ чиселъ а, Ъ, с Ь, 
имЪетъ место неравенство

с' — с <(а' — а) +  (Ъ' — &)•

Это заключеше противоречить доказанному раньше предложена, что 
положительный разности о! — а и Ъ' — Ъ можно сделать сколь угодно 
малыми, если подобрать соответствующимъ образомъ числа а и а!, 
Ъ и V  (§ 24, 5).

Итакъ, числа у и у' не могутъ быть отличны другъ отъ друга. 
Имея это въ виду, мы устанавливаемъ следующее определеше:

Суммой а +  /? чиселъ а и |3 мы называемъ верхнюю гр а
ницу всехъ суммъ а +  Ъ и равную ей нижнюю границу всехъ 
суммъ а' +  b’•

2. Раньше, чемъ дать определеше разности ирраШональныхъ чи
селъ, заметимъ, что разности а — V и о! — b имеютъ соответственно 
верхнюю и нижнюю границу. Повторяя разеуждешя предыдущаго па
раграфа, мы докажемъ, что обе границы не могутъ быть отличны другъ 
отъ друга. Сообразно этому

разностью а — /? чиселъ а и мы называемъ верхнюю гра
ницу чиселъ а — Ь' и равную ей нижнюю границу чиселъ а! — Ь.

3. Дадимъ теперь определеше умножешя и делешя, имея въ виду 
сперва лишь положительныя числа а и /?; числа а и числа Ъ мы точно 
такъ же пока беремъ исключительно положительными. Тогда легко, по

§ 26
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предыдущему, найти, что произведена ab и частныя а/Ь' им^ютъ верхшя 
границы, а произведена а'Ь' и частныа а'/Ь им'кютъ нижИя границы, при 
чемъ верхняя граница произведенШ аЬ равна нижней границе произ
веден!^ а'Ь', а верхняя граница частныхъ а:Ь' равна нижней границе 
частиыхъ а'/Ь.

Произведен1емъ а/9 положительныхъ чиселъ а и назы
вается общая граница (соответственно верхняя или нижняя) 
чиселъ ab и а'Ь'. Частнымъ а//? положительныхъ чиселъ а и /9 
называется общая граница (соответственно верхняя или нижняя) 
чиселъ а/Ь' и a'lb.

Чтобы распространить умножеше и дележе и на отрицательный 
ирращональныя числа, мы оставимъ для нихъ въ силе те услов1я, кото
рый мы приняли относительно умножетя рацюнальныхъ чиселъ (§ 14); 
именно:

■ ( ~ а ) Р  =  а ( - Р ) = - а Р ,  { - а ) ( - р )  =  а р

— а _  а _  а — а _  а
Т ~ = 7 _ - 7 : z r P ~ T

Если одинъ изъ множителей произведет^ а$ или делимое частнаго 
а//? есть нуль, то соответствующее произведете или частное мы счи- 
таемъ равнымъ нулю. По прежнему делитель /? частнаго а//? не долженъ 
быть нулемъ (случай, когда делитель равенъ нулю, исключается изъ 
разсмотретя).

4. Практическая ценность данныхъ нами определенШ основныхъ 
четырехъ действШ обнаруживается при разсмотренш вытекающей изъ 
этихъ определенШ важной теоремы, которую мы назовемъ теоремой о 
непрерывности. Эта теорема имеетъ следующее содержате.

Возьмемъ два произвольныхъ числа а и /?, при чемъ разъ навсегда 
заметимъ, что случай, когда делитель /9 частнаго а//? есть нуль, исклю
чается; черезъ f (a } /?) — q обозначимъ результатъ какого-либо изъ четы
рехъ основныхъ действШ, которое мы желаемъ совершить надъ числами 
а, /9; далее, черезъ f  (а, Ь) = г обозначимъ результатъ техъ же действШ, 
выполненныхъ надъ рацюнальными числами а, Ь.

Возьмемъ теперь два произвольныхъ рацюнальныхъ или иррацю- 
нальныхъ числа g и g\ удовлетворяющихъ неравенствамъ

g<Q<g'- (1)
Мы утверждаемъ, что можно такимъ образомъ подобрать числа 

а19 а / ,  Ьи Ъ\)л чтобы они удовлетворяли неравенствамъ

§ 26

(2)а, <  а  <  а / ,  /?, <  Р <  6/,
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и чтобы при всякой паре рашональныхъ чиселъ а, b, удовлетворяющихъ 
неравенствамъ

ах < а < а /, Ьх < Ъ < Ьх, (3)

выполнялось неравенство
g < r < g ' -  (4)

Смыслъ всехъ этихъ неравенствъ словами можно передать такъ:

Къ р е з у л ь т а т у  / ( a ,  /?) н ^ к о т о р а г о  дЪйств1я н ад ъ  иррац ио
н альн ы м и  числам и м ож но п о д о й ти  ско л ь  угодно б л и зк о , н аход я  
р е з у л ь т а т ъ  f  (а, Ь) т о го  же дЪйств1я н ад ъ  раци ональны м и ч и 
слам и а и Ь: с т о и т ъ  лиш ь п о д о б р а т ь  эти  числа а и b так ъ , ч то б ы  
они д о стато ч н о  м ало о тл и ч ал и сь  о тъ  ч и сел ъ  а и /?.

Таюя числа а и b называются п р и б л и ж ен н ы м и  зн а ч е ш я м и  чи
селъ а  и /?.

Доказательство приведенной теоремы вытекаетъ непосредственно 
изъ данныхъ нами определен^ действШ надъ иррацюнальными числами. 
Мы ограничимся доказательствомъ теоремы для того случая, когда раз- 
сматриваемое д£йств!е есть сложеше, т. е. q =  а +  9̂. Такъ какъ число q 
есть верхняя граница суммъ а +  Ъ и нижняя граница суммъ а '  +  Ь\ то 
для всякой пары чиселъ с и с' сЬчешя С/С', соответствую щ ая числу д, 
мы можемъ подобрать сумму ах +  Ъх и сумму ах +  Ьх такъ, чтобы чи- 
сленныя значения этихъ суммъ заключались соответственно между числами 
с и д, и числами q и с’] имеемъ, следовательно:

с <С йу +  Ьх <С йх +  Ьх <С. ст. (5)

Если теперь выбрать такую пару чиселъ а и Ь, чтобы удовлетво
рялись неравенства (3), то получимъ:

йх +  Ъх <1 а +  b <  +  Ъх\ (6)
откуда следуетъ, что

с <  а +  Ъ < с'.
что и требовалось доказать 12).

. Изложенную теорему можно обобщить:

О сн о в н ая  т ео р ем а  о н е п р ер ы в н о с ти . О б о зн а ч и м ъ  ч е р е з ъ  Q 
р е з у л ь т а т ъ  н е к о т о р а г о  вычислен1я F (а, у, с о с т о я щ а г о
и зъ  п р о и зв о л ь н о й  к о м б и н ац ш  о с н о в н ы х ъ  ч е т ы р е х ъ  д ей ств1 й  и 
в ы п о л н е н н а го  н ад ъ  числам и а, /?, у, . . .; в ы б ер ем ъ , д а л е е , л ю 
бую  пару ч и селъ  g  и g \  у д о в л е т в о р я ю щ и х ъ  н е р а в е н с т в а м ъ

g  <  Q <  g1- (7)

§ 26

12) Ясно, что числа с и с' заменяютъ здесь числа g и g* неравенства (1).
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Мы у т в е р ж д а е м ъ , что мож но п о д о б р ать  числа av  я / ,  bv  Ъх\  
Cv  Ci • . . т ак и м ъ  о б р а з о м ъ , чтобы  они у д о в л етв о р я л и  нера- 
в е н с т в а м ъ

а , <  а  <  a / ,  b i < P <  b i ,  сх < у <  Су............  (8 )

и ч то б ы  чи сло  г =  F {а, Ь, с, . . .) у д о в л е т в о р я л о  cooTHomeHiio

g < r  K g ’, (9)

ко л ь  ско р о  вы п олн яю тся  н ер ав ен ств а :

а1 < а < а 1', b y < b < b x , с у < с < с х'..........  (10)

Мы докажемъ эту теорему по способу математической индукцш, 
исходя изъ того частнаго случая, который мы изложили въ пункте 4.

Итакъ, допустимъ, что теорема наша доказана для некоторой 
системы чиселъ

а, Р, у, . . .  (11)
и для некотораго действ!я

/ (а, Р, у, . . . )  =  Q, (12)

а также для другой системы чиселъ

/ А , ,  V ,  .  .  . (13)
и для д%йств1я

g>(fA, V, . . . )  =  <*; (14)

нужно доказать, что теорема справедлива и для дей сш я

F {q, а) =  т, (15)

выполненнаго надъ числами q  и  а .

Выбираемъ произвольно два числа g  и g'  такъ, чтобы было

g < * < g ' \  (16)

Согласно пункту 4, можно подобрать для чиселъ q и а значешя &, /, 
k't который удовлетворяютъ неравенствамъ

k< Q < k’> 1<0<1\ (17)

при чемъ результатъ F  (г, s) заключается между теми же пределами 
g  и g \  что и число Ху если только приближенныя значешя г к s чиселъ 
д и а выбраны въ пред'Ьлахъ, указанныхъ въ формуле (17), т. е. если

k<r<k ' ,  l < s < l ' . (18)

Последнее же услов1е можетъ быть выполнено. Действительно, согласно 
нашему предположена, теорема доказана для чиселъ q и о; это значить,

В е б е р ъ ,  Энциклоп. элемент, алгебры. 7
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что, выбравъ достаточно тесные пределы для рацюнальныхъ приближен- 
ныхъ значешй а, Ь, с, . . ., т , п, . . .  чиселъ а, /?, у, . . jW, v, . . мы 
получимъ въ результате действШ

f ( a ,  b, с, =  г  и <р(т, я, . . .) = 5

числа г и 5 въ пред'Ьлахъ, указанныхъ въ формулt  (18). Такимъ образомъ, 
теорема доказана въ общемъ виде 13).

6. Теореме о непрерывности можно дать нисколько иную форму
лировку, которая необходима во многихъ случаяхъ, при чемъ доказа
тельство остается прежнее:

Е сли  по п р еж н ем у  число Q =  / ( а ,  /?, у, . . .) е сть  р е з у л ь т а т ъ  
н Ъ ко то р ы х ъ  вы числений, п р о и зв е д е н н ы х ъ  н ад ъ  ч и слам и  а ,  /?, 
у, . . ., и если  ^  <  Q, то  м ож н о з а м е н и т ь  чи сла а, /?, у, . . .  и хъ  ра- 
ц ю н ал ьн ы м и  при бли ж ен н ы м и  значениям и а , Ь , с:, . . .  т аки м ъ  
о б р а з о м ъ , ч то б ы  число г = / ( а ,  £, . . .) у д о в л е т в о р я л о  с о о т -
н о ш е н ш  g  < r  <  Q.

Т е о р е м а  эта  съ  с о о т в е т с т в е н н ы м и  и зм ен ен 1ям и  о с тае тс я  
въ  с и л е  и въ  то м ъ  с л у ч а е , если п р и н ять  q <  g '14).

Эти теоремы можно непосредственно распространить на результаты 
несколькихъ действШ надъ одними и теми же числами. Напримеръ:

Если результаты действШ

f ( a ,  Р, у, . . . )  =  Q и <р(а, р, у, . . . )  =  о

удовлетвори ютъ неравенствамъ:

, g  <  в <  g ’, к <  а <  k',

то можно числа а, /?, у, . . .  заключить въ таюя границы, чтобы всякШ 
разъ, какъ ращональныя числа a, b, с, . . .  падаютъ между этими грани-

13) Индуктивный пр1емъ доказательства здесь применяется, стало-быть, къ 
числу действШ, который нужно произвести надъ данными числами. Если этихъ 
действШ имеется, напримеръ, три, то третье действ!е можно разсматривать, какъ 
операщю F(q, а), производимую надъ результатомъ q первыхъ двухъ действШ и 
надъ новымъ числомъ о.

14) Мы привели последнее предложеше целикомъ въ томъ виде, какъ оно 
формулировано авторомъ, но должны указать на то, что оно не всегда справед
ливо; такъ, напримеръ, если положимъ

/( а ,  $  =  ( а -/?)*,

то при а=/? число р = 0; въ этомъ случае, очевидно, нельзя заменить а и # такими 
приближенными значешями, чтобы получить результатъ меньшШ, нежели р. Это 
любопытный примеръ того, какъ 'легко впасть въ ошибку, .если опускать доказа
тельства.
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цами, результаты тЪхъ же действШ f ( a ,  Ь, с> . . . )  =  г и ф(а, Ъ, с, . . . ) = $  
надъ числами а> Ь, с, • удовлетворяли тЪмъ же неравенствами

g  <  г <  g ’ > k < s < k ' .

Въ самомъ деле, опред'Ьливъ требуемый границы для каждаго изъ, 
действШ /  и <р въ отдельности такъ, какъ мы это делали въ п. 5 (не
равенства (10)), мы можемъ затемъ выбрать границы для чиселъ a, b, С, . •. 
такъ, чтобы числа г =  / ( я ,  b, .с, «..) и ^  95 (а, Ь, с> . . . )  удовлетворяли' 
требуемымъ неравенствамъ. 15.).

7. Изложенная нами теорема имеетъ двоякое значеше. ‘ Съ одной 
ртороны, она даетъ намъ уверенность, что въ практических!* вычисле- 
шяхъ, которыя по существу дела приходится выполнять лишь надъ при
ближенными значешями, мы можемъ достичь какой угодно степени точ
ности. Съ другой стороны, изъ нашей теоремы вытекаетъ теоретически 
важное следств1е: р ав ен ств о  или н ер ав ен ств о , к о т о р о е  сп р ав ед 
ли во  для в с е х ъ  р ац ш н ал ьн ы х ъ  значений в х о д ящ и х ъ  въ него 
б у к в ъ , о с тае тс я  въ с и л е  и для и р р ац ш н ал ьн ы х ъ  зн а ч е ю й  и х ъ .

Въ самомъ деле, любое равенство, связывающее рацюнальныя числа, 
можетъ быть представлено въ форме

Да, Ь, с, . . . )  =  о, (19)
где знакъ f  обозначаетъ некоторое сочеташе четырехъ основныхъ дей
ствий. Если это равенство справедливо при всехъ значешяхъ ращональ- 
ныхъ чиселъ a, b, с, . то оно остается въ силе и для иррашональныхъ 
значешй a, ft, у, т. е. имеетъ место равенство

/ ( в ,  Д  у, . . . ) = , 0. (20)

Действительно, если бы результатъ / ( а ,  /9, у, . . .) былъ отличенъ 
отъ нуля, —напримеръ, если бы было / ( а ,  /9, у, . . . )  >  0,—то можно было 
бы указать два такихъ положительныхъ числа g  и g fJ чтобы было

g < f { a ,  р, у, . .  . ) < £ ' ;  (21)

согласно теореме о непрерывности, этимъ же неравенствамъ должны удо
влетворять и некоторый приближенный рацюнальныя значешя а, Ъ, С, . . .  
чиселъ а, /?, у, . , т. е. число f ( a ,  b, с, . . .) оказалось бы положи- 
тельнымъ, что противоречило бы условию (19).

§ 26

15) Такъ, напримеръ, допустимъ, что для числа а определены  въ отдельности  
границы ati я /  и аг, я / ,  при  чемъ at >ait a at'> a j .  Если мы заключимъ числа а 
въ границы я15 я2', то они будутъ лежать какъ между числами at и я / ,  такъ и 
м еж ду числами аг и aj.

7 *
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Изложенное предло^кеше имеетъ место и для неравенству только 
въ этомъ случай для доказательства приходится пользоваться той фор
мулировкой основной теоремы, которая дана въ пункте 6.

Предиоложимъ, напримЪръ, что для всехъ ращональныхъ чиселъ 
й> Ь, с, . . .» удовлетворяющихъ услов1ю q> (a, b, С, . .  .) >  0, выполняется 
и неравенство / ( а ,  b, £, . . . ) > 0 ;  мы утверждаемъ, что то же соотно
шение имеетъ место и для ирращональныхъ чиселъ, т. е. что, если 
<Р (<*, у, . . .) >  0, то и / (а , /?, у, . . .) >  0 . Въ самомъ деле, если
бы неравенство ф {а,  /?, у, . . .) >  0 было совместимо съ нераве.нством.ъ 

/ ( а ,  Д  у, • • •) <  О, то можно было бы выбрать пару отрицательныхъ 
чиселъ g  и g '  и пару положительныхъ чиселъ k  и k' такъ, чтобы вы
полнялись неравенства

g < f (а,% * $ ' . . . ) < £ ,  к <  <р(а, Д у, ..  .) <  к'.

Но тогда мы могли бы подобрать для чиселъ ct, /9, у, . . .  таюя прибли- 
женныя значешя а, Ъ> с, . . ., чтобы число у  (а, Ь, с, . . .) имело поло
жительное значеше, а число f  (а, Ь, с, . .  .)—отрицательное, что противо
речило бы условш. Точно такъ же число / ( а ,  /?, у, . . .) не можетъ 
быть равно нулю; для доказательства обратимся къ той формулировке 
основной теоремы, которая дана въ пункте 6. Изъ этой теоремы сле- 
дуетъ, что, если бы число f  (а, /9, у, . . .) равнялось нулю, то можно 
было бы подобрать таюя приближенный значешя а , b, с, чтобы резуль
тата f  (а, Ь, С, . . .) оказался отрицательнымъ числомъ, тогда какъ число 
(р (dj Ь, с, . . .) по прежнему имело бы положительное значеше 16).

Приведемъ теперь несколько предложен^, составляющихъ частные 
случаи доказанной нами общей теоремы:

1) Для ирращональныхъ чиселъ остаются въ силе переместительный 
и сочетательный законы при сложен!» и умножении.

2) Вычиташе есть действие, обратное сложенно:

(а — Д  +  /9 =  а.

16) Это предложение такъ же не вполне справедливо, какъ и то, на которое авторъ 
ссылается. Справедливо только следующее предложение: если для всехъ ращональ
ныхъ значешй чиселъ а, Ъ, с, при которыхъ ср(а, Ь, с, ...) > 0, и f(a, b, с, ...) > 0, 
то при ирращональныхъ значешяхъ чиселъ a, у ..., при которыхъ ф(а, /?,у,...) > 0, 
имеетъ место соотношеше /(а , ft у, . . . )  > 0 ; возможность равенства не исклю
чается. Такъ, напримеръ, неравенство

(а1 — 2)а +  (Ь* — 2)2 > 0,

справедливое при всехъ ращональныхъ значешяхъ чиселъ а и Ь, обращается въ 
равенство при а = ± У 2 и Ь = ±  У~2.
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3) ДЪлеше есть дЪйств1е, Обратное умножешю:

4) Съ возрасташемъ слагаемаго возрастаетъ и сумма.
5) П роизведете положительныхъ сомножителей увеличивается съ 

возрасташемъ любого изъ сомножителей и, конечно, еще больше воз
растаетъ, если все множители возрастаютъ.

6) Частное двухъ чиселъ убываетъ съ возрасташемъ делителя.
7) Разность двухъ чиселъ бываетъ положительнымъ или отрица

тель нымъ числомъ, смотря по тому, будетъ ли вычитаемое меньше или 
больше уменьшаемая.

8) Степень числа, превосходящая единицу, возрастаетъ съ увели- 
чешемъ показателя и при томъ безпредЪльнэ возрастаетъ.

9) Степень положительной правильной дроби есть число положи
тельное, которое съ возрасташемъ показателя можетъ быть сделано 
сколь у я д н о  малымъ.

На этомъ именно основанш знаменатель дроби никогда не можетъ
CL

иметь значеше 0. Ибо, если бы мы пожелали приписать символу —  опре

деленное значеше, то это противоречило бы предложена 6).

§ 27. Безконечныя десятичный дроби.
1. Обозначимъ черезъ А п десятичную дробь съ произвольнымъ 

числомъ знаковъ до запятой и п знаками справа  отъ з а п я т о й ,  такъ 
что А  о, напримеръ, означаетъ некоторое целое число, которое можетъ 
быть и нулемъ. Положимъ, что намъ указанъ рядъ дейст.вШ, т. е. какой-либо 
а л г о р и е м ъ ,  при помощи которая можно отъ десятичной дроби А п пе
рейти къ одной и только одной дроби Ап+ъ  содержащей те же цифры 
и въ томъ же порядке, что и дробь А п, и, кроме того, еще одну при
бавочную цифру справа. Предположимъ, что алгориемъ этотъ имеетъ то 
свойство, что его можно применять последовательно неограниченное чи
сло разъ. Съ однимъ такимъ алгориемомъ, а именно съ приближеннымъ 
вычислешемъ квадратная корня изъ неполныхъ квадратовъ, мы уже по
знакомились въ § 23. Подобный алгориемъ «ли, точнее говоря, опреде
ляемый имъ рядъ цифръ съ запятой на определенномъ месте мы назы- 
ваемъ б е з к о н е ч н о й  дес я т ичной  д р о бь ю 17).,

17) Правило приближенная вычислешя квадратнаго корня даетъ намъ воз
можность последовательно определить десятичные знаки корня; такъ что, если Ап 
есть корень, вычисленный съ приближешемъ до п-ro десятичнаго знака (прибли
женно меньшее его значеше), то мы имеемъ алгориемъ, дакшцй возможность опре
делить Ап_̂ 1, т. е. дробь, состоящую изъ дроби Ап и еще одного опред-Ьленнымъ 
образомъ устанавливаемая десятичнаго знака.
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Каждой безконечной десятичной дроби можетъ быть отнесено неко
торое число слЪдующимъ образомъ.

Пусть
А'» =  А п +  ю - * ,  (1)

гд% п >  0, такъ что десятичная дробь А 'п получается изъ дроби Л п, 
если въ ней увеличить на одну единицу последнюю цифру (при этомъ, 
если эта последняя цифра равна 9, то пишутъ вместо нея нуль, а пред
последнюю цифру увеличиваютъ на одну единицу). Если къ дроби А п 
приписать (п +  1)-ую цифру, то получимъ дробь А „+ ь такъ что

А„+1 =  Ап +  А'п+1 =  An +  ( z +  1)10— 4
Отсюда следуетъ, что

Ап ^  Ап±1 <  A'n+i ^  А ’п. (2)

Такимъ образомъ, все дроби А „ у Ап+и А „+ 2, • • . порознь меньше 
дроби А'т  а все дроби А'п, А 'п+и Л'п+2, - .  • больше дроби А п- Сле
довательно, дроби А п имеютъ верхнюю границу, а дроби А ’п —  нижнюю 
границу; обе эти границы должны необходимо совпадать, такъ какъ раз
ность А'п — А п =  Ю_и при достаточно большомъ п можетъ быть сде
лана сколь угодно малой. Число а, составляющее общую границу этихъ 
двухъ числовыхъ комплексовъ, называется численнымъ значеш емъ 
безконечной десятичной дроби. Число а заключено между двумя 
значешями каждой пары А п и А 'п\ эти последшя называются нижнимъ 
и верхнимъ приближенными значешями числа а; оне темъ менее 
отличаются другъ отъ друга и отъ дроби а, чемъ больше число п• Такъ 
какъ числа А п все положительны, то а также есть число положительное.

2. Подобно тому, какъ каждой безконечной десятичной дроби мы 
относимъ некоторое положительное число а, точно такъ же для каждаго 
положительна го числа а можно определить соответствующую безконечную 
десятичную дробь. Все ращональныя дроби, имеюгщя знаменателемъ число 
10й, расположимъ въ порядке по ихъ величине и наибольшую изъ нихъ, 
не превосходящую числа а, обозначимъ черезъ А п, такъ что

■ А * ш а < А ' п -  (3)

Тогда найдется одна и только одна цифра удовлетворяющая 
неравенствамъ

Ап+1 =  ft <С А  • (4)

Такимъ образомъ можно наращать дробь А пу приписывая къ ней 
справа каждый разъ одну определенную цифру, при чемъ число а будетъ 
представлять собою верхнюю границу дробей А п-
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3. Разсмотримъ теперь вопросъ, могутъ ли двй различный безко- 
нечныя десятичныя дроби имйть одну и ту же численную величину.

Допустимъ, что двй различный десятичный дроби съ нижними при
ближенными значешями А п и В п имйютъ одинаковую численную вели
чину а. Дроби А п и Вп> начиная съ нйкотораго значешя указателя п , 
должны отличаться другъ отъ друга одной или нЪсколькими цифрами; 
пусть йк и Ьк обозначаютъ первыя несходныя между собою цифры дро
бей А п  и Вп) допустимъ еще, что йк< Ьн-  Тогда имйемъ:

Вк — Ак = {Ьк — йк) 10 &,

Вк —  л ’к =  (Ьк —  йк —  1 )1 0 —fc.

Если n ^ k ,  то, согласно формул^ (2),

Вп ^  В к и А ' п ^ А ' н ,

такъ что

В п - А ' п ^ ф к - й к -  1)Ю -*.

Такъ какъ съ увеличешемъ числа ?г лЪвая часть безпредйльно умень
шается, а число (Ьк — йк — 1) 10~ft не меняется, то неравенство (6) воз
можно лишь при условш: bk — йк — 1 = 0 ,  такъ что

Ьк — йк +  1 ■ (7)

Отсюда слйдуетъ, что при любомъ значенш п ^ к } согласно формул^ (6), 
получимъ:

В,г =  А 'п  =  А п +  1 0 — . ( 8 )

Обозначивъ ( п +  1)-ыя цифры черезъ ап+ 1 и Ьм+ и  получимъ:

Вп  +  Ьп+i l O — 1 =  А п  +  {йп+1 +  1 )1 0 — 1 18) ,  ( 9 )

или, подставляя сюда значеше числа В»  изъ формулы (8):

1 о-* +  Ьп+1 1 о- ”- 1 =  (йп+1 +  i ) i  о-»-1,

т- е.
йп+г =  Ьн+1 +  9.

Такъ какъ цифра аи-\-1 не можетъ превосходить девяти, то заключаемъ, 
что, если только n ^ k } то Ьп+\ — 0 и ап+ 1 =  9. А въ такомъ случай 18

§ 27

18) Это есть равенство Вп^  =

(5 )

(6)
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обе десятичныя дроби А п и В п действительно стремятся къ одному и 
тому же пределу: къ  к о н е ч н о й  д е с я т и ч н о й  д р о б и  В к• Напримеръ, 
десятичныя дроби 0,999 . . 1,000 . . . имеютъ одинъ и тотъ же пре-
делъ, одно и то же численное значеше — единицу.

4. Сообразно этому, теорш  ирращональныхъ чиселъ можно было 
бы обосновать, исходя изъ понят1я о безконечныхъ десятичныхъ дробяхъ. 
Для этого пришлось бы производить 'сечешя не въ области в с е х ъ  ра
щональныхъ дробей, но лишь въ области (конечныхъ) десятичныхъ дробей. 
Съ одной стороны, это имело бы то удобство, что установлеше новаго 
поня™ примыкало бы непосредственно къ алгориему, обычно употребля
емому для вычислешя ирращональныхъ чиселъ, но зато, съ другой сто
роны, доказательства теоремъ были бы более сложны. При первомъ 
способе изложешя (принятомъ нами) любому p au i о нал ьн ому числу 
соответствуютъ два различныхъ сечешя; при второмъ же способе этимъ 
свойствомъ обладаютъ лишь десятичныя дроби.

5. И вообще, если только какая-либо система S  ращональныхъ 
чиселъ обладаетъ темъ свойством ь, что, какъ бы мы ни выбирали два 
любыхъ ращональныхъ числа, между ними все еще будутъ заключаться 
числа системы 5, то такая система даетъ возможность такъ же обосно
вать поняДе объ и р р а ц ш н а л ь н о м ъ  ч и сл е , какъ это было выполнено 
нами при помощи системы R  всехъ ращональныхъ чиселъ. Въ самомъ 
деле, для каждаго сечешя Z / Z '  въ области чиселъ 5  можно установить 
отвечающее ему сечеше Л /А '  въ области чиселъ R, если отнести къ 
группе А  все числа системы R , которыя меньше хотя бы одного числа 
группы Z , а къ группе А ' — все числа, которыя больше хотя бы одного 
числа группы Z ’. Точно такъ же можно, наоборотъ, каждому сечешю 
А / А ‘ .въ области R  отнести некоторое сечеше Z / Z '  въ области 5 .

§ 28. Обращеше обыкновенныхъ дробей въ десятичныя.

1. Обыкновенная дробь обратима въ десятичную лишь въ томъ слу
чае, если по умножеши на некоторую степень десяти, она даетъ въ про
изведении целое число. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 
данная дробь въ несократимомъ виде т /п . имела въ знаменателе число % 
не содержащее другихъ первоначальныхъ множителей, кроме 2 и 5, т. е. 
чтобы было п =  2а5ь, где а н b суть целыя числа; если тогда возьмемъ 
произвольное целое число с, которое не меньше большаго изъ чиселъ 
й  и Ь, и помножимъ нашу дробь на 10е, то получимъ въ произведении 
целое число 10е ш /п.

Если же дробь т /п  взята произвольно, то связь ея съ десятичными 
дробями можетъ быть установлена следующимъ образомъ.
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Произведя дЪлеше числа т  на число п, мы получимъ частное % и 
остатокъ т х, который меньше делителя п , такъ что

Здесь ^ обозначаетъ целое число, положительное или нуль. Остатокъ тх 
также есть положительное число, которое меньше делителя п> и равенъ 
нулю лишь въ томъ случай когда число т делится безъ остатка на число п, 
т. е. когда т /п  есть целое число.

Оставляя т о т ъ  ж е  д е л и т е л ь  пу Д' Ьлимъ н а  н е го  ч и с л о  1 0 т х \ п о 

л у ч и м ъ :

такъ что ^  <  1 0 .  Следовательно, ^  означаетъ некоторую цифру ( 0 ,  1, 
2, . . . 9). Если т2 =  0, то число т/п равно десятичной дроби ^ . 
Если же число ш2 >  0, то оно меньше делителя пу и мы можемъ про
должать д ^ е ш е  по тому же правилу:

пока остатки т 1У т гу . . .  ms отличны отъ нуля. Числа ^ , ^2, . . .  %s 
все суть циф ры , т. е. не превосходить девяти, а число ^ можетъ быть 
и больше девяти. Изъ равенствъ (1), (2) и (3) следуетъ:

или же, представляя правую часть последняго равенства въ виде деся
тичной дроби,

т =  +  тх. 0 )

(2)

Ю пц  =  i 2n +  т 3, 

Юте3 =  +  mir
(3 )

10ms =  l s1t +  ttls+1

1 0 - 1 + 1 0 —1,
n xx n

—  =  To 1 0~_1 +  —  1 0 ~ J и  T, Д. 
n v  n

Отсюда найдемъ:

^  =  ^ + ^ i o - 1 +  2̂10-* +  • - • +  & 1 0 - +  ^  10-*,
iL

(4)

Если последшй остатокъ ms+ 1 =  0, то дробь т /п  можетъ быть 
представлена въ виде десятичной дроби; это имеетъ место лишь въ выше-
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упомянутомъ случай, когда число п  имйетъ форму 2я 56 (въ предположен^, 
что дробь т /п  приведена къ несократимому виду). Въ другихъ случаяхъ 
вычислеше, которое, очевидно, представляетъ собою не что иное, какъ 
обыкновенное дйлеше элементарной ариометики, можетъ быть продолжено 
безконечно, такъ что въ формуле (4) число $ можетъ быть сделано сколь 
угодно болынимъ. Въ этомъ случай десятичная дробь

всегда меньше обыкновенной дроби

такъ какъ <  п, то разность у — д3 меньше дроби 10~$. Следова
тельно, разность эта тймъ меньше, чймъ больше число десятичныхъ 
знаковъ дроби ds ; она можетъ быть сделана сколь угодно малой, если 
выбрать число s достаточно большимъ. Поэтому обыкновенныя дроби 
могутъ быть съ любой степенью точности заменены десятичными во всйхъ 
тйхъ приложешяхъ, где числа вообще известны лишь приблизительно: 
напримйръ, въ вычислешяхъ, где данныя суть результаты измйрешй. Де
сятичная дробь д$ называется тогда п р и б л и ж ен н ы м ъ  зн ач ен 1 ем ъ  обык
новенной дроби у; Вычислеше десятичной дроби д5 по заданной дроби у 
называется о б р а щ е ш е м ъ  обыкновенной дроби въ десятичную,

Въ равенстве (4) часто опускаютъ остатокъ i/10sn ; вмйсто него 
ставятъ MHoroTonie и этимъ выражаютъ, что дробь безконечна:

Для вычислешя дифръ ^2, . . .  нйтъ надобности приводить предвари
тельно дробь т /п  къ несократимому виду, т. е. въ этомъ отношенш без
различно, имеютъ ли числа т и п  общаго множителя или нйтъ.

2. Рядъ цифръ

называется м ан ти ссо й  дроби m jn  (Gauss, „Disq. arithmeticae*, Art. 312. 
Въ этомъ сочиненш Г ау ссъ  впервые сталъ употреблять это слово,, кото- 
рымъ раньше пользовались въ теорш Бригговыхъ логариемовъ, въ ука- 
занномъ въ тексте смысле).

Мантисса имеетъ конечное число цифръ, если дробь m jn  можетъ 
быть точно выражена въ вид[Ь десятичной дроби; въ противномъ случай 
число цифръ мантиссы можно увеличивать безпредйльно. Двй мантиссы

ds =  I, Ъ Ы *  ■■■ I s (5)

т
— = Ь Ъ Ъ Ъ " ”

и
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называются отли чн ы м и д р у гъ  о тъ  д руга , если можно найти въ нихъ 
хотя бы по одному десятичному знаку ^  и ^ Sf которые отличны другъ 
отъ друга по величин^, но занимаютъ въ мантиссахъ одно и то же 
мЪсто.

Дроби, различаюицяся между собою ггклымъ числомъ, HMiK)rb Bci 
одну и ту же мантиссу; поэтому, для того, чтобы вычислить мантиссы 
всЬхъ дробей со знаменателемъ я, достаточно разсмотр%ть OAHi лишь 
п рави льн ы  я д р о б и  т/п.

Докажемъ сл%дующую теорему:

О тли чн ы я д р у гъ  отъ  д р у га  правильны й д роби  у и /  и м iю т ъ  
р азли чн ы й  м антиссы  19).

Для доказательства предположимъ, что у' >  у; найдемъ такое число 5, 
чтобы было

10s(у'— у) >  1

(найти такое число 5 всегда возможно: см. § 19, 8); тогда получимъ:

, г ' >  Г +  10—s. (7)
Положимъ, что

&S =  0 ) 1̂ ̂ 2 * • ■ %S У д s =  О J ^ 1 ^ 2  . . .  ^ $ )

тогда, какъ намъ уже H3BicTHo (§ 28, 1),

У > 4 ,  у '<  (5's +  1 0 -5;

принимая во внимаше неравенство (7), найдемъ:

д ’8 + 1 0 - * > у ' > у +  1 0 - S > d s +  10—;

слЪдовательно, d's >  ds . Поэтому мантиссы Z и Z' дробей у и у' отли
чаются другъ отъ друга, по крайней M ipi, въ s-мъ десятичномъ знаюЬ 
(если не въ которомъ-нибудь изъ предыдущихъ).

Дополнимъ доказанную теорему другой, аналогичной:

Н%тъ т а к о й  п р ави льн о й  д роби  у, м антисса к о т о р о й  со сто я л а  
бы т о л ь к о  и зъ  o д н tx ъ  д ев ято къ .

Въ самомъ д^л^, при достаточно большомъ s мы найдемъ, что 
10s (1 — у) >  1; стЬдовательно, 1 >  у +  10“ * и a fortiori 1 >  6S +  1 0 "s . 
Но если бы Bci цифры ^ б ы л и  девятками, то мы нашли бы 
равенство ds + 1 0 “ s = l ,  что npoTHBopinwio бы предыдущему неравен
ству. Поэтому уже 5-ый десятичный знакъ (если не который-нибудь изъ 
предыдущихъ) мантиссы дроби у представляетъ собой цифру, меньшую 
девяти. 1

1Э) Это есть. предложеше, обратное тому, которое доказано въ § 27, 3.
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Каждая обыкновенная дробь производить сеч ете  въ совокупности 
безконечныхъ десятичныхъ дробей; поэтому и обыкновенный дроби нахо- 
дятъ себе место ве той области чиселъ, которая определяется совокуп
ностью безконечныхъ десятичныхъ дробей.

Впоследствш мы разсмотримъ подробнее некоторыя своеобразный 
особенности, присуппя темъ безконечнымъ десятичнымъ дробямъ, которыя 
соответствуютъ рацюнальнымъ дробямъ.

§ 29. Исторически св'Ьдешя объ иррацюнальныхъ числахъ.

Teopia иррацюнальныхъ чиселъ также начинается съ Е в к л и д а . Пя
тая книга „Началъ" посвящена отношешямъ. Определешя 3 нельзя признать 
определешемъ слова „отношеше"; но определеше 4 устанавливаетъ, въ 
какомъ случае две величины имеють отношеше,— именно: если меньшая 
изъ нихъ, будучи повторена достаточное число разъ, превзойдетъ боль
шую*). Далее определешя 5 и 7 строго устанавливаютъ, въ какомъ случае 
два отношешя равны и въ какомъ случае одно отношеше больше другого 
(§ 31).

Определеше 4 заменяетъ то, что мы въ настоящее время назы- 
ваемъ аксюмой непрерывности; последняя въ книге X, 1 находить себе 
следующее выражеше: если мы отъ некоторой величины отнимемъ больше 
половины, отъ остатка вновь отнимемъ больше половины его и т. д., 
то мы такимъ образомъ всегда придемъ къ величине меньшей, нежели 
любая заданная величина (вместо „больше половины" можно было бы 
брать любую дробь).

Что существуютъ соизмеримыя и несоизмеримый величины, т. е., въ 
нашей терминологии, рашональныя и иррацюнальныя отношешя, это, пови- 
димому, ясно понималъ уже П и о аго р ъ . Е в к л и д ъ  въ книге X, 9 показы- 
ваетъ, что стороны двухъ квадратовъ, площади которыхъ не относятся 
между собой, какъ полные квадраты, несоизмеримы. Частный случай этого 
предложешя разбирается особо въ книге X, 117, где мы находимъ два 
доказательства, йто д*агональ квадрата несоизмерима съ его стороной. 
Это доказательство, намеченное еще А р и с то тел е м ъ , обнаруживает^ что 
негь двухъ целыхъ взаимно простыхъ чиселъ х  и у ,  которыя удовле- 
творяютъ соотношение 2 х 2 =  у 2. Въ самомъ деле, если бы такое равенство 
имело место, то у  должно было бы быть четнымъ числомъ, а потому у 1

,*) Это положеше совпадаетъ съ Y-ымъ постулатомъ въ сочиненш Архимеда 
„О цилиндре и конусе" (издаше Гейберга, т. I, стр. И ); поэтому оно известно 
подъ назвашемъ „аксиомы Архимеда" (См. О. Stolz, „Vorlesungen tiber allge- 
meine Arithmetik", I; Mathematische Annalen, 39; H ilbert, „Grundlagen der Geo
metries. Исторически было бы правильнее называть это предложение Евклидовымъ 
но это могло бы привести къ смешешю съ другими аксюмами Евклида.
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должно было бы делиться на 4. Но въ такомъ случай х 2 должно было 
бы делиться на 2, и х  было бы четнымъ числомъ. Между темь это не
возможно, такъ какъ х  и у  не имЪютъ общихъ множителей.

Если бы Е в к л и д ъ  объединилъ все равныя между собой отношешя 
въ одну идею (въ одно родовое понята), то онъ далъ бы строгое опре- 
дЪлеше общаго понята о числе (рашональномъ и иррацюнальномъ). 
Но такая мысль далека отъ т%гь точекъ зрешя, на которыхъ стоялъ 
Е в к л и д ъ  *). Лишь въ новейшее время сознательно установлены таюя 
системы понятШ (категорш), которыя можно разсматривать, какъ общее 
определеше числа. Все эти системы равносильны, если между ними мо- 
жетъ быть установлено взаимно-однозначное сопряжете.

СортвЪтствуюхще элементы всЪхъ этихъ системъ, -равно какъ и гЬхъ 
системъ, которыя еще, быть можетъ, будутъ построены со временемъ, 
могутъ быть, въ свою очередь, объединены въ одно родовое поня^е, 
которое, представляло бы понята о числе въ еще, более. глубокомъ смысла. 
Изъ этихъ системъ, которыя, такимъ образомъ, могутъ быть разсматриваемы, 
какъ п р е д с та в и те л и  понята о числе, наиболее важными и наиболее 
простыми являются rb , которыя установлены Р. Д е д е к и н д о м ъ  и Г. Кан
то р  о мъ. Оба автора исходятъ уже изъ понята о рашональномъ числе, 
которое они принимаютъ, какъ известное. Д ед е  кин д ъ  **) построилъ по
нята о сЪченш (въ области рацюнальныхъ чиселъ, ср. § 24, 4). К ан то р ъ  
же примениетъ для той же цели понята о чи словы хъ  р я д а х ъ  ***). Въ 
тесной связи съ числовыми рядами К антора находятся такъ называемые 
„вар1анты“ (variantes), къ которымъ прибегаетъ М ерэ для определешя 
ирращональнаго числа ****). Более подробныя сведешя о литературе 
этого вопроса можно найти въ статье П ринте гейм а „Иррацюнальныя 
числа и сходимость безконечныхъ процессовъ" въ1-омътоме „Энциклопедш 
математическихъ наукъ“.Ещ е обстоятельнее вопррсъ изложенъ М о л ько м ъ  
въ I-омъ томе французскаго издашя „Энциклопедш".

Нельзя не отметить, что К р о н ек ер ъ  вовсе отвергаетъ понята объ 
иррацюнальномъ числе и стремится облечь всю математику въ такую

§ 29

*) Евклидъ определяете понята „рашональное и „иррацюнальное" (дщбд, 
dXoyog) такимъ образомъ, что онъ некоторый определенный отрезокъ и все соиз
меримые съ нимъ отрезки называете рацюнальными, а все несоизмеримые съ 
нимъ отрезки — ирращональными. Впрочемъ, квадратные корни онъ при этомъ 
относить къ рацюнальнымъ числамъ.

**) К, D edekind. „Stetigkeit und Irrazionale Zahlen". Braunschweig, 1872.
Имеется руссюй переводъ, принадлежащей С. Ш атуновскому:

Р. Дедекиндъ. „Непрерывность и иррацюнальныя числа". Одесса. 1906. Mathesis.
***) Mathematische Annalen, 5.

****) Ch. Мёгау. Revue des soci6t6es savantes: sc. math. 1869, Le$ons nouvel- 
es.sur 1’analyse infinitesimale, Premiere partie, chapitre II. Paris, 1894.
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форму, чтобъ она оперировала только целыми числами. Возможность.такой 
постановки вопроса, какъ замЪчаетъ Д е д е к и н д ъ , высказывалъ уже Ди
р и х л е . Но именно для того, чтобы избежать необычайной сложности, 
которая съ такой постановкой связана, наша наука и расширяла система
тически поняНе о числе; это производилось постепенно, сообразно об
наруживавшейся потребности, въ безукоризненно логической форме, и 
именно поэтому точка зрЪшя К р о н е к е р а  по cie время не нашла себе 
последователей.

Нужно, однако, сказать, что изследовашя, относяипяся къ теорш ком- 
плексовъ, не во всехъ пунктахъ привели къ достаточно яснымъ результа
там и  Такъ, въ самое последнее время возникли некоторый сомнешя, ко
торый связаны съ противоречивымъ понят1емъ о „комплексе всехъ ком- 
плексовъ" и которыя еще недостаточно выяснены. По этому вопросу 
нужно упомянуть сочинешя Ф реге  „Основные законы ариеметики" и 
Р ёссел я  „Основашя математики" *). Последнее сочинеше содержитъ также 
и друпя интересныя изследовашя, относящаяся къ теорш познашя. Въ 
„Отчетахъ Гейдельбергскаго конгресса 1904 г." **) Г и л ь б е р т ъ  далъ об- 
зоръ своихъ изследованШ, которыя также еще нуждаются въ дальнейшемъ 
выяснении.

§ 29

*) Frege. „Grundgesetze der Arithmetik". 2 Bde, Jena, 1893. B. Russel. „The 
Principles of mathematics". Cambridge, 1903.

**) Verhandlungen des dritten Kongresses der Mathematiker in Heidelberg 
vom 8 bis 13 August 1904.



ГЛАВА V.

О т н ош е н i я.

§ 30. Измеримость.

1. Теперь намъ пред стоить разсмотрЪть вопросъ, какимъ образомъ 
числа, который, какъ мы уже не разъ указывали, представляютъ собой 
продуктъ творчества нашего духа, находятъ себе примкнете во внеш- 
немъ Mipt. Что касается чиселъ н а ту р ал ь н аго  ряда, то ими мы поль
зуемся при с ч е т е ; это было изложено въ первой главе, и мы не будемъ 
здесь возвращаться къ этому вопросу. Рашональныя же дроби и числа 
ирращональныя находятъ себе применеше въ томъ процессе, который 
называется и зм ер ен 1 ем ъ .

Измеримо все то, что производить на наши чувства впечатлешя 
различной интенсивности: напряженность (яркость) света, температура, 
высота звука, сила звука, тяжесть, твердость, боль и т. п. Непосредствен
ное чувственное BoenpiBTie доставляетъ намъ лишь ту неопределенную 
оценку впечатлешй, которая выражается словами „больше" и „меньше". 
Точныя измерешя возможны л^шь после того, какъ между даннымъ 
явлешемъ, съ одной стороны, и времеиемъ и пространствомъ, съ другой, 
установлена такая связь, что каждому усилешю впечатлешя, относящагося 
къ этому явлеш'ю, соответствуетъ определенное изменеше въ простран
стве или во времени; связь эта устанавливается помощью и зм ер и тел ь - 
ны хъ и р и б о р о в ъ . Пространственныя величины мы различаемъ троякаго 
рода: длину, площадь и объемъ: геометрия даемъ намъ способы свести 
измереше всехъ этихъ трехъ величинъ къ измерешю длинъ.

Возможность измерять пространство основывается на п р е д п о л о ж е 
н а ,  что существуетъ тело, которое мы можемъ переносить изъ одного 
места на другое, не изменяя его состояшя во всехъ прочихъ отношешяхъ. 
Подобное тело называется м асш табом ъ . Ясно, что предположеше это
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заключаетъ въ себе некоторое допущеше какъ о природе пространства, 
такъ и о свойствахъ гЬлъ, его наполняющихъ 4).

ИзмЪреше промежутковъ времени основывается на допущенш, что 
можно наблюдать некоторый процессъ, который одинаково протекаетъ 
во всякое время: таково, напримЪръ, движ ете часовой стрелки, если оно 
всегда происходить равномерно; самымъ совершеннымъ образцомъ часовъ 
мы считаемъ вращеше земли вокругъ ея оси 1 2).

Третью группу основныхъ величинъ составляютъ массы, которыя мы 
измеряемъ помощью весовъ: это измерена предполагаетъ существоваше 
правильныхъ весовъ и неизм^нямость массъ.

B et эти предположена не совс^мъ согласуются съ действительностью: 
мен^е всего съ ней расходится первое допущеше, наиболее последнее: въ 
качестве идеальныхъ меръ приходится разематривать лишь некоторый 
ср еди  1я зн а ч е ш я , которыя путемъ долгаго и многократнаго опыта обра
зовались въ нашемъ представление, какъ результата взаимной компенсацш 
отступленШ въ ту и въ другую сторону отъ истинныхъ меръ.

2. Въ области чистыхъ чиселъ произвольно созданныя нами поняНя 
„больше" и „меньше" имеютъ отвлеченный характеръ и лишены нагляд
ности: наоборотъ, въ области измеряемыхъ предметовъ внешняго Mipa 
„большее" и меньшее" являются уже наглядными представлешями, нахо
дящимися въ связи съ той или другой степенью или силой чувственныхъ 
впечатлешй. Даже съ такими выражешями, какъ „о чен ь  б о л ь ш о е " , 
„очен ь м ал о е", „ п р и б л и зи те л ь н о "  мы связываемъ некоторый пред- 
ставлешя, хотя и не совсемъ определенный, — напримеръ: мы называемъ 
очень малыми те  величины, которыхъ мы не можемъ или почти не мо- 
жемъ непосредственно воспринять нашими чувствами, а только съ по
мощью инструментовъ.

Такъ какъ никакое измереше не можетъ быть выполнено съ абсо
лютной точностью, и, кроме того, наши геометричесюя построешя не 
даютъ намъ действительныхъ точекъ, лишй и поверхностей, то эмпири
чески полученные результаты измерешй вполне удовлетворительно пред
ставляются одними лишь ращональными числами: здесь никогда не ска
зывается надобность въ дальнейшемъ развитш поняНя о числе.

1) Утверждеше это врядъ ли соответствуете современному взгляду на про
странство и геометрш.

2) Это утверждеше, кажущееся столь яснымъ на первый взглядъ, въ дей
ствительности не имеетъ содержашя. Входить въ подробное выяснение этого мы 
не можемъ. Читатель можетъ найти обстоятельный анализъ этого вопроса въ книге 
Н. Рош сагё „La science et l’hypothese" (имеется руссюй переводъ подъ йазва- 
шемъ „Наука и гипотеза"), а еще лучппй—въ статье того же автора подъ загла- 
вхемъ „Мебиге du temps", напечатанной въ „Revue de M6taphysique et de Morale" 
за 1898 г.
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ТЪмъ не менее мы не можемъ отказаться отъ мысли, что, напри- 
м'Ьръ, д1агональ квадрата или окружность круга имеютъ определенную 
длину, выражаемую опред'Ьленнымъ числсмъ; то же имеетъ место и для 
промежутковъ времени и веса; мы склонны принять, что измеряемые 
объекты представляютъ собой эквиваленты всей совокупности чиселъ *).

3. Услов1я и зм ер и м о сти  элементовъ некотораго комплекса можно, 
на нашъ взглядъ, выразить въ следующихъ положешяхъ:

1. Два элементы а и b даннаго комплекса либо равны другъ другу, 
либо одинъ изъ нихъ больше, а другой меньше.

2. Если а  есть некоторый элементъ этого комплекса, то можно 
указать элементы, которые меньше элемента а (безконечная делимость).

3. Если а и Ъ суть некоторые элементы нашего комплекса (равные 
другъ другу или различные), то въ этомъ же комплексе существуетъ 
элецентъ с — а +  Ь, представлявдщШ • собою сумму обоихъ элементовъ и 
превосходящШ каждое изъ слагаемыхъ.

При суммировали имеетъ место п ер ем ести тел ьн ы й  и с о ч е т а 
тельн ы й  закон ы  сложешя (§ 8).

4. Если элементъ b меньше элемента с , то существуетъ определен
ный элементъ а  — С — Ъ, имеюгщй то свойство, что а b =  с.

5. Повторное суммироваше несколькихъ равны хъ  д р у гъ  д р у гу  
элементовъ а приводитъ къ пон ятт объ элементе т а , кратномъ а, 
где т  означаетъ число натуральнаго ряда. Относительно кратныхъ 
элементовъ имеетъ место п ри н ц и п ъ  А рхим еда (Е вклида):

Если а  и Ъ суть два произвольные^ элемента нашей группы, то 
можно указать элементъ та,  кратный элемента а, который превосходить 
элементъ Ь.

Такимъ образомъ, среди элементовъ измеримаго комплекса нетъ ни 
наиболынаго ни наименьшая); изъ свойствъ 2), 3) и 4) следуетъ, что 
м еж ду двумя любыми элементами заключены еще друпе элементы. Кроме 
того, должно быть выполнено следующее услов1е:

6. Если а  обозначаетъ какой-либо элементъ комплекса, а и  есть 
число натуральнаго ряда, то существуетъ элементъ b, удовлетворяющШ 
равенству пЬ =  а. Этотъ элементъ b называется n-ой частью элемента а

§ 30

*) Понятие о непрерывности, столь простое и наглядное въ области отвлечен- 
ныхъ чиселъ, представляетъ почти непреодолимый трудности въ области измеряе- 
мыхъ величинъ, т. е. въ области объектовъ внешняго M ipa.

П, Дю Буа-Реймонъ (Paul du Bois-Reymond) разработалъ этотъ вопросъ 
въ своемъ труде „Allgemeine Functionentheorie“ (Tubingen, 1882). Онъ пришелъ 
къ тому выводу, что по этому вопросу равно возможны и равно правильны две 
взаимно другъ друга исключаюппя точки зрешя: идеалистическая и эмпирическая.

В е б е р ъ ,  Энцчклоп. элемент, алгебры. S
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и обозначается такъ: Ь =  а /п . Что существуетъ одинъ лишь элементъ ЬУ 
легко заключить изъ изложенныхъ посылокъ. Действительно, если V >  b 
то элементъ =  пЪ +  п (Ь '— Ь) превосходитъ элементъ nb.

§ 31. Отношешя.

1. С о и зм ер и м ы м и  называются таюе два элемента а  и b измери
м а я  комплекса, для которыхъ можно указать два натуральныхъ числа 
р  и q, удовлетворяющихъ условш

qa  =  рЪ. (1)

Изъ равенства (1) видно, что, разделивъ (согласно § 30, 6) эле
ментъ а на р частей, а элементъ b на q частей, мы получимъ равныя 
другъ другу части:

а/р =  b/q =  d> (2)

такъ что а  =  p d , b =  qd. Элементъ d, следовательно, есть общая мера 
элементовъ а  и Ь (отсюда терминъ: „соизмеримый").

Въ этомъ случае выражаются5‘такъ : о т н о ш е ш е  э л е м е н т о в ъ  а к b 
р а в н о  о т н о ш е н ш  ч и сел ъ  р  и q.

Равенство (1) остается въ силе, если элементы а и b умножить или 
разделить на одно и то же число, а также, есла числа р  и q умножить 
на одно и то же число или разделить на общаго делителя. Поэтому 
отношеше чиселъ р  и q остается неизменнымъ, если не меняется числен
ное значеше дроби p lq , и, такимъ образомъ, отношешя всехъ целыхъ чи
селъ, а, следовательно, и всякихъ двухъ соизмеримыхъ элементовъ изме
ри м ая  комплекса можно п р и в ести  въ  о д н о зн а ч н о е  с о о т в е т с т в г е  съ 
рациональны м и д р о бям и . Равенство отношешй, помимо вышеприведен
ной формы (1), можетъ быть представлено еще такъ:

a : b  =  р  : q или a/b  =  p /q \

отношеше alb  считается большимъ, нежели отношеше а'IV  =  p 'lq \  если 
дробь p jq  больше дроби p'lq '.

Элементы а и b называются соответственно числителемъ и знамена- 
телемъ отношешя. Если а =  Ь, то отношеше ихъ равно 1. Если дано отно
шеше p lq , то величина одного изъ элементовъ а  и b можетъ быть взята 
произвольно. Если, напримеръ, даны: р , q к Ь, то, разделивъ элементъ 
pb на q частей, получимъ элементъ а> удовлетворяющШ равенству, (1).

2. Если мы фиксируемъ элементъ b, то всякому другому элементу 
а того же комплекса, соизмеримому съ элементомъ b, будетъ, такимъ 
образомъ, отвечать определенное число p/q; самому же элементу b отве
чаете при этомъ число 1. Онъ называется поэтому е д и н и ц ей  системы
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измЬрешя. Въ выбора единицы мы нич'Ьмъ не ограничены и руководимся 
лишь нашими удобствами. Однако, въ высшей степени важно, особенно 
для научной практики, чтобы единица была строго определена и чтобы 
въ любой моментъ мы имели возможность получить ее въ неизменномъ 
виде. Конечно, съ абсолютной точностью требоваше это не можетъ быть 
выполнено, но путемъ обширныхъ вспомогательныхъ средствъ этому тре- 
бовашю стараются, по возможности, удовлетворить.

Съ древнихъ временъ за единицы времени принимаютъ сутки *) и 
ихъ подразделешя: часы, минуты и секунды. Делеше на 24 и 60 частей 
также относится къ глубокой древности, и мы съ нимъ настолько срод
нились, что трудно даже въ будущемъ ожидать, что оно будетъ заме
нено другимъ подразделешемъ, хотя бы, напримеръ, десятичнымъ.

Что касается меръ длины и массы (последшн въ обиходе совпа- 
даютъ съ мерами веса), то еще въ недалекомъ прошломъ здесь царило 
самое пестрое разнообраз1е и даже неопределенность. Въ 1799 г. фран
цузское республиканское правительство ввело новую единицу длины — 
метръ. Хотя первоначально меру эту определяли, какъ одну сорокамил- 
люнную часть земного мерид!ана, но въ действительности эталонъ этой 
меры представляетъ собою произвольно ЬьШранный, строго определенный 
и тщательно сохраняемый норм альны й м етръ. Большинство культурныхъ 
государствъ примкнуло къ состоявшейся въ 1875 г. и н те р н ац ш н а л ь н о й  
м е тр и ч е с к о й  кон вен ц ш : въ нихъ метръ служитъ узаконенной едини
цей длины, при чемъ въ дальнейшихъ подразделешяхъ строго проведенъ 
принципъ десятичной системы 3).

На метрической единице длины основанъ выборъ единицъ для 
м е р ъ  п о в е р х н о сте й  и о б ъ ем о въ , каковыми являются квад р атн ы й  
м е тр ъ  и к у б и ч е с к и  м етръ  или ихъ десятичным доли; точно такъ же 
и единица массы находится въ связи съ единицей длины: единица массы — 
граммъ—это масса кубическаго сантиметра воды въ состоянш наибольшей 
ея плотности **).

Углы также образуютъ измеримый комплексъ особаго рода. Изме- 
p eH i e  элементовъ этого комплекса на практике сводится къ измеренш 
длины, а именно —къ отсчету на разделенномъ круге.

Однако, углы имеютъ свою особую единицу и даже две единицы: 
одна употребляется для практическихъ целей, другая —больше въ теоре-

*) Точнее: средшя солнечным сутки, т. е. среднюю величину промежутка 
времени между двумя кульминащями солнца.

3) Въ Poccin метрическая система введена факультативно, т. е. какъ разре
шенная для торговой практики система мЬръ, но не обязательная; точно такъ же 
обстоитъ дело и въ А нти.

*•) Ср. статью Runge „Mass und Messen* въ „Encyclopadie der mathemati- 
schen Wissenschaften".

8*



116§ 32

тическихъ изслЪдовашяхъ. Чтобы получить первую единицу, дЪлятъ всю 
окружность на 360 равныхъ частей, которыя называются градусам и . 
Градусъ подразделяется на 60 м и н у тъ , минута, въ свою очередь, на 60 
с е к у н д ъ . Прямой уголъ содержитъ 90 градусовъ, выпрямленный уголъ— 
180 градусовъ. Для сокращешя градусы, минуты и секунды изображаютъ 
еще, наприм^ръ, такъ: 57° 17' 44.8"; читаютъ: 57 градусовъ, 17 ми
нутъ, 44,8 секунды.

Второй единицей угловъ служить уголъ, дуга котораго по своей 
длине равна рад1усу. При такомъ выборе единицы уголъ въ 180 граду
совъ измеряется числомъ к  =  3,141 59265 . .  т. е. числомъ, выражаю- 
щимъ длину полуокружности, рад1усъ которой равенъ 1. Уголъ въ одинъ 
градусъ'измеряется числомъ 0 ,0174532925 , а уголъ въ одну секунду— 
числомъ 0 ,0000048481 . Число 1 представляетъ собою меру угла въ 
57° 17' 44 ,8”, или въ 206264,8 секунды.

Числа, выражаюцця собою результатъ измерешя, могутъ быть, соб
ственно говоря, лишь положительными. Темъ не менее часто оказывается 
весьма полезнымъ употреблять и отрицательныя числа — тамъ, где между 
измеряемыми величинами нужно выразить соотношеше п р о т и в о п о л о ж 
ности . При этомъ число не будетъ, собственно говоря, выражать изме
ряемой длины, но представить некоторую т о ч к у , которую получимъ, 
отложивъ измеряемую величину отъ некоторой определенной начальной 
точки. При такомъ условш положительный числа выразятъ точки, лежа- 
Щ1я по одну сторону отъ начала, отрицательныя числа—точки по другую 
сторону отъ начала. Нагляднее всего это видно на измеренш длины и 
времени, хотя вышеизложенныя соображешя находятъ себе применеше'и 
при измеренш скоростей, силъ и многихъ другихъ величинъ. При этомъ 
обнаруживается то удобство, что не только сложение, но и вы читате мо- 
жетъ быть всегда выполнено.

§ 32. Физическ!я м1>ры.

1. Измеряемые предметы, собственно говоря, могутъ измеряться 
лишь единицами того же рода, что и измеряемая величина: длины —не-, 
которой длиной, площади — некоторой площадью, времена — некоторымъ 
промежуткомъ времени, скорости -  некоторой скоростью, электрическое 
сопротивление—сопротивлешемъ же определенная размера; на практике 
такой способъ измерешя является самымъ целесообразнымъ и простымъ, 
если только не требуется величайшей степени точности. Число измеряе- 
мыхъ величинъ, уже и теперь весьма большое, возрастаетъ безпредельно 
съ успехомъ науки; вследсш е этого для науки въ высшей степени важно 
не иметь необходимости измерять каждую особую величину с н о в а л ь 
ной еди ниц ей , которую приходилось бы сохранять въ безусловно не-
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измЪнномъ состоянш. Поэтому слЪдуетъ считать огромнымъ успехомъ 
новейшей физики то, что ей удалось свести все меры къ тремъ основ- 
нымъ м'Ьрамъ: длины, времени и массы.

Впервые это было сделано Гауссом ъ для магнитныхъ мЪръ; его 
трудъ прюбрелъ огромное значеше въ нов^йшемъ ученш объ электри
чества и въ его техническихъ приложешяхъ.

Каждая единица меры, которая выражена посредствомъ трехъ основ- 
ныхъ единицъ длины, времени и массы, называется абсо л ю тн о й  ед и 
н и ц ей , а весь комплексъ такихъ меръ называется абсолю тн ой  си сте 
мой м е р ъ .

Мы познакомимся съ этой системой на нЪкоторыхъ примЪрахъ, 
число которыхъ легко можно было бы увеличить.

2. С к о р о ст ь . Когда тело движется, оно можетъ проходить оди
наковый путь въ различные промежутки времени и, наоборотъ, пути 
различной длины въ одинаковые промежутки времени, т. е. тело можетъ 
иметь различную с к о р о с т ь .

Если тело за одинъ и тотъ же промежутокъ времени — напримЪръ, 
за одну секунду — одинъ разъ проходить путь а , другой разъ путь Ьу 
а третШ разъ путь а -\-Ъ у то скорость тела въ третьемъ движенш есть 
сумма скоростей въ обоихъ первыхъ движешяхъ: этимъ обусловливается 
наличность критер1евъ измеримости комплекса скоростей (§ 30, 3)..

Скорость увеличивается въ два раза, въ три раза и т. д., если 
отрезки пути, проходимые за данный промежутокъ времени, удваиваются 
или утраиваются, или же, если для прохождешя даннаго отрезка пути 
требуется время, въ два или три раза меньшее.

щ
Мера скорости сведется къ мерамъ времени и Длины, если примемъ 

з а  е д и н и ц у  с к о р о с ти  такую  скорость , при ко то р о й  т е л о  п р о 
х о д и т ь  еди н и ц у  длины за  еди ниц у врем ени .

Тело, проходящее путь X за время г. имеетъ скорость ,А/г; частное 
отъ делешя этихъ имепованныхъ чиселъ получаетъ такимъ образомъ 
особое значеше, выражающее собой величину, отличную какъ отъ длины, 
такъ и отъ времени.

Следуюице примеры показывают, какъ выбранныя единицы вво
дятся въ обозначеше. Предположимъ, что локомотивъ за одинъ часъ 
проходитъ путь въ 70 километровъ. Скорость его изображаютъ такъ:

7 0  километРъ 
часъ

или

70000 метръ _  j  ̂qj метръ 
часъ ~  минута 19,44 секунда
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За время п о л н ая  вращешя земли вокругъ ея оси точка земного/ 
экватора пробЪгаетъ путь, равный окружности экватора, т. е. приблизи
тельно 40 миллюнамъ метровъ. Поэтому скорость этой точки равна

40 000 000 =  463 м-етр- ■сутки секунда

Какова скорость точки, географическая широта которой равна 
50° 30' (Берлинъ) или 48° 35' (Страсбургъ)?

Ш ш еходъ среднимъ числомъ проходить одинъ километръ за 12 
минуть. Скорость его поэтому равна

1 километръ _j ^ метРъ
12 минуть — ’ секунда

Разстояше земли отъ солнца составляетъ въ среднемъ 149 миллю- 
новъ километровъ, а длина земной орбиты содержитъ 936 миллюновъ 
километровъ. Этотъ путь земля проходить за 365 дней, что соответ- 
ствуетъ скорости въ

29 600 метръ , секунда

или, круглымъ числомъ, 30 километровъ въ секунду.
Какова скорость Меркурия, Венеры, Марса и Юпитера, если средни 

разстояшя этихъ планетъ отъ солнца и перюды ихъ обращ етя выражаются 
соответственно следующими числами:

МеркурШ: 58 миллионов ь километровъ, 88 дней

Венера: 108 „ „ 225 „

Марсъ: 227 „ „ 688 „

Юпитеръ: 777 . „ „ 4333 „ ,

и если траекторш планетъ мы принимаемъ за окружности.

Скорость звука въ сухомъ воздухе равна приблизительно 331

тогда какъ скорость света равна 300 000 000 или 300.106 - е̂ ъ-  .секунда
3;.: У ск о р ен 1 е . Поездъ, начиная двигаться, не тотчасъ получаетъ 

свою полную скорость, но достигаетъ ея постепенно въ течете  некото
р а я  промежутка времени. Точно такъ же при остановке онъ не мгно
венно теряетъ свою скорость, но лишь постепенно.

Падающее на землю тело пробегаетъ свой путь не съ одной и той 
же скоростью все время: скорость увеличивается съ приближешемъ тела 
къ земле. Отсюда проистекаетъ поняне объ ускореши и замедленш движешя»

З а  е д и н и ц у  у с к о р е ш я  п р и н и м аю тъ  т а к о е  у с к о р е ш е , при 
к о т о р о м ъ  въ  ед и н и ц у  вр ем ен и  с к о р о с т ь  п о л у ч а е т ъ  п р и р а щ е ш е , 
р а в н о е  е д и н и ц е  с к о р о с т и .
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Если въ начале ускореннаго движешя тело им^етъ скорость, равную 
нулю, а по прошествш времени тг, получаетъ скорость v, то ускореше 
такого движешя равно ^/tr. Если за это время тело прошло путь Я, то 
частное Я/ r  должно выражать ту скорость, которую тело имело бы, 
если бы оно двигалось б е з ъ  у с к о р е н а  и проходило за то же время г  
такой же путь Я. Но эта скорость есть среднее ариеметическое изъ на
чальной скорости нуль и скорости v  въ конце движешя, т. е. обо- 
значивъ ускорение черезъ g , мы получимъ:

i v  =  Я/т, g  =  2 2 /т2. (1)

Если начальная скорость движешя равна не нулю, a v0, то получимъ:

Ускореше падающаго тела называется также у с к о р е ю е м ъ  силы 
т я ж е с ти . Если пренебречь сопротивлешемъ воздуха, то ускорен1е это 
есть величина п о сто ян н ая  въ данномъ месте земли для всЪхъ т ^ л ъ ; 
на параллели, широта которой равна 45°, ускореше это

9,8062 метРъ 
’ секунда2

Оно возрастаетъ отъ экватора къ полюсамъ; на экваторе оно равно 
9,761, на полюсе 9,832. Такимъ образомъ, падающее тело за первую 
секунду падешя проходитъ въ среднемъ 4,9 метра.

Чтобы узнать длину пути, пройденнаго за первыя две секунды, 
нужно въ формуле (1) положить tr =  2; получимъ путь, равный 19,6 
метра. Следовательно, длина пути, пройденнаго въ продолжеше второй 
секунды, равна 14,7 метра.

Ускореше тяжести меняется съ изменешемъ высоты тела надъ уров- 
немъ земли; при этомъ имеетъ место зак о н ъ  Н ью тон а, по которому 
ускореше тяжести въ различныхъ местахъ о б р атн о  п роп орц и он альн о  
к в а д р а т а м ъ  р а зс т о я ш й  эти хъ  м естъ  отъ  цен тра зем ли , т. е., 
если обозначимъ черезъ g  и g t ускорешя тяжести въ двухъ местахъ, 
разстояшя которыхъ отъ центра земли равны соответственно г и ги  то

1 1 2 2g - g i  =  : 7-» =  П4 : г2.

Каково было бы ускореше тяжести въ месте, которое удалено отъ 
земли на такое разстояше, какъ луна, если принять длину земного рад1уса 
и разстояше земли отъ луны соответственно въ 858,5 миль и 52000 миль?
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(Такъ какъ для рЪшешя этого вопроса нужно знать лишь отнош ение 
r t /r ,  то единица длины можетъ быть выбрана произвольно.)

g i =  9>8 ‘
858,52 
520002 0,0027 ^ = 0 , 2 7 ™ ^ .’ секунда2 ’ секунда2

4. С и ла. За е д и н и ц у  м ассы  выбираюсь массу кубическаго санти
метра чистой воды, которую называютъ гр ам м о м ъ . Какая-нибудь масса 
им^етъ численное .значение т , если она можетъ быть уравновешена по
мощью массы, содержащейся въ т  кубическихъ сантиметрахъ воды.

Массу отнюдь не слЪдуетъ смешивать съ в е с о м ъ , который выра
жается произведешемъ m g  изъ массы на ускореше силы тяжести.

Масса тела одинакова во всехъ местахъ земли; весь тела, наобо- 
ротъ, зависитъ отъ того, въ какомъ месте земли находится разсматри- 
ваемое тело; онъ уменьшается съ увеличешемъ географической широты 
места, а также съ увеличешемъ разстояшя тела отъ земной поверхности.

В есь — это сила, съ которой можно сравнивать друпя силы, напри- 
меръ, силу нашихъ мускуловъ. Если сила >ае встречаетъ противодейсш я, 
то она сообщаетъ телу, на которое действуетъ, некоторое ускорен1е. 
Но определенная сила сообщаетъ телу темъ меньшее ускореше, чемъ 
больше его масса; поэтому за единицу силы можно принять такую силу, 
которая сообщаетъ единице массы ускореше, принятое за единицу. Если 
за единицу массы Принять граммъ, за единицу длины — сантиметръ и за 
единицу времени— секунда, то соответствующая этому единица силы на
зывается д и н о й  (отъ греческаго слова dvvafug). Итакъ, имеемъ:

. граммъ. сантиметръ одна дина =  1 - —-------------- 5— — •

П р и м е р ъ . Выразить въ динахъ силу, съ которой земля притяги- 
ваетъ луну.

Объемъ земли содержитъ приблизительно

1083 . 1024 кубическихъ сантиметровъ *).

Если бы земля состояла только изъ воды, то это же самое число выра
жало бы и массу земли. Но средняя плотность земли приблизительно

*) Множитель 1024 означаетъ, что число умножается на 10 въ степени 24, 
т. е. къ нему приписываютъ 24 нуля Когда приходится иметь дело съ очень боль
шими числами, то удобно пользоваться этимъ сокращеннымъ обозначешемъ. Конечно, 
въ действительности, нужно было бы приписывать не нули, а друпя цифры. 
Поэтому указанное обозначеше применяюсь въ техъ лишь случаяхъ, где истинныя 
значешя чиселъ неизвестны, или же тамъ, где нетъ надобности ихъ знать. Коли
чество цифръ такихъ чиселъ называютъ также порядком ъ ихъ величины. Часто 
приходится довольствоваться сравнешемъ порядковъ чиселъ за невозможностью 
сравнивать ихъ истинныя значешя.
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•въ 5,5 раза больше плотности воды; следовательно, масса земли въ 5,5 
(раза больше вышеприведеннаго числа, т. е. она равна приблизительно

6 . 1027 граммамъ.,

-Масса луны составляетъ приблизительно одну восьмидесятую часть массы 
земли и равна приблизительно

75 . 1024 граммамъ.

Умноживъ это число на выраженную въ сантиметрахъ и секундахъ вели
чину ускорешя, сообщаемаго земнымъ притяжешемъ на разстоянш, равномъ 
разстояшю луны отъ земли, мы получимъ число

2 0 2 5 . 1022,

указывающее, сколько динъ содержитъ сила, съ которой земля притяги- 
ваетъ луну.

Силу можно сравнивать также съ в ^со м ъ , т. е. выражать ее не 
въ динахъ, а въ ёдиницахъ веса. За единицу силы тогда принимаютъ 
еЪ съ  о д н о го  грам м а на поверхности земли на широте въ 45°, где 
ускорен1е тяжести

81 сантиметр _ 
би секунда2

■Сила, которая массе щ граммовъ сообщаете yGKO|3'eHie g ) получитъ тогда 
•численное значение m g/g0, выражающее силу въ граммахъ.

Такимъ образомъ, чтобы выразить весь луны въ граммахъ, нужно 
число 2025 . 1022 разделить на 981; получимъ приблизительно

2 . 1022 граммовъ.

§ 33. Несоизмеримый величины.

1. До сихъ поръ мы въ нашихъ разсуждешяхъ и опредЪлешяхъ 
исходили изъ предположешя, что величины, отношешя которыхъ мы раз- 
•сматриваемъ, соизмеримы, такъ что эти отношешя выражаются ращо- 
нальными числами; для практическихъ целей можно было бы ограничиться 
•соизмеримыми величинами. Однако, теперь мы сделаемъ шагь впередъ и 
разсмотримъ также иррацюнальныя отношешя.

Пусть е будетъ элемента» некотораго измеримаго комплекса, а г — 
некоторое положительное р ац ш н ал ьн о е  число; изъ понята объ изме
римости следубтъ, что те, въ свою очередь, есть некоторой элементъ 
того же комплекса. Такимъ образомъ, если а означаетъ некоторый эле
ментъ даннаго комплекса, то мы можемъ образовать сечете R /R ' (§ 24, 4),-

§ 33
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если отнесемъ къ группЪ R всЪ rb числа г, который удовлетворяютъ 
условш ге<й, и къ группЪ ]?'— rfc числа г', которыя удовлетворяютъ 
неравенству r'tf >  я; при этомъ число г, удовлетворяющее равенству 
те =  Я, если только такое чисдр' г существуетъ, мы можемъ по произ
волу отнести либо къ группЪ R, либо же къ rpynnt R'. ОЬчеше R/R' 

.определяешь собою некоторое число а, вообще говоря, ирращональное: 
это число а мы относимъ элементу а. Мы полагаемъ при этомъ ае =-= й 
и говоримъ, что а есть число, измеряю щ ее элементъ а. Понятно, что 
съ измЪнетемъ элемента е, принятая) за единицу нашей системы измЪ- 
решя, меняется и число а. Если fie = Ъ есть некоторый другой элементъ 
той же группы и а <  то имеетъ место неравенство а <  /?.

Итакъ, каждой паре я, е элементовъ измеримая) комплекса отве
чаешь определенное число а, измеряющее элементъ я ; это следуетъ, 
согласно вышезложенному, изъ техъ предпосылокъ, которыя предста- 
вляютъ собою определеше измеримости. Обратное предложеше, что при 
данной единице е всякому числу а соответствуем некоторый эле
ментъ а, численное значеше котораго равно числу а, есть новое допу- 
щеше, которое-мы склонны принять въ силу некотораго рода внутрен
няя) созерцашя: отныне мы принимаемъ эту предпосылку, которую на- 
зовемъ непрерывностью комплекса 4).

Съ этой непрерывностью мы не связываемъ никакого (чувственнаго) 
представлешя; никакой внешнШ опытъ не можетъ ни подтвердить ее ни 
опровергнуть. Однако же совокупность чиселъ есть измеримый комплексу 
действительно, .рбладаюццй свойствомъ непрерывности.

2. Теперь мы перейдемъ къ общему определешю отношешй.
Евклидъ („Элементы", книга V) даетъ следующее определеше: 

Если я и Ъ суть два элемента некотораго  измеримаго комплекса, 
а А  и В представляю тъ собою два элемента н екотораго  дру 
гого или даже того же самаго измеримаго комплекса, то выбе- 
ремъ два какихъ-либо числа натуральнаго ряда ш и п. Тогда имеетъ 
место одно и только одно изъ трехъ соотношешй:

I) ma<nb, \\)ma = nb, III)m a > n b .  (1)

4) Совершенно непонятно, почему автору понадобилось туманное „внутреннее 
созерцаше" (innere Anschauung) и новый постулатъ для введешя этого поняшя. Если 
мы возьмемъ некоторый элементъ какой-либо измеримой группы и присоединимъ 
къ нему все соизмеримые съ нимъ элементы, то получимъ комплексъ, не обла~ 
даюнцй непрерывностью. Введете ирращональныхъ чиселъ показываетъ, что мы 
имеемъ возможность построить непрерывные комплексы въ области абстрактныхъ 
объектовъ. Вопросъ же о томъ, существуютъ ли реальные непрерывные комплексы, 
какъ авторъ ниже справедливо указываешь, экспериментально рЪшенъ быть не. 
можетъ.
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Е сли в м е с т е  съ т'Ьмъ имЪетъ м есто  с о о тв етс тв е н н о  одно 
и зъ  cooTH om eH ift

I) чпА  <  пВ,  II) т,А = пВ,  Ш) т А  >  п В  (2)

и это  с п р а в е д л и в о  при всяки х ъ  зн а ч е н 1яхъ  чиселъ  т и п  5), то 
а о т н о с и т с я  къ  Ь, какъ  А  къ  В. Мы выражаемъ это равенствомъ

а : Ь  =  А : В .  (3)

Заметимъ еще, что здесь мы имЪемъ дело только съ абсолютными (по
ложительными) значешями элементовъ измеримаго комплекса.

Изъ сказаннаго следу етъ:

OTHomeHie д в у х ъ  п олож и тельн ы хъ  чиселъ  а и р р авн о  
о т н о ш е н т  числа а//? къ числу 1, т. е.

а: р = а/jff: 1.

Действительно, разделивъ обе части соотношешй

(4)

• Ыа число /9, мы получимъ:

та =  пр

а  <  1
т ~ р >  П *

Ч и сло  а/Р разсматривается поэтому, какъ м ер а  отношешя чиселъ 
а и Р и всехъ другихъ равныхъ ему отношенШ.

3. О тнош ен 1е д в у х ъ  эл ем ен то въ  а и b н е к о т о р а г о  и зм е р и 
м аго к о м п л ек са  р авн о  отнош ению и зм ер яю щ и х ъ  ихъ ч и селъ  а  и

Действительно, если

та<пр,  (5)

то можно указать два такихъ ращональныхъ числа тг и ns, который 
содержатся между числами та и пР, т. е. удовлетворяютъ неравенствамъ:

та <mr < ns <  пр. (6)

Тогда a < r  и s< P , такъ что, если е обозначаетъ единицу нашего 
комплекса, то мы имЪемъ

a<er, es<b .

5) Т. е. если соотношение I) въ ряду (1) всегда влечетъ за собой соотноше- 
Hie I) въ ряду (2), соотношеше И) въ ряду (1) влечетъ за собой соотношеше II) въ 
ряду (2), соотношеше III) въ ряду (1) влечетъ за собой соотношеше III) въ ряду 
(2), каковы бы ни были целыя числа т и п.
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Отсюда, принимая во внимаше неравенства (6), найдемъ:

та <  пЪ. (7)

Точно такъ же, если дано неравенство (7), то изъ него вытекаютъ не
равенства (5). Действительно, мы можемъ подобрать два количества ег 
и esy рашонально кратныхъ единицы меры е (т. е. такихъ, чтобы г и s 
были рацюнальными числами), такъ, чтобы имели место неравенства:

та <mer <nes <  nb. (8)

Отсюда следуем , что

а <  Г и 5 <  /?,
и, стало быть,

т а < п р .  (9)

Такимъ же образомъ можно показать, что неравенства ma>nb  и 
ш а > n(i вытекаютъ одно изъ другого; отсюда уже сл еду ем , что 
равенство та =  пЪ всегда обусловливаем собою равенство та =  п р } 
и обратно.

Поэтому частное <х//9 также служитъ мерой отношешя элементовъ 
а и b и не зависим  отъ выбора единицы е. Надъ именованными чис
лами, выражающими элементы комплекса, можно производить таюя же 
вычислешя, какъ и надъ всякими другими числами; можно, однако, задать 
вопросъ, какое значеше должны мы приписать результатамъ такихъ вы- 
числешй.

Сложению и вычитанпо присваиваютъ обыкновенно определенное 
значеше лишь тогда, когда эти д ей сш я  производятся надъ именованными 
числами одного и того же наименовашя; нельзя, напримеръ, складывать 
другъ съ другомъ или вычитывать промежутки времени и длины. Если 
же оба числа выражены посредствомъ одной и той же единицы, напри
меръ, единицы длины, то сумма или разность измеряющихъ чиселъ пред
ставляем  собою число, измеряющее сумму или разность соответствен- 
ныхъ величинъ, измеренную той же единицей.

Въ случае, когда измеряюиця числа имеютъ рашональныя значешя, 
предложеше это следуем  изъ определен^, который мы дали въ § 30; 
для ирращональныхъ же чиселъ оно вы текаем  изъ допущешя о непре
рывности комплекса.

П роизведете именованныхъ чиселъ представляем собою именованное 
число некотораго новаго комплекса, единица котораго определяется, какъ 
произведете единицъ умножаемыхъ величинъ; то же самое относится къ 
частному. Такъ, напримеръ, произведете двухъ меръ длины есть мера по
верхности, произведете трехъ меръ длины есть мера объема, частное отъ 
делешя меры длины.на меру времени есть определенная скорость. Частное
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же двухъ меръ, относящихся къ одному и тому же комплексу, предста- 
вляетъ собою отношеше ихъ, а, стало быть, оно есть о твлеч ен н о е  
ч и сл о .

§ 34. П ропорцш .

1. П роп орц и ей  называется равенство вида

а : Ъ =  с : d, (1)

где a, by с и d  обозначаютъ элементы измеримаго комплекса. Равенство 
это имЬетъ смыслъ лишь въ томъ случае, когда существуетъ отношеше 
элементовъ а и Ь и отношеше элементовъ с и d, т. е. когда, съ одной 
стороны, элементы а и Ь, а, съ другой стороны, элементы c u d  п ри 
н а д л е ж а т ь  с о о т в е т с т в е н н о  одном у и том у же ко м п л ексу ; но 
комплёксъ, къ которому относятся элементы а и можетъ быть отли- 
чёнъ отъ койтглёкС'а;которому принадлежать элементы e n d ]  нДпримеръ, 
одинъ изъ нихъ можетъ быть системой массъ, другой — системой длинъ.

Элементы a t Ь, с и d  называются членами п р о п о р ц ш ; а назы
вается первой, b — второй, £ — третьей и d  — четвертой п р о п о р ц ш - 
н а л ь н о й .

Если числа а, /?, у  и д представляютъ собою числа, измеряюиця 
элементы а, Ъ, с и d , то изъ равенства (1) сл^дуетъ числовая п р о п о р ш я :

или равенство
а \ ( }  =  у : д ,  

а __ у

(2)

( 3 )

Изъ ариеметическихъ следствШ, вытекающихъ изъ этого равенства, 
можно сделать соответственныя заключешя относительно элементовъ 
ay bt с и d.

Любыя три изъ четырехъ чиселъ а, f t , у и д однозначно опреде- 
ляютъ соответствующее имъ четвертое число. Принимая во внимаше, 
что каждому числовому значешю, согласно нашему допущешю, соответ- 
ствуетъ некоторый элементъ комплекса измеряемыхъ объектовъ, мы мо
жем ъ сказать:

Е сли и зъ  ч еты р ех ъ  ч лен о въ  п р о п о р ц ш  три к а к и х ъ -л и б о  
член а и зв е с т н ы , то они о д н о зн ач н о  о п р е д е л я ю т ъ  со бо ю  ч е т 
вер ты й .

2. Изъ формулы (3) можно получить по правиламъ ариеметики 
следующая равенства:

а  +  / ? _ у  +  <5 а  — /? _  у — д а у  +  <5 #
б ’ /? д ’ а — ft у — <5 ’
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сообразно съ этимъ, изъ пропорцш (1) получимъ слЪдуюиия пропорцш:

(и *-(- Ь) • Ъ =  (с d) : dy
(а — b ) : b =  (с — d ) : d , (4)

(a +  V) : {a —  b) =  (c  +  d ) : (c — d ) .

Здесь предполагается что a — b и, следовательно, также с — d  суть 
величины положительный.

3. Изъ формулы (3) следуетъ, что а/у  =  ji/d. Сделать изъ этого 
равенства йыводъ относительно элементовъ a, b, с и d  можно лишь въ 
томъ случае, когда между элементами а а с существуетъ отношеше, т. е. 
когда все четыре элемента а, b, С и d  принадлежатъ о д н о м у  и тому 
же к о м п л е к с у . Въ этомъ предположены мы получимъ:

§ 34

И зъ  п р о п о р ц ш

<оII (5)
с л е д у е т ъ  п роп орц1я

1! (6)

4. Если въ пропорцш (1) второй и третЫ члены равны другъ другу, 
то каждый изъ нихъ называется ср е д н и м ъ  п р о п о р ц 10н ал ьн ы м ъ  меж ду 
п ервы м ъ  ч лен о м ъ  и ч е т в е р т ы м ъ . Спрашивается, всегда ли можно 
определить среднШ пропорцюнальный элементъ между двумя произвольно 
заданными элементами а и Ь? Иными словами, можно ли определить эле
ментъ х , удовлетворяющШ пропорцш

а : х  =  х : Ь ? (7)

Очевидно, это возможно лишь въ томъ случае, когда элементы 
а  и b принадлежатъ одному и тому же комплексу. Въ этомъ послед- 
немъ случае изъ пропорцш (7) следуетъ:

j  =  j > =

где а, /? и £ суть числа, измеряюиця элементы а, Ъ и х .

Положивъ |  =  ] /а /3 ,  мы получаемъ значеше | ,  удовлетворяющее 
числовой пропорцш:

Отсюда уже вытекаетъ и пропоршя (7). Такимъ образомъ, на- 
хождеше средняго пропорцюнальнаго приводится къ йзвлечешю квад р ат- 
н аго  к о р н я .

Если черезъ а  и b обозначимъ два отрезка, то средняя пропор- 
цюнальная между этими величинами представитъ намъ сторону квадрата,
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р а в н о в е л и к а г о  прямоугольнику, построенному на отрЪзкахъ а и Ь, 
какъ на сторонахъ.

5. Предыдущую задачу можно обобщить следующимъ образомъ:
Определить две величины х  и у  такъ, чтобы было

а : х  — х : у = у : Ь . (8)

Обозначивъ соответствуюлпя числа черезъ а, rj и /?, имеемъ: 

а : % =  £:г)  =1 ] : $ .  (9)

Изъ этихъ пропорцШ следуетъ, «что

=  и =  |i j ;  (10)

следовательно, имеемъ:

а 2/9 =  | 3 и а/92 =  т?3. (11)

Отсюда найдемъ:

-г) =  У а Р г. (12)

Найденныя значешя |  и 7) удовлетворяютъ пропорщямъ (9), а, сле
довательно, и пропорщямъ (8).

Но число а 2/? выражаетъ объемъ четырехугольной призмы, имеющей 
высоту b и квадратное основаше со стороной д; число £ выражаетъ 
длину ребра куба, объемъ котораго равенъ a2ft. Такимъ образомъ, по- 
средствомъ нашей пропорции решается задача о превращении четырех
угольной призмы въ равновелиюй ей кубъ. Комбинируя эту задачу съ 
задачей 4, мы можемъ превратить любой параллелопипедъ въ кубъ.

Частный случай, когда b =  2а> есть не что иное, какъ знаменитая 
Д ел  о с е к а я  за д ач а  объ удвоенш куба *).

6. З о л о т о е  с еч е  Hi e . .  Данный отрезокъ а разделить на таюя две 
части х  и а — х , чтобы меньшая часть cl — х  относилась къ большей 
части х  такъ, какъ большая часть относится ко всему отрезку. Иными 
словами, должна быть удовлетворена пропорщя:

{а — х )  : х  =  х  : а\ (13)

*) Предаше разсказываетъ, что оракулъ, къ которому обратились жители Де
лоса во время свирепствовавшей среди нихъ эпидемш, посоветовалъ имъ удвоить 
алтарь Апполона, имевшей форму куба. Геометрическое решение задачи приписы- 
ваютъ Платону. Подробности этого предашя, а также истор1ю задачи можно найти 
въ труде Кантора, т. I, стр. 199 и сл.
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обозначивъ- числа, измеряющая элементы а и х  соответственно черезъ. 
а  и получимъ уравнеше =  а  ( а  — £), или

1 ( 1 + в) = а * .

Представивъ это уравнеше въ другомъ виде:

и применяя формулу (а — Ь) (а +  Ь) = а2 — Ъ2, МЫ найдемъ:

следовательно,

Въ примерахъ этого отдела мы отчасти пользовались такими по- 
нятами и теоремами, которыя мы ближе разсмотримъ лишь впоследствш, 
въ отделахъ, посвященныхъ вопросамъ геометрш и механики.

*) Задаче этой, получившей впocлeдcтвiи название „золотого сечешя", пиеа- 
горейды приписывали мистическое значеше. Сечеше это, какъ наиболее пр1Ятное 
для глазъ отношеше, часто применялось въ греческомъ строительномъ искусстве. 
Эстетическая сторона золотого сечешя подробно разработана въ труде Луки 
Пач2охо (Luca Paciuolo, 1509) „Divina Proportio"; трудъ этотъ возникъ подъ 
вл1яшемъ Л еонардо-да-В инчи (Lionardo da Vinci) и при его сотрудничестве.

Изъ новыхъ сочинешй о золотомъ сеченш заслуживаетъ внимашя: A d o lf  
Z e is in g , „Neue Lehre von den Proportionen des menschlichen Kdrpers aus einem 
bisher unbekannt gebliebenen, die ganze Natur und Kunst durchdringenden morpholo- 
gischen Grundgesetz entwickelt". Leipzig, 1854.

Подъ основнымъ закономъ, о которомъ идетъ речь въ этомъ сочиненш, ав- 
торъ разумеетъ именно золотое сечеше, которое, какъ авторъ пытается доказать^ 
проявляется не только въ человеческомъ теле, но вообще повсюду въ природе и 
въ искусстве.



ГЛАВА VI.

Степени и логариемы.

§ 35. Корни.

1. Е сли  р  есть  число н ату р ал ьн аго  ряда и а п р о и зв о л ь н о е  
п о л о ж и т ел ь н о е  число, то су щ еств у етъ  одно и то ль ко  одн о  п оло
ж и те л ь н о е  чи сло  Ху к о то р о е  у д о в л е т в о р я е т ъ  у с л о в т  х р =  а .

Что не ‘ можетъ быть более одного такого числа, слЪдуетъ изъ 
предложешя о степеняхъ, согласно которому съ возрасташемъ числа х  
возрастаетъ также число хр. Поэтому, если х  отлично отъ у  у то невоз
можно, чтобы было хр = -ур.

Чтобы показать существоваше о дн ого  такого числа х , мы соста- 
вимъ скчеше Х /Х ',  относя къ комплексу X  все числа, р-ая степень ко- 
торыхъ меньше или равна а} а къ комплексу Х '~  числа, р-ая степень ко- 
торыхъ превосходить а. Тогда любое число содержится либо въ X , либо 
въ Х '\  если х  есть число, определяемое этимъ сечешемъ, то хр =  Я.

Действительно если бы было хр <  й, то по теореме о непрерыв
ности (§ 26, 5) въ комплексе X ’ должны были бы заключаться и таюя 
числа, р -ая степень которыхъ меньше, чемъ а, что противоречить опре
д е л е н а  этого комплекса; въ силу такихъ же соображенШ неравенство 
хр >  а также невозможно 1).

Определенное такимъ образомъ число х  Аазывается ко р н ем ъ  р -ой 
степени изъ числа а и обозначается еще такъ:

х  =  ]Г а \

число р  называется п о к азател ем ъ  корня или также п о к азател ем ъ  
степ ен и  корн я. Число а, которое и само можетъ быть иррацюналь- 
нымъ, называется п о д ко р ен н ы м ъ  числомъ.

*) Согласно § 26, 5, если х* < а, то существуютъ числа х\ болышя, нежели л:, 
также удовлетворяющая этому неравенству. Но такъ какъ число £ определяется 
нашимъ сечен!емъ, то числа хг принадлежать комплексу X между темъ, по усло
вию, числа комплекса X ' удовлетворяютъ неравенству ( i f f  > а.

В е б е р ъ ,  Энциклоп. элемент, алгебры. , 9
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Случай р  =  1 не представляетъ интереса, такъ какъ при этомъ 
X =  а.  Корень второй степени, встречавшийся чаще всего, называется
также к о р н е м ъ  к в а д р а тн ы м ъ ; при немъ показатель 2 часто опускается,

2
такъ что ~\[~а обозначаетъ то же, что ]Га (какъ въ § 23). Корень третьей

р

степени называется к о р н е м ъ  к у б и ч н ы м ъ . Числа вида / а  называются 
также р а д и к а л а м и .

2. Для производства вычислешй надъ радикалами служатъ две 
формулы:

р  р  р  р  р  _  р ___

]fd  f b  =  f a b ,  i / a l  ]/b =  ]/a!b,

которыя выражаютъ следующее:

Ч то бы  у м н о ж и ть  или р а з д е л и т ь  д р у г ъ  на д р у га  д ва  р ади 
кала  о д и н а к о в о й  степ ен и  р , с о о т в е т с т в е н н о  у м н о ж а ю т ъ  или 
д ^ л я т ъ  п о д к о р ен н ы я  ч и сл а  и б е р у т ъ  р -ый к о р е н ь  и зъ  п р о и зве- 
д еш я  или ч астн аго .

Это легко получается изъ переместительнаго закона при умноженш, 
по которому имЪемъ:

Для сложешя и вычиташя нельзя указать такого же простого правила.
Сяедуюгщя теоремы выражаютъ соотношешя между величинами 

корней.
р  р

3. Е сли  а > Ъ ,  то  / а  >  ] fb , или въ  с л о в а х ъ : съ  в о зр а с т а -  
ш ем ъ  п о д к о р е н н о г о  чи сла в о з р а с т а е т ъ  и к о р е н ь .

р  р  _

Действительно, если бы было / #  ^  ~]/Ь, то мы имели бы:

s i f t ) т. е. а ш  Ъ.

р  р

/ 1 = 1 ;  следовательно, если й >  1, то и / а  >  1.
р  Я

4. Е сли а >  1 п р >  q, то  / а  <  / а ,  т. е.: если  п о д к о р е н н о е  
число б о льш е 1, то  и к о р е н ь  б о л ь ш е  1, но съ  в о зр астан 1 ем ъ  
п о к а за те л я  к о р е н ь  у м ен ь ш ается .

р  я

5. Если а <  1 и p > q ,  то 1 > 1 / а > / а ,  т. е.: если  п о д к о 
р ен н о е  число м еньш е 1, то  и к о р ен ь  м ен ьш е 1, но съ  в о зр а с т а - 
ш ем ъ  п о к а за т е л я  к о р е н ь  в о з р а с т а е т ъ .

Три последшя теоремы мы соединимъ въ одно более общее пред- 
ложеше.
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6 .  Е с л и  а о б о з н а ч а е т ъ  п р о и з в о л ь н о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и 

с л о ,  a  c t и  с 2 с у т ь  K a K i n - л и б о  д в а  ч и с л а ,  у д о в л е т в о р я ю п и я  с о о т -  

н о ш е ш ю

0\ 1 )

т о  в с е г д а  и м Ь ю т ъ  м е с т о  н е р а в е н с т в а

р  ___

й <  V а <  сг,

•если р д о с т а т о ч н о  велико, т. е. если оно п р е в о с х о д и т ь  н е к о т о 
р о е  о п р е д е л е н н о е  число q, зави сящ ее  отъ  а, ^  и

B e t эти предложешя легко доказываются на основанш § 19. Д ей
ствительно, если число а больше 1, то вместе съ темъ, согласно п. 3,

> q ,  то ( f c ) '  >  ( / a )  , т. е. а >
ч _  р _

и, следовательно, У а > ] / а ;  предложена п. 4-го, такимъ образомъ, дока
зано. Применивъ эти разсуждешя къ числу, обратному относительно ау 
получимъ предложеше п. 5-го.

Такъ какъ сг меньше, а сг больше 1, то, каково бы ни было чи
сло а , согласно § 19, 8, для каждаго достаточно большого показателя р 
имеемъ: '

й у

отсюда, при помощи предложешя п. 3-го, выводимъ предложеше п. 6-го.

v _
« У а >  1; если, далее, р

§ 36. Общая Teopin степеней.

1. Въ § 19 установлено понято о степени съ целымъ (положитель- 
нымъ или отрицательнымъ) показателемъ. Доказательство существовала 
корней даетъ намъ возможность установить также понято о степени съ 
дробнымъ и даже съ ирращональнымъ показателем?^

Изъ понята о степени мы вывели формулу

(ат)п =  а1пп - (1)

и, кроме того, положили

а г т =  1 : а"\ а0 =  1, (2)

•где т и п  могутъ иметь положительныя или отрицательныя целыя зна- 
чешя, а а  есть произвольное число, которое мы теперь обозначаемъ гре
ческой буквой, чтобы указать, что оно можетъ иметь и иррациональное 
значеше.

9*
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Теперь спрашивается, что нужно подразумевать подъ степенью а^, 
если \i  есть дробное число,—напримеръ, если \л — p/q?

Если мы при этомъ желаемъ избежать болыпихъ осложнешй, то мы 
сначала должны ограничиться допущешемъ, что о с н о в а ш е  а  есть  по
л о ж и т е л ь н о е  число. Формула (1) даетъ намъ тогда ответь на нашъ 
вооросъ. Действительно, положивъ въ ней т  =  (ji= p /q , п  =  q, получимъ 
изъ этой формулы

' (аРУ =  а?. (3 )
Следовательно, 2 3)

аР'ч = V~aP =  ( ] / а )  ; (4)

если мы желаемъ, чтобы формула (3) оставалась справедливой и для 
отрицательныхъ значенШ (л, то, изменивъ р  на — р } мы получимъ:

аР =  1 : o r* .  (5)

Согласно этому определенш, для всякого показателя [л имеемъ:

1* =  1. (6)

Относительно обобщенныхъ степеней имеютъ место следуюпця
предложешя.

2. Каковы бы ни были показатели \л и v,

a^+v =  a*lav, (7)

(a f*)v = (8)
Пусть

если тогда р и q суть положительныя числа, то

( a H - v y q  =  а » щ + п р  _  a m q a n p .

извлекая корень pq-oft степени, получимъ:

Рч______
=  У а тчапР =  av 3),

2) Авторъ пользуется здесь, по существу, темъ же пр1емомъ, къ которому 
онъ прибегалъ въ § 19 (см. примЪчаше 8 на стр. 67). Формула (4) представляетъ 
собой, конечно, только определеше; но мы необходимо должны придти къ этому 
определен!ю, если мы хотимъ ввести понят1е о дробныхъ степеняхъ такъ, чтобы 
соотношеше (1) осталось въ силе.

3) Доказательства соотношений (7) и (8) основаны на определены (4).
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чЪмъ и доказываается соотношеше (7). 
Такъ же найдемъ:

р ___
=  ( о д ) «  =  а п р  =  у  а тп

и
v___

(a>avy  =  (а^)» =  У а тп;

извлекая корень q-oft степени, получаемъ отсюда соотношеше (8).
I

3. Если а  >  1 и [I >  v, то

Действительно,
a w >  a1'.

(а ^ я  =  aw?, (avY*i =  a”* ;

если f i > v ,  to m q >  np, и, следовательно,

(а»)Р* >  (a»’)**;

(9)

отсюда вытекаетъ соотношеше (9).

4. Если a >  1, а <; есть какое-нибудь число, удовлетворяющее
условш 1 <  с, то можно подобрать достаточно малое число fj,0 такимъ 
образомъ, чтобы для всякаго показателя удовлетворяющая соотноше
нию 0 имело место неравенство:

1 < а ? < с .  ( 10)

Въ самомъ деле, пусть р  будетъ такое число, чтобы было ср> а  (§ 19,8); 

тогда с >  а 1/р >  а**, если № < j '  Такимъ образомъ, неравенство (10) 
удовлетворяется при всякомъ если

0 < ^ < у  *

Въ случае, если а  <  1, имеютъ место соотношешя, который полу
чаются изъ (9) и (10) заменой знака <  знакомъ >  и ‘обратно.

5. Пусть будетъ а  >  1 и пусть а и о! обозначаютъ соответственно 
меньшее и большее приближенныя значенш числа а; кроме того, пусть 
Сх и с2 будутъ два числа, удовлетворяйся неравенствамъ

сг <аР<Съ-  ( 11)

Если тогда разность а' — й достаточно мала, то имеютъ место соотно
шения:

сх < а ! 1 < а ф <и _ . ( 1 2 )
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Действительно, чтобы убедиться въ этомъ, нужно лишь выбрать 
числа а и д ' такъ, чтобы выполнялись следующая неравенства:

с\!‘и < а < а <  а' < с\^1.

6. Теперь легко установить понят1е о степени съ и ррац !он аль-. 
нымъ показателемъ. Пусть |  будетъ иррацюнальное число, опреде
ляемое сечешемъ XIX у и пусть х , %' обозначаютъ числа комплексовъ 
X  и X!• Пусть а будетъ положительное число, которое мы будемъ пред
полагать большимъ 1. Тогда для всехъ значешй х и х' имеемъ: _%<#'; 
следовательно,

ах <  ах'. (13)

Изъ этого следуетъ, что комплексъ чиселъ ах имеетъ верхнюю границу, 
комплексъ чиселъ ах'— нижнюю границу, при чемъ обе эти границы не 
могутъ быть различны. Действительно, обозначимъ верхнюю границу 
черезъ 0, а нижнюю черезъ 0 '; тогда число 0' не можетъ быть меньше,, 
нежели 0. Въ самомъ деле, всегда можно указать ташя числа х , х\ 
чтобы числа ах и ах' сколь угодно мало отличались соответственно отъ 
0 и 0 '4) ; поэтому, если бы было 0 >  0', то можно было бы выбрать 
числа хУ хг такъ, чтобы было ах >  ах\  что противоречить соотноше- 
нш (13). Невозможно также, чтобы было 0 < 0 ';  действительно, въ такомъ 
случае дробь 070 была бы неправильной, и мы имели бы

1 <  070 <  ах'~х,

какъ бы мы ни выбирали числа х' и л:. Но, согласно предложенш п. 4-го, 
это невозможно, такъ какъ разность х'—х  можетъ быть сделана сколь 
угодно малой 5).

Итакъ, подъ символомъ

0  =  o f

мы будемъ понимать общую границу комплексовъ, составлен- 
ныхъ изъ чиселъ ах и ах'\ такимъ образомъ, мы определили степень 
для всякаго иррацюнальнаго показателя.

7. Исходя изъ этого определешя, мы можемъ доказать теорему:

Пусть 0 =  а*, а Ъ пусть означаетъ число, которое полу
чается изъ 0 заменой чиселъ а и |  ихъ приближенными значе-

4) По самому смыслу поняпя о верхней и нижней границе.

5) Согласно указанному предложена ах ~ х неопределенно приближается къ 1 
съ уменьшешемъ показателя х'—х, а потому не можетъ оставаться больше дроби /3'/0-
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ьпями а, а', х , л;'; пусть, н ак о н ец ъ , сх и с2 б у д у тъ  два как и х ъ - 
н и б у д ь  числа, у д о в л етв о р як н ш я  условию

сх <  а* <  с2\
при у к а за н н ы х ъ  п р ед п о л о ж еш я х ъ  и м ею тъ  м есто  н еравен ства

сх< Ь < сг,
если р а зн о с т и  х'—х и а'— а б у д у тъ  д о ст а т о ч н о  малы.

Прежде всего изъ понята о верхней и нижней границе им'Ьемъ:

сх <  ах <  а* <  а*' <  с2,
коль скоро разность х'— х  становится меньше н^котораго достаточно 
малаго числа. Но тогда, согласно предложенш п. 5-го, можно выбрать 
разность а ' — й столь малой, чтобы имели место соотношешя:

сг <  ах <ах< <  а*' <  а'х’ < с2,
что и требовалось доказать.

8. Сказанное позволяетъ расширить основную теорему о непре
рывности (§ 26, 5) въ томъ смысле, что въ ряду д-ЬйствШ, выражаемыхъ 
символомъ F  (а, /?, у, . . . ) ,  можетъ быть и возвышеше въ степень поло- 
жительнаго основашя съ ирращональнымъ показателемъ; отсюда следуетъ 
далее, что век теоремы, изложеиныя нами относительно степеней съ ра- 
щональными показателями, справедливы и въ случае иррацюнальныхъ 
показателей 6).

§ 37

§ 37. Логариомы.

1. Согласно тому, что мы доказали въ предыдущемъ параграфе, 
если а есть  п о л о ж и тел ьн о е  и л: — как о е  у го д н о  число, то  п олож и 
те л ь н о е  чцело jy однозначно определяется уравнешемъ

У  — йХш

Точно такъ же, если даны число х  и положительное число у , то 
уравнешемъ

а = / /я?

однозначно определяется число а. Естественно возникаетъ вопросъ:

Е сли а и у  суть  данны я полож ительн ы я числа, то к а к ъ  най ти  
чи сло  х ?  И ли други м и  словам и: въ какую  степ ен ь  нуж но воз-

• е) Ибо теоремы въ п.п. 6 и 7 § 26-го выведены' изъ указанной основной 
теоремы.



136

вы си ть п о л о ж и т е л ь н о е  чи сло  а, ч то б ы  п о л у ч и т ь  д а н н о е  п о л о 
ж и т е л ь н о е  чи сло  у?

Это число х  называется л о га р и е м о м ъ  чи сла у  при о с н о в а н ш  а 
и изображается такъ:

а
X =  10g;V.

Такъ, число 2 есть логариемъ 4 при основанш 2, число б есть логариемъ 
64 при основанш 2, а 3 есть логариемъ 1000 при основанш 10. Лога
риемъ единицы равенъ нулю при всякомъ основанш, потому что а0 =  1 
при всякомъ а.

Такъ какъ I х равно единице также при всякомъ х ,  то при о сн о 
в а м и  1 им Ъ етъ л о г а р и е м ъ  т о л ь к о  чи сло  1, и при т о м ъ  эти м ъ  
л о га р и е м о м ъ  м о ж етъ  сл у ж и ть  с о в е р ш е н н о  п р о и з в о л ь н о е  число. 
Поэтому основашемъ 1 не пользуются для практическихъ целей. Мы 
примемъ, что о сн о в аМ е  а б о л ьш е  еди н и ц ы , хотя это само по себе 
не является необходимыми Такъ какъ при этомъ предположены число ах 
для положительныхъ показателей х  всегда больше, а для отрицательныхъ 
показателей#—всегда меньше единицы и такъ какъ, кроме того, а~~х =  \ /а х, 
то  н еп рави льн ы й  д р о б и  имЪ ю тъ п о л о ж и тел ь н ы е , а п рави льн ы й  — 
о т р и ц а т е л ь н ы е  л огари вм ы , и два о б р атн ы й  д р у г ъ  д р у г у  числа у  
и 1/у имЪ ю тъ л о гар и ем ы , р авн ы е  по а б с о л ю тн о й  в е л и ч и н е , но 
р а зл и ч а в ш и е с я  зн акам и .

2. Что при данныхъ числахъ у  и а всегда существуетъ логариемъ, 
мы покажемъ снова съ помощью сЬчешя. Соединимъ все * числа для 
которыхъ а* <у> въ комплексъ X , а числа для которыхъ ах' > jy , въ 
комплексъ X ' . Тогда любое число х '  больше любого числа яг, и мы имЪ- 
емъ ctneHie XIX', которое определяет» некоторое число f. Если бы чи
сло а* было больше числа у ,  то можно было бы указать такое число х ,  
для котораго было бы у  <  ах <  а что было бы несогласно съ опред'Ь- 
лeнieмъ чиселъ х ;  точно такъ же а$ не можетъ быть менее у ; следова
тельно,

й * = у .

И такъ , в с я к о е  п о л о ж и т е л ь н о е  чи сло  у  при в с я к о м ъ  полож и- 
т е л ь н о м ъ  основан1и, о тл и ч н о м ъ  о тъ  1, и м е е т ъ  о д и н ъ  и то л ь к о  
о д и н ъ  л о га р и е м ъ .

3. Основныя формулы для производства вычислены съ логариемами 
получаются изъ соответствующихъ формулъ для степеней. Эти последшя 
мы представимъ въ следующемъ виде:

§ 37

ах'+хг = ах'ах\  ах'-х* = ахЧах\  а!хх =  (ах}и,
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гдй х у x lf х 2, № суть любыя — положительный или отрицательный, рацю- 
нальныя или иррацюнальныя — числа. Введемъ обозначена:

ах = y f аХх — У\, йх% =■ у ъ »
гдй у ,  y lf у 2 суть произвольныя, но исключительно положительный числа; 
въ такомъ случай мы имйемъ:

х  =  log у  у х х =  \ogyv  х 2 =  logjv2,

гдй для простоты общее основаше а не обозначено. Тогда получимъ:

х х + х 2 =  log ( y ty 2)f x t — x 2 =  log ^ , IAX =  \Og(y*)>
У 2

т. е. для любыхъ положительныхъ чиселъ у , y v  у 2 и для любого поло
ж ительная или отрицательнаго показателя [i имйютъ мйсто соотношешя:

\o g yx + \o g y 2 =  log (jVtjVa),

log y t — logjv2 =  log - 
/4

,«■ log^ =  log (jy'O-

Словами эти формулы выражаются такъ:

Л о га р и о м ъ  п р о и з в е д е н а  равен ъ  суммй л о гар и о м о в ъ  с о 
м н о ж и тел ей .

Л о г а р и е м ъ  частн аго  р авен ъ  разн о сти  меж ду л о гар и в м о м ъ  
д й л и м а го  и л о гар и в м о м ъ  д й л и теля .

Л о га р и в м ъ  степ ени р авен ъ  п р о и зв е д е н ш  л о гар и ем а  о сн з- 
в а Н я  степ ен и  на ея п оказателя .

4. Если а и b суть положительныя числа, то, по опредйлешю ло
гариема, имйемъ:

ь
а =  blosa\

•слйдовательно, если х  есть произвольное, а у  положительное число, то

ь
а* =  bxiosa = у ,

или
а b Ь

х  =  logjv, х  loga =  logjv;
поэтому,

b b а
\ogy  =  \ogd \ogy.

Посредствомъ этой формулы можно перейти отъ одного основашя а къ 
другому основанш Ь.
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Е сли  у м н о ж и ть  л о гар и ем ы  всЪ хъ п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  чи селъ ,
ь

в зя т ы х ъ  при о с н о в а н ш  а , на о д н о  и то  же чи сло  lo g  а, то п олу
ч атся  л о га р и е м ы  тЪ хъ же чиселъ , в зя т ы х ъ  при о с и о с а н ш  /?.

5. Если v =  Сх, т. е. х  есть логариемъ числа у ,  то у  называется 
также ч и сл о м ъ  (Numerus), со о тв Ъ тств у ю щ и м ъ  л о г а р и е м у  х  (при 
основанш а), такъ что каждое изъ двухъ равенствъ

а а
х  =  logjy, у  =  п и т х

представляетъ собой следств1е другого. Основан1е а не обозначается, 
если это не можетъ вести къ недоразумЪшю.

' § 38. Неперовы логариемы.

1. Благодаря необыкновенному облегченш, которое доставляютъ 
логариемы при практическихъ вычислешяхъ, они сыграли огромную роль 
въ развили науки, особенно въ развитш изм^рительныхъ отраслей есте- 
ствознашя; въ этомъ отношенш ихъ можно, пожалуй, сравнить только 
съ десятичной системой счислешя.

Исторически, однако, у ч ете  о логариемахъ развилось не изъ си- 
стематическаго обобщешя понята о возвышенш въ степень и объ обра
щены этого д ей сш я, а изъ сравнешя ариеметической и геометрической 
прогрессш; впрочемъ, принцишально это сводится къ тому же.

А р и е м е ти ч ес к о й  n p o rp e c c ie f t  называется последовательный рядъ 
чиселъ, изъ которыхъ каждое последующее число получается путемъ 
п р и б а в л е ш я  къ предыдущему одного и того же числа, называемаго 
р а зн о с т ь ю  ариеметической прогрессш. Г е о м е тр и ч е с к ая  n p o rp e c c ia  
есть рядъ чиселъ, каждый членъ котораго получается ум н ож ен 1ем ъ  
предыдущаго на одного и того же множителя — зн а м е н а т е л я  геометри
ческой прогрессш.

2. Разсмотримъ, напримеръ, следующую табличку; первая строка 
содержитъ числа натуральнаго ряда, образующая ариеметическую про
грессш. Соответствующая места во второй строке занимаютъ после- 
довательныя степени числа 2, образуюиця геометрическую прогрессш:

1 2 3 4 5 .6 7 8 9 10

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024

передъ нами таблица логариемовъ съ основашемъ 2. Въ первой строке 
находится логариемъ числа, стоящаго подъ нимъ. Таблицей можно поль
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зоваться слЬдующимъ образомъ: напримЪръ, чтобы найти произведете 
8.64, мы складываемъ логариомы чиселъ 8 и 64, т. е. 3 и 6; получимъ 
9, которому соответствуем число (Numerus) 512.

Эту таблицу можно продолжить и въ левую сторону

- 4 - 3 - 2 - 1 0

1 1 1 1
1Гб 8 Т ~~2

Если бы мы пожелали, напримЪръ, вычислить по этой таблице произве-
1 '

деше —  • 512, мы должны были бы найти число, котораго логариемъ
о

есть 9 — 3 =  6, и получили бы правильный результаты

3. Таблица логариемовъ въ этомъ виде имЪетъ лишь ограниченное 
примкнете, такъ какъ съ помощью нея можно найти логариемы лишь 
немногихъ чиселъ, который следуюгь другъ за другомъ черезъ болыше, 
постоянно возрастаюице промежутки.

Н еп ер ъ  (John Neper) и до него еще Бю рги (Jobst Burgi) стара
лись устранить этотъ недостатокъ, уменьшая разность ариеметической 
прогрессш и принимая вместе съ тЪмъ знаменателя геометрической про
грессш близкимъ къ 1. Зтимъ можно достигнуть того, что въ известныхъ 
пред'Ьлахъ произвольно заданное число заключается какъ въ ариомети- 
ческой, такъ и въ геометрической прогрессш; по крайней мере, если въ 
таблице н'Ьтъ самого числа, то въ ней имеется близко подходящее къ 
нему приближенное значеше.

Пусть А обозначаетъ некоторую малую величину; составимъ две 
прогрессш — одну ариеметическую, другую геометрическую слЪдующимъ 
образомъ:

0, А, 2 А, 3 А, 4 А, 5А,

1, 1 +  А, (1 +  А ) \  (1 +  А)*, (1 +  А ) \  (1 +  А ) \  . . . .

Каждое положительное число заключается между двумя соседними чле
нами первой строки и содержится, такимъ образомъ, въ этой строка съ

погрешностью, не превышающей —  А\ каждое число, большее единицы,
/i

расположено между двумя числами второй строки, напримеръ, между 
(1 -f- А)п и (1 +  Л)"-И; максимумъ ошибки составляетъ здесь

*[(1 +  4)«+i -  (1 +  А)"] =  *4(1 +  А )",

а потому возрастаетъ вместе съ числомъ.
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Чтобы перемножить два числа второй строки 

а =  (1 +  А)т и b =  ( 1 +  Л)” , 

складываютъ соответствующая числа первой строки

а  =  т А  и р  =  п А

и отыскиваютъ во второй строке число ab =  (1 +  Л)"Н-,г, соответствую
щее сумме а  +  Р =  (т  +  я) Л.

Вместо возрастающей геометрической прогрессш можно вычислить 
убывающую 1, 1 — А, (1 — А )2, (1 — Л)3, . . .  но при этомъ получаются 
лишь числа, менышя единицы *).

4. Пусть

а =  (1 +  Л)"1, а — т А ;
тогда

а
д =  (1 +  А )* ,

и а  есть логариемъ числа а при основанш

1
Е  =  (1 +  А у .

Такимъ образомъ, таблица (3) есть таблица логариемовъ при основанш Е. 
Н е п е р ъ  положилъ въ основаше своей таблицы число

А =  0,000 000 1

и получилъ поэтому

Е  =  (1 ,000  000 1 )10 000 000.

По таблице Н еп ер а  логариемъ числа 2 при указанномъ основанш ока
зывается равнымъ 0,693 146 922, а по новейшимъ таблицамъ такъ назы
ваемый н ату р ал ьн ы й  л о г а р и е м ъ  2, т. е. логариемъ 2 при основанш

е =  2,718 281 828 46,

почти совпадаетъ съ вышеприведеннымъ; именно онъ равенъ 0,693 147 180. 
Такимъ образомъ, основаше Неперовыхъ логариемовъ очень мало разнится 
отъ числа е.

*) Такъ, въ действительности, Н еперъ и составилъ свою таблицу, которая 
сперва предназначалась для тригонометрическихъ величинъ, меньшихъ 1.
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§ 39. Бригговы логариемы.

Есть еще другой способъ установить два ряда соотв'Ьтствующихъ 
другъ другу членовъ ариеметической и геометрической прогрессш. Если 
имЪемъ при любомъ ocHOBaHiw логариемы двухъ чиселъ

Хг =  \ OgJ>2 , ( 1 )

то изъ § 37 сл'Ьдуетъ:

~  {х1 +  х г) =  log V y^y-i; (2)

число - i-  (x t +  х %) называется средн им ъ ар и ем ети ч еск и м ъ  обоихъ

чиселъ х х, x 2i a — средн им ъ геом етри чески м ъ  (положитель-
ныхъ) ч и селъ  у и  у 2, такъ что содержаше формулы (2) можетъ быть из
ложено такъ:

С р ед н ее  ар и ем ети ч еск о е  ло гар и ем о въ  д ву х ъ  ч и селъ  есть 
л о га р и е м ъ  ср ед н яго  геом етри ческаго  эти хъ  д в у х ъ  чиселъ .

Если х х <  Х2> то и у х и> кром1з того,

1 ,
A'l ^  ~2 C î “I" %%) X'l 

У\ <  ' V h y i  < ) ’i-

Поэтому, если изв'Ьстенъ рядъ логариемовъ, то простымъ извлечешемъ 
квадратнаго корня можно вычислить логариемы сколькихъ угодно проме- 
жугочныхъ чиселъ и такимъ образомъ строить таблицу логариемовъ, по
стоянно сгущая интервалы между последовательными числами. Таковъ, въ 
действительности, и былъ тотъ путь, которымъ были вычислены первый 
таблицы логариемовъ.

Возьмемъ, напримеръ, таблицы (1) и (2) § 38-го; следуя этому 
правилу, получимъ при основанш 2:

0,5 =  log У~2 =  log 1,41421,

1,5 =  log 1^8 =  log 2,82843,
■1

0,25 =  log У Н  =  log 1,18920.

Этимъ способомъ можно составить таблицу логариемовъ при лю
бомъ основаши. Г ен ри хъ  Б р и ггъ  (Henry Briggs), современникъ и другъ
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Н е п е р а , первый понялъ, каюя удобства представляетъ основан1е 10, и 
вычисдилъ таблицу при этомъ основании Поэтому логариемы эти назы
ваются Б р и гго в ы м и  л о га р и о м а м и . Преимущество этого основашя 
состоитъ въ следующему

Если какое-нибудь число, выраженное по десятичной системе счи- 
слешя, будь то целое число или десятичная дробь, им'Ьетъ т  цифръ 
(до запятой), то по своей величине это число заключается между Ю1"”"1 
и 10т , и, следовательно, его Бригговъ логариемъ содержится между 
т —  1 и т  (включая нижшй пред'Ьлъ т  — 1).

Легко поэтому указать ц ел у ю  часть логариема, т. е. число, стоящее 
до запятой: для этого достаточно уменьшить на 1 число цифръ задан- 
наго числа, находящихся до запятой. Это число называется х а р а к т е 
р и с ти к о й  логариема; обыкновенно оно въ таблицахъ вовсе не приво
дится. Следующее за запятой десятичные знаки называются м антиссой  
логариема. Въ таблицахъ дается лишь мантисса. Если въ таблице ищутъ 
по данному логариему соответствующее число, то отыскиваютъ данную 
мантиссу и находятъ соответствующее ей число; въ этомъ числе нужно 
оставить передъ запятой столько цифръ, чтобы число ихъ превышало 
на 1 характеристику логариема. Числа, менышя, чемъ 1, т. е. числа, въ 
которыхъ въ десятичной системе передъ запятой стоитъ нуль, имеюгь 
отрицательные логариемы. Чтобы вычислен!я приходилось делать только 
съ положительными числами, мантиссу всегда б ер /тъ  положительной, и 
лишь характеристика можетъ быть отрицательной; а именйо, правильную 
дробь, логариемъ которой нужно взять, умножаютъ предварительно на 
надлежащимъ образомъ выбранную степейь* десяти 7), а изъ логариема 
полученнаго такимъ образомъ числа вычитываютъ показателя этой сте
пени десяти. Напримеръ:

logbrigg. 1/3 =  -— log 3 =  — 0 ,4771212547 ,

=  0 ,5228787453  — 1,

leg  brigg. 0,003 657 =  0,563 1249603 — 3.

Таблица Б р и гга  появилась въ светъ въ 1617 — 1624 г.г. Въ нихъ 
даны были логариемы съ 14 десятичными знаками, но имелись болыше 
пробелы. Последше были устранены въ 10-значныхъ таблицахъ А др1ана 
В лака  (Adrian Vlack, 1628). Таблицы В л ака  даютъ десятизначные лога
риемы всехъ целыхъ чиселъ отъ 1 до 100 000. '

На опыте было замечено, что въ большинстве случаевъ нетъ не
обходимости применять десятизначныя таблицы, и поэтому наиболее

, 7) Эту степень нужно выбрать такъ, чтобы по умножении получить неправиль
ную дробь; такъ, въ первомъ изъ двухъ приведенныхъ ниже примеровъ дробь ~о

§ 39
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распространенными таблицами являются семизначныя. Въ 1793 г. Вега 
(Vega) издалъ ташя таблицы, которыя въ последовавшей затЪмъ обра
ботке Г ю льсе (Hulsse) разошлись въ весьма большомъ числе изданЫ. 
После нашли, что и семизначные логариемы слишкомъ громоздки для 
многихъ целей, въ частности для целей педагогическихъ (для упражнешя 
въ применены логариемовъ), а также и въ применены къ естественньшъ 
наукамъ въ случаяхъ, не требующихъ особенно большой точности; въ 
виду этого изданы были шести, пяти и даже четырехзначныя таблицы. 
Изъ множества трудовъ этого рода, составители которыхъ стремятся 
обыкновенно облегчить употреблеше логариемовъ расположешемъ мате- 
р1ала и типографскими приемами, отметимъ здесь таблицы, принадлежацця 
авторамъ: Schron, Bremiker, Wittstein, Greve, F. G. Gauss, Heyer, Schiilke.

Наоборотъ, иногда не только въ естественныхъ наукахъ—въ осо
бенности, въ астрономЫ,— но и при изследовашяхъ въ теорЫ чиселъ 
бываютъ случаи, когда и семизначныя таблицы оказываются недостаточно 
точными; поэтому математику -необходимо прюбрести навыкъ въ упо
треблены более точныхъ таблицъ. Среди последнихъ самой ценной и 
сравнительно наиболее доступной является „T h esau ru s lo g a rith m o ru m " 
В ега ; это сочинеше, изданное въ 1794 г. въ Лейпциге, содержитъ пол
ную десятизначную таблицу бригговыхъ логариемовъ и, кроме того, 
замечательный таблицы В ольф рам а (Wolfram), въ которой даны нату
р ал ьн ы е  л о гар и ем ы  чиселъ до 10009 съ 48-ю десятичными знаками.

Каждое число можетъ быть представлено въ виде произведешь его 
первоначальныхъ множителей, и логариемъ его можетъ быть полученъ 
при помощи сложения логариемовъ простыхъ чиселъ; поэтому, если пред
положить известнымъ разложеше чиселъ на ихъ первоначальныхъ мно
жителей, то достаточно иметь таблицы, содержания лишь логариемы 
простыхъ чиселъ. Въ последней части таблицъ В ольф рам а это упро- 
щеше, затрудняющее, конечно, несколько пользоваше таблицей, нашло 
себе примкнете.

Въ виду редкости и дороговизны Thesaurus’a въ 1896 г. во Фло- 
ренцш появилось фотоцинкографическое воспроизведете его, более до
ступное по цене.

Упомянутыя выше пятизначныя таблицы Греве содержатъ на одной 
странице небольшую вспомогательную таблицу, въ которой даны 12-знач
ные логариемы для чиселъ вида (1 - |»^10“ я) при 1, 2, . . ., 9 и 
п =  1 , 2 , . . . ,  12; эта табличка даетъ возможность при помощи особаго, 
весьма остроумнаго npieMa определить простымъ вычислешемъ 12-знач- 
ные логариемы всехъ 12-значныхъ чиселъ.

§ 39

достаточно помножить на 10, а во второмъ примере число 0,003 657 следуетъ по
множить на 10э.
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§ 40. И нтерполяхря.

1. Въ каждой распространенной логариемической таблице во вве
дены даются указашя, какъ ею пользоваться; упражнеше и опытъ на- 
.учаютъ нЪкоторымъ мелкимъ упрощешямъ. Здесь мы остановимся более 
подробно лишь на одномъ пункте, имеющемъ более общее значеше,— 
на такъ называемой и н те р п о л я ш и .

Семизначный таблицы, наприм^ръ, даютъ непосредственно мантиссы, 
вычисленныя съ семью знаками, для всЪхъ чиселъ до 99999 включи
тельно, т. е. для всЪхъ п я т и зн а ч н ы х ъ  чи селъ .

Логариомъ семизначнаго числа можетъ быть найденъ непосред
ственно изъ таблицы лишь въ томъ случай, когда обе послЪдшя цифры 
суть нули. Но отъ семизначной таблицы мы вправе требовать, чтобы 
она давала намъ логариемы всЬхъ семизначныхъ чиселъ съ одинаковой 
точностью.

Точно такъ же и данный логариомъ, соответствующее которому 
число мы желаемъ определить, вообще говоря, не можетъ быть точно 
найденъ въ таблицахъ; между тЬмъ бываетъ нужно найти точно семь 
цифръ этого числа.

Делается это посредствомъ интерполяши, основанной на следующихъ 
соображешяхъ.

Пусть будетъ х , х и  х2, х 3, . . .  рядъ чиселъ, составляющихъ арио- 
метическую nporpecciio съ разностью I ) :

*1

и пусть будетъ:

X  —  А < 2  Х ^  —  Х $  % 2  —  '  " '

У =  Io g .1t:,

) 'i  =  !ogxa, у х - у  =  А, 

Уг =  logx2, У г - у 1 = А 1, 

J3 =  '°g^3. Уг~Уг = Лг-

=  в

(1)

Разности А, Ах, Аг , . . . не равны другъ другу, но постепенно убы- 
ваютъ, какъ это видно изъ таблицъ. Такъ какъ это убываше происхо
дить чрезвычайно медленно, то безъ заметной погрешности мож но 
п р и н ять , что и чи сла у  в н у тр и  д о с т а т о ч н о  м ал аго  п р о м еж у тк а  
с о с та в л я ю т ъ  ар и о м е т и ч ес к у ю  n p o rp e c c iio  8); это иредположеше въ 
действительности не совсемъ справедливо, но при пользованш нашей 
семизначной таблицей никогда не влечетъ сколько-нибудь заметной ошибки.

Положимъ, что нужно отыскать логариомъ у  -f- /? некотораго числа 
х  а , лежащаго между х  и x v  такъ что а  есть дробная часть числа D\

8) Т. е. что Л  =  А х =  =  • • •



согласно сделанному предположение, /? окажется такою же частью числа 
Д,  такъ что

„ Д
P = f j CL (2)

Для облегчешя вычисления въ таблицахъ подъ заголовкомъ Р. Р. 
(Partes proportionate, пропоршональныя части) даны разности Д и про
изведена:

Д_ 2Д  9 J
1 0 ’ 10 10 *

съ той степенью точности, съ которой производятся вычислешя.
Изъ тЪхъ же таблицъ можно по данному числу найти число а 

по формулt>
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Для этого нужно лишь выполнить небольшое дЪлеше либо по сокращен
ному способу, либо съ помощью вспомогательныхъ таблицъ Р. Р.

Такъ какъ разности Д наиболее велики у меньшихъ чиселъ (ниже 
10000), то въ этихъ частяхъ таблицы интерполящя даетъ наименее точные 
результаты; поэтому некоторый таблицы продолжены за пределы пяти- 
значныхъ чиселъ, и эти дополнительные логариемы даются съ 8 десятич
ными знаками. У В ега таблицы продолжены до 107 999.

2. Въ десятичныхъ таблицахъ „Thesaurus" даны непосредственно 
логариемы вскхъ пятизначныхъ чиселъ. Интерполящя и здесь выполняется 
согласно тЬмъ же основнымъ положешямъ. Но, чтобы использовать эту 
таблицу вполне, не всегда бываетъ достаточно принять, что промежуточ
ные логариемы образуютъ ариеметическую прогресаю. .

Тогда принимаютъ, что разности Д,  Д г , Д 2 , . . .  не одинаковы, но 
составляютъ ариеметическую прогресаю, и для логариемовъ у  получается 
такимъ образомъ ариеметическая прогресая второго порядка 9).

Если мы пожелаемъ воспользоваться этимъ предположешемъ, чтобы 
отыскать по таблице логариемъ у  -|- н^котораго числа х +  а, заклю- 
чающШся между двумя последовательными логариемами таблицы у  и , 
то нужно положить

jS =  та +  m'a(D  — а)

и определить числа т и тТ такимъ образомъ, чтобы для чиселъ хх и х2, 
т. е. при а  =  D  и а =  2D , изъ этой формулы получались правильный

9) П одъ ариеметической nporpeccieft второго порядка разумею тъ рядъ чиселъ, 
носледовательны я разности которыхъ образую тъ обыкновенную ариеметическую  
п р огр есаю . Таковъ, напримеръ, рядъ чиселъ 1, 2, 4, 7, 11, 16, 22, . . .

В о б ер ъ , Энциклогг. элемент, алгебры. 10
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значежя ух = у  +  Л и у% = у  +  Л Л1 10). Отсюда следуетъ:

Л
т “  D ’

А +  Ах =  2 mD — 2 m'D2,

2 m ' D * = A - A x =  Л';

такимъ образомъ, приращеше /? дается формулой

р  = D
а  +

a(D  — а) Л'
2U * ( 3 )

Число Zl — zlj =  Л' называется разностью второго порядка. Вл1яше по
следней сказывается на последней цифре логариома, иногда также и на 
предпоследней, но не дальше.

Если мы примемъ, что у  есть десятичное, а х —пятизначное целое чи
сло (безъ десятичныхъ долей), то нужно положить D ~  1 и a  =  0, abode, 
где буквы а, Ь, С, d, е обозначаютъ соответственно цифры, занимаюиця 
б-ое, 7-ое, 8*ое, 9-ое и 10-ое места въ данномъ числе х  +  а. Такъ какъ 
А' есть число, весьма малое въ сравнеши съ разностью А , то во вто- 
ромъ члене правой части формулы (3) достаточно взять число а  лишь 
съ двумя цифрами и ).

Если N  есть число, логариемъ котораго отыскивается, а п  есть 
число, изображаемое пятью первыми цифрами числа N ,  то изъ таблицы 
находимъ точно log я  съ десятью знаками, а изъ формулы (3) получается:

logiV  =  lo g ii +  0, abode Л +  -^0,ab(l — 0 ,a b ) A ’. (4)

Въ этой формуле число N  надо понимать такъ, что пять цифръ числа п 
стоять впереди запятой. Въ зависимости отъ действительнаго положешя 
запятой каждый разъ выбирается соответственная характеристика.

10) Достаточное обоснование этого требуетъ пространныхъ разсуждешй, кото
рый относятся къ „теорш конечныхъ разностей“, дисциплине, въ которой исчер- 
пывающимъ образомъ изследуется вопросъ объ интерполящи. Мы должны сказать, 
что въ томъ сжатомъ виде, въ какомъ эта теор1я здесь изложена, въ ней, конечно, 
трудно вполне разобраться; но развит1е ея выходить за пределы настоящаго 
сочинешя.

и) Если, напримеръ, намъ нужно отыскать логариемъ числа 32,897 165 34, то 
мы принимаемъ за х целое число 32897, за а число 0,16534, за у логариемъ числа х 
изъ таблицы, а /? определяется формулой (3); перенесеше же запятой вл1яетъ только 
на характеристику. Это авторъ и выражаетъ въ общемъ виде формулой (4).
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Если число N  изображается бол'Ье, чЪмъ десятью, цифрами, то один
надцатая изъ нихъ можетъ быть принята во внимаше при выполненш 
умножешя во второмъ членЪ правой части равенства (4).

Ищемъ, напримЪръ, десятизначный бригговъ логариемъ числа е 

е =  2,718 281 828 46.

Въ таблицЪ находимъ десятизначные'логариемы слЪдующихъ пяти послЪ- 
довательныхъ чиселъ:

А А'

log 27182 =  4342814081
3 =  2973851
4 =  3133615

' 5 =  3293373
6 =  3453126

159770
764
758
753

6
6
5

Нужно получить сокращеннымъ способомъ произведешя:

и

Получается:

0,8182846 X 159770

^ 0 ,8 2 X 0 ,1 8 X 6 .

4342814081 
127816 

1597 • 7 
1278 . 16 

31 • 95 
12 • 78 

64 
9

15

0,434 294 481 8 • 77;

въ результат^ первыя десять цифръ точны. Вторая разность даетъ здЪсь 
только приблизительно половину единицы посл^дняго десятичнаго разряда; 
она принимается во внимаше лишь при особенно точныхъ вычислешяхъ. 
Вторыя разности возрастаютъ съ уменьшешемъ чиселъ, логариемы кото- 
рыхъ отыскиваются.

Для упрощешя умножешй въ таблицахъ пом^цаются еще вспомога
тельный таблички; ихъ устройство и примЪнеше излагается во введенш 
къ таблицамъ.

ю*
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PtuieHie обратной задачи — по данному логариему найти соответ
ствующее число —  производится по формуле (2), если принимаютъ въ 
разсчетъ лишь первую разность. Для того, чтобы принять во внимаше и 
вторую разность, нужно было бы вывести формулу, аналогичную формуле 
(3 ); но это требуетъ обширныхъ предварительныхъ вычислен^ при самомъ 
составленш таблицъ.

Вообще говоря, чемъ больше-промежутки между числами, логариемы 
которыхъ даны въ таблице непосредственно, темъ важнее принять во 
внимаше вторую разность. Напримеръ, можно построить вполне удовле
творительную ч ет ы р е х зн а ч н у ю  таблицу логариемовъ, помещающуюся 
на половине страницы, выписавши логариемы всехъ д в у зн а ч н ы х ъ  чи- 
селъ. Съ помощью этой таблицы можно делать вычисления съ точностью 
до четвертаго десятичнаго знака, но при этомъ часто необходимо бы- 
ваетъ принять въ расчегь вторую разность.

§ 41. Примеры.

Дадимъ теперь некоторые примеры логариемическихъ вычисленШ, 
при которыхъ для получешя искомаго результата необходимо пользоваться 
более точными таблицами. Возьмемъ основаше натуральныхъ логариемовъ

е =  2 ,7 1 8  281 8 28  46  (1 )

и Людольфово (Ludolf) число

к  =  3,141 592 653 59. (2)

Съ точностью до десятаго знака находимъ:

\o g (jt\o g e )  =  0,134 934 184 0 *). (3)

Изъ некоторыхъ теоретическихъ соображений, который не могутъ 
быть здесь приведены **), следуетъ. что число

отличается отъ ближайшаго большаго ц ел  а го числа меньше, чемъ

на ~  * Какое это целое число?
4

Изъ формулы (4) имеемъ:

log log i  =  log V 19 +  log ( л  log*).

*) Необходимый для вычислешя этого числа данный находятся на последней 
странице соч.: V eg a  „Sammlung mathcmatischer Tafeln*, изд. Hiilsse (Berlin, 1865).

**\ h . W eber. „Elliptische Functionen und algebraische Zahlen*, изд. 2-oe 
(третей томъ соч.: H. W eber, .Algebra-), § 69, 125, 134, 405. Braunschweig, 1908.



Пользуясь десятичной таблицей, найдемъ:

log ] /Г э  =  0,639 376 800 5, 

а въ виду соотношешя (3)

log log ^ =  0,774 310 984 5.

Разыскавъ два разъ подъ рядъ соотвЪтствующее число, мы получимъ:

log ^ =  5,947 178 65,

1 = 8 8 5  479,8.

Такимъ образомъ, искомое число

А =  885480.

Доказательствомъ правильности результата (обосноваше его не можетъ 
быть здЪсь приведено) служитъ то обстоятельство, что А — 744 должно 
оказаться полнымъ кубомъ; и въ самомъ д'ЬлЪ, оказывается, что

А -  744 =  884 736 =  963.

Есть еще н%которыя друпя числа, обладаюппя подобными свой
ствами, а именно:

гг1/ 43 n V  67 п У  163I = е , е , е

Ихъ значешя отличаются отъ нЪкоторыхъ опредЪленныхъ ц'кдыхъ чиселъ 
А еще менЪе, чЪмъ въ предыдущемъ прим'ЬрЪ, такъ что, напримЪръ, 
третье изъ нихъ имЪетъ послЪ запятой 12 девятокъ. Для перваго изъ 
этихъ трехъ чиселъ точное вычислеше посредствомъ Thesaurus’a даетъ

А =  88473644.

Два друпя числа выходятъ далеко за пределы Thesaurus’a. Ихъ можно, 
однако, вычислить, пользуясь тЪмъ обстоятельствомъ, что и числа

^  ^лУЪ ^ -яКб7 ■J.flfVTeS
\  =е у е у е

очень мало, хотя и не въ такой степени, какъ отличаются отъ нЪко- 
торыхъ цЪлыхъ чиселъ В, и что, кромЪ того,

А =  В3 +  745.

Такимъ образомъ, получимъ, напримЪръ,

е
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=  960,000 042,



1 5 0

или В  =  960, а въ двухъ другихъ случаяхъ

5  =  5 2 8 0 , 5  =  640 320.

Примеры эти иллюстрируютъ некоторый, глубоко сокрытыя ариеме- 
тичесюя свойства, присущая числамъ 19, 43, 67, 163 и никакимъ другимъ. 
(G a u ss , Disq. arithm., art 303).

§ 42. Исторически св'Ьд'Ьшя о логариомахъ.

Когда съ возрождешемъ наукъ въ XV и XVI столЪтахъ вновь ожила 
астроном!я, то очень скоро сказалась потребность въ новыхъ дЪйстви- 
тельныхъ средствахъ, который дали бы возможность справиться съ боль
шими числовыми вычислешями. Тригонометр1я развилась и дала астроному 
практическая средства для вычисления, а для тригонометрш были вычислены 
обширныя таблицы, среди которыхъ наиболее значительными является 
„Opus Palatinum“. Этотъ обширный трудъ былъ начатъ на средства кур
фюрста Пфальцскаго Фридриха IV Г е о р го м ъ  Р е т и к у  со м ъ  *), который 
велъ эти вычислешя въ течете  многихъ л%т ъ ; послЪ его смерти таблицы 
были закончены В ал ен ти н о м ъ  О т то  (Valentin Otho) въ 1596 году въ 
НейштатЪ. Позже эти таблицы были просмотрены и исправлены В арво- 
л о м еем ъ  П и т и с к у с о м ъ  (Bartholomaeus Pitiscus, „Thesaurus mathematicus*, 
Frankfurt, 1613).

Особенно затруднительнымъ всегда было выполнеше умножешя, 
поглощающее много времени; отсюда стремлеше заменить его сложешемъ. 
Первыя попытки въ этомъ направление естественно, примыкали не къ ло- 
гариемамъ, а къ тригонометрш; тригонометричесюя функши въ то время 
уже представляли собой хорошо извЪстныя, вошедипя въ практику оруд!я 
вычислешя, между тЪмъ какъ понят1е о показательной функши, о степе- 
няхъ съ дробными показателями было въ то время математикамъ совер
шенно чуждо. Къ этому присоединялось то обстоятельство, что тригоно- 
метричесюя таблицы находились уже въ распоряженш вычислителей и 
давали прекрасный средства для вычислешя. Такимъ образомъ вознякъ 
методъ, известный подъ своеобразнымъ назвашемъ „Prosthaphaeresis" (отъ 
словъ лдбо'&еасд и acpeiQSOig— прибавлеше и отнимаше), сущность кото- 
раго сводилась къ примЪнешю изв'Ьстныхъ тригонометрическихъ формулъ:

sin a  sin^  (cos (а  — /?) — cos (а  +  /?)),

co sa  cos/? =  (cos (а  — /?) +  cos (а  +  /?)).
/л

§ 42

*) G eorg Joachim  R hae ticu s  родился въ 1514 году въ ФельдкирхЪ въ 
ФорарельбергЪ, умеръ въ 1576 году въ Кашау въ Венгрш.
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Если поэтому нужно было вычислить произведете двухъ правиль- 
ныхъ дробей, то по таблицамъ можно было разыскать два угла а и /?, 
косинусами или синусами которыхъ были данный дроби. Тогда оставалось 
по таблицамъ разыскать косинусы суммы и разности этихъ угловъ, сло
жить ихъ или вычесть и полученное число раздЬлить на 2.

Этотъ пр1емъ значительно сложнее логариемическаго вычислешя; 
онъ, наприм1фъ, не можетъ быть непосредственно распространенъ на дЪ- 
леше, возвышеше въ степень, извлечете корня. Но, по существу, онъ 
покоится на той же основной идеЪ; при современной же точкЪ зрЬш'я 
на тригонометричесшя функши, какъ на показательныя функши съ мни
мыми показателями, онъ и фактически находится въ непосредственной 
связи съ логариемами.

Этотъ методъ былъ изобрЪтенъ Нюренбергскимъ священикомъ 1оан- 
ном ъ В е р н е р о м ъ  (Johannes Werner, 1468 — 1528), который принадлежалъ 
къ кружку знаменатаго гуманиста П иркгей м ера (Willibald Pirkheimer); 
но она была забыта, а загЬмъ вновь найдена, развита и доказана въ об- 
серваторш Т и х о -Б р а г е  въ Урашенбургк (1580), а также при дворЪ кур
фюрста В и л ьгел ьм а  IV въ КасселЪ (1532 — 1592), оказавшаго значитель
ный услуги астрономш *).

Однако, теор1я логариемовъ оставила далеко за собой век эти по
пытки. Какъ это обыкновенно бываетъ съ значительными открыи'ями, 
появлешю логариемовъ предшествовали друпя, менЪе удачныя попытки 
того же рода, и точно установить здЪсь прюритетъ не такъ легко. Къ 
тому же заслуга автора заключается здЪсь скорее въ осуществлен^ идеи, 
въ решимости посвятить цклую жизнь такимъ гигантскимъ вычислен1'ямъ, 
ч'кмъ въ открыли самой идеи, по существу, крайне простой.

Уже въ книгк А рхим еда д“ авторъ въ одномъ мЪстЬ по-
казываегъ, что въ ряду чиселъ, который, начиная съ единицы, возрастаютъ 
въ геометрической прогрессш, произведете двухъ чиселъ можетъ быть 
найдено такимъ образомъ, что мы отыщемъ число, отстоящее отъ перваго 
на столько же членовъ ряда, на сколько второе отстоитъ отъ единицы. 
По существу, какъ мы видимъ, это есть основное положеше логариеми
ческаго вычислешя. Но только въ эпоху Возрождешя наукъ эта идея на 
практик^ находитъ себ'Ь осуществлеше.

Однимъ изъ наибол'Ье замЬчательныхъ предшественниковъ является 
М и хаи лъ  Ш ти ф ель (Michael Stifel, род. въ ЭслингенЪ въ Вюртемберг^ 
въ 1486 или 1487 году, умеръ въ Iemfe въ 1567 г.). Онъ былъ августин- 
скимъ монахомъ, перешелъ въ учете  Лютера, съ которымъ сдружился

*) Этимъ занимались Paul W ittich , R aym arus U rsus и Job st Biirgi. См. 
B raunm lihl, „Vorlesungen iiber die Geschichte der Geometrie".



15 2§  4 2

и работалъ въ качестве проповедника въ различныхъ м'Ьстахъ *). Въ 
1544 г. Ш ти ф ель  напечаталъ въ Нюренберге сочинеше „Arithmetica In
tegra", въ которой онъ ставитъ члены ариеметической прогрессш въ связь 
съ членами геометрической прогрессш слЪдующимъ образомъ:

— 3 — 2 — 1 0 1 2 3 4  5 6

4 -  4 -  4 - 1  2 4 8 16 32 64
8 4 2

Числа верхняго ряда онъ называегь показателями; онъ знаетъ, что 
оба ряда могутъ быть неограниченно продолжены въ обе стороны и что 
сложешю, вычиташю, умножешю и деленш  чиселъ перваго ряда отвЪ- 
чаютъ во второмъ ряду умножеше, делеше, возвышение въ степень и 
извлечете корня; онъ знаетъ, такимъ образомъ, основный свойства лога
риемовъ. Но о томъ, что промежуточнымъ числамъ перваго ряда также 
могутъ быть отнесены числа второго ряда, объ этомъ, т. е. о непрерыв
ности логариемовъ, которая собственно и дЪлаетъ ихъ практическимъ 
средствомъ вычислешя, мы не находимъ у Ш ти ф еля никакого следа.

Этимъ шагомъ, а также построешемъ первой таблицы логариемовъ, 
мы обязаны двумъ математикамъ, которыя работали почти одновременно, 
но независимо другъ отъ друга.

L Б ю рги  (Jobst Biirgi, 1552— 1632), швейцарецъ изъ Лихтенштейн 
въ ТоггенбургЬ, работалъ большую часть своей жизни въ Касселе, на 
службе у курфюрста Вильгельма IV, который особенно ц^нилъ его за 
способности къ механике; въ промежуткахъ онъ работалъ также въ Праге, 
где онъ находился въ сношешяхъ съ К еп л ер о м ъ . Е го  „Arithmetische und 
geometrische Progress-tabulen" были вычислены между 1603 и 1611 годами, 
но появились въ печати только въ 1620 году. По описашю Б р ау н м ю л я  
(Braunmiihl), устройство этихъ таблицъ заключалось въ томъ, что въ пер- 
вомъ ряду помещены были числа вида х  =  10м (красный числа), а во вто
ромъ ряду — соответствующая числа у  =  108 (1,0001)" при п =  0, 1, 2 ? 
3 . . .  (черныя числа). Такимъ образомъ,

X

а потому х  = 105 log (у  10~8), если за основаше принято число (1 +  1/104)10*, 
каковое отличается отъ основашя с нашихъ натуральныхъ логариемовъ 
только въ четвертомъ десятичномъ знаке. Такимъ образомъ, таблица Б ю рги  
представляетъ собой, строго говоря, таблицу антилогариемовъ, т. е. таб
лицу, въ которой мы по каждому логариему непосредственно находимъ

*) Более обстоятельный сведешя объ этомъ замечательномъ человеке можно 
найти въ статье М. Кантора въ „Allgemeine Deutsche Biographie".
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соответствующее число. И здесь мы имкемь, такимъ образомъ, натуральные 
логариемы. Однако, идея разсматривать числа, какъ степени одного опре
делен н ая  основашя, а логариемы, какъ показателей, была Бю рги совер
шенно чужда.

Д ж о н ъ  Н еп ер ъ  (Neper или Napier, Baron von Merchiston) родился 
въ 1550 году вблизи Эдинбурга и жиль до самой смерти (1617) въ Шот- 
ландш. Его „Descriptio mirifici logarithmorum canonis" появилось въ печати 
въ 1614 году.

Н еп ер ъ  въ эпоху, когда наше понятие о функцш еще не было вы
работано, оченъ остроумно и наглядно представляетъ последовательность 
логариемовъ и чиселъ. Онъ представляетъ себе две точки, одновременно 
движущаяся по прямой лиши. Первая точка проходитъ равныя разстояшя 
въ равные промежутки времени; если поэтому путь х , который онъ 
проходитъ въ элементъ времени, есть А, то въ п элементовъ времени

х  =  пА \

вторая же точка движется къ определенной конечной точке такимъ об
разомъ, что въ каждый элементъ времени она пробегаетъ определенную 
1 /т  часть остающаяся пути. Если въ первый моменгь вторая точка также 
пробегаетъ разстояше А, то весь ея путь составляетъ т А. Если мы это 
разстояше примемъ за единицу, то путь, остаюпцйся после первая  эле
мента времени, есть

( m - l ) a - ( l - - i ) ;

по истеченш же п  элементовъ времени разстояше второй точки отъ

§ 42

конца пути есть

М , I V
т )

Такимъ образомъ,
/ 1 \ " 'х1 т )

т. е. х  есть логариемъ числа у  при основаши ^1 — — J *

/  1 Y ”
Н е п е р ъ  принялъ т  = 1 0 ',  такъ что число 1 1 — —  1 очень близко 

подходить къ е г 1.
Л ан гр ан ж ъ , который въ своихъ дидактическихъ сочинешяхъ обык

новенно даетъ прекрасное изложеше историческая развита дисциплины, 
въ своихъ „Lemons e!6mentaires“ *) въ главе о логариемахъ указываетъ,

*) „Lefons etementaires sur les mathematiques, donndes a l’ecole normale en 1795“. 
Oeuvres de L ag ran g e , Tome VII.
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что задача о музыкальной скале почти необходимо должна была привести 
къ понят1ю о логариемахъ. Если мы обозначимъ основной тонъ черезъ 
единицу, то гарм он и ч ески е  и н тер вал ы  получаются д*Ьлен1емъ струны 
монохорда въ очень простыхъ отношешяхъ; объ этомъ знали еще пиеа- 
горейцы. Обратный значения этихъ отношенШ, которыя мы называемъ 
числами кoлeбaнiй, суть:

Основной тонъ 1.

Секунда 9/8.

]Малая терщя 6/5.

Большая терщя 5/4.

Кварта 4/3.

Квинта 3/2.

Секста 5/3.

Септима 15/8.

Октава 2.

Въ этой таблице квинта секунды, напримЪръ, которой соответствуем 
число 27/16, всвсе отсутствуетъ; чтобы получать частные интервалы, 
нужно еще, такимъ образомъ, вставлять промежуточные тоны. Между гЬмъ, 
если бы числа колебанШ можно было расположить въ геометрическую 
прогрессш, то мы получили бы гамму, въ которой каждое число колебанШ 
находится въ одномъ и томъ же отношенш къ предыдущему; исходя отъ 
любого тона, можно было бы такимъ образомъ получить ту же после
довательность интерваловъ. Изъ практическихъ соображенШ это постоянное 
отношеше не должно быть сли.ькомъ мало; опытъ музыкантовъ призналъ 
достаточнымъ 12 тоновъ на октаву. Въ этой такъ называемой равномер
ной модеращи интервалы осуществляются не во всей чистоте, а лишь 
приближенно. Поэтому, если мы будемъ выражать высоту тона логарие- 
момъ числа колебанШ и разделимъ lg 2 на 12 равныхъ частей, то мы 
получимъ лучшШ способъ модеращи.

Самыя числа колебанШ будутъ въ такомъ случае:
ч

1, 2V» 22/», 23/’% . 2и/п 2.

Для секунды, напримеръ, мы получаемъ 1, 123 . . ., между темъ 
какъ точное число есть 1, 125. Для квинты мы получаемъ 1 ,4983 вместо 
точнаго числа 1,5.



ГЛАВА VII.

Уравнешя первой степени.

§ 43. Уравнешя первой степени съ однимъ и двумя неизвестными.

Въ § 18 мы показали, что необходимость ввести дробныя числа 
была вызвана рЪшешемъ следующей задачи:

1. Д аны  ч и сл а  а и Ъ\ найти число я;, у д о в л етв о р я ю щ ее  
условию

а х =  Ъ. (1)

Мы видели, что, если а и Ъ суть произвольный цЪлыя или дробныя 
числа и если, кроме того, а ФО, то существуетъ одно и только  одно 
число, удовлетворяющее поставленному требованию. Если же а =  О и 
Ь -j= 0, то н1этъ ни одного числа, которое выполняло бы услов1е (1). На- 
конецъ, когда а =  0 и Ь =  0, то всякое число х  удовлетворяетъ условш (1).

После того, какъ мы ввели дробныя и ирращональныя числа, числа 
а и Ь могутъ иметь также дробныя и ирращональныя значешя.

Равенство (1) называется у р ав н еш ем ъ  первой  степ ен и  съ од
ним ъ н е и зв е стн ы м ъ ; нахождеше же неизвестнаго числа л* называется 
р е ш е ш е м ъ  у р ав н еш я .

Въ сборникахъ для упражнешй находится множество задачъ, въ ко- 
торыхъ требуется выразить посредствомъ такого рода равенства вопросъ 
изъ обыденной жизни или изъ какой-нибудь отрасли науки. Въ унасле
дованной нами отъ древнихъ грековъ антолопи находится множество 
прекрасныхъ задачъ этого рода, изложенныхъ въ форме эпиграммъ *).

Не всегда, однако, услов1я, при помощи которыхъ должны быть 
найдены неизвестный, бываютъ столь просты, какъ въ приведенномъ

*) Ариеметичесюя эпиграммы греческой антолопи собраны и изданы съ ре- 
шешями въ немецкомъ переводе Циркелемъ (Zirkel) въ программной работе 
гимназш въ Бонне за 1853 г. Эти эпиграммы въ немецкой переработке содержатся 
также въ книге Дю фанта, переведенной на нЪмецкШ языкъ Вертгеймомъ 
(Wertheim, Leipzig, 1890).
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примере: иногда, напримЪръ, неизвестныхъ чиселъ бываетъ нисколько, и 
ycnoeia, которымъ они должны удовлетворять, выражены посредствомъ 
нЪсколькихъ уравнешй. Мы сперва займемся следующей более общей 
задачей.

2. Даны числа а , ЬУ су а 'У Ь'У с Найти неизвестный числа х , у у 
удовлетворяюиця двумъ уравнешямъ:

а х  +  by =  с У — а9 
а’х  +  Уу =  с’ — Ь а

(Два уравнешя съ двумя неизвестными).

(2)

Для решешя этой задачи можно поступить следующимъ образомъ. 
Умножаемъ все члены обоихъ уравнешй на написанныхъ сбоку множи
телей: одинъ разъ соответственно на V У — Ь, другой разъ соответственно 
на — а9, 0\ каждый разъ складываемъ полученные результаты и тогда 
найдемъ:

{ а У— Ьа’) х  =  сУ — be' 

(оУ — Ъа')у = — с а '+  ас'У

т. е. два уравнешя, но каждое съ однимъ только неизвестнымъ. Въ обоихъ 
уравнешяхъ неизвестныя х  и у  имеютъ одинъ и тотъ же коэффищентъ

А — аЬ'— Ъа\ (4)

Этотъ коэффищентъ называется о п р е д е л и т е л е м ъ  (д е т е р м и н а н то м ъ ) 
си стем ы  у р а в н е н ^  (2) и иногда изображается еще такъ:

А = а b
а' У

(5)

3. Е сли  о п р е д е л и т е л ь  не р а в е н ъ  нулю , то  есть  од н а  и т о л ь к о  
о д н а  п ара  ч и сел ъ  х У у у у д о в л е т в о р я ю щ и х ъ  у р а в н е ш я м ъ  (2):

.г
сУ — be' — со! -f- ос'

У = -------А------- (6)

Въ изложенномъ способе решешя уравнешй (2) мы и склю чали  изъ 
обоихъ уравнешй попеременно каждое изъ неизвестныхъ, и потому этотъ 
способъ называется с п о с о б о м ъ  исклю чен ия. Можно решать уравнешя 
еще иначе, такъ называемымъ с п о с о б о м ъ  п о д с та н о в к и , отличающимся 
большей постепенностью.

Если о коэффищентахъ а , Ьу о 'у У  известно, что одинъ изъ нихъ 
не равенъ нулю, то мы можемъ, не нарушая общности, считать отлич- 
нымъ отъ нуля любой изъ четырехъ коэффишентовъ,—напримеръ, У: мы 
можемъ, ведь, написать на второмъ месте любое изъ двухъ уравнешй, 
а затемъ обозначить черезъ у  любое изъ двухъ неизвестныхъ.
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Итакъ, пусть /?' не равно нулю. Если бы число х  было известно, 
то посредствомъ второго изъ уравнешй (2) мы нашли бы значеше неиз
вестнаго у :

У = (7)

Если п о д став и ть  это значение неизвестнаго у  въ первое изъ уравнешй 
(2), то посредствомъ простыхъ вычислешй получимъ:

А х  =  сЪ'— Ьс'. (8)

Если число А отлично отъ нуля, то значеше неизвестнаго х  окажется 
такое же, какъ и выше, т. е. совпадаетъ со значешемъ (6). ЗагЬмъ изъ 
уравнешя (7) получается выражение для неизвестнаго у ,  которое также 
совпадаетъ со значешемъ (6).

При этомъ способе решешя ясно, что въ случай, когда А — О, 
но cb’ — b с' Ф  0, нЪтъ ни одного значения для неизвестнаго х ,  которое 
удовлетворяло бы условш (8); следовательно, уравнешя (2) въ этомъ 
случае не имеютъ решешя. Если же и А =  0 и cb' — b d  =  0, то урав- 
HeHie (8) нисколько не определяетъ значешя неизвестнаго х \  въ этомъ 
случае для х  можно взять произвольное значеше, а соответствующее 
значеше для неизвестнаго у  получится изъ уравнешя (7): любая пара 
чиселъ, полученная такимъ образомъ, удовлетворяетъ уравнешямъ (2).

Наконецъ, когда все коэффищенты ау Ь, а Ь '  суть нули, то урав
нешя (2) имеютъ смыслъ лишь при условш, что и числа с и с’ суть нули. 
Но тогда уравнешя удовлетворяются произвольными значешями неизвест- 
ныхъ х  и у .  Соединяя все сказанное, приходимъ къ следующему выводу:

4. Если о п р ед ел и тел ь  уравн еш й  (2) р авен ъ  нулю, то п о сл ед - 
ш я ли бо  п р о т и в о р е ч а тъ  д р у гъ  д р у гу  и не и м ею тъ  ни о д н о го  
р е ш е ш я , л и б о  же одно изъ  д ву х ъ  у р ав н еш й  п р е д с та в л я е тъ  
с о б о й  сл едств1е д р у го го  и въ этом ъ  с л у ч ае  у р а в н е ш я  и м ею тъ  
б е з ч и с л е н н о е  м нож ество реш еш й.

§ 44. Уравнешя первой степени съ тремя неизвестными.

1. Займемся вопросомъ объ уравнешяхъ первой степени въ несколько 
более общемъ виде. Разсмотримъ систему трехъ уравнешй съ тремя 
неизвестными х , у ,

а х  +  Ь у + с % =  е,
a,x  +  b,y  +  c,i  =  e \ с" - I f  (1)
а”х  +  Ify  +  d \  =  Л  - d  V

где двенадцать коэффишентовъ а , ЬУ с> е, . . .  суть данныя числа.
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Если все девять коэффищентовъ а, Ъ, . . d} равны нулю, то им%- 
етъ место одно изъ двухъ: либо коэффищенты е, е \ d' не все равны 
нулю, и тогда уравнешя заключаютъ въ себе противоречие, либо же 
С =  d  =  0, и тогда уравнешя не даютъ никакихъ условШ для опредЪ-
лешя неизв'Ьстныхъ х , у ,

Будемъ разсматривать каждую пару изъ трехъ уравненШ (1), какъ 
систему двухъ уравненШ первой степени попеременно относительно каждой 
изъ трехъ паръ неизвЪстныхъ: у  и ^ и х , х  и у .  Тогда изъ девяти 
коэффищентовъ

а Ъ с

а ’ V  с' ( 2 )

. ( ?  Ь" с"

мы составимъ для девяти указанныхъ системъ уравненШ девять опреде
лителей :

а ' =  Ъ " с -  d'b, 
а" =  Ьс' — сЪ\

Р =  с'а” - а 'с " ,  

р  =  с" а -  а "  с, 
/?" =  с а’ — а с \

У = а 'Ь " - Ъ 'а" ,  
у ' =  сГЪ — Ь" а, 
y " = a b '  — Ъа

(3)

Если все коэффищенты (2) равны нулю, то и все определители (3) 
суть нули. Разсмотримъ случай, когда все определители (3) равны нулю, 
но коэффищенты (2) не все суть нули; легко видеть, что въ этомъ 
случае либо уравнешя (1) другъ другу противоречат^ либо два изъ нихъ 
представляютъ собой следсЫ я третьяго. Въ самомъ деле, положимъ, что 
коэффищентъ с" отличенъ отъ нуля; тогда последнее изъ уравнешй (1) 
дастъ намъ:

е — а х
1 =

Ь "у .
(4)

подставивъ это значеше неизвестнаго ^ въ первыя два уравнешя системы 
(1) и пользуясь обозначешями (3), получимъ:

Р’х  — а’у  =  edf — се", 
— р  х  +  а у  =  е’с4 — с'е". (5)

Следовательно, если а  =  /9 =  а' =  =  0, но правыя части уравнешй (5)
не равны нулю, то наши уравнешя оказываются невозможными; если же 
и ed’— cen =  0, dd ’~  с'е” =  0, то уравнешя (5) удовлетворяются при про- 
извольныхъ значешяхъ неизвестныхъ х  и у ;  значеше неизвестнаго ^  
соответствующее каждой системе значенШ х  и у ,  получится подстановкой 
изъ уравнешя (4).
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2. Разсмотримъ теперь случай, когда не все  о п р ед ел и тел и  (3) 
равны  нулю ; мы нисколько не потерямъ въ общности, если примемъ, что 
отличный отъ нуля определитель есть а  =  b'd1— С Ь”. Тогда, считая вели
чину х  известной, определимъ изъ двухъ последнихъ уравненШ (1) не
известный у  и по правиламъ, изложеннымъ въ п. 2 § 43-го, получимъ:

а у  =  е'с"— е"с'+  fix ,
(6 )

<4 =  — e'b"+  ё'Ъ '+  у х .

Подставляя полученныя отсюда значешя неизвестныхъ у  и ^ въ первое 
изъ уравненШ (1), получимъ:

(а а  +  ЬР +  с у )х  =  еа  +  ео !-(- с"а".

Введемъ снова обозначеше

Л =  аа +  ЬР +  су, (7)

§ 44

при чемъ, принимая во внимаше формулы (3), найдемъ, что

Тогда

л  =  a t e -  ас'Ь"

+  be'a"— ba'cf 

+ c tfV -c b 'a " .

A x  =  ea +  e 'a '+  e"a".

( 8)

(9)

Отсюда вполне определяется величина неизвестнаго х , если то л ь ко  
о п р е д е л и т е л ь  А о тли чен ъ  отъ нуля; значешя неизвестныхъ у  и ^ 
получатся тогда съ помощью формулъ (б).

Если же А =  0, то уравнеше (9) возможно лишь при условш, что

еа +  е а '+ е " а " =  0; (10)

но въ этомъ случае уравнеше (9) не определяетъ значения неизвестнаго 
х ;  величина х  можетъ быть взята произвольно; значешя неизвестныхъ 
у  и % найдутся изъ уравненШ (6).

Величина А и здесь называется о п р ед ел и тел ем ъ  системы (1) и 
часто обозначается еще такъ:

а, ъ, С

а', V , с'

а", Ъ", С"
( п )
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Разсматривая формулу (8), находимъ, что величина А останется безъ 
измЪнешя, если заменить другъ другомъ соответственно коэффищенты

§  4 4

на о!у с на а" и с' на If, такъ что можно писать и такъ

йу а"  !

А = Ьу Ь’у 4
Су с'у с" - !

Девять величинъ: а  =  Ь'с" - -  с'Ь", . . определяемый равенствами (3), 
называются м ин орам и  определителя А .

3 . Изложенное къ двухъ предыдущихъ пунктахъ сводится къ сле
дующему.

Е сли  о п р е д е л и т е л ь  систем ы  (1) о тл и ч е н ъ  о тъ  нуля, то не
и з в е с т н ы й  Ху у ,  % о п р е д е л я ю т с я  ею о д н о зн а ч н о . Е сли  же /1 =  0, 
то  у р а в н е ш я  (1) л и б о  п р о т и в о р е ч а т  д р у гъ  д р у гу , л и б о  одно, 
ил и д в а , или в с е  три  н еи зв естн ы й  о стаю тся  п р о и зв о л ь н ы м и ; чи- 
с ло н е и зв е с т н ы х ъ , п о л у ч аю щ и х ъ  п р о и зв о л ьн ы й  зн а ч е ш я , зави- 
с и тъ  о т ъ  то го , б у д е т ъ  ли од н а  и зъ  в ел и ч и н ъ  (3) о тли чн а  отъ  
н у л я , — или в с е  о н е  р авн ы  нулю , но о д и н ъ  и зъ  к о э ф ф и х и е н то в ъ  
(2) о т л и ч е н ъ  о т ъ  нуля, — или ж е, н ак о н е ц ъ , в с е  к о э ф ф и ш е н т ы
(2) о б р ащ а ю т с я  въ  нуль.

4 . Определитель А выражается любой изъ шести следующихъ 
формулъ:

А = а а - \ - а 'а '  =  а а  +  ЬР +  су

=  Ьр +  Ь'Р’ +  b”p" =  a 'a f +  V ?  +  с 'у  (12)

=  су  +  с 'У  +  c " f  =  а”а " +  b"P" +  d ’f .

Эти шесть формулъ получаются изъ выражешя (8), если въ последнемъ 
соединить въ группы члены, имеюгще множителемъ соответственно а , а ' 
и о!\ либо by b' и Ъ'\ либо Су с' и с'1 у либо йу Ь, с и т. д., и принять 
во внимаше обозначешя (3).

Далее имеютъ место следующ1я соотношешя:

ba  +  b'a  +  I f  о!' =  0, 

с а  +  с а  -Ь f a ” =  0, 

ср  +  С р  +  с”Р" =  0, 

аР +  а 'Р  +  аиР" =  0, 

а у  +  а! у  +  а"у” =  0, 

by +  b'y +  I f  у" =  0.

( 1 3 )
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Непосредственнымъ вычислешемъ обнаружимъ справедливость перваго изъ 
равенствъ (13). Получимъ тождество:

Ь ф 'с" -с 'Ъ ") +  b'{b"c -  с”Ъ) +  Ъ " {М - cV) =  о.

Чтобы убедиться въ справедливости прочихъ равенствъ (13), достаточно 
въ написанномъ тождестве всевозможными способами замещать одна 
другою букв!,! а, Ь, с.

Съ помощью соотношений (12) и (13) систему (1) можно решить 
непосредственно сп о со б о м ъ  и с к л ю ч е н а . Для этого умножаемъ урав
нения (1) три раза соответственно на множителей, указанныхъ ниже, и 
складываемъ каждый разъ почленно полученные результаты:

а х  +  Ъу +  с \  =  в 

а 'х  +  b y  +  с \  =  ё  

а" х+ Ъ " у +  с ' \ = е Г

а Р У 

а' /?' у' 

а" р" у".

Пользуясь соотношениями (12) и (13), найдемъ:

А х  =  га  +  ёа! +  ё 'а”, 

Лу =  ер +  е'Р' +  е"Р", 

=  еу +  е'у' +  ё'у".

(14)

Первое изъ этихъ равенствъ совпадаетъ съ полученнымъ раньше равен- 
ствомъ (9). Два друпя равенства совпадаютъ съ теми, которыя полу
чатся изъ формулъ (6), если подставимъ вместо х  его значеше изъ 
равенства (9); въ этомъ легко убедиться вычислешемъ, котораго нетъ 
надобности здесь приводить.

Если некоторый величины имеютъ въ какомъ-либо задании анало
гичный значешя и при реш ети съ каждой изъ этихъ величинъ прихо
дится поступать одинаково, то такой способъ решешя называется сим- 
м етри чн ы м ъ ; такимъ образомъ, изложенный выше способъ исключешя 
можетъ быть названъ сим м етрияны м ъ, чего нельзя сказать о способе 
подстановки.

5. Изложенная выше теор!я уравнешй первой степени съ тремя не
известными х , у у допускаетъ геометрическое толковаше. (Мы предпо- 
лагаемъ известными основныя сведешя изъ аналитической геометр1и трехъ 
измерешй въ томъ размере, въ какомъ они изложены во второмъ томе 
настоящаго сочинешя). Любыя три числа х, у у \  могутъ быть разсматри- 
ваемы, какъ ко о р д и н аты  некоторой точки въ пространстве. Все точки, 
координаты которыхъ удовлетворяютъ уравнешю первой степени

ах  + by +  с\ = е,
В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 11
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лежатъ въ одной плоскости, если только не все коэффициенты а, Ь> с 
равны нулю. Точки, координаты которыхъ удовлетворяютъ какъ преды
дущему уравнешю, такъ еще и другому

а 'х  +  Ь'у +  с \  =  е'у

лежатъ въ обеихъ плоскостяхъ и образуютъ поэтому прямую, по кото
рой обе плоскости пересекаются. Если дано еще третье уравнеше

<Гх +  Ьпу  +  = Л

то Bet три уравнешя удовлетворяются координатами то чк и  п е р е с е ч е н !я  
трехъ плоскостей, или, вообще говоря, координатами всехъ точекъ, одно
временно лежащихъ на этихъ трехъ плоскостяхъ.

Если детерминантъ Л отличенъ отъ нуля, то три  п л о с к о с т и  п е 
р е с е к а ю т с я  въ о д н о й  т о ч к е .

Если же Л =  0, но миноры (3) не все равны нулю, то имеетъ 
место одно изъ двухъ: либо равенство (10) справедливо, и, следова
тельно, одна изъ трехъ величинъ х ,  jy, ^ остается произвольной, либо 
же равенство (10) несправедливо. Въ первомъ случае три плоскости 
пересекаются по прямой; во второмъ случае негь  ни одной точки, ко
торая принадлежала бы всемъ тремъ плоскостямъ; плоскости пересека
ются попарно по тремъ параллельнымъ прямымъ, подобно боковымъ 
гранямъ треугольной призмы, или же две плоскости параллельны другъ 
другу и пересекаются съ третьей по параллельнымъ прямымъ.

Если, наконецъ, все миноры (3) обращаются въ нуль, то левыя 
части уравнений (1) отличаются другъ отъ друга лишь некоторымъ по- 
стояннымъ множителемъ, и наши три плоскости либо параллельны, либо 
совпадаютъ; въ первомъ случае оне не имеютъ ни одной общей точки, 
во второмъ случае — безчисленное множество ихъ.

§ 45. О днородны й у р ав н еш я .

1. О д н о р о д н ы  я у р а в н е ш я  составляютъ особый классъ уравнешй 
первой степени. Сюда относятся таюя уравнешя, каждый членъ кото
рыхъ содержитъ которое-нибудь изъ неизвестныхъ. Таковы, напримеръ, 
уравнешя вида

а х  +  by +  =  0.

Очевидно, что подобныя уравнешя удовлетворяются, если положить 
х  =  у  =  % =  0. Такое решеше называется н е с о б с тв е н н ы м ъ . Если же, 
по крайней мере, одно неизвестное отлично отъ нуля, то решеше назы
вается со б ств ен  ны мъ. Въ последнемъ случае все члены уравнешя можно
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разделить на наизв'Ьстное, отличное отъ нуля, за каковое примемъ, напри- 
меръ, и получить уравнеше, содержащее лишь отношешя х/%, y j \ .

И т а к ъ , о д н о р о д н ы я  у р авн еш я вы раж аю тъ усл о в!я , с в я зы 
в а ю т !*  не самыя н еи звестн ы й , но лишь отнош ен!я н еи зв ^ст - 
ны хъ къ  о д н о м у  и зъ  нихъ.

Разсмотримъ сначала систему двухъ однородныхъ уравнешй:

а 'х  +  b 'y  +  c 'z  =  Q, Ь" -  а" 

а " х  +  Ъ"у +  =  0 . - b '  d

Способомъ, указаннымъ въ § 43, мы можемъ определить отсюда 
отношения х /^у  у/%\ для этого умножаемъ все члены уравнешй на мно
жителей, написанныхъ сбоку, и полученные результаты складываемъ. Тогда 
найдемъ:

(a ' b b ' a " ) x  +  (c'b9— b'c") i  — 0,

(a 'b"— b 'a ")y  +  (а'с"— c 'a " )i  =  0, 

или, пользуясь обозначениями (3) § 44-го,

у х  —  а ^ = 0 ,  у у  —  (3 ^  =  0.

Если исключить случай, когда а =  ft =  у =  0, то найдемъ:

Х_ _  _а У_ х  _  .
I  ~  У ’ Z ~  г ' у  ~  Р ’

эти уравнешя можно представить и въ следующемъ виде:

x : y : z  =  a : P \ y .

2. Разсмотримъ теперь систему трехъ однородныхъ уравнешй:

а х  +  by  +  = 0 ,

а' х  +  Ь'у +  с \  =  0 , (1 )

а9х  +  Ь9у  +  с?Х =  0- •

Определивъ изъ двухъ последнихъ уравнешй отношешя х  : ^ и у  : 
подставляемъ ихъ въ первое уравнеше. Тогда найдемъ:

а а  +  bft +  су  =  0, т. е. А =  0.

Если же а — ft =  у  =  0, то детерминантъ А во всякомъ случае 
равенъ нулю г).

§  4 5

*) Эта оговорка необходима потому, что при а = #  =  у =  0 отношешя двухъ 
неизвестныхъ къ третьему £изъ двухъ последнихъ уравнешй (1) определены быть 
не могутъ (§ 43, 4).

11*



Итакъ, си стем а  т р е х ъ  о д н о р о д н ы х ъ  у р а в н е ш й  съ трем я не- 
и зв естн ы м и  лиш ь въ  т о м ъ  с л у ч а е  и м е е т ъ  с о б с т в е н н о е  р е ш е ш е , 
ко гд а  о п р е д е л и т е л ь  А о б р а щ а е т с я  въ н у л ь .

Если А =  0, а миноры a, /?, у не все равны нулю, то мы полу- 
чимъ решение, указанное въ пункте 1.

Если же а =  =  у =  0, то изъ двухъ последнихъ уравненШ (1)
одно есть следств1е другого; отношешя двухъ неизвестныхъ къ третьему 
определяются тогда изъ первыхъ двухъ уравненШ (1).

3. Въ аналитической геометрш однородное уравнеше первой сте
пени выражаетъ плоскость, проходящую черезъ начало координатъ. Две 
тамя плоскости в с е г д а  имеютъ общую прямую, которая также прохо
дить черезъ начало координатъ. Уравнеше А =  0 представляетъ собой 
y c n o B i e ,  которому должны удовлетворять коэффишенты уравненШ (1), 
если выражаемыя ими 3 плоскости пересекаются все по одной прямой.

4 .  Изъ вышеизложенныхъ разсужденШ ясно, какимъ образомъ можно 
обобщить задачу о решенш линейныхъ уравненШ.

Если дана система уравнешй первой степени съ произвольнымъ чи- 
сломъ неизвестныхъ х ,  у ,  то посредствомъ одного изъ уравнегйй,
въ которомъ коэффищентъ при одномъ изъ неизвестныхъ,— напримеръ, 
при х у — не равенъ нулю, выражаютъ неизвестное х  при помощи про- 
чихъ неизвестныхъ. Подставивъ это выражеше неизвестнаго х  во все 
nponiH уравнешя данной системы, получимъ новую систему, въ которой 
число неизвестныхъ, по крайней мере, на единицу меньше, такъ какъ 
неизвестное х  въ нее не входить.

Продолжая тотъ же процессъ, мы исключаемъ изъ уравненШ все 
неизвестный, пока таковыя остаются. Но после этого мы можемъ полу
чить равенства, содержания лишь известный величины; равенства эти 
либо выполняются, либо не выполняются. Въ последнемъ случае система 
не имеетъ решенШ. Если же равенства выполняются, то либо все неиз- 
вестныя могутъ быть вполне определены, либо же некоторыя остаются 
произвольными. Съ увеличешемъ числа неизвестныхъ и уравненШ вычи- 
слешя усложняются, и вместе съ темъ становится труднее усмотреть 
обпце законы, которые здесь имеютъ место. Къ счастью, Я ко би  (Jacobi) 
своей Teopiefi определителей создалъ алгориемъ, при помощи котораго 
обцця свойства линейныхъ уравненШ получаютъ чрезвычайно изящное 
выражеше. Впоследствш, когда мы изучимъ свойства перестановокъ, мы 
вновь вернемся къ этому вопросу *).

§  4 5  J 6 4

*) Определители были впервые применены въ теорш уравнешй 1-ой степени 
Л ейбницемъ (письмо къ Л’Опиталю, 1693; „Acta Eruditorum", 1700). После этого 
тотъ же пр1емъ былъ вновь открыть и развитъ Габр1элемъ Крамеромъ („Intro
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§ 46. Приложен1я.

* • Линейныя уравнешя весьма часто применяются въ геометрш и 
естественныхъ наукахъ. Разсмотримъ сперва простой примеръ изъ химш, 
такъ называемый косвенны й ан ал и зъ . Обозначимъ черезъ А , В  и Р  три 
химическихъ элемента и черезъ А Р  и В Р  два химическихъ соединешя, 
въ которыхъ на каждый атомъ одного элемента приходится одинъ атомъ 
другого. Дана смесь соединешй А Р  и В Р , при чемъ известны:

1) общ.1й весъ g  смеси;

2) весъ q всего входящаго въ смесь вещества Р.
Требуется найти содержаипяся въ смеси весовыя количества соеди- 

нешй А Р  и ВР.

Обозначивъ искомыя количества соответственно черезъ х  и г, 
имеемъ одно уравнеше:

x + y = g '  (1)

Второе уравнеше можно составить, основываясь на законахъ теоре
тической химш. Если черезъ а, b я р обозначимъ соответственно атом
ные веса элементовъ А , В и Р, то молекулярный весъ соединешя А Р  
выразится числомъ а +  р, число же молекулъ въ я; весовыхъ единицахъ 
этого соединешя есть х/(а +  р)• Весь всехъ атомовъ элемента Р, содер
жащихся въ соединеши А Р , есть рх/(а +  р)\ въ соединенш же В Р  ве
совое количество того же элемента выразится черезъ ру/(Ь-\-р). Такъ 
какъ число q обозначаетъ весъ всего находящаяся въ смеси вещества Р, 
то мы можемъ составить второе уравнеше:

а + р ^ Ь + р  р ' j

duction a l’analyse des Iignes algebriques”, Gent, 1750). Укажемъ еще на следу юаня 
сочинешя: C auchy (Journ. de Tecole polytechnique, Cah. 17, Exercices de Mathema- 
tiques); J acob i, „De forniatione et proprietatibus determinantium"; Crelles Journal fur 
Mathematik, Bd. 22 (1841); эта работа, снабженная историческими примечашями 
П. Ш текеля (Р. Stackel), вышла также въ изданш О ствальда (Klassiker der 
exakten Wissenschaften). B altzer, „Theorie und Anwendung der Determinanten”, 
4. Aufl. (Leipzig, 1875). Терминъ вдетерминантъ“ („определитель”) введенъ былъ 
впервые Г ауссом ъ  въ его „Disquisitiones arithmeticae\ Коши употреблялъ также 
выражеше „fonction alternee” и „Resultante” (по Л апласу).

На русскомъ языке наиболее обстоятельнымъ сочинешемъ по теорш детер- 
минантовъ является сочинеше проф. В ащ ен к о-З ахар ч ен к о  „Teopin определи
телей и Teopin формъ” (Шевъ, 1877). Кроме того: проф. Я рош енко, „Teopin 
определителей" (Одесса, 1871).
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Изъ уравненШ (1) и (2) можно определить числа .V и у  (за исклю- 
чешемъ того случая, когда а =  Ь). Мы получимъ:

г = а + р  ор -  д ф  +  р) 
р  ' а ^ Ь

(3)
=  h + P . д ( а +  Р] -  я р .

р а — b

Изложенная задача имЪегь для химика важное практическое значе- 
Hie: часто случается, что не составляетъ большой трудности выделить 
изъ смеси элементъ Р  и количественно его определить, тогда какъ отдЪ- 
леже элементовъ А  и В  другъ отъ друга сопряжено съ несравненно 
большими затруднешями.

2. П р и м е р ы * ). Имеемъ, напримеръ, три грамма смеси хлористаго 
кал1'я и хлористаго HaTpia и найдено, что весъ хлора, содержащагося въ 
смеси, есть 1,7 грамма; числа а, Ь, р  обозначаютъ соответственно атом
ные веса кал!я, натр!я и хлора:

а =  39,1, Ъ =  23, р  =  35,4, 

а — Ъ =  16,1, и -|- р  =  74,5, Ь р  =  58,4, 

g =  3. q =  1,7.

Находимъ приближенно:

74,5.(3.35,4-1,7.58,4) 74,5. 6,9 0 .
х  35,4.16,1 “ 35,4.16,1

. _  58,4 . (1,7.74,5-3.35,4) 58,4.20,4 _  0 -
У  =  35,4.16,1 ~  35,4.16,1 ~  •

Иногда, вместо атомовъ, могутъ быть даны атомныя группы. На
примеръ, имеемъ два грамма смеси углекислаго кальшя (С а С 0 3) и угле- 
кислаго строншя (S rC 0 3), при чемъ углекислоты (С 0 2) во всей смеси 
находится 0,7 грамма. Въ формулахъ (3) тогда нужно положить:

S r O :  а  =  103,6, а  — b =  47,6,

С а О :  Ь =  56, а - р р — 147,6.

С 0 2 : р  =  44, Ъ + р =  ЮО,

g  =  2, q =  0,7. .

*) F r e s e n i u s .  Quantitative chemische Analyse, Bd. 11, S. 130. Braunschweig, 
1877 — 1887.



Изъ формулъ (3) получимъ приближенно:

х  =  1,3, у  =  0,7.

3. Изложенный пр1емъ неприм'Ьнимъ въ томъ случай, когда число 
вещестБъ, составляющихъ данную смесь, более двухъ. Въ этомъ можно 
убедиться сл'Ьдующимъ образомъ. Въ смеси соединешй А Р , р р  и £ р  
зам'Ьиимъ элементъ Р  другимъ элементомъ Р ' и получимъ смесь изъ 
соединешй А Р \  В Р ' и С Р '. Обозначимъ в^совыя количества обеихъ 
смесей соответственно черезъ g  и g \  а атомные веса элементовъ — че- 
резъ a, Ь, С, р , р веса вещества Р  въ первой смеси и вещества Р ' во 
второй обозначимъ черезъ q и qf. Числа X у> \  пусть означаютъ весовыя 
количества веществъ Л , В  и С, находяицяся въ каждой смеси. Имеемъ 
4 уравнешя:

a x  +  ~ b ^ y + c ^ g -

g+ i- * +  b± ly  +  С+Р' ,  = g> 
а +  b у  +  с 1 § '

р , р . р
а Х +  b y  +  =

р' . р' 1 р'
а х +  Ь у  +  =  ^

Изъ этихъ четырехъ уравнешй невозможно выбрать три таюя, ко- 
торыя были бы независимы другъ отъ друга. Изъ двухъ посл^днихъ 
уравнешй следуетъ, что q/p =  q ' / p такъ что эти два уравнешя сво
дятся къ одному лишь следующему:

_£ . X - L  =
а ■*" Ъ ^  с р '■* *

изъ двухъ же первыхъ .уравнешй при помощи послЪдняго получаемъ:

x + y  +  \  =  g - q = g ' - q ' -

Такимъ образомъ, мы имеемъ всего лишь два независимыхъ уравнешя; 
для определешя трехъ неизвЪстныхъ этого недостаточно.

4. Покажемъ теперь, какъ применяются линейныя уравнешя для 
изследовашя вопроса о разветвленш эл ектр и ч ескаго  тока  въ системе 
проволокъ. Мы предполагаемъ известными понятая о си л е  то к а  и о со- 
п р о т и в л е ш и  ц е п и ; заметимъ лишь, что сопротивление отрезка прово
локи можно и зм е р я т ь  его длиной, если на всемъ протяженш разсма- 
триваемой системы проволока сделана изъ одного и того же матер1ала и 
имеетъ одну и ту же толщину.
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Силу тока можно разсматривать, какъ количество электричества, 
протекающее за единицу времени черезъ поперечное сеч ете  цепи. Если 
въ какой-нибудь части цепи мы выберемъ одно направлеше за  положи
тельное, то сила тока въ зависимости отъ его направления выражается 
положительнымъ или отрицательнымъ числомъ.

РЪшимъ следующую задачу. Дана с е т ь  п р о в о л о к ъ ; въ нее вхо
дить въ опред'Ьленномъ мЪсгЬ токъ данной силы, который разветвляется 
по проволокамъ и входитъ изъ сети въ другой вполне определенной 
точке. С п р а ш и в а е т с я , к а к ъ  вел и ка  сила т о к а  въ каж д о й  части  
се ти ?

К и р х го ф ф ъ  установилъ два закона, которые даютъ возможность 
составить для реш етя  данной задачи достаточное число линейныхъ урав- 
нешй. Законы эти следуюице.

1. Если въ какой-либо точке сети (такъ называемой узловой точке) 
пересекаются несколько проволокъ (фиг. 4), въ которыхъ силы тока 
равны соответственно ц ,  г2, z8, . . .  (силу тока будемъ выражать поло
жительнымъ числомъ, если токъ направленъ въ проволоке къ узловой 
точке), то имеетъ место равенство:

h  +  Ч +  Ч +  гА +  * “  =  О-

2. Для каждой зам к н у то й  группы проволокъ 1, 2, 3, . . .  (фиг. 5), 
сопротивлешя которыхъ обозначены черезъ w t , W2, Щ , ••• ,  имеетъ 
место равенство:

Ц Щ  +  цги2 +  i3w3 Н-------- = 0 .

§ 46

3. Изложенными законами мы воспользуемся для разсмотрешя такъ 
называема го У и тсто н о ва  м о сти к а , который употребляется для измере- 
шя сопротивлешя. Существенную часть этого мостика составляетъ система 
проволокъ, схематически изображенная на фигуре 6.

Буквами а, Ъ, с и d обозначены узловыя точки. Черезъ точку а въ 
систему вводится токъ силы z, а черезъ точку с выходить токъ такой же 
силы. Въ отрезкахъ проволоки, отмеченныхъ цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 
силы тока выражаются соответственно числами z2, ц ,  z4, z5, a conpo-
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.тивлежя ~  числами гих , щ >  w b} zo,ly w b , при чемъ въ каждомъ отрезке 
проволоки положительное направление тока указано стрелкой.

Согласно съ первымъ закономъ, мы имеемъ для четырехъ узловыхъ 
точекъ сл%дующ1я четыре уравнешя:

* — h  +  h  — h  +  h  > 

h =  h h =  l4 h •

(4)

Система эта сводится лишь къ тремъ независимымъ уравнешямъ, такъ 
какъ изъ перваго ряда равенствъ слЪдуетъ, что ц — ц  =  г4 — ц .  Раз-

%г

сматривая контуры abd , bed и abed , мы въ силу второго закона можемъ 
составить соответственно следующая три уравнешя:

ЧЩ  =  гъЩ  -  ixWx,
(5)

l b W b =  l 2 U>2 —  l AW A.

Третье уравнение ixw x +  ЦЩ =  ЦиЧ +  представляетъ собою лишь 
следств1е первыхъ двухъ.

Изъ уравненШ (4) получимъ:

^4 ^  Ч) h ~  I Ч  > Ч “  Ч Ч *

Подставивъ эти значешя величинъ /4, /3 и /5 въ уравнения (5), найдемъ:

h (W i +  и)й +  щ )  -  u w b =  iw 3 ,

— i ,  w b +  г\ { u \  +  w 4 +  zos) =  щ 4;

отсюда можно определить величины г\ и ц .
Чаще всего одна изъ узловыхъ точекъ — напримеръ, d  — устана

вливается такимъ образомъ, чтобы сила тока гь оказалась равной нулю.
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Этотъ результатъ достигается съ помощью наблюдена весьма точно. 
В следсш е перемЪщешя узловой точки d  сопротивлешя гиъ и zu4 мЪняютъ 
свою величину. Такъ какъ гъ =  0, то изъ уравнешй (4) получимъ ра
венства: ц  = z 2 и 4  =  4 .  При помощи последнихъ двухъ равенствъ и 
уравнешй (5) найдемъ соответствующее этому случаю соотнохлеше:

w x : ги2 =  гиъ : w 4.

Эта формула применяется для вычислешя одной изъ величинъ w x,
Щ  > ^4 посредствомъ трехъ другихъ *).

*) K irchhoff. Poggendorffs Annalen, Bd. 72 (1847); W. A hrens, Mathema- 
tische Annalen, Bd. 49 (1897).



ГЛАВА VIII.

Квадратный уравнешя и мнимыя числа.

§ 47. Квадратныя уравнения.

1. Въ седьмой главе мы разсмотрели лишь таюя уравнешя, въ ко
торый неизвестный входятъ только въ первой степени, а произведешя 
неизвестныхъ вовсе не входятъ. Поэтому мы и назвали эти уравнешя 
уравнешями первой степени. Вследсше тЪхъ применешй, который эти 
уравнешя находятъ въ геометрш, ихъ называютъ еще линейны ми у р а в 
н еш ям и.

Обратимся теперь къ разсмотрешю такихъ уравненШ, который со- 
держатъ неизвестный не только въ первой степени, но и во второй; 
они называются уравнешями второй  степени, а также квадратны м и 
у р ав н еш я м и . Сперва мы займемся уравнениями этого типа, содержа
щими лишь одно неизвестное. Покажемъ, какъ решаются тамя уравнешя.

2. Квадратное уравнеше имеетъ следующую форму:

а х 2, +  Ьх +  с =  0. (1)

К оэф ф ици ен ты  а, Ь и с представляютъ собою данныя числа, а х  есть 
неизвестное число, для котораго нужно найти значеше, удовлетворяющее 
уравнению (1). Такое значеше неизвестнаго х  называется корн ем ъ  у р а в 
нен in. Не будемъ пока касаться вопроса, имеетъ ли вообще данное 
уравнеше корни и сколько оно имеетъ корней.

Коэффищентъ а мы условимся считать отличнымъ отъ нуля, потому 
что въ противномъ случае уравнеше (1) имело бы видъ Ьх  +  с =  0, 
т. е. представляло бы собою линейное уравнеше, котораго мы здесь уже 
не будемъ более разсматривать. Умноживъ все члены уравнешя (1) на про
извольная множителя g y мы получимъ новое уравнеше g a x2 +  g b x + gc =  0, 
которое удовлетворяется теми же значешями неизвестнаго х 9 что и урав
неше (1). Положивъ g  =  1 /а, мы упростили бы уравеше, та^ъ какъ ко- 
эффишентъ при неизвестномъ х % сделался бы равнымъ единице. Целе



17 2§ 47

сообразнее, однако, выбрать для множителя g  другое значеше, именно 
g  =  4 я. Мы получимъ тогда уравнеше:

4 а2х 2 +  4 a b x  +  4 ас — 0;

въ силу же тождества (2 а х  +  b)2 =  4 а2х 2 +  4 a b x  +  Ь2 мы можемъ пред
ставить последнее уравнеше въ виде:

(2 а х  +  b)2 — Ь2 +  4 ас =  0.

Для сокращешя введемъ обозначеше

Ь2 — 4 ас =  D, (2)

и тогда наше уравнеше приметъ слЪдующШ видъ:

(2 а х  +  Ъ)2 =  D.

Извлекая изъ обеихъ частей уравнешя квадратный корень, мы све- 
демъ наше квадратное уравнеше къ линейному

2а х  +  b =  V D-

Такъ какъ квадраты двухъ чиселъ, имЪющихъ одну и ту же абсо
лютную величину, но различные знаки, равны другъ другу, то мы полу
чимъ еще следующее уравнеше:

2 а х  +  b =  — V D .

Оба уравнешя ничемъ не отличаются другъ отъ друга, если D  =  0. 
Такъ какъ до сихъ поръ мы не знаемъ такихъ чиселъ, квадраты. кото- 
рыхъ суть отрицательный числа, то мы будемъ различать три случая:

1) D  есть число отрицательное; уравнеше не им^етъ ни одного 
корня.

2) D  =  0; уравнеше имЪетъ одинъ корень х  =  — &/2а.

3) D  есть положительное число; уравнеше имЪетъ два корня:

х л =

х 2 =

- b  +  V D  
2 а

- b - V D
2 а

(3)

Такимъ образомъ, отъ значешя числа D  зависитъ, будетъ ли ква
дратное уравнеше иметь одинъ корень, или два, или ни одного корня. 
Зам'Ьнимъ въ формуле (2) числа а, b и с соответственно числами ga, 
gb  и gc , где g  есть произвольное число, отличное отъ нуля; вместо 
числа D  мы теперь получимъ число g2D  съ темъ же знакомъ, что и
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число D ; вместе съ темъ будетъ иметь место тотъ же изъ трехъ слу- 
чаевъ 1, 2 или 3. Такимъ образомъ, квадратное уравнеше не опреде- 
ляетъ числа D , оставляя при немъ множителя, представляющего собой 
квадратъ произвольнаго числа; но выражеше а х 2 +  Ьх +  с вполне опре
дел яем  число D  1). Мы будемъ называть число D  д и скри м и н ан том ъ  
выражешя а х 2 +  Ьх +  с.

Введемъ новыя обозначения коэффищентовъ квадратнаго уравнешя 
(1), а именно: представимъ его въ следующей форме:

х 2 +  2 а х  +  b =  0. (4)

Для этого уравнешя D  =  4 (а2 — Ь)\ если D  >  0, уравнеше имЪетъ два 
корня:

х \  =  — а — V  а2— Ь,
* ,____  (5)

х» =  — а +  У а2— Ь.

§ 48. Мнимыя числа.

1. Для того, чтобы всякое квадратное уравнеше имело корни, при
ходится снова расш и ри ть  понят1е о ч и сл е. Мы вводимъ такъ назы
ваемый мнимыя числа. Введете этихъ чиселъ въ науку оказалось весьма 
плодотворнымъ; благодаря имъ почти все отрасли математики выигры- 
ваютъ въ полноте и законченности.

2. B e t разсмотрЪнныя нами до сихъ поръ числа, положительный и 
отрицательный, рацюнальныя и иррацюнальныя, мы будемъ называть в е 
щ ествен н ы м и  числам и.

Мы будемъ соединять вещественныя числа въ пары; каждую такую 
пару, составленную изъ вещественныхъ чиселъ а и Ь, мы будемъ обо
значать символомъ (ау /?). Эти числовыя символы мы будемъ называть 
мнимыми или ком плексны м и числами.

Основная мысль здесь та же, которой мы руководились выше, 
когда мы посредствомъ цЪлыхъ чиселъ устанавливали понят1е о дробяхъ; 
но правила дЪйствШ надъ новыми числами, которыя мы теперь вводимъ, *)

§ 4 8

*) Въ трехчлене ахг -\-Ъх-\-с коэффищенты имЪютъ вполне определенный 
значешя, которыми определяется дискриминантъ Ь% — А а с. Въ уравненш же

ах2-\-Ьх-\-с — 0
коэффищенты а, Ъ и с могутъ быть заменены пропорциональными имъ числами 
ga, gb, gc, вследств1е чего дискриминантъ, какъ указано въ тексте, прюбретаетъ 
множителя g2.
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совершенно ипыя. Въ установлении этихъ правилъ мы ничЪмъ не стеснены: 
къ этому мы и перейдемъ.

1) Два комплексныхъ числа а  =  (а, b) и а' =  (а \ Ь!) мы будемъ 
считать равны м и въ то м ъ  и т о л ь к о  въ т о м ъ  с л у ч а й , если а =  а' 
и b =  Ь' *).

2) Чтобы иметь возможность представить вещественное число, какъ 
частный случай комплексная, мы примемъ, что (а , 0) =  д 2). Отсюда 
сл-кдуетъ, что (0, 0) =  0.

3) С лож ен1е и вы читан1е определяется следующимъ образомъ:

(а, Ь) ±  {а \  b ') =  (а ±  а'у b ±  b'). (1)

Отсюда следуетъ, что со ч етател ь н ы й  и п е р е м е с т и т е л ь н ы й  з а 
коны  сложешя остаются справедливыми и для комплексныхъ чиселъ, что 
вычиташе есть действ1е, обратное сложен1ю, и что при b =  Ь' =  0 сло- 
жеше и вычитате комплексныхъ чиселъ приводятся соответственно къ 
темъ же действ1ямъ надъ вещественными числами 3).

*) Для комплексныхъ чиселъ не принято устанавливать понятШ „больше" и 
„меньше". Лишь въ очень редкихъ случаяхъ приходится пользоваться этими поня- 
т1ями и тогда ихъ можно определять различнымъ образомъ. Можно, напримеръ, 
условиться считать, что число ( а ,  Ь )  больше числа ( а \  V), если а  > а ’  или если а = а 1 

и Ь > У .

а) Это значитъ: подъ символомъ ( а ,  0) мы будемъ разуметь то же, что и 
подъ символомъ а.

3) Остановимся несколько подробнее на вопросе о введенш мнимыхъ чиселъ.
1НВъ § 18 дроби были 'определены, какъ символы вида — ; были установлены

услов1я равенства и неравенства ихъ и правила действШ надъ ними; было обнару
жено, что действ1я эти подчинены темъ же формальнымъ законамъ, что и действ1я 
надъ целыми числами.

Этого же пути авторъ, следуя Гамильтону, придерживается и здесь. Вво
дятся новые символы (а, Ъ), где а и b суть вещественный числа. Такимъ образомъ, 
получается комплексъ новыхъ символовъ, которые мы называемъ комплексными 
числами. Мы устанавливаемъ услов1я равенства и неравенства этихъ чиселъ и пра
вила дейсшй надъ ними, именно: подъ суммой двухъ мнимыхъ чиселъ (а, Ь) и 
( а \  Ь’) мы уславливаемся разуметь число ( а  а ' ,  Ь -f- &')• Тогда ясно, что законы 
сочетательный и переместительный остаются въ силе; действительно:

[ ( а ,  Ъ ) +  ( a ' ,  i 1)] +  ( а " ,  Ь " )  =  ((а +  а ' )  +  а " ,  ( Ь  +  V )  +  Ь " ) ,

( а ,  Ь ) +  [(<г>, Ь ')  +  (а " ,  Ъ " ) \  =  { а ~  ( а '  +  а " ) ,  Ъ +  ( V  + : Ь " ) )  •
И такъ какъ

(а +  а')в+  а "  =  а  +  (а ' +  а " ) ,  ( Ь  +  Ь ’ )  +  Ъп =  b  +  (b ' +  Ь " ) ,  
то

[ к  Ь) +  К  Ь')\ +  (а",' Ь") =  (а, Ь) +  [ (а', Ь') +  (а", Ь")].

Аналогичнымъ образомъ устанавливаются остальныя действия надъ комплекс
ными числами и доказывается, что они следуютъ темъ же формальнымъ законамъ, 
что и вещественныя числа.

/
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4) У м н ож еHie определяется равенствомъ

(a t b) (а \ V) = (аа' — b b аУ +  Ьа’). (2)

При Ь =  0 и У  =  0 дЬйсш е это сведется къ умножешю веще- 
ственныхъ чиселъ. Законы  сочетательн ы й и п ерем ести тельн ы й  
остаются б ъ  силе.

Возвышеше въ целую и положительную степень выполняется по- 
средствомъ умножешя, повтореннаго соответственное число разъ.

5) Д е л е н  ie разсматривается, какъ дейсш е, обратное умножешю.
Даны два комплексныхъ числа (а, Ъ) и (д', Ъ')\ требуется найти

третье число (х, у), удовлетворяющее равенству:

(а, Ъ) (х, у) =  (а', Ь'). (3)

Если такое число существуетъ, то оно представляетъ собою частное

W, Ь')1(а, Ъ).
Изъ равенствъ (2) и (3) и определешя 1) имеемъ:

ах — by =  а\
(4)bx +  ay = У.

Для нахождешя чиселъ х  и у  нужно решить два уравнешя первой 
степени по правиламъ, даннымъ въ § 43.

Определитель А этой системы равенъ сумме а2+/?2: онъ обращается 
въ нуль лишь въ томъ случае, когда числа а и b одновременно равны 
нулю, т. е. когда число (а, Ь) есть нуль. Поэтому мы исключимъ случай, 
когда делитель равенъ нулю, подобно тому, какъ мы это сделали при 
деленш вещественныхъ чиселъ.

Изъ уравнешй (4) получаемъ:

-  аа' +  bb' _ — afb +  abf 
~ а2 +  b2 У а2 +  Ь2

(5)

. Такимъ образомъ, делеше однозначно определяется следующей фор
мулой :

(а \ Ъ') _  / аа! +  bb' аУ — а'Ь\  #
(д, b) ~~ \  а2 +  У2 а2 +  Ь2 /

Делеше вещественныхъ чиселъ содержится здесь, какъ частный случай.
Установленный такимъ образомъ определешя четырехъ действШ надъ 

комплексными числами вполне согласованы съ поштями о соответству- 
ющихъ действ^яхъ надъ вещественными числами; мало того, теоремы, 
выведенный нами, какъ следствия изъ определенШ, относящихся къ дей-
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сш ям ъ надъ вещественными числами, остаются справедливыми и для 
комплексныхъ чиселъ.

3. Изъ данныхъ опредЪлешй вытекаетъ предложеше:

П рои  з в е д е ш е  н 'Ь скольки хъ  к о м п л ек с н ы х ъ  ч и с е л ъ  о б р а 
щ ается  въ нуль въ  то м ъ  и т о л ь к о  въ то м ъ  с л у ч а й , если, по 
кр ай н ей  мЪрЪ, од и н ъ  и зъ  сом н ож и телей  р а в е н ъ  н у л ю .

Теорему нужно доказать только для случая двухъ сомножителей; 
повторно примЪняя этотъ частный случай, мы легко докажемъ тогда 
предложение для любого числа сомножителей. Если мы примемъ, что въ 
равенств^ (3) произведете равно нулю, то а' =  0 и V  =  0. Но тогда 
изъ уравнешй (4) слЪдуетъ, что х  =  0 и у  =  0, если только оба коэф- 
фищента а и Ъ не обращаются одновременно въ нуль. Такимъ образомъ, 
либо (а, b) =  0 , либо (х, у) =  0 ,  что и требовалось доказать.

4. Исходя изъ основныхъ опредТленШ, можно получить для ком
плексныхъ чиселъ весьма простыя обозначешя.

Согласно опред'Ьлешямъ 3), 2) и 4) имЪемъ последовательно:

(а, Ь) =  {а, 0) +  (0, Ь), (7)
или

(а, Ь) =  а +  b (0, 1). (8)

Такимъ образомъ, любое комплексное число можетъ быть представлено, 
посредствомъ вещественныхъ множителей и одного лишь мнимаго числа 
(0, 1). Лля сокрашешя вводятъ обозначешя

( 0 ,1 )  =  и  ( - 1  ) /  =  - *  (9)

и называютъ число г мнимой е д и н и ц е й . Изъ равенства (8) получимъ:

((й, Ь) =  а +  Ы. (10)

Благодаря этому, мы можемъ оставить обозначеше (а, Ъ), которымъ мы 
временно пользовались; число а  называется в е щ е с т в е н н о й  ч астью , 
Ы  или гЬ — м нимой частью  комплекснаго числа а +  bi- М ним ая ч асть  
н азы в ается  п о л о ж и т ел ь н о й  или о т р и ц а т е л ь н о й  въ зависимости 
отъ того, будетъ ли число b положительнымъ или отрицательными Мни
мое число, вещественная часть котораго равна нулю, т. е. число Ы\ на
зывается ч и сто  м ним ы м ъ. Числа а - \ - Ы  и а — Ы> въ которыхъ веще
ственный части одинаковы, а мнимыя отличаются лишь знаками, назы
ваю тся со п р яж ен н ы м и  мнимыми чи слам и .

Подставивъ въ формулу (2) а — а' =  0, Ь = Ь '= - 1-1 или — 1, получимъ:

§ 48

1. ( П )
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Поэтому число i  называется еще корнемъ квадратнымъ изъ — 1, т. е.

I =  У  — 1. (12)

Такимъ образомъ, въ области мнимыхъ чиселъ существуютъ и ташя 
числа, к в а д р а ты  к о то р ы х ъ  п р ед ставл яю тъ  собой  отрицательны й 
чи сла; сообразно этому, въ области мнимыхъ чиселъ корни квадратнаго 
уравнения х х и х 2 (§ 47, (3)) имЪютъ определенный значешя и въ случай 
отрицательнаго дискриминанта.

5. Изъ сказаннаго выводимъ следу юнця формулы для сложешя вы- 
читашя, умножешя и дйлешя мнимыхъ чиселъ:

(а +  Ы) ±  (а' +  b 'i)  =  {а ±  а') +  г(Ь ±  Ь'),
(а +  Ы) (<а' +  b'i)  =  аа' — bb' +  г (ab' +  ba')> (13)

а' + b'i_йй' -Ь bb' -f- 1  (ah' — bo!)
а - \ - Ы  а2 +  b2

Эти формулы содержатся въ общихъ правилахъ действШ надъ алгебраи
ческими дробями 4).

6. Изъ приведенныхъ формулъ слйдуетъ, что результатъ вычислешй 
надъ мнимыми числами всегда можно представить въ виде выражешя 
А  +  B i,  где А  и В  обозначаютъ вещественный числа. Если при вычи- 
слешяхъ замйнимъ каж дое число сопряженнымъ ему числомъ, то въ 
результате получится число А  — B i ,  сопряженное съ результатомъ, по- 
лученнымъ раньше. Отсюда слйдуетъ, что р авен ство , со д ер ж ащ ее  
мнимы я числа, не наруш ится, если зам ен и ть  въ о б й и х ъ  частяхъ  
его  число г числом ъ — г.

§ 49. Извлечете квадратнаго корня изъ мнимыхъ чиселъ.

1. Мы показали уже, какъ выполняются въ области комплексныхъ 
чиселъ такъ называемый р а ц 10нальныя дййсш я, т. е. сложеше, вычи- 
тан!е, умножеше и дйлензе. Такимъ образомъ, изложенная выше теор1я 
л и н ей н ы х ъ  у р ав н еш й  остается справедливой и для комплексныхъ чи
селъ. Чтобы развить для этихъ чиселъ также Teopiio квадратныхъ урав-

§ 49

4) Это значитъ: дййств1я совершаются здесь по тймъ же правиламъ, по кб- 
торымъ они производятся надъ буквенными выражешями, и въ результате г2 за
меняется черезъ —1. Въ частности, правая часть последняго изъ равенствъ (13) 
можетъ быть получена изъ левой, если мы числителя и знаменателя умножимъ 
на а — Ы, затемъ выполнимъ действ1я въ числителе и знаменателе, какъ надъ 
буквенными выражешями, и въ результате заменимъ i2 черезъ —1.

В е б е р ъ . Энцпклогг. элемент, алгебры. 12
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нешй, мы должны предварительно установить понят1е о корне квадрат- 
номъ изъ комплекснаго числа. Итакъ, мы ставимъ следующий вопросъ.

Дано комплексное число а +  bi\  найти другое комплексное число 
х - \ - y i ,  квадратъ котораго равенъ числу а +  Ы .  Иными словами, если 
число х -\-yi удовлетворяетъ уравнешю

a +  b i  =  ( x + j y i ) 2f (1)

то мы называемъ это число корнемъ квадратнымъ изъ числа a - \ - b i  и 
обозначаемъ его символомъ

* + y i  =  У а +  Ы.

Въ правой части уравнешя (1) выполнимъ д ей сш е ; согласно опре- 
делешю равенства комплексныхъ чиселъ, уравнеше (1) равносильно си
стеме двухъ уравнешй:

X2 _ у 2  _  д ,

2 ху  =  Ь. ( 2)

Итакъ, намъ нужно определить неизвестный х  и у  изъ двухъ 
уравнешй, степени которыхъ выше первой. Получивъ изъ второго урав-w 
нешя для неизвестнаго у  выражеше Ь/2х ,  мы под ставимъ его въ первое 
уравнеше. Получимъ уравнеше, содержащее одно лишь неизвестное х:

х 2
Ъ2

4 * 2 а ’
или

4х4 —.4 ах2 — Ь2 = 0.

Хотя это уравнеше ч етв е р то й  с т еп е н и , но, благодаря своей спещаль- 
ной форме, оно можетъ быть легко решено: оно превращается въ квад
ратное уравнеше, если за неизвестное примемъ не число х , но число х 2. 
Решая уравнеше относительно х 2, мы получимъ по формуламъ (3) § 47-го:

а — Уйг + Ь2 „ а + У а2 +  Ьг 
х '  -  2 ’ х* -  2

Заметимъ, что х  должно быть вещественнымъ числомъ, такъ что х 2 

есть положительное число. Такъ какъ а2 <  а2 +  Ъ2, то а <  У  а2 +  Ь2, 

* a - V ¥ + T 2 <  0; поэтому для неизвестнаго х 2 мы можемъ взять 
лишь второй -корень. Такимъ образомъ для неизвестнаго х  мы получимъ 
д ва  зн а ч е ш я : одно п о л о ж и т е л ь н о е , а другое о т р и ц а т е л ь н о е :

4- а +  У а* +  Ь2X =
2

(3)
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Число х  обращается въ нуль только въ томъ случай, когда 

b =  0 и а есть отрицательное число (потому что тогда - \~ У а 2 =  — а, 
такъ ч т о  а +  У  а2 =  0). Въ этомъ частномъ случай значеше неизвйст- 
наго у  опредйляется непосредственно первымъ изъ уравненШ (2):

у  =  ±  У — а.

Если же число х  отлично отъ нуля, то, подставивъ его значеше 
во второе уравнеше системы (2), получимъ ли н ей н ое у р ав н еш е  отно
сительно неизвйстнаго у . Каждому значешю неизвйстнаго х  соотвйт- 
ствуетъ одно лишь значеше неизвЪстнаго у \  при Ъ >  0 значешя обоихъ 
неизвйстныхъ имйютъ одинаковые знаки, при b <  0 — различные.

2. Тотъ же результатъ можно получить слйдующимъ, болйе изящ- 
нымъ способомъ.

Возвышая обй части каждаго изъ уравненШ системы (2) въ 
квадратъ, получимъ:
V; х 4 - \-у4 — 2х 2у 2 =  а2,

4 х*у2 =  Ъ2\

складывая почленно полученныя уравнешя и замечая, что х 4 +  v4 -\-
+  2 х 2у 2 =  (х 2 +JV2)2, найдемъ:

я* +  у* =  + У а *  +  Р ;

прибавляя къ этому уравнешю и вычитывая изъ него почленно первое 
изъ уравненШ системы (2), мы получимъ:

а +  V ^ + ¥  _л_ - а  +  У^Т¥ .
х  ~  2 ’  у  ~  2

каковы бы ни были значешя вещественныхъ чиселъ а и Ь, полученныя 
выражения неизвйстныхъ х 2 и у 2 имйютъ положительныя значешя, такъ 

какъ +  У Я2 +  Ь2 >  а . Такимъ образомъ, для неизвйстныхъ х  и у  най
демъ по два рйшешя:

х  =  ±
/

а +  У  а2 +  I)2 (4 )

Комбинируя полученныя рйшешя, мы получимъ четыре пары значений 
неизвйстныхъ х  и у :  двй пары съ одинаковыми знаками и двй съ про
тивоположными. Изъ этихъ четырехъ комбинацШ допустимы либо только 
первыя двй, если Ъ есть число ^положительное, — либо же только вторыя 
двй, если Ъ есть число отрицательное.

12*
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Такимъ образомъ оказывается, что квадратный корень изъ ком
плексна™ числа имеетъ два значешя, различаюицяся лишь знаками, т. е. 

символъ У  а +  b i  д в у з н а ч е н ъ . Подъ нимъ разум^ютъ либо безраз
лично которое-нибудь изъ двухъ значешй квадратнаго корня, либо же 
одно определенное; въ последнемъ случае должно быть огозорено, о ко- 
торомъ изъ двухъ корней идетъ речь: напримеръ, двузначность можетъ 
быть устранена требовашемъ, чтобы вещественная часть корня, т. е. 
число х ,  была положительнымъ числомъ.

Теор1я корней высшихъ степеней изъ комплексныхъ чиселъ, а 
также логариемовъ комплексныхъ чиселъ и степеней съ комплексными 
показателями, будетъ изложена ниже.

§ 50. Ф ун кцш  в то р о й  степени.

1. После тото, какъ введены комплексный числа, становится всегда 
возможнымъ решить уравнеше второй степени независимо отъ того, бу
детъ ли дискриминантъ величина положительная или отрицательная; мы 
можемъ решить уравнеше 2-ой степени даже въ томъ случае, когда 
коэффишенты его и дискриминантъ суть числа комплексный. Мы всегда 
получимъ два ко р н я  за исключешемъ того случая, когда дискриминантъ 
обращается въ нуль; въ последнемъ случае уравнеше имеетъ всего- 
одинъ корень.

Выражеше
а х 2 +  Ъх +  с,

въ которомъ число я; имеетъ произвольное значеше, называется ф у н к 
цией в то р о й  степ ен и  отъ х . Мы будемъ обозначать это выражеше 
символомъ /(яг), где б у к в а /  для краткости заменяетъ слово „function 
Числа я, b н с называются коэф ф и ц 1ен там и  функцш, а число х  — ея 
а р г у м е н т о м ъ . Эта функщя обращается въ нуль лишь въ томъ случае, 
когда аргументъ я; получаетъ одно изъ двухъ значешй х х и х 2 (§ 47, (3)), 
а именно:

- b - V D  - b +  V D
2а ’ 2 а (D  =  У1 — 4 ас).

Изъ этихъ выраженШ легко найдемъ:

Ъ V D
* 1  +  Хг =  -  —  > Xi -  х 2 = ---------—  >

Ь2 ■ 1) t  с 
х ' %2 ~  4 а2 -  а ’
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а отсюда получимъ:

следовательно

f ix)  =  а {х — х\) (х — хг). О )

Полученный результатъ выражается следующимъ образомъ:

Ф ункция в то р о й  степени м ож етъ быть п р ед ставл ен а  въ в и 
д е  п р о и зв е д е ш я  одн ого  численнаго множ ителя а на д ву х ъ  м но
ж и тел ей  п ер в о й  степ ени : х  — х х и х  — х 2.

Изъ выражешя (1) легко усмотреть, что f  (х) обращается въ нуль 
при х =  х г или х  =  х 2. Однако, равенство (1) справедливо при всехъ 
значешяхъ аргумента х , и поэтому оно называется то ж д еств о м ъ . Числа 
х г и х 2, который мы назвали корнями уравнешя / (я) =  0, называютъ 
также корн ям и  ф у н к ц ш  f  (х).

2. Чтобы найти разложеше (1), нужно знать корни квадратнаго 
уравнешя f  (х) =  0; предложеше о возможности такого разложешя по 
существу тождественно съ предложешемъ, доказаннымъ раньше, что вся
кое квадратное уравнеше имеетъ два корня. Однако, первое предложеше 
(о разложенш функцш) имеетъ то преимущество предъ последнимъ, что 
не допускаетъ исключешя для случая, когда дискриминантъ обращается 
въ нуль. Действительно, въ этомъ случае оба линейныхъ множителя вы
ражешя (1) тождественны, такъ что мы получаемъ:

т. е. при D =  0 функщя второй степени обращается въ к в а д р а тъ  ли
н ей н ой  ф у н к ц ш .

Чтобы вполне согласовать оба предложешя, говорятъ, что въ  том ъ  
с л у ч а е , ко гд а  ди скри м и н ан тъ  у р ав н еш я  о б р ащ ается  въ н у л ь , 
оба  ко р н я  его , ко то р ы е вообщ е отличны  оди н ъ  о тъ  д р у го г о , 
д ел а ю тс я  равны м и; число хх называется тогда двойны м ъ к о р н е м ъ .

3. Примемъ коэффищентъ а равнымъ 1; тогда квадратная функщя 
приметъ следующШ видъ:

f(x) = а ( х~  xt)*

f{x) = xi +  bx +  с; (2)

вместе съ темъ имеемъ:

хх +  х% =  — Ъ, ххх2 =  с, {хх — х2)2 = D.
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Такимъ образомъ, если  к о э ф ф и ш е н т ъ  при х 2 р а в е н ъ  е д и н и ц е , 
то  к о э ф ф и ц 1е н т ъ  при х  п р е д с т а в л я е т ъ  сум м у к о р н ей , в зя ту ю  съ  
о б р ат н ы м ъ  з н а к о м ь ; ч лен ъ  ж е , не с о д е р ж а н и й  х ,  р а в е н ъ  п р о 
и з в е д е н ^  к о р н е й , а д и с к р и м и н а н т ъ  — к в а д р а т у  и х ъ  р а з н о с т и .

Отсюда непосредственно сл'Ьдуетъ, что равенство х х — х 2 есть 
ycnoeie, необходимое й достаточное для того, чтобы дискриминантъ D  
обратился въ нуль.

4. Изъ сказаннаго сл'Ьдуетъ, что задача о нахожденш двухъ неиз- 
вестныхъ чиселъ, когда даны ихъ сумма и произведете, сводится къ 
рЪшенш н^котораго к в а д р а тн а го  у равн ен 1я . Если х  и у  обозначаютъ 
неизвестный числа и дано, что

х + у  =  а, 

х у  =  Ь,
(3)

то числа х  и у  представляютъ собою корни квадратнаго уравнешя

t  -  а ^  +  Ь =  0;

значеше неизвестнаго х  можетъ быть представлено любымъ изъ двухъ 
корней этого уравнешя, при чемъ другой корень дастъ значеше неиз
вестнаго у , такъ что предложенная задача решается однозначно. Урав
нешя (3) могутъ быть решены и непосредственно. Для этого обе части 
перваго уравнешя возводимъ въ квадратъ, а обе части второго умножаемъ 
на четыре и вычитываемъ почленно изъ перваго уравнешя. Мы получимъ:

(х  -У у ) 2 — 4 х у  =  а2 - -  46,
или

( х  — у )2 =  а2 — 4 Ъ.
Отсюда

х  — у  =  V а2 — 4 Ь;
следовательно,

2 х  =  а +  У  а2 — 4 Ьу 2у  =  а — У  а2 —  4 Ъ-

Если мы возьмемъ квадратный корень со знакомь минусъ, то неизве
стный х  и у  поменяются своими значешями.

Если даны р а зн о с т ь  и п р о и з в е л eHie неизвестныхъ, т. е. если

#  — у  — а, х у  =  Ь, 

то, подобно предыдущему, найдемъ:

(х  — у ) 2 +  4 х у  =  а2 +  46,
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или
(х  + у ) 2 =  а2 +  4 Ъ.

Отсюда

х  + у  =  У  а2 +  46 ;

следовательно,

2 х  =  а +  Vet2 +  4 Ьу 2у  =  — а +  У  а2 +  46.

Если мы возьмемъ выражеше ] / а 2+ 4 б  со знакомъ мииусъ, то неиз
вестное х  приметъ значеше, которое раньше имело неизвестное — у ,  а 
неизвестное у  получитъ значеше, которое имело неизвестное — х . Та- 
кимъ образомъ, эта задача допускаетъ два различныхъ решешя.

5. Когда коэффищенты квадратнаго уравнешя суть числа веще
ственный, то корни его все-таки могутъ быть комплексными числами; 
это бываетъ, когда дискриминантъ уравнешя представляетъ собою отри
цательное число. Такъ какъ У~В въ этомъ случае есть чисто мнимое 
число, то, представивъ одинъ корень въ виде а  +  /?/, где а  и @ суть 
вещественный числа, мы получимъ для другого корня значеше а  —- pi.

Итакъ, если квад р атн о е  уравнен1е съ вещ ественны м и ко-I
эф ф и ш е н та м и  и м еетъ  оди н ъ  ком плексны й ко р ен ь , то второй  
его  к о р ен ь  есть  такж е число ком п лексн ое, со п р яж ен н о е  съ пер- 
вы мъ к о р н ем ъ .

Если же некоторыми коэффициентами квадратнаго уравнешя слу- 
жатъ мнимыя числа, то корни этого уравнешя могутъ быть, хотя и ком
плексными, но не сопряженными числами; оно и очевидно, такъ какъ мы 
можемъ составить функщю второй степени (х  — а) (х  — /?), корнями ко
торой служатъ произвольный два числа а и (J.

§ 51. Геометрическое изображеше комплексныхъ чиселъ.

1. Мы видели, что совокупность всехъ вещественныхъ чиселъ можно 
представить геометрически посредствомъ точекъ прямой линш; равнымъ 
образомъ и комплексный числа могутъ быть изображены точками дву- 
мернаго пространства, — напримеръ, плоскости.

Вообразимъ себе плоскость и на ней две взаимно перпендикуляр
ный прямыя; последшя называются коорди н атн ы м и  осям и: одну изъ 
нихъ называютъ осью  д;-овъ, другую — осью jy-овъ. Точку пересечешя 
обеихъ осей мы будемъ называть точкой  нуля или н ачалом ъ  к о о р -  
д и н а т ъ  и будемъ ее разематривать, какъ изображеше числа нуль.

Считая отъ начала координатъ, мы будемъ на обеихъ осяхъ про
извольно различать две стороны: положительную и отрицательную. Со
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гласимся разъ навсегда считать ось лг-овъ направленной съ запада на 
востокъ, а ось jy-овъ — съ юга на сЪверъ; восточную половин}' первой 
оси и северную половину второй мы будемъ называть положительными 
(нужно представить себе географическую карту).

Каждая ось делить плоскость на две полуплоскости: изъ нихъ п о 
ложительной п о л у п л о с к о с ть ю  иазываютъ ту, которая содержитъ по
ложительную половину другой оси; вторая полуплоскость называется 
о т р и ц а т е л ь н о й .

Выберемъ еще некоторую единицу длины (остановимся, напримЪръ, 
на сантиметре); на координатныхъ осяхъ отложимъ, считан оть начала, 
два числа х  и у  въ виде двухъ отрезковъ, направлешя которыхъ возь- 
мемъ въ зависимости отъ знаковъ чиселъ х  и у .

Изъ концовъ отложенныхъ отрезковъ возставимъ къ обЪимъ осямъ 
перпендикуляры, которые пересекутся въ определенной точке % нашей 
плоскости. Отрезки х  и у  называются к о о р 
ди н атам и  точки отрезокъ х  называется 
ея аб сц и ссо й , отрезокъ у  — о р д и н а т о й .

Четыре квадранта нашей плоскости раз
личаются знаками координатъ х  и у  (фиг. 7):

1- Й квадрантъ: х  имеетъ положительное 
значеше, у  также имеетъ положительное зна
чеше ;

2- й квадрантъ: х  имеетъ отрицательное 
значеше, у  имеетъ положительное значеше;

3- й квадрантъ: х  имеетъ отрицательное 
значеше, у  имеетъ отрицательное значеше;

4- й квадрантъ: х  имеетъ положительное значеше, у  имеетъ отри
цательное значеше.

Точку ^ разсматриваютъ, какъ и зо б р аж ен 1 е  м ни м аго  числа

% = x + y i .  (1)

Т аки м ъ  о б р а з о м ъ , каж д о й  т о ч к е  п л о с к о с т и  с о о т в е т с т в у е т ъ  
о д н о  м ним ое чи сло  и, н а о б о р о т ъ , к а ж д о е  м ни м ое чи сло  и з о б р а 
ж ается  О Д Н О Й  и Т О Л Ь К О ' О Д Н О Й  т о ч к о й  п л о с к о с т и .

Выше мы видели, что вещественный числа могутъ быть изобра
жены на прямой лиши какъ въ виде точекъ, такъ и въ виде отрезковъ, 
при чемъ положительнымъ числамъ соответствую т отрезки, направлен
ные въ одну сторону, — напримеръ, вправо, а отрицательнымъ числамъ — 
отрезки, направленные въ противоположную сторону. Подобнымъ же 
образомъ комплексный числа можно наглядно представить въ виде о т 
р е з к о в ъ  определенной величины и определеннаго направлешя, при чемъ 
приходится различать не два только направлешя, но все возможный на-

§ 51

+  У
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Ф ях\  7.
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правлешя въ плоскости. На фигура 8 о т р е зо к ъ  0;?, имеющШ н ап р авл е- 
Hie, указанное стрелкой, является изображешемъ комплекснаго числа г.

В е сь м а  целесообразнымъ является назваше, предложенное В ейер- 
ш тр асо м ъ  (Weierstrass); именно, длина отрезка 0  ̂ =  г, независимо отъ 
его направлешя, называется абсолю тн ой  ве
ли чи н ой  ь) комплекснаго числа Численное 
значеше этой величины выражается формулой

г = V ^ + f ’ (2) '

это легко усмотреть изъ прямоугольнаго тре
угольника, въ которомъ координаты х  и у  
служатъ катетами, а отрезокъ г —гипотенузой.

Направлеше отрезка 0^ определяется 
угломъ, который онъ образуетъ съ какимъ- 
нибудь напередъ установленнымъ направлешемъ, — напримеръ, съ поло
жительной осью ят-овъ.

Угломъ этимъ измеряется поворотъ, который долженъ совершить 
отрезокъ, чтобы отъ направлешя положителЫ-юй оси х-овъ  перейти въ 
положеше 0^; мы будемъ считать вращеше положительнымъ, если оно 
направлено отъ положительной оси дг-овъ къ положительной оси у-окъ  
(т. е. противъ направлешя часовой стрелки: съ востока черезъ северъ 
къ западу и югу).

Въ техъ случаяхъ, когда разсматривается не самое вращеше от
резка О?, а лишь его положеше, последнее всегда определяется одно
значно угломъ, взятымъ въ интервале, содержащемъ 360°, —  напримеръ, 
отъ 0° до 360° или отъ — 180° до +  180°.

Этотъ уголъ мы будемъ называть ф азой  6) комплекснаго числа £  
Къ одному и тому же положешю отрезка 0^, а, стало быть, къ одной 
и той  же ф а з е , приводитъ любое изъ безчисленнаго множества вра- 
rneHift, отличающихся другъ отъ друга на целое, (положительное или 
отрицательное) число окружностей.

Вместо градуснаго измерешя угловъ часто употребляется ихъ ду
говое измереше (§ 31). Тогда уголъ въ 180° выражается числомъ яг, а 
полный оборотъ —  числомъ 2 яг; при этомъ подъ фазой подразумевается 
уголъ, находящейся въ пределахъ огь 0 до 2 яг или въ пределахъ отъ 
— JV до —J- яг.

2. Целесообразность геометрическаго изображешя комплексныхъ 
чиселъ при помощи отрезковъ определенная направлешя особенно про- 5

§ 51

5) Часто абсолютную величину комплекснаго числа называютъ его модулемъ 
G) Гораздо употребительнее терминъ „аргументъ комплекснаго числа*.
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является въ той наглядности, которую при этомъ получаютъ сложеше 
и вычиташе.

Согласно опредЪлешю, которое дано въ п. 5 § 48-го, сумма двухъ 
комплексныхъ чиселъ

% ■= X +  VI, — Хх +  ) \  I

представится такъ:

^  +  л- +  i { y , +  у ) .

Такимъ образомъ, полученная сумма изобразится точкой, координаты 
которой равны х \  +  х  и y t + y \  точка эта, какъ видно изъ фиг. 9, есть 
четвертая вершина параллелограмма, тремя другими вершинами котораго

Ф и г 10.

служатъ точки 0, ^ и ^ ; при этомъ точка ^  ^ и начало координатъ'
составляютъ концы одной и той же д1агонали разсматриваемаго парал
лелограмма.

Подобнымъ же образомъ и разность ^ — % представляется четвертой 
вершиной параллелограмма, въ которой остальными вершинами служатъ 
точки 0, £  но при этомъ вершина ^  ^  противолежитъ вершине £

Изъ построения следуетъ, что положеше точки Х\ +  ^ определится, 
если отложить отрезокъ ^  въ соответствующемъ ему направленш, на
чиная отъ к о н ц а  о т р е з к а  % (фиг. 10); такое же построеше приходится 
повторять при нахожденш суммы какого угодно числа слагаемыхъ

+  —

При этомъ получится ломанная лишя съ вершинами ^ ^ +  {2

и т. д., которая составлена изъ отрезковъ, имеющихъ каждый длину и 
направлеше, соответствуюиця отрезкамъ ^1} и т. д. Конечная вершина 
этой ломанной и представить собою искомую сумму.

Если при сложенш мы переставимъ некоторый слагаемыя, то въ 
результате мы получимъ д р у гу ю  ломанную лишю, но съ той же ко-
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нечной вершиной; въ этомъ обстоятельстве сказывается переместительный 
законъ сложешя (фиг. 11).

Вычиташе какого-нибудь отрезка можно заменить прибавлешемъ 
отрезка, имеющаго противоположное направлеше. Такимъ образомъ, мы 
можемъ построить разность ^  если отъ конца отрезка ^  отложимъ 
отрезокъ ^ въ направленш, противопо-
ложномъ тому, которбе онъ въ дей- z 'r J~------------ i*2*У’е*
ствительности имеетъ. // •*

3. Чтобы выразить комплексное /  f z z+^
число при помощи его фазы и абсо-. \г
лютной величины, пользуются тригоно- '
метрическими функщями s in #  и cos# . ~ ..............
Геометрическая TeopiH этихъ функщй фпг. ц.
обстоятельно изложена во второмъ томе
этого сочинешя; простейшая свойства этихъ функщй мы здесь предпо- 
лагаемъ известными.

Припомнимъ, что въ прямоугольномъ треугольнике съ острымъ 
угломъ #  отношение катета, лежащаго противъ этого угла, къ гипотенузе 
называется синусомъ угла # , а отношеше катета, прилежащаго къ углу 
# , къ гипотенузе —  косинусомъ этого угла; функщй эти обозначаются 
символами s in #  и co s# . Между этими двумя функщями имеютъ место 
следуюищя соотношения;

sin2#  +  cos2#  — 1.

Для угловъ, болыиихъ прямого, названныя функщй определяются 
следующими равенствами:

Такимъ образомъ, во всехъ четырехъ квадрантахъ функщй co s#  и s in #  
имеютъ соответственно таме же знаки, какъ координаты х  н у  (въ п. 1). 
Кроме того, имеемъ еще:

sin(*r — # )  =  sin#, cos(^  — # )  =  — cos# 

sin(#  +  л )  =  — sin#, cos(#  +  ft)  =  — cos#.

s in ( # - f - 2 я )  =  sin#, cos (#  +  2 j i ) =  cos#, 

s in (— #) =  — sin#, cos(— # ) =  cos#;

поэтому все вращешя, которыя приводятъ къ одной и той же фазе, про- 
изводятъ углы, имеюнце одинъ и тотъ же синусъ и одинъ и тотъ же 
косинусъ.
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Мы будемъ еще пользоваться ф о р м у л ам и  слож еьп я: 

co s(#  +  # ,)  =  co s#  cos# , — s in #  s in # ,, 

s in (# H -# ,)  =  s in #  cos# , +  co s#  s in # ,, 

co s(#  — # , )  =  c o s # c o s # , +  s in # s in # ,,  

sin (#  — # ,)  =  s in #  cos# , — co s#  sin # ,.

ЗамЪтимъ также формулу, которая выражаетъ соотношеше между 
сторонами треугольника а, b и с и косинусомъ одного изъ угловъ тре
угольника:

а2 — Ь2 +  с2 — 2bc cos а,

где черезъ а  обозначенъ уголъ, лежапцй противъ стороны а .

4. Разсмотримъ теперь прямоугольный треугольникъ, изображенный 
на фигуре 7, съ гипотенузой г  и катетами х  и у .  ИмЪемъ:

а, следовательно,
х  =  г cos# , у  — г  sin# , 

^ =  г (cos#  +  i sin#).

Эта формула остается справедливой независимо отъ того, въ #оторомъ 
изъ четырехъ квадрантовъ находится точка Формула эта сохраняетъ

смыслъ и тогда, если черезъ &  обозначимъ 
не фазу, но уголъ, описываемый любымъ изъ 
вращешй, приводящихъ къ точке ^ 7).

5. Обозначимъ черезъ % и два ком- 
плексныхъ числа, который имеютъ абсолют
ный величины соответственно г и г , и фазы 
#  и # , .  Абсолютную величину суммы ^ ^
назовемъ черезъ R  (фиг. 12). Изъ треуголь

ника со сторонами R , г и г , ,  где между сторонами г и г , заключенъ 
уголъ яг — (# , — # ) , имеемъ:

R 2 =  г 2 +  г2 +  2 /у, cos (# , — # ) :

это соотношеше можетъ быть выражено двояко следующимъ образомъ: 

R 2 =  (г, +  г)2 — 2 r r ,  [1 — co s(# , — # )],

R 2 =  .(г, — г)2 +  2 r r ,  [1 +  cos(# , — # )] .

Такъ какъ косинусъ любого угла по своей абсолютной величине не пре- 
вышаетъ единицы, то множители 1 — cos (# , — # )  и 1 -(- cos (# , — # )

7) Эготъ уголъ можетъ, следовательно, отличаться отъ #  на 2kjv, где це
лое число.
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никогда не бываютъ отрицательными; следовательно, R 2 меньше, чЪмъ 
(г, +  г)2, и больше, чЪмъ (г, — г)2. Отсюда сл^дуетъ предложеше:

А б со л ю тн ая  величина суммы никогда не превы ш аетъ  суммы 
а б с о л ю т н ы х ъ  вел и ч и н ъ  слагаем ы хъ и никогда не бы ваетъ  м ень
ше ихъ  р азн о сти .

Въ этомъ нельзя не усмотреть выражешя известной геометрической 
теоремы: во всякомъ треугольнике одна сторона меньше суммы двухъ 
другихъ сторонъ и больше ихъ разности.

Абсолютная величина суммы равна сумме абсолютныхъ величинъ 
слагаемыхъ лишь въ томъ случай, когда она равна разности
посл%днихъ, когда уголъ — & равенъ двумъ прямымъ. Въ обоихъ 
этихъ случаяхъ отношеше =  +  r / r t , следовательно, есть число ве
щественное; знакъ плюсъ нужно взять для перваго случая, знакъ ми- 
нусъ — для второго.

6. Дадимъ теперь геометрическую интерпретацию умножешя и дЪ- 
лешя комплексныхъ чиселъ. Изъ чиселъ

и
I  =  г (cos#  +  г sin#)

Ь =  г, (cos#, +  ism#,)

мы составимъ по формуламъ п. 5 § 48-го произведете и частное 
Имеемъ:

=  уг, [(cos# cos#! — sin#  sin +  г (с o s ^ s i n ^  +  sin#  cos#!)],

=  —  [(cos#cos# ,  -f- sin#  sin#!) +  i (co s# s \n # ,  — sin# cos#!)].

Согласно формуламъ сложешя, которыя приведены въ п. 3 , мы 
получимъ:

%{, =  гг, [cos (#,  +  #)  +  г sin (#, + 1?)],

—  =  ~ [ c o s (# ,  — #)  +  i  sin(#, — #)]. 
\  Г

( 3 .)

Формулы (3) мы видоизменимъ следующимъ образомъ. Пусть 

=  R (  cosQ +  i  sin 0)

—  =  R! (cos 9' + i  sin 0');
К

R  =  rrv  R ' = £i_.
r

тогда
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Если для фазъ будемъ брать, какъ мы условились выше, углы въ интервал^ 
отъ 0 до 2 л ,  то разность — #  можетъ быть отрицательной, но во 
всякомъ случай она превышаетъ — 2 л \  сумма же -j- & можетъ пре- 
шать 2 л ,  но она меньше 4 л .  Въ виду этого

О =  -f- если +  #  <  2 л ,

=  # ! + # — *2 л ,  п 'д х -\- 'д 'W 2  л ,

О' =  ^  ,

=  ^  ~  #  +  2 ЯГ, „ # ! <  Л

Отсюда слЪдуетъ:

А б солю тн ая  в ел и ч и н а  п р о и з в е д е н а  или ч ас т н а го  д в у х ъ  
к о м п л ек с н ы х ъ  ч и сел ъ  р ав н а  п р о и з в е д е н ^  или ч астн о м у  аб со - 
л ю тн ы х ъ  в е л и ч и н ъ  э т и х ъ  ч и с е л ъ .

Ф аза п р о и з в е д е н ^  или ч ас т н а го  д в у х ъ  к о м п л ек с н ы х ъ  ч и 
сел ъ  л и б о  р ав н а  суммЪ или* р а зн о с т и  ф а з ъ  д ан н ы х ъ  ч и с е л ъ , 
л и б о  о тл и ч а е т с я  о т ъ  н и хъ  на 2 л .

7. Вышеизложенное даетъ способъ построить произведете ком- 
плекспыхъ чиселъ.

На положительной оси л*-овъ отложимъ отрЪзокъ 1 (т. е. единицу 
длины) и построимъ треугольникъ (0, ^2), п о д о б н ы й  треугольнику

(0, 1, %). По известной теоремЪ изъ теорш 
подобныхъ треугольниковъ имЪемъ:

r2 : 1\ =  г  : 1,

откуда г 2 =  п \  =  R ; уголъ ^ 01 =  # +  =  0.
Такимъ образомъ, точка ^  является изобра- 
жешемъ произведена

Точно такъ же можно представить ча-

угольниковъ (0, 1, I) и (0, &)■ Число
изобразится точкой, имеющей относительно 

точки такое же положеше, какое занимаетъ точка 1 относительно 
точки

8. Пусть д'1 =  9' и 1\ ~ Г .  Тогда изъ формулы умножения (п. 6, (3)) 
получимъ:

2̂ _  f^ (cos2'd ‘ +  i sin2 $ ) ;

положивъ въ той же формул^ =  ^2, тх =  г2 и =  2 # , получимъ: 

f  — г з (cos 3 $  -|- i  sin3 # ).
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При помощи совершенной индукцш легко доказать справедливость общей
формулы:

__ уп (cos _|_ I Sjn ; (4)

для этого нужно въ формулt  (3) подставить: ^  =  £", гг = г п и # t =  ?z#. 
Если мы во второй изъ двухъ формулъ (3) положимъ:

h  =  l, >\ =  1 и =  О,
то получимъ:

—  =  —  (cos#  — /s in # ).
^ Г ■

Если въ этой формуле мы возьмемъ дЪлителемъ не число а число 
то, согласно формуле (4), мы должны заменить модуль г и фазу #  
соответственно черезъ гп и я # ,  такъ что окончательно найдемъ:

у—п =  г - » (coslift — zsin/г#).

Такимъ образомъ, формула (4) справедлива при всякомъ цЪломъ п  
— какъ положительномъ, такъ и отрицательномъ.

Формула (4) известна подъ назвашемъ ф орм улы  М уавра (Moivre). 
Посредствомъ нея можно получить любую степень комплекснаго числа 
съ целымъ показателемъ. Позже мы покажемъ, какъ можно воспользо
ваться этой формулой для определешя степени, когда показатель не есть 
целое число.

Въ заключеше скажемъ два слова объ историческомъ развитш тео- 
рш мнимыхъ чиселъ. Давно уже было известно, что некоторый уравнешя 
не имеютъ ни одного корня въ области чиселъ, надъ которыми опери
ровали. Столь же давно стали делать условно вычислешя надъ выраже- 
шями, содержащими знакъ У — 1, такъ, какъ будто -бы онъ действи
тельно представлялъ собою число. Напримеръ, К ардан ъ  (Hieronymus 
Cardanus, 1501 — 1576) зналъ уже, что отрицательные корни уравненШ 
имеютъ въ некоторыхъ случаяхъ определенный смыслъ, но онъ еще не 
былъ въ состояши приписать какой-нибудь смыслъ такимъ символамъ, 
какъ У — 1. Въ главе XVI-ой мы увидимъ, что по формуле К ардана 
даже вещественные корни кубическихъ уравненШ въ некоторыхъ слу
чаяхъ могутъ быть алгебраически представлены то л ь ко  въ виде суммы 
двухъ сопряженныхъ мнимыхъ выраженШ. Это представляло собой, такимъ 
образомъ, прямой поводъ къ тому, чтобы производить вычислешя, поль
зуясь символомъ У  — 1. Но впервые это вполне понялъ Б ом белли  8).

§ 51

8) См. Ф. К эдж ори . „Истор1я элементарной математики". Одесса, „Mathesis", 
1909. Дополнения И. Ю. Тимченко,
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У Д е к а р т а  (Descartes, 1596 — 1650) мы уже встрЬчаемъ термины „ве
щественные корни“ и „мнимые корни". Въ такомъ виде вопросъ о 
мнимыхъ числахъ находился вплоть до XIX-го столеНя, хотя къ этому 
времени мнимыя числа все чаще и чаще применялись въ Еьзчислешяхъ; 
много занимались этими формальными вычислен!ями между прочими 
Л е й б н и ц ъ , Н ью то н ъ , Д а л ам б е р ъ  и, въ особенности, Э й л ер ъ . Долгое 
время мнимыя числа считались чЪмъ-то загадочнымъ, пока не выработа
лось сознаше, что эти числа представляютъ результатъ вполне гаконнаго 
и целесообразна™ расширешя созданнаго нашимъ духомъ поняНя о числе; 
тогда убедились, что эти числа имеютъ такой же реальный смыслъ, какъ 
и вещественныя числа, такъ какъ, подобно последнимъ, они служатъ для 
выражешя известнаго рода соотношешй между вещами. Это было вы
яснено, главнымъ образомъ, работами Кош и (Cauchy) и Г аусса (Gauss); 
последнему принадлежите изложенная выше геометрическая интерпретация 
мнимыхъ чиселъ *).

Въ связи съ этими идеями естественно возникла мысль идти въ 
этомъ направлены дальше, т. е. создать комплексныя числа более высо- 
каго порядка, при посредстве которыхъ можно было бы выражать точки 
пространства совершенно такъ же, какъ мы выражаемъ при помощи обык- 
новенныхъ комплексныхъ чиселъ точки плоскости; при этомъ старались, 
конечно, сохранить обычныя простыя правила действШ. Однако, уже 
Г ау ссъ  сообщилъ, что некоторыя его изследовашя выясняютъ, почему 
эти попытки необходимо должны были потерпеть неудачу. Но самыя 
эти изследовашя остались намъ неизвестными. Мы возвратимся еще къ 
этому вопросу въ XII-ой главе.

*) Р.афаэль Бомбелли (Rafael Bombelli) изъ Болоньи опубликовалъ свое 
сочинеше „l’Algebra" въ 1572 г. въ Венецш.

Abraham  de M oivre, 1667—1754; будучи протестантомъ, онъ после отмены 
Нантскаго эдикта эмигрировалъ изъ Францш, жилъ и работалъ въ Лондоне, въ 
кругу Ньютона; въ 1730 г. появился его трудъ „Miscellanea analytica**, въ кото- 
ромъ находится приведенная нами формула.

Gauss, „Gdttinger gelehrte Anzeigen“, 23 April 1831, въ статье „Theoria 
residuorum biquadraticorum commentatio secunda". Въ 1880 г. было опубликовано 
письмо Гаусса къ Бесселю (Bessel); помеченное 1811 г.; въ этомъ письме из
ложены весьма важныя соображешя относительно даннаго вопроса.

Cauchy, „Analyse algebrique" (1821), „Exercices d’analyse*, т. Ill (1844).
Изъ новейшихъ сочинешй по этому вопросу упомянемъ:
Heine, „Die Elemente der Functionentheorie", Crelles Journal, t. 74 (1871).



ГЛАВА IX.

Перестановки и сочеташя.

§ 52. Перестановки.

1. Предположимте что мы им^емъ комплексъ, содержаний конечное 
число предметовъ; обозначимъ это число черезъ я. Какъ мы уже раньше 
видели, это число можетъ быть отсчитано различными способами; дру
гими словами, мы можемъ различнымъ образомъ сопрягать элементы на
шего комплекса съ числами 1, 2, 3, . . ., я , или, еще иначе, можно раз
личными способами р асп олож и ть  предметы нашего комплекса.

Одинъ единственный элементы допускаетъ, естественно, только одно 
расположеше; два элемента а и b могутъ быть расположены двояко: 
аЪ и Ьа\ три элемента аУ Ь и с могутъ быть расположены шестью спо
собами: abc> acb> Ьас> Ъсау cab, cba. Эти шесть расположен^ можно по
лучить сл^дующимъ образомъ: пишемъ на первомъ месте поочередно 
каждый изъ трехъ элементовъ а, b и с и каждый разъ располагаемъ после 
перваго элемента nponie два двумя возможными способами.

Эти различный расположешя называются п ер естан о вкам и  изъ я 
элементовъ нашего комплекса. Какъ показываютъ приведенные примеры, 
эти перестановки, въ свою очередь, образуютъ некоторый комплексъ, 
состояний изъ к о н ечн аго  числа элементовъ; это предложеше мы сейчасъ 
докажемъ способомъ математической индукцш, при чемъ доказательство 
дастъ намъ еще способъ определить число п е р е с та н о в о к ъ  и зъ  я 
эл е м е н т о в ъ .
' Итакъ, допустимъ, что число перестановокъ изъ я  — 1 элементовъ 
ах, а2, я8, . . ап—i конечно; обозначимъ это число черезъ П  ( я — 1).
Присоединимъ къ нашемъ комплексу еще я-тый элементъ а„. Въ каждой 
изъ имеющихся у насъ П  ( я — 1) перестановокъ изъ я — 1 элементовъ 
мы можемъ поместить новый элементъ ап на первомъ, на второмъ, на 
третьемъ, . . ., или, наконецъ, на я-томъ месте. Такимъ образомъ, каждая 
перестановка изъ я  — 1 элементовъ дастъ я  перестановокъ изъ я  эле-

В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 13
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ментовъ, и все получаемый перестановки отличны другъ отъ друга. 
Отсюда слЪдуетъ, что

П (п )  =  П П (п — 1). (1)

Мы видели, что # ( 1 )  =  1 и Л ( 2) =  2; следовательно, по фор
муле (1), / 7 (3) =  2 .3  и вообще (въ силу совершенной индукцш)

п (п )  =  1 . 2 . 3  . . .  П, (2)

т. е. число  п е р е с т а н о в о к ъ  и з ъ  п э л е м е н т о в ъ  р а в н о  п р о и з в е д е 
н а  в с ^ х ъ  цЪ лы хъ ч и с е л ъ  о тъ  1 до п .

Это произведете имЪетъ еще особое название: ф а к у л ь т е т ъ
числа п (п -факультетъ) и обозначается слЪдующимъ символомъ:

1 . 2 . 3  . . .  п = П\

Такимъ образомъ, мы вполне определили число перестановокъ въ 
комплексе, состоящемъ изъ п элементовъ.

Формулу (1) можно представить въ более общемъ виде. Если 
подъ т мы будемъ подразумевать натуральное число, которое меньше 
числа пу то имеемъ:

Л  (я) =  ( т  +  1 ) ( т  +  2) . . .  п п ( т ). (3)

Если увеличивать число п, то число П(п)  возрастаетъ очень быстро; 
напримеръ:

/7(1) =  1, Л  (2) =  2, Л  (3) =  6, Л  (4) =  24, Л  (5) =  120, Л  (6) =  720, 

Л  (7) =  5040, Л (8 )  =  40 320, Л (9 )  =  362 880, Л  (10) =  3 628 800.

Относительно того, въ какой мере быстро увеличивается число П (п)  
съ возрасташемъ числа п, мы докажемъ следующее предложеше.

2. К ако во  бы ни бы ло п о л о ж и т ел ь н о е  число а >  1, мож но 
у к а за т ь  т а к о е  чи сло  ш , что Л in) >  йп , коль  с к о р о  я > ж .

Для доказательства выберемъ произвольное целое число р  > а; 

тогда —  =  0  есть положительная правильная дробь; возьмемъ теперь
р

целое число п >  р ; имеемъ:

а

р + г
< © ,

& ^ /Л Й /лF R < s , . . . , - < e .

Перемножая эти неравенства почленно, получимъ:

ап -р

(р +  Ы р + 2 )  п
<  0 я- ' .
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Помножив ь о б е  части полученнаго неравенства на ар/П (р)  и пользуясь 
формулой (3), получимъ:

д " дрв "
П (п ) Qp П (р )

(4)

Согласно предложение, изложенному въ п. 8 § 19-го, можно подобрать 
-столь большое число т, чтобы было

0 ” < & ра~р П(р),

коль скоро п >  т. Поэтому при достаточно большихъ значешяхъ числа 
П правая часть неравенства (4) обращается въ правильную дробь, и, слЪ-

а" ^  1ловательно, ——  <  I, т. е.
П(п)

П { п ) >  а" , (.5)

что и требовалось доказать.

3. Подъ многосторонникомъ (я-сторонникомъ) разумЪютъ замкну
тую ломанную лишю, состоящую изъ п отр'Ьзковъ, попарно сходящихся 
ъъ  каждой изъ данныхъ п вершинъ; отрезки эти (стороны) могутъ иногда 
взаимно перекрещиваться, какъ это бываетъ у такъ называемыхъ звЪзд- 
ныхъ многосторонниковъ. Мы можемъ теперь решить такую задачу: 

•сколько ' n -сто р о н н и к о в ъ  можно п остр о и ть  на дан н ы хъ  п  точ- 
к а х ъ , как ъ  на верш и н ахъ . Въ каждомъ многосторонний мы можемъ 
любую вершину считать первой, такъ что при построенш нашихъ много
сторонниковъ мы можемъ выбрать любую изъ данныхъ п  точекъ за об
щую ихъ начальную вершину; проч1я же п — 1 точекъ можно брать въ 
различной последовательности столькими различными способами, сколько 
единицъ содержится въ числе П ( п — 1). Всего получится, однако, не

П  (и — 1) многосторонниковъ, а вдвое меньше, т. е. ~ П ( п ~  1). Въ

самомъ деле, одна и та же фигура получится, если мы будемъ брать 
вершины въ одной последовательности и въ противоположной последо
вательности, такъ что одинъ многосторонникъ приходится не на одну 
^перестановку вершинъ, но на две перестановки. Такимъ образомъ, изъ 
трехъ точекъ можно получить одинъ  лишь трехсторонникъ, изъ четы
рехъ точекъ — три четырехсторонника, изъ пяти точекъ — двенадцать 
пятисторонниковъ, изъ шести точекъ — шестьдесятъ шестисторонниковъ 
и т. д. Читатель легко можетъ выяснить себе расположеше этихъ много
сторонниковъ посредствомъ простыхъ чертежей.

13*
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§ 53. Четныя и нечетный перестановки.

1. Будемъ обозначачать элементы нЪкотораго комплекса числами 
натуральнаго ряда 1, 2, 3, . . п. Среди всЪхъ возможныхъ перестано- 
вокъ этихъ элементовъ есть одна

Е  =  1, 2, 3 .......... п,

въ которой числа расположены въ той же последовательности, какъ и 
въ н а ту р а л ь н о м ъ  р я д у . Назовемъ эту перестановку гл авн о й  или 
о сн о в н о й  п е р е с т а н о в к о й . Всякую другую перестановку мы будемъ 
обозначать такъ:

А  =  о>\} j аъ % • • • j ctn»

здесь буквы ах, а2> Д3, . . ., ап обозначаютъ числа того же ряда 
1, 2, 3, . .  ., п, но только расположенный въ другой последовательности.

Напримеръ, при п  =  3 мы имеемъ шесть перестановокъ:

А х =  1,2,3, A t  =  1,3,2,

А% =  2,3,1, А ъ =  2,1,3,

А% =  3,1,2, A q — 3,2,1.

Чтобы получить изъ главной перестановки Е  какую-нибудь пере
становку А ,  поступаютъ следующимъ образомъ. Если ах =  1, то первый 
элементъ главной перестановки оставляютъ на прежнемъ месте. Если же 
ах отлично отъ 1, то мы перемещаемъ въ перестановке Е  элементы at 
и 1 одинъ на место другого. Тогда элементъ а х окажется на надлежа- 
щемъ месте, котораго мы более не будемъ менять. После того, какъ 
элементъ ах займетъ принадлежащее ему въ перестановке А  первое место,, 
мы аналогичнымъ образомъ поменяемъ местами элементы 2 и а2\ чтобы 
получить требуемую перестановку А , потребуется выполнить не более 
п — 1 подобныхъ замещешй *). Такое взаимное замещеше двухъ элемен
товъ называется тр ан сп о зи ц 1 ей . Такимъ образомъ, любую перестановку 
можно получить изъ главной путемъ ряда последовательныхъ транспози
ций. Точно такъ же посредствомъ транспозицШ можно получить любую 
заданную перестановку, исходя не изъ главной перестановки, а изъ какой- 
либо другой. Это можно выполнить безконечнымъ числомъ способовъ:. 
напримеръ, можно сперва сделать какое угодно число совершенно про-

*) Напримеръ, чтобы изъ главной перестановки Е =  1, 2, 3, 4 получить пе
рестановку 3, 1, 4, 2, нужно сначала заместить другъ другомъ элементы 1 и 3; 
получимъ перестановку 3, 2, 1, 4; теперь нужно здесь заместить другъ другомъ 
элементы 2 и 1; получимъ: 3, 1, 2, 4; остается переместить элементы 2 и 4, после 
чего получимъ требуемую перестановку 3, 1, 4, 2.
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■извольныхъ транспозищй, а потомъ ужъ действовать планомерно выше- 
описанномъ образомъ:

2. Те п\  перестановокъ, который получаются изъ п  элементовъ 
1, 2, 3, . . ., п, можно разделить на два класса, исходя изъ следующихъ
соображений.

Если въ какой-нибудь перестановке меньшее число стоить не впе
реди ббльшаго, а позади него, то говорить, что соответствующее эле
менты составляютъ и н в е р с т .  Напримеръ, въ перестановке А  два эле
мента йг и а и при г k  составляютъ инвераю, если d i >  йк> и не со
ставляютъ инверсш, если й{ <  йк- Поэтому, за исключешемъ главной 
перестановки Е , не имеющей ни одной инверсш, всякая перестановка 
имеетъ о п р е д е л ен н о е  число и н в е р с ^ . Напримеръ, перестановка 
п, п — 1, п — 2, . . 1 имеетъ следующее число инверсШ:

(» — 1) +  ( л - 2 )  +  ( я  — 3 ) + - - -  +  1 = 2 - н ( я - 1 )  *).

Это —наибольшее число инверсШ, которымъ можетъ обладать какая-либо 
перестановка нашего комплекса. Въ вышеприведенномъ примере п =  3 
перестановки А и  Л 2, A z , A it  А Ь) А 6 имеютъ инверсШ соответственно 
О, 2, 2, 1, 1 ,3 .  По числу инверсШ мы подразделяемъ перестановки 
каждаго комплекса на два класса.

Ч етны м и п ерестан овкам и  назы ваю тся так1я, которы я и м е 
ю тъ  ч етн о е  число (вклю чая сю да и нуль) инверс1й.

Н ечетн ы м и  перестан овкам и  назы ваю тся Tania, которы я 
и м е ю тъ  н еч етн о е  число и н в е р а й .

При п  =  3 перестановки А х, А г и А ъ суть четныя, а перестановки 
A 4f А ь , А 6 — нечетныя.

3. Е сли  мы въ  как о й -н и б у д ь  п е р е с т а н о в к е  А  п ер ем ести м ъ  
д в а  эл ем ен та  од и н ъ  на м есто  д р у го го , то коли чество  инверс1й 
э т о й  п е р е с т а н о в к и  и зм ен и тся  на нечетн ое число.

Справедливость этого предложешя легко обнаружить следующимъ 
образомъ. Примемъ, что въ перестановке А  элементъ ад находится впе
реди элемента йк (т. е. g < k ); заменяя другъ другомъ элементы ад и йк> 
мы этимъ совершенно не изменяемъ инверсШ, которыя они образуютъ 
съ элементами, стоящими впереди  элемента ад или п о зад и  элемента а*.

Если черезъ йг. обозначимъ элементъ, который находится въ пере
становке А  м еж ду элементами ад и д*, то две пары элементовъ ад, й\

2) Въ этой перестановке каждый элементъ образуетъ инверсш съ каждымъ 
изъ последующихъ элементовъ; т. е. элементъ п образуетъ съ последующими 
элементами » — 1 инверсШ, элементъ п — 1 образуетъ п — 2 инверсШ и т. д.

§ 53
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и я*, elk либо не даютъ ни о дн ой  инвереш, либо образуютъ одну,- 
либо же д в е  инвереш; при зам^иценш элементовъ ад и а к другъ другомъ 
две пары (fa-, <Xi и ai, dg образуютъ соответственно либо д в е  инвереш, 
либо о д н у , либо же не даютъ ни о д н о й , такъ что число эти х ъ  ин- 
верай разематриваемой перестановки или увеличилось на два, или оста
лось безъ перемены, или же уменьшилось на два; во всякомъ случае, 
стало быть, оно изменяется на четное число. Наконецъ, если пара dg, dk 
образуетъ инвераю, то пара dk, dg не даетъ ни о д н о й  инвереш, и, на- 
оборотъ, если пара d(J, dk не образуетъ инвереш, то пара dk, dg обра
зуетъ од н у  инвераю; число инверсШ, такимъ образомъ, изменяется еще 
на 1. Этимъ и подтверждается справедливость нашего предложежя.

Отсюда непосредственно следуетъ:

4. Ч исло  ч етн ы х ъ  п е р е с т а н о в о к ъ  равно  числу неч .етн ы хъ г 
а и м ен н о , т е х ъ  и д р у ги х ъ  въ  каж д о м ъ  к о м п л е к с е  и м еется

по п\  Действительно, мы можемъ во всехъ перестановкахъ А  заме

стить другъ другомъ два какихъ-либо определенныхъ элемента, — напри- 
меръ, 1 и 2; тогда, съ одной стороны, каждая четная перестановка 
перейдетъ въ нечетную и, обратно, каждая нечетная перестановка — въ 
четную, при чемъ каждыя две различный между собою перестановки' 
никогда не перейдутъ въ одинаковый; но такъ какъ въ общемъ мы по- 
лучимъ все те  же перестановки, которыя мы имели раньше, то необхо
димо заключить, что четныхъ перестановокъ столько же, сколько не- 
четныхъ.

5. Будемъ выводить помощью транспозиций всевозможныя переста
новки даннаго комплекса изъ п  элементовъ изъ главной перестановки; 
въ какомъ бы порядке мы ни вели этотъ процессъ, всякая четная пере
становка получится после четнаго числа транспозицШ, а всякая нечетная 
перестановка — после нечетнаго числа транспозишй. Въ самомъ д елег 
главная перестановка, не имея ни одной инвереш, принадлежитъ къ чет- 
нымъ перестановкамъ, а каждая транепозишя и’зменяетъ количество ин- 
верай на нечетное число.

§ 54. Составлен1е п ер естан о в о к ъ .

1. Какъ мы видели выше, изъ любыхъ п  элементовъ можно соста
вить п\  перестановокъ А .  Хотя эти перестановки не представляютъ со
бою численныхъ величинъ, все же оне поддаются математической обра
ботке; въ области перестановокъ можно установить прави ла  д е й с т в ^ ,  
имеюиця аналогш съ правилами обыкновенной ариеметики въ однихъ 
пунктахъ и существенно отличаюицяся отъ последнихъ въ другихъ. Эти
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дей сш я надъ перестановками имеютъ огромное значеше для алгебры; 
мы сейчасъ разсмотримъ ихъ вкратце, такъ какъ эти своеобразныя дЪй- 
CTBin имеютъ совершенно элементарный характеръ; къ тому же они 
представляютъ собою прекрасный примЪръ свободнаго творчества въ 
области поняНя о числахъ и д4йсшяхъ надъ ними.

2. Чтобы перейти отъ основной перестановки

нужно заменить элементъ 1 элементомъ ах , элементъ 2 — элементомъ 
#2, . . элементъ п  — элементомъ ап - Это действие-называется с у б с т и 
т у т е  й 3); для наглядности его изображаютъ такъ:

т. е. п о д ъ  каждымъ элементомъ пишутъ тотъ элементъ, которымъ его 
заменяютъ.

Эта су.бститущя обозначается одной какой-либо буквой, — напримеръ, 
буквой S y такъ что символъ (1) читается такъ: субститущя 5. Такимъ 
образомъ, посредствомъ субститущи S мы переходимъ отъ главной пе
рестановки Е  къ перестановка А .

Когда мы производимъ субституцию, то безразлично, въ какой по
следовательности мы заменяемъ прежше элементы 1, 2, 3, п  новыми 
элементами аи  й2, # 3, . . ап\ можно, напримеръ, заменить сперва эле
ментъ 1 элементомъ ах> а потомъ элементъ 2 элементомъ а2\ но можно 
также сперва заменить элементъ 2 элементомъ а2, а потомъ уже элементъ 
1 — элементомъ ах, такъ что субститущю S можно представить еще такъ:

и, вообще, въ символ^(1) можно переставлять любыя две пары стоящихъ 
одна подъ другой ци ф ръ (т. е. любыя вертикали), при чемъ значеше

3) Некоторые руссюе авторы употребляютъ терминъ подстановка, друНе 
въ томъ же смысле — терминъ перестановка; въ виду того.^что русская терми
нология, такимъ образомъ, не установилась, мы решили}] сохранить терминъ суб- 
ституш 'я (какъ и выше терминъ транспозицхя), принятый во всей европейской 
литературе.

Е  =  1, 2 , 3, . . п

къ какой-либо другой перестановке

А  й\ у й2 у аъ j • • ♦ у йп у

( с и
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символа 5  отъ этого не изменяется, потому что после такой перестановки 
онъ выражаетъ ту же субститущю, что и до нея 4).

Какой-либо элементъ b изъ ряда 1, 2, 3, п  после субституцш 5  
заменится элементомъ йъ> такъ что, если обозначимъ какую-либо пере
становку нашего комплекса черезъ

В  =  Ьч, Ь%, . . ., Ьп,

то субститущю 5  можно представить еще такъ:

> ^2 J * • * ?£  _ /  U\ 1 ио,, • • • j Ьп \
\Ctbij й ь г 1 • • *> /

(2)

Однако, перестановка А  сравнительно со всеми другими перестановками 
находится въ о с о б е н н о й  связи съ субститущей 5 ; именно, она полу
чается при помощи суституши 5  изъ о сн о в н о й  п е р е с т а н о в к и  Е .

3. Если мы будемъ выполнять замену элементовъ, выражаемую 
субститущей S, исходя не изъ главной перестановки Е, но изъ какой- 
либо другой перестановки В У то, какъ показываетъ формула (2), мы при 
этомъ получимъ некоторую перестановку

j\^[ — cibij db\) • • •> » (3 )

мы могли бы обозначить эту перестановку черезъ А ъ \  однако, предпочи- 
таютъ пользоваться другимъ символомъ, а именно символомъ

м  =  в л . (4 )

Понятно что выражаемое символомъ В  А  действ1е не есть умножеше въ 
обычномъ смысле 5).

4) Это очень важно хорошо себе уяснить. Символы

1 2 3\
12 3

3\ /2 3 1\ /3 2 1\
1Г \3 1 2 / ' \1 3 2J

выражаютъ одну и ту же субститущю, именно ту, которая заменяетъ элементъ 1 
элементомъ 2, элементъ 2 элементомъ 3 и элементъ 3 элементомъ 1. Субститущя 
определяется, такимъ образомъ, только темъ, какимъ элементомъ она заменяетъ 
каждый элементъ комплекса.

*) Итакъ, подъ символомъ В А  мы разумеемъ перестановку, которая получа
ется изъ перестановки В посредствомъ той же субституции, при помощи которой 
перестановка А получается изъ основной перестановки Е.

Пусть, напримеръ,
5 =  3, 1, 2; А =2, 1, 3;

[1, 2, 3\
12, 1, 3 / ’

тогда субститущя
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Аналогичнымъ образомъ производится составлеше субституц1й, 
при чемъ результатъ получается еще более нагляднымъ способомъ. Если 
требуется составить субституцш

/ 1 , 2, 3,  . . . 11 \ _ /  1, 2, з ,  . . п \
\ й и а * > Й3 , . . .■ > й п )

-сГ

1)К

ь 3 , . . Ь п /

а именно — найти субститущю SbSa, то для этого предварительно пред- 
ставляютъ субститущю Sa въ виде:

£ /  ) Ь% у • • . ,  Ьп
\& bt ; &b\ 1 • • * )

а загЬмъ образуютъ субституцию

1, 2, 3, . . п \

&bi •> j &bi ? • • • > /

которую и называютъ результатомъ составления субституцШ Sb и 
такъ что имЪемъ: Sm =  Sb • S«, или

/ 1 ,  2, • • •) ^ \  /  1̂ 5 2̂> • • •> Ьц 
? ^2» • • *? Ьп/ \flbn  Clbi) • • м

\  /  1, 2, . п \

/  \^й15 йЬг, • • •,

Субститущя приводить, такимъ образомъ, къ перестановка М .

4. Мы только-что познакомились со способомъ получить изъ двухъ 
данныхъ перестановокъ А и В определенную третью; другими словами, 
въ области перестановокъ мы установили прави ло д ей ств !я , аналогично 
правиламъ действШ въ ариеметике. Для обозначешя этого дейсш я мы 
выбрали знакъ умножения, какъ наиболее простой (съ неменьшимъ пра- 
вомъ можно было бы употреблять знакъ сложешя); однако, чтобы избе
жать недоразумешй, мы будемъ называть это дей сш е не умножешемъ, 
но с о с та в л е ш е м ъ  б) или со еди н еш ем ъ  перестановокъ. Важно заме
тить, что это дей сш е можно производить лишь надъ такими переста-

преобразующая перестановку Е въ перестановку А, замещаетъ элементы 1, 2, 3 
соответственно элементами 2, 1, 3. Если мы произведемъ это замещеше въ пере
становке В, то получимъ перестановку

3, 2, 1.

Эта именно перестановка и выражается въ настоящемъ случае символомъ В А. Въ 
тексте ниже приведенъ еще примеръ.

6) Почти во всей литературе принять, однако, терминъ „умножеше пере
становокъ
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новками, которыя состоять изъ определенна™ числа элементовъ, при 
чемъ эти послЪдше не меняются въ пределахъ нашего разсуждешя.

Чтобы выяснить процессъ составлешя перестановокъ на простомъ 
примере, возьмемъ п =  4 :

- 4 = 1 ,  3, 4, 2 и В  =  3, 2, 1, 4.

Чтобы получить перестановку В А, нужно выполнить те  замещешя въ 
перестановке В, которыя приводить отъ Е — 1, 2, 3, 4 къ А. Мы по- 
лучимъ тогда:

В А =  4, 3, 1, 2.

Точно такъ же найдемъ:

АВ =  3, 1, 4, 2.

Уже изъ этихъ примеровъ видно, что п е р е м е с ти те л ь н ы й  законь не 
имеетъ места или, по крайней мере, не всегда имеетъ место при со
ставлены перестановокъ.

Составлеше соответствующихъ субститущй даетъ:

Л ,  2, 3, 4 
U ,  3, 4, 2

1> 2, 3, 4 \  
3, 2, 1, 4 /

SbSa —

SaSb =

Л ,  2, 3, 4ч / 3 ,  2, 1, 4 \  / к  2, 3, 4 \
\ 3 ,  2, 1, 4 /  \ 4 ,  3, 1, 2 /  — \4 ,  3, 1, 2 /  ’

4
/1 ,  2, 3, 4 W 1 ,  3, 4, 2 \  _  Л ,  2, 3, 4 \
U ,  3, 4, 2 /  \3 ,  1, 4, 2 /  \ 3 ,  1, 4, 2 /

5- Ту же операщю можно производить не только надъ двумя, но 
и надъ несколькими перестановками. Если С означаетъ третью переста
новку, то можно образовать перестановку С (В А), составленную изъ 
перестановокъ С и (В А ).  Покажемъ, что последняя перестановка тож
дественна съ перестановкой (С В )А ;  другими словами, докажемъ, что 
при составлении перестановокъ со ч етател ь н ы й  з а к о н ъ  остается спра
ведливыми

Чтобы убедиться въ этомъ, достаточно выполнить требуемыя one- 
ращи по правилу, указанному въ пункте: 3.

Действительно, пусть

II . . • > &П 1

в  =  ъи . . м Ьщ

Т*itо

С 2 у * • • ) ёп]
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тогда

B A  =  аъг, abi1 d4>l 7). (5)

Чтобы получить перестановку С(ВА),  нужно въ перестановка С  выполнить 
субститущю, ведущую отъ главной перестановки Е  къ перестановка ВА;  
такъ какъ для этого элементъ 1 нужно заменить элементомъ аъг9 эле- 
ментъ 2 — элементомъ abl и т. д., то элементъ сх заменится элементомъ 
йь и т. д .; мы получимъ такимъ образомъ:

С (ВА )  =  йъс̂ , йьС11 • ■ • > ^с,г' (^)

С ъ  другой стороны найдемъ:

(> В  =  bct » Ьсг у • • • » Ьсп У

чтобы образовать перестановку (С В )А ,  слЪдуетъ выполнить въ переста
новка С В  замЪщешя, которыя ведутъ отъ Е  къ А ; для этого элементъ 
1 заменится элементомъ ах> элементъ 2 — элементомъ а2, и т. д., эле
ментъ Ьс заменится элементомъ ‘ йъСх и т. д.; мы получимъ такую же пе

рестановку, какъ и въ формуле (6):

(СВ) А  =  ctbCi, йъс%у ■ • *j diCft =  С  (ВА).

Такимъ образомъ, мы доказали справедливость сочетательнаго закона 
при составленш перестановокъ 8). Поэтому можно не писать скобокъ въ 
обозначешяхъ С  (В А)  и (С  В) А ,  а изображать символомъ С В  А  пере
становку, которая получается, какъ результатъ составлешя перестановокъ 
Су В , А  (въ этой последовательности).

7) Нужно помнить, что
а\» fl2 5 fl3» • • •» an

суть Tt же числа
1, 2, 3 . . .  «,

но только разставленныя въ иномъ порядке. Субститущя, ведущая отъ переста- 
•новки Е къ перестановке А, замещаетъ элементъ 1 элементомъ alf элементъ 2 
элементомъ а2, . вообще, элементъ г элементомъ я,-. Следовательно, она заме
щаетъ элементъ элементомъ аь , элементъ Ь2 элементомъ ит. д. Отсюда вы- 
текаютъ равенства (S) и (3).

8) Проверимъ это на примере. Пусть

Л - 1 ,  3, 2, 4; 5 - 3 ,  4, 1, 2; С =2, 3, 1, 4.
Въ такомъ случае

В А =  2, 4, 1, 3 
С(ВА) = 4, 1 2, 3.

Такимъ же образомъ
СВ =  4, 1, 3, 2, ■

(С Б)Л - 4, 1, 2, 3.
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Точно такъ же можно соединять любое число перестановокъ, при 
чемъ одна и та же перестановка можетъ повторяться нисколько разъ.

6. Всякая перестановка А  при соединена* съ основной 
перестановкой Е  остается безъ перемены, въ какомъ бы по
рядка мы ни производили эту onepauiio, т. е.

Е А  =  А Е  =  А .

Это предложеше слЪдуетъ непосредственно изъ опредЪлешя соста
влена перестановокъ: чтобы получить перестановку Е А , нужно выпол
нить замЪщешя, ведунья отъ Е  къ А , непосредственно въ перестановке 
Е, такъ что въ результате получимъ вновь перестановку А ; переста
новка А Е  получится, если мы въ перестановка А  сдЪлаемъ те замЪще- 
шя, которыя отъ основной перестановки Е  приводятъ къ ней же, т. е. 
нужно оставить перестановку А  безъ измЪнешя. Итакъ, перестановка А Е ,  
равно какъ и перестановка Е А ,  есть то же, что и А.

Отсюда заключаемъ, что перестановка Е имЪетъ при составленш 
перестановокъ такое же значеше, какъ единица при умноженш чиселъ 
(или нуль при сложенш). Въ силу этого, если при составленш переста
новокъ встречается основная перестановка, то она всегда можетъ быть 
опущена.

7. Одну и ту же перестановку можно взять въ качестве составля
ющей несколько разъ; при этомъ целесообразно обозначать результаты 
на подоб1е степеней чиселъ:

А  =  А \  А А  =  А \  А А А  =  А \ . . . .

Такъ же, какъ для степеней чиселъ, и для этихъ своеобразныхъ степеней 
остается справедливымъ основное равенство

А Г А  =  А * * >  (7)

где (а  и v  суть целыя и положительный числа и A*1 A v означаетъ резуль
т а т  составлена перестановокъ А 1 и A v 9). Формула эта остается спра-‘ 
ведливой и для [А — 0 и v  =  0, если только условимся, что

А 0 =  Е;

это обозначеИе напрашивается само собою въ виду аналогш переста
новки Е  съ числомъ 1.

8 . Каждой перестан овке А  с о о т в е т с т в у е м  одна и только 
одна перестановка А ',  удовлетворяю щ ая услов1ю

А ' А  =  Е.  (8)

9) Теорема эта можетъ быть доказана способомъ математической индукцш.
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Действительно, если В  А  =  £ ,  то по формуле (3) имеемъ:

&bt ' 1 j 2, • • ., йъп ~  М 1

такъ какъ элементы ai9 а2, . . а*, если расположить ихъ въ н е к о -
торомъ определенномъ порядке, также совпадаютъ соответственно съ 
числами 1, 2, . . п у то этимъ о д н озн ачн о  определяются значешя эле- 
ментовъ Ъх , Ъчу . . Ъп 10).

П е р естан о в к а  ^4', у д о влетво р яю щ ая  условно Л 'А  =  Е> на
зы в ается  о б р атн о й  по отнош ен по къ п е р естан о в к е  А .

9. Если А '  есть  п ер естан о в к а , о б р атн ая  о тн о си тел ьн о  п е 
р е с та н о в к и  А , то  ^4 есть п ер естан о в к а , обратн ая  о тн о си тел ьн о  
А \  т. е. если А 'А  =  Е  и — £ ,  то vi" =  ^4.

Действительно, такъ какъ А 'А  =  Е , то, согласно п. б, имеемъ:

А 9А Л  =  Л .

Если А "  означаетъ перестановку, обратную относительно А 'у  т. е. 
если А " А '= Е ,  то, принимая во внимание предыдущее равенство, найдемъ:

А пЛ А Л  =  А *  А  =  Е.

Если подставимъ Е  вместо А " А ' въ левую часть равенства A nA 'A A f =Ey 
то получимъ:

А А '= Е у

т. е. перестановка А  и есть обратная относительно перестановки А ' У 
что и требовалось доказать. Въ виду аналоги* Е  съ единицей предста
вляется целесообразнымъ разсматривать перестановку А \  какъ ( — 1)-ую . 
степень перестановки А ,  откуда следуетъ равенство:

А А ~ 1 =  А ~ 1А = Е .  (9)

10. Нетрудно понять, какое значеше имеютъ степени перестановокъ 
съ отрицательными показателями. Положивъ въ формуле (7) (л =  — v> 
найдемъ:

А Г А  =  А \  или A ~ VA V =  Еу

т. е. А -'»  означаетъ перестановку, обратную относительно перестановки 
A v \ теперь формула (7) получаетъ смыслъ и для того случая, когда по
казатель [л, или v  есть отрицательное число.

10) Пояснимъ сказанное примеромъ. Возьмемъ п ~  4 и А =  3, 1, 2, 4, т. е. 
=  3, в, —1, =  2, а4 =  4. Ищемъ В такъ, чтобы было В А = Е .  Тогда аь = \  =  а1\

abi =  2 =  д3; abt =  3 =  at ; abt =  4 =  ax. Следовательно: bt — % \  — 3, bz =  1, bA =  4, 
В =  2, 3, 1, 4. Поверкой легко убедиться, что В А  =  1, 2, 3, 4 — Е.
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11. Понятие объ обратной перестановка даетъ возможность устано
вить въ области перестановокъ дЪйсше, а н а л о ги ч н о е  д е л е т  ю.

Действительно, въ равенстве

В А =  С
можно по двумъ даннымъ пересгановкамъ С и В или С и А опреде
лить соответствующую третью: А  или В', для этого служатъ формулы:

А = B ~ l С И В =  С А 1.‘
Докажемъ теперь следующее лредложеше:

Если п е р е с т а н о в к и  А ,  М  и * N  у д о в л е т в о р я  ю тъ услов1ю 
AM =  AN,  то п е р е с т а н о в к и  М и N  т о ж д е ст в е н н ы . Э то сл1>- 
д у е т ъ  и зъ  р ав ен ств а

A -XAM = A~'AN.
А налогично* это м у  и зъ  р а в е н с тв а  MA = NA с л е д у е т ъ  что 

М  =  N.
12. Отъ составлешя двухъ четныхъ или двухъ нечетныхъ переста

новокъ получается четная перестановка. Отъ составлешя же четной пере
становки съ нечетной-получается нечетная перестановка.

Такъ какъ перестановка Е  принадлежитъ къ числу четныхъ, то каждая 
перестановка А  принадлежитъ къ тому же классу,1 что * и обратная ей пе
рестановка А '.

§ 55. Изображеше перестановокъ въ циклахъ.

1. Чтобы получить представлеше обо всей совокупности переста
новокъ изъ данныхъ п  элементовъ, пользуются изображешемъ переста
новокъ при помощи ц и к л о в ъ . Эти циклы, къ которымъ мы теперь 
перейдемъ, весьма облегчаютъ также составлеше перестановокъ 11;.

1!) Сл'Ьдуюдия За этимъ обиия разсуждешя будутъ понятнее, если читатель 
уяснить себе ихъ предварительно на частномъ примере.

Перестановка вполне определяется, если указано, какой элементъ стоить на 
каждомъ Mtcrfe; какимъ образомъ это указано — совершенно безразлично. Переста
новка можетъ быть непосредственно написана въ той последовательности элемен
товъ, въ какой они следуютъ другъ за другомъ:

4, б, 9. 7, 1, 8, 5, 2, 3. Ц]
Можетъ быть иначе указано, что на первомъ месте стоить 4, на второмъ 6, на 
третьемъ 9 и т. д.

Одинъ изъ наиболее важныхъ способовъ обозначешя перестановокъ со- 
стоитъ въ распределен^ элементовъ въ циклы. Заключается этотъ способъ въ 
-следующемъ.

Въ нашей перестановке [11 на первомъ месте стоить 4; напишемъ это такъ: 
1,4 — и будемъ понимать это обозначен! е въ томъ смысле, что на 1-омъ месте сто
ить 4. Закончивъв элементомъ 4, мы посмотримъ теперь, какой элементъ стоитъ на
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Разсмотримъ некоторую определенную перестановку

А  =  й,̂  j > а э у • • •» йя ,

и пусть г означаетъ любое число въ ряду 1, 2, . . //.

Въ перестановке А  на r -омъ месте находится элементъ аг ,

* л » л Дг-омъ я л элементъ который мы
обозначимъ черезъ a'v>

v я я я (£-омъ я » элементъ который мы
обозначимъ черезъ а", ит.д .

Мы получимъ такимъ образомъ рядъ:

1) &г » > • • • >

въ которомъ каждый элементъ определяется о д н о зн ач н о  какъ преды
дущим^ такъ и последующимъ элементомъ. Такъ какъ число элементовъ

4-мъ местЬ: оказывается 7; мы выразимъ это такъ: 1, 4, 7. Теперь посмотримъ, 
какой элементъ стоить на 7-мъ месте; оказывается 5; пишемъ: 1, 4, 7, 5. Теперь 
смотримъ, какой элементъ стоить на 5-мъ месте; оказывается 1. Когда мы верну- 
лись^къ элементу, съ котораго начали, то мы говоримъ, что получили циклъ 
(1, 4, 7, 5). Если мы будемъ принимать, что въ этомъ цикле за 5 следуетъ 1, то 
каждое число указываетъ здесь элементъ, стоящШ на томъ месте, которое обозна
чается предыдущимъ числомъ. Этотъ циклъ можно начать съ какого угодно эле
мента, — напримеръ, такъ: (4, 7, 5, 1); и въ этомъ виде онъ будетъ по прежнему 
указывать, что на 4-мъ месте стоить 7, на 7-мъ—5, на 5-мъ—1 и на 1-мъ—4..

Закончивъ циклъ, беремъ какой-либо изъ элементовъ, въ него не вошед- 
шихъ,—напримеръ, 2; на 2-мъ месте стоить 6,-пищемъ: 2, 6; на 6-мъ месте 
стоить 8,—пишемъ; 2, 6, 8; на 8-мъ месте стоить 2; циклъ замкнулся: (2, б, 8).

Беремъ, наконецъ, одинъ изъ элементовъ, еще не появившихся, —напри
меръ, 3: на третьемъ месте стоить 9, а на девятомъ 3; мы получаемъ такимъ 
образомъ третМ циклъ (3, 9). Наша перестановка можетъ быть, такимъ образомъ, 
представлена въ следующемъ виде:

- (1, 4, 7, 5) (2, 6, 8) (3, 9).
По этому обозначена, очевидно, легко возстановить перестановку [1], такъ 

какъ здесь вполне указано, какой элементъ стоить на 1-мъ месте, какой на вто- 
ромъ и т. д.

Возможны циклы, состояние только изъ одного элемента; это имеетъ место, 
если элементъ выражается темъ же числомъ, что и занимаемое имъ место; напри
меръ,. перестановка

1, 3, 5, 4, 2
въ циклахъ изображается такъ:

(1) (2, 3,5) (4).
Циклъ (1) показываетъ, что 1 стоить на 1-мъ месте, циклъ (4) показываетъ, что 
4 стоить на 4-мъ месте.

Въ тексте изложены обцця основашя этой теорт.
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не превышаетъ п, а рядъ можетъ быть продолженъ неопределенно, то 
элементы его будутъ повторяться; первымъ повторится элементъ г, такъ 
какъ каждый элементъ вполне определяетъ собой предыдущШ элементъ12)- 
Если =  г, то мы имеемъ замкнутый ц и к л ъ  изъ g  членовъ, изобра
жаемый такъ:

'l =  i f ,  я, (g -a\s 2))-

Этотъ символъ нужно понимать такъ, что за последнимъ элементомъ 
а 9̂~ 2) вновь следуетъ первый элементъ г.

Можетъ случиться, что число g  элементовъ цикла, равно единице; 
тогда аг =  г, и элементъ г  находится въ перестановке А  на томъ же 
месте, на которомъ онъ стоитъ въ главной перестановке Е.

Если за исходный пунктъ возьмемъ не элементъ г, а элементъ ат 
или а 9 то получимъ таше циклы:

(аг , а'г , . . г),

(а'г , а" , . . а(/ ~ г\  г, аг);

таюе циклы разсматриваются, какъ не су щ е с тв е н н о  р а зл и ч н ы е .

2. Если g  <  iz, то циклъ не исчерпываетъ еще всехъ элемен
товъ перестановки. Въ этомъ случае беремъ какой-либо элементъ s пе
рестановки, не со дер ж ащ ая  въ цикле 6 , ,  и составляемъ новый циклъ 
изъ k  членовъ:

g 2 =  (s, as , а'„ . . a f - V ) .

Будемъ продолжать такъ, пока не исчерпаемъ всехъ п  элементовъ. Такимъ 
образомъ перестановка А  целикомъ разлагается на циклы, а эти послед- 
ше вполне определяются перестановкой А. Также и обратно: совокуп
ность полученныхъ цикловъ вполне определяетъ собою перестановку А у 
ибо въ этихъ циклахъ точно указано, какой элементъ находится на томъ 
или на другомъ,— напримеръ, на s-омъ—месте. Поэтому перестановка А  
можетъ быть однозначно выражена при помощи своихъ цикловъ:

Л  =  (1)

при ч ем ъ  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь , въ как о й  п и ш у тся  ци клы  ffilf &2, — > 
не и м е е т ъ  з н а ч е ш я . П ри т а к о м ъ  в ы р аж еш и  п е р е с т а н о в к и  А  въ

ls) Действительно, такъ какъ каждый элементъ вполне определяетъ собою 
предыдущей элементъ, то не можетъ повториться какой-нибудь изъ следующихъ 
за г элементовъ безъ того, чтобы раньше не повторился элементъ г. Еще яснее: 
если бы, напримеръ, после afp повторился элементъ а", то имели бы место ра
венства: af® =  аг, а ^  = аг, а "  = г, ибо'каждый элементъ определяетъ однозначно 
предыдущШ,
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ц и кл ах ъ  каж ды й и зъ  ея элем ен товъ  1, 2, п  н е п р ем е н н о  вой- 
д е т ъ  въ с о с та в ъ  как о го -л и б о  цикла и при том ъ  только  оди н ъ  разъ .

Одночленные циклы означаютъ элементы, места которыхъ въ пере
становка A  те же, что и въ перестановка Е \  въ формуле (1) этихъ 
цикловъ обыкновенно не пишутъ, такъ что въ этой формуле обозначены 
только те элементы, места которыхъ въ перестановке А  не таковы, какъ 
въ перестановка Е- Главная п ер естан о вка  Е  с о с то и тъ  исклю чи
тел ьн о  и зъ  одн очлен н ы хъ  ц и кл о въ .

Двучленные циклы представляютъ собою не что иное, какъ т р а н с - ' 
поз и щ и , о которыхъ мы говорили въ § 53 13).

П р и м ^ръ . Пусть п  =  7 и

А =  (5, 2, 3) (4, 1, 7, 6). (2)

Соответствующая субститущя имеетъ видъ:

/1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7v 
\7 , 3, 5, 1, 2, 4, 6 /  ’

а перестановка А :
7, 3, 5, 1, 2, 4, б, 

ибо формула (2) выражаетъ, что

на 1-омъ месте находится элементъ 7 (онъ следуетъ за 1),

я 2-омъ я я я з,

я 3-ьемъ я я я 5 (онъ слЪдуетъ циклически за 3),

я 4-омъ я я я 1,

п 5-омъ я п Я 2,

я 6-омъ я я я 4,

я 7-омъ я л я 6.

3. Составлеше перестановокъ весьма упрощается, если представлять
ихъ въ виде цикловъ. Даны перестановки

II

&2 у

со • • •) я «

в  =  ь и Ь<1) 3̂> • • • i b tt '

13) Это не совсемъ такъ. Въ той системе, которой придерживается авторъ, 
транспозишя есть некоторая субститущя (какъ это и определено въ § 53), а дву
членный циклъ есть некоторая перестановка двухъ элементовъ. Д вучленны й  
циклъ п ол уч ается  изъ  осн ов н ой  п ерестановк и  при помощи тр ан сп ози 
ции. Подъ т р а н сп о зи щ ей  (а, Ь) следу етъ разуметь ту транспозищю, посред- 
ствомъ которой п ер естан ов к а  (а, Ь) получается изъ перестановки Е.

В в б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 14
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Нужно найти циклы, на которые разлагается перестановка

В  А  — a bl, &ь2у * • ‘у

Если г есть произвольный элементъ, то среди цикловъ, на которые раз
лагается перестановка Д  есть часть: (г, Ъг, * • ■)'■> въ циклахъ же пе
рестановки А  найдется часть (Ьг, аъг , . . .)> а въ искомыхъ циклахъ пе
рестановки В  А  есть часть (г, а Ьг, . . .)*

Отсюда слЪдуетъ простое правило: чтобы составить циклы переста
новки В А У нужно за любымъ элементомъ г писать тотъ элементъ а ь., ко
торый въ перестановка А  сл'Ьдуетъ за элементомъ Ьг> т. е. за тЪмъ 
элементомъ, который въ перестановка В  сл^дуетъ за элементомъ г.

4. Мы освоимся съ этимъ правиломъ, разсмотрЪвъ примеры. 
Возьмемъ п =  7 и перестановки

А  =  (5, 2, 3) (4, 1, 7у 6)

В  =  (1, 2, 4, 7, 3) (5, 6).
Тогда

B A  =  (1, 3, 7, 5, 4, 6, 2) “ ).

Такимъ образомъ, перестановка В  А  имЪетъ всего одинъ циклъ. Иначе: 

В  А  =  3, 1, 7 у б, 4, 2, 5.

Соединимъ перестановку В  А  съ перестановкой С  =  (4, 7),^въ кото
рой элементы 1, 2, 3, 5 и 6 занимаютъ rfc же м^ста, что и въ главной 
перестановка Е. Получимъ:

С В  А  =  (1, 3, 7, 6, 2) (4, 5).

5. Пользуясь циклами, весьма легко находить степени перестановки. 
Для того, чтобы изъ перестановки А  получить перестановку А 2у

нужно писать циклы перестановки А ,  постоянно пропуская одинъ эле
ментъ: т. е. за первымъ элементомъ каждаго цикла нужно писать третей, 
за третьимъ — пятый и т. д. 14 15).

14) Въ В за 1 слЪдуетъ 2, а въ А  за 2 слЪдуетъ 3; поэтому въ В А  за 1 
сл^дуетъ 3; далЪе, въ Л за 3 сл'Ьдуетъ 1, а въ А за 1 слЪдуетъ 7; поэтому въ 
ВА за 3 слЪдуетъ 7 и т. д.

1Б) Если намъ нужно найти, скажемъ, 2-ую степень перестановки А, выра
жающейся цикломъ

(I, 3, 4, 2, 5),

то это значить найти перестановку А А:
(1, 3, 4, 2, 5) (1, 3, 4, 2, 5).

Въ первомъ цикл-fe за 1 слЪдуетъ 3, а во второмъ за 3 — 4; въ результат^ 
за 1 слЪдуетъ 4. Въ первомъ циклЪ за 4 сл'Ьдуетъ 2, а въ второмъ за 2 — 5; въ
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Аналогично получается перестановка А г, если въ циклахъ А про
пускать два элемента, и т. д.

Такъ, для разсмотрЪнной выше перестановки А  имЪемъ:

А 2 =  (5, 3, 2) (4, 7) (1, 6),

А 3 =  (5) (3) (2) (4, 6, 7, 1).

Мы видимъ, такимъ образомъ, что при возвышенш перестановки въ 
степень циклъ ея можетъ разложиться на два цикла или более. Если мы 
образуемъ перестановку А 12 * * *, то получимъ основную перестановку, т. е. 
въ нашемъ примере А п =  Е.

6. Если мы будемъ представлять перестановки въ виде цикловъ, 
опуская при этомъ одночленные циклы, то любой циклъ изъ g  членовъ 
сам ъ по с е б е  представитъ некоторую определенную перестановку. 
Напримеръ, при п =  7

(5, 3, 2) =  1, 5, 2, 4, 3, б, 7.

При такомъ условш два или несколько рядомъ написанныхъ цикла, не 
имеющихъ ни одного общаго элемента, представляютъ результатъ соста
вления перестановокъ, представленныхъ отдельными циклами 16).

Если мы соединимъ циклъ (1, 2, 3, . . ^  — 1) съ транспозищей
(g , g ~  1), то получимъ:

2. 3, g  - 1 )  =  (1, 2, 3, . . . .  1, g).

Отсюда следуетъ, что циклъ, содержаний g  членовъ, можетъ быть раз- 
ложенъ на g — 1 транспозицШ:

(1, 2, 3, • ■ g) = {g, g  -  1) (g  -  1, g  ~  2) • ■ ■ (2, 1).

Правую часть этого равенства нужно понимать, какъ перестановку, ко
торая получится въ результате составления перестановокъ, представлен
ныхъ отдельными двучленными циклами.

И зъ  с к а за н н а го  закл ю чаем ъ , что всяю й  циклъ п р е д с та -  
в л я етъ  собою  ч етн у ю  или нечетн ую  п е р е с т а н о в к у , см отря  по 
то м у , с о д е р ж и т ъ  ли онъ  н еч етн о е  или ч етн о е  чи сло  ч л ен о в ъ .

результате за 4 следуетъ 5 и т. д. Такимъ образомъ получимъ:
(1, 3, 4, 2, 5)2 -  (1, 4, 5, 3, 2).

Вообще указанное въ тексте правило следуетъ изъ того, что изложено въ
пункте 3; нужно только принять во внимание, что въ данномъ случае В = А, такъ 
что Ъг ~ а г , и потому циклъ перестановки А* начнется такъ: (г, а а ^  . . .).

16) Напримеръ, перестановку .С « 1 , 5, 2, 7, 3, 6, 4 — (5, 3, 2) (4, 7) можно: 
разсматривать, какъ результатъ * составления А В ^или В А)  двухъ перестановокъ 
А  =  (5, 3, 2) и В -  (4, 7).

•14*
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Поэтому данная перестановка представляетъ собою четную или не
четную въ зависимости отъ того, имеется ли среди цикловъ, на которые 
разлагается данная перестановка, четное или нечетное число такихъ, ко
торые содержатъ четное число членовъ 17).

§ 56. Группы  п ер естан о в о къ .

1. Въ § 54 мы всл%дъ за составлешемъ перестановокъ разсмотрЪлиг 
какой смыслъ имЪютъ степени А 2, А ъ, . . .  какой-либо перестановки А .  
Такъ какъ изъ п элементовъ можно получить лишь конечное число пе
рестановокъ, то въ ряду

А ,  А 2, А \  А \  . . .

какая-нибудь перестановка раньше или позже должна повториться. Если 
перестановка, представленная степенью A k, повторится вновь въ вшгЬ. 
степени А к+а, то изъ равенства

А к =  А к+а
слЪдуетъ, что

А а =  Е .

Итакъ, каж дой  п е р е с т а н о в к а  А  с о о т в Ъ тс т в у е тъ  н е к о т о р ы й  
опред% лениыЙ  наименьш ей п о л о ж и тел ьн ы й  п о к а за т е л ь  а , при  
к о т о р о м ъ  А а с о в п а д а е т ъ  съ  главн ой  п е р е с т а н о в к о й .

Этотъ наименышй положительный показатель называется п о р я д -  
ком ъ  перестановки А .  Рядъ

Е ,  А , А 2, А \  А а- 1

содержишь лишь отличныя другъ отъ друга перестановки; рядъ этотъ. 
называется п е р ю д о м ъ  перестановки А , такъ какъ изъ этого именно 
перюда, повторяющагося безконечное число разъ, составляется рядъ послЪ- 
довательныхъ степеней перестановки А . Если мы возвысимъ перестановку А  
въ степень, показатель которой есть число, кратное числа а. то всегда 
получимъ основную перестановку Е .

2. С истем а © п е р е с т а н о в о к ъ , в ы б р ан н ы х ъ  и зъ  с о в о к у п 
н ости  вс1эХъ п е р е с т а н о в о к ъ  и з ъ  п  э л е м е н т о в ъ ,

А \ ) А  ̂  у А г , . . . ,  А д  (@ )

17) Въ самомъ д'Ьл'Ь, согласно п. 12 § 54-го, отъ составлешя четнаго числа 
нечетныхъ перестановокъ получается четная перестановка; отъ составления же 
четныхъ перестановокъ всегда получается четная перестановка, такъ что въ ре
зультат^ д*Ьло приводится къ сост'авлешю двухъ четныхъ перестановокъ, что даетъ 
четную перестановку. Аналогично этому разсматривается и второй случай.
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н а зы в а е т с я  гр у п п о й , если она у д о в л е т в о р я е м  следую щ ем у
у с л о в т :

Е сл и  А ь  и А к  п ред ставл яю тъ  собою  д в е  различны й или 
о д н у  и ту  же п ер естан о в к у  и зъ  системы © , то составлен н ая  
и зъ  ни хъ  п ер естан о в к а

Ah А н  =  A i

так ж е  заклю чается  въ числе п ер естан о в о к ъ  системы  ® .
П о р яд к о м ъ  g группы назы вается  число п е р е с т а н о в о к ъ , 

и зъ  которы хъ  со сто и тъ  систем а @.

Согласно этому определенш, совокупность всехъ перестановокъ 
изъ  и  элементовъ составляетъ группу порядка п\

Однако, есть группы съ меньшимъ числомъ членовъ. Разыскаше и 
изследоваше такихъ группъ составляетъ одну изъ фундаментальнейшихъ 
задачъ алгебры.

Такъ, напримеръ, перюдъ перестановки А есть группа порядка а. 
Действительно, каюя бы степени перестановки А мы ни соединяли, въ 
результате мы всегда получимъ некоторую степень этой же перестановки. 

Заметимъ еще, что совокупность всехъ четныхъ перестановокъ изъ

п  элементовъ составляетъ группу порядка я! 18).и
3- Если въ группе © встречается перестановка А (порядка а), то 

по определенно группы последняя содержитъ все степени перестановки А 
съ положительными показателями, а, следовательно, и степень Аа =  Е.

Итакъ, каж дая груп п а закл ю ч аетъ  въ с е б е  главную  п е р е 
с т а н о в к у  Е\ эта  п о сл ед н яя  сама по с е б е  о б р а з у е т ъ  гр у п п у  п о 
р я д к а  1.

По определенш степеней съ отрицательными показателями имеемъ:

А ~ кА к =  Е .

•Съ другой стороны, изъ равенства А а =  Е  следуетъ, что АГк =  А а~~к\ 
отсюда заключаемъ: если группа содержитъ перестановку А , то она не
пременно содержитъ и перестановку А~~*, т. е. перестановку, обратную 
перестановке А.

4. Если к а к а я -л и б о  груп п а  © п оряд ка  g за к л ю ч а е т ъ  въ 
•себе все элем енты  н е к о то р о й  д р у го й  группы  £  п о р я д к а  h , то  
число Ъ есть  д ел и тел ь  числа g.

1S) Въ самомъ деле, согласно п. 12 § 54-го, перестановка, составленная изъ 
двухъ четныхъ перестановокъ, также представляетъ собой четную перестановку. 
Если поэтому S есть совокупность всехъ четныхъ перестановокъ, а В и А две при
надлежащая ей перестановки, то въ ту же совокупность войдетъ и перестановка В А.
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Это важное предложеше доказывается слЪдующимъ образомъ. 
Обозначимъ перестановки группы £  черезъ

B t , В2, . А .  (1)

По услов1ю, Bet эти перестановки заключаются въ rp y n n t © ; если этими 
элементами группа ® не исчерпывается, то назовемъ черезъ А  переста
новку, входящую въ число элементовъ группы ©, но не содержащуюся 
въ rpynn t ф. Соединяя перестановку А  съ перестановками (1). получимъ 
рядъ перестановокъ

Л В и  Л В 2, АВн.  (2)

Эти h перестановокъ Bet входятъ въ составъ группы © и, KpOMt того, 
Bet OHt отличны другъ отъ друга и отъ Ъ перестановокъ (1). Въ са- 
момъ д'Ьл'Ь, если бы, напримЪръ, им'Ьло Mtcro равенство A  B r =  A B S, 
то, согласно п. 11 § 54-го, мы имЪли бы, что B r =  B s, что невозможно; 
если бы было А В Т =  B s, то отсюда следовало бы, что А  — B sB 7  , т. е. 
перестановка А  заключалась бы въ rpynnt что npoTHBoptnHrb на
шему УСЛ0В1Ю.

Въ силу этихъ соображешй перестановки (1) и (2) составляютъ 
BMtcTt 2 h перестановокъ группы ©. Если ими еще не исчерпывается 
группа @, то, выбравъ изъ этой группы элементъ А \  котораго H trb  въ
чис/it перестановокъ (1) и (2), составимъ рядъ:*

А ' В и  А ' В 2, A 'B h .  (3)

B et эти перестановки, во-первыхъ, содержатся въ rp y n n t ® , а, во-вторыхъ, 
Bet OHt отличны другъ отъ друга и отъ перестановокъ (1) и (2). fltft- 
ствительно, если бы было A ’ Br =  A B S, то отсюда агЬдовало бы, что 

А '=  А В в В Г 1; а, въ силу того, что перестановка B SB7~X есть одна изъ 
перестановокъ (1), перестановка А вопреки условш, оказалась бы въ числЪ 
перестановокъ (2), Такимъ образомъ, системы (1), (2) и (3) представляютъ 
собою BMtcTt 3 h перестановокъ группы @. Такъ какъ число перестановокъ 
группы ® конечно, то, продолжая то же разеуждеше, мы исчерпаемъ Bet 
элементы этой группы. Если посл’ЬднШ рядъ, который при этомъ полу
чится, будетъ

At*-*>BU А « -* \В 2, . . А 1 *-* 'В ц  (4)
то имteмъ:

и, такимъ образомъ, предложеше наше доказано.
Изъ этого, предложения с л ^ у е тъ :

Число п\ д л и т с я  н a ц tл o  на п о р я д о к ъ  л ю б ой  груп п ы  п е 
р е с т а н о в о к ъ  и на п о р я д о к ъ  л ю б ой  п е р е с т а н о в к и .
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Для каж дой  п ер естан о вки  А  имЪетъ мЪсто р ав ен ств о :

Ап1 = Е.
5. Нетрудно для любого числа п  составить некоторый простыя 

группы невысокаго порядка,— напримЪръ, перюды отд^льныхъ перестано
вокъ. Для алгебры гораздо большее значение им'Ьетъ получеше группъ 
болЪе высокихъ порядковъ; мы, однако, еще очень далеки отъ полнаго 
рЪшешя этой въ высокой степени важной задачи* Сравнительно нетрудно 
проникнуть въ строеше группъ для гЬхъ просгЬйшихъ случаевъ, когда 
И =  3 и п — 4.

Для обозначешя перестановокъ мы будемъ обыкновенно выражать 
ихъ въ циклахъ, при чемъ для простоты будемъ обозначать главную 
перестановку Е  символомъ (1) въ виду того, что при составленш пере
становокъ она играетъ роль единицы.

Для п — 3 мы имЪемъ шесть перестановокъ:

(1), (1, 2), (1, 3), (2, 3), 0 ,  2, 3), (1, 3, 2).

Зд%сь мы имЪемъ группу четныхъ перестановокъ (1), (1, 2, 3) и (1, 3, 2) 
порядка 3, которая въ то же время представляетъ собою перюдъ пере
становки (1, 2, 3) или перестановки (1, 3, 2); дал^е, здЪсь есть еще 
три группы второго порядка, именно, перюды перестановокъ (1, 2), 
(1, 3) и (2, 3). Другихъ группъ зд'Ьсь н'Ьтъ.

6. При п — 4 мы имЪемъ 24 перестановки, которыя можно сл%- 
дующимъ образомъ изобразить посредствомъ ихъ цикловъ:

(1) Главная перестановка.

(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4) двучленные циклы,
(1, 2) (3, 4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3) по два двучленныхъ цикла,

(2, 3, 4), (2, 4, 3), (1, 3, 4), (1, 4, 3)
(1, 2, 4), (1, 4, 2), (1, 2, 3), (1, 3, 2)

(1, 2, 3, 4), (1, 2, 4, 3),* (1, 3, 2, 4)
(1, 3, 4, 2], (1, 4, 2, 3), (1, 4, 3, 2)

трехчленные циклы,

четырехчленные циклы.

Такимъ образомъ, исчерпаны всЬ 24 перестановки изъ 4 элементовъ.
Группа четныхъ перестановокъ содержитъ слЪдуюцця 12 переста

новокъ: '
(1),. .(1, 2 )(3 , 4), (1,' 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3),

(2, 3, 4), (2, 4, 3), (1, 3, 4), (1, 4, 3),
(1, 2, 4), (1, 4, 2), (1, 2, 3), (1, 3, 2).

Въ ней содержится следующая группа четвертаго порядка: 

(1), (1, 2) (3, 4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3).
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Последняя группа имЪетъ особенно важное значение для реш етя 
уравнешя четвертой степени; аналогичное значеше им^ютъ три группы 
8-го порядка, которыя входятъ въ составъ группы 24-го порядка, со
стоящей изъ всЪхъ перестановокъ. Одна изъ этихъ трехъ группъ 8-го 
порядка есть:

(1), (1, 2) (3, 4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3),

(1, 2), (3, 4), (1, 4, 2, 3), (1, 3, 2, 4).

Проч1я две группы получаются изъ этой, если зам%нимъ другъ другомъ 
элементы 1 и 3 и элементы 1 и 4.

7. При п  =  5 имеется 120 перестановокъ; въ этой совокупности 
перестановокъ содержится замечательная группа 20-го порядка, которую 
можно получить слЪдующимъ образомъ.

Мы будемъ обозначать любую изъ цифръ 1, 2, 3, 4, . . . черезъ х \  
но при этомъ условимся, что т% элементы, которые обозначены цифрами, 
различающимися на число, кратное 5-ти, мы будемъ считать одинаковыми. 
Тогда мы *будемъ иметь только 5 различныхъ элементовъ

1, 2, 3, 4. 5. (1)

Пусть а и Ъ означаютъ два целыхъ числа, при чемъ а не д е л и тс я  
на 5; въ такомъ случае выражеше а х - \-Ъ  воспроизводитъ те  же цифры 
(1), но только въ другомъ порядке; такимъ образомъ. а х  +  Ь есть ана
литическое выражеше некоторой перестановки, а символъ

( *  )
\ а х  +  Ь/

выражеше с у б с т и т у ш и . Такъ, напримеръ, выражеше 2 х  +  3 даетъ 
перестановку

5, 2, 4, 1, 3.

Если мы составимъ две ташя перестановки, то получимъ:

X \ / х  

ах  +  Ь / \ а 'х  +
х

аа ’х  +  ah' 5

т. е. субститущю того же вида. Напримеръ:

или полностью
(Д+ .) (£ + .) - С ,+ 4

/1  2 3 4 5 W 1  2 3 4 5 \  /1  2 3 4 5 \
\5  2 4 1 3 /  \ 5  2 4 1 3 /  =  \ 3 2 1 5 4 / ’



или въ  ц и к л а х ъ :

(1, 5, 3, 4 ) 0 ,  5, 3, 4) =  (1, 3) (4, 5).

Такъ какъ число а можетъ принимать каждое изъ четырехъ значе- 
шй 1, 2, 3, 4 19), а число b — каждое изъ пяти значешй О, 1, 2, 3, 4, 
то мы можемъ получить 20 различныхъ перестановокъ, обладающихъ 
указаннымъ свойствомъ и потому образующихъ группу. Эта группа 
состоитъ изъ сл'Ьдующихъ перестановокъ, который мы представимъ въ 
виде цикловъ:

(1), (1, 2, 3, 4, 5), (1, 3, 5, 2, 4), (1, 4, 2, 5, 3), (1, 5, 4, 3, 2), 

(L  2. 4, 3), (1, 3, 4, 2), (1, 5) (2, 3),

(1, 3, 2, 5), (1, 5, 2, 3), ( 1 ,2 )  (3 ,5 ) ,

(1, 4, 5, 2), (1, 2, 5, 4). ( 1 ,5 )  (4, 2),

(1, 5, 3, 4), (1, 4, 3, 5), ( 1 ,3 )  (4, 5),

(2, 3, 5, 4), (2, 4, 5, 3), (2, 5) (3, 4).

§ 57. Сочетали безъ повторений.

1. Данъ комплексъ ДГ изъ п элементовъ. Сколькими различными 
способами можно отобрать т элементовъ этого комплекса? Другими 
словами, ско л ьк о  р азл и ч н ы х ъ  ко м п л ек со въ  М , со д ер ж ащ и х ъ  по 
т  эл ем ен то въ  каж ды й, можно п олучи ть и зъ  н Ъ котораго  ко м 
п лекса  ДГ, со дер ж ащ аго  всего  п эл ем ен то въ .

Комплексы М  называются сочетан!ям и  эл ем ен то въ  ко м п л екса  
N  по т \ чтобы указать на то, .что одинъ и тотъ же элементъ ком
плекса N  не можетъ дважды встречаться въ одномъ и томъ же комплексе 
М у комплексы М  называютъ также сочетан1ями б езъ  п о в т о р е ш й .

ОпредЪлимъ число сочеташй безъ повторешй изъ п элементовъ по 
т  въ каждомъ. Обозначимъ это число символомъ Вт • Вопросъ, который 
мы поставили, им'Ьетъ смыслъ лишь въ томъ случай, когда число т  не 
превышаетъ п. Если п =  т, то можно получить только одинъ комплексъ 
М , который окажется тождественнымъ съ комплексомъ ДГ; следовательно,

В[П) ^  1. .  (1)

1Й) Если коэффищенту а придать два значешя, отличаюиияся на число, крат
ное 5-ти,—напримеръ 1 и 6,—то мы получимъ ту же перестановку.
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Легко также решить нашу задачу и въ томъ случай когда т — L 
Действительно, тогда искомыя сочеташя сведутся къ элементамъ ком
плекса N ,  взятымъ порознь, а потому

В Р  =  П. (2)

Предположимъ далее, 
лучимъ следуюцпя сочетания

что п = 3; изъ элементовъ

т =  1: а , Ъ, с\ В Т  = з,

т = 2: Ъс, са, аЬ\ В Т  = 3,

т =  3 : abet в Т  = 1.

Подобнымъ образомъ нетрудно найти непосредственно числа В (,^  для 
ближайшихъ случаевъ, т. е. когда п  =  4, 5, б. Займемся теперь ptm e- 
шемъ нашей задачи въ общемъ виде.

Составимъ все перестановки комплекса N и отберемъ отъ каждой 
перестановки т  первыхъ ея элементовъ 20); тогда мы получимъ все безъ 
исключешя комплексы М, но каждый изъ нихъ при этомъ встречается 
не одинъ разъ, а несколько разъ. Разсмотримъ, сколько разъ получается 
при этомъ способе одинъ и тотъ же комплексъ М. Обозначимъ одну 
изъ перестановокъ комплекса N  черезъ

А  = dx , j • • ч &т \ dm-\~l у Clntr\-2j • • •> &П)
при чемъ* черта указываетъ на то, что перестановка А  разделена на две 
части А х и А2:

А х =  d x , > • '  * j d m  у А 2 =  Clm-j - l j  Clm-J-2* • • •» Cln •
%

Образуемъ все перестановки А  и отделимъ отъ каждой группу 
элементовъ А х\ эти группы представятъ собою искомые комплексы М.

При этомъ мы будемъ получать отличные другь отъ друга ком
плексы М  всякШ разъ, когда для получешя перестановки А  некоторые 
элементы комплекса А х заменяются элементами комплекса А %- Изъ техъ 
же перестановокъ А , который образованы перемещешями элементовъ 
одного и того же комплекса Ах или А 2у м ы  будемъ получать одинъ и 
тотъ же комплексъ М. Поэтому каждый комплексъ М повторится столько 
разъ, сколькими способами можно скомбинировать какую-либо переста
новку элементовъ А х съ некоторой перестановкой элементовъ A 2f т. е. 
всего — разъ. Такъ какъ число перестановокъ А равно п\у
а число комплексов М  равно В т \  то имеемъ:

т \ (п — т ) ! В (т =  nl 70

70) Въ томъ же порядке, въ которомъ они расположены въ перестановке.



Следовательно,

в (: ] = __ w!____
m \(ii — ж)! % (3)

Пользуясь формулой (3) § 52-го, это выражеше можно представить еще 
въ двухъ следующихъ видахъ:

pin) _  п ( п — 1) . . .  ( т +  1)
1 . 2 . 3  . . .  ( п - - ж )  “

_  п (п — !■) (п — 2) . . .  (п — т  +  1) 
К  2 .3  . . .  ж

(4)

Хотя числа В [т представлены нами въ виде, дробей, но по самому 
своему значешю это числа цельш, т. е. въ д^обяхъ (3) и (4) числитель 
делится на знаменателя. Поэтому, принимая во внимаше вторую дробь 
въ формуле (4), мы можемъ высказать следующее предложеше:

П р о и з в е д е т е  т  лю бы хъ п о с л ед о в агел ь н ы х ъ  ч и селъ  н ату - 
р ал ьн аго  ряда д ел и тся  н ац ело  на первыя ш  чиселъ  это го  р яд а .

Формула (3) показываетъ, что -число Вт остается безъ перемены, 
если заменить число ж  числомъ п  — Ж, т. е. *

Б (») _  Ы»)т — Dn—m•

При выводе формулъ (3) и (5) мы молчаливо предполагали, что 
Ж <  п. Если желаемъ^ чтобы эти формулы были справедливы и для случая 
П =  Ж, то нужно при н ять , как ъ  о п р е д е л е н а ,  следуюлця равенства:

01 =  1, Во] =  1. (6)

При такомъ условии формула (3) справедлива также при ж  =  0.

2. Мы теперь покажемъ другой способъ нахождежя чиселъ Bi’n ; при 
этомъ мы будемъ иметь случай познакомиться съ некоторыми новыми 
свойствами этихъ чиселъ.

Присоединимъ къ элементамъ аи  а2> • • •» комплекса N  еще 
одинъ элементъ au-\-i; тогда получимъ новый комплексъ N \  состояний 
изъ п +  1 элементовъ:

(Zj, cin, !•

*) Числа изображаются еще знакомъ (*), въ словахъ: ъп по i»“, или 
знакомъ пт. Символъ напоминаетъ назваше „бином1альный коэффищентъ“ 
которое также присваивается числамъ Но объ этомъ речь впереди.
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Сочеташя М ' этихъ элементовъ по т въ каждомъ можно получить сле- 
дующимъ образомъ: выписываемъ сперва все сочеташя М  комплекса N  
и затемъ присоединяемъ къ нимъ те сочеташя, которыя получатся, если 
къ каждому сочеташю комплекса Л" по т — 1 элементовъ присоединимъ 
новый элементъ аи-f t. Въ силу этихъ соображешй мы получаемъ рекур
рентную формулу:

№ +1, = № + В [̂ * ) .  (7)

Пользуясь этой формулой, а также формулами Во0 =  1 и B\]l) = 1. мы 
можемъ определить числа ВпГ~1) для любого ш ^ я + 1 ,  если только 
найдены числа В,,? для всякаго ш ^  п. Такимъ образомъ, все числа Вт 
однозначно определяются равенствомъ (7) и двумя частными случаями:

58° =  1, Б2° =  1. (8)

Такъ какъ выражеше (3), какъ въ томъ легко убедиться подстановкой, 
удовлетворяетъ услов1ямъ (7) и (8), то этимъ снова подтверждается пра
вильность формулы (3).

Равенство (7) даетъ намъ еще непосредственное доказательство 
того, что В{т суть целыя числа: для наименьшихъ значешй числа п 
мы убедимся въ этомъ непосредственнымъ вычислешемъ, а затемъ, поль
зуясь формулой (7), мы докажемъ справедливость нашего предложешя 
при любомъ значешй п по способу совершенной индукцш.

Формула (7) сравнительно съ общей формулой (3) более удобна 
для последовательная нахождешя чиселъ В2?: числа ряда В м ^  П0ЛУ' 
чатся изъ чиселъ ряда Вт\ если складывать каждый два последовательныхъ 
числа этого ряда. Такъ, напримеръ, для п = 1, 2, 3, 4, 5, б, 7 имеемъ:

§ 57

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4

1 5 10 10 5
6 15 20 15

7 21. 35 35 21

*) Эта формула получаетъ смыслъ и при т — 0 и даже при любомъ отри- 
цательномъ т, если только условиться при отрицательномъ т считать число В $  

равнымъ нулю. Точно такъ же, если примемъ lPf} =  0 при т > п, то наша формула 
будетъ справедлива при любой паре целыхъ значешй чиселъ т и п.
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3. Найденные результаты мы примЪнимъ къ рЪшенш следующей 
геометрической задачи:

Д ан а  систем а 2V и зъ  п то ч ек ъ  и число ш, меньш ее числа п\ 
с к о л ьк о  ж -с т о р о н н и к о в ъ  можно п о стр о и ть  на данны хъ п точ- 
к а х ъ , как ъ  на верш и нахъ?

По § 52 каждая система М, состоящая изъ т точекъ нашего ком

плекса, дастъ -i- (т —  1)! различныхъ m-сторонниковъ; а такъ какъ

системъ М имеется всего Вт\ то число всехъ m -сторонниковъ, кото
рые можно получить изъ системы точекъ N , выразится такъ:

1 ,  n(»«) 1 п\(т — 1)! п(п — 1) ...(71 — т+  1).
Т ( т - 1 ) ! В „ ,  = - 2 т ! ( й _ и ) ! = — -------------2т -----------------

§ 58. Сочетания съ повторениями.

Поставимъ теперь шире вопросъ, которымъ мы занимались въ пре- 
дыдущемъ параграфе.

1. Д а н ь  ком п лексъ  iV, содерж аний  п эл ем ен то в ъ :

N = d\ > d<i 1 1 • • • I 0-п >
и зъ  эти х ъ  эл ем ен то в ъ  составлены  ком плексы  М  по т эл ем ен то в ъ  
въ  каж дом ъ , при чем ъ оди н ъ  и то тъ  же элем ен тъ  м ож етъ  в с т р е 
чаться  н е с к о л ь к о  р азъ  въ одном ъ  и том ъ же к о м п л ек се  М.

Эти комплексы М называются с о ч е т а ^ я м и  съ п овтореш ям и  
и зъ  п эл ем ен то в ъ  по т въ каж до м ъ . — Требуется определить число 

этихъ сочеташй, которое обозначимъ черезъ С $ 9
Заметимъ, что здесь намъ нетъ надобности ограничивать себя 

услов1емъ, что ж  <  я ; т и п суть любыя целыя положительный числа.
Если т =  1, то намъ для составлешя комплекса М  придется брать 

каждый элементъ комплекса N порознь; следовательно,

C f  > =  и . (1 )

Если же п  =  1, то всего получимъ только одинъ комплексъ М , 
какъ результатъ ж-кратнаго повторешя единственнаго элемента даннаго 
комплекса JV, т. е.

CS? =  1. (2)

Пусть, далее, комплексъ N  содержитъ два элемента а и Ь, т. е. 
п =  2, а т есть произвольное число; условимся для краткости изображать
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^-кратное повторение одного и того же элемента въ виде степени ak\ 
мы получимъ тогда слЪдуюння сочеташя:

ат, am~lb< am~2b2y abm~ \ Ьш,
т. е.

C(J  =  т +  1* (3)

§ 58

Непосредственное опредЪлеше числа С т \  аналогичное изложенному 
въ п. 1 § 57-го, сопряжено здесь съ большими трудностями; мы легче до- 
стигнемъ цели, пользуясь рекуррентнымъ методомъ, къ которому мы ' 
прибегли въ п. 2 § 57-го.

2. Присоединимъ къ группе N  еще одинъ элементъ ап-j-i, т. е. 
составимъ изъ комплекса N  новый комплексъ N \  содержаний п +  1 
элементовъ:

•А/" — &\ у • • •) &П 1 1*

Чтобы составить сочеташя М '  этихъ элементовъ по т  въ каждомъ, вы- 
писываемъ сначала все комплексы М , число которыхъ равно C lT ; этимъ 
самымъ будутъ исчерпаны все те комплексы М ',  которые не содержатъ 
элемента ап-fi. Чтобы определить число прочихъ коплексовъ М , содер- 
жащихъ одинъ или нисколько разъ элементъ ап+ и  отнимаемъ отъ #аж- 
даго такого комплекса элементъ а„+и тогда останутся сочеташя съ 
повторешями изъ п  +  1 элементовъ по ш —  1 въ каждомъ и только 
таковыя; число ихъ равно С Й Р *  Такимъ образомъ, получаемъ соотно- 
шеше:

й в+1) =  с й Ч й ) . (4)

Заменяя въ формуле (4) число т  соответственно числами т — 1, 
т  — 2, . . 2, получимъ равенства:

/ЧЧ-О _  /ЧН-1) 1 /Ч«)ш *— О  т— 1 “ Г” О  т у
у (̂п+1) __ W«+l) , Wn) 
у^т—1 — о т —2 | ^  т—It

Ф+1) =  Сс*+ч +

Сложивъ почленно эти равенства и сокративъ обе части суммы на числа 

c S £ \  . . Сзм+1,) получимъ:

=  с $ + г) +  с Р  +  с Р  +  • • ■ +  с £ \  (5-)

Такъ какъ C i*"^  = п + 1  и С^Г} =  п  [см. формулу (1)], то формулу (5) 
можно представить въ такомъ виде:

Ф +1) =  1 +  ф  +  Ф ) +  ф  +  ■ ■ ■ +  Ф . (6)
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Следовательно, зная для одного числа п  все числа можно опреде
лить помощью формулы (6) все числа По формуле (2) все числа
Cm равны единице; такимъ образомъ, числа C ffi определяются одно
значно формулами (1), (2) и (4).

Легко убедиться, что темъ же соотношешямъ (1), (2) и (4) удо- 
влетворяютъ и числа Bni т. е. что можно положить

(7)

Действительно, сделавъ соответственныя подстановки въ формулахъ (1),
(2) и (4), получимъ:

B il) =  п, в &  =  1, Б ‘: +,,) =  1 & ~ 1) +  Б т ,+,,_1) 21),

каковыя соотношешя действительно имеютъ место, какъ это следуетъ 
изъ формулъ (1), (2) и (7) § 57-го.

Поэтому, по формуле (3) § 57-го имЬемъ:

Г (п) _  (m +  w — 1 )!, 
m l  (и — 1)!

или же
Г (П) _ (т Н- 1) ( т  +  2) . . .  (т  +  п  — 1)

w ”  1 .2  . . .  ( п -  1)

— п (п +  *) » • • рг +  т  — t)
1 . 2  . . .  т 21

(8)

(9 )

21) Изъ этихъ соотношешй можно сделать следующей выводъ: если мы бу- 
демъ подъ Cffl разуметь число , то соотношешя (1), (2) и (4) будугь
удовлетворены; а такъ какъ этими соотношешями числа определяются одно
значно, то отсюда вытекаетъ равенство (7).



ГЛАВА X.

Различный приложешя.

§ 59. Определители.

1. Подразделеше перестановокъ на четныя и нечетныя, приведенное 
въ § 53, составляетъ основу общей теорш определителей, которая даетъ 
общШ методъ для решешя системы п уравнешй первой степени съ п 
неизвестными xJf х2, х3, . . хп- Такая система содержитъ п* коэффи- 
щентовъ; столь же велико число соединешй изъ п цифръ 1, 2, 3, п 
по два съ повторешями, если принимать во внимаше и порядокъ цифръ. 
Поэтому коэффищенты удобнее всего обозначать символами вида я*,*;
все и н дексы  г и k независимо одинъ отъ другого принимаютъ всевоз
можный значешя 1, 2, 3, . . п.

Такимъ образомъ, систему п линейныхъ уравнешй можно выразить 
следующимъ образомъ:

х̂,ххх “Ь й12Х2 +  • ■• + дм *» = У к
а21х1 +  а2'2х2 +  • •’ * "1“ ^2,пХп =  У2'

0 )

*»Д*1 “1“ апу2^2 ' ■ • +  й„, А  =У1-
4

2. Мы будемъ предварительно разсматривать систему коэффищен- 
товъ независимо отъ уравнешй (1) и для наглядности напишемъ ее въ 
виде квадрата

а х у  ах у  * • *> а х,п

а 2,Х> а 2,2> • •  у  а 2 уп  

апУ апУ  • • *’ ап,п
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Здесь первый индексъ коэффищента йм  обозначаегъ го р и зо н тал ь  Ж й 
с т р о к у , въ которой этотъ коэффищентъ стоитъ, а второй индексъ 
обозначаетъ соответствующую вер ти кал ь  или колон ну .

Изъ этой таблицы коэффищентовъ мы образуемъ определенную 
численную величину или функщю коэффищентовъ д*;*, которую мы на- 
зовемъ о п р ед ел и тел ем ъ  и составимъ по следующему правилу. Соста- 
вимъ прежде всего произведете чиселъ сц,к> расположенныхъ въ ква
дратной таблице по д1агонали, — иначе говоря, всехъ техъ коэффищен
товъ di,k, въ которыхъ оба индекса имеютъ одинаковый значешя:

М  =  2 * * *

Это произведете мы назовемъ главны мъ членомъ о п р ед ел и тел я . 
Затемъ въ выраженш М  произведемъ все перестановки а  =  а ,, а 2, . . . ,  ап 
вторыхъ индексовъ и каждому полученному такимъ образомъ произведете»

м а  * 1 *  ̂ 2,аа (3 )

сообщаемъ знакъ +  или — , смотря по тому, есть ли соответствующая 
перестановка а четнаго или нечетнаго порядка. Мы получаемъ такимъ 
образомъ п\ членовъ, сумма которыхъ

и называется о п р ед ел и тел ем ъ  системы (1); самый квадратъ (2), за
ключенный между двумя вертикальными чертами, служитъ также для 
обозначешя определителя; короче пишутъ также:

А  =* ^  ±  а1,1^2,2 • * • ап,п * (5)

Если, напримеръ, положимъ п ~  3, то, согласно § 53, получимъ:

д1,2» ах,ъ 

^2,1 > ^2,2 * ^2,3 

^3,1’ ^3,2’ ^3,3

Это вполне совпадаетъ съ выражешемъ, приведеннымъ въ § 44, (8), 
если примемъ во внимаше некоторое различ!е въ обозначешяхъ.

Каждый изъ членовъ М а, изъ которыхъ состоитъ определитель А , 
представляетъ собой произведете п  множителей; въ каждомъ члене какъ 
первый индексъ, такъ и второй получаютъ по одному разу каждое изъ 
значешй 1, 2, 3, . . ., п. Иными словами, въ составъ каждаго члена всегда 
входитъ одинъ элементъ изъ каждой горизонтали и одинъ элементъ изъ 
каждой вертикали.

В еб ер ъ , Энциклоп. элемент, алгебры.

а 1,1 ̂ 2,2 ̂ 3,3 1̂,1 ̂ 2,3 3̂,2

“  ^1,2 ̂ 2,3 ̂ 3,1 ^1,2 ̂ 2,1 ̂ 3,3

Л1,3^2,1^3,2 ~  ^1.3 ̂ 2,2 ̂ 3,1*

15
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3. Если мы въ одномъ изъ произведен^ М а переставимъ множи
телей, то значеше этого произведешя не изменится; поэтому множителей 
можно также расположить такимъ образомъ, чтобы вторые индексы 
1, 2, 3, . . ., п  были расположены въ натуральной последовательности. 
Тогда первые индексы образуютъ перестановку /?, обратную переста
новка а  ') . Такъ какъ а  и суть перестановки одного и того же 
класса 2), то мы можемъ составить определитель и такимъ образомъ, 
что мы всеми возможными способами переставимъ первые индексы, а 
затемъ при каждомъ члене поставимъ знакъ или — , руководствуясь 
темъ же правиломъ п. 2-го, которое мы применяли къ перестановкамъ 
первыхъ индексовъ. Это мы можемъ выразить следующимъ образомъ:

О п р е д е л и т е л ь  не м е н я е т с я , если мы въ нем ъ  за м е н и м ъ  
в ер ти к ал и  го р и зо н та л я м и  и о б р а т н о .

4. Если мы въ перестановкахъ а  заменимъ другъ другомъ каюе- 
либо два индекса, то четный перестановки перейдутъ въ нечетныя и 
обратно. Поэтому каждый членъ М а переходить въ другой, который 
фигурируешь въ выраженш А ,  но съ противоположнымъ знакомъ.

Но такой перестановке двухъ индексовъ отвечаетъ перестановка 
двухъ вертикалей въ таблице (2); такъ какъ, согласно п. 3, то же спра
ведливо и относительно горизонталей, то мы получаемъ теорему:

О п р е д е л и т е л ь  м е н я е т ъ  зн а к ъ , если мы въ нем ъ зам ести м ъ  
д р у гъ  д р у го м ъ  д в е  в е р т и к а л и  или д в е  г о р и з о н т а л и .

5. Если соответствующие элементы двухъ рядовъ, о перестановке 
которыхъ идетъ речь въ п.. 4, имЬютъ одинаковыя численныя значения, 
то отъ перестановки этихъ двухъ рядовъ определитель вовсе не меняется. 
Между темъ, согласно предыдущей теореме, определитель долженъ при 
этомъ переменить знакъ. Такимъ образомъ доказано предложеше:

Е сли  въ  о п р е д е л и т е л е  с о о т в е т с т в у ю и й е  члены  д в у х ъ  в е р 
ти кал ей  или д в у х ъ  го р и зо н т а л е й  равны , то  о п р е д е л и т е л ь  ра- 
вен ъ  нулю . * *)

*) См. § 54, 8. Въ произведении Ма вторые индексы образуютъ некоторую 
перестановку а. Чтобы перейти отъ перестановки а къ натуральной последова
тельности, нужно сделать субституцию, обратную той, которая приводитъ отъ на
туральной последовательности къ перестановке а. Эту именно субституцию мы 
произведемъ надъ первыми индексами, когда будемъ размещать множителей такъ, 
чтобы вторые индексы, образовали натуральную последовательность. Вотъ почему 
после этого первые индексы составятъ перестановку обратную перестановке а.

*) Если мы отъ натуральной последовательности къ перестановке а при- 
ходимъ четнымъ числомъ транспозищй, то мы и къ перестановке перейдемъ 
четнымъ числомъ транспозищй, такъ какъ для этого достаточно произвести те же 
транспозицш, но только въ обратномъ порядке.



227 § 59

6. Повторнымъ примЪнешемъ теоремы 4 докажемъ:

Если мы въ о п р е д е л и т ел е  А  к ак и м ъ -л и б о  о б р азо м ъ  п ер е- 
стави м ъ  его  верти кали  или его  го р и зо н та л и , то абсолю тн ая  
вели чи н а о п р е д е л и тел я  не и зм ен и тся ; что касается  зн ак а , то 
он ъ  со х р ан и тся , если п р о и зв ед ен а  четная  п е р е с та н о в к а ; при 
нечетн ой  же п е р естан о в к е  зн ак ъ  м ен я ется  на об ратн ы й .

Формулой это можно выразить следующимъ образомъ: если а — 
— а2, а 3, . . а„ есть перестановка индексовъ 1, 2, 3, . . пу то

2  ±  Д1,«А  а, ' • ' А , . ,  =  ±  А, (6)

где въ правой части нужно взять знакъ +  , если а есть четная пере
становка, и знакъ — , если это перестановка нечетная.

7. Отсюда легко вывести тео р ем у  умнож ен1я о п р е д е л и т ел е й ; 
эта теорема содержитъ въ себе правило, согласно которому произведете 
двухъ определителей одного и того же порядка можетъ быть представлено 
въ виде определителя того же порядка.

Чтобы вывести эту формулу, мы на время воспользуемся несколько 
более точнымъ обозначешемъ. I

Положимъ, что v  пробегаетъ все перестановки v1} v2, . . vn\ 
пусть ( — l)v будетъ равно +  1 или — 1, смотря по тому, будетъ ли 
соответствующая перестановка четной или нечетной. Тогда мы можемъ 
представить выражеше А , согласно определешямъ (4) или (5), въ виде:

А  = 2 ( -  1 ) Ч „ А ;,2 • • • a,v „- (7)

Если а  есть произвольная перестановка вторыхъ индексовъ, то, согласно 
соотношении (6),

( -  l ) M  =  i(- Ч Ч ч .е .А .С  • •• 4 . V  (8)
Пусть теперь b ■ к будетъ другая система величинъ, подобная систе- 

ме ai k \ пусть

В  =  2 ( - 1  ^

будетъ составленный изъ нихъ определитель.
Если мы помножимъ равенство (8) на b1 r b2(li . . .  Ьп а  ̂ и возьмемъ

сумму полученныхъ выраженШ, соответствующихъ всемъ возможнымъ 
перестановкамъ а, то мы получимъ:

АВ — 2bl a b2ai . . . Ьща 2 ( ^Yav„aian, ( 10)

15*
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Здесь нужно произвести суммоваше сначала по v , сохраняя одну 
и ту же перестановку а, а затЪмъ нужно произвести суммовеше по а, 
распространяя его на все возможныя перестановки вторыхъ индексовъ. 
Такъ какъ а  есть перестановка вторыхъ индексовъ, то въ каждомъ члене 
индексы а 19 а2> а 3, . . а„ имеютъ все различный значешя* Съ другой 
стороны, согласно п. 5, сумма, взятая по v y была бы равна 0, если бы 
два индекса а  были равны между собой; напримеръ:

а , =  0.vn> ап

Вслед с ш е  этого соотношеше (10) останется въ силе, если при сум- 
мованш по а  будемъ давать двумъ или нЪсколькимъ индексамъ одно 
и то же значеше. Мы можемъ поэтому сказать, что въ выраженш (10) 
индексы a t , a 2, . . а„ независимо одинъ отъ другого пробегаютъ все 
значения 1, 2, п. Вместе съ тЬмъ самое соотношеше (10) мы мо
жемъ написать въ такомъ виде:

АВ =  2 (— l)v 2Ь, а 2Ь„ а., . . . 2 Ь  а ■ (11)v ' be* vltnt 2,аг vitа* я,в,, vM,a„ 4 J

Съ другой стороны, если мы введемъ обозначешя:

Ci,k =  h i a K l +  +  •• • +  К ,пак,п> ( 1 2 )

то правая часть равенства (11) приметь видъ:

^ V('i lv1C2.Vt * * * CthVH>

въ прежнихъ обозначешяхъ это есть не что иное, какъ определитель

С — 2  ± спс22 ..  . спп,

и мы получаемъ такимъ образомъ формулу

АВ = С,
или подробнее:

a \,V  ^ 1 2 ’  '  * * ’  \ п Ь1А, Ъ12, . . Ь1п

а2,1> ^2,2’ * * *> ^2,п • ^2,1.» ^2,2’ ’ * •) ^2,м

an,V йи,2> ‘ ’  а п,п К у  „̂,2> ■ • К ,п

(13)

(14)
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i  г

^2,tA ,<» * • •- ^ 2 ,А,.-

/  t
Ia„A.r 2а„Л,г •

i

* *> ^ ^ п , г ^ п , г

Здесь литера i, по которой производится суммоваше, пробегаетъ 
въ каждой сумме черезъ все значешя отъ 1 до п.

Въ словахъ это правило можетъ быть выражено слЪдующимъ
образомъ:

Ч тобы  состави ть  п р о и з в е д е т е  д в у х ъ  о п р ед ел и тел ей , со- 
сто ящ и х ъ  каж ды й изъ  п го р и зо н тал ей , п ерем н ож аем ъ  элем енты  
{-ой го р и зо н тал и  на соответствую щ ее элем енты  k-oPi г о р и з о н 
тали  и со став л яем ъ  сумму п олученны хъ  п р о и з в е д е н ^ .  З т и м ъ  
п у тем ъ  мы получим ъ элем ен тъ  cik н оваго  о п р е д е л и т е л я .

Такъ какъ въ каждомъ определителе горизонтали могутъ быть 
сделаны вертикалями, то такое произведете можно составить четырьмя 
различными способами.,

8. Чтобы выделить те члены развернутаго определителя

^  ~  2  ±  1̂,1 ̂ 2,2^з,з * * •

которые содержатъ элементъ ai v  достаточно оставить на своемъ месте 
второй индексъ 1 и переставить всеми возможными способами остальные 
индексы 2, 3, . . ., п\ совокупность всехъ этихъ членовъ можетъ быть, 
следовательно, представлена въ виде аллА ,  . ,  где А ,  . есть определи- 
тель, составленный изъ п — 1 горизонталей:

^1,1 =  ^  i  ^2,2^3,3 * * •

Этотъ определитель можно получить изъ даннаго определителя, 
написаннаго въ форме квадрата, если зачеркнуть въ немъ горизонталь и 
вертикаль, скрещиваюгщяся на элементе д1,1

9. Съ другой стороны, при помощи г - 1  транспозищй можно при
вести 2-тую строку на первое место; точно такъ же при помощи к — 1 
транспозищй можно к-тую вертикаль сделать первой. При этомъ опреде
литель прюбретаетъ множителя ( — 1 )*+-*, а элементъ щ,к оказывается на 
месте, которое занималъ элементъ a i v  Теперь мы можемъ составить со
вокупность членовъ, содержащихъ элементъ <ц,к по формуле (15). Вместе 
съ темъ мы получаемъ:
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Е сли мы п о л о ж и м ъ  с о в о к у п н о с т ь  всЪхъ ч л ен о в ъ , с о д е р ж а -  
щ ихъ  эл ем ен тъ  а^к, р авн о й  a y tA y t, то Л,\к есть  о п р е д е л и т е л ь , 

•со ставл ен н ы й  и зъ  п — 1 го р и зо н та л е й , к о то р ы й  м ож н о п ол у ч и ть  
и зъ  д ан н а го  о п р е д е л и т е л я  А , вы ч ер к и вая  въ  нем ъ г о р и з о н т а л ь  
и в е р т и к а л ь , скр ещ и ваю п и яся  на э л е м е н т е  а,./,-, и ум н о ж ая  п о л у 
ченны й о п р е д е л и т е л ь  на ( — 1)Н-*.

Эти величины Аг,к называются м ин орам и определителя А .  Въ вы- 
раженш минора А ^и  въ качестве перваго индекса не фигурируетъ i, а 
въ качестве второго индекса не фигурируетъ /г.

Миноры определителя изъ 9 элементовъ приведены въ § 44, (3).

10. Если мы составляемъ определитель А  изъ главнаго члена 
а \,\а 2 2 • * * йяя> переставляя первые индексы, то мы видимъ, что въ 
каждомъ члене его фигурируетъ одинъ и только одинъ изъ множителей

ai,v  a >,v *зд> • • •» ап у

Сообразно этому, определитель А  можетъ быть представленъ въ сле
ду ющемъ виде:

^  ~  * 1,1 ̂ 1,1 “1“ *2,1 ̂ 2,1 +  * w,i^ « ,i*

Это тождество называется разл о ж ен 1 ем ъ  о п р е д е л и т е л я  по эле- 
м ен там ъ  первой  в е р т и к а л и . Точно такъ же мы можемъ разложить 
определитель по элементамъ любой другой вертикали; вообще, полагая k  
равнымъ любому изъ чиселъ 1, 2, 3, . . % мы можемъ написать опре
делитель А  въ форме:

^  а1,к^1,к “1“  * 2 ,к^2,к Н“  ' ' '  аП)к^п.к‘ (16)

11. Въ минорахъ А 1кУ А ^ к, . . А пН элементы &-ой вертикали 
не фигурируютъ. Съ другой стороны, если мы заменимъ элементы 
*1,*> *2,v  • * •> ап,к элементами любой другой вертикали аг aiV  . . . ,  ап v  то 
определитель, согласно п. 5, обращается въ нуль. Если поэтому г и к 
суть два р а зл и ч и ы х ъ  индекса, то

0 -  а1,<Л1>к +  а2,,-Л,1- Н------+  ап,г^п,к- (17)

12. Если мы, согласно п. 3, заменимъ горизонтали вертикалями, то 
мы получимъ новый рядъ формулъ вида:

Л  -  а к,\ Л ',1  +  а 1с,2^к,2 +  ■ ■ • +  аь,пА Кп,

0 = ai,\ Лк,х + ai>2 Ак> г + ----Ь ain Акп.

(18)

(19)
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Изъ этихъ тождествъ можно очень легко получить рядъ важныхъ 
предложен^, касающихся определителей. Такъ, изъ разложенШ (16) и (18) 
мы получаемъ непосредственно:

13. Если все  элем енты  одной го р и зо н тал и  или одной в е р 
ти кали  нмЪютъ общ аго  м нож ителя, то э то тъ  обоий  м н ож и тель  
м ож етъ  бы ть вы несенъ  за зн ак ъ  о п р е д е л и т ел я .

14. Если мы помножимъ равенство (17) на неопределенная мно
жителя Я и прибавимъ къ равенству (16), то мы получимъ:

А  ~  («1,к+ Я«М)Л, л. +  (д2,*+  h a 2 j) A 2k +  ■ • • +  *«„,<) Д,,*- С20)

Это тождество выражаетъ предложеше, которое въ словахъ можно 
формулировать следующимъ образомъ:

О п р е д е л и т ел ь  не и зм ен и тся , если мы къ элем ентам ъ  какой- 
либо  верти кали  п ри дадим ъ с о о тв етств у ю н п е  элем ен ты  лю бой 
д р у го й  вер ти к ал и , ум нож ивъ  ихъ п р ед вар и тел ьн о  на п р о и з
во л ьн о е  число Я, или если къ элем ентам ъ как о й -л и б о  г о р и з о н 
тали п р и д ад и м ъ  со о тв етств у ю щ !е  элем енты  л юб о й  д р у г о й  г о 
р и з о н т а л и ,  у множенные  на п р ои з в оль на г о  множителя  Я.

16. Изложенный свойства определителя даютъ очень простое средство 
для решешя системы уравненШ первой степени:

« 1 , 1 * 1  +  « 1 , 2 * 2  +  ' ' + « ! , „ * „  =УГ А *

a2,tXl +  а2.2Х2 “ Ь  ‘ ■ + « 2 , „ * „ = J V 2 > AVi

« „ , 1 * 1  +  « я , 2 * 2  +  • ' +  « „ , „ * „  =Уп' А„к.И,Л

(21)

Если мы помножимъ первое уравнеше на A i fk, второе на Ач,ку 
третье на Аг,к и т. д., последнее на АП}и> какъ это здесь указано, и 
полученныя уравнешя сложимъ, то коэффициенты всехъ неизвестныхъ х ,  
кроме Хку обратятся въ нуль. Поэтому мы получимъ:

А х к = У 1А , к + У 3Л 2 >к +  • ■ ■ + у „ А пк. (22)

Если А отлично отъ 0, то делешемъ на А отсюда легко получить Хк
16. Если количества у х> Уч> Уъ, • • •> Уп все равны 0, то мы полу

чаемъ систему однородныхъ линейныхъ уравнешй:

«1,1*1 +  «1,2*2 +  ' ' • +  «!,„*„ =  °>

«2,1*1 +  «2,2*2 +  ' ' ' +  «2,„*„ =  °>

«я ,1 *1  +  «я ,2*2  +  ■ • • +  « „ , „ * „  =  0 .

(23)



232§ 60

Равенство (22) показываетъ, что въ томъ случай, когда опреде
литель А  отличенъ отъ 0, все неизвестный х1У x2J х39 . . ., х п должны 
быть нулями. Система въ этомъ случае с о б с т в е н н а г о  решешя (§ 45, 1) 
не имеетъ.

Необходимое ycnoBie того, чтобы система (23) имела собственныя 
решешя, выражается равенствомъ

А  =  0. (24)

Это равенство представляетъ собой, такимъ образомъ, р е з у л ь т а т ъ  
исклю чен in неизвестныхъ х  изъ уравнешй (23).

Если ycnoBie (24) выполнено и, по крайней мере, одинъ изъ мино- 
ровъ Ак,г отличенъ отъ нуля, то мы получимъ с о б с т в е н н о е  решеше, 
если положимъ:

Х1 ^ k ,V  Х2 ^к,2> =  А Ьт.П А*,И (25)

Если же все миноры Ak,i  равны 0, то система (25) не представляетъ 
собой собственнаго решешя. Но и въ этомъ случае существуютъ соб
ственныя решешя, которыя выражаются въ минорахъ этихъ миноровъ. 
Но мы не можемъ здесь входить въ разборъ этого случая.

§ 60. Биномъ Ньютона.

1. Сочеташя изъ п  элементовъ безъ повторешй находятъ себе 
применеше, когда приходится умножать другъ на друга п  двучленныхъ 
множителей.

Даны произвольный числа х, а1У а2, . . ап\ требуется составить 
произведете изъ п  множителей:

Fn = (х +  я,) (х +  я2) О +  я3) . . .  (х +  я„). (1)

Для п  =  2 и п  =  3 получимъ:

F2 = х2 + х(ах +  я2) +  аха2,
F3 = х* + х2(ах +  я2 +  яа) +  х(аха2 +  аха3 +  я2я3) +  аха2а3.

Методомъ полной индукщи можно доказать, что вообще

Fn = хи + А 1хп~1 +  А2хп~2 +  • •' +  Ап-\х  +  Ап. (2)

Въ этой формуле коэффищентъ А х означаетъ сумму чиселъ а19 a2i ..., ап\ 
А2 означаетъ сумму ихъ произведенШ, взятыхъ по два; коэффищентъ 
А ъ — сумму ихъ произведенШ по три и т. д .; наконецъ, А п означаетъ 
произведете всехъ чиселъ а19 а2, . . ., ап. Помощью знака 2  (сумма) 
коэффищенты А  выразятся следующимъ образомъ:

•А.у —2 ciy • ■А̂2—2 ciyci2 - jA.g —■ 2 dyd2d^, •. ■, -Ain dyd2 . . .  dn • (3)
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Если буквы a t , а 2, . . . ,  ап изображаютъ нЪкоторыя определенны*! 
числа, а х  будемъ разсматривать, какъ знакъ, выражаюпцй всякое произ
вольное число, то выражеше F n называется тогда ц ел о й  ф у н к щ ей  п-ой 
степ ен и  о тъ  х .  Числа Л и Л 2, А г , . . . ,  А„  называются коэф ф и ц !еи - 
там и этой функщи.

2. Въ выражешяхъ Л и  . . ., А п отдельныя слагаемыя пред- 
ставляютъ собою не что иное, какъ со че т а т я  б езъ  п о в т о р е н ^  изъ 
п  элементовъ а и  а 2, . . а п соответственно по одному, по два, по три 
и т. д. Поэтому число членовъ каждой суммы соответственно равно: '

Особенный интересъ представляетъ тогь случай, когда все числа 
а 15 Яо, . . ап равны одному и тому же числу, — напримеръ, а.  Тогда 
имеемъ:

Вместе съ темъ изъ равенствъ (1) и (2) вытекаетъ формула:

(х  +  а)п — х п +  В ^ х п- 1 а  +  В ^ х п~2 а2 +  •••-)- В ^ _ хх а п~ 1 +  ап . (4)

Формула (4), известная подъ назвашемъ строки  Н ью тона, употребляется 
весьма часто. При ея помощи можно р асп о л о ж и ть  /z-ую  степ ен ь  
бином а ( * - |- а )  по степеням ъ чиселъ х  и а. Въ формуле (4) много- 
членъ расположенъ по убы ваю щ им ъ степеням ъ числа х  и по воз- 
р астаю щ и м ъ  степ еням ъ  числа а.

Формулу (4) можно представить и въ следующемъ ви д е:

Для простейшихъ случаевъ, когда п  =  2, 3, 4, 5, получимъ:

( х  +  а )2 =  х 2, +  2 а х  +  а2;

(х  +  а ) 3 =  х ъ +  З а * 2 +  3 а 2*  +  а 3;

( *  +  а )4 =  х 4 +  4 а * 3 +  6 а 2* 2 +  4 а 3*  +  а4;

( х  +  а )5 =  * 5 +  5 а * 4 +  1 °я2* 3 +  Ю а3* 2 + '5  а 4х  +  а 5. 

Подставивъ въ формулу (5) *  =  1, получимъ:

А 1 =  Д ’Ч  А 2 =  В ф а \  А 8 =  В ^ а \  . . А п =  ап .

( *  +  а)п =  * "  +  п * м_1а  +  П ^  ^  — х п 2а2 +

+  « ( « — 1 ) ( я - 2 ) уи_ 3аз + (5)

( 1 ^ + а ) » = 1 - Ь я а  +  ^ - 2 ^ а М
п ( п  — 1 ) ( п — 2) 

1 . 2 . 3 а3 + . . . . + а*. (7)
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Обратно, изъ этой формулы легко 

( х  +  а)п =  х п ^ 1 +

Теперь ясно, почему числа

получить общую, такъ какъ

в<”\ в™, B f \ . . . .  B‘:_ v в<:>

называются бином 1альны м и к о э ф ф и 1и ен там и  *).

3. Если п  есть число  п р о с т о е , то век бинолпальиые коэффи- 
щенты за исключешемъ перваго и последняго, т. е. числа

В'{‘>, В (’1\ п—1

делятся безъ остатка на я ;  действительно, изъ § 57, (3) следуетъ:

В!*Чп! (п — т )! = п !' (8)

Если при этомъ т больше нуля и меньше я, то числа ml  и (п — т ) ! 
не делятся на число п , тогда какъ число п\ кратно п . Следовательно, 
множитель долженъ делиться безъ остатка на п (см. § 17, п. 1). 
Принимая во внимаше формулу (7), мы отсюда заключаемъ, что число

[{а +  I)’1 -  (а +  1)] -  (я" -  а) (9)

делится нацело на число п, если только а  есть целое число д). Если по
ложить а  =  1, то отсюда следуетъ, что число 2п— 2 делится на число п\  
если поэтому считать доказанным^ что ап — а  при некоторомъ значенш 
числа а  делится на число п , то число (а  +  1)” — (а  +  1), какъ это сле
дуетъ изъ формулы (9), также делится на п.

Такимъ образомъ, мы доказали по способу математической индукцш 
такъ называемую т е о р ем у  Ф ерм ата:

П ри л ю б о м ъ  ц е л о м ъ  зн ач еш и  а число ап — а  д е л и т с я  б е з ъ  
о с т ат к а  на число я ,  если  т о л ь к о  я  есть  число п р о с т о е . * 3

*) Сведешя о бином1альныхъ коэффищентахъ находимъ впервые у Михаила 
Ш тифеля (Arithmetica integra, 1544), который далъ таблицу бином1альныхъ коэф- 
фищентовъ для первыхъ 17 степеней бинома. См. Cantor, Gesch. d. Mathem., 
Bd. 2, S. 430.

3) Разлагая (a-\-l)n по строке Ньютона, мы получимъ выражеше, въ кото- 
торомъ первый членъ есть ап> а последшй есть 1; все остальные члены, какъ мы 
видели, делятся на п. Отсюда следуетъ, что при целыхъ значешяхъ а

(а +  I f  — ап -  1

делится на п. Но это выражен!е тождественно съ выражешемъ (9).
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4. Перемножимъ почленно слЪдукншя два равенства:

(1 +  а)т =  В (’ы) +  B{ln)a  +  B 'f'a *  + ----f- В [ ^ а т,

(1 +  а)п =  В0п] +  &*'а  +  В ^ а 2 + ----- b B f a * ,

nxt т и п  означаютъ произвольный ц%лыя числа. Получимъ:

(1 +  а)т+п =  Bf^Bfp  +  (&*>№*> +  B ^ B f )  а +

+  (В ^одю  +  #»>£(*> +  В р В * ' )  а1 Н-------

Съ другой стороны, по правилу бинома имЪемъ также:

(1 +  а)т+п =  £<>*+' о +  В ("'+П)а +  В(’п+п)а2 +  ...

Изъ сравнения правыхъ частей послЪднихъ двухъ равенствъ выводимъ 
слЪдуюхщя соотношешя между бином1альными коэффициентами:

5g"+*> =  В™В™, &ln+n] =  В ‘п)В[п) +  В[т)В о \  • • •

и, вообще, при любомъ значенш числа v  имЪетъ м^сто равенство:

В{т+п) = в<ш)Вш + в ^ в ^  + в^в(;% н----- h в<рвф. (ю)
При v  >  п  число В ^  обращается въ нуль.

Равенствомъ (10) мы воспользуемся впослЪдствш при доказательств^ 
одного весьма важнаго предложешя.

5. Вт» формул^ (3) § 57-го бином!альные коэффишенты предста
влены въ форм'Ь:

п(») ______ _______
т ! (п — т ) !

Если мы поэтому положимъ т =  а, п — т  =  /9, а  +  Р =  п  и бу- 
демъ писать^/ вместо а, то,формула (4) даетъ:

(*■+ У Г  =  2  (п )
суммованхе долж н о  быть зд ^ с ь  р асп р о стр ан ен о  на в с е в о зм о ж 
ный р а зл о ж е ш я  числа п  на два цЪлыхъ слагаем ы хъ, и зъ  ко то р ы х ъ  
ни одно не им'Ьетъ отр и ц ател ьн аго  значен1я. Подъ символомъ 01 
нужно разуметь число 1.

Въ этой формЪ можно формулу бинома обобщить.
Пустя х ,  у ,  % . . .  будутъ неопред'&ленныя величины числомъ г, 

а п ~  Ц'Ьлое положительное число. Разложимъ число п  всЪми возможными
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способами на г цЪ лы хъ сл агаем ы х ъ , ни од н о  и зъ  к о т о р ы х ъ  не 
и м ^ е тъ  о т р и ц а т е л ь н а г о  значения:

п  =  а +  Р +  у-{------. (12)

Тогда можно съ помощью индукцш получить

(*  + у  +  • • • ) " =  ^  д  у ! , , ;  ( 13)

где суммоваше распространяется на все разложения (12).
При г  =  2 формула справедлива. Общее же ея доказательство, какъ 

уже сказано, можно получить при помощи полной индукщи. Въ самомъ 
деле, предположимъ, что она доказана для г — 1 слагаемыхъ и положимъ

и = у  +  1 -\---- .

Тогда, согласно формул-Ь (11), получимъ разложеше

( х  +  и)п =  ~П“]  х а и "' (a  +  v  =  n) (14)

Вь виду же того, что формулу (13) мы приняли для (г— 1) слагаемыхъ,

(0 +  Y + - - -  = * )•

Такимъ. образомъ, изъ соотношешя (14) получается формула (13). Ее на- 
зываютъ ф о р м у ло й  Н ью то н а  для м н о го ч л ен а .

Напримеръ, при г =  3, п =  3

(х  + у  +  О3 = х 9 + у г +  1Ь +

+  3 (У ^  -J- %у2 +  IX 2 +  Х7? +  х у 2 +  у х 2)

+  6 х у \ .

§ 61. Ариометичесше ряды.

1. Расположенный въ опред'Ьленномъ порядка рядъ чиселъ, изъ 
которыхъ каждое последующее больше предыдущаго на одно и то же 
число '(положительное или отрицательное) называется а р и е м е т и ч е с к о й  
n p o rp e c c ie fl или а р и в м е т и ч ес к и м ъ  р я д о м ъ  (§ 38, 1).

Ариеметическую прогресаю можно определить еще, какъ рядъ 
чиселъ, въ которомъ р а з н о с т ь  д в у х ъ  к а к и х ъ -л и б о  п о с л е д о в а т е л ь -  
ны хъ ч и селъ  есть  в ел и ч и н а  п о с т о я н н а я . Эта постоянная разность 
называется р а зн о с т ь ю  а р и е м е т и ч е с к о й  п р о г р е с с ш .

Рядъ натуральныхъ чиселъ образуетъ ариеметическую прогресаю 
съ разностью 1; рядъ четныхъ чиселъ и рядъ нечетныхъ чиселъ пред-
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ставляютъ собой каждый въ отдельности ариеметическую nporpecciio съ 
разностью 2; рядъ чиселъ 1, 4, 7, 10, 13, . . или 2, 5, 8, 11, 14, . . 
или 0, 3, 6, 9, 12, . . .  составляютъ каждый ариеметическую прогрессш 
съ разностью 3 и т. д. Члены ариеметической прогрессш могутъ быть 
дробными и отрицательными числами; точно такъ же и разность не должна 
быть непременно цЪлымъ числомъ. Если разность прогрессш есть число 
положительное, то прогресая называется в о зр астаю щ ей ; если же раз
ность — число отрицательное, то прогрессия называется у б ы ваю щ ей .

Въ общемъ виде ариеметическая прогресая можетъ быть пред
ставлена такъ:

§ 61

й , й +  Ъ, я +  я +  3 Ъ, я - | - 4 Ь, .

где а и Ь суть произвольный числа. Число b есть р а зн о с ть  прогрессш, 
число а называется первы мъ членомъ прогрессш.

Выражеше а +  Ьх  называется общимъ член ом ъ  нашей прогрессш, 
если х  обозначаетъ число, последовательно принимающее значешя): 
0, 1, 2, 3, . . .

2. Весьма часто приходится решать такую задачу: определить сумму 
п  п о с л е д о в ат е л ь н ы х ъ  член овъ  ариеметической прогрессш. Решимъ 
этотъ вопросъ въ общемъ виде посредствомъ формулы, выводомъ ко
торой мы сейчасъ займемся. Положимъ, что нужно определить сумму S 
первыхъ п членовъ ариеметической прогрессш:

5 — а 4“ (я  +  b) +  (я  +  2й) +  • * • +  (я +  (и — 1) b).

Отсюда

S =  па  +  (1 +  2 +  3 +  . . .  +  (Л -  1)) Ъ\ (1)

такимъ образомъ, наша задача свелась къ решешю частнаго ея случая — 
къ нахождению суммы первыхъ (п — 1) натуральныхъ чиселъ:

5 *  1 +  2 +  3 + • • • + ( п - 1 ) .  (2)

Величину этой последней суммы легко определить, если примемъ во 
внимаше, что каждыя два числа этой суммы, равно отстояшдя отъ начала 
и конца ея, составляютъ вместе одно и то же число я ; таковы, напри- 
меръ, числа 1 и я  — 1, 2 и я  — 2, 3 и п  — 3 и т. д. Такимъ образомъ, 
если число п —  1 четное, то члены суммы s распадаются на £ ( я  — 1) 
паръ, при чемъ сумма чиселъ каждой пары равна я, такъ что

(п — 1 )п
2 (3)
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Если же число п — 1 есть число нечетное, то сумма 5 состоитъ изъ 
— 2) такихъ паръ и изолированная средняго члена, численная 

величина которая  равна п/2, такъ что

72 (и — 21 , 72 72 (72 — 1 )
* = ----- 2-----+  Т = ^ Г "  1

такимъ образомъ, формула (3) остается справедливой и въ этомъ случай. 
Теперь, пользуясь формулой (1), легко определить и с у м м у  5:

■s = ” ( “ + V i ) - C4J

Какъ примеръ приложешя этой общей формулы, вычислимъ суммы п 
первыхъ нечетныхъ чиселъ; для этого въ формулу (4) подставимъ а =  1, 
Ь =  2; тогда найдемъ:

1 + 3  +  5 4 -------+  (2 /2 -  1) =  тг2.

3. Решимъ следующую задачу. Шары расположены рядами въ виде 
треугольника такъ, что первый рядъ содержитъ одинъ шаръ, второй 
рядъ содержитъ два шара, третШ рядъ содержитъ три шара, . . ., на- 
конецъ, 72-ый рядъ содержитъ п  шаровъ. Сколько шаровъ содержитъ 
весь треугольникъ? Искомое число 5  найдемъ изъ формулы (4) подста
новкой а =  1, Ъ =  1:

s  =  п(п + 1)

_ п(п +  1)Въ связи съ этой задачей числа вида — ------называются т р е у го л в -
2>

ными чи слам и . Числа эти въ возрастающемъ порядке суть следуЮ1щя: 

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, . . .

Если шары расположены въ виде квадрата, такъ что въ каждомъ 
ряду находится столько шаровъ, сколько есть всего рядовъ, то мы по- 
лучимъ такъ называемыя прамоугольныя или квадратный числа:

Изъ формулы

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ... .

72(72 +  U П(П — 1) __ 2 (5)

следуетъ правило: сумма (п — 1)-го и 72-го треугольныхъ чиселъ равна 
72-ому квадратному числу; это предложеше нетрудно также вывести изъ 
геометрическихъ соображенШ. ,
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§ 62. Ариеметическ!е ряды высшаго порядка.

1. Разсмотримъ рядъ А  чиселъ а, сл’Ьдующихъ другъ за другомъ
по— определенному закону:

а0, 0.2) aZi . . .

Найдемъ разности каждыхъ двухъ последовательныхъ членовъ этого ряда: 

bo =  й} q.q} b\ =  d<i йц, Ь2 =  й%, . . . .

Рядъ В  чиселъ bf т. е.

^0 > ^1 > ^2 > * • *

называется рядом ъ  разн о стей  ряда А .

Вычисливъ и для этого ряда разности:

Cq — Ь\ Ь$ > с1 ~  b2 bij с2 =  Ъъ ' Ь% у . • • >

получимъ новый рядъ С:
С0> СI» 2̂ > • • • »

который называется рядом ъ вторы хъ  разн о стей  ряда ^4; подобнымъ 
же образомъ мы найдемъ рядъ третьихъ, четвертыхъ, . . . разностей. 

Складывая члены ряда Д  получимъ:

й„ — а0 — b0 +  bi +  b2 +  • ■ ■ +  Ъп—1*.

Такимъ образомъ, чтобы получить (я + 1 )-ы й  членъ ряда А , нужно къ 
начальному члену а0 этого ряда прибавить сумму первыхъ п  членовъ 
ряда В.

Рядъ А  представляетъ собою ар и вмети ческу  ю п р о г р е с с т ,  
если члены ряда В  все равны другъ другу. Если же члены ряда В  сами 
составляютъ аривметическую прогрессйо, то рядъ А  называется ар и ем е- 
ти ч ески м ъ  рядом ъ  второго  п о р яд ка . Вообще, данный рядъ назы- 
ваютъ ар и ем ети чески м ъ  рядом ъ й -го  п о р яд ка , если рядъ  его 
п ер вы х ъ  р азн о стей  есть ари ем ети ческ !й  рядъ  ( k — 1)-го  п о р я д к а ; 
отсюда следуетъ, что въ ари ем ети ческом ъ  ряду  k -vo  п о р яд ка  члены 
k - r o  р яда  р азн о стей  его все  равны  между собой .

Суммы Sn первы хъ п  член овъ  ар и ем ети ч еск аго  ряда k - r o  
п о р я д к а  о б р азу ю т ъ  ар и ем ети чесю й  рядъ  (& +  1)-го  п о р я д к а , 
ибо разности Sn+i — S n =  CLn образуютъ аривметическШ рядъ &-аго по
рядка. Следовательно, рядъ треугольныхъ чиселъ представляетъ собою 
аривметическШ рядъ второго порядка.
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2. Пользуясь бинолиальными коэффищентами, можно представить 
въ общемъ виде члены ариеметическаго ряда £-го порядка. Именно,
(п  +  1)-ый членъ а„ ариеметическаго ряда &-го порядка можегь быть 
представленъ следу ющимъ выражешемъ;

ап =  а0 +  а .В ? )  +  а2В [р  +  * • • +  ak f f ”\  (1)

где коэффициенты а 0, аг , а 2, . . а* не зависятъ оть числа п\  вели
чины а  различны для различныхъ рядовъ k-ro порядка.

Это предложеше легко доказывается по способу совершенной ин« 
дукцш. Въ самомъ деле, формула наша, очевидно, справедлива въ слу
чай, когда к =  1; ибо члены ариеметической прогресса перваго порядка 
все имеютъ форму: ап =  а 0 +  а хп.

Примемъ теперь, какъ это делается при этомъ способе доказа
тельства, что наше предложеше справедливо въ случай ариеметическаго 
ряда (к — 1)-го порядка. Пусть будетъ А  данный ариеметичесюй рядъ
&-го порядка, а В  — рядъ первыхъ разностей ряда А ; тогда В  есть рядъ 
(k — 1)-го порядка. Согласно нашему ycaoBifo, ?г-ый членъ ряда В  можно 
представить такъ:

&„_i =  а Л ‘-Ц + аЛ Г Ц +  ’ ‘ +  <>Л-14 - (2)

Но если (я + 1 )-Ь 1 й  членъ н^котораго ряда им^етъ форму (1), то въ 
ряду его первыхъ разностей п -ый членъ им^етъ видъ:

«,(£(*) -  В[п~ ^ )  +  а2(В Н  -  В%-V) Я - ------h ak( B ^  -

Выражеше это, по формуле (7) § 57-го, совпадаетъ съ выражешемъ (2).
Такъ какъ члены ряда определяются однозначно начальнымъ чле- 

номъ ряда it рядомъ его первыхъ разностей, то при надлежащемъ вы
боре начальнаго члена а0 рядъ чиселъ ап совпадаетъ съ рядомъ А , что 
и требовалось доказать.

Полагая въ формуле (1) последовательно п =  0, 1, 2, . . ., k , по
лу чимъ:

а0 “  &о f

а2 =  “ о +  Д 2)«1 +  «2,-

Лк =  «о +  B[k) а \ +  Щк) а г +  ' ’ ■ +  а к\

изъ этихъ равенствъ можно определить коэффищенты а  посредствомъ 
к  +  1 первыхъ членовъ ряда А .
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3. Бином1альные коэффищенты В (*г) суть целыя функции k-той сте
пени отъ перем^ннаго п; и обратно: степень пк можетъ выразить линей
ной функщей отъ коэффищентовъ В>£\ . . .»  В[п). Поэтому, имея
въ виду равенство (1), мы приходимъ къ выводу:

( п + 1 ) - ы й  членъ а„ ар и в м ети ч еск аго  ряда £ -таго  п о р яд ка  
есть  ц ел ая  ф ун кш я /е-той степ ени  о тъ  п; о б р атн о : всяк1й р я д ъ >, 
въ  к о т о р о м ъ  (п +  1)-ый членъ и м ^ етъ  видъ

йн =  с0 +  С\П +  с2п2 +  • • • +  C k t i k ,  (ЗХ

есть  арием етическ1й  рядъ  &-таго п орядка.

Но определить коэффищенты въ равенстве (1) легче, чемъ въ ра
венстве (3).

4. Обозначимъ черезъ ап сумму п первыхъ треугольныхъ чиселъ:

а„ =  1 +  3 +  6 +  . ■ ■ +  4 ± - >.

Если положить а0 =  0, то числа а0, а п  а2, . . . составляютъ арив- 
метическую nporpecciio третьяго порядка; следовательно, согласно пред
ложение предыдущаго параграфа, имеемъ:

Он =  «о +  «1 п +  о*
п(п

2
1) . n ln
— +  « з -----

1 ) ( п - 2 )

Чтобы найти значения чиселъ а0, a t , а2 и а 3, нужно въ полученной 
формуле положить последовательно п =  0, п =  1, я  =  2 и я  =  3. За
мечая, кроме того, что

(Zq — 0, — 1, и2 4, а3 — 10,
получимъ:

=  a0 +  a t = l ,  a 0 +  2 a t +  a 2 =  4, 

a 0 +  3 «1 +  3 a2 -)- a 3 =  10;
отсюда

. a 0 =  0, ax =  1, a2 =  2, a 3 =  1;

следовательно,

, , 1 П я ( » - 1 ) ( я - 2 )  я ( я + 1 ) ( я  +  2)
an =  n +  n ( n — 1 )4 ------------- ^-----------=  — — g--------------

Число это называется я-ымъ тетр аэд р и ч ески м ъ  чи слом ъ ; оно выра- 
жаетъ, напримеръ, число шаровъ, расположенныхъ въ виде правильнаго 
тетраэдра. Первые члены ряда тетраэдрическихъ чиселъ таковы:

1, 4, 10, 20, 35, 56, . . .
В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 16
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Чтобы определить сумму п  первыхъ членовъ ряда квадратныхъ 
чиселъ:

Сп =  I 2 +  22 +  3* +  4* Н---------у  п \

нужно въ выраженш

Сп —  ^ 0  “ Н "*{" С&2
11 (п — 1) п (п  —  1) (п — 2)

положить п =  0, 1, 2, 3; тогда получимъ а0=  0; ах =  1, а 2 =  3, а 3=  2; 
следовательно,

„  , 0 W (W -1) , 0 я ( я - 1 ) ( я - 2 )  Я(Я +  1)(2Я  +  1) 
c„ =  n  +  S 2 '6-----------= -------------- 6

Для определешя суммы п  первыхъ членовъ ряда кубическихъ чиселъ

sn =  13 +  23 +  33 +  . . .  + п *

напишемъ равенство:

=  а хп  +  а2-
п(п  — 1) ii(ii — l ) ( n — 2) п (п  — 1)(п— 2 )(п— 3)

а
1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4

Поступая подобно предыдущему, найдемъ: а , =  1, а 2 =  7, а 3 =  12, 
а 4 =  б, а потому представится въ виде:

§ 63. Геом етрическ1е ряды .

1. Числа ряда а , ai9 а2, аг , . . .  обравуютъ ге о м е тр и ч е с к у ю  
п р о г р е с с ш  или гео м етр и ческШ  р я д ъ , если каждое число этого ряда 
получается изъ предыдущаго числа умножешемъ его на одного и того же 
множителя q, — иными словами, если частное an/an- i  отъ делешя какого- 
нибудь члена на предыдущШ равно постоянному числу q. Число а  назы
вается п ервы м ъ  член ом ъ , а число q — зн а м е н а те л е м ъ  геометрической 
прогрессш. Такимъ образомъ, члены геометрической прогрессш выра
жаются следующимъ образомъ:

a, aq, aq2, acf,  . .  .;

n -ый членъ есть atf1" 1. Если знаменатель прогрессш q есть положитель
ное число, то все члены прогрессш имеютъ о д и н ъ  и т о т ъ  ж е зн а к ъ ; 
напримеръ, все они положительные, если а  есть положительное число. 
Если же знаменатель q есть отрицательное число, то члены прогрессш 
имеютъ попеременно различные знаки.
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Если число q по абсолютной величине превышаете единицу, то 
каждый членъ прогрессш по абсолютной величине превосходите преды- 
дуццй; въ этомъ случай прогресая называется во зр астаю щ ей .

Если знаменатель q есть правильная дробь, то члены прогрессш 
последовательно убываюте по абсолютной величине; такая прогресая 
называется убы ваю щ ей .

Если, наконецъ, q =  +  1, то все члены прогрессш равны ±  а.

2. Здесь, какъ и въ случае ариеметической прогрессш, важно 
.уметь находить сумму первыхъ п членовъ ряда. Имеемъ:

S = а +  aq +  aq2 +  • • • +  aq"-1 = a(l +  q +  q2 +  • • • +  q11”1)- (1)

-Задача наша такимъ образомъ сводится къ определена суммы

5 = 1 + ?  +  ?2 + - - - + ? w- 1. (2)

Сумму s легко определить, если заметимъ, что, умножая любой членъ 
»ея на число q} получимъ следующШ членъ; следовательно,

sq = q + q* + qi + -----f  qn- (3)
Вычитывая почленно равенство (3) изъ равенства (2), получимъ:

* 0  - q )  =  1

ютсюда вычисляемъ сумму s во всехъ случаяхъ, за исключешемъ того 
только, когда q — 1:

_ 1 — д”

При q =  1 все члены нашей суммы равны 1, и мы получаемъ не
посредственно s =  П'

Если q >  1, то сумму s представляютъ такъ:

. - £ = 1

•чтобы получить какъ въ числителе, такъ и въ знаменателе положитель
ный числа. Изъ формулы (1) следуете:

V.
^  _  адп — а 

-  q -  1

>Въ словахъ эта формула выражается такъ:

Ч тобы  п олучи ть  сумму п п ер вы х ъ  ч лен о въ  ге о м е тр и ч е с к о й  
»прогресс1и, нуж но р а зн о с ть  меж ду (я - |-1 ) -ы м ъ  ч лен о м ъ  п р о - 
TpecciH и п ервы м ъ членом ъ ея р а зд е л и т ь  на р а зн о с т ь  м еж ду 
я н а м е н а т е л е м ъ  п р о г р е с т и  и еди н и ц ей .

16»



3. Мы несколько видоизмЪнимъ формулу (4), если положимъ q — b/a 
и сдЪлаемъ простое преобразоваше. Тогда найдемъ:

_ д” — Ъп
s ~ ап~ 1(а — Ь)

Изъ формулы же (2) им*Ьемъ:

5 = 1 + 4 + Ш + ---+ ( 4 )  •
Подставивъ это значение суммы s въ предыдущее равенство и умноживъ 
обе части полученнаго такимъ образомъ равенства на ан~ г, найдемъ:

ап~1 +  Ь +  atl~ 3b2 +  • ■ • +  йЬп~2 +  Ьп~ г =  ----- »
а — о

или иначе:

ап — Ьп = (а — Ь) (ап~1 +  ап~ 2Ь +  ап~*Ь*-+ - ■ +  abn~ 2 +  &W_J)-

Формулу эту можно проверить непосредственнымъ умножешемъ. 
Примеры: положивъ п =  2 и п =  3, получимъ:

а2 — Ъг = {а — V) (а +  Ь),
аЪ £3 _  (д _  ft) (д2 flft ft*).

Первая формула выражается словами такъ:

Р а з н о с т ь  к в а д р а т о в ъ  д в у х ъ  ч и селъ  р ав н а  п р о и з в е д е н а  
суммы э т и х ъ  ч и сел ъ  на и х ъ  р а з н о с т ь .

Положивъ въ этой же формуле а  =  а  +  $, £ =  а  — /?, получимъ 
формулу, которая встречается весьма часто:

«* +  £)2 - ( а - / 9 ) *  =  4 afi.

§ 64. Вычислен1е процентовъ и ренты.

1. Teopia геометрическихъ рядовъ находить себе важное практи
ческое применеше при в ы ч и с л е н ^  п р о ц е н т о в ъ  и р ен ты .

Мы здесь дадимъ лишь самыя обцця основныя формулы; за по
дробностями и примерами отсылаемъ читателя къ спещальнымъ сочине- 
шямъ: особенно можно рекомендовать небольшую книжку М. К ан то р а  
(М. C an to r)  „Politische Arithmetik" (Leipzig, Teubner 1898,2. Auflage 1903).

Если капиталъ въ с рублей отданъ въ ростъ, то это значитъ, что 
должникъ въ конце каждаго года долженъ уплачивать кредитору опре
деленную сумму, — скажемъ, р  рублей,— за каждые 100 занятыхъ рублей
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(р процентовъ, пишется р°/0). Число р  называется п р о ц ен тн о й  таксой . 
Часто проценты уплачиваются по полугод1ямъ или четвертямъ, но про
центная такса всегда относится къ году. При современномъ состоянш 
денежнаго рынка обычной процентной таксой является 3 % , 3V2%> 4 %  
или 41/2% . Размерь процентной таксы зависитъ, главнымъ образомъ, 
отъ того, въ какой степени кредиторъ можетъ быть увЪренъ, что долж- 
никъ выполнить свои обязательства.

На 100 рублей приходится р  рублей процентныхъ денегъ, на 1 
рубль — р / \ 00 рублей; следовательно, число процентныхъ денегъ съ 
капитала въ с рублей составить ср/100 рублей. Поэтому, по истеченш 
одного года капиталь вместе сь наросшими на него процентными день
гами выразится суммою въ с с р / 100 рублей, и такимъ образомъ перво
начальный капиталь с превратится въ капиталь:

Часто процентный деньги не уплачиваются по истеченш года, но 
-причисляются къ капиталу и вместе съ последнимъ и дуть въ ростъ; та
кимъ путемъ возникаютъ проценты  на проц енты  или такъ назы
ваемые слож ны е проценты . За второй годъ капиталь увеличивается въ 
той же степени, что и за первый годъ. Капиталь с' превращается въ 
капиталь

Такимъ образомъ при указанныхъ услов1яхъ капиталь ежегодно 
возрастаетъ въ геом етри ческой  п ро гр ессш .

Если процентный деньги причисляются къ капиталу не ежегодно, 
но каждое полугод1е, или каждую четверть года, или, вообще, по исте
ченш каждой га-ой части года, при чемъ процентная такса р по прежнему 
относится къ. целому году, то по формулt  (1) черезъ п лЪтъ наращен
ный капиталь выразится суммой:

*) При равныхъ прочихъ услов1яхъ сделка тЪмъ выгоднее для кредитора, 
чЪмъ короче промежутки, по истеченш которыхъ проценты причисляются къ капи-

по истеченш 11 лЪтъ наращенный капиталь выразится суммой:

О )
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Если спрашивается, какой капиталъ черезъ 11 л'Ьтъ превратится въ. 
капиталъ С, то найдемъ либо по формуле (1):

либо по формуле (2):

с - с (  

= С (‘ -

(3)

р  Г ' " "  
ю о  т / (4)

2. В ы числение рен ты . Рентой называютъ сумму, которая имЬетъ> 
быть уплачиваема * 4) въ равные промежутки времени — наприм'Ьръ, еже
годно — либо вечно, либо въ течете ограниченнаго периода времени. 
Положимъ, что по истеченш каждаго года имЪетъ быть уплачиваема- 
рента въ г  рублей. Если рента не уплачивается, но накопляется и нара- 
щается процентами, считая по р°/0, то какая сумма нарастетъ по исте
ченш п  летъ?

Чтобы ответить на этотъ вопросъ, зам^тимъ, что первый взносъ
нарастаетъ въ течете  П — 1 летъ, второй — въ течете  п  — 2 летъ и т. д., 
предпоследней взносъ приносить проценты всего за 1 годъ, последшй 
взносъ вовсе не усп^етъ нарасти. Такимъ образомъ,

первый взносъ превратится въ f  ^1 - I Р У
1 1 0 0 /

второй „ » » Г ^1 -
1 \  и—2

f  ю о )  ’

предпоследшй „ r L . I р  "1п п Т 1 1 1 1 0 0 /

последний „ п п Т •

Введя для сокрагцешя обозначете -

1 +  T oo  =  q ’
(5 )

получимъ для наращеннаго (окончательная) капитала такое выражеше: 

E = r { l + q  +  q> +  . . .  + F - 1).

талу, т. е. Ч'Ьмъ больше число т. Однако, какъ мы увидимъ впослЪдствш, съ воз- 
расташемъ числа т капиталъ С не возрастаешь безпредельно, но для каждаго 
даннаго числа летъ п онъ остается меньше некоторая определенная предала.

4) Обыкновенно банкомъ, кредитнымъ учрежден!емъ, государствомъ или 
частнымъ лицомъ.
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или, согласно § 63,
р  _  г ( д п - \ )

4 - 1

Подставивъ сюда вместо q выражеше изъ формулы (5), получимъ:

(6)

Вычислимъ, какой капиталъ А  нужно отдать въ ростъ по р  слож- 
ныхъ процентовъ, чтобы по истеченш п  лЪтъ получить ту же сумму Е. 
По формул^ (1) имЪемъ:

в = 4 ' + М -
Отсюда

А (7)

Сумма эта называется наличной стоим остью  ренты. Ее нужно упла
тить, если желаютъ вы купить ренту 5). Ч'Ьмъ больше число и, гЬмъ

меньше число ( и гЬмъ менЪе отличается капиталъ А  отъ

суммы 100г/р, т. е. отъ того капитала, который приносить ежегодно г 
процентныхъ денегъ, считая по р  простыхъ процентовъ.

5) Это значить: если некоторое учреждеше обязано уплачивать какому-либо 
лицу ежегодную ренту въ г  рублей въ течете п л-Ьтъ, то оно можетъ освобо
диться отъ этого обязательства, т. е. погасить или выкупить ренту, уплативъ 
немедленно сумму А.  Наоборотъ, получивъ ссуду въ А рублей, можно ее выпла
чивать, производя по истеченш каждаго года срочную  уплату въ г  рублей.





Книга II.

А Л Г Е Б Р А .





ГЛАВА XI.

Алгебраичесшя уравнешя.

§ 65. Ц1>лыя функц1и и и хъ  корни.

1. Въ области, содержащей всю совокупность введенныхъ нами 
чиселъ, заключаются некоторый особенный числовыя системы, обладаюиця 
замечательными свойствами. Сюда относятся такъ называемыя ал геб р аи 
ч е с к и  числа. Первыя, съ которыми мы встретились, и вместе съ темъ 
простейыпя алгебраичесюя числа суть квадратные корни. Точно такъ же, 
какъ эти последше получаются при реш ети квадратныхъ уравнешй, все 
друпя алгебраичесюя числа суть результаты реш етя уравнешй высшихъ 
степеней. Прежде, чемъ перейти къ ближайшему разсмотренш задачи о 
реш ети  уравнешй высшихъ степеней, необходимо сделать обгцШ обзоръ 
свойствъ делыхъ функщй.

2. Подъ назвашемъ целой  ф ун кц ш  или просто ф у н к ц ш  мы ра- 
зумеемъ выражеше вида:

/ (л) =  а0х" +  а .̂х"-1 +  а2хп~2 + -----\- ап-\х  +  а„, (1)

где а0, atf (t2i . . ., ан суть определенные данны я числа, который назы
ваются коэффищентами функщй f  (х); п  означаетъ целое положительное 
число, а х  есть зн акъ , которому можно придать любое численное зна- 
чеше. При такихъ услов!яхъ мы называемъ х  п ер ем ен н ы м ъ , a f ( x )  
есть не что иное, какъ сокращенное обозначеше всего выражешя (1). 
Если коэффищентъ а0 отличенъ отъ нуля, то число п называется с т е 
пенью  ф у н кц ш  f ( x ) .

Нетъ необходимости, чтобы коэффициенты были рашональными 
числами. Они могутъ иметь иррацюнальныя и даже комплексный значешя.

Вместо знаковъ а, х ,  / ,  конечно, можно употреблять и друпя , 
буквы; однако, для обозначешя коэффищентовъ мы будемъ предпочти
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тельно употреблять первыя строчныя буквы латинскаго алфавита: а , bf су 
для перемЪнныхъ — последшя буквы х , у ,  \ У t\ для обозначена функщй 
мы будемъ пользоваться буквами f 9 ф, а также буквами jF, Ф, ф.

3. Целыя функщй можно складывать, вычитывать и умножать по 
тЪмъ же правиламъ, по которымъ эти дЪйств1я совершаются надъ поли
номами. Результатами этихъ операщй будутъ также целыя функщй. При 
этомъ члены съ одинаковыми степенями х  собираютъ въ одинъ членъ, 
складывая коэффищенты, загЬмъ все вновь полученные члены распола- 
гаютъ въ рядъ по восходящимъ или нисходящимъ степенямъ x t начиная 
справа или слева. Такъ, напримЪръ:

(а0х2 +  atx +  а2) (Ь0х 3 +  Ъхх3 +  Ъ2х  +  Ъ3) =

=  а0Ь0х ъ +  (а0Ьг +  ахЪ0) х 4 +  {а0Ь2 4 - я А  4 - а2Ь0) х 3 +

+  (й(А Ч- я А  +  ч2Ьх) х3 4" А Ь3 4- я А ) х  й2Ь3.

§ 65

Если перемножимъ две функщй я-той и т -той степени f  (.х ) =  
=  а0х 11 +  • • • и ср(х) =  +  • • •, то произведете /(л :)  ф (х )у будучи
расположено соответствующимъ образомъ, начнется съ члена а^Ь^х”1'^". 
Это замЪчаше даетъ право сказать, что степ ен ь  п р о и з в е д е н а  д в у х ъ  
ц е л ы х ъ  ф у н к щ й  равн а  су м м е т  +  п  с теп ен ей  с о м н о ж и тел ей .

4. Две функщй f ( x )  и <р(х) называются равными (точнее: то ж д е 
ств ен н о  равными) только въ томъ случай, если оне одной и той же 
степени и если коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ въ одной и 
въ другой имЪютъ одинаковый значешя. При этихъ услов!яхъ для лю
бого численнаго значешя перемЪннаго х  обе функщй им'Ьютъ одинаковыя 
численныя значешя. Согласно съ этимъ определешемъ, функщя f  (#) 
только тогда тождественно равна нулю, когда все ея коэффищенты а0, 
а 1У . . ., ап суть нули. Поэтому тождественно исчезающая функщя не 
им'Ьетъ определенной степени.

Совершенно другое значеше им^етъ равенство двухъ функщй 
f  (х)  =  ф (х )у если оно справедливо только при некоторыхъ отдельныхъ 
значен!яхъ х .

Въ то время, какъ, съ одной стороны, равенство f  (х )  =  0, если 
мы его понимаемъ въ первомъ смысле, требуетъ, чтобы коэффищенты 
а0У а 19 . .  а п все были равны нулю,— можно, съ другой стороны, искать 
ташя значешя х  =  x 1f которыя обращаютъ f ( x )  въ нуль, несмотря на 
то, что не все коэффищенты а 0, а 1У . . ., ап суть нули. Такое значеше 
х х называется к о р н е м ъ  ф у н к щ й  f  (х )  или, иначе, к о р н е м ъ  у р а в н е 
ния f ( x )  — 0. При такой постановке вопроса х  въ уравненш f ( x )  =  0 
называется н е и зв е с т н ы м ъ , для котораго мы и щ ем ъ определенное зна
чеше x t .
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5. Если коэффищенты а0, а х, . .  а„ суть вещественныя числа, 
то f ( x )  называется вещ ествен н ой  ф ункш ей. Если вещественная функшя 
им'Ьетъ мнимый корень х х =  а +  pi,  то

<70 (а  +  /9г)" +  «1 (а +  Н------+  e„_i(a +  /9*) +  =  0 . (2 )

Отсюда следуетъ (§ 48, 6), что, если мы везде зам'Ьнимъ г черезъ — г, 
то равенствз не нарушится; поэтому

а0 (а -  pi)" +  ах (а — pi)n~l -\--------(- ли_ i(a -  pi) +  а„ =  0, (3)

т. е. х х =  о — P i  также есть корень функщи f ( x ). Этотъ важный вы- 
водъ мы формулируемъ въ виде следующей теоремы:

К аж дая вещ ествен н ая  ф у н кш я  м ож етъ им еть т о л ь к о  пар
ные мнимые корни, при чемъ каж дая пара с о сто и тъ  и зъ  д в у х ъ  
со п р яж ен н ы х ъ  мнимыхъ чиселъ.

1. ДЪйств1я надъ целыми функщями представляютъ большое сход
ство съ д%й стаями въ области ращональныхъ чиселъ. Особенно важное 
значеше имеютъ въ этомъ случай правила д*Ьлен1я.

Пусть будутъ

две функщи степеней п и т ,  такъ что а0 и Ь0 не нули; предположимъ 
что п  ^  т.

Г о в о р я тъ , что ф ун кш я f ( x )  д ел и тся  на (р{х), если с у щ е 
с т в у е м  ц ел ая  ф ун кш я £ )(# ), у д о влетво р яю щ ая  со о тн о ш еш ю

Согласно п. 3 § 65-го функшя Q{x)  должна быть (я--ш )-ой  степени; 
чтобы не исключать того случая, когда т  =  п, мы будемъ подъ назва- 
шемъ ц ел о й  функции нулевой  степени разуметь число, отличное отъ 
нуля (не зависящее, следовательно, отъ х).

Чтобы ближе разсмотреть вопросъ о делимости целыхъ функщй, 
положимъ:

§ 66. Д'Ьлеше ц е л ы х ъ  функцШ.

f i x )  =  а0х п +  ах х ”~ у + -------h a „ - ix  +  а„,

<Р(Х) =  Ь0ХШ +  Ьх Хт~' Н------+  bm—lX +  Ът (1)

f i x )  =  <р (яг) Q  (яг).

Q  (х) =  q0x n~ m +  qxx n~ m~ x -|-------- b q,ft— tn— 1 *  +  (2)

Приравняемъ коэффищенты произведешя g>(x)Q(x) соответствующим!»'
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коэффищентамъ функщй f ( x ) ,  начиная съ а0 . Это яастъ следующая ра
венства :

До =  botfo*

=  +  bxq0,

ач =  b0q2 +  bxqx +  Ьг q0l

................................................  (3)

civ =  boqv bi qv- i  4“ b>qv—2 +  • • •,

§ 66

йп—w —  qn-—m bx qn—m—i H--------- .

Составить эти равенства очень легко: нужно обратить внимание 
только на то, чтобы въ выражены av сумма индексовъ въ каждомъ члене 
biqky т. е. г +  /г, была равна v 7 но прибавлять слагаемыя только до техъ 
поръ, пока значекъ i  при Ъ не превысить т.

Мы получили систему п  — ?п +  1 уравненШ первой степени, изъ 
которыхъ могутъ быть определены п — т +  1 неизвестныхъ q0, qx, . . . ,  
qn- m • Простота конструкцш этой системы делаетъ очень удобнымъ ея 
разрешеше. Изъ перваго уравнешя находимъ q0 =  а0/Ь0; зная q0, изъ 
второго уравнешя легко находимъ qx =  (ах — bxq0)/b0 =  (axb0 — а0Ьх)/Ь03 
и т* д. до qn- m • Въ знаменателе будутъ всегда степени числа Ь0, кото
рое, по предположен^, отлично отъ нуля.

Если числа q0J qx, . .  qn_ m определены изъ равенствъ (3), то 
коэффициенты при х п> х*1—1, . . х т въ произведены <p{x)Q(x) совпа- 
даютъ съ соответствующими коэффициентами функцы f ( x ) :  Разность 

f  (x )  — ср(х) Q (x )  есть целая функщя

R  (х )  =  Г0 X — 1 +  Г, ЖИ!- 2 +  ■ ■ • +  Тт—2 *• +  Гт—1 , (4 )

степень которой не вы ш е ( щ — 1)-ой. R ( x )  можетъ быть и низшей 
степени, если г0 =  0 или г0 и гх равны 0 и т. д. Итакъ:

/ (х) =  <р(х) Q (x )  4- R (x ) .  (5)

Операщя эта (т. е, нахождеше функщй Q { x )  и R ( x ) )  называется 
д ел ен 1 ем ъ  функщй f  ( х )  на (р{х)\ f { x )  называется д ел и м ы м ъ , д)(х) 
д ел и те л е м ъ , Q  (х )  — ч асти ы м ъ  и R ( x )  — о с татк о м ъ . Если функщй 
f ( x )  и д)(х)  даны, то Q ( x )  и R ( x )  о д н о зн а ч н о  определяются темъ, 
что степень функщй R  (х)  должна быть ниже степени д> (л*).

Вопросъ ставится совершенно такъ же, какъ при делены целыхъ 
чиселъ (§ 15, 2), съ тою лишь разницей, что не численная величина 
остатка должна быть меньше делителя, а степень остатка должна быть 
ниже степени делителя. Вычислеше можно расположить совершенно
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такъ же, какъ при дЪленш десятичныхъ чиселъ. Покажемъ это на при-
w tp i. Пусть

/  (х) =  Зл*4 +  З л 3 —  5л;2 +  2л: — 8, 
д>(х) =  л*2 +  2л: — 5,

Тогда получимъ:

Зл*4 +  Зд-3 — 5л;2 +  2 х -  8 
Зл:4 +  6 л;3 — 15 л*2

X2 +  2 д \— 5 =  Зл*2 — Зл: +  16

— Зл:3 +  Юл;2 +  2 л;
— Зл:3 — 6 л:2 +  15 л;

16л;2 — 13 л; — 8 
16 л 2 +  32-л; — 80

__ 45л; +  72.

Въ данномъ случай Q (х) — Зл;2 — Зл; +  16, a R (x )  =  — 45л; +  72. 
2. Функюия f ( x )  д ел и тся  на <р(х) вь  том ъ и то л ь к о  въ  то м ъ  

сл у ч ай , если о с т ат о к ъ  R (x )  то ж д ествен н о  р ав ен ъ  0, т. е. если

Г0 =  0, гх — 0, . . Гщ- 1 =  0.

Чтобы пояснить это на примЪрЪ, положимъ:

/  (л;) =  х 4 +  — 4 л;2 — х  +  1,
<р (л1) =  л;2 — х  — 1.

Тогда получимъ:

х 4 +  л;3 — 4 х 2*— х  +  1
л;4 — л;3 — л;2

х 2 — х  — 1 = х 2 -j~ 2 х  — 1

2л*3 — Зл;2 — х  
2лг3 -  2л*2 -  2л*

— л 2 +  X  +  1
— л*2 +  л* +  1

3. ДЬлеше совершается особенно просто, если делитель предста- 
•вляетъ собой функщю первой степени или, какъ таковую часто назы
ваюсь, линей ную  функцию. Возьмемъ делителя' <р(л;) въ формЪ х  — а \  
въ такомъ случай въ равенствахъ (3) нужно положить Ъ0 =  1, bt = — a. 
Для опредЪлешя коэффишентовъ q получаемъ равенства:

а о ~  ?о>
а Х =  “  а #о>
^2 ~  ^2 ’ »

ап—1 ~~ 7«—1 а ? я -2»
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отсюда находимъ:

=  ао>
qx =  а0а  а х,

Яг =  я 0а 2 +  а , а  +  а 2,

§ 66

1«)

Яп-х =  «оа*1- ' 1 +  а ^ а * -2 +  а2а п~ я Н----------- (- an_ v

Остатокъ будетъ нулевой степени, т. е. не будетъ зависеть отъ х .  Можно 
легко определить его значеше; для этого достаточно въ равенство 
f ( x )  =  ( x — a) Q ( x )  - j-R  подставить а  вместо х]  но тогда ( х — a) Q ( x )  =  0, 
и, следовательно, R = f (а). Итакъ,

/ (* )  = { х - a) Q(x) + /(а ) .  (7)

Если f  (а) ~  0, то f  (х )  делится на х —  а;  мы получаемъ такимъ 
образомъ теорему:

Функция f  (х )  то гд а  и т о л ь к о  то гд а  д е л и т с я  на х  — а, если 
а  есть  к о р ен ь  фу н кш и  f ( x ) .

4. Если не только f  (х ) ,  но и Q  (х )  делится на х  — а, такъ что 
Q { a ) .=  0, то f ( x )  делится на ( х  — а )2. Согласно формуламъ (6),

, Q  (а) =  q0 а’- 1 +  qt ап~ 2 4 ----------j-  qn_t =

=  na„an~l +  (п -  1) а ,а”~2 +  (и -  2) а2ап~3 4------- b 2ап_2а +  ап_ г ‘).

Функщю

f ' (x )  =  па0х п̂  +  (я — 1) х п~2 +  -••• +  Ъ а ^ х  +  a „ _ t  (8)

называютъ п р о и зв о д н о й  отъ функщи f ( x ) .  Мы видимъ, такимъ обра
зомъ, что

Q(a) = /'(«)• (9)
Итакъ, необходимое и достаточное услов!е делимости функши f  (#) на 
( х  — а )2 выражается двумя равенствами: / ( « )  =  0 и f ' ( a )  =  0, или въ 
словахъ:

Ф у н кш я f { x )  въ  то м ъ  и т о л ь к о  въ  то м ъ  с л у ч а й  д е л и т с я  на 
( х — а)2, если а е с ть  обгщ й к о р ен ь  функции f ( x )  и ея п р о и з 
в о д н о й  f { x ) .

*) Чтобы это получить, мы умножаемъ обЪ части перваго изъ равенствъ (6) 
на а*-1 , второе равенство на ап~ 2 й т. д., а загЬмъ складываемъ всЪ равенства.
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5. Если мы положимъ f ( x )  =  j x (я*) + / 2(лг), то, основываясь на фор- 
мулЪ (8), легко найдемъ, что

/ '( * )  = / i ' W + /* '(* ) •  (10)

Чтобы въ этомъ убедиться, стоитъ только представить коэффищенты 
функцш f  (х) въ видЪ суммы соотвЪтствующихъ коэффищентовъ функщй 
fx(x) и Итакъ:

П р о и зв о д н ая  суммы равна суммЪ п р о и зво дн ы х ъ  слагаем ы хъ.
6. Для того, чтобы найти производную функщй f ( х),  нужно, какъ 

это слЪдуетъ изъ равенствъ (7), (8) и (9), найти частное

- / ( « )  
х — а

въ развернутомъ видЪ, положить въ немъ х  =  а и загЬмъ въ результат^ 
этой подстановки опять заменить а черезъ х ; это можно сделать, ибо а 
такъ же, какъ и х ,  есть перемЪнная величина. Согласно этому для на- 
хождешя производной функш'и / (х) — (х — с)п слЪдуетъ въ формул^ (5) 
§ 63-го

------ х  — а71-1 +  ап~ 2Ь +  ап~*Ь2 +  * ■ • +  Ъпа —г о

подставить, х  — с вместо а и а — с вместо Ь. Въ результат^ этой под
становки слЪдуетъ заменить а черезъ х ,  но это равносильно тому, что 
мы сразу положим^ а =  b =  х  — с\ но тогда мы получимъ:

j ' { x )  =  п (х  — c)n~ l ; (11)

это и есть производная функщй f ( x ) =  (х — с)п•

7. Чтобы получить производную произведешя двухъ функщй

/ ( * )  =  / ,  (x)f2(x),
положимъ:

/ i  (х) =  (х -  a) Q, (х) + / ,  (а),
Л(х) =  (х — а) Q2(x) +Л(а);

отсюда найдемъ:

И х \ ~ №  =  (х -  а) (3, (*) Qt (х) +  / ,  (a) Q (*) + / , (а) &  (.г).
X Of

Положивъ въ правой части этого равенства х — а и принимая во внима- 
nie, что Qx(a) =  / Д а ) ,  Q2(a) =  /Д « )>  (х — a) Qt(x) £>2(х) =  °> найдемъ:

А*)=АМА'(*)+Л(*)Л'(*);  02)
такъ именно выражается производная произведешя.

В еб е р ъ , Эндиклоп. элемент, алгебры.

§ 66

17
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8. Съ помощью вышеизложеннаго можно дополнить теорему, изло
женную въ п. 4. А именно; пусть

/ (Л-) =  (л- -  a)mj \  (.г),

при чемъ функция f t (x) уже больше не делится на д* — а, такъ что а 
есть, следовательно, ш-кратный корень фу н к ши J  (х);  тогда съ помощью 
равенствъ (11) и (12) находимъ;

f ’(x) =  (х  -  а ) " '-1 { (х  -  а ) / , '( х )  +  m j \ ( x ) }, 

а отсюда следуетъ:

Если х — а есть m -к р атн ы й  м н о ж и тел ь  ф ункции f { x ), то 
въ  ф у н к ц ш  f ' ( x )  э т о т ъ  же м н о ж и тел ь  х  — а  в х о д и т ъ  то лько  
( т  — 1) р азъ .

9. Если х х есть корень функши f  (д-), то можно положить f  (г) =
=  (д- — x x) f i ( x ) ,  r j & f t i x )  есть функщя (п — 1)-ой степени; изъ соот- 
ношешя (3) следуетъ, что высипй членъ функши f x (х), т. е. д*1-1, 
имеетъ тотъ же коэффищентъ, что и х 11 въ функши j  (х). Если f x(x) 
имеетъ корень х 2 , то мы можемъ положить f t (х )  =  ( х  — х 2) /ч {х )  и т. д. 
Если Bet полученныя такимъ образомъ функцш f X9 f 2, f z , . . .  имеютъ 
корни, а последняя изъ нихъ i (х) =  а0 (х  — х„), то

f { x )  =  а0{х -  д-j) ( х  -  х2) (х  — д'з) . . .  (-V -  х„). (13)

О тсю да с л е д у е т ъ , что ф у н к ш я  я -о й  с теп е н и  н и к о гд а  не 
и м е е т ъ  б о л ь ш е  п  корн ей .

Действительно, если f  (х) имеетъ п  корней х 1Ух 2, . . х п, то число 
х 2 должно быть корнемъ функцш f t (x )y х г — корнемъ функши f 2(x)  и т . д.; 
при этомъ, какъ мы видели, имеетъ место разложеше (13). Если поэтому 
а  есть какой-нибудь корень функши f ( x ) ,  то должно иметь место ра
венство:

Са — -г,) (а  — х 2) . . .  (а  — х») =  О,

что возможно только въ томъ случае, если а  есть одно изъ чиселъ 
Х\, Xqj • • •> х п.

Если въ какомъ-нибудь частномъ случае окажется, что некоторая 
функщя 72-той степени

/  ( х )  =  а„ хм +  a t X’- 1 + ------- 1-O n

имеетъ более, чемъ и, различныхъ корней, то остается только заключить, 
что все коэффищенты aQl ал , а2, . ап суть нули и что, следова
тельно, функщя /(#■) тождественно (при всякомъ значенш х )  равна нулю.. 
Нашъ выводъ мы можемъ выразить такъ:
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Если число значеьий н езави си м аго  перем Ъ ннаго х ,  при ко- 
то р ы х ъ  функц1я и -той  степени отъ  х  об ращ ается  въ нуль, пре- 
вы ш аетъ  п , то эта функция то ж д ествен н о  своди тся  къ нулю .

Въ этой формулировка только-что высказанная теорема часто бу- 
детъ служить основашемъ при доказательств-fe дальнейшихъ теоремъ.

10. Въ ряду чиселъ x v  х %9 . . ., х„, входящихъ въ разложеше (13), 
одно и то же число можетъ повторяться н*Ьсколько разъ. Фупкцдя f  (д.-) 
и въ этомъ случай разлагается на п линейныхъ множителей, но число ея 
корней меньше п. Однако, чтобы установить едмнообраз1е въ способЪ 
выражешя, и въ этихъ случаяхъ говорятъ, что функшя f { x )  имЪетъ и 
корней; мы получимъ эти 11 корней, если будемъ считать некоторые корни 
н и ск о л ь к о  раз^ь; именно: каждый корень Х{ мы будемъ считать столько 
разъ, сколько разъ соотвЪтствующШ множитель (х  — xi) входитъ въ раз
ложеше (13). Мы им^емъ тогда дЪло съ такъ называемыми кратны м и 
корн ям и ; согласно п. 4, х,- есть кратный корень функцш f  (х), если 
онъ представляетъ собой общШ корень функщй f ( x )  и f ' { x ).

§ 67. 06щ!й наибольший д'Ьлитель.

1. Если дв-fe ц'Ьлыя функщй f  (х) и f x(x)t которыя мы иногда будемъ 
обозначать короче черезъ f  и f XJ имЬютъ обпце корни, то он-fe имЪютъ 
также общаго делителя. Въ самомъ д-Ьл-Ь, если o 6 t функщй имЪютъ об- 
щШ корень х Х) то o 6 t он-fe делятся на линейную функщю х  — х х. 
Функщй / ( х)  и f x (л*) могутъ имЪть общихъ д-Ьлителей и бол-fee высокихъ 
степеней. Если функщй f ( x )  и f x (.г) не имЪютъ общаго дЪлителя, а, сл-fe- 
довательно, и общихъ корней, то таюя дв-fe функщй называются в за
имно просты м и или первыми между собой .

Такъ какъ д-Ьлеше ц-Ьлыхъ функщй совершается по тЪмъ же пра
вилам^ что и дЪлеше цЪлыхъ чиселъ, то мы можемъ для опредЪлешя 
общихъ делителей двухъ функщй применить Евклидовъ алгориемъ (§ 16).

Пусть f  и f x будутъ дв-fe данныя функщй степеней п и п х, и пусть 
п п х. Посредствомъ дЪлешя (§ 66, 1) можно составить рядъ функщй 
/*2, / з ,  . . ., степени которыхъ п.г , п^, . . .  убываютъ, и рядъ частныхъ 
Q, QXy Q.if . . .  такимъ образомъ, чтобы им^ли м -fecTO равенства:

/  = Q }\ +Л>
f\ =  Q\Ii Н"Уз> .ф
Л = Q*h +/i*

Этотъ рядъ равенствъ можно продолжать до тЪхъ цоръ, пока можно 
делить f n__x на f H. Такъ какъ степени функщй / 2, / 3 , . . .  постоянно

17*
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убываютъ, то, въ конце концовъ, одно изъ делешй должно совершиться 
безъ остатка. Пусть послЪдшя два равенства въ ряду (1) будутъ:

f v  —2 Q v —2 ^ v —\   ̂ - f v  *

f v —1 Q v — 3 f v  *

(2)

Точно такъ же, какъ при ц'Ьлыхъ числахъ, можно заключить, что f  есть 
делитель вс^хъ предыдущихъ функщй f v_ v  f v_ 2, / v_3, . . / t , f  и что
каждый обипй делитель функщй f  и f x долженъ быть также дЪлителемъ 
функщй f 2, Уз, . . f v. Поэтому f v называется о б щ и м ъ  н аи б о л ь ш и м ъ  

'Д ^ л и те л е м ъ  ф у н к щ й  f  и j x (при этомъ слова „больше", „меньше" 
относятся, собственно, къ степ ен и  делителя).

Обицй наибольший делитель f v можетъ оказаться функшей нулевой 
степени, т. е. можетъ представлять собой число, отличное отъ нуля и 
не зависящее отъ х; въ этомъ случае f  и f x су ть  ф y н к ц iи  п ер в и я  
м еж ду  со б о й , такъ какъ на постоянное число делится всякая функщя.

2. Итакъ, обший н aи б o л ь ш iй  д е л и т е л ь  д в у х ъ  ф ун кц Ш  мо
ж е тъ  бы ть н ай д ен ъ  съ  пом ощ ью  ч ет ы р е х ъ  дЪ йствШ  (т. е. съ 
пом ощ ью  р а щ о н а л ь н ы х ъ  о п е р а щ й ) надъ к о э ф ф и щ е н т а м и  дан- 
ны хъ  ф у н кщ й .

'3 . Съ помощью р а щ о н а л ь н ы х ъ  о п е р а щ й  мы можемъ также p t - 
шить, имЪетъ ли функщя кратные корни; для этого нужно найти общаго 
наибольшаго делителя функщй f  (х) и ея производной

Возьмемъ прим^ръ:

/  (х) =  х 6 — 2 х 5 +  2 х  +  

f \ x )  =  З х ъ — 10 х* +  2.

Вместо f ' ( x )  =  2(3дг5 — 5 х 4 +  1) мы можемъ взять за перваго де
лителя функцпо f t (х) =  З х ь — 5х*  +  1, которая отличается отъ / ' ( л )  
только численнымъ множителемъ.

Первое дележе даетъ:

■ f ( x )  =  ( 4 - * -  - j ) / i  М  -  4  (*4 -  3 *  -  2)-

За второго делителя f 2 мы можемъ взять х* — З х  — 2;  мы получимъ: 

f t (x) =  ( З х  — 5 ) / 2 (х ) +  9 ( х 2 — х  — 1).

Третье дележе на f 3 =  x 2 — x — l  заканчиваетъ вычислеше:

f% =  (х г +  х  +  2 ) / 3 •
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Итакъ, х 2 — х  — 1 есть обший наиболышй делитель функщй f ( x )  
и f i x ) .  Легко обнаружить, что

'( * )  =  ( * * + 1 ) ( ал —  х - \ ) \

если произвести умножеше въ правой части.

4. Если мы соединимъ всехъ однократныхъ множителей функцш/(дг) 
въ одну группу Pv  двукратныхъ множителей — въ группу Рг> трехкрат- 
ныхъ множителей — въ группу Р3, . . то функщя f i x )  представится 
въ виде

, Нх) =  Р Л 2Р*дР*4 (3)

при чемъ Pv  Р2, Р3, . . .  будутъ целыя функцш, изъ которыхъ каждая 
разлагается только на различныхъ множителей и никаюя две не имеютъ 
общаго делителя. При этомъ не лишено возможности, чтобы некоторый 
изъ функщй Р вовсе отсутствовали; въ этихъ случаяхъ слЪдуетъ въ раз- 
ложенш (3) отсутствуюиця функцш Р  считать тождественно равными 1 2). 
Функцш Р  могутъ быть получены съ помощью алгориема Е вкли да, т. е. 
путемъ рацюнальныхъ операщй надъ коэффищентами функщй /(яг). Въ 
самомъ дЬлЪ, согласно п. 8 § 66-го, функщя

/ i (a-) =  Д Р / Д 8 • • •

есть обццй наиболышй делитель функщй f i x )  и f i x ) ,  а отсюда выте- 
каетъ, что

/ Ц  =  F (x )  =  Л Р.Р .Р* ■ • ■

Общимъ наибольшимъ дЪлителемъ функщй F ix )  и f f x )  будетъ поэтому 
функщя

Q =  РъРъР± •••>
и, следовательно,

р  =1 т

Поступая съ функщей f x(x) такъ же, какъ съ функщей f i x ) ,  мы найдемъ 
функцш Рг и т. д.

При этомъ сл^дуетъ заметить, что только при вы в о д е  указаннаго 
npieMa мы предполагали, что функщя f i x )  разлагается на линейныхъ 
множителей. ‘Самое же применеше этого npieMa вовсе не предполагаетъ 
знашя множителей функцш f i x ) .  Впоследствш мы докажемъ, что всякая

§ 67

*) Только при этомъ условш  всегда будетъ иметь м есто приведенное выше
разложение функщй.
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функция J (х) можетъ быть разложена на линейныхъ множителей; въ виду 
этого указанный пр1емъ можно считать вполне оправданнымъ. О б осн о
вать  же этотъ пр1емъ, не п р е д п о л а га я , что функщя f{x) можетъ быть 
разложена на множителей, значительно труднее; это не можетъ быть 
даже выполнено элементарными средствами *).

5. При помощи Евклидова алгориема можно получить рЪшеше cat- 
дующей задачи.

Д ан ы  д в е  ц ел ы я  в за и м н о  п р о с т ы я  ф ункции f{x) и f x (.v); 
т р е б у е т с я  о п р е д е л и т ь  д в е  д р у п я  ц ел ы я  ф у н к ц ш  F (х) и Р\(х) 
т а к и м ъ  о б р азо м ъ , что б ы  вы п о л н я л о сь  р а в е н с т в о :

F (x)f (х) +  F\ ( .v )/, (х) =  1 • (4)

Заметимъ сначала, что задача не меняется существенно, если въ 
правой части равенства (4) вместо 1 будетъ стоять другое число с, от
личное отъ нуля, такъ какъ въ этомъ случае, чтобы получить равенство
(4), достаточно было бы коэффициенты функшй F (х) и Fx(x) разде
лить на с.

Чтобы найти F и Fi9 воспользуемся формулами (1) и (2), въ ко- 
торыхъ, при взаимно простыхъ f  и f v  функщя / ,  будетъ числомъ, отлич- 
нымъ отъ нуля. Если теперь первое изъ равенствъ (1) разрешить отно
сительно f 2 и подставить полученное для f 2 выражеше во второе и третье 
равенства, затемъ второе разрешить относительно и полученное для 
/ 3 выражеше подставить въ два следуюпця равенства и такъ продолжать 
до конца, то предпоследнее изъ равенствъ (2) дастъ требуемое соотношеше 
вцда (4).

Чтобы показать это на простомъ примере, положимъ: 

f (x)  =  хг — х  — 1; / ,  (.г) =  х2 +  1.

Тогда будемъ иметь:

л * -  х -  1 =  (х2 +  1) — (х +  2); 
х 2 + 1  == ( х  + 2 ) ( х  — 2) +  5.

Помножимъ первое равенство на 2 и сложимъ со вторымъ; тогда 
иолучимъ;

(*» -  х  -  1) (.г -  2) +  (хл +  1) (3 -  х) =  5.

Отсюда F (л ) = х — 2, a Fx (х) =  3 — х.
Сохраняя предположёше, что f  и j\  сут* функшй взаимно простыя, 

можно всегда удовлетворить равенству

F (х)/(* )  +  F\ (x)ft (х) =  Ф(х), (5)

*) Ср. Weber, „Lehrbuch der Algebra", 2 Aufl., Bd. I, § 20.
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где Ф (х)  есть любая целая функщя. Для этого достаточно умножить 
равенство (4) на Ф (х)  и зат^мъ вместо р ( х ) Ф ( х )  и F t (.г) Ф(х) опять 
написать F (x )  и F t (x).

§ 68. Приводимый и неприводимый функции.

1. Положимъ теперь, что въ целой функщи и-той степени

/ ( -V) =  я0.г" +  а , А "-1 +  • • ■ +  rt»-i-v +  a« (1)

коэффищенты «70, . . ап суть целы я числа.
Если а0 не нуль, то разыскаше корней функщи (1) можно привести 

къ случаю, когда а0 =  1. Действительно, помножая функцпо (1) на я ”-1 , 
получимъ:

я о-1/ ( А') = {а 0х )"- \-а1{апх)',- х +  а.га0{а0х ) " - 2 +  ••• +  апа”- 1.

Если далее положимъ:

а0х = у ,  a t — bv  ага0 =  Ь2, я 3«о =  Ь3, ■ . ^ а " - 1 =  Ьп,

ao~lf (x)  =  9(у)>
то получимъ:

<Р (у) =уп +  Ъхуи- Х +  Ь2у п~2 + -----Ь Ьну (2)

где Ь19 Ьп суть целы й числа.
Корни функщи f  (#) получатся, если корни функщи ф (у )  разде* 

лимъ на а0.
Мы займемся прежде всего вопросомъ о томъ, каюе р а з о н а л ь н ы е  

корни можетъ иметь функщя ф (у). Если p;q  есть корень функщи ф(у)> 
где р  и q суть целый числа, который мы можемъ считать взаимно про
стыми, при чемъ # > 0 ,  то должно иметь место соотношеше:

рп +  btp”~ lq +  Ь>р"~у  +  • • • +  b„qn =  0;

отсюда следуетъ, что ^ .д о л ж н о  делиться на q, а это возможно только 
при q =  1, такъ какъ р  и q суть числа взаимно простыя.

Итакъ, р а З о н а л ь н ы й  ко р ен ь  ф у н к щ и  Ф (у) н ео б х о д и м о  
д о л ж е н ъ  быть ц ел ы м ъ  числомъ.

Если р  есть такой корень, то

рп +  рхрп- 1 +  ьгр» - 2  +  . . .  +  ъ„-,р +  Ьп =  0,

откуда следуетъ, что Ьп должно делиться на р.

Итакъ, чтобы  р еш и ть , им Ь етъ  ли ф у н к щ я  ф (у )  р а З о н а л ь -  
ные корн и , нуж но  найти в с е х ъ  д е л и т е л е й  чи сла Ьп и каж ды й

§ 68
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и зъ  нихъ съ п о л о ж и тел ьн ы м ъ  и о т р и ц а т е л ь н ы м ъ  зн а к о м ъ  п од 
став и ть  для испы тан1я въ ф у н к ц ш  ср(у)  в м е с т о  у. Е сли  р есть  
о д и н ъ  и зъ  эт и х ъ  д е л и т е л е й  и cpip) =  Qy то р  е с ть  рац и он альн ы й  
к о р е н ь  ф у н к ш и  <р{у), а р /а 0— р а ш о н а л ь н ы й  к о р е н ь  ф ункц1и f i x ) .

При этомъ (р{у) делится на v  — р, и результатъ д^лешя, опреде
ляемый равенствомъ (р ( у )  =  ( у  — р) <рх (у) ,  есть функщя дo f y ) ,  коэффи- 
щенты которой также представляютъ собою целыя числа.

Такъ, напримеръ, функщя

у 4 — 4у3 +  2 у  -(- 1

имеетъ делителя у — 1; производя делеше, получимъ:

у 4 — 4 у8 +  2 у  1 =  ( у  — 1) (_у3 — 3у 2 — З у  — 1).

2. Функщя f (дг) называется ц е л о ч и с л е н н о й , если ея коэффи- 
щекты aQ, a t , . . . »  а„ суть ц ел ы  я числа. Функщя съ рашональными, 
но не целыми коэффищентами обращается въ целочисленную функщю, 
если ее умножить на общаго знаменателя ея коэффищентовъ. Обицй 
наиболышй делитель всехъ коэффищентовъ а0, а х, . . ., а н целочислен
ной функцш f { x )  называется д е л и т е л е м ъ  ф у н кц ш . Функщя, делитель 
которой равенъ 1, называется п е р в о о б р а з н о й . Любая функщя f  {х) съ 
р а ш о н а л ь н ы м и  — ц ел ы м и  или д р о б н ы м и  — коэффищентами можетъ 
быть представлена въ виде ^ f  (дг), где f i x )  есть п е р в о о б р а з н а я  ц е 
л о ч и слен н ая  функщя, а ^  — р а ц 10н а л ь н о е  (ц е л о е  или д р о б н о е )  
число. Если мы еще потребуемъ, чтобы коэффищентъ высшаго члена 
функщи f ( x )  былъ числомъ положительнымъ, то будетъ существовать 
т о л ь к о  о д н а  функщя f i x ) ,  удовлетворяющая условно f i x )  =  i ^ f  ix).

3- Функщя f i x )  съ р а ш  о нал ы ш  ми коэффищентами называется 
п р и в о д и м о й  или р азл о ж и м о й , если ее можно разложить на два мно
жителя f i x )  и f i x ) ,  изъ которыхъ каждый действительно содержигь х  
и коэффициенты которыхъ также р а ш о н а л ь н ы . Если такое разложеше 
невозможно, то функщя f i x )  называется н е п р и в о д и м о й  или н е р а з 
лож и м ой .

ОбщШ наиболышй делитель двухъ функшй f i x )  и F i x )  съ ращо- 
нальными коэффищентами, какь видно изъ алгоривма § 67-го, также 
имеетъ рацюнальные коэффищенты. Поэтому, если функщя f i x )  непри
водима, то могутъ быть два случая: либо F i x )  делится на f i x ) ,  либо 
F i x )  и f i x )  суть функщи взаимно-простыя 3). Въ последнемъ случае

3) Это вполне аналогично следующему свойству целыхъ чиселъ: если /  есть 
простое целое число, a F  есть другое целое число, то либо F  делится на / ,  либо 
F  и /  суть числа взаимно-простыя.
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онЪ не имЪютъ общихъ корней. Эти соображешя приводить къ теореме, 
особенно важной въ теорш уравнений.

Т ео р ем а. Е сли н еп р и во д и м ая  ф ун кц !я  f  (х)  и м ^ е тъ  о б и и й  
к о р е н ь  съ ф у н к ш ей  F (x ) ,  то  п о сл ед н я я  д е л и тс я  на / ( .г ) ,  и в с е  
корн и  ф у н к ц 1и f (х)  п р е д с та в л я ю т ъ  со б о й  въ то же врем я корн и
ф у н к u iи F (x ) .

4. Если ц е л о ч и с л е н н а я  функщя

/ (т) =  а0х п 4- ах х " - 1 +  • • ■ +  a „ - ix  +  а„

приводима, то, согласно п. 2, можно выбрать два цЪлыхъ числа h и т, 
удовлетворяюпця равенству

hf(x) = т<р(х)у>(х), (2)
гдТ ср(х) и ър(х) суть п ер в о о б р азн ы й  ц ел о ч и сл ен н ы й  функщи. 
Кроме того, мы можемъ принять, что h есть число положительное и 
простое относительно т. Докажемъ, что при этихъ услов1яхъ b =  1. 
Съ этою целью положимъ:

ср(.г) =  Ъ„х» +  /?,х ^ - 1 +  /;гл-'“- 2 н------+  Ьр-1Х +  Ъц,

W ( . X )  =  C „ X V +  СХУ ? ~ Х +  C.1 X V~ Z +  • ■ • +  C v - l X  +  c v ,
(3)

где -(- v  =  n. Перемножая два последшя равенства и принимая во вни- 
MaHie равенство (2), получаемъ:

ha0 — mb0c0i
hat = m(b0c, +

bas = т{Ь0сг +  Ъ ,с, +  Ь2с0),
Ьаъ =  т(Ь0с3 +  Ь,с, +  Ь2сх +  Ь3с0),

(4)

Законъ составлешя этихъ равенствъ очень простъ. Именно: сумма 
индексовъ при b и с въ каждомъ члене правой части равна индексу при 
а въ левой части. Понятно, что въ правой части исчезаютъ все те  члены, 
въ которыхъ индексъ при b больше, чемъ или индексъ при с больше, 
чемъ V.

Пусть теперь р  будетъ любой простой делитель числа Ь\ въ та- 
комъ случае онъ не можетъ быть делителемъ всехъ коэффищентовъ b 
или всехъ коэффищентовъ с, такъ какь д? и yjt по услов1ю, суть функщи 
первообразный. Положимъ, что Ьг есть первый изъ коэффищентовъ b, 
а с3 первый изъ коэффищентовъ с> которые не делятся на р.  Тогда

числа Ь0, Ь{} Ьъ - .  . Ъг- 1 делятся на р , а Ьг не делится на р ,

Cq> 2̂ я p i n  Cs Р-
(5)
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Можетъ случиться, что уже Ь0 или с0 Делится на р ; тогда г или $ слЪ- 
дуетъ считать равнымъ нулю.

Выд^лимъ теперь изъ равенствъ (4) то, которое занимаетъ (г-+-$+ 1)-ое 
место и напишемъ его въ такомъ виде:

bdr+s =  Ш (brCs~\~br— I 6's-f-1 -f-hr—2C s-{-24-------f~ Ьг-̂ -l C s—1 "4” br-{-2C.<—'> H---- )* (6)

Но, согласно равенству (5), членъ br Cs не делится на р, между темъ 
какъ все остальные члены выражешя, заклю ченная въ скобки, делятся 
на р ; поэтому все число, заключенное въ скобки, не делится на р. Но 
такъ какъ число />, a вместе съ нимъ и вся левая часть равенства (6), 
делится на р, то т делится на р , а это противно предположен^, что 
b u m  суть числа взаимно простыя.

Такимъ образомъ, число b  не делится ни на одно простое число; 
т. е. h =  1; изъ соотношешя (2) поэтому мы получаемъ:

5. Если въ формулахъ (4) положить /; =  1, то изъ нихъ легко заклю
чить, что т  есть делитель всехъ коэффищентовъ а и, следовательно, де
литель делителя функщи /(% ). Но, если т к  есть делитель функцш f ( x ) ,  
то мы можемъ темъ же путемъ, что и выше — въ п. 4, изъ равенства (6) 
убедиться, что k =  1; стало-быть, число т должно быть делителемъ 
функщи f { x ) -  Если f  (х )  есть функщя первообразная, то т =  1, и мы 
получаемъ теорему:

В сякая  п р и во д и м ая  п е р в о о б р а з н а я  ц е л о ч и с л е н н а я  ф ун кц 1я 
м о ж етъ  бы ть  р а зл о ж е н а  на п е р в о о б р а з н ы х ъ  ж е ц е л о ч и с л е н -  
ны хъ м н о ж и тел ей .

6. Если функщи ср (х)  и гр (я ), въ свою очередь, приводимы, то, 
согласно той же теореме, оне могутъ быть, въ свою очередь, разложены 
на множителей. При этомъ степень каж д ая  множителя всегда ниже сте
пени произведешя, и потому разложеше необходимо должно окончиться. 
Мы пришли, такимъ образомъ, къ теореме:

В сякая  п р и в о д и м ая  п е р в о о б р а з н а я  ц е л о ч и с л е н н а я  ф у н к ш я  
м о ж етъ  бы ть  р а з л о ж е н а  на к о н е ч н о е  чи сло  н е п р и в о д и м ы х ъ  п ер 
в о о б р а з н ы х ъ  ж е ф у н к ш й :

Степень п  функщи f  (х) равна сумме степеней множителей 
Фи Фг> • • •> фж, и потому число ж , по б о л ьш ей  м е р е , равно я , при 
чемъ это.наибольшее значеше п  число т  имеетъ только въ томъ случае, 
когда все (р суть функщи первой степени.

f ( x )  =  т<р(х)чр{х). (7 )

f i x )  =  <рх{х) . (р2{х) . . . срт{х). (8)
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7. Неприводимые множители аналогичны просты м ъ числам ъ въ 
области цйлыхъ чиселъ; подобно тому, какъ и тамъ, относительно не- 
приводимыхъ множителей имйетъ мйсто теорема:

Р азл о ж ен 1 е  (8) при води м ой  ф у н к ш и  / (а:) м ож етъ  бы ть вы
п о л н ен о  т о л ь к о  одним ъ сп о со б о м ъ , если не при ним ать во вни- 
MaHie з н а к о в ъ  м нож ителей  (р.

Въ самомъ дйлй, согласно алгориему Евклида (§ 67, 1), обипй 
наибольшей делитель двухъ функщй съ ращональными коэффищентами 
имйетъ также ращональные коэффишенты. Отсюда слйдуетъ, что, если 
функшя / (л*) съ ращональными коэффищентами не дйлится на неприво
димую функщю р (х ) ,  то f  (х) и д>(х) суть функщй взаимно-простыя; 
изъ этого мы заключаемъ такъ же, какъ и въ области чиселъ (§ 17), 
что произведете двухъ или нйсколькихъ функщй только въ томъ случай 
дйлится на неприводимую функщю (р, если одинъ, по крайней мйрй, изъ 
сомножителей дйлится на (р. Итакъ, если есть неприводимый множи
тель, входя mi й при какомъ-либо иномъ разложенш въ составъ произве
дения f  (дг) въ равенств^ (8), то этотъ множитель долженъ входить въ 
составъ какой-либо изъ функщй д? — напримйръ, въ р х — и можетъ по
этому отличаться отъ функщй только постояннымъ множителемъ. Въ 
случай, когда (рх и ър суть функщй цй лочисленн ы я и п е р в о о б р а з 
ный, этотъ постоянный множитель сводится къ + 1 .

8. Допустимъ, что въ цйлочисленной функщй f ( x )  коэффищснтъ 
а0 =  1, и что эта функшя разлагается на два множителя срг и коэф
фициенты которыхъ суть цйлыя или дробныя р ац ю н ал ьн ы я  числа и въ 
которыхъ коэффишенты высшихъ членовъ также равны 1. При этихъ 
услов1яхъ мы можемъ опредйлить два натуральныхъ числа Ьх и h2 такъ, 
чтобы произведешя Ъ\(р\ =  <р и h2'ipt =  'ip были цйлочисленными перво
образными функщями. Но тогда bxb2f  =  срчр, и, какъ въ п. 4, мы най- 
демъ, что h t h2 =  1, откуда будетъ слйдовать, что Ъх — 1, h2 =  1.

Мы пришли къ теоремй, которую доказалъ Г ауссъ  въ п. 42 своего 
сочинешя( „Disquisitiones aritbmeticae":'

Е сли ц й ло ч и сл ен н ая  функц1я

f ( x )  =  х п +  ах х ”‘_1 +  а2х п~2 +  * • • +  

р а зл а га е т с я  на м нож ителей :

(р{х) =  +  bt x ^ 1 +  Ь2х^~2 + • • * + / ? « ,

у)(х) =  хА> +  cxx v~l +  c2x v~ 2 +  *•* +  Cv>

при чем ъ числа Ьх, . . Ьр и сх , . . .» cv р аш о н ал ьн ы , то какъ  
к о э ф ф и ш е н т ы  bi> так ъ  и коэф ф ициенты  а  долж ны  бы ть цйлыми

§ 68

числам и.
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§ 69. Разложеше приводимыхъ функций на множителей.

1. Функщ'я п -ой степени

<р(х) =  а0х н +  я ,* " -1  +  а2х п~ 2 +  • • • +  ап- \ Х  +  ап (1)

имеетъ л +  1 коэффищентовъ а0, ах, а2> . . а„. Эти коэффищенты
можно выбрать такимъ образомъ, чтобы функщя при п -f- 1 значешяхъ 
а 0, а , ,  а2, . а„ независимаго перем^ннаго принимала зад ан н ы й  зн а
мен in A 0f А Ху А 2) • • А п- Для определешя коэффищентовъ а, мы 
получимъ систему л и н ей н ы х ъ  о т н о с и т е л ь н о  э т и х ъ  к о э ф ф и ш е н т о в ъ  
у р а в н е ш й :

Если определитель системы отличенъ отъ нуля, то изъ этихъ уравнешй 
коэффищенты a,i могутъ быть однозначно определены. Функцш, степень 
которыхъ ниже л-ой , мы можемъ разсмлтривать, какъ частные случаи 
функцш л -о й  степени: мы ихъ получимъ, если изъ уравнешй (2) будетъ 
следовать, что а0 =  0. Можно безъ труда показать, что определитель 
этой системы уравнешй представляетъ собой не что иное, какъ произве
д ет е  всехъ разностей вида а/ — а* и потому не можетъ быть равенъ 
нулю, если все значешя а/, какъ это, естественно, подразумевается, раз
личны между собой. Мы можемъ, однако, обойти вычислеше определи
теля, если намъ удастся, в о -п е р в ы х ъ , доказать, что двухъ функщй л-ой 
или более низкой степени, удовлетворяющихъ поставленнымъ требова- 
шямъ, не существуетъ, и, в о -в т о р ы х ъ , —непосредственно составить одну 
такую функцш.

Чтобы доказать первое утверждеше, допустимъ, что существуютъ 
две функщй <Рх(х) и ф2(х),  уд овлетворяй ся  услов1ямъ (2) при данныхъ 
значешяхъ количествъ А% и а ,. Въ такомъ случае разность д>х(х)  — ср2{х) 
представляетъ собою функцш  степени не выше л-той, которая имеетъ 
л +  1 различныхъ корней: а 0, а , ,  а2, . .  ап . Согласно п. 9 § 66-го, 
функщй <рх(х) и (х) должны быть поэтому тождественны.

2. Чтобы составить функцш д? (дг), удовлетворяющую требовашямъ 
(2), положимъ:

такимъ образомъ, f ( x )  будетъ функщей (л +  1)-ой степени; положимъ, 
далее,

<?(<*„)= Д,, <p{af =  A x, 9о(ап) = А „ ; С2)

f { x )  =  ( х -  а 0) {х  -  а ,)  . . .  {х  -  а и); (3)
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Въ такомъ случай j 0 (л* *)>/1 (**)> • • • > /» U') будутъ функцш я-той степени, 
при чемъ

fi(o>k) =  0, если | 2 *,
/,(а ,)  =  / '  (а,) (§ 66, (7), (9 )4).

Если поэтому положимъ:

f i ( x )
gi(x) ~  у г ф ) '  rjrt * =  °» !. 2..........п,

ТО

£7(а*) =  0, если i ^ k ,  а ^ ,(а ,) =  1.

Если теперь возьмемъ функщю

<р (х) =  A0go{x) +  Alfa (л-) + ------b A„gn(x),

(5)

(6)

(7)
то функшя <р(х) будетъ удовлетворять требовашямъ (2).

Если мы опредЪлимъ функщю gi(x) изъ равенствъ (4) и (5) и 
вставимъ полученное выражение

Г;М  =  “77
f ( x )

j ' (а,) (х  — ai)

въ равенство (7), а вместо A i  напишемъ то равенство (7) можно
будетъ представить въ виде:

9>(х)
f ( x )л) -<**)/'(«*) ’

( 8 )

эта формула представляетъ изъ себя тождество длч любой функцш д>(х) 
я-той  или низшей степени.

Формула (7) известна подъ назвашемъ и н т е р п о л я ц и и  ной ф о р 
мулы Л агр ан ж а. Она им^етъ целью представить функщю, известную 
намъ только по отд'Ьльнымъ своимъ значешямъ, полученнымъ, напримеръ, 
изъ наблюдешй, въ виде целой функщи отъ независимой переменной. Съ 
изв'Ьстнымъ приближешемъ это можно сделать и въ томъ случай, когда 
законъ, которому явлешя действительно следуютъ, не такъ простъ *).

3. Мы воспользуемся здесь этой формулой для другой цели; именно, 
мы сделаемъ изъ нея следуюицй выводъ:

*) Въ и.п. 3 и 4 § 66-го показано, что значен1е f ( q )  есть £?(«)> где Q{x) 
есть частное отъ делешя функщи f(x)  на (л* —а). Въ данномъ случае это частное 
есть не что иное, какъ / {(х).

*) См. статью „Интерполящя* въ „Энциклопедш математическихъ наукъ",
т. I, ч. U.
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Е сли мы в ы б ер ем ъ  п р о и зв о л ь н о  72 +  1 р а зл и ч н ы х ъ  ч и сел ъ  
а /, а затЪ м ъ  со став и м ъ  (72 +  1) ф у н к ц 1й gi{x)  по ф о р м у л е  (5), то 
каж д ая  ц е л а я  ф у н к щ я  q>(x) 72-той  или б о л е е  н и зко й  степ ен и  
м о ж етъ  бы ть  вы р аж ен а  л и н е й н о  ч е р е з ъ  ф у н к ш и  g ,(x )  въ ф о р 
ме (7) 5).

4. Если за а,- мы примемъ целыя числа, то коэффищенты Ai функщй 
gf{x)  будутъ рашональными числами, которыя, однако, вообще говоря, 
не будутъ целыми. Формулой (7) выражаются, конечно, и все цЪло- 
численныя функши р ( х ) ;  для нихъ коэффищенты + , - =  <р (а/) будутъ 
ц ел ы м и  числами. Но обратнаго утверждать нельзя: не в сегд а  формула 
(7) при щкпыхъ значежяхъ коэффищентовъ A i  воспроизводитъ функцйо 
( f i x )  съ целыми же коэффищентами.

5. На изображенш (7) цЪлыхъ функщй К р о н е к е р ъ  построилъ ме- 
тодъ, посредствомъ котораго конечнымъ числомъ испыташй всегда воз
можно найти множителей, на которыхъ разлагается целочисленная функщя 
F (л*), или установйть ея неприводимость. Этотъ методъ представляетъ собой 
лишь обобщеже изложеннаго въ п. 1 § 68-го npieMa для разыскашя ращональ- 
ныхъ корней целой функцш. Согласно этому методу, если нужно насле
довать, разлагается ли целочисленная функщя на множителей, то прежде 
всего следуетъ помощью Евклидова алгоривма найти общаго наибольшая) 
делителя всехъ коэффищентовъ и удалить его. Мы можемъ поэтому 
принять, что F(х) есть функщя п е р в о о б р а з н а я . Если первообразная 
функщя приводима, то, согласно п. 5 § 68-го, она разлагается на перво- 
образныхъ же целочисленныхъ множителей:

F(.v) =  дф-)^(л-). (9)

Такъ какъ сумма степеней функщй (р(х) и ^(х) равна степени функцш F(x), 
то степень одной изъ двухъ функщй (р и яр не превышаетъ половины 
степени функщй F(x). Если поэтому F (х) есть функщя степени 2 72 или 
272 +  1, то одна изъ составляющихъ функщй, — скажемъ, (р(х), — будетъ 
степени не выше 72-той; мы можемъ, следовательно, представить ее фор-i 
мулой (7). Выберемъ за а,- произвольный ц ел ы й  числа. Въ такомъ слу
чае, въ виду соотношежя (9),

F(a,i) =  ср (cfc/) («,) =  Ai'ipial),

где Ai , F(cii) и ip fe )  суть ц ел ы я  числа. Число Ai представляетъ со
бой поэтому делителя числа F (a ,).

5) Это выражеше дастъ формула (7), если за коэффищенты А{ при функ- 
шяхъ >,7 (л) въ выраженш (7) мы примемъ значешя <р(а,) функщй <р(лг).
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Но, когда функщя F  задана и числа а,- выбраны, то F (а,) суть 
изв'кстныя цЬлыя числа, которыя имеютъ каждое только конечное число 
делителей. Такимъ образомъ, за А 0, Л 19 Л 2, . А „  могутъ быть при
няты только комбинацш делителей чиселъ F ( a t ), F ( a 2), F (a „ ) ;
нужно только иметь въ виду, что каждый делитель можетъ быть взятъ 
какъ съ однимъ знакомь, такъ и съ противоположнымъ. Мы получимъ, 
такимъ образомъ, по формуле (7) конечное число функщй д> (#), на ко
торыя и нужно делить функщю F (х). Если ни одно  и зъ  эт и х ъ  д4- 
лен!й  не со вер ш и тся  н ац ел о , то F  (х) есть н есо м н ен н о  н еп р и 
водим ая ф у н к щ я  6).

Не все комбинацш делителей чиселъ F F (а2), . . F (a„ ),
будучи взяты въ качестве системы коэффищентовъ А,-, дадутъ целочи
сленную функщю (р (х ); поэтому некоторыя комбинацш делителей могутъ 
быть напередъ исключены, и число испыташй можетъ быть такимъ обра
зомъ уменьшено. Р у  иге (Runge) указалъ npieMb, дакищй возможность 
исключить этихъ непригодныхъ делителей, и, такимъ образомъ, методъ 
К р о н ек ер а  получилъ не только теоретическое, но и практическое зна- 
чеше ").

С. Если требуется установить неприводимость функщй въ общемъ 
случае, то этотъ методъ, понятно, неприменимъ. Въ этомъ отношенш 
имеетъ важное значеше теорема А й зен ш тей н а (Eisenstein), заключаю
щаяся въ следующемъ:

Если ко э ф ф и щ ен ты  аи . йп ц ел о ч и сл ен н о й  ф у н к щ й  11-ой 
степ ен и  f(x) = Хп +  йххп~1 +  • • • +  ап в се  д е л я т с я  на п р о сто е  
число р, а п о с л е д щ й  и зъ  эти хъ  к о э ф ф и щ е н т о в ъ  ап не д ел и тс я  
на р 2, то ф у н к щ я  f(x)  н еп ри води м а; при это м ъ  число 0 мы счи- 
таем ъ  д ел ящ и м ся  на всякое  п р о сто е  число.

Чтобы доказать эту теорему, положимъ, что функщя

f(x) = хп +  йх#*-1 +  а2хи~2 +  * * • +  йп-\х  +  ап

§ 69

*) Пояснимъ это несколько подробнее. Намъ нужно найти делителя ср(х) 
функщй F(x). Мы выбираемъ произвольныя целый числа а ,, а2, ап. Тогда, 
какъ выяснено въ тексте, д?(а,)=Л1 есть делитель числа F(at), <р(«а)= -4 а есть дели
тель числа F(a2), (р(ап) =  Аи есть делитель числа F(an). Мы тогда принимаемъ 
за А х произвольнаго делителя числа F(at), за Л2 — произвольнаго делителя числа 
F(a2) и т. д. Затемъ по формулЬ Л агранж а мы составляемъ функщю <р(х), со
ответствующую этимъ значешямъ А и А2, . . . ,  Лп. Если F(at) делится на ф(я), 
то нами найденъ делитель функцш F(a;). Въ противномъ случае мы беремъ другую 
комбинащю делителей чиселъ F(at), F(a2), . . . ,  F(an). Если ни одна изъ этихъ ком- 
бинащй не дастъ функщй ср(х), на которую F(x) делится безъ остатка, то послед
няя неприводима.

*) K ronecker, „Crelles Journal", Bd. 94, S. 347. R unge, ibidem, Bd. 99, S. 90.
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разлагается на две функции:

<р(х) =  х»  +  Ъхх ^ ~ 1 +  Ь2х ^ ~ 2 +  • • • +  Ьц-хХ  +  by.,

У>(Х) =  Xv +  Ct Xv~ x +  C2XV~ 2 +  • ‘ ' +  Cv-iX  +  Cv,

'Гакъ какъ коэффищенты b l f  . . ., bflf cl t  . . .,  cv рацюнальны, то, 
согласно п. 8 § 68-го, они представляютъ собой ц'Ьлыя числа. Произведя 
умножеше, получимъ рядъ равенствъ, которыя располагаемъ теперь въ 
обратномъ порядке*.

d f t  =  Ь 'ft. C v  j

d n — i =  b ju C v — i b f i — i C v i  •

dn—2 =  bfi Cv—2 +  bfx—\Cv-l +  bft—zCv, (16)

dv =  b/ilCii— fj, “1“ b/A— iCv— U-J-l 4“ ' * ' bt Cv— 1 “f* C v

Непосредственно эти равенства имеютъ место лишь въ предположении, 
что v  >  [i\ чтобы распространить ихъ и на случай v  ^  [Ху достаточно 
положить с0 =  1, a все с съ отрицательными индексами — равными нулю.

Такъ какъ ап делится на р, но не делится на р 2, то изъ равенства 
ап =  Ь/aCv сл^дуетъ, что одинъ изъ сомножителей — скажемъ, Ьц — де
лится на р} а другой cv не делится. Но такъ какъ числа ап- и  dtl- 2, . . dv 
делятся на jby то изъ соотношежй (10) слЪдуетъ, что и числа b ^ - i ,  

Ь/а- 2, . . bt делятся на р;  въ такомъ случай последнее равенство, опре
деляющее av , находится въ противореча съ нашимъ предположежемъ, 
такъ какъ изъ этого равенства слЪдуетъ, что cv тоже делится на р.  
Теорема, стало-быть, доказана.

Изъ этой теоремы вытекаетъ, напримеръ, неприводимость функцш
5-оЙ степени:

/  {х) =  х ъ — 4л: — 2. (11)

7. Весьма плодотворнымъ оказалось применеже теоремы А йзен - 
ш тейц д  къ задаче о дележ и окружности на равныя части (§ 106).

Функшя х п — 1 имеетъ делителя х  — 1 и, стало-быть, приводима. 
Если мы выполнимъ дележ е, то, согласно соотношежямъ (2) и (4) § 63-го, 
получимъ:

X  =  —— — = хп~х +  хп"2 +  •• • +  х-\- 1.
X  — 1

Уравнение *
х 91- 1 +  * я- 2 Н---------Н х  +  1 =  О

называютъ „уравнежемъ дележ я окружности** (Kreisteilungsgleichung); 
въ техъ случаяхъ, когда п есть число п р о с т о е , X  есть функщи непри

§ 69
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водимая. Эта теорема, играющая весьма важную роль въ учеши о дЪлеши
окружности, была доказана различными способами сперва Г ауссом ъ, а впо-
слЪдствш и некоторыми другими математиками *). Но наиболее простое *
доказательство безспорно принадлежитъ А йзен ш тей н у . Вотъ это доказа
тельство:

Положимъ
л* =  I  +  1; •

тогда съ помощью строки Н ью тон а найдемъ:

I  =  г - 1 +  ? - 2 +  В[р  t - 8 +  • ■ • тЬ в ;;" ,

Согласно п. З § 60-го, бином1альные коэффищенты

въ случай, когда п есть число простое, какъ мы это здесь и предпола
гаем ^ делятся на п \  послЪдшй же коэффищентъ =  п  не делится
на й2. Следовательно, X  есть н еп ри води м ая  ф у н кщ я п ер ем ен н о й  
а, стал о  бы ть, и п е р е м е н н о й  х .

8. Понят1емъ о приводимости и неприводимости пользуются, однако, 
и въ бол^е широкомъ смысле.

Неприводимая функщя можетъ разлагаться на множителей, которые 
въ своихъ коэффищентахъ, кроме ращональныхъ чиселъ, содержатъ опре
деленный ирращональныя числа, напримеръ, V — 1^или V  2, или, вообще, 
какой-нибудь квадратный корень; друпя функщи могутъ оставаться 
неразложимыми и при допущенш такого иррашональнаго числа. Введе- 
шемъ такого рода иррациональностей образуется числовой  ко м п л ек съ  
(чи словой  к о р п у с ъ ) , въ которомъ могутъ быть выполнены все ра- 
цюнальныя действ1я, кромЬ делешя на нуль. Отсюда видно, что этотъ 
комплексъ въ нашемъ вопросе будетъ играть такую же роль, какую до 
введения этихъ иррашональносгей играла область ращональныхъ чиселъ; 
мы назовемъ его поэтому областью  р аш о н ал ь н о сти . Присоединеше 
ирращональнаго числа къ рацюнальнымъ мы будемъ называть п pi о б щ е - 
т е м ъ  и р р а ц ш н а л ь н о с ти  * * 7).

*) М. R uthinger. „Die ^rreduzibilitatsbeweise der Kreisteilungsgleichung".
Strassburger Dissertation v. 1907.

7) noHHTie объ  области ращональности играетъ такую важную роль и въ 
такой м е р е  необходим о для понимашя главы XIX, что мы считаемъ необходимымъ  
остановиться на этомъ цонятш значительно подробнее.

П одъ о б л а с т ь ю  р а ц и о н а л ь н о с т и  (Rationalitatsbereich, по К р о н е к е р у )  или 
ч и с л о  в ы м ъ  к о р п у с о м ъ  (Zahlktirper, по Д е д е к и н д у )  разум ею тъ  числовой ком 
плексъ, обладающий тем ъ  свойствомъ, что выполнеше каждаго изъ четырехъ арие- 
метическихъ жЬЙствШ надъ любыми двумя числами этого комплекса (конечно, кроме

В е б е р ъ ,  Энциклоп. элемент, алгебры. 18
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Такъ, функщя х 2 +  1 неприводима въ области ращональныхъ чи
селъ, но, напротивъ, приводима при прюбщенш числа / — У — 1, такъ 
какъ х 2 +  1 =  (л- +  i ) ( х  — i ).

Функщя х* — 8 х д — 8 х  — 8 делается приводимой по прюбщенш 
радикала V  3; действительно:

л-4 „  8л.з _  s X  — 8 =

=  [х2 -  4 jc -  2 +  2 V  3 (х  +  1)] [х2 -  4л* -  2 -  2 У Ц х  +  1)J.

делешя на нуль) приводить къ числу того же комплекса. Этимъ свойствомъ обла- 
даютъ: комплексъ R всехъ ращональныхъ чиселъ, комплекс ь всехъ веществениыхъ 
чиселъ, комплексъ всехъ веществениыхъ и мнимыхъ чиселъ. Но и помимо этого 
существуетъ множество числовыхъ комплексовъ, обладающихъ темъ же свойствомъ.. 
Такъ, напримеръ, совокупность всехъ чиселъ вида а-\-ЬУ~2, где а и b суть любыя 
ращональныя числа, обладаетъ указаннымъ свойствомъ и потому образуетъ область 
ращональности; действительно, сумма, разность, произведете и частное двухъ 
чиселъ этого комплекса есть число того же комплекса:

(а +  b УЧ)  ± (<*' +  Ь' У~2) =  (а ± а’) +  (/, ±  //) У~2,
{а +  ЬУ~2) {и’ +  V =  (аа’+  2 Ы>’) +  (аЪ> +  ba') i ' l l ,  

а +  Ь У У  aa'—2hb' (a'b-ab') f -  
a’+ b 'V ~ I ~  а'г -2 Ъ ’1 +  а-г - 2 Ь ' г *

(такъ какъ а' и Ьг суть ращональныя числа, то знаменатель a'2 — 2 b'2 не можетъ 
быть нулемъ, если а* и Ьг не обращаются совместно въ нуль).

Заметимъ, что въ воставъ каждой области ращональности входить область К 
всехъ ращональныхъ чиселъ. Действительно, если въ составь некоторой области 
ращональности входить число а, то въ составь ея, согласно определена, входить 

а
также число — =  1; а потому въ составь этой области входятъ также числа:

1- f l = 2 ,  24-1 =  3 и т. д., т. е. все делыя числа; отсюда, въ свою очередь, сле- 
дуетъ, что въ составь той же области входятъ и все дроби.

Положимъ теперь, что мы имеемъ некоторую область ращональности Р. 
Пусть е будетъ число, этой области не принадлежащее. Присоединимъ теперь къ 
области Р  все числа, которыя мы можемъ получить путемъ выполнешя ращо
нальныхъ действ^ надъ числами области Р и числомъ е. Ясно, что этимъ путемъ 
•мы получимъ новую область ращональности, которую мы будемъ обозначать че~ 
резъ Р(е). Этотъ процессъ образования области Р(е) изъ области Р и называется 
прш бщ ею ем ъ иррагпональности е къ  области Р.

Такъ, Напримеръ, выполнеше ращональныхъ действШ надъ рациональными 
числами и числомъ У~2 всегда приводить къ числу вила a - \ -b Y 2 ,  где а и  ̂ СУТЬ 
ращональныя числа. Поэтому область, содержащая все числа вида a-pbY^I, где 
а и b суть ращональныя числа, представляетъ собой результатъ прюбщешя числа 
У~2 къ области R. Точно такъ же совокупность всехъ комплексныхъ чиселъ есть 
результатъ прюбщешя числа г къ области веществениыхъ чиселъ.

Положимъ теперь, что Р  есть некоторая область ращональности, а / \х ) есть 
целая функщя, коэффищенты которой принадлежать этой области; въ такомъ
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Часто намъ придется прюбщать не одну иррацюнальность, а ни
сколько. Такъ, функщя А'4 — 2 х 2 +  2 остается неприводимой по прюб- 
щеши радикала ) 2, но делается приводимой, если мы прюбщимъ еще

иррацюнальность V 2  +  2 V 2 :

X* 2л* 2 =  (.г2-  J /2  +  2 / 2  X +  V*) {лл+ \ / 2  +  2У 2х  +  У2) .

Теорема 3 § 68-го справедлива и при обобщенномъ поняли о при
водимости :

Ь сли  к о э ф ф и ш е н т ы  ф ункц !й  F (х)  и f  (х)  принадлеж ат!» 
к а к о й -н и б у д ь  р асш и р ен н о й  о б ласти  р а ц ш н а л ь н о с т и , а функц1я 
/(*)>  н еп р и в о д  имая въ этой  области , им 'Ьетъ обний ко р ен ь  съ 
ф ункцией F (х),  то F  (х)  д л и т с я  на f ( x ) .

§ 69

случай говорить, что функщя /(л) принадлежитъ этой области. Такъ, функщя 
ха —2 х + 5  принадлежитъ области R, функщя ха — 2хУ~2-\-3 — У~2 принадлежитъ 
области Д(У2).

Функщя, принадлежащая некоторой области рацюнальности, называется.при
водимой въ этой области, если ода разлагается на множителей, принадлежащихъ 
той же области. Въ противномъ случай она называется неприводимой въ, этой 
области.

Функщя, неприводимая въ некоторой области, можетъ сделаться приводимой, 
если мы расширимъ область путемъ прюбщешя некоторой иррацюнальнссти. Такъ, 
функщя х1 — 2, принадлежащая области R, неприводима въ этой области; но, если 
мы прюбщимъ къ этой области У 2, то въ области Д(У~2) функщя разлагается 
на множителей х — У 2 и х + У ^ »  Эта идея выясняется въ тексгЬ на другихъ 
прим'Ьрахъ.

18*



ГЛАВА XII.

Основныя теоремы алгебры.

§ 70. Симметрическая функцти.

1. Условимся разуметь подъ х \ ,  х 2, х п совершенно произволь
ный (неопределенный, переменный) величины. Какъ мы видели въ § 66, 
можно составить функщю w-той степени f  (я ), корнями которой будутъ 
эти п  величинъ; а именно:

/ (я) =  (х  — х г) ( х  — х 2) . , .  ( х  — х„) (1)

и есть требуемая функция; коэффищентъ при х п здесь равенъ 1. Распо
лагая j  (я ) по степенямъ х , получимъ:

/  (х)  =  х п +  ах Xя - 1 +  а2х п~ 2 +  • • • +  аПу (2)
где

й i — 2  х х,

а2 2 х хх 2^

— аг =  2 x t x 2x 3, (3)

I dn — х хх 2х^ ф Ф 0 Xjty

т. e. — a t есть сумма всехъ величинъ я,*, а2 — сумма произведен^ этихъ 
величинъ по две, — аъ —  сумма произведешй техъ же величинъ по три 
и т. д., наконецъ, ±  ап есть произведете всехъ х .  (ср. § 60, 1).

Итакъ, ко эф ф и ц и ен ты  ф ункции f ( x )  м ож н о  в ы р а зи т ь  рацио
н ал ь н о  ч е р е з ъ  ея корн и .

Суммы, стояния въ правыхъ частяхъ равенствъ (3), т. е. сумма 
всехъ Х{, сумма произведен^ этихъ величинъ по две, по три и т. д., суть 
с и м м е т р и ч е с к и  функщи отъ х 1У х 2, . . х п \ это значить, что эти 
функцш не меняются, если какимъ-либо образомъ переставить величины
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х \ ,  х 2, . . х„ . Эти функцш — ах, а2, — я3, . . ±  ап МЫ назовемъ
основн ы м и си м м етри чески м и  ф у н кщ ям и .

2. Опред^лимъ теперь, что мы будемъ, вообще, разуметь подъ сим
метрическими функщями.

действий с л о ж е н 1я, в ы ч и т а ^ я  и у м н о ж еш я надъ  п величинам и 
х х> х п и как и м и -н и б у д ь  други м и  числами, н азы вается
си м м етр и ческ о й  функцией отъ  эти х ъ  величинъ, если оно не м*Ь- 
няется при п р о и зв о л ь н о й  п е р е с т а н о в к а  вели чи н ъ  х Х9 х 2 , . . . ,  х„.

3. Относительно симметрическихъ функщй им^етъ место теорема, 
важная для всей алгебры. Эта теорема заключается въ слЪдующемъ:

К аж дая си м м етр и ческ ая  функция S ( x l9 х 2, . . х п) м о ж етъ  
бы ть вы р аж ен а  въ ви д е  р аш о н ал ь н о й  и ц ел о й  ф у н к ц ш  отъ  
о сн о в н ы х ъ  си м м етр и ч еск и х ъ  ф ункщ й.

Иначе говоря, при помощи сложешя, вычиташя и умножешя можно 
образовать такое выражеше F ( a lt  a2J . . ., аИ), что равенство

при замене величинъ ах, . . . .  йп ихъ выражешями (3) обращается въ 
тождество.

Мы приведемъ очень простое и изящное доказательство этой тео
ремы, данное Кош и.

Ясно, что теорема справедлива для 11 — 1; въ этомъ случай мы 
имЪемъ только одну основную симметрическую функцш — аг =  х х . Мы 
докажемъ нашу теорему для всякаго 77, если, пользуясь совершенной 
индукщей, допустимъ, что она справедлива для п — 1 перемЪнныхъ бели- 
чинъ, и въ этомъ предположен^ докажемъ^ что она справедлива и для 
функщй, содержащихъ п  перемЪнныхъ.

4. Чтобы получить основныя симметричесшя функщй 72— 1 вели
чинъ х 2, х 3, . . ., х п, составимъ частное

9  О ) = / ( * ) / ( #  -  х ,) ,

которое равно (х  — х 2) (х  — х 3)  . . .  (х  — х п)\  следовательно,

(х  — х г) (.г — х ъ) . . .  {х  —  Х п )  =  х " - 1 +  qxx n- 2 +  q ^ x " -3 -f------+  qn_ v

ГД'Ь (§ 66, (6)):

В ы р а ж е н 1е 5 ( л , ,  х 2, . . х„),  со ставл ен н о е  п о ср ед ств о м ъ

S ( л | , л~2, • < •, Хп) — F > ■ ■ ■ ? (in) (4)

q , = x t  +  Д,,
qt =  х*  +  diXi +  аг,

=  Х\ +  а \ХI* +  a*Xi +  Й31 (5)
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Итакъ, основныя симметрически функцш величииъ д\2, д-3, . . х п суть 
Ц'Ьлыя функцш величинъ х х и д ,, а2, ап~ Предполагая же, что 
наша теорема справедлива для и — 1 величииъ, мы можемъ утверждать, 
что всякая симметрическая функшя отъ величинъ х 2, . . х п выражается 
ращональной и целой функщей отъ х х,

Представимъ себе, что данная намь симметрическая функщя

S  =  S ( х ] )  Д о , • • • > .vw)

расположена но степенямъ .г , ; тогда коэффишенты отд^льныхъ степеней 
будутъ симметрическими функшями отъ х 2, . . д*„ и, следовательно,
будутъ выражаться целыми функшями отъ величинъ х { , а,, . .
Итакъ:

П р е д п о л а га я  т е о р е м у  3 с п р а в е д л и в о й  для си м м е т р и ч е с к и х ъ  
ф у н к ш й  о тъ  н — 1 в ел и ч и н ъ , мы п о л у ч и л и , что  ф у н к ш я  5  мо- 
ж е т ъ  б ы ть  п р е д с т а в л е н а  въ  в и д е  ц е л о й  ф у н к ц ш  о тъ  в ел и ч и н ъ  

• • •> —1 •

Полученное такимъ образомъ выражеше для S обозначимъ черезъ 
F ( x t , ах > . . ап- 1). Если теперь целую функцно F ( x , аХУ а2, . . ап- 1) 
мы разд'Ьлимъ на f  (х)у то, согласно § 66, (5), получимъ частное Q  и 
остатокъ R , степень котораго относительно х  не п р е в ы ш а е т ъ  п — 1:

F  (-г) = Q f ( x )  +  R  (*), (6)

где Q  И R суть ц е л  ыя функши отъ а х, а2, ...» а», при чемъ по
слан и я , кроме х , аХУ . . Ди—1 , содержитъ также и д*. Положимъ въ 
последней формуле х  =  яу, тогда f  (хх) =  0 и Z7 =  5 ; следовательно:.

S  ~  R  (д*|̂  = i? (д*j > > • • •) д«)>

где 7? есть целая функшя отъ дт,, апу степень которой относи
тельно х х не п р е в ы ш а е тъ  п  — 1.

По предположение, 5  есть симметрическая функшя отъ хх, х 21 . . л/„. 
Она не меняется, если, напримеръ, заместить другъ другомъ х х и х 2; 
не меняются при этомъ и д , , д2, . . ., д„; следователь но, 5  равно также 
R ( x 2). Вообще

S  =  i? (* i) =  i? (ага) =  i? (д'3) =  • • • =  R (Хп)-

Целая функшя R ( x )  — S, степень которой не превышаеть п — 1, обра
щается въ нуль для п  значешй переменнаго х \  х = х ХУ х 2, . . х п- 
Согласно § 66, 9, она должна с в о д и т ь с я  къ  нулю  т о ж д е с т в е н н о . 
Положимъ:

§ 70

R (х) = А йх"~1 +  А . х "-2 +  • • • +  А п - й
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тогда set коэффициенты А 0) А х> А 2, . . (A „- i  — S) должны быть
равны пулю. Следовательно,

S — Ап—и

т. е. S  равно некоторой целой функщи отъ ах, а2, Д3, . . Д,«, что и
требовалось доказать 1).

5. Если функц1я 5(^, л*2, ...»  л*„) въ своемъ первоначаль
ном ь виде  им еетъ только целыя коэффищенты, то и функщя 
F(d^, tf2, а») также имеетъ только целые коэффищенты.

Въ самомъ деле, если мы примемъ это предложеше для функщй 
отъ п — 1 перемен ныхъ, то справедливость его для функщй отъ п пе- 
ременныхъ будетъ вытекать изъ того, что при деленш, приводящемъ къ 
тождеству (6), мы ни разу не получимъ дробныхъ коэффищентовъ, какъ
это следуетъ изъ § 66.

6. Приведенное доказательство теоремы о симметрическихъ функ- 
щяхъ даетъ способъ вычислешя ихъ. Правда, большей частью дело не 
обходится безъ продолжительныхъ вычислен^. Разсмотримъ, напримеръ, 
функщю (гг =  3)

D  =  (x 1 ~  х гУ (x t — Д'з)2 (х2 — д-3)а,

которая, очевидно, есть симметрическая функщя отъ , л2, л3. Пусть

d I — х 2 "I-  Л’з» й2 =  х хх 2 Н-  л*|Л’з “I-  х 2х д1

будутъ основныя симметричесюя функщи; тогда количества х Х9 х 2 и л-3 
будутъ служить корнями функщи третьей степени:

f ( x )  =  л 3 +  a tx 2 +  а2х  +  д3,

а л2, д*з — корнями функщи второй степени:

I S l L  =  * • +  (* , +  а,) х  +  (.г,2 +  я ,* , +  а ,). 
х  — x t

§ 70

*) Полезно выяснить себе тождества (5) на частномъ примере; положимъ 
что мы имеемъ четыре переменныхъ; тогда

7i ~  +  ха +  а4»
h  — х2хз 4  хлхА 4  xsxA,

=  Х2Х9ХА 5
сь другой стороны,

■— a t  —  Xt 4  х г 4* *з 4* х а •

=  x tx t  4  *1 * 3  4 * x tx A +  х гх ь +  x t x t  - f  *ex4,
— =  x^x^x^ 4" x^x^x^ 4* 4"

a k =  x t x t x ^ .
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Отсюда вытекаютъ равенства:

*2 +  л'з =  — (хх +  а х\  х %х г =  х х2 +  ахх х +  а2,
(AT, X — ЗлГ,® ~f“ 2(txX j j >

(л* *о -  х г)2 =  (л\2 +  аг3) 2 -  4.галг8 =  -  З а; / 2 -  2 a t x t -  (4д2 — at2).

Следовательно:

— D  =  (За;,2 +  2 а , аг, +  й2)2 (З л̂ 2 +  с2 а хх х +  4 а2 — а ,2).

Если здесь вместо аг, напишемъ х  и полученное выражеше разделимъ 
на f ( x ) ,  то остатокъ, который не долженъ зависеть отъ .г, и будетъ 
представлять собой требуемое выражеше для D .

Можно, впрочемъ, упростить вычислеше, если возвысить въ квадратъ 
выражеше З аг1* +  2 # t A; +  a2 и понизить его степень при помощи уравнешя 

f ( x x) =  0; этимъ путемъ получимъ:

Помножимъ это выражеше на З а:,2 +  2 а хх х +  4 а 2 — а 2 и, заме- 
нивъ въ результате х х на х ,  разделимъ его на f ( x ) .  Такимъ путемъ вы- 
числешя идутъ быстро и въ конечномъ результате даютъ:

Это выражеше носить назваше д и с к р и м и н а н т а  функши третьей 
степени. Е сли  D  =  0, то  .это з н а ч и т ь , что и зъ  т р е х ъ  ко р н ей  
х Х1 х 3 д в а  равн ы  м еж ду  со б о й .

1. Въ некоторыхъ случаяхъ можно выразить симметрическую функ- 
щю еще более простымъ способомъ черезъ основныя. Разсмотримъ осо
бенно важный изъ случаевъ этого рода.

D  = а х2а22 +  1 S a t a2az — 4 а х а3 — 4 а% — 2 7 я32.

§ 71. Суммы одинаковыхъ степеней.

Пусть

и

f'(x) = n%n - 1Jr ( n -  \)пххп 2 + ( n  — 2)aixn~3-j------f- 2ая_2х+  aK_lt (1 )

Равенства (5) выражаютъ, такимъ образомъ, следуюнця тождества:

— ( * 2  +  *з +  * 4) =  x L — (xt  +  х 2 +  х 3 +  х 4) ;
* 2 * 3  “Ь * 2 * 4  4”  * 3 * 4  —  — ( * 1  4 "  * 2  4~ * 3  +  * 4 ) х х +

4~ ( * 1 * 2  4 " Х1Х3 +  *1*4 4 ”  *2*3 4”  *2*4 4~ X3Xi)  ’
-  *2*3*4 =  х х — ( * i  +  * 2  + х з +  * 4) x t  -Ь 

+  (*1*2 +  *1*3 +  *1*4 +  *2*3 +  *2*4 +  * 3 * 4 ) *1 — (*1*2*3 4" *1*2*4 +  *1*3*4 +  *2*3*4)>
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при чемъ, согласно § 66,

ср \ (-i'i) = / '( * •  i). <Pi(**) =  °. • • •> Vi(x „) =  0;

так!я же равенства имеютъ место и для ср<г(х)} . .  <ри(д’).

Сумма этихъ функщй

М -  IML + JM L+ ...+ JM - ,
7 —  *•*  —  * *  д  —  Л * .д* — X , х  — X

или

Fix) =  у, (я?) +  $>*(*) Н-------Ь (лг),

есть целая функщя (ft — 1)-ой степени; при этомъ

F i x ,) =/'(*ч)> f W  = /'(* » )>  • • •> Д * ,,)  = /'(* „ )■

Разность F  (дг) — / ' (д) точно такъ же есть целая функщя, степень ко
торой не превосходитъ — 1. Эта разность обращается въ нуль для 
д* =  дл1, д\2, . . дг , т. е. для п  значенШ х \  следовательно, по теореме, 
изложенной въ п. 9 § 67-го, она сводится къ нулю тождественно. Итакъ, 
мы имеемъ следующее тождество, т. е. равенство, справедливое для 
всехъ значешй х \

f { x ) fjx)
X — х 2 (2)

Легко видеть, что это тождество есть частный случай формулы (8) § 69-го, 
а именно тотъ случай, когда ф(х) = f ' ( x ) .

2 .4 Положимъ

+  qxx “~- +  q ^x " -3 Н------1- q„-г

Тогда, согласно § 66, (6),

=  * ,  +  « ,,

q2 = x f  +  a tXi +  а , ,

q3 = x l3 +  a l x t‘i +  r.1x l +  a3, (3)

qn - 1 =  x ” 1 +  Я1Л' Г 2 И- a*x”r 3. H-------- h

Заменяя здесь x l последовательно черезъ rr4) x n, мы получимъ 
все члены суммы (2).
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Если обозначимъ черезъ 2 q lf  S q 2i 2 q 3) 2 q n_ 1 суммы соста-
вленныхъ такимъ образомъ выражешй q, то равенство (2) приметь виды

их- 1 +  +  x’- 32ih  +  • ■ • +  2 ’г;„ _ 1 =  f i x )  2);

сравнивая это выражение /'(%•) Съ (1), получимъ:

(»  “  !)«1 -  2qx, (и  -  2 ) а ,  =  2qt , . . . .  я „ _ ,  =  2qK (4 )

Введемъ теперь симметричесмя функши, представлякпшя собой 
суммы  о д и н а к о в ы х ъ  с т еп е н е й  перемЬнныхъ, и примемъ для нихъ 
обозначешя:

‘'1 =  А*, +  А а +  ЛГзЧ------------

sk =  +  4  +  А1 н---------ь *»•

Если мы по формуламъ (3) образуемъ 2 ^ . ,  то найдемъ: 3)

1̂ ~ |' 11 Q\ у

2q<i =  s2 ~\~ а \ h  паг *

2lbi-i =  ^ - 1  +  а\ V - 2  +  <hsn-* Н----------- h  пап-\:

2) Это получается изъ соотношешя (2) путемъ почленнаго сложения ра- 
венствъ:

— = - " - 1+ ?>'*и- 2+  + •  ■ - +х — х,

/ w — Vя — 1 _1_ "v" —2 __1_ „ »v«—3ft'** H-fc'*”  + •  • + ? „ -  i:

=  x« -I+ "̂'-v-’*-2 +  ̂ H- 3 +  • • • + C l -

При этомъ

4i' =  *  1 +  <*! у <li' =  X ,2 +  a tx t +  а г , <?3'  =  a' j 3 -f a,*,2 - f  а д  - f a , , . . .

=  ?2"=  V  +  +  a2, </3" =  x23 +  а д 2 +  а д  +  я3, . . .
<li”= xu +  «!, q2u' = x3* +  a,дг, H- a2, <73”'*= V  +  а д 2 -f  а д  | ff3, . . .

3) См. предыдущее прим1>чаше:

2 b ~ b '  +  4i* +  b m + ~ ' + t f K

+ tf°.
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Подставляя эти выражежя въ равенства (4), получимъ:

О s, +  п i ,

О =  +  a x$i +  2л.г ,

^ “  $3 +  h  +  д 2$1 +  З я 3, ^

О — А*.| +  Я \  S3 +  Я 2 $2 +  “Н ^ п \  >

0 =  5»-1 +  +  <V«—8 +  а 35„_4 + • • • + ( » —

Эти уравнешя легко разрешаются последовательно относительно 
суммъ s ,, $2 , . 5й- 1. Мы получимъ эти суммы въ функщяхъ отъ
<7, , С12 , . . . , •

Съ помощью суммъ одинаковыхъ степеней легче, чемъ другимъ 
путемъ, вычисляются мнопя друпя симметричесюя функщи.

3. Основныя симметрическая функцш можно также выразить черезъ 
суммы 5, ,  s2i . . 5;|-1 ; напримеръ:

4. Съ помощью равенствъ (6) можно находить суммы sk, пока к <  п. 
Очень легко, впрочемъ, получить равенства для нахождения $н, snm̂ v 
составляя суммы :|):

— а \ у 
S2 =  Cl Iй —  2<7.2 ,

$8 =  — <7j3 +  3 ^ ,^ a — З я 3,

$4 =  V  —  ± а х%а % +  4 в х а ь +  2 я а* — 4  « 4 ,

( 7 )

2*а =  .42 -  st , (8)

2 . 3 r t 3 =  — $t 8 +  3 $ t $a — 2 $ 3 ,

2 / { х \ )  =  о, г д ч / ( * ч )  =  о, =  О, . .

4) Такъ какъ
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а именно:

О =  +  «1 +  Д2 ̂ - 2  +  ' ■ + » « „ >

О =  * *„+1 +  а \ Sn +  <V„-1 Ч--------f~ >

0  = -S.-+ 2 +  Я 1 * „ + 1  +  Я 2 *„ Ч---- 1~ а п h  -

§ 71

Темъ же путемъ можно вычислить s 1? 5_2, . . составимъ для 
этого суммы:

2 x r 1f { x t) =  0 , 2 * rV (* .)  = 0........

0  =  \ _ 1  +  « 1  ‘'и —2 +  а Ъ S„ - 3  + ---------Ь  a n S - l  >

0 =  'f„_2 +  5„_3 +  Я2 Sn - i  +  ' ' ■ +  ° n S-  2 ’

при чемъ сумму $0 нужно полагать равной п. Заметимъ, что въ выражешя 
суммъ s_v s__2, . . . черезъ ах, а2, а3, . . ап гюследшя будутъ входить 
также въ составъ знаменателей.

Съ помощью равенствъ (8) и (9) можно выразить также и ап че
резъ суммы st9 S2, . . sn .

Въ виду этого мы можемъ сказать, что ф ункция f ( x )  в п о л н е  
о п р е д е л я е т с я , если  и з в е с т н о , что а0 =  1, и если  дан ы  суммы 
о д и н а к о в ы х ъ  с т еп е н е й  ея к о р н е й ; к р о м е  т о го , л ю б ая  си м м е
т р и ч ес к а я  ф у н к ш я  к о р н е й  ф у н к щ и  f  (х) м о ж е т ъ  б ы ть  вы р аж ен а  
ч е р е з ъ  st , S2 , . .

Выражешя функщй s черезъ а, какъ видно изъ предыдущихъ фор- 
мулъ, имеютъ коэффищентами только целыя числа; выражешя же функщй 
а черезъ суммы s содержатъ и дробные коэффициенты *).

то и сумма этихъ выражешй равна нулю; это и выражено въ текста равенствомъ 
2 f ( x t) =  0. Производя же сложеше въ действительности, мы получимъ первое 
изъ равенствъ (9)- Точно такъ же, произведешя xt / ( x l)t x2f ( x 2) . . .  хп/ ( х п) равны 
нулю, а потому и сумма ихъ равна нулю: это и выраженно въ тексте равен
ствомъ 2xtf ( x t) =  0. Раскрывая произведешя и складывая ихъ, получимъ второе 
изъ равенствъ (9) и т. д.

*) Первый выражешя для суммъ одинаковыхъ степеней далъ А льбертъ 
Ж ираръ (Albert Girard) въ сочиненш „Invention nouvelle еп l’algfebre* (1629). Эти 
выражешя были обобщены Н ью тономъ („Arithmetica universalis- , 1707) Поэтому 
формулы (6) носятъ назваше Н ью тоновыхъ формулъ.
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5. Разсмотримъ нисколько примЪровъ. Положимъ, что нужно вы
числить симметрическую функцио 2 х 2х 2 , т. е. сумму произведенШ 
квадратовъ перем^нныхъ х р  взятыхъ попарно. Обратимся для этого къ 
равенству

(2 х ?)2 = 2 2 х г2х 22 +  2 х г4, 

или

2 х * х2* =  %(s22 -  st ) =
=  а 2 — 2ахаъ 2аА.

Воть еще задача, которая решается съ помощью суммъ одинако- 
выхъ степеней. Пусть

/(*•) = х п +  я, X’1- 1 +  а2х п- 2 н----+  ап

будетъ данная функщя w-той степени отъ х; нужно найти функщю

F  (х) = хп +  А^хп~1 +  Л 2х п- 2 Н----+  А п,

корни которой равны квад р атам ъ  корней функцш f ( x ) .
Е сги st , s2, Sst . . .  суть суммы одинаковыхъ степеней корней 

функщи j  (х), то $2, 4̂ > SG, . . .  суть суммы соотв'Ьтствующихъ степеней 
корней функщи F  (х)\  формулы п. п. 3-го и 4-го дадутъ для коэффищен- 
товъ А г , Л 2, . . .  выражешя:

%

А \  =  $2 ’

2 Л  =  $4»

Ь А Ъ == —  ^23 +  3 ^ 5 4 —  2 5 6 ,

§  71

Отсюда съ помощью формулъ (7) можно выразить А 1У А 2) • • 
черезъ а1У а2, . . .; напримЪръ^

A-i =  2 а2 — а г2,

А 2 =  а22 — 2 я 1я3 +  2 а 4.

Какъ и следовало ожидать, выражеше А 2 тождественно съ выра- 
жешемъ, найденнымъ выше для 2 х 2х 2.

Этотъ способъ прим%нимъ и въ томъ случай, если по данной 
'функщи f(x)  нужно определить другую, корни которой суть любыя — 
скажемъ, £-тыя — степени корней функщи f  (х). Суммы одинаковыхъ 
степеней корней функщи F {x )  будутъ тогда sk, s2k, 5ЗЛ, . . . .  Коэффи- 
щенты А  определяются по темъ же формуламъ п. п. 3-го и 4-го.



6. Можно еще другимъ путем ь определить коэффит'енты функции 
F  (х ), корни которой суть квадраты корней функции f i x ) .  Сь этой целью 
положпмъ д 2 = у \  если вместо у  подставимъ одинъ изъ корней функцш 
F(x),  то либо f ( ] Гу), либо / ( — i у) обратится въ нуль. Такимъ образомъ,

/•(г) = ± f ( Y y ) f i - Y y ) ,  (10)
при чемъ верхшй знакъ имЪетъ место при четномъ, нижшй при нечет- 
номъ п 5 * * *).

Разложим ь f ( x )  на два слагаемыхъ j \  (х) +  x j \ { x ) ,  изъ которыхъ 
первое содержитъ все четный, а второе — нечетный степени д*; тогда:

F (у) =  ± (/> (Vy) + f y M i y ) )  (/,(УУ) -  V y M f y ) )  =

§  7 2  J 2 8 6 _

Въ последнюю формулу совершенно не входятъ нечетныя степени ]/у. 
Пусть, наприм^ръ, п есть число четное; тогда:

А  (?) =  +  • • •,

/»(*) = а^х”- 2 +  а гх п~* +
и потому

/  п П—2 п—I . 2  , п- 2 п—4  \  2

F(y) = (У  +  аг.У 2 +«4^ 2 Н— ) —y\aty 2 +агу 2 +  J =

= У  +  (2а2 -  а ,г)у”~1 +  (а22 -  2а,д* +  2а4) у —2 Н-----

Вычислешя при этомъ npieM*k еще проще, чЪмъ при пользованш 
суммами одинаковыхъ степеней; вместе съ темъ совершенно ясно, что 
численные коэффициенты получаются въ виде цЬлыхъ чиселъ; при упо- 
треблен1‘и же перваго метода это непосредственно не очевидно.

§ 72. Основная теорема о существовали корня алгебраическаго
уравнешя.

1. Выше мы видели, что всегда можно определить п  коэффищен- 
товъ целой функщи f { x ) такъ, что эта функщи будетъ иметь корнями п  
произвольно заданныхъ величинъ; въ извЬстномъ смысле можно сказать,

5) Правая часть равенства (10), какъ обнаруживаютъ последуюшГя вычисле
шя, есть целая функщя п-ой степени отъ у;  такъ какъ она имеетъ те же корни,
что и F (у),  а старине коэффициенты при указанномъ соответствш знаковъ равны,
то обе функцш тождественны, что и выражается равенствомъ (10).
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что MHoroo6pa3ie функщй съ п  корнями при различныхъ значешяхъ п  

столь же велико, какъ и многообраз1е всехъ функщй //-той степени f ( x ) t 
которыя вообщ е можно составить. Этимъ еще не доказывается, конечно, 
что оба эти многообраз1я совершенно покрываютъ другъ друга; другими 
словами: ещ е не доказано, что функщя и-той степени всегда имЪетъ п 
корней.

Д остаточно, впрочемъ, доказать, что при всякомъ п каждая функщя 
Я-той степени имЪетъ, по меньшей мере, одинъ корень (вещественный 
или мнимый). Въ самомъ деле, пусть а есть корень функщй f  (х)\ функ-

f (x)щя (п — 1 )_ой степени —  точно такъ же им*Ьетъ корень @ и т. д.;
л а

такимъ путемъ мы заключимъ, что функщя f  (#) разлагается на п ли
ней ныхъ множителей 6j.

Въ этой теорш Ht-гъ необходимости ограничиватьси разсмотрешемъ 
функщй съ вещественными коэффищентами; если мы докажемъ, что 
каждая функщя съ вещественными коэффищентами имЪетъ корень, то 
распространить это на случай мнимыхъ коэффищентовъ не составить 
труда. Чтобы убедиться въ этомъ, возьмемъ две функцш f t (x) и f 2(x) 
съ сопряженными мнимыми коэффищентами; тогда f ( x )  = f \ ( x ) f 2(x)  есть 
функщя съ вещественными коэффищентами. Если f ( x )  имеетъ корень а п 
то либо / х{ах) =  0, либо f 2(ax) =  0. Пусть f x{ax) =  0 ; тогда, если а2 
есть число, сопряженное съ ах, т о / 2(а2) =  0 (§ 48, 6). Итакъ, каждая 
изъ функщй j \ ( x )  и f 2(x) имеетъ корень.

Следовательно, намъ достаточно доказать следующую теорему:

К аж дая ц ел ая  ф ун кш я f ( x )  съ вещ ественны м и к о э ф ф и 
циентами и м еетъ , по крайней  м ер е , оди н ъ  вещ ествен н ы й  или 
мнимый ко р ен ь .

Эта теорема настолько важна, что ее называютъ осн овн ой  т е о 
рем ой ал геб р ы . Впервые ее доказалъ Г ауссъ . Онъ далъ этой теореме 
три доказательства, построенныхъ на совершенно различныхъ основатяхъ.

Второе и третье изъ этихъ доказательствъ не могутъ быть прове
дены элементарно. Первое же, опубликованное Г ауссом ъ въ докторской 
диссертацш (1799 г.) и 50 годами позже существенно имъ упрощенное 
и усовершенствованное, такъ несложно и ясно, что его легко понять, 
обладая только элементарными знатями. Желая изложить это доказа
тельство именно въ такой удобопонятной форме, мы будемъ следовать 
второй редакции.

Въ дальнЪйшемъ мы ограничимся случаемъ, когда функщя f ( x ) 
имеетъ вещественные коэффищенты. По сделанному выше замечашю,

6) И, следовательно, имеетъ п корней.
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мы не внесемъ этимъ существеннаго ограничешя, а между тЪмъ это даетъ 
значительное упрощеше.

2. Итакъ, пусть

/  СО =  О* +  «1 О -1 +  О -2  +  ■■■ + а „  (1)

будетъ целая функщя w-той степени, а коэффищенты а г, а2> • • •» Л» — 
данный вещественный числа. Нужно доказать, что существуетъ веще
ственное или мнимое число, которое, будучи подставлено вместо обра- 
щаетъ функщю f(%) въ нуль. Положимъ

l  =  x  +  i y

и будемъ изображать % точкой на плоскости, какъ это изложено въ § 5 1 . 
Тогда х  и у  будутъ координатами точки, которую мы для краткости 
будемъ называть точкой

Функщя f(%) въ каждой точке этой плоскости имЪетъ определен
ное значеше; нужно доказать, что существуетъ, по крайней м ере, одна 
точка, въ которой f(%) имеетъ значеше, равное нулю. Такую точку можно 
назвать к о р н е в о й  точкой функши f(%). Отделимъ въ функцш f ( $  ве
щественную часть отъ мнимой:

f ( l )  = X + i Y .  - (2)I

Составныя части X  н Y  легко найти, применяя къ степенямъ числа 
( х  +  гу)  формулу бинома. Впрочемъ, мы получимъ съ помощью теоремы 
М у ав р а  бол^е простыя формулы, если будемъ пользоваться полярными 
координатами.

Итакъ, положимъ:

#  =  rcosg?, y  =  r sing?,

( х - \ - i y ) k =  r k( c o s k c p  +  i s  i n k< p ) ;

согласно п. 8 § 51-го, получимъ:

X  =  r7lcosng> +  a1rn~1cos(n — 1) 9? +  a2rn~2c o s (n — 2) 99+  +  ап,

Y = r nsim<p + a i rtl‘~1sin(n — l )  g) +  a2rn~ 2 sin (п — 2)<p-\- ••• +  0„_irsin<p.

3. Мы дадимъ сейчасъ друпя выражен1я для X  и Y,  которыми вос
пользуемся для вывода, очень важнаго для последую щ ая изложешя. 

Положимъ (см. томъ И, § 29,. 4)

, , 1 - t 2 . 2 1
t =  t a n g ly ,  cosg? =  -j-p-^>  Sln9  =  Y + l ?  '
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тогда
. (1 +  10»

1 +  t2
Отсюда сл+дуегь:

(1 +  t-y (Х +  гТ) =  Ги(1 +  i t f ‘ +  +*•) +  -  + e .( l  +F>";

применяя формулу бинома къ отдельнымъ членамъ и располагая ихъ по 
степенямъ t, получимъ:

у  Fit)
(1 +  Р)п ’

Y = >
(1 +  г2)"

(4)

где F{t) и Ф(£) суть цЪлыя функцш отъ t, степеней не выше 2и и 2п— 1. 
Помимо того F (0  и Ф(£) суть ц^лыя функщи ?г-той степени отъ г, ко
торый могутъ обращаться въ нуль тождественно относительно пере
менной U лучшемъ случае, для конечнаго числа значений г.

4. Bet точки плоскости ху, которымъ соответствуетъ постоянное 
значеше модуля г, лежатъ на окружности paAiyca г съ центромъ въ на
чале координатъ. Будемъ обозначать эту окружность черезъ (г). Если 
мы захотимъ найти точки, въ которыхъ X  или Y обращаются въ нуль 
и которыя лежатъ на этой окружности, ™ нужно при постоянномъ г ре
шить уравнения: F(l) =  0 и Ф(£) =  0, имея въ виду, что каждому зна
чению t соответствуетъ по одному значению cos<р и sing?, а, следова
тельно, и одна точка на окружности.

Нужно заметить, что, кроме корней уравнешя Ф(£) =  0, функщя Y 
имеетъ корень при t = оо, т. е. при <р =  яг, и то же самое справедливо 
относительно функщи X , если степень функцш X  ниже 2 п 7). Зная сте
пени функщй I  и F, мы можемъ сделать следуюшдй выводъ.

Каждая изъ двухъ функщй X  и Y на окружности (г), на 
которой она не исчезаетъ тождественно, не можетъ обращаться 
въ нуль больше 2п разъ.

Отсюда следуетъ, что ни одна изъ функщй Xf Y не можетъ 
быть равна нулю во всехъ точкахъ некоторой площади.

7) Въ выражении для X степень переменнаго t въ числителе и знаменателе 
одна и та же, въ выражении же У степень t въ числителе ниже, нежели въ зна
менателе. Поэтому, когда t возрастаетъ неограниченно по абсолютной величине, 
то X  стремится къ пределу, отличному отъ нуля, а У — къ нулю. Поэтому X  обра
щается въ нуль не более 2п разъ, т. е. при техъ значешяхъ t, которыя обра- 
щаютъ въ нуль числителя; У же обращается въ нуль не более 2я — 1 разъ вслед- 
CTBie того, что обращается въ нуль числитель, и одинъ разъ при t —  с о ,  т. е. при 
<Р~ п>\ всего, следовательно, каждая изъ функщй X  и У м о^тъ обратиться въ 
нуль не более 2 п разъ.

В е б е р ъ , Энцихдоп. элемент, алгебры. 19
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Въ самомъ деле, черезъ такую площадь всегда можно было бы 
провести безчисленное множество дугъ окружностей съ общимъ центромъ 
въ начале координатъ; на этихъ окружностяхъ X  или Y  обращались бы 
въ нуль безчисленное множество разъ.

5. Корневыми точками функщй f  (^) служатъ точки, въ которыхъ 
о д н о в р е м е н н о

Х  =  0 и Y = 0 .

При доказательстве существования такихъ точекъ мы будемъ опираться 
на н е п р е р ы в н о с т ь  функщй X  и Г. Это свойство функщй можно вы
разить такъ:

П у сть  сх и с2 б у д у т ъ  д в е  то ч к и , въ к о т о р ы х ъ  ф у н к щ я  X  
им Ъ етъ р азн ы е  зн ак и . На к аж д о й  лин!и  (п р ям о й  или кр и во й ), со 
ед и н яю щ ей  эти д в е  то ч к и  с1 и с2, есть , по к р а й н е й  м е р е , одна 
то ч к а , въ  к о т о р о й  ф ункция X  о б р а щ а е т с я  въ  н у л ь  8).

То же справедливо относительно функщй Y.
6. Сначала займемся функщей Y  и докажемъ следующее предложение.

М ож н о г в зя т ь  с то л ь  б о л ьш и м ъ , что  ф у н к щ я  Y на о к р у ж 
н ости  (г) б у д е т ъ  и м еть  т о т ъ  ж е зн а к ъ , что  и sin«<p, — по кр ай 
ней M 'bpt, во в с е х ъ  т ^ х ъ  с л у ч а я х ъ , к о г д а  siting) по аб со л ю тн о й  
в е л и ч и н е  п р е в о с х о д и т ъ  н а п е р е д ъ  з а д а н н о е  п р о и з в о л ь н о  малое 
п о л о ж и т ел ь н о е  число

Въ этомъ мы убеждаемся, представляя Y въ виде:

Y = г* (siting) +  у* sin (п — 1) д> +  -^| sin (п — 2) д +  ...

Действительно, всегда можно положить г настолько большимъ, что сумма 
всехъ членовъ, следующихъ за первымъ, по своему модулю станетъ 
меньше любой величины, а, следовательно, и меньше тогда знакъ 
определяется первымъ членомъ.

Отсюда вытекаетъ следующее.
Отметимъ на окружности (г) точки, въ которыхъ

. я  2 я  З я  (2 п —  1)яд) =— 0, — > — > — , •••> ---------- —
п п п п

и обозначимъ эти точки цифрами:

0, 1, 2, 3, . . 2 п — 1.

8) Это утверждеше нуждается, конечно, въ доказательстве, которое, однако, 
требуетъ пространныхъ разсуждешй. *
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Благодаря этому, мы получимъ на окружности 2 п  интерваловъ:

(О, 1), (1, 2), (2, 3), . . . .  ( 2 » - 1 ,  0),

въ которыхъ siппд) попеременно им^етъ положительное и отрицательное
значение.

(Фиг. 14 даетъ это д^леше для случая п  =  5).
Если мы выд^лимь ближ айнпя о к р естн о сти  точекъ делешя *) 

и положить г  достаточно большимъ, то и 7  будетъ иметь въ этихъ 
интервалахъ п о п ер ем ен н о  п о л о 
ж и тельны й и о тр и ц ательн ы й  
значения 9).

С о гл асн о  п. 5, ф у н кщ я  Y  
д о лж н а о б р ащ а т ь с я  въ нуль 
въ о к р е с т н о с т и  каж дой  изъ  
т о ч е к ъ  д е л е ^ я ;  и зъ  предло- 
жен1я ж е п. 4-го с л е д у е т ъ , что 
она не м о ж е т ъ  о б р ащ ать ся  въ 
нуль ни в ъ к а к о й  д р у го й  т о ч к е  
о к р у ж н о с т и  (г).

Съ другой стороны, таю» 
какъ знакъ X  при достаточно 
большомъ г  зависитъ отъ знака 
перваго члена rncosn<p, тб X  въ 
о к р е с т н о с т я х ъ  ч етн ы х ъ  т о ч е к ъ  0, 2, 4, . . 2 п  — 2 и въ  сам ихъ 
эти х ъ  т о ч к а х ъ  и м е е т ъ  п олож и тельн ое  зн ач ею е , а въ н еч етн ы х ъ  
т о ч к а х ъ  1, 3, 5, . . 2п  — 1 — о тр и ц ател ьн о е .

§ 72

Фиг. 14.

*) Окрестностями точекъ делешя мы будемъ называть таюе отрезки на 
окружности (г), въ пределахъ которыхъ

кто
п - — < <р < — + —11 П 11 г

если положить $  =  sin??. Длина выделенной такимъ образомъ на окружности (г) 
дуги есть 2т)г/п, при чемъ эта дуга должна быть меньше, чемъ Torfn, и, следова
тельно, 7} <  i  то.

9) Если мы положимъ, напримеръ, <р =  — , то sinwg? =  0; но если мы выде-п

лимъ достаточно малую дугу какъ указано въ примечанш автора, то въ ин-

71 7) 70 . _ л  , 71 71 . 71тервале о т ъ -------- - до — sinnw > 0, а въ интервале отъ — д о -----h — sin»® <0;г п  11 11 г п п п ^
следовательно, при достататочно большомъ г и Y  меняетъ знакъ въ интервале

кто 7]о т ъ ---------- доп п
кто 7J_ 
п  ' п

19*
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7. Какъ мы видели въ п. 4, функщя У  не можетъ обращаться 
въ нуль для вс^хъ точекъ какой-нибудь площади. Следовательно, вся 
плоскость разделяется на области, въ которыхъ У  имеетъ положительное 
или отрицательное 3Ha4eHie; эти области отделены другъ отъ друга ли- 
Н1ями, на которыхъ У  обращается въ нуль.

Отъ некотораго участка (2^, 2 ^ + 1 )  окружности (г) вне круга (г) 
расположена область, въ которой У  имеетъ положительное значеше; эта 
область темъ больше приближается краями къ сектору, заключенному 
между ф =  2g n / n  и ф =  (2g--f- 1 ) к / п ,  чемъ больше она удаляется отъ 
центра 10 *). Эта полоса должна продолжаться и внутрь круга (г) и ). Часть 
этой области, лежащую внутри круга (г), обозначимъ черезъ G; эта 
часть можетъ быть очень разнообразной по своему контуру; два контура, 
касаюицеся другъ друга только въ отдельныхъ точкахъ, мы не будемъ, 
однако, считать связанными.

Площадь G  либо оканчивается внутри круга (г) и, кроме интервала 
(2g, 2 g  +  1), не ограничивается более никакой частью окружности, либо 
достигаетъ другого интервала (2 k f 2 k  +  1), либо, наконецъ, разделяется 
на две ветви и больше, изъ которыхъ каждая оканчивается на какомъ- 
нибудь участке (2/, 2 1-\- 1) 12).

Примеромъ перваго случая на фиг. 15 можетъ служить область 
(О, 1, 10) или (2, 3, 12); примеромъ второго случая служитъ область 
(8, 9, 10, 11, б, 7). Делеше на мнопя ветви не имеетъ места въ этомъ 
простомъ примере.

Можно было бы предположить, что внутри площади G лежитъ, 
какъ островъ, маленькая площадка, въ которой У  опять имеетъ отрица
тельное значеше; и такого рода контуръ (впрочемъ, этотъ случай, заме* 
тимъ мимоходомъ, въ действительности не можетъ представиться) не 
помешалъ бы нашимъ заключешямъ.

10) Когда qp становится больше, чемъ , то sin п ф получаетъ положитель-п
ное значеше, которое меняетъ знакъ лишь после того какъ ф пройдетъ черезъ

— ̂  71* Итакъ, въ интервале отъ ™ до — — я функщя У имеетъп п п
положительное значеше; къ ней примыкаетъ, такимъ образомъ, положительная 
область, которая съ увеличешемъ г расширяется, такъ какъ ея границы прибли

жаются къ рад1усамъ, ограничивающимъ секторъ

“ ) Это следуетъ йзъ того свойства непрерывной функщи двухъ перемен- 
ныхъ, въ силу котораго таковая, имея положительное значеше въ некоторой точке-,, 
сохраняетъ положительное значеше внутри некотораго кружка, окружающаго эту 
точку; а такой кружокъ, описанный вокругь точки на периферш круга (г), необ
ходимо войдетъ внутрь его.

12) Ибо положительная область можетъ примыкать только къ положитель
ному участку, т. е. къ участку вида (2/, 21 -f  1).

2 g n  (2g +  l ) K \
, п п Г
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8. Представимъ себе, что мы обходимъ контуръ области G  такимъ 
образомъ, что самая область остается всегда слева. Тогда каждый интер- 
валъ окружности, входящДО въ составь контура, въ которомъ У  имЪетъ 
положительное значеше, направленъ такъ, что внутренняя часть круга 
лежитъ влъво, т. е. мы проходимъ дугу отъ четной точки къ ближайшей 
нечетной. Стало-быть, контуръ G  покидаетъ окружность (г) на нечетной 
точке д-Ьлешя и встречаетъ ее снова въ четной.

Разсмотримъ часть 5  контура, которая отъ точки 2 ^ + 1  черезъ 
внутреннюю часть круга (г) ведать къ точке 2 k \  по всей длине кон-

§ 72

Фиг. 16.

тура S  У  =  0. Въ точке 2 g  +  1 функщя X  им^етъ отрицательное зна
чеше, а въ точке 2 k  — положительное. Следовательно, на контуре S  
функщя X  должна, по крайней мере, одинъ разъ обратиться въ нуль. 
Точка, въ которой X  обращается въ нуль, и будетъ к о р н ево й  точкой  
функцш / ( ^ ) ,  существоваше которой, такимъ образомъ, доказано. Для 
лучшаго уяснешя см. фигуру 15; въ предположении, что

f 0 0 = ? ~  4{ - 2 ,
она приблизительно соответствуетъ действительному положешю дела.

На контуре (1, 10, 0) лежитъ корневая точка а,
п „ (3, 12, 2) „ п » е,
« „ (5, 11, 4) р » 7,
п .  (9, Ю, 11, 6) „ п - А
р „ (3, 18, 7) п я е'.



ГЛАВА XIII.

Неопределенный уравнешя первой степени.

§ 73. Сравнена.

1. Какъ мы Фидели выше (§ 15), по двумъ произвольно взятымъ 
н ату р а л ь н ы м ъ  числамъ т и п  всегда можно определить два такихъ 
числа q и г, что

т = qn \  r\ (1)

при этомъ q можетъ быть нулемъ или положительнымъ числомъ, а г 
удовлетворяетъ ycлoвiю

О ^  г  <  П.

Число г  называется о с т а т к о м ъ  или в ы ч е т о м ъ  числа т  по п. 
Остатокъ при данномъ п  можетъ иметь только одно изъ п  значенШ:

О, 1, 2, 3, . . . ,  п  1. (2)

Два числа т и т\ который при делен!и на п имеютъ одинъ и 
тотъ же остатокъ, называются р а в н о  о стат о ч н ы м и  или сравним ы м и 
по м о ду л ю  п  *). Въ этомъ случае

т' = q'n + r
и, следовательно,

т — т' = (q — q') п , 

т. е. т — т ' делится на п .
Обратное предложен1е также имеетъ место; именно: если разность 

двухъ чиселъ делится на п, то эти числа равноостаточны.
Въ самомъ деле, полагая:

м = qn + г, т' — q'n +  г',

*) По Гауссу „numeri congrui“.
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получи мъ:
т  — т' =  (q — q') n +  r — г’.

Такъ какъ т — т' делится на п, то и разность г — г' должна въ 
даниомъ случай делиться на п (или сводиться къ нулю). Но оба числа 
г и г ' принадлежать ряду чиселъ (2); следовательно, ихъ разность по 
абсолютной величине не можетъ быть больше п  — 1 и потому, будучи 
отличной отъ нуля, не можетъ делиться на ft. Следовательно, г =  Г

2. Сравнимость двухъ чиселъ, следуя Гауссу, обозначаютъ такъ:

т  =  м ’ (mod. п)

(словами: т  сравнимо съ т' по модулю п  или, короче, по ft). Такое со- 
отношеше называется ср авн еш ем ъ .

Каждое число сравнимо со своимъ остаткомъ, если за модуль взять
делителя:

m =  r  (mod. п).

Если при вычисленш модуль не меняется, то его часто можно опу
стить, не опасаясь недоразумешй; въ этомъ именно смысле и нужно по
нимать дальнейш1'я сравнен1я.

3. При вычислешяхъ со сравнимыми числами важны следуюшдя 
теоремы

Если
а =  а  и & =

то и
а +  а  +  ft, 

а — Ъ =  а — /?, 

ab==ap.

Въ справедливости этихъ теоремъ легко убедиться изъ равенствъ:

(л +  b)  — (а +  Р)  =  (а  — а )  +  (Ь -  Р),

(й — Ъ) — (а — 0) =  (а -  a ) - ( b -  Р), 

ab  -  af t  =  (а — а  +  а) (Ь -  Р +  0 ) — а/? =

=  (я -  а ) (6  -  0 ) +  0  (я  -  а ) +  а  (6 -  0 ).

Изъ этихъ равенствъ следуетъ, что, если разности а — а и b — р  д е 
лятся на я , то и разности (я ±  й) — (а  ±  р)} яЬ — а р  тоже делятся на ft, 
какъ того требуютъ доказываемый теоремы.

На этихъ теоремахъ основанъ пр1емъ, дающШ возможность про
изводить поверку сложныхъ вычисленШ, состоящихъ изъ сложешй,
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вычитаний и у множены. Пр1емъ этотъ заключается въ следующему 
Выбравъ произвольный модуль /г, замЪняютъ все ч и с л а ,  фнгурируюипя 
въ вычисленш, ихъ вычетами по модулю п. Затемъ надъ этими выче
тами производятъ Bet те дейсшя, который произведены надъ данными 
числами. Тогда первоначальный результатъ и новый д о л ж н ы  дать оди
наковые вычеты по модулю Лучше всего б р а т ь  модули я =  9 и 
я = 1 1 , такъ какъ въ этихъ случаяхъ весьма легко находить вычеты 
всЬхъ данныхъ чиселъ (§ 17, 4). (Поверка при помощи д е в я т к и  и при 
помощи числа 11).

4. Если
а =  а, a b  =  a,p

а вм есте съ т'Ьмъ а  и а  суть числа, простыя относительно пу 
то и

Въ самомъ деле,

аЪ  —  a f t  =  a (b —  /?) +  /9 {а —  а ),

а такъ какъ разности аЪ — а/? и а — а делятся на п, то и разность 
а ( Ь — /?) делится на п\ но а есть число, простое относительно п\  сле
довательно, Ь — /? делится на п (§ 16, 6).

5. Применяя несколько разъ теорему о сравнимости произведены 
(п. 3), получимъ теорему:

Если
я =  а,

то й
а к =  а к,

где k есть любое целое положительное число.

6. Такъ какъ при модуле п число различныхъ остатковъ есть я, 
то, взявши больше, чЬмъ п7 различныхъ чиселъ, мы найдемъ среди нихъ, 
по крайней мере, два сравнимыхъ между собой. Вместе съ темъ можно 
многообразно составить п чиселъ

& \  > у Я 3 у  •  •  •  у  & п  у ( 3 )

среди которыхъ нетъ двухъ сравнимыхъ; для этого стоить только къ 
каждому изъ чиселъ ряда (2) прибавить любое кратное числа п.

Числа (3) такой системы даютъ при делеши на п все возможные 
остатки (2), при чемъ каждый остатокъ появляется только одинъ разъ. 
Поэтому каждая такая система называется полной системой остат
ковъ или вычетовъ по модулю п. Если вместо неопределеннаго сим-
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вола х подставлять одно за другимъ вей числа системы (3), то говорить, 
что х  проойгаетъ полную систему вычетовъ.

7. Если т и п въ равенств^ (1) суть числа взаимно-простыя, то 
г должно быть числомъ простымъ относительно п) ибо общШ делитель 
чиселъ п и г быль бы также дйлителемъ числа т = qn +  г. Въ этомъ 
случай изъ ряда возможныхъ остатковъ (2) некоторые отпадаюгь, такъ 
какъ оста!Отся только остатки, простые относительно п, во всякомъ слу
чай не будетъ остатка 0.

Обозначимъ черезъ v число содержащихся въ ряду (2) чиселъ, 
простыхъ относительно п, и положимъ, чтобы лучше отмйтить зависи
мость числа v отъ п,

v =  др(я).

Пусть числа, простыя относительно п, содержащшся въ ряду (2), суть:

и, Г2> г3, . . и\ (4)

между ними, конечно, всегда есть 1.
Знакъ (р(п) такимъ образомъ обозначаетъ число положитель- 

ныхъ чиселъ, меньшихъ п и вмйстй съ тймъ простыхъ отно
сительно п.

Дадимъ нисколько примйровъ для ряда (4):

§ 73

и =  7. 1, 2, 3, 4, 5, 6. 7) = 6.
11=  13. 1, 2, 3, 4, 5, 6,

, 7, 8, 9, ю, И, 12. 9»С13) = 12.

11=  21. 1, 2, 4, 5, 8, 10,
и , 13, 16, 17, 19, 20. <Р(21) = 12.

8. Если п есть простое число, то вей числа 1, 2, 3. 4, . . ., п — 1 
суть числа простыя относительно п , и, слйдовательно, въ этомъ случай

ср(п) =  п  — 1.

Е сли же п  есть степень простого числа р , то, чтобы получить 
cooтвйтcтвyющiй рядъ (4), нужно изъ ряда 0, 1, 2, 3, 4, . . п — 1 
вычеркнуть вей числа, дйляиияся на р , т. е.

р, ц .........

которыхъ всего п/р. Итакъ, для этого случая 

<р(п) — 11 — —Г  =  п (5 )



2 9 8§ 73

9. Положимъ, что число п разлагается на два взаимно-простыхъ 
множителя а  и Ь- 

Положимъ:

 ̂= а у  — Ьху (6)

где х  обозначаете любое изъ чиселъ 0, 1, 2, . . а — 1, 

a jv „ „ „ О, 1, 2, . .  b — 1.

Въ такомъ случай ^ получаетъ аЪ = п значенШ, между которыми н^гь 
двухъ равноостаточныхъ по п. Въ самомъ деле, если бы разность

% — ^  =  а (у -у ')  — — *')

делилась на пу то произведете Ь(х — х') должно было бы делиться на а\ 
но такъ какъ Ь й суть числа взаимно-простыя, то (х~ х') должно было 
бы делиться на а\ но х  и х' оба меньше а ; следовательно, должно было 
бы быть х  — х" \ такимъ же образомъ можно было бы придти къ выводу, 
будто у  =у'. Мы получаемъ, такимъ образомъ, въ результате, что при 
делен!*и числа % на п мы получимъ въ качестве остатковъ каж
дое изъ чиселъ:

О, 1, 2, / 2 - 1 ,  (7)

и при томъ каждое только одинъ разъ.

Далее, % есть число простое относительно п въ томъ и только въ 
томъ случае, если х  есть число простое относительно ау а у  есть число 
простое относительно Ь. Действительно, простой множитель, входящШ 
въ ^ и а долженъ входить и въ х, а входящШ въ ^ и Ь долженъ вхо
дить и въ у  1). Если мы поэтому захотимъ изъ ряда (7) вычеркнуть 
числа, имеющая съ п общихъ множителей, то изъ ряда значенШ х  нужно 
вычеркнуть те, которыя имеютъ общихъ множителей съ а, а изъ ряда 
значешй у  те, которыя имеютъ общихъ множителей съ b. Остаются до (а) 
значешй я; и др(Ь) значенШ у , которымъ соответствуютъ <р(п) значений 
такъ какъ каждое изъ этихъ значенШ х  можно соединить съ каждымъ 
значешемъ у, то

<р(п) = д)(а) ср(Ь).

1) Это вытекаетъ изъ равенства (6). Если * и а делятся на простое число р } 
то и Ьх должно делиться на но Ь не делится на р, такъ какъ а и Ь суть числа 
взаимно-простыя; поэтому х делится на р.



Положимъ, напримЪръ, что п содержитъ только двухъ простыхъ 
множителей р, q. Въ какой бы степени р и q ни входили въ 11

„ О - ,  ( i _ | ) ( i  - ! ) < , .

Съ помощью математической индукцш эту формулу можно обобщить 
такъ:

Если р} q, г, . . .  суть различные простые множители числа 11, 
то

HanpHMtpb:

fP( 6 0 ) - 6 o ( l - i . ) ( l - i ) ( l - i - ) - . e ,

<р(63) =  63 ( l - i - ) ( l - i - ) = 3 6 .
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§ 74. Степенные вычеты.

1. Пусть п и g суть два числа, не им^ющи общихъ делителей 
(g есть сокращеше слова „Grundzahl" — „основное число"; въ примЪненш 
къ десятичной систем^ счисления £=10). Составимъ рядъ степеней числа g:

g°> g1 *’ g*» g3> ■ ■ • со

(g° =  1) и найдемъ вычеты его членовъ по модулю п:

Qo1 Q i> @2> @з > • • • ( 2 )

Такъ какъ g и всЪ его степени суть числа простыя относительно п, 
то и вс*Ь q0, . . .  тоже представляютъ собой числа простыя отно-

1) Если n = p nqz, то, согласно равенству (5) п. 8-го,

<рГ)=Р"(i - j ) . * ( « W ( i - | ) .

<р(«) - « ■ Ю Ю - Н Ж
а потому
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стельно //; а такъ какъ вей они меньше п% то между ними различ- 
ныхъ ни въ коемъ случай не болйе v = (f(n).

Если же Qk = Qk̂ , гдй f  есть положительное число, то разность

gk+r -  gk = gk(gr -  i)

дйлится на п, т. е. gr — 1 дйлигся на п. Слйдовательно, существуетъ 
такой положительный показатель f  для котораго

g r =  1 (mod п)\ (3)

впредь мы подъ f  будемъ разуметь наименьнпй изъ такихъ пока
зателей.

2. Изъ соотношешя (3) слйдуетъ, что

g9f= h
гдй q есть любое положительное цйлое число (§ 73, 5); но и обратно: 

Если для какого-нибудь показателя к

§  7 4

то к кратно f. Въ самомъ дйлй, если k не кратно /*, то

^ =  q f+ / '»

гдй 0 < / '  < / .  Следовательно, въ такомъ случай

а потому (§ 73, 4) gf' =  \. Это противорйчитъ предположена, что 
есть наименьшее положительное число, для котораго выполняется срав- 
нен1е (3).

3. Среди f  степеней:

g°> g \ g2> ■ • ■ ■ f 1 (-4J

не можетъ быть двухъ равноостаточныхъ по пу ибо тогда существовало 
бы число f , меньшее f ,  для котораго было бы gr’ =  1 8). Мы получаемъ,

8) Д ействительно, если бы было

gU = gU,
гдй  f i  <f t , то, сокращ ая это сравнеш е на (§  73 , 4), получимъ:

gft~r,= 1,
гдй  f t  — f t  — f ,  конечно, м еньш е / .
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следовательно, здесь f  различныхъ вычетовъ:

Qo> (?1 > $2» • • •> Qf—l

(где р0 1). Переходя къ высшимъ степенямъ gf> g ^ \  gr̂~2, . . мы по- 
лучимъ те же вычеты и въ той же последовательности; возводя 
такимъ образомъ g въ степени, мы никогда не выйдемъ изъ системы 
вычетовъ (5). Числа р0, q X )  р2, . . Qf- 1  называются степенными вы
четами числа g\ все они суть числа простыя относительно и.

Если f  меньше у {п ) ) то въ ряду вычетовъ по модулю п суще- 
ствуетъ, по крайней мере, еще одинъ вычетъ 1\  4j, который не содер
жится среди степенныхъ вычетовъ; тогда вычеты чиселъ

§ 74

hg°, и g\ hg\ hgf- 1 ( 6)
все различны между собой и отличны отъ вычетовъ степеней (4). Ибо, 
если бы было

то мы имели бы
r i t ^ g \

r l = g k” h (или, при k< h , тх =  g f- ll+ k) 5 *),

а это противоречить предположен^, что гх не содержится въ числе 
вычетовъ (5).

Поэтому и рядъ (6) даетъ только различные вычеты, такъ что 
2f^cp(n). Если 2 / < д о(п), то существуетъ еще вычетъ г2т который не 
фигурируетъ ни въ ряду вычетовъ чиселъ (4), ни въ ряду вычетовъ чи
селъ (6). Числа

h g 0’ U g \  • ■ n g f - 1

даютъ опять только различные вычеты, которые отличны отъ вычетовъ 
чиселъ (4) и (б). Въ самомъ деле, если бы было

U gk =  h g k,
то должно было бы быть

г2 s  h g ]l~k (или h  ^  r xgf- k+ h),

т. е. число г2 находилось бы въ ряду вычетовъ чиселъ (6); а это про
тивно услов1ю. Следовательно, 3f^ y ( ii) .

4) Подъ буквою г съ различными индексами авторъ здесь разумеегь, какъ 
въ предыдущемъ параграфе (п. 7), только вычеты простые относительно модуля п.

5) Это сравнеше получается такъ: сравнение rtoh==crh можно написать въ
форме ri^= gk̂ "r, ибо / s i ;  деля обе части на /*, получимъ требуемое.



302§ 74

Ясно, какъ продолжать это разсуждеше: такъ какъ произведешя 
f  2 f '6f  . . . не могутъ безъ конца оставаться меньше ср(п), то слЪ- 
дуетъ заключить, что ф (п) кратно f 9 т. е. что f  есть делитель числа 
ср{п) *). Положимъ:

<р 00 = Ф
тогда, въ силу соотношешя (3), получимъ такъ называемую обобщен
ную теорему Фермата

а<н») =  1 (mod п)
или въ словахъ:

ф(//)-тая степень каждаго числа, простого относительно п, 
сравнима съ 1 по модулю п.

4. Если п есть простое число, то ср (п) =  ?г — 1 ; для этого случая 
теорема гласитъ:

Для каждаго простого числа п (п— 1)-ая степень любого 
числа, не делящ егося на п, сравнима съ 1 по модулю п.

Теорема, доказанная въ п. 3 § 60-гэ, согласно которой, если п 
есть простое, а а любое цЪлое число, то ап — а = а ( а и~ 1 — 1) делится 
на п, какъ мы видимъ, содержится въ предложен»* 4, такъ какъ либо а, 
либо а"” 1 — 1 д%лится на п 6).

Будетъ ли п число простое или составное, какъ мы видели въ 
п. 3, вычеты, простые относительно п, распадаются на е рядовъ, каждый 
изъ которыхъ содержитъ f  вычетовъ; эти ряды мы назовемъ nepio- 
дами вычетовъ. Мы получимъ одинъ изъ этихъ перюдовъ, если 
въ произведет» rg k подставимъ вмЪсто показателя k  числа: 0, 1, 2, 
3, 1. Нахождеше этихъ вычетовъ, кажущееся на первый взглядъ
кропотливымъ, существенно упрощается гЬмъ, что вычетъ числа rg k по
лучается, если умножить на g не самое число Tgk~ l f а его вычетъ по 
модулю п и взять вычетъ произведешя 7).

5. Если мы возьмемъ, напримЪръ, п =  17, g = 2, то получимъ:

2 ° =  1, 21 =  2, 22 == 4, 23 =  8,

2 * = 1 6 , 25— 15, 26 =  13, 27 =  9, 2® =  1;

*) Заслуживаетъ внимашя сходство этой теоремы съ теоремою § 56, 4 о 
группахъ перестановокъ.

6) Если а кратно п, то а11 —а, конечно, делится на и; если а не кратно п, 
то, въ силу предложешя 4, ап~х— 1 делится на п. Такимъ образомъ, теорема п. 3 
§ 60-го вытекаетъ изъ предложешя 4.

7) Ибо изъ сравнешя == дк_г вытекаетъ, съ помощью умножения на g, 
сравнеше rgk^ g k_1g.
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здесь J — 8, <р(17) =  16, и мы получаемъ два пер1ода вычетовъ по 17.
Если мы возьмемъ п — 17, g  =  10, то получимъ одинъ только пе- 

рюдъ, такъ какъ f  = 16. Въ следующей таблична въ первомъ ряду 
стоятъ показатели степеней числа 10, а подъ ними соответствующие вы
четы по модулю 17:

0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8| 9|10|11|12|13|14|15 
1 |10|15|14| 4 | 6 | 9 | 5|16| 7 | 2 | 3|13|11| 8 112 ‘

Д л я  и  = 2 1 , g  — 10 получимъ:

10° =  1, 101 =  10, 102 == 16, 103 == 13, Ю4 =  4, 105 =  19, 106=  1;

здесь / =  6, <р(п) =  12, т. е. здесь имеются два перiода.
Возьмемъ теперь П = 1 3 , g  =  2; получимъ такую же табличку, 

какъ выше, при п =  17:

0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 110| 11
1 | 2 | 4 | 8 | 3 | 6 112| 111 9 | 5 |10| 7 ’

такъ что f  =  12.

6. Если некоторой паре значенШ g u n  соответствуем только 
одинъ перюдъ, т. е. f  — ср(п), то g  называется первообразнымъ кор- 
немъ модуля п или, проще, числа я. Такимъобразомъ, 10 есть перво
образный корень числа 17; напротивъ, 10 не есть первообразный корень 
чиселъ 13 и 21; въ свою очередь, 2 есть первообразный корень числа 
13, но не числа 17. Существуетъ теорема, которую мы ниже докажемъ, 
по крайней мере, въ нЪкоторыхъ частяхъ, гласящая, что все нечетныя 
простыя числа, все степени простыхъ чиселъ и также степени нечетныхъ 
простыхъ чиселъ, умноженный на 2, имЪютъ первообразные корни. На
противъ, друпя составныя числа не имеютъ первообразныхъ корней,— на- 
примеръ, 21. Действительно, если g  есть число простое относительно 21, 
то, по теореме Фермата, g6 — 1 делится на 3 и на 7, а, следовательно, 
и на 21 (ф(21) =  12) 8).

Если g  есть первообразный корень числа п и ga===a (mod я), то 
а называется индексомъ числа а. Въ вышеприведенныхъ табличкахъ въ 
первомъ ряду стоятъ индексы чиселъ, расположенныхъ подъ ними. Такая 
табличка называется поэтому таблицей индексовъ.

8) По теореме Фермата, если g  не делится на 3, то £2 =  1 (mod 3), а по
тому и £-6^=1 (mod 3). По той же теореме, если g не делится на 7, то <г*==1 
(mod 7); такимъ образомъ, если g  есть число простое относительно 21, то g8 — 1 
делится на 21; поэтому оно не можетъ служить первообразнымъ корнемъ по мо
дулю 21.
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§ 75. Перюдическ1я десятичныя дроби.

1. Степенные вычеты находятъ ce6t приложеше въ теорш десятич- 
ныхъ дробей, посредствомъ которыхъ можетъ быть выражена простая 
дробь.

Пусть т и п будутъ два взаимно простыхъ числа, изъ которыхъ п 
не делится ни на 2, ни на 5, т. е. есть число простое относительно 10. 
Разсмотримъ простую дробь ,

Такая дробь, какъ мы видели въ § 28, можетъ быть обращена въ 
безконечную десятичную дробь, мантисса которой обозначается символомъ:

Z { m )  =  ъ ъ ъ ъ  ■ ■ ■

Две дроби у =  т/п и у  = т'/п съ одинаковыми знаменателями 
им'Ьютъ общую мантиссу только въ томъ случай, если ихъ разность есть 
целое число, т. е. если т и т' отличаются между собою на число, крат
ное п. Выражая это при помощи знаковъ, мы скажемъ:

Если
т =  т' (mod п), 

то
Z  (т) =  Z (т')

и обратно. Действительно, если у — у' есть цйлое число, то мантисса 
десятичной дроби, представляющей это число, состоитъ только изъ нулей; 
и обратно, если Z  (ш) = Z (т'), то мантисса Z  (т — т') состоитъ только 
изъ нулей, т. е. числа ш и т' отличаются другъ отъ друга только на 
целое число.

Такъ какъ существуетъ ср (п) различныхъ вычетовъ, простыхъ отно
сительно я, то существуетъ и ср(п) различны хъ мантиссъ Z(m) для 
одного и того же знаменателя п. Здесь ср имйетъ то же значеже. что и 
въ п. 7 § 73-го 9).

2. Изъ мантиссы дроби у получается мантисса числа 10у, если 
отбросить первую цифру Z (ш) и начинать съ повторяя эту операшю 
несколько разъ, получимъ для любого показателя

♦  Z ( 1 0 /fm) == Zk-\-ib<+2bc+3 • • •

9) Какъ было показано, целое число не вл1яетъ на мантиссу; чтобы опреде
лить, камя возможны мантиссы, можно ограничиться правильными дробями, т. е. 
нужно собственно определить, сколько имеется различныхъ правильныхъ дробей 
со знаменателемъ п; такъ какъ числитёлемъ должно быть число, меньшее, нежели п, 
и простое относительно п, то такихъ дробей имеется (р{п).
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Если же

то, согласно п. 1, 

т. е.

1(У==1 (mod и),

Z(100w) =  Z(m) 10),

V + l “  Ь  I Т/Ц-2 “  “  Ъ ’

Цифры мантиссы повторяются с ъ / + 1 - г о  места въ той же 
последовательности, какъ съ перваго.

Эти цифры распадаются на группы по f  цифръ въ каждой; обо- 
значимъ каждую изъ этихъ группъ такъ:

Р (т )  =  Ъ Ъ Ъ  ■■■I f -

Эта группа повторяется въ Z(m) въ одной и той же последова
тельности и называется першдомъ мантиссы. Мантиссу Z ( m )  и десятич
ную дробь, въ которую обращается у, называютъ перюдическими, а 
число f  называютъ длиной першда для знаменателя п. Мы дока
зали, такимъ образомъ, следующую теорему:

Простая дробь, знаменатель которой не имеетъ общихъ 
делителей съ 10, обращается въ перюдическую десятичную 
дробь.

3. Чтобы распространить нашу теорему и на остальные случаи, за- 
метимъ, что каждая дробь /? посредствомъ умножешя на надлежащую 
степень 10, т. е. на 10*, можетъ быть приведена къ знаменателю, не 
содержащему множителей 2 и 5; получаемая такимъ образомъ дробь 
10*/? обращается въ перюдическую десятичную. Чтобы отъ 10*/? перейти 
къ /?, нужно въ десятичной дроби переставить запятую на k знаковъ 
влево. При этомъ передъ цифрой ^ , т. е. передъ началомъ новаго пе- 
рюда, появятся цифры, не подчиняюицяся перюдичности. Перюдъ начи
нается въ послЪднемъ случай после £-аго знака мантиссы. Таюя десятич- 
ныя дроби называются смешанными перюдическими дробями; те 
же дроби, у которыхъ перюдъ начинается непосредственно после запятой, 
называются чистыми перюдическими дробями.

4. Если f  есть наименьший изъ положительныхъ показателей, удо- 
влетворяющихъ соотношешю 107=1 (mod и), то перюдъ мантиссы Z  (т) 
не можетъ содержать меньше f  членовъ. Въ самомъ деле, полагая, что

10) Потому что дроби ^  и 'отличаются другъ отъ друга на целое число. 
В еб  ер т е » ,  Энцнклои. элемент, алгебры. * 20
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Z(lOkm) = Z(m), согласно предложешю 1, получимъ, что 10*m =  m, 
а такъ какъ т есть число простое относительно //, то 10А'= 1  (§73,4); 
отсюда заключаемъ, что k есть число, кратное /  (§ 74. 2).

5. Перенося запятую въ десятичной дроби вправо на одинъ знакъ, 
мы увеличиваемъ дробь въ 10 разъ; принимая это во внммаше, мы мо- 
жемъ написать следующую таблицу перюдовъ:

Р{т) =

Р(10т) = ■ ■ ■ l f \ j.

P(102m) =  • • • Ы *. (О

§ 75

Р(10Г~1т) =  йЪ Ъ Ъ  • • ■ 1г-л-
Если ф(п) =  efy то для того, чтобы получить мантиссы вс^хъ 

дробей со знаменателями п, достаточно образовать перюды для е раз- 
личныхъ значешй т и ). Если е =  1, т. е. f  =  (р(п), и, следовательно, 
10 есть первообразный корень модуля п, то достаточно взять одно 
значеше т, напримеръ, т = 1, чтобы обратить въ десятичныя все пра
вильный дроби mjn. Для такихъ значенШ п нужно, стало быть, вычислить 
только одинъ перюдъ, который будетъ содержать ср(п) членовъ. Если 
£ > 1 ,  то нужно вычислить большее число перюдовъ; при этомъ, чемъ 
больше будетъ число е, темъ меньше цифръ будутъ содержать перюды.

6. Для перваго примера возьмемъ п = 7. По обычному npieMy 
произведемъ деление 1 на 7:

2 °  : 7 =  142857 
7

~30
28

20
14
60
56

40
35

50
49

1.

1J) Ибо для каждаго значешя т таблица (1) даетъ /  мантиссъ; такимъ обра- 
зомъ, мы получимъ все возможный ef мантиссъ.
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Въ данномъ случай перюдъ есть 142857; подчеркнутый числа суть 
вычеты степеней 10. Поэтому получаемъ 12):

1 =  0,142 857 .

=  0,428 571 .

$ =  0,285 714 .

f  =  0,857 142 .

\  =  0,571 428 .

. 1 =  0,714 285 .

На мйстй точекъ повторяются дальнййипе перюды. Такимъ обра- 
зомъ, мы сразу превратили въ десятичныя дроби вей правильныя дроби 
съ знаменателемъ 7. Эти дроби могутъ быть выражены съ любой сте
пенью точности.

_____ § 75

7. Для п — 13 получимъ:

J_0 : 13 =  076923 
00 
_100 

91 
^90 

78
120
117

30
26
40
39

1.

12) Первая мантисса принадлежитъ дроби у ;  поэтому, какъ мы видйли выше, 

вторая мантисса принадлежитъ дроби у  > или, отбрасывая цйлую часть, дроби у !

третья мантисса принадлежитъ дроби у ^  , или дроби у  и т. д. Послйдовательные

числители 3, 2, 6 и т. д. суть не что иное, какъ остатки, послйдовательно полу
чаемые при дйленШ чиселъ 10, 100, 1000 и т. д. на 7.

20*
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Перюдъ содержитъ тутъ только шесть членовъ. Дал fee получимъ:

Д  =  0,076923 . .

| |  =  0,769230 . .

=  0,692 307. .

| |  =  0,923076 . . ., 

т|  =  0,230769 . .

TV =  0,307 692 . . . .

Чтобы получить всЪ дроби со знаменателемъ 13, нужно восполь
зоваться еще однимъ перюдомъ, который найдемъ, взявши любой изъ 
недостающихъ числителей. Возьмемъ, напримЪръ, дробь т| :

20 : 1 3 =  153 846 
13 

70 
65 
50 
39 
ПО 
104 

£0 
52 

80 
78 

2.

Отсюда получимъ:

=  0,153846 . . 

т\ = 0,538461 . .

Ц  =  0,384615 . .

| |  =  0 ,8 4 6 1 5 3 ... ,

TV =  0,461538 . .

Ц  =  0,615384 ___

Мы исчерпали всЪ дроби со знаменателемъ 13. Изложенное пред- 
ставляетъ неограниченный матер1алъ для упражнений, весьма интересныхъ 
въ виду того, что результаты легко поддаются провЪркЪ.

§ 75
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8. Гауссъ подробно изслЪдовалъ этотъ вопросъ въ „Disquisitiones 
arithmeticae", (art 313 — 318). Въ этомъ сочиненш Гауссъ даетъ таблицу, 
которая содержитъ всЪ перюды первоначальныхъ чиселъ и ихъ степеней 
до 100. Такая же таблица, продолженная для первоначальныхъ чиселъ и 
ихъ степеней до 1000, была найдена среди рукописей, составленныхъ 
Гауссомъ, и въ настоящее время опубликована. Въ указанномъ выше 
Mtcrfc своего сочинешя Гауссъ показываетъ, какъ съ помощью этой 
таблицы,производить обращеше дробей, знаменатели которыхъ содержатъ 
нисколько различныхъ простыхъ множителей, даже при очень большихъ 
знаменателяхъ. Мы приведемъ только одинъ прим'кръ:

2 2 — 1 1 5ITT 'J т  у
Но такъ какъ

|  =  0,333 333 3 . . .

=  0,714 285 7 . .

то 2 2  =  1,047 619 0 . . .

Чтобы получить правильно последнюю цифру перюда, нужно въ обоихъ 
слагаемыхъ взять послЪ периода еще одинъ или нисколько (смотря по 
обстоятельствамъ) знаковъ.

Упомянемъ еще о трудЪ Г. Борка (Н. Вогк) о „перюдическихъ 
десятичныхъ дробяхъ* '*), содержащему кромЪ основныхъ теоремъ о пе
рюдическихъ десятичныхъ дробяхъ, таблицу (по вычислешямъ Ф. Кесслера 
(F. Kessler)), въ которой приведены не самые перюды, а ихъ длины для 
первоначальныхъ чиселъ до 100000.

9 . Если число п разлагается на два взаимно-простыхъ множителя 
п' и п", а и / "  суть наименыше положительные показатели, для кото
рыхъ 10 '̂ — 1 и IQ/"' — 1 делятся соответственно на п! и и", то 10^— 1 
только въ томъ случае делится на п, если f  одновременно кратно пока
зателей / '  и f". Наименьшее значен1е /  есть общее наименьшее кратное 
показателей / '  и Отсюда получаемъ теорему:

Длина перюда для составного знаменателя п равна об
щему наименьшему кратному длинъ перюдовъ всехъ дробей, 
знаменатели которыхъ суть делители числа п.

Если 10 есть первообразный корень по модулю п, то длина перюда, 
какъ мы видели, равна <р(п), и намъ достаточно знать одинъ перюдъ.

§ 75

*) Н. Bork, „Periodische Dezimalbruche". Programm des Prinz Heinrichs- 
Gymnasiums in Berlin, 1895.
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По таблице Гаусса находимъ, что это въ пределах* первой сотни 
им^етъ место для чиселъ:

п = 7, 17, 19, 23, 29, 47, 49, 59, 61, S7.

Наибольшее число различныхъ перюдовъ приходится на долю числа 73; 
именно <p(n)/f = 9, / =  8.

10. Если J есть длина перюда для знаменателя п, то 10/-— 1 должно 
делиться на п \  следовательно, всякШ знаменатель п, имеющий данную 
длину перюда f, содержится среди делителей числа 10^—1. Обратно, 
если знаменатель есть делитель числа 10^—1, то длина перюда для этого 
знаменателя есть f  или делитель числа / .

Такимъ образомъ, существуетъ определенное число знаменателей 
такихъ дробей, которыя имеютъ данную длину перюда j.

Напримеръ, одночленные перюды имеютъ только знаменатели 
3 и 9:

|  =  0,333 . . ., |  =  0,111 . . .

Длину перюда, равную 2, имеютъ только те дроби, знаменатели кото- 
рыхъ суть делители числа 99, именно при п =  11, 33, 99; трехчленные 
перюды имЬютъ дроби, знаменатели которыхъ делятъ число 999 =  27.37 
и т. д. При более длинныхъ перюдахъ разложеше числа 10^— 1 на пер- 
воначальныхъ множителей представляетъ трудности, преодолеть которыя 
можно съ помощью у помяну тыхъ таблицъ или съ помощью особыхъ 
пр1емовъ. Напримеръ, какъ легко убедиться при помощи перемножешя:

Ю4 -  1 =  9 . 11 . 101,

105 — 1 = 9 .4 1  .271,

10« — 1 =  2 7 .7 .1 1 .1 3 .3 7 ,

10' -  1 =  9 .239 .4649 ,

10» -  Г =  9 .1 1 .7 3 .1 0 1 .1 3 7 .

Все приведенные здесь множители даютъ сравнительно коротюе перюды.

11. Заключимъ разсмотреше теорш десятичныхъ дробей следующей 
теоремой:

Пусть
т = • * • 1Г

будетъ какое-нибудь целое положительное число, изображающееся циф- 
рами ^з, . . zf, и пусть

§ 75

п =  10  ̂— 1



будетъ число, изображающееся f  девятками; тогда по десятичной системе

Ют = ы %ъ  . . . vO,
и

ъ п = ъ ооо 0 — ^ ,

где справа за Х\ стоятъ f  нулей.
Отсюда

Ю т =  ЗдИ +  т , ,

где mt есть у'-значное число, именно:

«1 =  Ы з • • • ?Д| ,3)
Вместе съ Т'Ьмъ

10mt =  ъп + щ ,
Щ ~ ЪЪ* • * • ZfKxfy

Мы можемъ продолжать такъ сколько угодно. Въ результат мы полу- 
чимъ обращеше обыкновенной дроби т/п въ десятичную, которая, какъ 
мы видели, им^етъ перюдомъ . . .  % 14). Этотъ перюдъ можетъ
распадаться на более коротюе пер1оды, длины которыхъ суть делители 
числа /  15). Обыкновенная правильная дробь т/п можетъ сокращаться; она 
можетъ также сводиться къ 1, если т =  П, т. е. если и т состоитъ изъ 
девятокъ. Нами доказана такимъ образомъ теорема:

Каждая перЮдическая десятичная дробь можетъ быть раз- 
сматриваема, какъ результатъ обращен1я некоторой обыкно
венной дроби. Десятичная дробь, имеющая одночленный пе- 
рш дъ, равный 9, получается отъ обращен1я несобственной 
дроби, равной 1.

(2)

(3 )

,3) Ибо

К\П +  щ =  Zi® * * ■ о -  й  +  {2{ 3 • * • кгкх -  { t o • ■ ♦ о +  ♦ • • 1Гк,х -  Kt =
— ‘ ‘ * {/■̂ = 10/w.

u) Равенство (2) показываетъ, что при деленш 10т на п мы получимъ въ 
частномъ Zi и въ остатке тл; далее, равенство (3) показываетъ, что при дЪленш 
Юм, на п мы получимъ въ частномъ *2 и въ остатк-fe т2 и т. д. Эти именно дЪле- 
шя намъ и нужно производить для обращешя дроби т/п въ десятичную; следова
тельно, перюдъ ъ ы з  . . .  K .f получается при обращенш обыкновенной дроби т / п  

въ  десятичную.

15) Наприм^ръ, перюдъ 2323 разбивается на два перюда вида 23.
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§ 76. Уравнешя Д1офанта.

1. При решети уравнеш й Д ш ф анта или неспределенны хъ 
уравнешй требуется найти неизвестный целый числа, удсзлетворяюцця 
некоторымъ услов1ямъ, которыя могутъ быть выражены уравнешями. 
Простейшая задача этого рода состоитъ въ следующемъ.

Пусть д, b, с будутъ данныя целыя числа. Нужно найти 
два другихъ целыхъ числа, удовлетворию щ ихъ равенству:

й у  — Ъх = с. (1)

Сначала сделаемъ некоторый обиця замечашя.
Равенство (1) не изменится, если одновременно заменить а на — д 

и у  на —у. То же имеетъ место, если одновременно совершить таюя 
замены: ^ на — Ъ и я; на — х  или с на — с, х  на — х, у  на — у. 
Поэтому, не нарушая общности, мы можемъ считать числа д, Ъ и с по
ложительными. Если одно изъ чиселъ д, Ь, — напримеръ, Ъ, — равно 
нулю, то задача сводится къ деленш с на д. Мы можемъ поэтому исклю
чить этотъ случай 16).

2. Если числа а и b имеютъ общаго множителя d, то уравнеше (1) 
можетъ иметь целыя решешя только въ томъ случае, когда и с делится 
на d. Если это имеетъ место, то все члены уравнешя (1) можно разде
лить на d• Мы будемъ предполагать эту операщю выполненной; это по
следнее предположеше, очевидно, равносильно требовашю, чтобы д и b 
были числами взаимно-простыми.

При этомъ условш мы легко докажемъ на основанш предыдущаго, 
что наша задача всегда имеетъ решеше. Действительно, въ п. 9 § 73-го 
мы видели, что выражеше

I  = а у  — Ъх

получаетъ все значен1я полной системы вычетовъ по модулю aby если 
х  и у  пробегаютъ полныя системы вычетовъ соответственно по модулямъ 
д и Ь. Между этими значешями должно быть число, которое по модулю 
аЪ даетъ тотъ же остатокъ, что и с\ это число, очевидно, имеетъ видъ

16) Если бы, напримеръ, нужно было решить уравнеше

5у -{- 2х = 10,
то мы решили бы уравнеше

5у’-  2х* =  10.

Каждому решешю (/, х') второго уравнешя соответствуетъ решеше у=у\х = — х* 
даннаго уравнешя.
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C -f* kcib. где к есть целое число. Итакъ, существуютъ три такихъ ut- 
лыхъ чи сл а  х0, у 0, к, который удовлетворяютъ уравнешю

ау — Ъх =  с +  kab,

т. е. имеетъ место тождество:

а(Уо — kb) — bx о =  с.

Сравнивая это тождество съ уравнешемъ (1), мы видимъ, что по
следнее удовлетворяется решешями х  =  х0 и у =у0 — kb.

3. Положимъ, что мы нашли одно решеше х0, у 0 уравнешя (1), т. е.

ау0 -  Ьх0 =  с. (2)

Изъ этого одного решешя легко найти все остальныя. Въ самомъ 
деле, вычтя изъ уравнешя (1) равенство (2), получимъ: *

а (У -Уо) = Ь (х -  х0). (3)

Произведете Ь(х — х0) должно делиться на а; а такъ какъ а и Ь, 
по предположена, суть числа взаимно простыя, то числа х — Х0 должно 
делиться на а. Обозначимъ частное этого делешя черезъ Я, где Я есть 
целое число; т. е. положимъ х — х0 = Ха. Если подставимъ это значеше 
для х — х0 въ уравнеше (3) и разделимъ на а, то получимъ: у  —у 0 = ХЬ. 

Итакъ,
х =  х0 +  Ха,

(4)
у =Уо +  ЪЬ.

Обратно, каково бы ни было Я, изъ соотношешй (4) вытекаетъ:

ay — Ьх = ау0 — Ьх0,

и, если только х0, у0 удовлетворяютъ уравнешю (1), то у  и х также 
удовлетворяютъ уравнешю (1). Если, такимъ образомъ, уравнеше (1) 
вообще имеетъ решеше, то оно имеетъ ихъ безконечное множество, и 
все они выводятся изъ одного по формуламъ (4).

4. Наконецъ, можно получить еще упрощеше, сводя общую задачу, 
изложенную въ п. 1, къ частному случаю.

Если числа х0, у 0 удовлетворяютъ уравнешю

ау0 — Ьх0 = 1, (5)
то числа

х = схо и у  =  су0

§ 76
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дадутъ решеше уравнешя (1). въ чемъ убеждаемся, у м н о ж а я  о б е  части 
равенства (5) на с.

Наша общая задача свелась, такимъ образомъ, къ следующей более 
простой:

5. Пусть а и b будутъ  два ц^лыхъ п о л о ж и т е л ь ныхъ числа, 
не имекпшя общихъ множителей; нужно найти какую -нибудь 
пару ц^лыхъ чиселъ, удовлетворяю щ ихъ равенству:

ау — Ьх =  1. (6)

По формуламъ (4) изъ одного решешя этого уравнешя найдемъ 
все остальныя. Мы можемъ поэтому всегда получить положительны я 
р е ш е т я  17).

6. Если я =  1, то можно дать неизвестному х  произвольное зна- 
чеше; для неизвестнаго у  получаемы у  = Ьх-f-1; если b= 1, то х = ау— 1. 
Но если а и b больше 1, то въ формулахъ (4) можно за Я принять 
частное отъ делешя х  на я, а за х0—остатокъ отъ этого делешя, такъ что

О <  х0 <  а.
Тогда

О <  ауо =  1 +  bx0 <  аЪ +  1-

Такъ какъ у 0 не равно ибо въ противномъ случае 1 должна была бы 
делиться на Ь, то

О <  у0 < Ь.

Итакъ, существуетъ одно и только одно решеше уравнешя (6), 
для котораго х и у  суть числа положительныя и соответственно менышя, 
чемъ а и Ь\ такое решеше называется наименьшимъ положитель- 
нымъ р еш етем ъ .

7. Вернымъ и сравнительно легко выполнимымъ средствомъ для 
действительнаго нахождешя решешй уравнешя Д ш ф анта является спо- 
собъ, основанный на Евклидовомъ алгориеме общаго наибольшаго де
лителя (§ 16).

Пусть въ уравненш (6) а и b будутъ данный целый положительныя 
числа, не имеюиця общихъ множителей; положимъ, что оба они больше 1 
и что а>Ъ. Если бы последнее ycnoeie не выполнялось, то достаточно

17) Такъ какъ а и Ь, по условно, положительныя числа, то можно всегда дать 
числу Я настолько большое значение, чтобы получить положительныя же значешя 
для чиселъ х и у.
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было бы переставить коэффищенты а и b и заменить х и у  черезъ 
— у  и — :v. Въ видахъ удобства обозначен^ положимъ:

b =  ах

и состаьимъ алгориемъ(1) § 16-го, который долженъ закончиться числомъ 
ап =  1) такъ какъ а и суть числа взаимно-простыя:

а
а1
С1%

§ 76

а»-2 = й„-2ап-г +  !.

«„-I =  ?»-!•

Если мы опять поставимъ b вместо ах, то изъ перваго равенства 
получимъ:

а2 = а -- bq

подставивъ это значеше для я2 во второе равенство, получимъ:

- а 3 =  +  ! ); . .

— q ах +  а2, 

=  ^ 1 ̂ 2 ”Ь ^3 > 
=  ?2^3 “Ь ^4)

продолжая тотъ же процессъ дальше, мы увидимъ, что каждое изъ чиселъ 
al t  а2 , а г , . . выражается линейно черезъ а и Ъ.

8. Предположимъ, что для некотораго av найдена формула:

( -  П Ч  =  a-Qv_ 1 - b P v_ 1 (8)

Сравнивая эту формулу съ теми, которыя получены нами для 
v ~  2 и v =  3, найдемъ:

Qi — Pi — Ц’
Q i  =  ? i . •P2 =  </?t +  1-

Теперь въ формулу

подставимъ вместо выражеше (8), а вместо av±г соответственно:

(-1),+Ч+г = а & - Ь Р . \

(9)

(10)
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тогда получимъ:

( -  1)'+Ч +2 = a (Q rqv +  Qv_ i) -  b (Prqr +  P r_ t ).

Итакъ, если имЪютъ м-fecro формулы (8) и (10), тс тгьетъ мЪсто и 
соотношен1е:

( — 1) + a,_j_2 =  aQl+1 — Ь Р ^ ,

при чемъ

P ^i == PVQV +  P.v-  v
(11)

Qv+l =  Qrqv+  О ,- 1 -

По рекуррентнымъ формуламъ (11) легко найти числа Р и Qv. 
Получимъ, напримЪръ:

Р3 = qq^h +  q* +

<2з =  + 1 >

Pi = qqi ЧзЧз +  qq% +  q̂ q 3 +  q q i+  1.
Q i  =  q 'xq iqz  +  q s H- q u  и т. д.

Очевидно, что для вычислешя чиселъ Р и Q нужно только знать 
частныя q, qx, q2i . . .  КромЪ того, Bet P a Q суть числа положи* 
тельныя и

p v+l> p v, a fi> a  ci2)
(только, если qt = 1, то =  (2i)*

9. Прим1>нимъ уравнешя (8) къ случаю v = п и примемъ въ со- 
ображеше, что а,г = 1; тогда получимъ:

= 03)
Отсюда рЪшешя уравнен1я (6) представляются въ вшгЬ:

*  =  ( -  1)"Р»-V

у  =  ( -  1)и(2 „_1-
( 1 4 )

Если мы помножимъ первое изъ уравненШ (11) на Qv, а второе —на 
Pvt затЪмъ вычтемъ одно изъ другого и, наконецъ, помножимъ o 6 t части 
полученнаго уравнешя на ( — l)1̂ "1, то найдемъ:

( -  i),+ l(pr+1 а  -  qv+1pv) =  ( -  \) \p vQr-i -  a n _ i ) -
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Следовательно, выражеше

(- №,&_! -  (ЗЛ-0
не меняегь своего значешя съ изменешемъ индекса v\ если положимъ 
въ немъ v =  2, то, принимая во внимание соотношеше (9), найдемъ, что

PvQv.x~QA-1 =  ( - ] )”- О б )

Эта формула показываетъ, что числа Pv и Q при любомъ v не 
имеютъ общихъ делителей, такъ какъ такой делитель былъ бы дЪлите- 
лемъ числа +  1.

10. ПримЪнимъ формулу (10) къ случаю v =  п\ принимая здесь 
во внимаше, что =  0, получимъ:

aQn = ЬРп‘
Какъ а и Ь, такъ Р и Q суть числа взаимно-простыя; поэтому

Р„ = ^  Q„ =  Ь;
а изъ неравенствъ (12) сл^дуетъ, что

рп- 1< а> Q,,-i < ъ-
Изъ предыдущаго ясно, что формулы (14) при четномъ п даютъ 

наименьшая положительный решетя уравнешя (6); при нечетномъ п наи
меньшая положительный решетя будутъ:

x = a ~ P n-v  У = b — (2„_г

11. Возьмемъ численный примеръ; положимъ

а =  1000, -Ь =  221.

Образуемъ алгориемъ (7):

1000 =  4 .221  +  116,

221 =  1 . 116 +  105,

116 =  1 . 105 +  11,

105 =  9 . 11 + 6 ,
11 =  1 .6  + 5 ,

6 =  1 .5  + 1 ,

5 =  5 .1 .

§ 76
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Мы находимъ, такимъ образомъ, что п = 7. Для чиселъ же 
рядъ:

Отсюда:

Стало быть,

<7> <?1> ?3> ?4> ?*»
4, 1 , 1 , 9, 1, 1 ,

Л =  4, <а = 1 ,

Р, =  5, &  = 1-,

Рз =  9, &  = 2,

Р4 =  86, &  = 19,

Рь =  95, 21,

Ре =  181, &  = 40,

Pi =  1000, &  = 221

получается

л* =  1000 — 181 =  819, у  =  221 — 40 =  181

суть наименышя положительныя рЪшешя уравнён1я

lOOOj/ — 221 х  =  1.

§ 77. Сравнен!я высшихъ степеней.

1. Изъ уравнешя (1) § 76-го слЪдуетъ, что ау — с делится на Ъ, 
или, согласно обозначенш, принятому въ § 73,

ау =  с (mod b). ‘ . (1)

Обратно, если мы удовлетворимъ этому сравнение, то мы найдемъ также 
значеше х , удовлетворяющее уравненш ау — Ъх = с. Такимъ образомъ, 
сравнеше (1) даетъ для у  одно и только одно pfriieme изъ ряда чиселъ 
0, 1, 2, . . Ь— 1, если а и Ь суть числа взаимно-простыя. Bc-fe друпя 
рЪшешя этого сравнешя, согласно п. 3 § 76-го, сравнимы съ этими основными 
ptmeHiflMH по модулю Ь. Это сравнеше называется сравнен1емъ пер
вой степени или линейнымъ. Мы видимъ, такимъ образомъ, что здЬсь 
им%етъ MtcTo полная аналопя съ предложен1емъ, согласно которому ли
нейное уравнен1е съ однимъ неизвЪстнымъ им^етъ только одно р%ше- 
Hie, если подъ р%шешемъ сравнешя разуметь не одно число, а сово
купность вс'Ьхъ сравнимыхъ между собою чиселъ, удовлетво- 
ряющихъ с р а в н е н т .
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2- Аналога между сравнешями высшихъ степеней и алгебраическими 
уравнениями не сохраняется, однако, во всей полноте. Пусть

/  ( х )  =  А 0х п +  А хх н~ 1 +  А 2х п~ 2 +  ■ • • +  А н - i x  +  А п  (2)

будетъ дБ лая функщя п -той степени, коэффишенты которой А0> 
А х, , . Ап суть цЪлыя числа. Если при х — а функщя f(x) прини- 
маетъ значеше /(# ) , которое делится на простое число р} то говорятъ, 
что а есть корень сравнешя л-той степени

/ (х) =  0 (mod р).
Если а удовлетворяетъ этому условш, то и каждое число, сравнимое 

съ а по модулю р, также удовлетворяетъ этому условш; это вытекаетъ 
изъ предложен^, доказанныхъ въ п. п. 3—5 § 73-го. Совокупность всЪхъ 
этихъ сравнимыхъ между собою чиселъ разсматривается, какъ одинъ 
корень нашего сравнешя.

Что имеются сравнешя этого рода, которыя не имеютъ ни одного 
корня, въ этомъ легко убедиться на простомъ примере. Возьмемъ, на- 
лримеръ, сравнеше:

f(x) = х2 +  1 =  0 (mod 3).

Это сравнение не имЪетъ решешй, потому что х2 +  1 ни при какомъ 
цЪломъ значенш х  не можетъ делиться на 3. Здесь, такимъ образомъ, 
теорема, соответствующая основному предложенш алгебры, не имеетъ 
места. Справедливымъ остается только следующее предложеше:

Сравнеш е п-той степени при простомъ модуле р не мо
жетъ иметь более, нежели п различныхъ корней.

Это предложеше справедливо при п — 1. Оно будетъ, следова
тельно, доказано во всей его общности, если мы докажемъ его для 
функщи п-той степени въ предположении, что оно уже установлено для 
функщи (и —-1)-ой степени. Это доказательство можно провести сле- 
дующимъ образомъ. Согласно п. 3 § бб-го, если х и а суть два неопре- 
деленныхъ количества, мы можемъ положить:

f{x) = (х — a) Q(x) + /(я ),

где Q ( x )  есть целая функщя ( я — 1)-ой степени съ целыми коэффи- 
щентами. Если, поэтому, f(a) и f  (х) делятся на р, то и произведете 
(х — а) Q(x) должно делиться на р\ если при этомъ х не сравнимо съ а, 
т. е. разность х — а не делится на р, то функщя Q (х) должна де
литься на р.

Если мы, поэтому, примемъ, что доказываемое предложеше спра
ведливо для функцш (я — 1)-ой степени, то имеется не более п —

§ 77



несравнимыхъ между собой значешй перемЪннаго дг, при которыхъ Q (x )  
делится на /), а, следовательно, не бол^е п значенШ 18). при которыхъ 
/ ( * * ) “  0.

§ 78. Существован1е первообразныхъ корней по простому
модулю.

1. Въ § 74 доказана теорема Фермата, согласно которой

ap~l =  1 (mod р),

если р есть простое число и если а не делится на р. Если /  есть наи
меньшее положительное число, при которомъ

ar=  1 (mod p)j
то говорятъ, что а принадлежитъ показателю  /  по модулю р. Если 
при какомъ-либо значенш Ь

ah =  1 (mod p)t
то /; есть число, кратное / .  Въ частности, /  всегда представляетъ собою 
делителя числа р — 1.

Число g, которое принадлежитъ показателю р — 1, называется пер- 
вообразнымъ корнемъ простого числа р.

Мы имели случай встречать отдельные примеры такихъ первооб
разныхъ корней, но мы не дали общаго доказательства предложешя, что 
для каждаго простого числа р существуютъ первообразные корни. Это 
доказательство мы теперь дадимъ *).

2. Случай р = 2 не представляетъ никакого интереса, ибо при р = 2 
число 1 есть первообразный корень. Предположимъ, поэтому, что р есть 
нечетное простое число, такъ что р — 1 есть число четное. Разложимъ 
р — 1 на простыхъ множителей и положимъ

р — 1 =  ааЬрсу . .

гдЪ а, Ъ, с суть различный между собою простыя числа, а аа, V, су— наи- 
выспия степени, въ которыхъ эти простыя числа входятъ въ составь числа 
р — 1. Прежде всего мы докажемъ:

1) Сущ ествуетъ цЪлое число А , которое принадлежитъ по
казателю аа по модулю р.

18) Т. е. (я —1) корней сравнешя Q(x)~0 (mod р) и число а.
*) Въ своей книгЬ „Disquisitiones arithmeticae- Гауссъ далъ два доказа

тельства этого предложешя. Мы сл1>дуемъ зд'Ьсь 2-му доказательству Гаусса.
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Въ самомъ деле, степень сравнешя

t i l
х а =  1 * * (mod р)

ниже, нежели р — 1; поэтому, согласно предыдущему параграфу, между 
числами 1, 2, . . р — 1 найдется такое, которое этому сравнешю не 
удовлетворяетъ 19). Пусть у  будетъ такое число. Если мы положимъ поэтому

ТО

Л** =  1 (mod р).

Если А  принадлежитъ показателю то число f  должно быть д'Ьлите- 
лемъ числа аау т. е. некоторой степенью числа а. Если бы f  было 
меньше числа аа, то оно должно было бы быть дЪлителемъ числа аа~~\ 
а потому было бы

т. е.
Р±1

ya<l b ... =у а =  1 (mod р),

что противно условш. Такимъ образомъ, число А  принадлежитъ по- 
касателю аа.

Такимъ же образомъ можно найти числа В, С, . . который при
надлежать соответственно показателямъ №, с7

2) Произведение g =  A B C  . . .  принадлежитъ показателю 
р — 1 по модулю р.

Если мы примемъ, что g  принадлежитъ не показателю р — 1, а 
меньшему показателю /;, то ( р — 1):/; есть целое число, большее 1; 
въ составъ этого числа могутъ входить только простыя числа а> Ь> с> . 
такъ какъ, съ другой стороны, это число больше 1, то оно должно де
литься, по крайней мере, на одно изъ простыхъ чиселъ а, b. с> . . 
скажемъ, на а . Если мы поэтому положимъ р — 1 = hk, то k есть це
лое число, кратное а> a h есть делитель числа (р — 1): а. Поэтому изъ 
сравнешя gh~  1 (modp) следуетъ:

tz\
g a e l .  (mod р), 10

10) Но удовлетворяетъ сравнешю хр 1 ̂  1 (mod р). 

В е б е р ъ . Эндпклоп. элемент, алгебры. 21
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т. е.
P- у Р_-' 0-1

А  а В  а С а

Такъ какъ, съ другой стороны, (р — 1) : а делится на Ь‘\  су . . то

Р-1
Б *  = 1 ,  С "  — 1,

а потому
£гЛ

А  а —  1.

Показатель, которому принадлежитъ число Л  по модулю р, долженъ 
былъ бы, такимъ образомъ, быть дЪлителемъ числа (£ — 1): я. Между 
тЪмъ, этимъ показателемъ служить число аа, которое не входить въ 
составъ числа (р — I) : а.

3. Этимъ доказано существоваше первообразнаго корня g для каж- 
даго простого числа р. Каждое число, сравнимое съ g по модулю р, 
также будетъ первообразнымъ корнемъ по тому же модулю. Совокуп
ность всЪхъ этихъ сравнимыхъ между собою чиселъ мы будемъ опять 
разсматривать, какъ одинъ первообразны й корень.

Числа
1 (X О* O'3............... (70-2* о *  £> * Ь у у Ь

все несравнимы между собою, а такъ какъ ни одно изъ нихъ не делится 
на р и число ихъ равно р — 1, то между ихъ вычетами фигурируетъ 
каждое изъ чиселъ

к =  1, 2, 3, . . р -  1 

одинъ и только одинъ разъ.

4. Можно безъ труда определить показателя f , которому принад
лежитъ любое изъ этихъ чиселъ, — скажемъ, g .̂ Именно, если е есть 
общШ наиболышй делитель чиселъ k и р — 1 и k == ek', р — 1 =  ef, то 
ft' < /  и представляетъ собой число простое относительно / .  Вместе съ 
темъ =  g**** === 1 только въ томъ случае, если /; делится на /  20).

2о) Въ самомъ деле, для выполнешя сравнешя ^1ек' ss 1 необходимо, чтобы 
число Ьек' было кратно числа р — 1, т. е. чтобы было bek' =  ш(/> — 1) = m e f  где ш 
есть натуральное число, откуда b V  =  m f .  Въ виду же того, что 7гг и  f  суть числа 
взаимно-простыя, /; должно делиться на / .

Обратно: если делится на / ,  т. е. если /; =  «/, где « есть натуральное 
число, то ghk =  /*** =  ^ ибо == i.
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Сообразно этому gk принадлежите показателю / ,  а такъ какъ число зна- 
ченШ, которое можетъ иметь число к\ есть (? ( /)  (§ 73, 7), то имеется 
<p(f) несравнимыхъ между собою чиселъ, который принадлежать показа
телю / 21). Если мы положимъ f  = p — 1, то придемъ къ заключенш, 
что существуетъ д?(р~ 1) несравнимыхъ между собою первообразныхъ 
корней простого числа р.

§ 78

21) Это значить, что для каждаго определенна™ показателя /  и определен
на™ простого модуля р, обладающаго темь свойствомъ, что р — 1 делится на /  
существуютъ q>(f) значений показателя к, при которыхъ степень gk принадлежитъ 
показателю /  по модулю р. Эти <р(/) значений показателя к получатся, если мы, 
найдя частное e — (p—\)/f, составимъ произведете k — ek' и застав имъ к' принять, 
все (p(f)  значешй, меньшихъ, чемъ /  и простыхъ относительно /.

21»



ГЛАВА XIV.

Неопределенный уравнен in второй степени.

§ 79. Теорема Вильсона.
1. Въ п. 1 § 77-го мы доказали теорему:

Если а  и b суть числа взаимно-простыя, то сравнеше 

а у  =  с (mod Ь)

имЪетъ одно и только одно peuieHie въ ряду чиселъ
О, 1, 2, . . . ,  Ь - \ .

Возьмемъ за модуль нечетное простое число и соответственно 
этому обозначимъ его черезъ р. Изъ нашей теоремы вытекаегь сл%ду- 
ющШ частный случай.

Если а  не делится на р ,  то въ ряду чиселъ 1, 2, . .  р — 1 
всегда есть число а', удовлетворяющее сравненш:

а а ' =  1 (mod р).

Это число а '  только въ томъ случае можетъ быть равно ау если 
я==1 или а = — 1 [или, что то же, а=?р — 1] (modр). Ибо, полагая 
а' =  а, получимъ: аа!— 1 =  а1 —  1 =  (а +  1) (я — 1). Последнее выра- 
жеше делится на р только въ томъ случае, если на р делится а — 1 
или а  +  1.

Числа 2, 3, . . . ,  (р  — 2) при этомъ распадаются на \{р  — 3) паръ 
чиселъ а  и а \  произведете которыхъ а  а ' сравнимо съ 1, а произведе
т е  остальныхъ двухъ, 1. (р — 1), сравнимо съ — 1 *). Следовательно^

*) Если а = 1 или а = р — 1, то а1 соответственно равно 1 или р — 1, какъ 
это было показано въ тексте. Поэтому мы опускаемъ эти два числа. Если а есть 
одно изъ (р — 3) остальныхъ чиселъ 2, 3, р — 2, то а' не равно а; поэтому 
эти последняя числа и распадаются на таюя пары, которыя даютъ произведения, 
равнимыя съ 1 по модулю р.
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произведете
1 .2 .3  . . .  (р — 1) н= — 1 (mod р);

это справедливо и для р = 2, такъ какъ +  1 = — 1 (mod 2).
Въ словахъ это выражается такъ:

Если £ есть простоечисло, то число (р — L)! +  1 At лите я на р.
2. Это важное предложеше называется теоремой Вильсона 

(Wilson) '*). Обратная теорема также справедлива:

Если р есть натуральное число и (р — 1)! +  1 д t лится на р, 
то р есть простое число.

Если бы р содержало простого множителя q} меньшаго, 4tMb р , 
то (р — 1)! длилось бы на q} а (р — 1 ) ! + 1  не длилось бы на q, а 
потому не делилось бы и на р. Теорема Вильсона даетъ, такимъ обра- 
зомъ, признакъ для распознавашя простыхъ чиселъ.

3. Мы сггЬлаемъ очень важное примнете теоремы Вильсона. 
Если р по прежнему есть нечетное простое число, то каждому числу

а въ ряду 1, 2, 3, . . ., (р — 1) OTBtHaera число а", удовлетворяющее 
сравнению

а а” ==— 1 (mod р) 3).

Если при этомъ сравнение

х2=? — 1 (mod р) (1)

не HMterb ptmeHin, то а" ни въ какомъ случай не равно a, и числа 
1, 2, 3, . . ., (р — 1) распадаются на ^(р — 1) паръ чиселъ, произведе-

*) Первое упоминаше объ этой теоремЪ встречается у  В аринга (Waring) 
въ „Meditationes algebraicae", первое издаше которыхъ вышло въ 1870 году: „Нале 
maxime elegantem numerorum primorum proprietatem invenit vir clarissimus, rerumque 
mathemeticarum peritissimus Iohannes Wilson Armiger" 2). Этотъ Iohannes Wilson 
Armiger, безъ сомнешя, есть не кто иной, какъ Sir John W ilson , живнпй отъ 
1741 до 1793 г., о которомъ въ „National Biography", LXII, 107 (London, 1900), 
сказано: „While still an undergraduate he is said to have made an able reply to de 
attack on Edward Warings Miscellanea analytica by William Samuel Powell" (пись
менное сообщеше M. Кантора).

2) Переводъ латинской цитаты:
„Это въ высшей степени изящное свойство простыхъ. чиселъ открылъ зна

менитый и весьма св-ЬдущШ въ математике 1оаннъ В ильсонъ  А рмигеръ".
Переводъ англШской цитаты:
„Хотя этотъ скромный человЪкъ и не имелъ ученыхъ степеней, гЬмъ не 

менее онъ сумЪлъ, говорятъ, отразить нападешя, сделанный на книгу В ар и н га  
„Miscellanea analytica" С ам уилом ъ П ауэлем ъ .

3) Случай, когда Ь — р и с =  — 1 (п. 1).
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Hie которыхъ по модулю р сравнимо съ -— 1. Поэтому

р-\
(р— ! ) ! = ( — 1)" (mod р), 

но въ то же время по теореме Вильсона

(р — 1)! ™  — 1 (mod р).

Следовательно, при этихъ услов1яхъ 4) (р — 1) есть нечетное число, 
такъ какъ +  1 и — 1 не могутъ быть сравнимы по нечетному модулю.

4. Если сравнеше(1) имеетъ р е ш е т е  и х = а есть одно изъ его 
рЪшешЙ, а х  другое, то .г2 =  а2, т. е. (;v — а) {х +  а) делится на р, 
откуда либо х== + а} либо — а. Въ ряду чиселъ 1, 2, 3, р— 1 
существуютъ поэтому два и только два решетя, при чемъ произведете 
ихъ а(р — а) =  — а2=* +  1 (modр) 5). Числа 1, 2, 3, . . (р — 1) распа
даются теперь на \{р  — 3) паръ ах о!\ произведете которыхъ сравнимо 
съ — 1, а остальныя два числа а, р — а даютъ произведете а(р — а), 
сравнимое съ 1. Принимая въ соображете теорему Вильсона, получимъ:

р—р
(/)— ! ) ! = ( — 1) 2 i — (— 1) 2 = — 1 (mod р),

откуда следуетъ, что въ этомъ случае i(p  — 1) представляетъ собою 
четное число.

Все нечетныя числа р (простыл и составныя) распадаются на два 
класса, смотря по тому, есть ли \(р  — 1) четное или нечетное число. 
Первыя могутъ быть представлены въ виде 4/г +  1, вторыя въ виде 
4 /i +  З или 4п — 1, где п обозначаетъ целое число.

Для простыхъ чиселъ, принадлежащихъ къ первому классу, срав- 
HeHie (1) имеетъ pemeHie, а для простыхъ чиселъ второго класса оно 
нс имеетъ решешй 6).

Это предложете, впервые доказанное Эйлеромъ, мы выразимъ такъ:

4) Т. е. когда сравнеше (1) не имеетъ решешя.
5) Если а есть одно pemeHie, то осгальныя, какъ показано въ тексте, содер

жатся въ формулахъ
а -|-у» Л и — а 4- />Л.

Каждое изъ нихъ даетъ только одно ptmeHie, содержащееся въ ряду 1,2, ..., (р— 1). 
Если а и есть то pemeHie, которое содержится въ этомъ ряду, то вторая формула 
даетъ pemeHie (р — а), содержащееся въ томъ же ряду.

6) Въ тексте доказаны собственно обратный предложешя: если сравнеше (1) 
имеетъ решеше, то р имеетъ видъ 4 » +  1; если же оно не имеетъ решешя, то р 
есть число вида 4« +  3 или 4 п — 1.



327 § 79

5. Если р есть простое число вила 4w +  l, то вместо .г 
можно подставить такое число, что х2 +  1 разделится на р; 
если же р есть простое число вида 4и +  3, то это невозможно.

Къ простымъ числамъ перваго класса принадлежать, напримеръ:

6. Для простыхъ чиселъ перваго класса легко найти решетя срав- 
нешя (1), основываясь на теореме Вильсона.

Действительно:

Если р = 4n +  1, то все числа произведешя (р —1)! распадаются 
на две группы: 1, 2, . . 2п и (2п+  1), ( 2 » +  2), . . (р — 1); про
изведете чиселъ первой группы сравнимо съ произведешемъ чиселъ

Такимь образомъ, мы получаемъ решете сравнешя (1) въ виде:

Если, напримеръ, р =  13, то х=~ 6! 720 =  5 (mod 13); действи
тельно, 52 -f 1 =  26 делится на 13.

При большихъ значешяхъ р, конечно, на практике нельзя применять 
этого способа для вычислешя х. Гауссъ далъ средство, основанное на 
высшей ариеметике, для быстраго вычислешя х  при большихъ значешяхъ

7) Это получается перемножешемъ сравнешй (2), такъ какъ число этихъ 
сравнешй есть 2 я.

5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97;

ко второму классу;

3, 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, 59, 67, 71, 79, 83.

1 =  (Р о
2 =  — (р 2)

(mod р) (2)

второй по модулю р 7). Въ виду же теоремы Вильсона

(mod р) 8).

(mod р).

8) Ибо (р— 1)! = [1.2...2»] [(2л + 1) (2я +  2)... (/> — 1)]ss — 1, а 
- 1 .2...2iis=-(2w +  l)(2»H -2)...(^-l).
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числа р. Мы не можемъ изложить способа Г ау сса  по всей его полноте, 
но на примере мы настолько его уяснимъ, что его можно будетъ при
менять въ любомъ аналогичномъ случае. Для этого требуются следующая 
предварительныя соображешя.

§ 80

§ 80. Квадратичные вычеты.

1. Пусть т  будетъ любое натуральное число, а х  одинъ изъ вы- 
четовъ 0, 1, 2, 3, . . т  — 1 по модулю т.

Два числа

х 2 и (т  — х ) 2 =  т 2 — 2 ta x  +  х 2

при деленш на т  даютъ о д и н а к о в ы е  вычеты; кроме того, отъ делешя 
квадратовъ какихъ бы то ни было натуральныхъ чиселъ на т  не могутъ 
получиться вычеты, отличные отъ техъ, которые получаются отъ делешя 
на т  чиселъ х 2 9). Поэтому мы получимъ все вычеты полныхъ квадратовъ, 
если будемъ делить на т  числа х 2, при чемъ достаточно дать букве х  
все значежя, не превышающая % т.

П о л у ч ен н ы е  та к и м ъ  о б р а з о м ъ  вы четы  н а зы в а ю тс я  к в а д р а 
тичны м и вы четам и  числа т. Ч исло ихъ не п р е в ы ш а е тъ  Q w + l ) 10).

О стал ьн ы е вы четы  по м одулю  т, к о т о р ы е  ни въ как о м ъ  
случае не м о гу тъ  бы ть вы четам и  к в а д р а т о в ъ  н ату р а л ь н ы х ъ  
чиселъ , н азы ваю тся  н ек в ад р ати ч н ы м и  вы четам и . Ч и сло  и хъ  не 
м еньш е (£ т  — 1).

2. Если т  есть нечетное п р о с т о е  число, то квадраты х 2 и у2
двухъ различныхъ чиселъ х  и у  изъ.ряда 1, 2, 3, \ ( т  — 1), никогда
не имеютъ одинаковыхъ вычетовъ по модулю т. Въ самомъ деле, если 
бы х 2 — у 2 имели одинъ и тотъ же вычетъ по модулю ш, то разность

л 2 — у 2 =  (х  — т) (х  + у )

делилась бы на т \  но это невозможно, ибо какъ х  — у ,  такъ и х  - \ -у  
меньше, нежели т. Въ виду этого мы получаемъ теорему:

э) Въ самомъ деле, всякое натуральное число а, большее т, можетъ быть 
представлено въ виде а =  a -f- т t, где а есть наименьший положительный вычетъ 
числа а по модулю т, а / — некоторое число; но отсюда следуетъ, что

а2 =  а? 2а m t т'1 р  =  а1 -{- m{2at т /2) =  а2 (mod т).

,0) Если т есть четное число, то въ ряду 0, 1, 2, . . . ,  ш — 1 имеется 
£ w -j- 1 чиселъ, не превосходящихъ \  т\ если же т есть нечетное число, то ихъ 
имеется только £(w-f-l).



Е сли и склю чи ть  число 0, очеви дн о  п р ед став л яю щ ее  с о б о й  
к в ад р ати ч н ы й  вы ч етъ , то всякое  н ечетн ое п р о сто е  число т  
имЪ етъ въ то ч н о сти  1) квад р ати чн ы х ъ  вы четовъ  и с т о л ь к о
же н е к в а д р а т и ч н ы х ъ  вы четовъ.
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м еры : т =  3:
Квадратичные вычеты: о, 1,
неквадратичные л 2.

т =  4 ;

Квадратичные п 0, 1,
неквадратичные п 2, 3.

т =  5 :
Квадратичные я 0, 1, 4,
неквадратичные я 2, 3.

т =  6:

Квадратичные я 0, 1, 3 , 4,
неквадратичные я 2, 5.

т =  7:
Квадратичные и

оГo
'

неквадратичные я 3, 5, 6.

т  =  8:

Квадратичные я 0, 1, 4,
неквадратичные II 2, 3, 5, 6, 7.

m  =  9:

Квадратичные и 0, 1, 4, 7,
неквадратичные я 2, 3, 5, 6, 8.

т =  11:

Квадратичные »

сот—1
о

5, 9,
неквадратичные я 2, 6, 7, 8, 10.

т — 13:

Квадратичные я 0, 1, 3 , 4, 9, 10, 12,
неквадратичные я 2, 5, 6, 7, 8, 11.

4. Обратимъ внимаше на особую теорему, вытекающую изъ при- 
Mtpa т =  8 : к в а д р а т ъ  н еч етн аго  числа всегда им Ъ етъ ви дъ  
S /г -f- 1 (а, с л е д о в а т е л ь н о , и ви д ъ  4 и +  !)•

5. Считая, что х 2 +  1 делится на простое число р , положимъ:

х*+ 1= ру;  (1)
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мы разсматриваемъ здесь л; и у, какъ неизвестный целый числа. Вместо 
того, чтобы прямо искать .г, можно искать сначала значешя последняго 
должны удовлетворять условно, что р у — 1 есть квадратъ натуральнаго числа.

Такъ какъ мы можемъ брать х  K i p ,  то изъ равенства (1) cnt- 
дуетъ, что р у < - ^ р 2, или у  <  -\-р. Итакъ, вместо у достаточно подста
вить только ч ет в е р т у ю  часть чиселъ 1, 2, . . р — 1 и при этомъ 
следить, будетъ ли ру —  1 полнымъ квадратомъ или нетъ. Для того, 
чтобы решить, будетъ ли данное число квадратомъ, мы имеемъ простое 
и верное средство (§ 23).

6. Можно еще уменьшить число значенШ, который нужно подста
влять вместо у .  Для этой цели возьмемъ какое-нибудь число е, которое 
называютъ эк с к л ю д е н т о м ъ  (сначала беремъ неболышя числа 3, 4, 5, 
7, 8, . . .  и т. д.; числа б не стоить брать, такъ какъ оно даетъ то же. 
что и эксклюдентъ 3). Если /? есть неквадратичный вычетъ по модулю е, 
то, согласно равенству (1). сравнеше:

р у = = р - \ - }  (mod е). (2)

н и к о гд а  не можетъ иметь места и ). Можно, поэтому, исключить все 
значешя у , удовлетворяюиця какому-нибудь сравнешю вида (2).

7. Для примера возьмемъ р  =  97. Вместо у  намъ предстоитъ под
ставлять числа 1, 2, 3, . . 24.

Возьмемъ за эксклюдентъ с число 3; 2 есть неквадратичный вычетъ 
по модулю с. Полагая въ сравненш (2) /3 =  2, получимъ, что нужно 
исключить все числа, делящаяся на 3; остаются числа:

у  =  1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 23.

Возьмемъ е =  8, ft =  2, 3, 5, б, 7. Пользуясь этимъ, находимъ, что нужно 
вычеркнуть все числа видовъ:

8?г +  3, 8?/ -j- 4, 8п  -J- б, 8 п +  7, 8 и»

Остаются
у  =  1, 2, 5, 10, 13, 17.

Положимъ далее £ =  5, / 3 = 2 ,  3; это даетъ право вычеркнуть решешя 
сравнения

2 у  =  3, 4, т. е. >̂ =  4, 2 (mod 5).

Эти решешя суть: 2 и 17.

§ 80

” ) Если у есть такое число, при которомъ можетъ быть удовлетворено ра
венство (1), то сравнение (2) не можетъ иметь места, ибо иначе мы имели бы, 
что /? =  х \  т. е. 0 было бы квадратичнымъ вычетомъ.
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Взявши еще число £ =  7. мы вычеркнемъ e c t числа, кромЬ 5 и 13. 
Полагая у  — 5, находимъ:

9 7 . 5 —  1 =  484 =  222.

Итакъ, сравнешю л*2 - -- — 1 (mod 97) удовлетворяютъ числа х  =  22 и
* е =75.

Изложенный npieMb можно применять и къ большимъ простымъ 
числамъ, если перебрать еще больше эксклюдентовъ; вычислешя при 
этомъ, конечно, увеличиваются. Такъ, напримЪръ, при р  =  1901 полу- 
чаемъ для у  значеше 25, посл*Ь чего легко проверить cpaBHeHie:

218* =  —  1 (mod .1901). 

Дадимъ еще нисколько примЪровъ, наудачу взятыхъ изъ таблицы,
вычисленной Э йлеро] 

1 142 1

мъ *). 

(mod 317), ISI00 (mod 1217);

т—̂1hi<?»00оCN (mod 509), 5 l 2 =  —  1 (mod 1301);

2 6 * s n — 1 (mod 677), 2252 —  l (mod 1489);
3172 н== —  i (mod 773), 612 1 (mod 1861);
4692 =  —  1 (mod 1009), 412* ~ —  1 (mod 1997).

§ 81. Квадратичные вычеты простыхъ чиселъ.

1. Мы уже видели въ предыдущемъ параграф^, что простому не
четному числу р  всегда отвЪчаетъ ^ ( р — 1) квадратичныхъ вычетовъ и 
столько же неквадратичныхъ вычетовъ, если мы число нуль разъ навсегда 
выключимъ.

Квадратичные вычеты можно получить, какъ вычеты чиселъ

1*. 23,

Числа, которыя этимъ путемъ не получаются, сугь неквадратичные вычеты. 
Для сокращешя рЪчи мы будемъ теперь разсматривать всЪ числа, имЪюцця 
одинъ и тотъ же вычетъ по модулю р, какъ одинъ индивидуумъ, одинъ 
числовой классъ. Сообразно этому, мы будемъ вообще разуметь подъ 
квадратичными вычетами B e t  числа а , при которыхъ cpaB H eH ie х 2 =  а (mod р) 
имЪетъ р-Ьшешя. Въ настоящемъ параграф^ для сокращешя рЪчи мы бу
демъ также говорить просто вы четы  вместо к в ад р ати ч н ы е  вы четы  и

*) „Commentationes arithmeticae", т. 1, стр. 362.
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невы четы  вместо н е к в а д р а т и ч н ы е  вы четы . Мы получимъ слйдукшпя 
предложетя.

2. П р о и з в е д е т е  д в у х ъ  в ы ч е т о в ъ  е с т ь  вы четъ .

Въ самомъ дйлй, если

т-. е. а а1 также есть вычетъ.

3. П р о и з в е д е т е  вы чета на н е в ы ч е тъ  е с ть  н евы ч етъ .

Въ самомъ дйлй, если а и а й '  суть вычеты, то существуютъ два 
такихъ числа х м  у ,  которыя удовлетворяютъ сравнешямъ:

съ другой стороны, согласно п. 1 § 79-го, существуетъ такое число х', 
для котораго х х '  =  1. Въ такомъ случай:

а потому а' также представляетъ собою вычетъ. Отсюда вытекаетъ, что 
произведете аЪ есть невычетъ, если а  есть вычетъ, а b невычетъ. Въ 
самомъ дйлй, если бы ab  было вычетомъ, то и /?, какъ мы только-что 
доказали, было бы вычетомъ.

4. П р о и з в е д е т е  д в у х ъ  н е в ы ч е т о в ъ  е с ть  в ы ч е т ъ .

Въ самомъ дйлй, если Ъ есть какое-либо число, не дйлящееся на р , 
то произведете bQ пробйгаетъ полную систему вычетовъ по модулю р,, 
когда множитель q пробйгаетъ полную систему вычетовъ. Эта полная 
система вычетовъ состоитъ изъ квадратичныхъ вычетовъ а  и неквадра- 
тичныхъ вычетовъ /?. Если b есть невычетъ, то произведете Ьа, согласно 
предыдущей теоремй, проходитъ черезъ вей невычеты. Слйдовательно, 
произведете bft должно пройти черезъ вей вычеты.

Полезно провйрить эти теоремы на произвольно взятомъ примйрй 
напримйръ, при р — 13:

5. К ритер1й  Э й лера.

Если х  означаетъ число, не дйлящееся на р, то, по теоремй Ф ерм ата

х 2 =  а, х ' 2 =  а' (mod р),
то

( х х ' ) 2 =  а а '  (mod р),

Х 2 =  а, у 2 =  a a' (mod р);

у 2= х 2а \  ( у х ' ) 2 а',

а =  1, 3, 4, 9, 10, 12, 

0  =  2, 5, 6, 7, 8, 11.

ХР-1 — 1 = х  2 +  1 I е== 0 (mod р).
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Поэтому одинъ изъ множителей

р - 1 Р~л
X 2 -  1, X 2 +  1

долженъ делиться на р. Но оба множителя совместно не могутъ делиться 
на р, ибо въ такомъ случай ихъ разность 2 тоже делилась бы на р.  
Положимъ теперь, что а есть квадратичный вычетъ числа р.^Въ  такомъ 
случай существуетъ число с, удовлетворяющее сравешю

с2 =  а.

Применяя вновь теорему Ф ерм ата, получимъ:

Р-1

а 2 =  \  (mod р),

а потому каждый квадратичный вычетъ удовлетворяетъ сравнешю

’ . P_z±
X 2 -  1 = 0 .

4
Этому сравнешю удовлетворяютъ все $ ( р — 1) квадратичныхъ вы- 

четовъ. Согласно же теореме, доказанной въ § 77, ему не можетъ удо
влетворять ни одинъ изъ невычетовъ. Следовательно, квадратичные не
вычеты удовлетворяютъ сравнешю

х 2 + 1 = 0 .

Мы получаемъ, такимъ образомъ, теорему:

Ч и сло  с п р е д с т а в л я е т ъ  со б о й  квад р ати чн ы й  вы ч етъ  или 
н евы ч етъ , см о тр я  по тому, к ак о е  и зъ  д в у х ъ  сравненШ  и м ^ етъ  
м е с то :

p- г  р -1

с 2 =  +  1 или с 2 = —  1 (mod р). (1)

6. KpHTepift Г аусса.

Пусть с будетъ число, не делящееся на р. Разсмотримъ \  (р  — 1) 
чиселъ, кратныхъ с :

с, 2с, Зс, . .  ^ ± С ,  (2)

а также произведете этихъ чиселъ

Р  =  с • 2с  • Ъс • • • ~ 2 ~-с =  с 2 • 1 . 2 . 3  ■ - • * (3 )
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А б со л ю тн о  н аи м ен ы ш е  вы четы  чиселъ (2) по модулю р содер
жатся въ ряду чиселъ

Съ другой стороны, между этими абсолютно наименьшими вычетами не 
можетъ быть двухъ, имЪющихъ одну и ту же абсолютную величину. Въ 
самомъ д1>л%, если бы было г  С ===== ±  г' с, то г ±  г' должно было бы де
литься на р ; между тЪмъ эго невозможно, если г  и г ' суть различныя 
положительный числа, оба менышя ^ р . Поэтому, абсолютный величины 
абсолютно наименынихъ вычетовъ чиселъ (2) совпадаютъ съ числами

1, 2, 3, . . £ = 2 .  » ).

Если, поэтому, среди абсолютно наименьшихъ вычетовъ чиселъ (2) 
имеется ^  отрицательныхъ, то

Р— ( -  1)" 1 . 2 . 3 . . .  (mod -р). (4)

Сопоставляя cooтнoшeнiя (3) и (4), получаемъ:

Р - 1
£ - —- ( — 1)д (mod £).

Въ связи съ предыдущей теоремой это приводить къ следующему выводу.

Ч и сло  ct не д е л я щ е е с я  на ру п р е д с т а в л я е т ъ  с о б о й  к в а д р а 
ти чн ы й  в ы ч етъ  или н е в ы ч е т ъ  по м одулю  ру см отря  по том у, 
и м еется  ли м еж ду  а б со л ю тн о  н аи м ен ьш и м и  вы четам и  ч и сел ъ  (2) 
ч е т н о е  или н еч етн о е  ч и сл о  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  ч и селъ .

7. Если мы применимъ эту теорему къ числу с =  — 1, то числа 
ряда (2) сами представляютъ собою свои абсолютно наименыше вычеты; 
все они отрицательны. Такимъ образомъ, — 1 есть квадратичный вычетъ, 
если ^(р  — 1) есть ч ет н о е  число, и невычетъ, если \ { р — 1) есть число 
н е ч е тн о е . Это совпадаетъ съ предложешемъ, доказаннымъ выше инымъ 
путемъ:

Ч и сло  — 1 п р е д с т а в л я е т ъ  с о б о й  к в а д р а ти ч н ы й  в ы ч етъ  
в с е х ъ  п р о с т ы х ъ  чиселъ  в и д а  4 m +  1 и н е в ы ч е тъ  п р о с т ы х ъ  чи
сел ъ  ви да 4 т  +  3.

и) Абсолютный величины абсолютно наименьшихъ вычетовъ чиселъ (2) мо- 
гутъ отличаться огь чиселъ этого ряда только порядкомъ.
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8. Обратимся теперь къ числу с — — 2. Въ такомъ случай ршгь (2) 
с&впадаетъ съ рядомъ ч етн ы х ъ  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  чиселъ

— 2, —4, — 6, . . . .  — (/>— 1).

Если 2 г <  5-/?, то — 2;* представляетъ само свой абсолютно наи- 
меньнпй вычетъ, который будетъ, поэтому, отрицательнымъ. Если же 
2 r>-=V /,T то абсолютно наименьшимъ вычетомъ числа — 2 г будетъ 

— 2 г; онъ им^етъ, следовательно, положительное значеше, Такимъ обра- 
зомъ, fj, есть число ч етн ы х ъ  п о л о ж и тел ь н ы х ъ  чиселъ, которыя меньше 
4*р > или, что сводится къ тому же, число всехъ цЪлыхъ положительныхъ 
чиселъ, которыя меньше \ р .  Число р  всегда приводится къ одному изъ 
четырехъ видовъ: 8 m +  1, 8т  +  3, 8 т  +  5, 8 т  +  7. Въ каждомъ изъ 
этихъ четырехъ случаевъ [л есть число положительныхъ чиселъ г, кото
рыя удовлетворяютъ следующимъ услов!ямъ:

г <  2т +  II =  2т ,  

г  < 2 т  +  ^ } =  2m,

г <  2ш  +  £ , =  2 т  +  1,

г <  2т  +  =  2m  +  1. ■

Отсюда вытекаетъ следующее предложеше;

Ч и сло  — 2 есть  квад р ати чн ы й  вы четъ  в с е х ъ  п р о с т ы х ъ  чи
сел ъ  вида

8 ш +  1 , 8ш +  3,

и н ев ы ч етъ  в с е х ъ  п р о сты х ъ  ч и селъ  вида

8 т +  5, 8 т  +  7.

9 . Сопоставляя это предложеше съ предыдущим^ мы приходимъ, 
согласно п. п. 2, 3, 4, къ следующей теорем fc 13):

Ч исло -\-2  есть  квад рати чн ы й  вы ч етъ  п р о сты х ъ  ч и сел ъ  ви да

8 m  +  1, 8 т +  7,

и н ев ы ч етъ  п р о сты х ъ  ч и селъ  вида

8т -(- 3, 8 т +  5.

10. И стори ческ1я  сведен 1я  о к в а д р а ти ч н ы х ъ  в ы ч етах ъ . .

Если с есть квадратичный вычетъ числа р, то существуютъ целыя 
числа л”, для которыхъ квадратная функщя

f ( x )  =  х % — С (5)

13) Для вывода этой теоремы сл ед у ет ъ  разсм отреть теорем у п. 7-го при 
т =  2 /г и при т = 2 /г +  1 и сопоставить последню ю  съ  теорем ой п. 8-го.

§ 81
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дЪлится на р.  Поэтому старые авторы по теорш чиселъ Э й л ер ъ , Л е
ж а н д р ъ  и друпе называютъ простыя числа, для которыхъ с есть квадра
тичный вычетъ, п р о сты м и  д е л и т е л я м и  функцш f  (х). Задача, которую 
мы здесь решили для случаевъ с =  — 1, ± 2 ,  устанавливаем простыхъ 
делителей функщ'й х 2 +  1 и х 2 ±  2. Ф ер м ату  эти результаты были уже 
известны. Но, повидимому, онъ пришелъ къ нимъ только путемъ индук- 
цш. Доказательство для случая с =  — 1 было дано Э й л ер о м ъ , а для
случая с =  ±  2 — Л а гр а н ж е м ъ . Обгщй законъ для любого с былъ выска-

1#
занъ впервые Э й л е р о м ъ  (1783), но не былъ имъ доказанъ. Этотъ обинй 
законъ, который Л е ж а н д р ъ  назы ваем  з а к о н о м ъ  в за и м н о ст и  квадра- 
т и ч н ы х ъ  в ы ч е т о в ъ , а Г а у с с ъ — „ T h e o re m s  fu n d a m e n ta le  in d o c tr in a  
d e  r e s id u i s  q u a d ra t ic is " ,  играем  въ исторш новой теор1и чиселъ очень 
важную роль. Кроме Э й л е р а  и, повидимому, совершенно независимо отъ 
него къ этому закону индуктивнымъ путемъ пришелъ Л е ж а н д р ъ  (1785), 
но доказательство было дано впервые Г а у с с о м ъ  въ 1786 году.

Г а у с с ъ  много разъ возвращался къ этому предложенш и до 1818 
года далъ 6 доказательствъ этого предложешя, основанныхъ на совер
шенно различныхъ принципахъ. Еще два доказательства были найдены 
въ его посмертныхъ бумагахъ.

Д рупя доказательства даны К ош и , Я к о б и , Э й зе н ш т е й н о м ъ , 
К ум м ером ъ , К р о н е к е р о м ъ  и другими. Особенно простое доказа
тельство принадлежим пастору Ц е л л е р у  *).

Содержание этого общаго закона м ож ем  быть выражено слЬду- 
ющимъ образомъ.

Е с л и  й з ъ  д в у х ъ  н еч етн ы х ъ  п р о с т ы х ъ  ч и с е л ъ  р  и q, по край 
ней  M tp t ,  о д н о  и м ^ е т ъ  в и д ъ  4 т + 1 ,  то  р  е сть  квад р ати чн ы й  
в ы ч е т ъ  или  н е в ы ч е т ъ  по м одулю  q , см о тр я  по том у , есть  ли q 
в ы ч е т ъ  или н е в ы ч е т ъ  по м одулю  р . Е сли  ж е о б а  числа р  и q 
и м % ю тъ ви дъ  Ат  +  3, то  р  е сть  в ы ч етъ  по м одулю  q} ко гд а  q 
е с т ь  н е в ы ч е т ъ  по м о ду л ю  />, и о б р ат н о .

Случаи с =  — 1 и с =  ±  2, которые мы разсмотрЪли выше, не 
содержатся непосредственно въ общемъ закона и носятъ назваше до- 
п о л н и т е л ь н ы х ъ  п р е д л о ж е н ^  к ъ  з а к о н у  в за и м н о ст и  к в а д р а ти ч 
ных ъ в ы ч е т о в ъ . Подробный свЪдОДя о доказательствахъ закона взаим
ности можно найти въ спешальномъ сочиненш О. Б ау м  гар та  **)-.

§ 81

*) „Monatsberichte der Berliner Akademie", 1872.
**) O sw ald  B aum gart, „Ueberdas quadratische Reziprozitatsgesetz\ Leipzig, 

Teubner, 1885.
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§ 82. Пивагоровы треугольники.

1. Еще въ глубокой древности знали, что треугольникъ, стороны 
котораго, измеренный одной и той. же единицей меры, выражаются 
числами 3, 4, 5, имеетъ прямой уголъ; эти три числа обладаютъ темъ 
замечательнымъ свойствомъ, что квадратъ большаго изъ нихъ равенъ 
сумме квадратовъ двухъ другихъ (52 =  З2 -|- 42) ; последнее соотношеше 
выражаетъ те о р ем у  П и еаго р а . Историки полагаютъ, что это ^риемети- 
ческое соображение послужило началомъ, источникомъ геометрической 
теоремы (К ан торъ , „История математики", томъ I, стр. 168).

Прямоугольный треугольникъ называется П и э аго р о в ы м ъ , если его 
стороны, измеренныя одной и той же единицей меры, выражаются целы м и 
числами. Чтобы найти все Пивагоровы треугольники, нужно решить, 
стало быть, ариеметическую задачу: найти все натуральныя числа х у у ,  \ У 
удовлетворяющая условш:

^  =  х 2 + у 2. (1)

2. Чтобы решить эту задачу, заметимъ сначала, что изъ одного 
решешя уравнешя (1) можно вывести сколько угодно другихъ, умножая 
полученныя значешя х у у , \  на одно и то же число. Точно такъ же мы 
можемъ сократить обе части уравнешя (1) на g 2, если g  есть общШ наи- 
большШ делитель чиселъ х у у  и £  и тогда мы получимъ решешя урав
нешя (1), не имеюиця делителей, общихъ всемъ тремъ числамъ. Поэтому 
мы можемъ ограничиться предположешемъ, что х, у ,  % не имеютъ об
щихъ делителей. Но тогда эти числа и попарно не могутъ иметь общихъ 
делителей; въ самомъ деле, если два изъ этихъ чиселъ .делятся на 
простое число qy то, въ виду равенства (1), и третье число должно д е 
литься на q.

И так ъ , и зъ  т р е х ъ  ч и селъ  х , у ,  ^ ни одн а пара не м о ж етъ  
и м е т ь  о б щ аго  д ел и те л я .

Въ виду этого между этими числами не можетъ быть двухъ чет- 
ныхъ. Съ другой стороны, числа х  и у  не могутъ быть одновременно 
нечетными. Ибо, если х  =  2g  1у у  =  2 k  1у т0 число

*2  + у 2 = 4 ( g 2 + + -4 (g + k) + 2

делится на 2, но не делится на 4 и потому не можетъ быть полнымъ 
квадратомъ/ такъ какъ каждый четный^ квадратъ делится на 4. Мы не 
нарушимъ, такимъ образомъ, общности, если будемъ считать х нечетнымъ, 

у  четнымъ, а £ нечетнымъ числомъ. Напишемъ уравнеше (1) въ виде: **

** =  Я*- ■ ? • “ ( * - > ) & + > ) •  (2)
В е б е р ъ ,  Энцпклоп. элемент, алгебры. 22



Положимъ:
l + y  =  in,

l —У = n,
где, въ виду нашихъ предположен^, т  и п  суть числа н ечетн ы я; 
отсюда

т +  п т — п
1 ~  2 ’ У ~  2 ’

изъ этихъ формулъ заключаемъ, что ш  >  я , и что т  и п не могутъ 
иметь общаго множителя, ибо таковой могъ бы быть только нечетнымъ 
числомъ, а потому содержался бы также въ у  и въ £  Изъ уравнешя (2) 
еле дуетъ:

х 2 =  тп, (3)

откуда вытекаетъ, что числа т и п  должны быть полными квадратами.
Действительно, если бы число т содержало какого нибудь простого 

множителя въ нечетной степени, то онъ долженъ былъ бы, по крайней 
Mtpt, одинъ разъ входить въ п\ но это не можетъ иметь места, такъ 
какъ т и п  суть числа взаимно простыя.

Итакъ, т =  а2 и п =  Ь2, где а и Ъ суть н еч етн ы я  числа, не 
и м ею и и я  о б щ и х ъ  м н о ж и тел е й ; в м е с т е  съ  т е м ъ

х  =  аЪ, у  =
а2 +  Ь2

(4)

3. Обратно, если а и b суть нечетныя целыя числа, при чемъ #> & , 
то выражешя (4) удовлетвориютъ уравненш (1). Действительно,

Сообразно съ этимъ формула (4) даетъ все возможные Ппеагоровы 
треугольники. Мы получаемъ, напримеръ:

II оо

y—
iIIг«с> X  =  3 ,

•фII II о
х

lOII II * II ох У =  12, II ►—1 03

II О
х соII х  =  15,

00II II >—
»

и т. д.

§ 83. Великая теорема Фермата.

1. Задача о нахожденш целыхъ положительныхъ чиселъ, удовле- 
творяющихъ уравненш
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есть обобщеше задачи, решенной въ предыдущемъ параграфе. Ф ерм атъ  
безъ доказательства высказалъ положеше, что это уравнеше не имеетъ 
цЪлыхъ решешй, если п > 2 .  До сихъ поръ не существуетъ доказательства 
этой теоремы въ общемъ виде, хотя справедливость ея не подвергается 
сомнЪшю. К р о н е к е р ъ  далъ ей назваше в ел и ко й  тео р ем ы  Ф ерм ата. 
Э й л ер ъ  далъ доказательство для случаевъ п  — 3 и п  =  4; Д и р и х л е  
(Dirichlet) — для случая п  =  5; наконецъ, К у м м ер ъ  (Кишшег) при по
мощи высшей теорш чиселъ далъ доказательство, неприменимое только 
для нЪкоторыхъ отдЪльныхъ значешй п> число которыхъ — по крайней 
мере, среди небольшихъ значешй п  — очень невелико. Ниже 100 н^тъ 
ни одного такого показателя п, для котораго доказательство Кум м ера 
было бы неприменимо. Благодаря учреждешю премш В о л ь ф ск ел я  вни- 
маше широкихъ круговъ съ новой силой сосредоточилось на этой задаче; 
уже сделаны многочисленныя попытки доказать ее, но мы можемъ только 
предостеречь отъ всякаго къ нимъ довер1я. См. по этому поводу сооб- 
щеше редакцш журнала „Mathematische Annalen“ въ т. 66-омъ. Доказа
тельство для случая п =  4 выполняется съ помощью элементарныхъ npie- 
мовъ и можетъ быть здесь изложено.

2. Если предположить, что уравнеше

имеетъ решение въ целыхъ числахъ х ,  у  и изъ которыхъ ни одно 
не равно нулю, то и уравнеше

будетъ иметь такое решение. Нужно только въ уравненш (2) положить % 
равнымъ квадрату того значешя, которое ^ имеетъ въ первомъ уравнеши.

Если мы поэтому обнаружимъ, что уравнеше (2) не имеетъ реше
шя, то мы докажемъ даже больше того, что собственно требуется. Если 
же уравнеше (2), вообще, имеетъ решешя, то между ними будетъ одно 
(а, можетъ быть, и несколько), при которыхъ ^  и м е е т ъ  н аи м ен ьш ее  
з н а ч е т е .  Эти именно решешя, соответствуюнпя наименьшему значенш 
мы и будемъ теперь понимать подъ х ,  у  и Но тогда х  и у  не могутъ 
иметь общихъ множителей: если бы х  и у  имели общаго делителя d , 
то % должно бы делиться на d%\ разделяя тогда уравнеше (2) на J 4, по- 
лучимъ ypaBHeHie того же вида, въ которомъ ^ имеетъ меньшее значеше.

3. Если мы удовлетворимъ уравнешю (2), то # 2, у 2 и ^  суть сто
роны Пиеагорова треугольника, а потому, согласно п. 2 § 82-го, мы мо
жемъ положить:

а з

(2)

(3)
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n i t  а и b суть нечетный числа безъ общихъ делителей (а >  Ь). Изъ 
перваго изъ равенствъ (3) мы заключаемъ точно такъ же, какъ въ п. 2 
§ 82-го изъ равенства (3), что числа а и b сами также должны быть 
полными квадратами; положимъ поэтому

а =  а2, Ъ =  Р2у

гдЪ а  и /? суть опять нечетныя числа, не им%ющ!я общихъ делителей. 
Пусть теперь

а  +  /? =  2t, а — (} =  2и,

и, следовательно,

а  =  t +  u, f} =  t  — и, 

а2 ~ Р 2 =  Ш , а* +  Р2 =  2 (t2 +  и2).

Ясно, что t  и и также представляютъ собою ц ел ы  я числа, не имЪ- 
ю пия о б щ и х ъ  д е л и т е л е й . Изъ уравненШ (3) вытекаетъ:

а 4 -  р* __ (а2 -  р2) (а2 +  р2) 
2  “  2

откуда

tu ( t2 +  и2). (4)

Такъ какъ числа t  н и не имЪютъ общихъ делителей, то выражеше 
t2 + и% не можетъ иметь общихъ делителей ни съ t, ни съ и. Отсюда, 
на основанш гЬхъ же cooбpaжeнiй, которыми мы воспользовались выше, 
мы заключаемъ, что три числа и, t  и и2 + 12 суть п о л н ы е  к в а д р а ты . 
Положимъ:

тогда

Теперь

t  =  Xj2, U = y * ,  +  =

Xi =

_ 2 _  a2 +  P1 _ a +  ъ _  у 2 .
<* “  2 “ 2 д - 6 ’

(5)

но, такъ какъ a — Ъ есть целое положительное число, равное, по край
ней мере, 2, то

ъ *  < У ‘>

съ другой стороны, у 4 ~  ^  — %4 <  и, следовательно,

v  v
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итакъ, меньше ^ и темъ более меньше ^2; но это противоречить 
пpeдгIoлoжeнiю, что ^  есть наименьшее число, которое удовлетворяетъ 
уравнение (2). Итакъ, не существуетъ ц-Ьлыхъ положительныхъ чиселъ 
х .  }'•> удовлетворяющихъ уравнению (2), какъ того и требуетъ теорема 
Ф ерм ата.

§ 84. Разложен1е чиселъ на сумму двухъ квадратовъ.

1. К аж дое п р о с т о е  число  вида 4 л +  1 есть  сумма д в у х ъ  
к в а д р а т о в ъ  *). Доказательство этой теоремы изложено ниже:

2. Если х  и у  суть цЪлыя числа и

есть сумма ихъ квадратовъ, то т  можетъ быть нечетнымъ числомъ только 
въ томъ случае, если одно изъ чиселъ х , у  четное, а другое нечетное, 
такъ какъ сумма двухъ нечетныхъ или двухъ четныхъ чиселъ есть всегда 
четное число. Квадратъ четнаго числа делится на 4, квадратъ нечетнаго 
числа даетъ по модулю 4 вычетъ 1 (§ 80, 4); если поэтому въ фор
муле (1) т  есть число нечетное, то оно имеетъ видъ 4 л  +  1. Итакъ, 
если  п р о с т о е  чи сло  (к р о м е  2 =  12 + 1 2) есть  сумма д в у х ъ  к в а 
д р а т о в ъ , то  оно  н е п р ем е н н о  и м е е т ъ  в и д ъ  4 л +  1. Гораздо труднее 
было доказать обратное, что каждое простое число вида 4 л + 1  всегда 
представляетъ собою сумму двухъ квадратовъ.

Если т  =  х 2 - j - y 2, где х  и у  суть целый числа, то говорить, что 
т  р а зл о ж е н о  на два к в ад р ата , или что т  п р е д с та в л е н о  въ  в и д е  
суммы д в у х ъ  к в а д р а то в ъ . Если при этомъ х  и у  суть числа взаимно- 
простыя, то разложеше называется п р ави льн ы м ъ  (или соб  ствен н ы м ъ ); 
если же х  и у  имеютъ общаго множителя, то разложеше называется не- 
п р ави льн ы м ъ  (или н есо б ств ен н ы м ъ ).

Если х  и у  имеютъ общаго множителя, то, въ силу равенства (1), 
въ составь числа т  долженъ входить квадратъ этого множителя; если 
поэтому т  есть простое число, то х  и у  суть числа взаимно-простыя.

3. Предположимъ теперь, что некоторое нечетное простое число р  
не разлагается на два квадрата, но входить м н о ж и тел ем ъ  въ сумму 
двухъ квадратовъ. Иными словами, допустимъ, что имеетъ место равенство

*) Теорема эта дана Ферматомъ безъ доказательства. Доказательство при- 
надлежитъ Эйлеру („Commentationes arithmeticae“f т. I, 1754). Въ настоящее время 
теорема эта является частнымъ случаемъ теории квадратичныхъ формъ.

СП

х 2 + jy 2 = (2)
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где x ,  у  и п  суть целый числа, при чемъ числа х  и у  не д е л я т с я  на р. 
Мы покажемъ, что въ такомъ случай можно найти отсюда друпя числа, 
удовлетворяющая равенству вида (2), но только съ меньшимъ множите- 
лемъ п у такъ что последовательно мы непременно придемъ къ р а зл о 
ж е н ^  числа р  на д ва  к в а д р а та .

4. Разделяя х  и у  на р,  мы получимъ:

х  = р а  +  х  1 , 

у  = p b + y i}

где а п Ь суть частныя, а х х и у { отличные отъ нуля остатки делешя. 
Мы возьмемъ при этомъ не наименыше положительные, а аб со л ю тн о  
н аи м ен ьн п е  остатки (§ 16, 3). Поэтому х х и у х могутъ быть и поло
жительными и отрицательными числами, но по а б с о л ю тн о й  в е л и ч и н е

Xt < \ р  и у ^ < \ р \

следовательно:

*i2 +jvi2 <  y  f -  С3)

Съ другой стороны, такъ какъ число х 2 + jy 2, согласно предпо- 
ложенш (2), делится на ру то и число

х \ + У \ 2 =  Р2 ifl2 +  Ь‘г) — 2р  ( а х  +  by)  +  (,х 2 + у 2)

должно делиться на р \  если поэтому п х есть частное отъ этого делешя, 
то

+ У 1 2 =  щ  р.  (4)

Въ виду же неравенства (3)

п , < \ р .

Здесь х х и у х не делятся на ру такъ какъ въ противномъ случае 
п хр  делилось бы на ^ 2, т. е. щ  делилось бы на р , чего не можетъ быть, 
такъ какъ число п х меньше, чемъ \ р , но отлично отъ нуля.

5. Теперь повторимъ тотъ же пр1емъ съ тою только разницей, что 
за делителя возьмемъ не р , а пх. Пусть

х х = п ха1 +  а, 

У\ =  щ Ь 1 + Р ;
(5)
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опредйлимъ числа ах и Ьх такъ, чтобы остатки а и ft были по абсолют
ной величинй равны или меньше \ п х; тогда

а '  +  р > ^ ~  п , \

Изъ равенства (4), какъ и выше, выводимъ снова, что а 2 +  /?2 делится 
на п ХУ и потому получимъ:

а 2 +  р 2 =  щ и * )  (6)

при этомъ, въ виду предыдущаго неравенства,

щ  ^  пх <  р .

Оба числа а  и /9 могли бы быть равны нулю только въ томъ слу
чай, если бы х х и у х дйлились на щ . Въ послйднемъ случай пхр должно 
было бы, въ виду равенствъ (4) и (5), дйлиться на я Д  а потому р  дй- 
лилось бы на пх\ но такъ какъ р есть простое число, то либо щ  рав
нялось бы р, — а этого быть не можетъ, такъ какъ пх <  — либо пх
сводилось бы къ 1. Если же п х =  1, то равенство (4) даетъ требуемое 
разложеше числа р  на два квадрата.

Если же щ  больше 1, то а  и /? не равны одновременно нулю, и, 
слйдовательно, частное щ  также отлично отъ нуля.

Изъ равенства (5), принимая во внимаше равенство (4), выводимъ, 
что

a x, +  Ру, =  х ,2 + у , г -  п ,(а ,х ,  +  Ъ,у,) =  п ,{ р -  а ,х ,  -  Ъ,у,\

ay, -  fix, =  -  п,(а,у , -  Ь,х,),

и, слйдовательно, числа а хх +  $ух и аух — (Зхх дйлятся на пх. Въ виду 
этого мы можемъ опредйлить два такихъ числа х 2 и у 2, чтобы имйли 
мйсто равенства:

a x ,  +  Р у ,  =  n t x t ,

ay, ~  Рх, =  п ,у 2.

Возводя эти равенства въ квадратъ и складывая, получимъ:

«»*(*»*+л*) = (о* + П  (*i* + У г 2),
и, слйдовательно, въ виду соотношешй (4) и (6),

*Уг + У 2 =  пгр. (8)

Если бы числа х 2 и у 2 дйлились на р, то п2 также дйлилось бы 
на р , что невозможно, такъ какъ п2 меньше р \  поэтому числа х 2 и у2 
не дйлятся на р.

§  84
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Формула (8) имЪетъ тотъ же видъ, что и (4), но только на месте 
числа пх стоить м ен ьш ее  число п2• Если п2 еще не равно 1, то мы 
можемъ повторить нашъ пр!емъ, и такимъ образомъ мы необходимо при- 
демъ, въ конце концовъ, къ разложешю числа р  на два квадрата.

6. Изъ сказаннаго слЪдуетъ, что каждое простое число />, которое 
служить д-Ълителемъ суммы квадратовъ х 1 + у 2 двухъ взаимно-простыхъ 
чиселъ х  и у  у само можетъ быть представлено въ виде суммы двухъ 
квадратовъ, а потому им'Ьетъ видъ 4 п-\- 1.

7. Если р есть п р о с т о е  число  в и д а  Ап  +  1, то сравнеже

х2 -(- 1 =  0 (mod р ),

какъ было показано въ § 79, 5, всегда HMterb решеше. Это значить, что 
мы можемъ найти такое число п, которое удовлетвориетъ равенству

х2+ \  =пр. (2')

Это равенство совпадает^ съ равенствомъ (2), если въ посл^днемъ 
положимъ у  =  1. Итакъ, уравнению (2) можно всегда удовлетворить, 
если р есть простое число вида 4 n +  1; этимъ доказана теорема, выска
занная въ п. 1-омъ. Ходъ доказательства даетъ вместе съ гЬмъ и самый 
способъ разложения числа р на два квадрата, если только известно хотя 
бы одно решеше сравнежя х2 = — 1 (mod р) и ).

8. Для примера возьмемъ р = 1901. Такъ какъ въ формуле

2182 +  1 =  2 5 .1 9 0 1

множитель 25 уже меньше %р, то мы можемъ исходить прямо изъ фор
мулы (4), т. е. положить xt = 2 1 8 ,  у х =  1, п х =  25. Изъ равенства (5) 
получаемы

218 =  2 5 .9  -  7, 1 =  2 5 . 0 +  1, 14

§ 84

14) Сделаемъ еще разъ краткШ обзоръ этого довольно сложнаго доказа
тельства.

Нужно доказать, что простое число р вида 4я +  1 разлагается на два ква
драта. Мы допускаемъ сначала, что число р есть делитель суммы двухъ квадра
товъ, т. е. что им'Ьетъ место равенство (20. Дал-fee доказывается, что равенство (2') 
можетъ быть зам-Ьнено равенствомъ того же вида, съ тою разницей, однако, что 
частное я  им'Ьетъ меньшее значеше. Именно, отъ равенства (2') мы переходимъ 
къ равенству (4) (п. 4); далее, продолжая тотъ же пр!емъ, мы показываемъ, что, 
если только пх > 1, то мы отъ равенства (4) можемъ перейти къ равенству (8), при 
чемъ п1 < п г. Такимъ образомъ, мы постепенно должны довести частное до еди
ницы и, следовательно, р разлагается на 2 квадрата. Но доказательство основано 
на допущенш, что р есть делитель суммы двухъ квадратовъ; надо, следовательно, 
доказать, что допущеше всегда соответствуетъ действительности; этому и посвя- 
щенъ п. 7.
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т. е. а  =  — 7, /? =  1. Для опредЪлешя чиселъ x 2J у 2 и щ  получаемъ изъ 
равенствъ (7) и (6):

- 7 . 2 1 8 +  1 = - 2 5 . 6 1 ,

— 7 — 218 =  — 2 5 .9 ,

7 ^ +  I 2 = 2 .2 5 ,

т. е. х 2 =  61, у 2 =  9, п2 =  2. Итакъ, согласно равенству (8),

612 +  92 =  2 .1 9 0 1 .

Повторяя ту же операщю для чиселъ: п х =  2, х х =  61, у х =  9, а =  1, 
ft =  1, %х2 =  61 +  9, 2у 2 =  61 — 9, получимъ:

352 +  262 =  1901.

9. Изъ разсужденШ предыдущаго параграфа вытекаютъ попутно слЪ- 
дyющiя теоремы:

Е сли  х  и у  суть  числа взаи м н о -п р о сты я  и т  =  х 2 у 2у то 
щ  есть  ли б о  н еч етн о е  число, либо у д в о ен н о е  н еч етн о е  число'; 
каж ды й нечетн ы й п р о сто й  д ел и те л ь  числа т  им 'Ьетъ ви д ъ  4и  +  1.

Действительно, если х  и у  суть оба нечетныя числа, то ихъ ква
драты им^ютъ видъ 8 п + 1  (§ 80, 4), а сумма послЪднихъ есть число 
•вида 8 я  +  2, т. е. число, кратное 2, но не кратное 4.

Съ другой сторбны, какъ доказано въ пункте 6, каждое простое 
число, входящее множителемъ въ т у само по себе есть сумма двухъ 
квадратовъ, т. е. число вида 4 я +  1.

10. Е сли число т  д о п у с к а е т ъ  п р ави льн о е  разлож ен 1е на 
д ва  к в а д р а та , а р  есть п ростой  м нож итель числа ш  (не исклю 
чая и р  = 2 ) ,  т а к ъ  что т  =  рп> то п  тож е д о п у с к а е т ъ  п р ави льн о е  
р а з л о ж е ш е  на д ва  квад р ата .

Действительно, въ п.п. 9 и 3 мы показали, что и р  есть сумма 
двухъ квадратовъ:

р =  а* +  Ь■*; (9)

здесь а и Ъ суть непременно взаимно-простыя числа, такъ какъ р  есть 
простое число.

Если теперь
т =  рп  == хл +JV2, (Ю)

то и

х2(а2 +  b2) — Ь2(х2 + у2) =  а2х2 — Ь2у2 =  (ах — by) (ах +  by)
делится на р у такъ какъ и а2 +  Ь2 и х 2 + jy 2 делятся на р . Но р  есть 
простое число; поэтому оно должно быть делителемъ одного изъ мно

§ 84



346

жителей а х  +  by  или а х  — by. Мы можемъ предположить, что р  д е 
лить именно множителя а х  +  by, такъ какъ въ противномъ случай можно 
заменить у  на —у .

Дал t e :

( а х  +  by)2 +  (ay  — b x ) 2 =  (а2 +  b2) ( х 2 + у 2) =  р т \

следовательно, и a y  — Ь х  делится на р , такъ какъ правая часть делится 
на р .  В следсш е этого существуютъ два числа а  и /?, удовлетворяющая 
равенствамъ:

а х  +  by =  а р , а b

b x  — a y  =  ftp, Ъ — а .

Помножая эти равенства на приписанныхъ справа множителей, складывая 
результаты и сокращая на р , получимъ:

X ~  а а  +  p j ,  

у  =  ab  — $а .

Отсюда заключаемъ, что а  и /9 не имеютъ общихъ множителей, такъ 
какъ каждый ихъ общШ множитель входилъ бы въ числа х  и у ,  которыя 
мы предположили взаимно-простыми.

Если мы возведемъ наши уравнешя въ квадратъ и сложимъ, то 
получимъ:

х ? + у *  =  (а2 +  Ь2) ( а 2 +  Р2), 

что въ силу равенствъ (9) и (10) даетъ:

§ 84

п =  а2 +  Р2,

что и требовалось доказать.
Применяя достаточное число разъ предложеше 10, получимъ теорему:

11. Е сли  число ш  р а з л а г а е т с я  п р а в и л ь н о  на д в а  к в а д р а та , 
то  и каж ды й  м н о ж и т ел ь  ч и сл а  ш  т а к ж е  д о п у с к а е т ъ  п р ав и л ь н о е  
р азл о ж ен 1 е  на два к в а д р а та .

Далее:

12. П р о с т о е  чи сло  р  ви д а  4 ^ + 1  м о ж е т ъ  бы ть  р а зл о ж е н о  
на два к в а д р а т а  т о л ь к о  о д н и м ъ  сп о с о б о м ъ .

Допустимъ, что некоторое число т  вида Ап  +  1 разлагается на два 
квадрата двумя способами (правильно или неправильно):

т = х2 + у 2 =  x t2 + у г2. с и )
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Предположим!,, что числа х, у ,  х х, у х положительны; оба разло
жения не будутъ отличаться одно отъ другого какъ въ томъ случай, 
если х  =  х Х7 у — у Х) такъ и въ томъ случай, если х  = у х, у  =  х х . 
Предположимъ поэтому, что число х > х х\ тогда у < у х*

Обозначимъ черезъ (5 общаго наиболыпаго делителя чиселъ х  — х х 
и у х —у  и положимъ:

х  =*хх +  (5 а, 

У\ =  У +  &Р,
(12)

гдЬ а м [■} суть положительный числа, не им-Ькнщя общихъ делителей.
Изъ равенствъ (11) получимъ:

(л-! +  6 а у  + У  = ( у  +  6§)2 +  Ху2,

или, сокращая на д:

2 а х х +  да2 =  2 Ру  +  6Р2;

общее значение этихъ двухъ выражешй есть число, делящееся и на а  и 
на р; такъ какъ а и р суть числа взаимно-простыя, то это число де
лится на а р  (§ 16, 6); положимъ его поэтому равнымъ afiy, r u t  у, во 
всякомъ случай, есть ц'Ьлое положительное число. Тогда

2 х х =  Ру — (5 а, 

2\у =  ау — дР;

а изъ уравнений (12) получимъ:

(13)

2 х  Ру +  д а3 

Чу у =  ау +  д@.
(14)

ЗдЬсь а, р , у, (5 суть четыре положительныхъ числа, изъ которыхъ 
ни одно не равно 0. Изъ равенствъ (13) и (14) легко получить:

4 (■г 2 +  у 2) =  а2у2 +  62Р2 +  р * у * +  д2 а \  

или, въ виду равенства (11),

(а*-Н$>) (у2 +  д2) т = ------------ - ------------- (15)

Мы не погр'Ьшимъ противъ общности, если будемъ считать числа 
х  и х х четными, а, следовательно, у  и у х — нечетными. Тогда равенства
(12) обнаруживаютъ, что д делится на 2, такъ какъ а  и Р суть числа 
взаимно-простыя и не могутъ быть одновременно четными; равенства же
(13) обнаруживаютъ, что у также представляетъ собой четное число.
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Следовательно, -£(у2 +  <52) есть целое число, во всякомъ случае, боль
шее, чемъ 1 15). Точно такъ же а 2 +  /92 >  1; такимъ образомъ, т 
представляется формулой (15) йъ виде произведения двухъ множителей и 
поэтому не можетъ быть простымъ числомъ, что и требовалось доказать.

13. Е сли  х  и у  су ть  числа в за и м н о -п р о с ты я  и т  =  х 2 у 2 
есть н еч етн о е  с о с та в н о е  число , то  с у щ еств у еш ь  ещ е од н о  раз- 
л о ж е ш е  числа т  на д ва  к в а д р а та .

Действительно, пусть т  =  т хт 2 и пусть при этомъ оба числа 
т 1 и т 2 будутъ больше 2. По теореме 11 каждое изъ чиселъ тп1 и т 2 
допускаетъ п р а в и л ь н о е  разложеше на два квадрата. Пусть

т х - х ?  + у х2, т 2 =  х гг + у гг \ (16)

положимъ далее:

х '  =  +У\Уг> х? =  * 1*2 — УгУ2>

У  =  Х\У2 У 1 х 2 у f  =  х ху 2 + у хх 2.

Возведя эти равенства въ квадратъ и сложивъ ихъ, получимъ:

х ' 2 + / 2 =  ( х {2 + у  2) (.х 22 + у 22) =  m t m 2 =  т, 

х " 2 + / 2 =  (x t 2 + у 12) (х22 + у 22) =  т хт 2 =  т \

оба эти разложешя числа т  тождественны только въ томъ случае, когда 
х ' =  ±  х " или х ' =  ± У ’. Первое соотношен1е было бы возможно только 
въ томъ случае, если бы одно изъ чиселъ х 1У х 2, у х, у 2 равнялось нулю; 
но тогда разложешя (16), вопреки предположешю, не были бы правиль
ными 1б). Изъ соотношешя же х ' =  ± у "  следовало бы, что

O i ± У х ){* г  ± ) ' г )  =  О,

т. е. что либо x t =  ± y t , либо х 2 =  ± у 2. Но это опять невозможно, 
такъ какъ разложешя (16) и въ этомъ случае не были бы правильными. 
Такимъ образомъ, оба разложешя (17) отличны другъ отъ друга, и 
вместе съ темъ теорема 13 доказана. Нужно заметить, что разложения 
(17) могутъ и не быть оба правильными.

§ 84

ls) Это число могло бы быть равно 1 только въ томъ случае, если бы 
у — 6 — 2. Но тогда равенства (13) .дали бы: xt *= — у, что невозможно, такъ какъ, 
по-предположешю, xt и у  суть положительный числа.

’ - и) Если, напримеръ, ух *=0, то xt и ух не представляютъ собой взаимно- 
простыхъ чиселъ.
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§ 85. Разложен1е большихъ чиселъ на простыхъ множителей.

1. На основанш того, что теоремы 12 и 13 § 84-го резко разли- 
чаютъ простыя и составныя числа вида Ап  +  1, можно построить пр!емъ 
для рЪшешя вопроса, представляетъ ли собой данное число вида 4 « + 1  
простое или составное число.

Пусть т  будетъ число вида 4 и +  1, относительно котораго не 
установлено еще, простое оно или составное. Если т  есть число простое, 
то оно ед и н ствен н ы м ъ  способомъ разлагается на два квадрата:

т  =  х 2 - \-у2; (1)

если же т  есть число составное, то оно либо совсЪмъ не разлагается 
на два квадрата, либо его можно представить въ этой форме несколь- 
кими способами. Въ томъ случай когда такое разложеше возможно, мы 
можемъ положить:

х 2 ^ у 2,
и тогда

* г ^ ± т ;  (2)

далее, изъ равенства (1) сл'Ьдуетъ:

Ш — х 1 ~ у 2- (3)

Остается подставить вместо х  все числа, удовлетворяющая неравенству 
(2), и посмотреть, есть ли между ними таюя, который делаютъ разность 
т  — х 2 квадратомъ, и сколько имеется' такнхъ чиселъ. Если имеется только 
одно такое число х , то т есть простое число; если же ихъ нетъ вовсе 
или если есть несколько, то т есть составное число; въ последнемъ 
случае, пользуясь разсуждешями п. 13 § 84-го, мы тотчасъ получимъ 
разложеше числа т  на двухъ множителей. Э й леръ , которому мы обязаны 
этимъ пр1емомъ, даетъ очень удобное правило для расположешя этихъ 
вычислешй. При этомъ полезно иметь таблицу квадратовъ въ томъ виде, 
какъ она дана въ упомянутомъ уже выше „Собранш математическихъ 
таблицъ" В ега -Г ю л ь зе  (стр. 148). И въ этомъ случае съ помощью ме
тода эксклюдентовъ (§ 80, 6) можно значительно уменьшить число зна- 
чешй х,  подлежащихъ испыташю. Въ самомъ деле, возьмемъ какое-нибудь 
число е за эксклюдентъ и любой его неквадратичный вычетъ /9; все 
числа, удовлетворяющая сравненш

т — х 2 =  /3 (mod е), 
п о д л е ж а т ъ  и с к л ю ч е н т  17).

1?) Действительно, если при х = а
т  — а2 =  /9 (mod е),

то разность т — а2 не только не можетъ быть полнымъ квадратомъ, но не можетъ 
даже быть сравнима съ полнымъ квадратомъ по модулю е.

§ 85
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2. Для прим-fepa возьмемъ число т  =  19 109. Здесь х  нужно брать 
не больше 97, такъ какъ 2 . 982 =  19 208, т. е. больше щ.

Число т  имеетъ видъ 8 я  +  5. Если х  делится на 4, то т  — х 2 
имеетъ видъ 8п +  5 и не можетъ быть квадратомъ, такъ какъ 5 есть 
неквадратичный вычетъ по модулю 8. Поэтому все четныя числа, деля
щаяся на 4, можно выбросить изъ ряда значений х .

Если х  делится на 3, то т  — х 2 имеетъ видъ 3 п - \ - 2  18), а такъ 
какъ 2 есть неквадратичный вычетъ по модулю 3, то нужно выбросить 
все числа, д'Ьляцняся на 3.

Эксклюдентъ 5 приводить къ исключение чиселъ . v = l ,  4 (mod 5). 
Если тЬмъ же способомъ использовать эксклюденты 7, 11, 13, то ока
жется, что исключешю подлежатъ также числа:

Х =  0, ±  1 (mod 7)

х =  0, ±  4, ±  5 (mod 11)

х ^ =  ±  1, +  2, +  б (mod 13);

испытанию подлежатъ, такимъ образомъ, только числа 10, 23, 47, 65.
Составимъ для этого табличку:

X А'2 т  — х 2

10 100 19 009
23 529 18 580
47 2209 16 900
65 4225 14 884.

Въ последней колоний нужно найти полные квадраты. Съ перваго 
взгляда мы видимъ, что нужно еще выбросить число 18 580, которое д е 
лится на 5, но не делится на 25 и потому не можетъ быть полнымъ 
квадратомъ. Между остальными содержатся квадраты:

16 900 =  1302, 14 884 =  1222.

Соответствующая разложешя даютъ:

19 109 =  472 +  130? =  652 +  1222.

Итакъ, 19 109 не ес ть  п р о с т о е  число.

Чтобы найти его разложеше на множителей по § 84, 12, положимъ:

18) Ибо такой видъ имеетъ само число т = 19 109.
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х  =  65, у  =  122, х \  =  47, у х =  130, (5 =  2, 

х  =  х х +  2 .9 ,

У\ =  У  + 2 . 4 ,  

а =  9, /9 =  4;

одинъ изъ множителей есть:

а 2 +  /?2 =  8 1 +  16 =  97.

Другой находимъ Д'кпешемъ:

19 109 =  9 7 .1 9 7 .

Темъ же путемъ можно показать, напримЪръ, что 

2 16 +  1 =  65 537

есть простое число, такъ какъ оно можетъ быть разложено на два ква
драта только однимъ способомъ:

2562 +  I 2.

3. Къ последнему результату можно придти еще другимъ путемъ. 
Число вида 2” +  1 наверное не представляетъ собой простого 

числа, если показатель п  не есть степень числа 2. Въ самомъ деле, пусть 
п =  2?'ШУ где т  есть уже нечетное число. При всякомъ х  мы имеемъ (§ 63):

1 — =  (1 — х) (х ’”- 1 +  д:т - 2 Н---------1- 1).

Если мы здесь положимъ х  =  — 2зЯ, то мы получимъ, что 1 + 2 ” де
лится на 1 + 2 2'; но это число меньше, чемъ 1 + 2 ” , если т >  1.

Итакъ, положимъ, что п  =  2А, и изследуемъ, представляетъ ли со

бой 1 +  2” простое число или составное.

§ 85

Чтобы найти простыя числа р , которыя входятъ въ составъ числа
2” +  1, достаточно производить испыташя посредствомъ делешя вплоть

1
до наибольшего простого числа, которое меньше, чемъ 2 2 . 
делится на р у то

Если 2" +  1

2” == —  1 (mod p)f (4)

22я== 1 (mod р). (5)

Пусть f  будетъ наименьш!й положительный показатель, при кото- 

ромъ 2; = 1 ;  если тогда 2^ =  1, то g  должно делиться на /  (§ 74, 2).
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Въ нашемъ случай, следовательно, 2 п  должно делиться на f .  а п о т о м у / 
должно быть степенью числа 2. Но сравнеше (4) обнаруживаете», что f  
не можетъ быть меньше 2 п  19), а потому f  =  2п.

Съ другой стороны, по теореме Ф ерм ата, 2 V~  =  1, а потому р — 1 
должно делиться на 2 72.

Мы получаемъ, такимъ образомъ, следующую теорему:

К аж ды й п р о с т о й  д е л и т е л ь  ч и сла 2м +  1 и м е е т ъ  видъ 
р  =  2 п х  +  1, г д е  х  е с ть  ц е л о е  число .

4. Для числа 2 16 +  1 =  65 537 испытанш подлежать только про- 
стыя числа, которыя меньше 28 =  256. Но между последними имеются 
только два, а именно 97 и 193, которыя имеютъ ,видъ 3 2 х  + 1 ;  такъ 
какъ число 216 +■ 1 ни на одно изъ этихъ двухъ чиселъ не делится, то 
оно представляетъ собой простое число.

5. Для числа 232 1 нужно испытать въ качестве делителей про-
стыя числа вида 64л ;+ 1 ,  которыя меньше 65 536. Первыя 5 изъ этихъ 
простыхъ чиселъ суть:

193, 257, 449, 577, 641;

такъ какъ дележ е на 641 совершается нацело, то вопросъ решенъ. 
Этимъ путемъ Э й л е р ъ  нашелъ разложеше:

232+  1 =  4 2 9 4 9 6 7  297 =  6 4 1 .6  700 417 

и такимъ образомъ опровергъ предложеше Ф ерм ата, что всякое число
оЯ

вида 2 + 1  есть простое число.

§ 86

§ 86. Совершенный числа.

1. Если известно разложеше какого-нибудь числа т  на простыхъ 
множителей, то легко найти всехъ возможныхъ делителей этого числа. 
Чтобы это показать, положимъ, что а, Ь, с, . .  . суть все различные 
простые множители числа га, a a , f t  у, . . . показатели наивысшихъ сте
пеней, въ которыхъ эти простые множители входятъ въ составь числа т. 
Итакъ;

т  =  ааЬрс7 . .

k
. 19) Ибо, если бы, напримеръ, было 2 = 1 ,  где Тг есть натуральное число,

меньшее Я, то отсюда следовало бы, что и (22*)2 = 1 ,  т. е. 22*=* 2м =  1, что
противно сравнешю (4).



353 §  8 6

где а , /9, у, . . . суть цЪлыя положительныя числа. Каждый делитель 
числа т  содержитъ только гЬхъ простыхъ множителей, которые входятъ
въ составъ ту и при томъ въ степеняхъ, соответственно не выше а, /?, у ,___
Все делители d числа т содержатся, такимъ образомъ, въ формуле:

j  а' i3fа =  а о с . . . »

где числа а ',  /9', у', . . .  могутъ быть и нулями, но во всякомъ случай 
не превосходятъ а, /9, у, . . . .  Такъ, напримЪръ, а ' можетъ иметь одно 
изъ значешй: 0, 1, 2, 3, . . ., а. Обратно, всякое число такого вида 
есть делитель числа ж . Среди этихъ делителей нужно считать 1, полу
чающуюся изъ нашей формулы при а ' =  О, /?' =  0, у' =  О, . . . ,  и самое 
число 772, получающееся при а ' =  а , /3' =  (3, у' — у , ___

Число всехъ значешй, которыя можетъ принимать а', есть а + 1 ,  
число значешй /9' есть /9 +  1 и т. д. Такъ какъ все эти значешя могутъ 
комбинироваться между собой, то число в с е х ъ  д ел и те л е й  числа ж  
есть

{ а  +  1) (/? +  1) (у  + 1 )

это число не зависитъ, следовательно, отъ простыхъ множителей а, Ъ, с, ..., 
а только отъ показателей а, /9, у, . . . .

Такъ, напримЪръ, число делителей числа 360 =  8 - 9 . 5  =  23 • З2 .5  
равно (3 +  1) (2 +  1) (1 +  1) =  24. Такъ же велико число делителей числа 
53 . 72 ■ 2 =  12250.

2. Въ тесной связи съ предыдущей задачей стоитъ задача объ опре- 
деленш суммы в с е х ъ  д е л и т е л е й  числа ж . Мы решимъ ее рекуррент- 
нымъ способомъ. Пусть

т  =  аат',

где ж ' ~  Ь^у7 . . . есть частное,*полученное при деленш ж  на аа. Среди 
делителей d числа ж  находятся непременно все делители d' числа ж ' 
и, кроме того, все произведешя: ad\ a2d', a?d', . . ., aad '. Этимъ 
исчерпываются все делители числа ж . Обозначимъ черезъ S(m) сумму 
всехъ делителей числа ж . Тогда

S (ж) =  (1 +  а +  а2 +  • • • +  аа) S (ж').

Съ другой стороны, какъ мы видели выше (§ 63)*

Да-Н — 1
1 +  л +  а » + - ; . + д д =  —  -  ;

В е б е р ъ ,  Энциклоп. элемент, алгебры. 23
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следовательно,

/7Я_Н — 1 
S (m )  =  а _

Лрим'Ьнимъ эту формулу къ S ( m ') ‘> полагая т' =  1:г'т", получимъ:

У+ 1- 1
Ь -  1

Это разсуждеше мы можемъ продолжать, пока не исчерпаемъ всехъ 
простыхъ множителей числа т. Въ результате, такъ какъ 5 (1 )  =  1, мы 
получимъ:

:tt+1 -  1 Ъ, ж  -  1 c'/+l -  1 
а — 1 b — 1 с — 1

Съ правой стороны будетъ столько множителей, сколько простыхъ мно
жителей a, b, С, . . . входитъ въ число т. Эти множители правой части 
только по виду представляются дробями; на самомъ же деле

д«-И — 1
------- т— =  1 +  а +  а2 +  аъ +  • • • +  аиа — 1

есть целое число.
Примеръ:

9 4 __ 1 Я З __ 1 R2 _  1

^ 36°) =  = 15 • 13 • 6 =  1170-

3. Всехъ делителей числа т, которые отличны отъ самого числа т ,  
называютъ п рави льн ы м и  делителями его. Сумма такихъ делителей, 
очевидно, равна S (т) — т. Число, равное сумме своихъ правильныхъ 
делителей, называется с о в е р ш е н н ы м ъ  *). Таковы, напримеръ, числа:

6 =  1 +  2 +  3, 2 8 - 1 + 2  +  4 +  7 +  14.

*) Совершенными числами (ъеквсоь dpM^&ot) много занимались въ древности, 
особенно Пиеагорейцы. У Е вклида („Elemental книга IX, 36) есть теорема, кото
рая содержитъ почти все, что мы и теперь знаемъ объ этихъ числахъ. Самая по
становка вопроса представляется несколько произвольной. Интересъ заключается 
только въ трудности нахождешя такихъ чиселъ и въ связи этихъ чиселъ съ не
которыми большими простыми числами. То же можно сказать о такъ называемыхъ 
сою зн ы хъ  числахъ (numeri amicabiles); подъ этимъ назвашемъ разумеютъ пары 
чиселъ, каждое изъ которыхъ равно сумме правильныхъ делителей другого, — на
примеръ, 220 и 284). Изследовашемъ такихъ чиселъ занимался Э й л ер ъ  („Сош- 
mentationes arithmeticae**, томъ I, стр. 102).
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Совершенное число определяется услов1емъ 5  (т) — т  =  т ,  или

5 (т )  =  2 т .  (1)

Разсмотримъ сначала четныя совершенныя числа и положимъ для
этого

т  =  2 п~ 1 а,

где а есть н еч етн о е  ц е л о е  число и я > 1 .  Принимая въ соображеше 
п. 2, мы представимъ уравнеше (1) въ виде:

(2” - 1 ) 5 ( а )  =  2ма;

такъ какъ 2п ~  1 есть число нечетное, то 5 (a ) должно делиться на 2м. 
Въ виду этого положимъ

5 (a ) — 2*0, (2)

где 0 есть целое число; тогда

а =  0(2” — 1), 2”0 =  а +  0; (3)

■следовательно, 0 должно быть д ел и тел ем ъ  числа а. Но изъ соотноше
ний (2) и (3) следуетъ:

5 (а) — а -|- 0.

Итакъ, а  и 0 суть делители числа а, сумма же всехъ делителей 
числа а  равна а  +  0; следовательно, а имеетъ только двухъ делителей 
а  и 0. Но каждое число имеетъ, по крайней мере, двухъ делителей 1 и 
самого себя. Значить, 0 =  1, а а  есть п р о сто е  число, которое, въ виду 
равенства (3), имеетъ виды

а  =  2” — 1.

Обратно, если выполняются эти услов1я, то число т  =  2W-1(2W— 1) удо
влетворяем  равенству (1), т. е. т  есть совершенное число. Мы полу- 
чаемъ, такимъ образомъ, следующую теорему:

4. Ч етн о е  число т  въ том ъ  и то л ь к о  въ том ъ  с л у ч а е  п р ед - 
■ставляетъ со бо ю  со в е р ш е н н о е  число, если оно и м еетъ  ви дъ :

W =  2I,~ 1( 2 " - 1 ) ,  '

и если  при это м ъ  2м— 1 есть  число п р о сто е .

Нечетнаго совершеннаго числа мы не знаемъ ни одного; но до 
■сихъ поръ не доказано, что ихъ не существуетъ.

23*
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5. Для нахождешя совершенныхъ чиселъ остается найти показа
телей 7ij при которыхъ 2” — 1 представляетъ собой простое число. Для 
этого прежде всего требуется, чтобы само п  было простыми числомъ. 
Въ самомъ д%л^, если бы было п =  ab, r a t  а и Ъ больше 1, то 
тождество

2аЬ — 1 =  (2Ь -  1) (1 +  26 +  22*Ч---------(- 2{а~'1)Ь)

(по фopмyлt суммы геометрической nporpecciH) показывало бы, что 2аЬ— 1 
не простое число, такъ какъ оба множителя правой части больше 1.

6. Если п есть нечетное простое число, а р  — любой простой д е я 
тель числа 2п — 1, то HMterb MtcTO сравнеше

, 2п =  1 (mod р ) ;

при этомъ п  есть наименышй положительный показатель, для котораго 
справедливо это сравнеше, ибо число п  не HMterb меньшихъ д^и телей . 
Поэтому, согласно TeopeMt Ф ерм ата, число р  — 1 должно д ли ться  на п \  
но такъ какъ р  —  1 есть къ тому же число четное, то оно д л и тс я  на 2 п. 
Стало быть, число р HMterb видъ 2 п х 1.

Д алte, изъ сравнешя 2n~*~l =  2 (mod р), въ виду четности числа 
я + 1, вытекаетъ, что 2 есть квадратичный вычетъ по модулю р ; по
этому р  =  +  1 (mod 8) (§ 81, 9 ); стало быть, должно имЬть MtcTO 
либо сравнеше # = 0 ( m o d  4), либо же сравнеше п х =  — 1 (mod 4).

HanpnMtpb, при 77 =  31 pa3CM OTptHiio подлежать простыя числа 
только двухъ видовъ:

р  =  248дг +  1 и р =  248л; +  63 20);

при этомъ для испыташя числа 2 31 — 1 сгёдуетъ производить д ^ е ш е  
его на простыя числа только того изъ этихъ двухъ видовъ, который 

даетъ числа, меньпля, 4tMb ] / 2 31 — 1, т. е. 4tMb 46339.

Этого результата Э й л е р ъ  добился съ помощью сравнительно не- 
большихъ вычиcлeнiй; напротивъ, установлеше того, что 2 61 — 1 есть 
число простое, потребовало чрезвычайно сложныхъ вычислешй.

20) Первая форма соотвЪгствуетъ тому случаю, когда х кратно 4-хъ. Вторая 
форма OTBtqaeTb случаю пх =  — 1 (mod 4). Въ самомъ д-ЬдЪ, въ послЪднемъ 
cлyчat пх = 4* — 1, т. е. 31 х — 4* — — 1; общее p t in e H ie  этого неопред^ен- 
наго уравнения относительно х даетъ я = 1  +  47. Подставляя это въ выражение 
р =  2«х +  1 =  62х +  1, получаемъ: р =  2487 +  63; въ тексгЬ 7 заменено черезъ х.
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До сихъ поръ изъ простыхъ чиселъ вида 2" — 1 опредЪлены сле
дую идя девять:

22 - 1 = 3,

23 - 1 = 7,

25 - 1 = 31,

27 - 1 = 127,

213 — 1 = 8 191,

217 — 1 = 131 071,

219 — 1 = 524 287,

231 — 1 = 2 147 483 647,

261 — 1 = 2 305 843 009 213 693 951

Сообразно съ зтимъ мы знаемъ 9 совершенныхъ чиселъ. ПослЪднее 
изъ этихъ чиселъ 261 — 1, какъ уже упомянуто выше, есть наибольшее 
изъ изв%стныхъ простыхъ чиселъ.

Показатель 11 не даетъ простого числа, такъ какъ 2 11 — 1 =  
2047 =  2 3 .8 9 .



ГЛАВА XV.

Непрерывныя дроби.

§ 87. Обращен1е иррац*ональныхъ чиселъ въ непре
рывныя дроби.

1. Если х  есть произвольное — ращональное или иррацюнальное, 
положительное или отрицательное — число, то всегда существуетъ одно 
определенное наибольшее целое число q, с о д е р ж а щ е е с я  въ х , т. е. 
н а и б о л ь ш е е  ц е л о е  число q, не п р е в о с х о д я щ е е  х .  Это число, оче
видно, удовлетвориетъ услов^ямъ:

q ^ x < q +  1.

Если х  есть число отрицательное, то и q есть число отрицательное; 
если х  есть положительная правильная дробь, то ^ =  0 ; если а г > 1 ,  
то q есть положительное целое число. Если х  не равно q, то можно 
положить:

х-,  + Г
где l / x t <  1, т. е. х х >  1. Поступимъ съ х х такъ  же, какъ мы посту
пили съ х ,  и обозначимъ черезъ q1 наибольшее целое число, содержа
щееся въ х х, которое теперь уже, во всякомъ случае, есть число поло
жительное. Тогда получимъ:

, 1 .
— Цг +  г  >■л><1

здесь х 2 опять больше 1. Мы можемъ написать теперь:
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Поступая такимъ образомъ, мы построимъ алгориемъ

( 2)

который можно продолжать до тЪхъ поръ, пока х н само не представитъ 
собою ц'Ьлаго числа. Если подставимъ каждое х к въ предыдущее выра- 
жеше для x k__v  то въ результате мы выразимъ число х  въ виде н еп р е

ры вной  д р о б и . Выражеше (1) служитъ прим^ромъ такой дроби. Значе- 
Hie дроби существенно зависитъ то л ь ко  о тъ  ряда ч и селъ  q , qv  qv  . . . ,  
который определяется вполне природой числа д:.

2. Если х  есть ращональное число, та  и х ХУ х г > . . .  тоже пред-
ставляютъ собой ращональныя числа. Если положимъ х  =  я /tf,, то 
х \ — гд^ Я будетъ частное, а а2 — остатокъ отъ делешя а на ах.
Алгориемъ (2) въ этомъ случае совпадаетъ съ Евклидовымъ алгориемомъ 
(§ 16). Если же х  есть число иррашональное, то и все последуюишя 
числа х х, х 2, . . .  иррацюнальны; ни одно х п не можетъ быть целымъ 
числомъ, и въ этомъ случае алгориемъ (2) можно продолжать безъ конца.

Разсмотримъ случай, когда х  есть число и р р а ц ш н а л ь н о е , и, 
сверхъ того, положимъ х  >  1; тогда все числа q, q {i qot . . .  будутъ 
положительны.

3. Изъ чиселъ qt qt , q2i . . .  мы образуемъ рядъ новыхъ чиселъ 
Rn съ помощью рекуррентной формулы:

Начнемъ съ п =  1 и предположимъ, что числа R_iy R0 заданы 
произвольно. Если только известны все числа qn , то изъ нашей фор
мулы можно однозначно определить числа Rxt R2, i?3, . . . .

Мы припишемъ числамъ R0 и R_x две пары частныхъ значешй; 

числа R} соответствуюппя первой паре значешй, обозначимъ черезъ:

К -  R„-i с1„-1 + Я (3)

(а)
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числа же, соответствуюпця второй паре значешй R 0 и R _ lt обозначимъ 
черезъ

Q—1> Qo, Qi> Q t, • • ••

Мы положимъ:

Р _ г =  0, Р 0 =  1,

Q_! =  1, <2о =  о;

для обоихъ рядовъ мы будемъ, следовательно, иметь формулы:

Такъ, напримеръ:

Рп =  Рп-Лп-1 +  Р„-2> 
Qn =  Q n - i Qh- i +  Qn-г -

P i =  q, Q i =  i ,

Г , =  ^ t  +  i ,  Q i =  q i-

(5)

Общее же выражеше для j? мы можемъ представить съ помощью чи- 
селъ Рп и въ форме

Р„ =  аР„ +  bQn, (6)

где а  и b суть произвольный числа, не зависящая отъ п г). Въ самомъ 
деле, положивъ

-R—1 =  ^-P_i +  ^ ( 2 _ i =  Ь,

Ro=  +  bQ0 =  й,

мы получимъ съ помощью формулъ (5) и (6) формулу (3). Въ § 76 мы 

встречали уже точно таще же ряды чиселъ Рп и Q n, только теперь мы 
представляемъ себе эти ряды продолжающимися безъ конца.

4. Числа Р п , Q n находятся въ тесной связи съ алгориомомъ (2).

Мы придемъ къ этимъ числамъ, если постараемся выразить х  че
резъ хп, исключая промежуточный числа х 19 х 2, . . хп * *.

4) Авторъ желаегь сказать следующее. Фиксировавъ двумя способами числа
*0 и R—i> мы получимъ два ряда чиселъ (а) и (Д). Выбравъ теперь какъ-нибудь 
■иначе числа и i?0, мы получимъ новый рядъ чиселъ Rn\ но въ этомъ случае 
всегда Кп = аРп -[- bQn, где а и Ь суть некоторый числа, не зависягщя отъ п. 
Это, въ сущности, уже доказано въ § 76, 8; мы предоставляемъ читателю убе
диться въ этомъ самому, темъ более, что это для дальнейшаго значешя не имеетъ.
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Именно, можно показать, что

г. =  Р .* .  +  Рв- г
Q,.x n +  Qn~i

Эта формула при п == 0 даетъ:

а при и =  1 :

_  РоХо + Р _ 1

~ Q ^ + J I Z  = х°'

= 1\х1 +  Р0
Q i - r i  +  Qu

(J)

Такимъ образомъ, если мы будемъ подъ х 0 разум ев то же, что и подъ х , 
то формула (5) при п =  0 и п =  1 справедлива. Положимъ, что она 
справедлива, если заменить п черезъ п — 1 , т. е. что

^п—1Хп-1 Рп—о а

Q n -lXn—l “t" Qn—2

если теперь, согласно последней изъ формулъ (2), сд'Ьлаемъ подстановку 
x n—t =  (ln—i ~ ^ ^ l x n и помножимъ числителя и знаменателя нашей дроби 
на х  , то получимъ соотношен1е (7), которое, такимъ образомъ, дока
зано въ общемъ виде.

5. Помножая первое изъ равенствъ (5) на Qn_v  второе на — Рп_л 
и складывая ихъ, получимъ:

Р»Qn~ г  -  Qnpn- 1  =  - ■  (Р„ - 1  Qn- 2  -  Qn-iPn-o)-

Это значитъ, что ( — l)n(PnQn _ г  — не зависитъ отъ Но такъ
какъ для ft =  0 значешё этой величины есть 1 , то и вообще

P .Q b - 1 - Q .P n - i  =  ( - ! ) " •  (8)

Последнее соотношеше имеетъ большое значеше. Прежде всего мы 
отсюда заключаемъ, что целыя числа Рп и Qn не имеютъ общихъ дели
телей; такой делитель долженъ былъ бы делить +  1 .

6 . Такъ какъ, въ силу нашего предположешя (х  >  1) q) qt1 q2> . . .  
суть целыя и положительный числа, то, въ виду соотношенШ (5), Рп и Qn 
также представляютъ собою целыя и положительныя числа: они соста
влены изъ чиселъ q посредствомъ дейсшй сложешя и умножешя.
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Изъ соотношешй (5) слЪдуетъ дал-Ье, что

Pn>Pn-v Qn>Qn-v (9 )

Такъ какъ Р п и Q n суть целыя числа, то мы отсюда заключаемъ, что 

они, начиная съ Р 0 и Q 0, возрастаютъ неограниченно вместе съ п. Если 
q =  1 , то Р 0 =  Рг ; возрастан1е начинается съ Р г ; для ббльшихъ зна- 
чешй п возможность равенства исключается въ виду соотношений (9). 
Нарасташе отъ Р къ Рп и отъ Q n_ 1 къ Q n темъ сильнее, чемъ больше 

соответствующее число qn__x-

§ 88. Приближенное выражен!е иррац!ональныхъ чиселъ 
при помощи рацюнальныхъ дробей.

1. Изъ формулъ (7) и (8) § 87-го получаемъ:

К  _  __ __ РпХп +  Рп- 1
Qn х  Qn Qnx n +  Q n- i

PnQn-l -  Qnpn- 1 _  ( -  l)n
Q»lQn*» + Qn-1) +  Qn-i) ’

Pn Pn- 1 _  ( -  1)” J Л -l Pn—2 __ ( -  1)П~Х
a  —1 QnQn—1 ^n~l —2 —\Qn—2

pn
—2 Qn—1 a —2

( 1)

(2)

( 3)

Изъ этихъ равенствъ можно вывести следу юння заключешя.

2. Изъ равенствъ ( 1) следуетъ, что ращональная дробь P jQ n 
больше х , если п  есть четное число, и меньше х , если я  есть нечетное 
число.

3. Такъ какъ Q n — QM _ 2  есть положительное число, то изъ ра

венства (3) следуетъ, что дроби

р
1 2 п + 2

С?2п+2

РГ 2п-М ^

Сг«44
(4 )

образуютъ рядъ у б ы в аю щ и х ъ  чиселъ, а дроби

2n—1 2гЦ-1 2я*4“3
С г»-! йгя+г Сгя-|-з

(5)
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образуютъ рядъ во зр астаю щ и х ъ  чиселъ. Согласно п. 2, все члены пер- 
ваго ряда б о льш е х, a все члены второго — меньш е х.

4. Изъ равенствъ (2) слЪдуетъ, что разности между двумя соот
ветствующими членами рядовъ (4) и (5) становятся меньше всякой дан
ной величины, такъ какъ Qn неограниченно возрастаетъ. Следовательно, 

х  п р е д с та в л я е тъ  собой  въ одно и то же время нижнюю границ у  
п ер в аго  р яд а  и верхню ю  границу второго .

Дробь PjQ n называется поэтому п од ходящ ей  дробью непрерыв
ной дроби х .

5. Подходяцця дроби даютъ возможность представлять приближен
ный значешя иррацюнальныхъ чиселъ (или рацюнальныхъ, выражающихся 
съ помощью очень большихъ чиселъ) при помощи рацюнальныхъ дро
бей съ небольшими числителями и знаменателями. Для этого служить 
следующая теорема:

Е сли  м еж ду  двум я п о сл ед о вател ьн ы м и  п о д х о дящ и м и  д р о 
бями Pn_1/Qn_l и PjQn закл ю чен а  д р у гая  р а ш о н а л ь н а я  д р о б ь  
M/N, к о то р ая  п о д х о д и ть , сл е д о в а т е л ь н о , къ х ближ е, ч ем ъ  одна 
и зъ  э т и х ъ  п о д х о д я щ и х ъ  д р о б ей , то  N больш е, ч ем ъ  Qn.

Действительно, если M/N заключается между дробями Pn_i/Qn_l 
я Pn'Qn, то разности

Рп_Рп=Л М К  t 
Qn Qn. N Qn_ ,

имеютъ одинъ и тотъ же знакъ (положительный при четномъ й, отрица
тельный при нечетномъ й), по абсолютной же величине первая разность 
больше второй. Поэтому

( -

а вместе съ темъ (§ 87, (8))

1 и MQn-i -  NPn_x
1)” V r z - S -------- —  >  о,

1

откуда

N > ( -  l )”Q „(M Q n-.i -  NPn_1)-,

а такъ какъ (— 1)Я(М<2Я — NPn_t) есть цЪлое положительное число,
т. е., по меньшей мЪр-fe, 1 , то N >  Qn, что и требовалось доказать.
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Если считать болЪ е п р о с т о й  дробь съ меньшимъ знаменателемъ, 
то предыдущая теорема обнаруживаетъ, что всякая дробь, стоящая къ х  
ближе подходящей, менЪе п р о с т а , чЪмъ эта  п о д х о д я щ а я .

Для примЪра возьмемъ число

jv =  3,14159265359 . .

съ помощью простого дЪлешя получимъ:

q =  3, q x =  7, q2 =  15, </3 =  1,

что даетъ подходягшя дроби

Р1 _ ±  22 Д _ 3 3 3  РА =  355
а  “  1 ’ 0 г ~  7 ’ Q , ~  1 0 6 ’ &  113'

Для сравнешя обратимъ эти рацюнальныя дроби опять въ десятичныя:

у  =  3,14285 , . .

333
Т 0 6

355
113

=  3,141509 . . . 

=  3,14159292 . . .  *).

§ 89. Обращеше квадратныхъ корней въ непрерывный дроби.

1. Посмотримъ, как ъ ‘обращаются въ непрерывный дроби простой- 
пая иррашональныя числа — квадратные корни. Будемъ разуметь подъ D 
ц'Ьлое п о л о ж и т е л ь н о е  чи сло , не представляющее собой полнаго ква
драта. Каждое равенство, содержащее, кромЪ ращональныхъ чиселъ, 

только У Д  влечетъ за собою другое равенство, которое получается изъ 

перваго, если заменить V~D на — Y ~ D . Въ самомъ д-ЬдЪ, такое равенство 

всегда можно привести къ виду Л - \ - В У Т З  =  0] н о  э т о  равенство воз

*) Прекрасное приближеше ff-J дано А др1ан ом ъ  А н т о ш ем ъ  и зъ  М еца 
(Adriaen Anthonisz aus Metz, 1517 — 1607). Какимъ образомъ онъ нашелъ это 
число, въ точности не известно. Въ шньской тетради журнала „Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung* за 1905 г. Г а р ц ер ъ  (Harzer) въ статье 
„О точныхъ наукахъ въ древней Японш" даетъ 27 первыхъ подходящихъ дробей 
для числа я  и 8 первыхъ подходящихъ для числа я г \ онъ указываетъ при этомъ, 
что у  японскихъ авторовъ XVII и XVIII столгЬтМ встрЬчаются не только эти под- 
ходяпця дроби, но также 12-ая и 27-ая.
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можно только въ томъ случай, когда А = В  =  0, ибо иначе мы получили бы
_ д

рацюнальное значеше для У Д  и м ен н о-----^  > что, согласно п. 1 § 24-го,
В

не можетъ кмйть мйста, а потому и А  —  В У D =  0.

2. Приложимъ алгориемъ (2) § 87-го къ числу х  =  У Т ).
Если q есть наибольшее цйлое число, содержащееся въ | / Д  то

0 < ) / ~ D - q < \ ,

и У ~0  — q =  1/ х , ; отсюда

Y =  _ i ______K S + 2 .
‘ V T 5 - ?  Я - ? 2 '

если же положимъ

q =  bt , D  — b1* =  ci ,

TO

„  _ K D  +  ^t 
1 ~

Если есть наибольшее цйлое число, содержащееся въ х и  то изъ 
равенства х г — qx +  1 / х 2 слйдуетъ;

х  _  * _  ^  Су________ __ V D  +  Ьг 2ч
х \ ~  Ь  V D  — (c1q1 — bx) с 2

такъ какъ D  — bt2 +  си  то здйсь

b* =  C1q l - b u

D  — Ь 2
с2 =  — — — = 1 - C t ql2- + 2 b i q i ,

°i

D  — V  =  Ct C2.

г) Умножая въ выраженш — - ----------  числителя и знаменателя на

+  Оч Qx — h)> получимъ: тг-1 ^  ~  ->; разделяя здйсь числителя

и знаменателя на с,, мы приведемъ выражение къ указанному виду, гдй и 
имйютъ значешя, приведенный ниже въ текстй.

§ 89
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3. Положимъ, что соотношения

V D  +  bn
Х п  -----

Сп
и D  — bn =  Cn-lCn, ( 1)

гдй Ьп, £«_i и ся суть ц й л ы я  числа, оказались справедливыми для нйко- 
тораго опредйленнаго п. Докажемъ, что въ этомъ случай и для x n+i  бу- 
детъ существовать такая же формула. Пусть qn будетъ наибольшее цйлое 
число, содержащееся въ х п\ тогда

=  Ч» х 4-1
и потому

Положимъ:

тогда

но

Х„  I « —
Сп

^  Хп-Чп V D - ( c nqn- b n) 

спЧп “  К  = W

1 —
' c S V D  +  b , ^ )

.

D  -  * ;+1

-  ^ + l = D - b l -  clql +  2bncnqn 

и, согласно соотношенш ( 1 ),

=  сп_хсп +  2bncnqn -  clql■

Если поэтому положить

то получимъ:

VT) +  fe
**+1 =

'«+■ 1

Я-И . П _  h2 =  г ГU  °n+l CnCn±V

(2)

(3)

Такимъ образомъ, мы доказали формулу ( 1) въ общемъ видй.

4. Изъ выражений для x ly b t , сх въ п. 2 слйдуетъ неравенство:

0 <
V D - h  ^ V D +bt
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Въ самомъ д'кпЪ, х х >  1 3)j a V~D — bt =  V 5  — q , по опредЪлешю 
числа q, есть положительная правильная дробь; такъ какъ есть цЪлое 
положительное число, т. е., по крайней мЪрЪ, 1, то (У £) — Ьх) / с х есть 
положительная правильная дробь.

Допустимъ, что неравенства

0 < V D ^ K < l < V D + t ,
Сп Сп

(4)

доказаны для какого-нибудь значежя числа п. Если мы въ этомъ пред- 
положенш докажемъ его справедливость для п +  1 , то мы этимъ самымъ 
докажемъ его для всякаго п . Съ одной стороны,

У р +  ьп+ 1 _  .
Си+1 и+1>  ’

слЪдовательно, одно изъ этихъ неравенствъ доказано. Съ другой стороны,

У Р - Ъ п+1

Сп~\-1

D  — bn+i Сп

D  + bn+\) VT5 +  cnqn — bn V D  — bn
Cn 4n

Мы предположили справедливость неравенствъ (4); сл'Ьдовательно, 

( V D  — bn)/Cn есть положительное число, а такъ какъ qnf по меньшей 
M tpt, равняется 1 , то и

0 <
у  Р -  ь,

Сп

<  1 .

?«

Вм-fecrfe съ т-Ьмъ

О <- ~  j <  У Л _ У Л п± ± .
Спг{-1

Неравенства (4) доказаны, такимъ образомъ, для всякаго п.

5. Если мы положимъ для П =  1, 2, 3, . . .

# и —
1 / 5  +  Ьп

Сп
Хп = У  Р  -  ь„

Сп
С5)

ТО

х п =  q»
1------ j лгп = — qn

3) А потому и У Д + А >  1.
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второе изъ равенствъ (5) получается изъ перваго, если заменить 

1п>  на - 1Ю «), что можно сделать согласно п. 1 .

Такъ какъ х п , Хп± х суть неправильный дроби, а х п , , въ силу 
неравенствъ (4), представляютъ собой правильныя дроби, то qn есть 

наибольшее целое число, заключающееся въ хп, и въ то же время наи

большее целое число, заключающееся въ 1/х'п_^х 5), и, стало быть, при 

п >  1 qn_ x есть наибольшее целое число, заключающееся въ 1 / х п. При 

данномъ D целыя числа qn и qn_x, а, следовательно, и числа Хп, { и xn_v 
о д н о зн а ч н о  о п р е д е л я ю т с я  числомъ хп, т. е. числами Ьп и сп 6).

6. Неравенства (4) показываютъ, что Ьп и с п суть положительный 

числа. Въ самомъ деле, они должны иметь одинаковые знаки, такъ какъ 
въ противномъ случае мы имели бы:

У Ъ  -  Ьп У р  +  Ьп 7,
Сп Сп ’

что противоречитъ неравенствамъ (4); кроме того, оба числа не могутъ

быть одновременно отрицательными, такъ какъ тогда и число ( /Z )  — Ъп)1сп 
было бы отрицательными что опять-таки противоречить неравенствамъ (4). 
Въ виду этого неравенства (4) даютъ:

о < Ь п <  У Т ) , сп < У Т )  +  Ьп, о <  с„ <  2 У Т ).

Но такъ какъ Ьп и сп суть целыя числа, то мы отсюда заключаемъ, что 
при заданномъ значенш D существуетъ только к о н е ч н о е  чи сло  п аръ  
з н а ч е ш й , который они могутъ принимать; вместе съ темъ и число х п

§ 89

4) Это становится очевиднымъ, если примемъ во внимаше, что хп переходить 
въ — х9п при замене на — Y D -

5) Ибо предыдущее равенство обнаруживаетъ, что обе разности

1
Х п  Q n И х > Q nх я+1

суть правильныя положительныя дроби.
6) Если даны числа Ьп и сп% то равенство (5) определяете числа хп и х'п> а, 

следовательно, и наибольшая целыя числа, содержащийся въ хи и въ
х п

2 b
V 7) Ибо разность — —  между левой и правой частью была бы положитель-
п с„

нымъ числомъ.
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HMterb только ко н еч н о е  число значений. Следовательно, въ ряду
чиселъ

■̂ 1» *3» Л"4, . . . £6)

должны быть по вторя ющ!еся члены.
Если же х к =  ЛГА._|_И, то, согласно п. 5, и

Xk-i =  хк+п~ 1’ -^4-1 =  л'*+*«-и >

и, следователь но, въ ряду (6) первымъ долженъ повториться членъ 
=  x ,l+v Отсюда сл-Ьдуетъ, что х 2 =  а„+2, * 3 =  х„+3, ■ . рядъ (6) 

распадается на п ер ю д ы :

[л*!> Х%j • • л̂ и], (7)

въ которыхъ уже ни одинъ членъ не появляется больше одного раза. 
Рядъ (6), такимъ образомъ, составленъ изъ б езко н еч н о  п о в то р яю 
щ ихся п е р 1о д о въ . Следовательно, и рядъ

?1> ?2> ?3> • • * ( 8 )

также состоитъ изъ перюдовъ

[?!» 9ъ> lh> • ?„]• ( 9)

Заметимъ, что въ перюде (9) среди чиселъ q одно и то же число 
можетъ повторяться несколько разъ 8). Мы приходимъ, такимъ образомъ, 
къ следующему выводу:

Н еп р ер ы в н ая  д р о б ь , въ ко то р у ю  о б р ащ ается  квад р атн ы й  
ко р ен ь  и зъ  п о л о ж и тел ьн аго  ц е л а го  числа, п е р 1оди чн а. П ер 1од ъ  
н ач и н ается , о д н ако , в сегда  съ  qx 9).

§ 89

8) Въ перюде (7) все числа различны; q( есть наибольшее целое число, со
держащееся въ числе х.; ясно, что xi и ху могутъ быть и не равны, хотя въ нихъ 
и содержится одно и то же наибольшее целое число.

°) Чтобы лучше выяснить это довольно сложное доказательство, укажемъ 
еще разъ обнцй ходъ разсуждешя. Авторъ разлагаетъ число х =  въ непрерыв
ную дробь, следуя общему правилу, указанному въ п. 1 § 87-го. Далее онъ обна- 
руживаетъ, что все полныя частныя хм могутъ быть всегда представлены въ виде 
(1), где Ь и  и си  суть целыя числа (п. 3). Далее доказывается, что каждое число х 
определяетъ однозначно какъ последующее число такъ и предыдущее число
хп_ х. Если поэтому повторится число X;, то вследъ на нимъ должно повториться 
число Х щ ,  а до него должно было повториться число х ._ х. Остается поэтом^до
казать, что въ ряду (6) съ возрасташемъ . индекса непременно повторяется одно 
изъ бывшихъ уже чиселъ. Для этого авторъ доказываетъ, что Ьн и сп суть числа 

В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 24 ....



§ 90. У р а в н е ^ е  П елля.

1. Разсмотримъ теперь подходяипя дроби для 1^1). Такъ какъ Рп 
и Qn постоянно возрастаютъ вм"ЬстЪ съ /г, то они, конечно, не могутъ 
перюдически повторяться.

Согласно равенству (7) § 87-го,

0„+1л',;+1+  Qn'

а такъ какъ x„+ i =  x t =  1: С |/ /Т  -  <7) (§ 89, 6), то

ут , =  (Р»+1 ~  g ^ ,) +  f i,  У '5  
(Q n +i— qQn) +  Q,У  D

Помножая обЪ части этого равенства на знаменателя, получаемъ:

(О + х -  qQ.) V D  +  DQn =  (Р ,+1 -  9Р .) +  р , у э .

Согласно п. 1 § 89-го, это равенство разлагается на два:

О и -i ^ 5

=  Р „+1 - - О . .

Помножая эти равенства на множителей, приписанныхъ сбоку, складывая 
результаты и заменяя Pn Q„+l -  QnPn+l черезъ ( -  1)" (§ 87, (8)), по- 
лучимъ:

P l - D Q l  = { - \ y .  (1)

П.ослЪдняя формула остается справедливой, если заменить п  черезъ 
2 ?г, Зи , 4 п, . . въ этихъ случаяхъ она даетъ:

P l - D Q l = i ,

P l ~ D Q l  =  ( - i r ,

положительныя и не могутъ превосходить первое у D ,  а второе 2 Y~D. ВслЬдств1е 
этого каждое изъ этихъ чиселъ можетъ имЪть лишь конечное число значешй, и. рано 
или*поздно должна повториться какая-либо пара значешй ^  и сй ; а вмЪстЪ съ 
этимъ повторится и число %п.

Идея этого доказательства принадлежитъ Л агранж у.
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Въ самомъ д'Ьл'Ь, при вывода равенства (1), мы опирались только 
на то, что [</15 q.2l . . ., qn]y есть п ер ш д ъ  непрерывной дроби, выра

жающей ] //) . Д*кпо не изменится, если два и три перюда соединить и
считать за одннъ перюдъ.

2. Полученные нами результаты содержать рЪшеше знаменитой за
дачи объ определены цЪ лы хъ ч и сел ь  Т  и U, удовлетворяющихъ
уравнению

Т 2 — D U 2 = 1, 4 (2)

r a t  О  есть данное положительное число, не представляющее собой пол- 
наго квадрата.

Чтобы рЪшить эту задачу, нужно обратить въ непрерывную дробь 

У®. Если и (число членовъ перюда) есть четное число, то уравнеше (2) 
удовлетворяется безчисленнымъ множествомъ чиселъ Т  и U  по формуламъ:

T  =  Pmn, U =  Qmn,

гдt  есть т произвольное u tnoe положительное число. Если же п  есть не
четное число, то въ этихъ формулахъ т  нужно брать четны м ъ. При нечет- 
ныхъ же значен!яхъ т  мы въ этомъ случай получимъ ptmeHin уравнешя:

T 2 - D U *  =  - 1. (3)

Итакъ, уравнеше (2) имЪетъ всегда безчисленное множество p t-  
шешй, a уравнеше (3) HMteTb рЪшешя только въ случаЪ нечетнаго п  *).

Уравнеше (2) называется уравнешемъ Пел ля (Pell).
Значеи1я чиселъ Т и U изм%няются очень неправильно и трудно 

усмотр%ть ихъ связь съ числомъ D . Вычислеше ихъ, — по крайней Mtpt, 
для иебольшихъ значешй Д  — производится довольно просто. Мы уви- 
димъ это сейчасъ на npnw tpt.

3. Примерь:

у ®  =  т/59.

1
х  1 =  -р = ------

V 5 9 - 7  

- 10
Д*о =  ~ = -------

'  У59 -  3

]/59 +  7

_  l/59 +  3 
~  5

9 =  7.

?i =  1 .

Чг =  2-

U )

*) 3atcb, собственно, p t4b идетъ только о рЪшешяхъ, получающихся дан- 
нымъ путемъ, посредствомъ обращешя въ непрерывную дробь. Въ теорш
чиселъ доказывается, однако, что этотъ способъ исчерпываетъ B et ptnieniH  
у р авн еш й  (2) и (3).

24*
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5 l/59 +  7
#3

1 / 5 9 - 7 2

2 1/59 +  7
+  =  2,

\/59 -  7 5

5 /5 9  +  3
+  =  1.l / 5 9 - З 10

10 1/59 +  7
?б =  14,

1^59 -  7 1

1
Oin —  . --- ОС•< •

1 / 5 9 - 7

Итакъ, перюдъ состоитъ изъ шести членовъ:

[1, 2, 7, 2, 1, 14],

а до перюда стоитъ число q =  7.
Согласно соотношешямъ (4) и (5) § 87-го,

Р - 1 0 Р о _  J _  _8
Q-г 1 ’ (Зо 0 ’ Q t -  Г  &  “  1 ’

Рз _  23 Р , _  169 Р 5 _  361 Р 6 _  530
' а -  з ’ а  -  22 ’ а  -  47 ’ а “ " ё 9 "

Значитъ, Т  =  530, U  =  69. Действительно, легко проверить справедли- 
вость равенства:

5302 — 5 9 . 692 =  1.

Приведемъ еще нисколько прилгЬровъ съ ихъ р^шешями, но безъ 
вычислешй:

~]/ D  =  ] / l9  q =  4, п  =  б,

Г  =  170, [ 7 = 3 9 ,  Т 2 — 19 [72 =  1.

]/D =  l/ТОЗ,  ̂= 10, я = 12,
Г  =  227 528, и  =  22 419,

(2)

(3)

Р 2 -  103 и 2 =  1.
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q =  6, п =  2, (4)

T =  37, U=  6, Г 2 3 * * * * * * -  38 и г =  1

YD  =  l/29, 11 СЛ 11 — 5, (5)

T =  70,'

COIILd Т г — 29 и* = - 1 .

Можно выбирать примеры совершенно произвольно; если число D
не превмшаетъ числа 100, то вычислеше не отличается сложностью *).

*) Д егенъ {Degen) вычислилъ таблицу решений уравнешя Пелл я („Canon 
Pellianus", Hafniae 1817). Въ теорш чиселъ Лежандра („Zahlentheorie" 10>, Bd. I,
3 Aufl., 1830, deutch von Maser—1886) находится такая же таблица для всЬхъ значе-
нШ D до 1003. Совершенно неуместно вообще распространенное назваше „урав-
нешя Пелля": Пелль не занимался рЪшешемъ этихъ уравненШ. По мнешю
Энестрема (EnestrOm, „Bibliotheca mathematical 3. Folge, Bd. 3, Leipzig 1902,
S. 204), ошибка произошла потому, что Эйлеръ смЪшалъ двухъ анппйскихъ мате-
матиковъ —Пелля и Браункера (Brouncker). Впервые далъ общее доказательство
разрешимости этой задачи Л агранж ъ (Приложешя къ „Elemente der Algebra" 
Эйлера, 1784 г.); на нЪмецкомъ языке это сочинеше имеется среди „Ostwalds 
KIassiker“ — № 103; издательство „Mathesis" готовить русскШ переводъ этого 
классическаго сочинешя.

10) Подлинникъ носитъ назваше: А. М. Legendre, „Theorie des Nombres", 
Paris 1798.
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Алгебраическое рЪшеше уравнешй 
3-ей и 4-ой степени.

§ 91. Трисекщя угла.

1. Т р и с е к щ ’я у гл а  есть несомненно самая популярная изъ всЪхъ 
геометрическихъ задачъ, приводящихъ къ уравнешю третьей степени.

Чтобы составить соответствующее уравнеше, мы будемъ исходить 
изъ формулы М у ав р а  (§ 51, 8):

/  1 1 \ 3 
I cos —  #  +  г sin —  #  1 — co s#  -|- / s in # .

Возводя въ кубъ и отделяя вещественную часть отъ мнимой, лолучимъ:

/ 1 \ 3 1 / 1 у
co s#  =  I cos —  #  I — 3cos — # 1  sin — #  1 

s in #  =  3 ^ c o s -^ -# ^  s in -^ -#  — ^ s in -^ -# ^

Если положимъ

2 cos —  #  =  x
о

и заменимъ (sin-J-#)2 черезъ 1 — (cos-^#)2, то первое уравнеше при
меть видъ:

х 3 — З х  =  2 cos# , ( 1)



а в т о р о е :

(х 2 — 1) siri #  =  sin Л  
о (2)

Зпачеше cos#  не изменяется, когда аргументъ #  увеличивается или 
уменьшается на 2 jv. Поэтому, кроме #  =  2cos-^#, уравнеше (1) имеетъ 
еще два корня х  =  2 cos ^  (#  +  2 л )  и х  =  2 cos % (#  — 2 jt) * *), или 
х  =  -  2 cos |- ( ^  — # )  и #  =  — 2 cos ( л  +  #)• Итакъ, уравнеше (1) 
имеетъ три  в ещ еств ен н ы х ъ  корня:

о #  о я  -  & л  +  #х 0 =  2 cos — » X} =  — 2 cos — -—  > дг2 =  — 2 cos — -----
О и  о

Изъ уравнешя (2) мы найдемъ соответствую!^ я значешя синуса

. #  s in #  . л  — #  s in#  . я; +  #  sin#
sm Т  =  V - T ’ s ln ~ ~ г ~  =  * y > -  1 ’ sm “ I - . =  “ х 22 — 1 *

Итакъ, если данъ co s#  или, лучше сказать, log cos#, то съ по
мощью логариемическкхъ таблицъ тригонометрическихъ величинъ можно 
вычислить все три корня уравнения (1) съ тою степенью точности, какую 
допускаютъ эти таблицы.

2. Пусть f { x )  =  дг3 — Зд* — 2 cos#. Такъ какъ производная /'(д*) =  
=  Зд?2 — 3, то ея корень х  =  +  1 можетъ быть двукратнымъ корнемъ 
функцш /(дт); для этого нужно, чтобы было c o s#  =  +  1. Тогда f { x )  
имеетъ еще одинъ простой корень х  =  +  2. Этотъ частный случай со
ответствуем тр и с е к ц ш  ц ел о й  о кр у ж н о сти  или п о л у о к р у ж о сти .

3. Изследуемъ теперь, нельзя ли въ более общемъ случае привести 
уравнеше третьей степени къ виду (1) и такимъ образомъ решить его 
съ помощью тригонометрическихъ таблицъ.

Положимъ, что намъ дано уравнеше третьей степени

?  +  A ?  +  B i + C  =  0;

мы можемъ упростить его, положивъ:

#  1*) Если х  =  2со$ у ,  то у  (-V3 — 3.\*) даетъ cos#; если поэтому положимъ 

x=2cos — , то ~  (л3 — Зх) даетъ cos(#4*2я), т. е. также cos#..
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тогда

f  = у % - \ Л у  +  ~  А \  

f  =  у 3 — А у 2 +  - у  А 2 у  — А 3.

После подстановки этихъ выражешй наше уравнеже приметь видъ:

где
у 3 +  а у  =  Ь, ( 3 )

а =  В  — \ а 2,

ь - - - ^ а > + \ а в - с .

Положимъ, наконецъ, х  =  g y , разумея подъ g  неопределенный 
множитель; тогда уравнеже (3) перейдетъ въ уравнеже

x z +  a g 2x  =  b g 3.

Если определимъ g  такъ, чтобы было

a g % =  —  3, b g z =  2 cos# ,

то последнее уравнеже будетъ тождественно съ уравнешемъ (1).
Первому изъ этихъ уравнежй можно удовлетворить вещественнымъ 

значешемъ g  только въ томъ случае, если а  есть о т р и ц а т е л ь н о е  
число. Тогда

ЗамЪтимъ, что знакъ передъ. квадратнымъ корнемъ мы можемъ выбрать 
произвольно; поэтому его можно считать положительными Далее, зна- 
чеже косинуса по абсолютной величине всегда меньше 1; следовательно, 
уголъ #  можетъ быть определенъ только въ томъ случае, если — 27#2/4 д 3 
есть правильная дробь, т. е. если b2/4  <  — а3/27.

Полагая
^  а_ 
4 ‘ 27

мы видимъ, что R  должно быть о т р и ц а т е л ь н ы м ъ  числомъ; вместе съ 
темъ получаемъ:
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Если а >  0, то R , во всякомъ случае, есть положительное число; сле
довательно, предполагая R  отрицательным^ мы гЬмъ самымъ принимаемъ, 
что и а есть отрицательное число; но при отрицательномъ а число R 
можетъ у не быть отрицательными

Взявъ при радикалахъ положительные знаки, мы получимъ опреде- 
ленныя значешя для cos #  и sin'#, которымъ отвечаетъ определенный 
уголъ ■#, содерж ащ ая между 0 и я . Этотъ уголъ при Ъ >  0 заклю
чается между 0 и я / 2, при <  0 — между я / 2 и я .

Опред-еливъ такимъ образомъ уголъ #  при помощи логариеми- 
ческихъ таблицъ, мы найдемъ все три корни уравнения (3):

§ 91

Если b есть положительное число и, следовательно, #  заключено между 
О и я /2 , то углы -^-(я — #), ■£-(я +  '#) все лежатъ между 0 и я / 2;
ихъ косинусы имеютъ поэтому положительный значешя, такъ что у х есть 
положительное, а у 2 и у ъ отрицательныя числа.

4. Для примера возьмемъ кубическое уравнеше;

Положимъ
?  +  f - 4 ^ ; + 1  — 0.

1
* =  - У - ~ з

(чтобы получить положительный коэффищентъ Ь). Для у  получимъ 
уравнеше:

65
2 7 ’

следовательно,

ъ = cos'# =
65

2/13®  ’

lo g c o s$  =  9,840968 3 -  10, =  46°6,7,6",

4 - =  15° 22'2,5", ——— ■ =  44° 37' 57,5", =  75° 2 2 '2 ,5 ”,
3 3 о

logjV, =  0,3650684, JV, =  2,317760,

log ( —jy2) =  0,2331322,. - у % =  1,710536,

l° g ( - J > '3) =  0,7833491 -  1, - j v 3 =  0,607224.
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При этомъ сумма логаривмовъ

logjv, +  log ( jy2) +  lo g ( ~ y 3) =  l ^ g v . i y ’s

должна быть равна логариему свободнаго члена, въ данномъ случай — 
разности log 65 — log 27 =  0 ,3815496 ; сумма же y t -\-y% ~ r y :i должна 
быть равна взятому съ обратнымъ знакомъ коэффищент/ при у 2, въ дан
номъ случай — нулю (§ 70, 1). Эти два обстоятельства могутъ служить 
средствомъ для повЪрки сдЬланныхъ вычисленШ.

§ 92. Формула Кардана.

1. Ptuiem e уравнешя

въ томъ случай, когда

у3 +  ay =  b

R  =
Ь2

+  27 < 0 ’

( 1)

было приведено разсуждешями предыдущаго параграфа къ трисекщи 
угла. Для этого послужили подстановки:

cos# = i l / 4? ’ sin̂  = / ^ ’ у =  2 \/- ^ c o s y t f ,  (2)

изъ которыхъ вытекаетъ:

c o s#  +  z s in $  =  П / — ^  +

co s#  — /s in #

Извлекая изъ обЪихъ частей этихъ равенствъ кубичесюе корни и 
пользуясь въ примЪненш къ л'Ьвымъ частямъ формулой М у авр а , получимъ:

j / ^ ( c o s - ^ #  +  j 's in -^ # )  = y /~  + V  R,
____ __________ 13)

l/ н г (cosТ *  ~  i:si nT =  У \  -  V J -
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Перемноживъ равенства (3) почленно, получимъ:

(4)

н а к о н е ц с л о ж и в ъ  почленно равенства (3), имйемъ:

у  = (5)

Здйсь корень у  представленъ въ видй суммы двухъ корней третьей 
степени изъ мнимыхъ величинъ. Позже мы увидимъ, что въ случай /^ < 0  
корни уравнешя третьей степени никоимъ образомъ нельзя представить 
въ такомъ видй, чтобы вещественные корни у  выражались при помощи 
вещественныхъ радикаловъ. Благодаря этому, въ прежнее время матема
тики называли случай, когда R < 0 ,  неприводим ы м ъ случаемъ уравне
шя третьей степени (casus irreducibilis) *).

2. Если предположить R  полож ительны м ъ, то оба кубическихъ
корня

м'Ью тъ вещественныя значения, а, согласно равенству (4), ихъ произве 
деше есть

Равенство (5) даетъ вещественное значение для у ,  которое и въ этомъ 
случай удовлетворяетъ уравнению (1). Въ послйднемъ легко убедиться 
съ помощью несложной переделки.

Выражение (5) для корней кубическаго уравнения носитъ назваше 
ф орм улы  К ардан а (Cardano).

3. Къ той же формулй рйшешя уравнешя третьей степени можно 
придти прямымъ путемъ, не пользуясь тригонометрическими функщями.

Положимъ для этого

*) Въ выраженш „casus irreducibilis" терминъ „неприводимый" употре
бляется не въ обычномъ значеши этого слова (§ 68).

У =  и  +  V,
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не определяя пока и  w v  ближе. Тогда

у 3 =  и 3 +  3 u2 3v  +  3 u v l +  V3 

=  и 3 +  v3 +  3 uv(u  +  v).

Если у  есть корень уравнения (1), то

и 3 +  v 3/-\- ( 3  u v  +  а) (и +  v)  =  Ь. (6 ;

Этому уравненпо можно удовлетворить, если положить "):

3 u v  =  — а. 

и3 +  v z =  b

Итакъ, намъ извЪстны сумма и произведете двухъ величииъ и ъ и v 3- 
Какъ было выведено въ п. 4 § 50-го,

Соотношеше у  =  и +  V даетъ для у  вновь выражеше (5). Оба ку- 
бическихъ корня и, v> какъ и прежде, связаны между собой уравнешемъ 
3 u v  — — а.

1. Какъ мы уже видели выше, если извЪстенъ одинъ корень урав- 
нешя, то разыскан1е остальныхъ приводится къ р^шешю уравнения низшей 
степени. Кубическое уравнение им^етъ три корня. Если найденъ одинъ 
вещественный корень у х =  и  +  V, то остальные два корня могутъ быть 
найдены изъ к в а д р а т н а г о  у р авн ен тя . Составимъ это квадратное урав- 
неше.

2) Такъ какъ и и v  связаны только уравнешемъ (6), то мы можемъ подчи
нить ихъ еще условш

слЪдовательно,

§ 93. М нимые корн и  к /б и ч е с к а г о  уравнения.

3 uv +  а — 0;
тогда уравнеше (6) даетъ:

и3 -f- v3 = Ь.



381

2. Если функцно у* +  ау~~Ь разделить на у  — у х, то это дЬлеше 
совершается нацело, и мы получимъ (§ 66, 3):

У3 +  аУ -  ь =  {у — г , )  ( / + J 7 , + .V ,2 +  а).

Недостающие два корня кубическаго уравнешя _у2, у г будутъ корнями 
квадраткаго уравнешя:

У2 +  УУ1 + } ’ 2 +  а =  О,
ИЛИ

§ 93

Если подставить въ это уравнеше у х = u - \ - v ,  а =  — Ът), то оно при- 
метъ видь:

+ - j  (и + ^  ]  =  -  4  (м -  w)2>

такъ какъ (и  +  v )2 — 4 u v  ~  (и — V)2* Последнее уравнеше имЪетъ корни:

1 * l/" 3
- ~ 2  (u +  v ) ± - - ^ — ( м - И ;

если для сокращешя положимъ:

^ 1  ± i y ±  _
о “ О )

то, возводя обЪ части посл'Ьдняго равенства въ квадратъ, получимъ:

~  1 -  iV %
( 2 )

такъ что оба корня у 2, у г предложеннаго кубическаго уравнешя полу
чатся въ форм'Ь:

у 2 =  ей  +  el Vj у г =  е2и +  ev. (3)

3. Полученные нами корни (при вещественныхъ и и v, т. е. при 
R  >  0) суть со п р яж ен н ы я  мнимыя числа.

Изъ уравненШ (1) и (2) сл'Ьдуетъ, что е3 =  1, т. е. е есть мнимый 
к о р ен ь  т р е ть е й  степ ен и  и зъ  1. Онъ удовлетворяетъ также квадрат
ному уравнешю

1 + е  +  е2 =  0; (4)

въ частности, кубическое уравнеше х* — 1 =  0 им'Ьетъ, такимъ образомъ, 
корни 1, е, е2.
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1. Значение величины R станетъ яснее, если выразить R  черезъ 
корни кубическаго уравнешя. Пусть, по прежнему,

§ 94 . Д и ск р и м ин ан тъ  к уби ч еск аго  уравнения,

У х  =  и  +  V, у % =  е й - f  e2v , у 3 =  е2 и  +  e v  

Такъ какъ е =  ( — 1 +  V  3 ) /2 ,  в1 =  ( — 1 — i V  3 ) /2 .  то

. 3 i V  3
Т -  —

1 -  е8 =
Уз

> Е s* ■*= / К 3 ;

следовательно,

У1 -  Уг = 4  (« +  ») -  tY  3 ,

JKi -  Л'з =  4  +  v) +  i  ^ 3  •

Перемножая почленно эти равенства, получимъ:

(jVt -  JV*) (jVi -  JVj) =  4 +  4 (M -  ^)2 =  3 (M2 +  *>2 +  MO)-

Наконецъ, перемножимъ это равенство почленно съ равенствомъ:

у  2 — Уз =  г 'К з ( и  — V);

тогда получимъ:

О '* —JVa) (jv, ~jy-i) (jVi — л )  =  К -  27 (и3 -  V3).

Но а3 — v 3 =  2 ]/7?  (§ 92, (7)); сл-Ьдователыю:

(Л  - л )  (л  - л )  (jV, - л )  = 2 = 1/ -  (27^ +  4?1.
Выражение

-D =  (_Уг - : У з ) 2 O ' i - j y 2) a (jVi - : У з ) 2.

представляющее собой квадратъ левой части последняго равенства, назы
вается д и с к р и м и н а н т о м ъ  кубическаго уравнешя. Этотъ дискриминантъ 
равенъ, очевидно, — 4 .2 7  R  (ср. § 70, 6).

2. Если два изъ корней у х, у 2, у 3 равны между собой, то дискри
минантъ равенъ нулю. Обратно, если дискриминантъ равенъ нулю, то 
между корнями y t , у 2у у г имеется два равныхъ. Следовательно, D  = 0



есть  н ео б х о д и м о е  и д о ста то ч н о е  услов1е для того , чтобы  к у б и 
ческо е  у р а в н е ш е  им ело  д во й н о й  корен ь . Въ-этомъ случай
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Если д и скр и м и н ан тъ  D  имЪетъ п о л о ж и тел ьн о е  значение 
(с л е д о в а т е л ь н о , R  <  0), то все  три  корня вещ ествен н ы ; если же 
д и ск р и м и н ан тъ  и м е е тъ  о тр и ц ател ь н о е  значен1е (с л е д о в а т е л ь н о , 
R  >  0), то  уравн ен 1е им'Ьетъ оди н ъ  вещ ественны й и два мни- 
мыхъ корн я .

§ 95. Т ригоном етрическое р е ш е т е  кубическаго уравнен!я.

1. Въ § 91 мы видели, что въ случае R  <  0 нахождеше корней 
уравнешя

у*  +  a y  =  b (1)

приводится къ трисекцш угла и въ виду этого производится съ помощью 
тригонометрическихъ таблицъ. Но и при R  >  0 можно пользоваться три
гонометрическими таблицами; это облегчаетъ решеше уравнешя.

Мы можемъ при этомъ считать свободный членъ b п о л о ж и тел ь
н ы м и  Въ самомъ деле, чтобы найти корни уравнешя у 3 +  а у  =  — Ь, 
достаточно переменить знаки при корняхъ уравнешя у 3 +  а у  =  Ь. Та- 
кимъ образомъ, намъ остается только различать два случая, когда а >  0 
и когда а <  0.

2. При положительномъ а мы полагаемъ

4- j / f P w
и, согласно п. 3 § 92-го, получаемъ:

“ =  ] /  У  27 (COtĝ  + ш )  = ] / т ] / ’
»= iУ У  ¥7 (cotĝ  - i i ^ ) = - у Ч  I
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у  =  u  +  v  =  y r - f - ( V " - r
+  cos#
sin#

\ Y  1 — cos 9 -\ 
* sin# /

Положивъ теперь

мы найдемъ:

Формулы (2), (3), (4) даютъ возможность вычислить значеше у  съ 
помощью тригонометрическихъ таблицъ.

3. При отрицательномъ а положимъ:

Ъ_
2 У - Я Ш Г (5)

/  ~lY  1 +  COS'!?’ , 1Z  1 — cos# \
v  s i n #  +  ' sin# /

t g T  =  (tgf )  ’

У  =
а 1
3 s\nq>

Возьмемъ следую щдй прим'Ьръ:

се)

<7)

У  -  Ь  = 2,

по семизначнымъ таблицамъ получимъ, что у  =  1,769292, при чемъ 
только послЪдшй десятичный знакъ не вполне надеженъ *).

*) Богатый матер1алъ для упражнешй даегь Е. Лампе (Е. Lamp?) въ при
ложении къ годичному отчету (Programm) Луизенштадскаго высшаго реальнаго 
училища въ Берлин^. „Задачи на р'Ьшеше уравнений высшихъ степеней изъ области
геометрш и механики“ („Geometrische und mechanische Aufgaben zur numerischen Auf- 
losung von Gleichungen hoherer Grade**. Ostern, 1885. Gaertners Verlagsbuchandlung).
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1. P tm eH ie  уравнешя ч етв ер то й  степ ени  можетъ быть приведено 
къ р-Ьшешю н^котораго уравнешя третьей степени. При этомъ, следуя 
Э й леру , можно достичь цели съ помощью способа, аналогичнаго тому, 
который мы применяли при р-ЬшенШ уравнешя третьей степени *).

Точно такъ же, какъ уравнеше 3-ей степени, общее уравнеше 4-ой 
степени

у4 +  Лув +  By2 +  Су +  D =  О
подстановкой

§ 96. Р1>шен1е уравненШ  ч ет в ер той  степ ен и .

приводится къ более простому виду, не содержащему члена съ неизве
стной въ третьей степени:

х 4 +  а х 2 +  Ъх +  с = 0; (1)

коэффищенты а, Ъ, с очень легко выразить въ коэффищентахъ А , В, С, D. 
Разложимъ теперь х  на три слагаемыхъ; именно, положимъ:

2 х  =  и +  v  +  ги.
Тогда

4 х 2 =  и 2 +  v2 +  ги2, +  2 ( i i v  +  vzu +  гии),

1 б х 4 — (и 2 +  v 2 +  ги2)2 +  4 ( и2 +  а2 +  гс2) (мг/ +  г'гс +  гии) +
+ в4 (w2^2 +  v 2zu2 +  w 2u 2) +  8 иг/гс (w +  © +  zv).

Подставивъ эти выражения въ уравнеше (1), получимъ:

(;и2 +  v 2 +  ги2)2 +  4 (яр +  vzu +  гем) (и2 +  v2 +  zv2 +  2a)  +
+  4я (м2 +  a2 +  ге2) +  8 (u v w  +  b) (u  +  v  +  zu) +

+  4 (м2е2 +  v2w 2 +  w 2u2)  +  16c =  0.

Мы упростимъ наше уравнеше, если подчинимъ и, V и ги услов1ямъ:

и2 +  г;2 +  ге2 =  — 2#, (2)

u vzu  — — Ь. (3)
Оно приметъ тогда видъ:

4 (u 2v 2 +  v 2zv2 +  zv2 и2)  +  4 д (и2 +  е2+  ze2) +  (и2 +  v 2 +  zc2)2 +  16 с =  0;

* *) Euler, „Vollstandige Anleitung zur Algebra“. Zweiter Teil, erster Abschnitt,
Nr. 15.

В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 25
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въ виду же соотношешя (2) оно еще более упрощается:

u2v2 ~\~v2w2 + w2n2 — а2 — 4 с* (4)

Если z  есть неопределенная величина, то изъ равенствъ (2), (3) и (4) 
вытекаетъ тождество:

(Z — и2) ( z  — v 2) ( z  — w 2) =  z3 +  2а^2 +  (a2 — 4 c ) z ~ b 2,

t . e. u2y v2 и w2 суть корни кубическаго уравнешя:

Zz +  +  (a2 — 4 c ) z ~  b2 =  0, (5 )

(§ 70, 1). Обозначимъ корни этого уравнешя черезъ Z\> Zi и 7з5 тогда

u  =  V i x ,  v  =  V & ,  w  =  V Z -  (6)

Знаки передъ этими радикалами не вполне произвольны; въ виду 
соотношешя (3) знакъ одного изъ нихъ определяется знаками двухъ дру- 
гихъ. Итакъ, имея въ виду равенство ] V~Z% =  — Ъ, мы получимъ 
четыре корня заданнаго уравнешя въ виде:

^х \ =  V~\\ +  V~Zz +  V  Zz >

2х 2 = V 7 t - V b - V b '

2 х г = -  V b  + V~b -  V

2 x4 =  -  V b  -  V b  +  V b -

Уравнен1е 3-ей степени (5) называется кубической резольвен
той даннаго уравнеш я четвертой степени. Такъ какъ Zi Ẑ Zb = 
всегда представляетъ собою положительное число, то здесь могутъ иметь 
место три случая:

1) ^2 » Zb> СУТЬ вещественный положительныя числа; тогда урав- 
неше четвертой степени имеетъ четыре вещ ественныхъ корня.

2) Два изъ корней уравнешя (5), — скажемъ, ^2 и ^3, — имеютъ 
отрицательный значешя, а трет!й Z\ — положительное. Въ этомъ случае 
все четыре корня хх, х2, х3> х4 представляю тъ собой мнимыя 
числа, при чемъ хх и х2, х3 и х4 суть числа, попарно сопряженныя.

3) Уравнеше 3-ей степени (5) имеетъ два сопряженныхъ мнимыхъ 
корня, — скажемъ, ^2 и . Такъ какъ въ этомъ случае произведете ẑ Zb 
есть число положительное, то и Z\ должно быть положительнымъ числомъ. 
Определимъ знаки при квадратныхъ корняхъ такъ, чтобы и V~z3 
имели сопряженныя мнимыя значешя.

Тогда хх и х2 будутъ вещественныя, а х3 и х4 — сопря^кенныя 
мнимыя числа.

§ 96
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§ 97. Д искрим инантъ уравнения ч ет в ер той  степени.

1. По коэффищентамъ уравнешя (1), не решая его, можно опреде- 
лить, какой изъ указанныхъ трехъ случаевъ будетъ иметь место.

Съ этой целью составимъ сначала разности:

Л J — - Л*2 =  *4" # 3 Я?4 =  2̂ У  *13 »
х { -  х 3 =  V  ̂  +  V & , * i — =  V й  — У  >

Л', -  л-4 =  У 1̂ +  У & ,  * *  -  Л'з =  У ^  ~  У & -

Перемножая между собой эти равенства, получимъ:

( * 1  -  Х 2 )  (я , -  Я'з) ( я ,  -  Я 4) (х3 -  яг4) ( я 2 -  Я-4)  ( я 2 -  А'з) =

=  ( ь  -  ъ )  (у  -  У  с& -  fc)-

Квадратъ этой величины называется ди скри м и н ан том ъ  уравнешя 
четвертой степени. Онъ представляетъ собою симметрическую функщю 
корней х и  х<ь, х 3> х 4 и, следовательно, согласно § 70, выражается ра
ционально черезъ коэффищенты а, b, С.

Н е о б х о д и м о е  и д о стато чн о е  условхе для того, чтобы  у р а в 
нение ч етв ер то й  степ ен и  им ело  кратны е корни, со с то и тъ  въ 
т о м ъ , что д и скр и м и н ан тъ  д о лж ен ъ  быть р авен ъ  нулю.

2. Соотношеше (1) заключаетъ въ себе теорему: дискриминантъ 
.уравнешя четвертой степени равенъ дискриминанту его кубической ре
зольвенты. Чтобы образовать дискриминантъ кубической резольвенты, 
унужно по правилу, указанному въ § 94, предварительно подстановкой

2д

освободить его отъ члена, содержащаго неизвестное во второй степени. 
Какъ мы видели въ п. 3 § 91-го, мы получимъ тогда для у  кубическое 
уравнеше:

у  +  А у  +  В =  о,

гд-Ъ

А  =  -

2 я 3 8ас  ,
B  =  - w + - r ~ b '

Дискриминантъ этого уравнешя

D =  -  27 В 2 - 4  Л*
25*
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представляетъ собой также дискриминантъ уравнения четвертой степени. 
Если мы выполнимъ вычисления и выразимъ дискриминантъ въ коэффи- 
щентахъ даннаго уравнешя четвертой степени, то получимъ:

D  =  16а 'с  — 4 аьЬ2 -  128а * *с2 +  144асЬ г +  256с3 -  2 7 ЬА.

3. Посмотримъ теперь, какъ съ помощью дискриминанта разли
чаются упомянутые три случая. Замктимъ прежде всего, что случай (3), 
когда уравнеше четвертой степени имкетъ два вещественныхъ и два мни- 
мыхъ корня, вполне характеризуется ткмъ, что дискриминантъ D  им'кетъ 
о т р и ц а т е л ь н о е  значение 3).

Намъ остается установить различ1е между случаями 1) и 2), т. е. 
между случаемъ, когда вс*к корни вещественные, и ткмъ случаемъ, когда 
век корни мнимые. Въ обоихъ случаяхъ D  >  0. Въ первомъ кубическая 
резольвента им'кетъ три положительныхъ корня, во второмъ — одинъ поло
жительный и два отрицательныхъ.

Изъ резольвенты (5) § 96-го по теоремамъ § 70-го получимъ соот- 
ношешя:

— 2 д  =  ^  1 + ^ 2  +  

а2 -  4с =  ^  +  Ы з',

если век три величины и ^3 положительны, то

а < 0 ,  д2 — 4 с > 0 .

Докажемъ теперь, что эти два услов1я вмкегк съ услов1емъ D  >  0 до
статочны для того, чтобы уравнеше четвертой степени имкло четыре 
вещественныхъ корня.

4. П роизведете =  № есть число положительное; поэтому,
если D  >  0 4), то возможны только два случая: либо век три корня 
^ i, кубической резольвенты положительны, либо два изъ нихъ
отрицательны. Положимъ, что ^  а , ^3 =  — £3, гдк и £3 суть
положительный числа.

Если а <  0, то, согласно первому изъ равенствъ (2),

^  i ,  i,>

b f a  +  i b i X i b  +  iz )2,

+  i , )  -  i d ,  >  1з2 +  i , 2 +  i d ,  >  о

(2)

(3)

3) Ибо въ этомъ и только въ этомъ случак соотвктствующее уравнеше 
третьей степени имкетъ два мнимыхъ корня (§ 94, 2).

*) Такъ что к.\9 Кл и Кг СУТЬ вещественный числа.



и, следовательно,

i l  ( v 2 +  fc) +  Ы з  <  °. а2 -  4с <  о.

Итакъ, въ этомъ случай либо а ^  0, либо а2 — 4с <  0, т. е. усло- 
eia (2) не выполняются. Следовательно, эти услов1я (2) характеризуют 
первый случай. Если £, а, следовательно, и одинъ изъ корней ^2, ^3 
обращаются въ нуль, то наши разсуждешя все-таки остаются въ силе.

5. Если D  =  0, то кашя-либо две изъ величинъ ^ , ^2, ^3 равны 
между собой. Пусть ^2 =  ^3; допустимъ сперва, что ^2 и не равны
нулю. Вместе съ гЬмъ ^  должно быть положительнымъ или, по крайней 
мере, не отрицательнымъ числомъ, такъ какъ произведете =  Ь2
не можетъ быть отрицательнымъ числомъ. Тогда

2 a'i =  V^i  +  2У~^, 2хг =  Vfc — 2 У ^ 2,

2 х 3 =  2 х 4 =  —  У ^  •

Уравнен1е четвертой степени имеетъ въ этомъ случае двойной веществен
ный корень; два же друпе корня х х и х 2 будутъ либо также веществен
ными, либо мнимыми сопряженными, смотря по тому, представляетъ ли 
собою отрицательное или положительное число. Ясно, что неравенства
(3) являются необходимымъ и достаточнымъ услов!емъ, чтобы уравнеше 
четвертой степени имело исключительно вещественные корни.

6. Въ частности, подъ это условге подходитъ случай, когда
*1 =  Ь  =  >  0. Тогда

Х\ ~  ~2 У  1̂» %  =  Х$ =  #4 =  2~

т. е. уравнеше четвертой степепени въ этомъ случае имеетъ корень 
третьей кратности. Необходимое и достаточное для этого услов1е выра
жается равенствомъг

I 3 +  2 а ?  +  ( а 2 - 4 с)% — b2 =  ^ ) 3 5),

откуда
3^ =  — 2а, З^2 = а2 — 4с, t f  = b2\

исключивъ ^ , получимъ:

а2 +  1 2 с  =  0, 8 а 8 +  2 7 й 2 = 0 .

5) Это соотношение должно иметь место тождественно относительно
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7. Если т0

х \ ~  Л *2 =  ~2 ^  ^  ’ х  3 =  л 1 =  ~2 ^  ^  *

т. е. ypaBHenie четвертой степени имЪетъ д ва  д в о й н ы х ъ  корня. Эти 
корни представляютъ собой вещественный или мнимыя сопряженныя числа,, 
смотря по тому, есть ли ^  положительное или отрицательное число. 

Услов1я, соотв^тствующ1я этому случаю, выражаются равенствами:

b = 0, а2 — 4с =  0;

^  есть отрицательное или положительное число, смотря по тому, пред- 
ставляетъ ли собою а положительное или отрицательное число. Если,, 
наконецъ, ^  ^  ^  =  0, то

а =  0, а2 — 4с =  0, b = 0,

и уравнеше четвертой степени имЪетъ четыре равныхъ корня; общее 
значеше этихъ корней есть нуль 6).

§ 98. Группа уравнен!я четвертой степени.

1. БолЪе глубоюя основашя, вслЪдсше которыхъ уравнешя чет
вертой степени приводить къ кубической резольвент^, заключаются въ 
свойствахъ группы перестановокъ изъ четырехъ элементовъ (§ 56, 6). 
Эта группа, какъ мы видели, состоишь изъ 24 перестановокъ. Если мы 
условимся разуметь подъ элементами этихъ перестановокъ четыре корня 
х и  х 2, х 3, х 4 уравнешя четвертой степени, то с и м м е т р и ч е с к о й  ф унк- 
u ieft этихъ корней будетъ такая, которая остается тождественно равной 
самой себЪ при  всЪ хъ п е р е с т а н о в к а х ъ . Такая функщя выражается 
ращонально черезъ коэффищенты уравнешя четвертой степени. Если 
между корнями x lf  х 2, х ъ, х 4 не существуетъ какихъ-либо особыхъ со- 
отношенШ, то симметричесшя функщи суть единственный, обладаюиця 
этимъ свойствомъ 7). Въ самомъ д'кпЪ, принимая во внимаше, что коэф
фищенты уравнешя суть основный симметричесшя функщи, т. е. что

6) Можетъ показаться страннымъ, что въ томъ случай, когда всЪ четыре 
корня уравнешя четвертой степени равны, они необходимо равны нулю; но нужно 
имЪть въ виду, что здЪсь идетъ рЪчь объ уравнеши, приведенномъ къ виду (1) 
§ 96-го.

7) Это значить: симметричесюя функщи суть единственный, которыя выра
жаются въ коэффищентахъ ращонально, каюя бы значешя ни имЪли количества
dXl а2, йзг д4.
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— a1 =*xl +  x2 +  *g +  * 4,

a2 =  *i X2 + Xxxz 4- *t*4 + *2*3 + *2*4 + *3*4,
Ct$ *4*2*3 ~f“ * 4* 2*4 * 4* 3*4 “j” * 2* 3* 4,

= * 4  *2 * 3* 4,

мы отсюда заключаемъ обратно, что всякая рацюнальная функщя этихъ 
коэффищентовъ есть въ то же время симметрическая функщя величинъ 
* 1, * 2, *з» * 4» которыя представляютъ собой корни уравнешя четвертой 
степени

* 4 +  ахх ъ +  й2* 2 +  агх  +  аА =  0. О )

Э та гр у п п а  и зъ  24 п е р е с та н о в о к ъ  назы вается  гр у п п о й  Га
луа о б щ а го  у р а в н е ш я  ч етв ер то й  степени.

2. Въ этой группа, какъ было показано выше, содержится группа 
ч етн ы хъ  п е р е с т а н о в о к ъ , состоящая изъ 12 элементовъ. Существуютъ 
функцш, остаюнцяся безъ перемЪнъ то л ь ко  при четныхъ перестановкахъ. 
Таюя функцш называются зн ако п ер ем ен н ы м и , а самая группа четныхъ 
перестановокъ поэтому тоже называется зн ак о п ер ем ен н о й . Примеромъ 
такой функцш можетъ служить произведете разностей:

Р  =  (xt -  х г) (xt -  х ъ) {хх -  *4) (Xj -  х 3) (хг -  х4) (х8 -  х4),

квадратъ, котораго есть дискриминантъ. Эта функщя меняетъ знакъ, если 
произвести одну какую-нибудь транспозищю (§ 53, 1), напримеръ, заме
нить другъ другомъ я , и * 2, и принимаетъ прежнее значеше, если сде
лать две или, вообще, четное число транспозицШ 8).

3. К аж дая ц е л а я  ф у н к ц 1я Q  о тъ  п ер ем ен н ы х ъ  Х%, * 2, . . *„,
к о т о р а я  не м е н я е тс я  при п е р е с т а н о в к а х ъ  зн а к о п е р е м е н н о й  гр у п 
пы, вы р аж ается  р аш о н ал ь н о  ч ер езъ  ко эф ф и ш ен ты  av  а2, Я8, О» 
и п р и в е д е н н у ю  вы ш е ф у н к ц ш  Р.

Положимъ, что такая функщя Q t при какой-нибудь транспозищи,— 
напримеръ, (x i9 * 2), — переходитъ въ Q2. Въ такомъ случае Q2y въ свою 
очередь, после вторичной транспозищи какихъ-нибудь двухъ элементовъ

8) Чтобы вполне уяснить себе какъ этотъ пунктъ, такъ и дальнейшее, нужно 
отдать себе полный отчехъ въ значенш терминовъ, которые авторъ употребляетъ. 
Мы имеемъ функцш F(x1),х2, х3, . . . ,  хп). Подъ знакомъ функЩи F  здесь стоять 
переменныя въ последовательности, соответствующей основной перестановке 
E*=xlf xit х3, . . . ,  хп. Если мы, однако, заменимъ перестановку Е другой переста
новкой 5 =  xtW *  х9\  ...» хп\  т. е. произведемъ въ функцш с у б с т и т у ц т , ве
дущую отъ перестановки Е къ перестановке S, то мы получимъ функцш
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переходить въ Q i 9). Вообще, функщя эта не можетъ иметь другихъ 
значешй, кроме Q t и Q 21 такъ какъ каждая нечетная перестановка по
лучается изъ четной помощью од н ой  транспозиции Следовательно, 
Qi  +  0 »  есть симметрическая функщя. Разность же Q i ~  0-2 меняетъ 
знакъ, если переставить х х и х 2, и потому равна нулю при х\ =  х2. 
Поэтому Q t — Q 2, какъ целая функщя отъ х \ , делится на х\  — х 2 и 
точно такъ же и на остальныя разности х х — х ЪУ х г — х±, . . т. е. на 
произведете Р. Частное ( Q t - -  Q 2)/P  опять представляегъ собой симме
трическую функщю.

§ 98

F(S)  =  F(xt9, х2', хп'), которая иногда совпалаетъ съ первоначальной функщей
а иногда отличается отъ нея.

Пусть, напримеръ,

F{E)  =  F(xlf х2, х3, х4) =  xt +  х2 +  х3х4.

Если перестановка S = х2, хх, х3, х4 = (xt , х2), то

F(S) =  F ( x 2, xlf х ,, х4) =  х2 +  xt +  лугу

Если перестановка Т  =  *у х2, х4, х3 =  (х3, х4), то

F(T)  =  F(xt у x2f х4, х3) =  хх -f- * 2  “h 4̂ 'Tg.

Точно такъ же

F(ST)  =  F ( x 2 , xlt  x4, x3) =  x2 +  x, - f  x4v3.

Ясно, что наша функщя при перестановкахъ S, Т  и S T  имеетъ то же зна
чение, что и при перестановке Е. Но при перестановке R — хг , х3, х2, х4 =  (х2, х3) 
она получаегь уже другое 3Ha4eHie:

F(R) =  F(xx у х3, х2, х4) =  хх -}- х3 -)- х2 х4.

При такихъ услов1яхъ говорятъ, что наша функщя не м еняется  при пе
рестановкахъ 5, Ту S T  и м еняется при остальныхъ перестановкахъ, — напри- 
меръ, при перестановке R.

Если мы въ функции Р, приведенной въ тексте, произведемъ ^какую-либо 
транспозищю, — напримеръ, (х1# х2), то получимъ:

Р (х2, Xj, Xg, х4) =  (х2 х2) (х2 х3) (х2 х4) (х4 Xg) (Xj х4) (х8 х4) =  Р.

Функщя меняетъ знакъ при каждой транспозищи, а потому остается безъ 
изменешя при четныхъ перестановкахъ и меняетъ знакъ при нечетныхъ.•«ouq

Чтобы понять дальнейппя примечашя, нужно заметить следующее.
Пусть F(x t , х2, . . . ,  хп)  будетъ некоторая функщя отъ переменныхъ х-, а 

R — некоторая перестановка. Положимъ далее, что F(R) — Ft {xlf . х2г . хп), a S 
есть другая перестановка. Если мы теперь въ функщи Ft  произведемъ субститущю, 
ведущую отъ перестановки Е къ S, то это все равно, что въ функщи F  произвести 
субститущю, ведущую отъ Е  къ перестановке RS. Иначе:

Если F(R) = Ft (xl t  х 2, . . х п), то F(RS)  =  Ft (S).

fl) Потому что две транспозищи, по услов1ю, не меняютъ функщи Qt .
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Если положимъ P = V D ,  то D  есть дискриминанты Вместе съ тЪмъ

Qt +  Qz =  2 Д  Q1- Q % = *BVd .

где А  и В  суть рацюнальныя функции коэффищентовъ; следовательно,

Q , = A  +  B V D ,

что и требовалось доказать 10).

4- Въ группе 24 перестановокъ заключается группа изъ 8 переста- 
новокъ G x (§ 56, 6):

§ 98

10) Изложимъ это доказательство подробнее.
По услов1*ю Qi(xlf x2i . . . .  х }1) есть знакопеременная функщя, т. е. она не 

меняется при четныхъ перестановкахъ, такъ что, если R есть четная перестановка, * 
то Qt (R) =  Qx.

Пусть теперь S будетъ нечетная перестановка. Въ такомъ случае £ ,(£ ) 
представляетъ собой некоторую другую функщю Qx. Покажемъ теперь, что при 
всякой другой нечетной перестановке Т  функц!я jQ1(7') также равна Qx. Въ са- 
момъ деле, мы всегда можемъ найти перестановку V, удовлетворяющую условш 
Т  = VS. Такъ какъ Т  и S суть нечетный перестановки, то V есть четная пере
становка. Поэтому Qt(V) =* <2i и, следовательно, Qx(VS) =  Qt (S) ; или иначе: 
Qt(T) = Qt ( S ) ^ Q 2.

Итакъ, наша функщя при всехъ четныхъ перестановкахъ имеетъ значеше <2t , 
а при всехъ нечетныхъ — значеше Q2.

Легко видеть, что функщя Qx, въ свою очередь, при четныхъ перестанов
кахъ остается безъ изменешя, при нечетныхъ же переходить въ Qx. Въ самомъ 
деле, если R есть четная, a S нечетная перестановка, то &  (5) =  Q% а потому 
Q2(R) = Qt(SR), но такъ какъ SR также представляетъ собой нечетную переста
новку, то Q±[SR) =  Qit а потому Q2(R) =  Q2. Напротивъ, <2а(5) =  fii(J5); а такъ 
какъ SS  есть четная перестановка, то Qt{SS) = Qlf а потому Q2(S) =  Qx.

Итакъ, функщи Qt и Q2 не изменяются при четныхъ перестановкахъ и пе- 
реходятъ одна въ другую при нечетныхъ перестановкахъ. Поэтому функщя Qx +  Q% 
не изменяется ни при четныхъ, ни при нечетныхъ перестановкахъ.

Если мы теперь въ функщи Qx — Qx заменимъ xt на *2, т. е. произведемъ 
транспозицию {хх, х2), то'она перейдетъ въ <2а — Qt> т> е- переменить знакъ. Но 
если хх =  ха, то это замещеше не должно изменить функции; поэтому при х, =  ха 
функщя Qt — Q2 обращается въ нуль. Отсюда, какъ указано въ тексте, заклю- 
чаемъ, что функщя Qx — Q7 делится нацело на Р. Если мы теперь разсмотримъ

частное ^  р  , то при чётной перестановке какъ числитель, такъ и знамена

тель остаются безъ изменешя; при-нечетной перестановке числитель и знаменатель 
меняютъ знаки; поэтому частное не изменяется ни при какой перестановке.

Итакъ, Qt +  Qi и суть симметрически функщи отъ хх, х2, . . хп;

поэтому оне выражаются рационально въ коэффищентахъ ах, я2, ait. Эти две 
функцш и обозначены въ тексте черезъ 2 А и 2В.
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Gi =  (1), (1, 2) (3, 4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3),

(1, 2), (3, 4), (1, 4, 2, 3), (1, 3, 2, 4).

Каждую изъ этихъ перестановокъ соединимъ последовательно съ 
двумя перестановками, не входящими въ эту группу, — скажемъ, съ пе
рестановками

.(1, 4) и (1, 3).

Если, соединяя перестановки группы G x съ перестановками (1 ,4 )  и (1, 3), 
мы будемъ ставить послЪдшя на второмъ месте, то получимъ слЪдуюиня 
две системы перестановокъ:

G*

G3

=  (1 ,4 ) , (1 ,2 , 4, 3), ( 1 ,3 ,4 , 2), (2, 3), (1, 2, 4), (1 ,4 , 3), (2, 3, 4), (1 ,3 , 2); 

=  (1, 3), (1 ,2 , 3 ,4 ) , (2 ,4 ), (1 ,4 , 3, 2), (1, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 4, 2), (2, 4, 3).

, Въ системахъ G xt G 2 , G 3 , взятыхъ вместе, заключаются все 24 переста
новки (§ 56, 4). G* и G3 не могутъ быть названы группами въ собственномъ 
смысле этого слова, такъ какъ результатъ соединешя двухъ элементовъ, 
положимъ, изъ системы G 2 , не всегда содержится въ G 2 . Поэтому си
стемы G 2 и G 3 называются относительно группы G x ея с о гр у п п а м и .

Если у х есть функцм переменныхъ х х, х 21 х ъ, х 4, которая не ме
няется при перестановкахъ G x, то при всехъ вообще перестановкахъ она 
можетъ принимать только три значешя у х, у 2У у 3 11). Основныя симметри
ческая функцш jy-овъ:

~  Д  = У \  + У 2 +Уз>

Л  =  У х У -1 + У 1 У 3  + У 2 У 3 ,

-  Л  =У\УгУз
представляютъ собой симметричесюя функцш отъ х  и поэтому выра
жаются рацюнально черезъ коэффишенты уравнешя четвертой степени* 
Количества же у х, у 2, у 3 суть корни уравнешя третьей степени

У3 + А ху 2 + Л 2у  + А д =  0. (2)

Каждое такое уравнеше называется к у б и ч е с к о й  р е з о л ь в е н т о й  
уравнешя четвертой степени ( 1).

11) Если мы въ функцш у1 заменимъ ху, х2, х3, хл перестановкой, входящей въ 
составь группы то она не изменяется. Если-мы въ ней заменимъ хх, хг, хя, 
какой-либо перестановкой согруппы G2, то это все равно, что заменить xt, х2, х3, *4 
некоторой перестановкой группы Gt (отчего функШя не изменится), а потомъ про
извести транспозишю (х2, *4); мы получимъ функщю уг; точно такъ же, если мы 
заменимъ xt, х2, х3, xt какой-либо перестановкой согруппы G3i то мы получимъ 
одну и ту же функшю у3.
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Если функщя у х не изменяется при перестановкахъ группы G, и 
им^етъ три значешя, то говорить, что она принадлежитъ группе Gy.

5. Функцш,. принадлежавши группе могутъ быть составлены
многими способами. Вместе съ темъ и уравнение четвертой степени можно 
решить различными пр!емами. Эйлеръ пользовался функшей

\1 “  Т (Ху Х2 X* Х4)2,

которая, очевидно, не меняется при перестановкахъ группы G1? а при 
перестановкахъ согруппъ G2 и G3 переходить соответственно въ функцш

= i  Сг 1 х2 -[- х3 х4)2,
\3 =т(Х1~Х2- Х ь + ХА)2.

Если известны три корня кубической резольвенты 12), то, чтобы опре
делить корни х} остается только извлечь квадратные корни изъ этихъ 
трехъ величинъ; корни эти связаны соотношешемъ:

У ь  У ь У ь  =  - ь .

6. Между функщями, принадлежащими группе Gi, есть еще более 
простая, именно:

Ух =  ххх2 +  дгааг4;

при перестановкахъ согруппъ G2 и G3 она переходить въ

У г  =  х  1* 9 +  х %х 4,

jV3 = ХуХ4 + Х2х3.

Для этого случая коэффищенты Аи А2, Аг> какъ симметричесшя функщи 
легко вычисляются. По обозначешямъ § 70-го и § 71-го

-  А х  =  У х  + у 2 + У з  =  2 х хх 2 =  а 2 ,

А  = У1 У2 +JV1JV3 +JV2 JV3 =  2 Xl**2*Z =
=  2хх 2х4х2х3 4л1л2лзл-1 агаъ 4#4, 

“  Аъ =  УхУчУъ =  2xt*x%х3х4 + 2xt2x22x32 =
=  х {х2х3 х42хх2 +  (2ххх2х3)2 — 22x12x22XqX4; 

но
2 х х2х ^ 2 х 3х 4 Хух 2х 3х 42  х | х 2 а 2а 4 ,

1 х у 2 =  ( 2ху)2 — 2 2 х хх 2 =  а х2 — 2 a 2i

§ 98

,l) Эта резольвента и есть уравнеше (5) § 96-го.
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и, следовательно,

— Л 3 =• a t* a A +  а 32 — 4д2а4.

Итакъ, кубической резольвентой въ данномъ случае служить ypaBHeHie:

у ъ —  а гу 2 +  ( а ^ з  -  4a4)jv +  4 даа4 — ^ 2а4 — я32 =  0. (3)

Это уравнеше несколько упрощается, если самое уравнеше чет
вертой степени задано въ упрощенномъ виде, т. е. если а{ = 0.

7. Положимъ въ уравненш (3)

З у  = t  +  а2;

тогда членъ, содержаний неизвестное во второй степени, обратится въ 
нуль. Путемъ простыхъ вычислешй мы получимъ кубическую резольвенту 
въ виде функцш отъ I:

td- 3 A t ~ B  = 0. (4)

Здесь для сокращешя положено:

А  =  — 3 а ха ъ +  12 я4,

В  =  2 7 а 12а 4 +  2 7 а г2 +  2 а 2ъ — 72 а 2а 4 — 9 а ха %аг .

Коэффищенты А  и В называются первымъ и вторымъ инвар!антами 
уравнения четвертой степени (1).

8. Зная корни резольвенты (3), т. е. y t , у 2, y Z) можно вычислить 
^  при помощи формулы:

Ь  =  (Х 1 +  *2 — х 3 — О 2 =  ( х х +  х 2 +  х 3 +  x j *  — 4 ( х х +  х 2) (х3 +  х 4)

=  а х2 — 4 а 2 +  4 у х; (5)

подобныя же формулы можно написать для и %3. Извлекая ква
дратные корни изъ полученныхъ трехъ выраженШ, легко получимъ 
х 19 х 29 х 3, х 4. Упомянутые три квадратныхъ корня связаны соотноше- 
шемъ, определяющимъ одинъ изъ нихъ въ зависимости отъ двухъ дру- 
гихъ. Въ самомъ деле,

( х х +  х 2 — х 3 — х4) ( x t — х 2 +  х 3 — х 4) ( х х — х 2 — х 3 +  х 4)

есть симметрическая функщя, которая съ помощью простыхъ вычислешй 
можетъ быть такъ выражена въ коэффищентахъ уравнешя (1):

— а 1ъ - \ - 4 а ха 2 -  8 аъ 13).

13) Изъ соотношешя (5) мы выводимъ:

§ 98

xi + Ч — *з = У Ч1 — 4аа 4- 4ух;
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9. Функщя и г отъ х 2> х д, х 4 > которая не меняется при пере- 
становкахъ группы изъ четырехъ двойныхъ двучленныхъ цикловъ:

(1), (1, 2) (3, 4), (1, 3) (2, 4), (1, 4) (2, 3),

можетъ принимать при различныхъ транспозищяхъ д>овъ только шесть 
различныхъ значенШ. Если же мы ограничимся только четными переста
новками, то получимъ только три значешя щ ,  и2, и3. Симметрическая 
функши этихъ трехъ значенШ:

— В х =  щ  +  и 2 +  и 3,

В 2 =  1Л\ м2 Н- щ  +  м2 щ  1

' -- UI Wg

не изменяются при перестановкахъ знакопеременной группы и поэтому 
выражаются ращонально черезъ коэффициенты и квадратный корень V D . 
Этимъ нутемъ мы придемъ къ кубическимъ резольвентамъ другого рода. 
Простейшая функщя этого рода будетъ:

—  ( # 1  ***2) ( * *̂ *8 # 4 ))

Щ =  (*1 -  *з) (*4 -  * а),

Щ =  (*i -  х*) (*» -  * 8)-

Складывая и перемножая, получимъ:

и \ +  ич +  u z =

v щ и 2 щ  =  —  V T ) y

такимъ же образомъ найдемъ:

4- Л3 — -  *4 =  У яI1 -  4а2 Н- 4y l f

*1 +  “ **а -  х» =  У ахг — 4tza Йуз-

Если сюда присоединимъ еще соотношеше

*1 +  *а +  *з +  *4

то мы легко найдемъ все корни xlt xit xtt *4. Именно, складывая эти уравнешя, 
мы получимъ:

4xt =  У я *2 -  4д2 +  4ух +  У а,а -  4д2 +  4у2 +  W  -  4а2 +  4уа -  at .
*

Какъ указано въ тексте, произведете этихъ трехъ радикаловъ равно 
— atz +  4л1ла — 8д„. Если поэтому выбраны знаки двухъ радикаловъ, то знакъ 
третьяго этимъ определяется. Комбинируя четырьмя возможными способами знаки 
двухъ радикаловъ, мы изъ того же выражешя получимъ все четыре корня.



т . е. В х =  0 и В 3 =  V D .  Несколько труднее составить Д2. Выполняя 
умножешя, мы получимъ:

— (и хи2 +  и хи 3 +  и2и 3) =  2 х г2х 22 — 2 х х2х 2х 3 +  6 х {х 2х 3х 4 =

=  ( 2 х х х 2)2 — 3 2 х х* х 2 х 3,

^2 х ^х %х г =  2 x x2 x xx 2x z — 4 х хх 2х 3х 4,
я  потому

-  В2 =  я 22 — З д ^ в  +  12 я4 =  Л,

при чемъ A  имеетъ то же значеше, что и въ п. 7. Мы получили ку
бическую резольвенту:

и ъ — А и  +  V D  =  0. (6 )

Зная щ , и2, и 3, мы можемъ найти у х , у 2, у 3, такъ какъ

и2 — щ  =  х хх 4 +  х 2х 3 -\т х хх з +  #2#4 — 2* 4# 2 — 2 х 3х 4 =  а2 — 3у \ .

Какъ и выше, извлекая квадратные корни, мы по корнямъ у  найдемъ 
корни х .

§ 99. Система двухъ уравненш второй степени съ двумя
неизвестными.

1. Къ уравнешю четвертой степени приводится, въ частности, задача 
•объ определены двухъ неизвестныхъ изъ двухъ уравнешй второй степени. 
О бщ ее уравнеше второй степени съ двумя неизвестными имеетъ видъ:

f ( x ,  у )  =  а х 2 +  b y 2 +  с +  Ъа'у +  2 V х  +  2 с 'х у  =  0 . (1)

Если одному изъ этихъ двухъ неизвестныхъ, — скажемъ, х ,  — бу- 
демъ придавать произвольный значешя, то другое получитъ каждый разъ 
два значешя, который найдемъ, решивъ квадратное ypaBHeHie:

by2 +  2у  (с 'х  +  а ')  +  а х 2+  %Ь'х +  с =  0.

Если b не нуль, то корни этого уравнешя суть:

b y  =  — (с 'х  +  а') ±  У  (с'х  +  а')2 — b (а х 2 +  2Ь 'х  +  с),

или короче:

b y  = — (с 'х  +  а') ± У  А х 2 +  2 В х  +  С, 

где Л , В  и С  обозначаютъ: ' '

§  99 398

A = c'2 — ab, B = a'c' — b b С = а'2 — Ьс.
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Выражеше, стоящее подъ знакомъ радикала, можетъ иногда быть 
полнымъ кзадратомъ линейной функцш ах +  р. Въ этомъ случай функция 
второй степени / ( х ,  у )  р а зл а гае т с я  на д в е  линейны я ф у н к щ и :

by +  с'х + а' ±  (ах +  /?).

Последнее имЪетъ место, если

а2 — А, а(3 =  В и Р2 =  С,
т. е. если

Л С - В 2 =  о,
откуда

а = ] / А ,  р = В: VA=V C.

Итакъ, условие, необходимое и достаточное для того, чтобы функщя 
второй степени f ( x ,  у )  разлагалась на два линейныхъ множителя, выра
жается равенствомъ:

(с'2 — ab) (а'2 — be) — (а’с' — bb*)2 =  0.

Если развернуть это выражеше и отбросить множителя Ь} то получится:

abc — ad2 — bb'2 — сс’2 +  2 db'd =  0, (2)

ш и въ форме определителя (§ 44):

а, с\ Ь' 
с\ Ь} а' 
Ь\ а', с

=  0. (3)

Выражеше, составляющее левую часть этого равенства, называется 
о п р ед Ъ л и тел ем ъ  ф у н к ц ш  f ( x ,  у ) .

2. Мы предполагали b отличнымъ отъ нуля. Если Ь =  0, то разре
шая уравнеше ( 1) относительно у  вместо х , придемъ къ тому же ре
зультату 14). Если коэффициенты а и b оба равны нулю, то с' не можетъ 
равняться нулю, если только /(лг, у )  не есть линейная функщя. Если при 
этомъ функщя

с + 2а'у + 2Ъ'х + 2с'ху

14) Если & =  0, то уравнеше (1) будетъ первой степени относительно у; вместе 
•съ темъ переходъ къ равенству (2) былъ бы въ этомъ случае неправиленъ, такъ 
какъ множителя Ъ нельзя было бы удалить. Но какъ указано въ тексте, мы все 
же можемъ придти къ тому же результату, решая уравнеше относительно х. Од_ 
нако, въ этомъ случае придется опустить множителя а. Поэтому нужно еще раз- 
смотреть отдельно тогь случай, когда и а = 0. Это авторъ и делаетъ въ тексте^
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разлагается на два линейныхъ множителя, то она должна иметь видъ:

2с'(х + т) (у + п),
откуда

с'п = Ъ\ с'т = а'у 2 с'тп = с\ 

а такъ какъ с' не нуль, то

2а'Ь' — сс' = 0.

§ 99 _____

Къ этому сводится равенство (2), если въ немъ положить а =  Ъ ~  0.
Если, наконецъ, а, b к с' равны нулю, то равенство (2) обращается 

въ тождество.

С л е д о в а т е л ь н о , р авен ство - (2) в ы р а ж а е т ъ  условие, н е о б х о 
д и м о е  и д о с т а т о ч н о е  для  т о го , ч то б ы  ф у н к щ я  f ( x ,  у )  л и б о  была 
л и н е й н о й , л и б о  р а з л а г а л а с ь  на д в а  л и н е й н ы х ъ  м н о ж и тел я .

3. Положимъ теперь, что значешя двухъ неизвестныхъ х  и у  должны 
быть определены изъ двухъ уравненШ второй степени:

/ (х> У) — Я*2 +  by2 +  с +  2а!у +  2Ь'х +  2с'ху = 0,

<р{х, у )  — ах2 +  fiy1 +  у +  +  2f}'x +  2у'ху = 0.

Въ частномъ случае, если обе функцш f  и (р разлагаются на ли
нейныхъ множителей

/  =  / 1 / 2 , <Р = Ч>1 <Ры

решешя получаются изъ четырехъ паръ линейныхъ уравненШ:

!) А  =  ° , <Рх =

2) /1  = 0, д>2 = 0;
3) / 2 =  0, <р, =  0 ;

4) / 2 =  0, <р2 =  0.

ОбщШ случай приводится къ этому частному случаю; приходится 
только разрешить предварительно некоторое уравнеше третьей степени. 

Чтобы это показать, составимъ функцш

F = f - \ - X < p ,

где Я означаетъ произвольный коэффищентъ. Функщя второй степени F  
обращается въ нуль для всехъ техъ  паръ значенШ х  и у , для которыхъ 

овременно обращаются въ нуль функцш f  и ср.
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Полагая детерминантъ (3) функши F  равнымъ нулю, мы получимъ 
кубическое уравнеше относительно Я:

| cl -|- Ас, с’ -}- Яу9, Ь' -f- Я ft’
с' -|- Х у , Ь Xft, а' -|- Я о!
I f  +  Я ft9, а' +  Я а \ с + Я у

= 0. (4 )

Следовательно, можно троякимъ- образомъ определить Я такъ, чтобы 
функшя F  разлагалась на линейныхъ множителей. Если Ях и Я2 суть два 
различныхъ корня этого кубическаго уравнешя, то обе функши

Л = / + Я 19>, F2 = f + X 2q>

разлагаются на линейныхъ множителей 13 * 15). сХо~9&
Этимъ путемъ мы сразу приходимь къ кубической резольвенте, HJe 

прибегая къ вычислешю коэффишентовъ уравнешя четвертой степени, 
которое получается исключешемъ у  или х  изъ системы f  =  0 и ф =  0. *

4. Уравнеше четвертой степени можно самыми разнообразными спо
собами заменить двумя квадратными уравнешями съ двумя неизвестными.
Эта замена даетъ возможность решить уравнеше четвертой степени изло- 
женнымъ сейчасъ методомъ. Наиболее простой путь следуюищй.

Пусть дано уравнеше четвертой степени:

х* +  avxz +  а2х2 +  azx  +  аА =  0.
Положимъ

ху — 1 = 0  16) ;

помножая уравнеше (5) на у 2, получимъ:

х2 +  ахх  +  а2 +  аъу  +  ahy % =  0. 

Кубическая резольвента относительно Я 17) имеетъ видъ:

=  0,

(5 )

(6)

(7 )

1 , к  Я>

н к ^ г

к  * к  #з> й2 Я

13) Мы найдемъ, следовательно, системы значешй х и у, который обращаютъ
въ нуль функщи Ft и Fa; те же значешя обращаютъ въ нуль функШи /  и ср ~
и обратно.

16) Т. е. присоединимъ къ уравнению (5) еще уравнеше (6). Затемъ уравне- 
Hie (5) заменяется уравнешемъ (7), и мы получаемъ два уравнешя (6) и (7) второй 
степени.

17) Для уравнешй (6) и (7).
В е б е р ъ ,  Энциклоп. элемент, алгебры. 26
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или въ развернутомъ виде:

§ 99

Я3 — Я2д2 +  X{a^az — 4 а 4) +  4 я 2я 4 — аг2а А — а *  =  0 ;

это ypaBHeHie совпадаетъ съ резольвентой для _у, найденной въ п. 6 § 98-го.

5. Чтобы сообщить наглядность полученнымъ результатами по- 
смотримъ, какое значеше они им%ютъ въ аналитической геометрш. Если 
х  и у  суть прямоугольныя координаты, то уравнеше второй степени 
/ ( х ,  у )  =  0 выражаетъ коническое сечете . Два коническихъ сЪчешя 
f  =  0 и ф =  0 пересдаю тся въ четырехъ точкахъ. Черезъ эти четыре 
точки 1, 2, 3, 4 можно тремя способами провести две прямыя, а именно: 

12, 34; 13, 24; 14, 23 ; зная уравнешя этихъ паръ лишй, мы опреде
лили бы четыре точки пересечешя 1, 2, 3, 4 изъ линейныхъ уравнешй.

Каждое коническое сечете , выражаемое уравнешемъ вида / +  Яд? =  О, 
проходить черезъ точки пересечешя обоихъ коническихъ сечешй /==0 
и д? =  0. Если Я можетъ принимать различный произвольный значешя, 
то совокупность всехъ коническихъ сечешй, выражаемыхъ уравнешемъ 
/ + Я д ?  =  0, называется п у ч к о м ъ  к о н и ч е с к и х ъ  с е ч е ш й . Въ каждомъ 
такомъ пучке содержатся три особыхъ коническихъ сЬчешя, которыя 
состоять каждое изъ двухъ пересекающихся прямыхъ линШ; соответ- 
ствуюппя значешя Я получаются, какъ корни кубическаго уравнешя (4). 
Подробнее этотъ вопросъ разсматривается во И-омъ томе въ главе, по
священной аналитической геометрш.



ГЛАВА XVII.

Приближенное вычислеше корней численныхъ
уравнены.

§ 100, Д екартово  правило зн ак о въ .

1. Вопросъ объ ал геб р аи ч еск о м ъ  рЪшенш уравнешй имеетъ 
очень мало значешя для практическихъ вычислешй. Для этой цели нужно 
только уметь по даннымъ численны м ъ коэффищентамъ уравнен!я вы
числить его корни съ опред'Ьленнымъ числомъ десятичныхъ знаковъ; 
иначе говоря, нужно найти два ращональныхъ числа, разность которыхъ 
не превышаетъ некоторой данной величины и между которыми лежитъ 
определяемый корень. Эта задача всегда разрешима; мало того, для этого* 
существуютъ таюе простые и практичесюе способы, что нередко пред- 
почитаютъ пользоваться ими даже^для уравнешй третьей и четвертой 
•степени, чемъ вычислять алгебраическое выражеше корня, напримеръ, по 
формуле К ардана.

2. Если коэффищ'ентами даннаго уравнешя служатъ рашональныя 
числа, то прежде всего, по способу, указанному въ п. 1 § 68-го, нужно 
посмотреть, не имеетъ ли оно ращональныхъ корней; если а есть такой 
корень, то, разделяя / (я ) на х  — а, получаемъ уже уравнеше низшей 
степени. Чтобы возможно более упростить вычислеше корней, следуетъ 
предварительно на всяк!й случай попробовать разложить функщю /(л г) 
•на множителей низшихъ степеней (§ 68).

3. Если а и ^  суть два такихъ числа, что / ( а )  и /( /? )  имеют!» 
р азл и ч н ы е  знаки, то между а й /3 наверное заключается, по край н ей  
м е р е , о д и н ъ  корень; въ самомъ деле, если х  проходитъ черезъ все 
значешя отъ а  до /?, то f (х) переходить отъ отрицательныхъ значешй 
къ положительнымъ; при этомъ функщя f ( x )  должна (§ 72, 5) пройти 
также черезъ значеше нуль. Можетъ случиться, что f ( x )  пройдетъ черезъ
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нуль три раза, пять разъ и вообщее нечетное число разъ; въ этомъ слу
чае между а  и ft будутъ находиться три, пять и т. д. корней 1).

При этомъ нужно иметь въ виду, что rfc значения х ,  при которыхъ 
f ( x )  обращается въ нуль, не м ен я я  с в о е го  зн а к а , нужно считать два 
или, вообще, четное число разъ 2).

4. Прежде всего, однако, возникаетъ вопросъ, сколько вообще 
корней 3) имЪетъ данное уравнеше и, въ частности, сколько оно им'Ьетъ 
положительныхъ и сколько отрицательныхъ корней. Прежде, ч'Ьмъ этотъ 
вопросъ былъ окончательно и вполне рЪшенъ т е о р е м о й  Ш турм а, было 
установлено нисколько предложен^, не дававшихъ, правда, общаго и 
вполне точнаго ответа на этотъ вопросъ, но все же очень полезныхъ 
благодаря своей простоте. Наиболее простымъ и наиболее изв'Ьстнымъ 
изъ этихъ предложен^ является Д е к а р т о в о  п р ави ло  зн а к о в ъ . Въ 
формулировка и доказательстве этого предложешя мы будемъ следовать 
Г ау ссу  -).

*) Изъ разсуждешй автора вытекаетъ только, что фунюя / ( * )  должна обра
щаться въ нуль между а  и /?, если / ( а )  и /( /9 ) имЪютъ противоположные знаки. 
Но допустимъ, что между а и 0  функшя обращается въ нуль только при х =  у, 
Можемъ ли мы утверждать, что у есть корень нечетной кратности? Можемъ ли мы 
утверждать, что между а  и 0  есть нечетное число корней, если каждый корень 
считать по степени его кратности? Это изъ разсуждешй автора не вытекаетъ, 
хотя доказывается очень просто.

Пусть аи  а2, ап будутъ корни фуякцш /{%).  Тогда

/ ( * )  =  а (х -  ах) ( х - а 2) . . .  (х -  ан),

/ ( а ) 1 а - а Л А (а -  ап\
№

Если / ( а )  и f { f f )  им'Ьютъ различные знаки, то есть отрицательная
J  \р)

дробь, а потому въ правой части предыдущая равенства должно быть нечетное 
число отрицательныхъ множителей вида

Но такая дробь им'Ьетъ отрицательное значеше только въ томъ случа-Ь, 
если а. содержится между а  и Следовательно, между а  и ft заключается не
четное число корней а..

г) Точнее говоря, если функщя /(%) проходитъ черезъ корень у, не меняя 
при этомъ знака, то у есть корень четной кратности. Это доказывается точно 
такъ же, какъ предыдущее предложение въ примечанш 1.

8) Конечно, вещественныхъ.

*) Указаше на это предложение имеется уже у  Кардана;  ясно же и опре
деленно оно формулировано впервые въ „G£om6trie“ Д е к а р т а  (1637). Джон ъ
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5. Пусть X  будетъ полиномъ т -ой степени, въ которомъ коэффи- 
щентъ при хт равенъ 1 , а свободный членъ не равенъ нулю, такъ что 0 
не принадлежитъ къ числу корней этого полинома. Если мы расположимъ 
полиномъ X  по убывающимъ степенямъ перем%ннаго х ,  то онъ будетъ 
начинаться съ коэффищента +  1. Вопросъ сводится къ тому,, ско л ько  
р а зъ  п р о и с х о д и т ъ  п е р е м е н а  зн ак а  при к о эф ф и ш ен тах ъ , когда 
мы переходимъ отъ перваго члена полинома X  къ последнему; недо
стающее степени при этомъ не проставляются съ коэффищентами 0, а 
просто опускаются.

Положимъ теперь, что въ нашемъ полиноме первый отрицательный 
членъ есть —N x 11, которому предшествуетъ членъ - \ -N 'x n'] пусть, далее, 
+  Р х р будетъ ближайшШ за нимъ положительный членъ, которому пред
шествуетъ отрицательный членъ — Р ' х р’, и т. д .; наконецъ, пусть ± S x *  
будетъ членъ, при которомъ въ посл'ЬднШ разъ происходитъ перемена 
знака и которому, такимъ образомъ, предшествуетъ членъ +  S1Xs'* 
Знакъ +  сохраняется уже, следовательно, до конца, т. е. вплоть до 
свободнаго члена ±  Т.

Сообразно этому мы представимъ полиномъ X  въ виде:

Первая строка содержитъ положительные члены, вторая — отрица
тельные, третья — опять положительные и т. д ,; такимъ образомъ, число 
строкъ на 1 больше, нежели число п ер ем ен ъ  зн ак а  при коэф ф и - 
щ ен та х ъ  п оли н ом а X , которое мы обозначимъ черезъ W-

6. Съ помощью выражешя (1) мы составимъ теперь произведете

Валлисъ (JohnWallis) въ своемъ „Treatise of Algebra" (1685) приписываетъ откры
тие этого предложешя 0 о м е  fappioTy (Thomas Harriot жилъ въ Оксфорде 
1560 — 1621); Канторъ полагаетъ, однако, что это неправильно („Geschichte der 
Mathematik", Bd. Ill, S. 4). Темъ не мен he это предложеше и теперь еще часто на- 
зываютъ теоремой Гарр!ота. Ср, Gauss, „Beweis ernes algebraischen Lehrsatzes'*, 
Werke, Bd. Ill, S. 67.

X = x m + ---- 1- N 'x " '  -

- N x ” -  . . .  -  P ' x f  +

+ P x p + .............. ( 1)

.....................+  S'Xs’ ±

±  Sx5 +  ■■■ ±  T.

(2)
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где а  представляетъ собой произвольное положительное число; мы по- 
лучимъ следующее выражеше (т  +  1 )-ой  степени:

Х х =  -|------

— .

+  Л  Х>+' +  ■ • • (3)

± Sx ± • • •
+  i \ .

Если п* больше, ч^мъ я  +  1, то въ этомъ выраженш =  N ; 
если же п! =  п +  1, то N x =  N  +  c tN '; поэтому iV1} во в с я к о м ъ  с л у 
чай , п р е д с т а в л я е т ъ  со б о й  п о л о ж и т е л ь н о е  чи сло . На томъ же осно- 
ванш Р и  . . ., St9 Т х =  а Т  суть также числа п о л о ж и т ел ь н ы я .

Какъ изменяются знаки въ каждой изъ строкъ (3), указать нельзя. 
Но, во всякомъ случае, при переходе отъ а?*+1 къ — N t x ”+1 знакъ ме
няется о д и н ъ  или н е с к о л ь к о  р а з ъ  и при томъ непременно н е ч е т н о е  
чи сло  р а з ъ  4).

То же самое относится также къ переходу отъ — N t д.’”+ 1 къ 
+  PiX***  и т. д. и, наконецъ, къ переходу отъ ±  S xx s+1 къ +  T t .

Такимъ образомъ, ч и сло  п е р е м е н ъ  zux въ  п о л и н о м е  Х х пре- 
в ы ш аетъ  чи сло  п е р е м е н ъ  w  въ  п о л и н о м е  X ,  по к р а й н е й  м е р е , на 
е д и н и ц у  и, во в с я к о м ъ  с л у ч а е , на н еч етн о е  ч и с л о 5); слЬдовательно,

Щ  =  w  +  1 +  g ,  (4)

где g  есть ч е т н о е  н е о т р и ц а т е л ь н о е  чи сл о  (т. е. ^  ^  0).
7. Если функщя X  не имеетъ положительныхъ корней, то въ ряду 

ея коэффищентовъ либо вовсе нетъ переменъ, либо таковыхъ имеется 
ч етн о е  число . Въ самомъ деле, при нечетномъ числе переменъ послед- 
шй членъ +  Т  имеетъ отрицательное значеше, а потому функщя при 
х  =  0 имеетъ отрицательное значеше; между темъ, при достаточно 
болыиихъ значешяхъ х у функщя имеетъ значешя того же знака, что и 
х т, т. е. положительныя. Следовательно, при такихъ услов1яхъ функщя 
имела бы, по крайней м ере, одинъ положительный корень.

8 . Выделимъ теперь все положительные корни функцш f  (д;); пусть 
это будутъ а, /?, у, . . . Тогда

/(*) = Х ( х -  а) (х -  Р ) { х -  у) . .  (5)
t , •

*) Ибо после четнаго числа переменъ мы возвратились бы къ тому же 
знаку + ,  а не къ обратному.

6) Нужно принять во внимание, что число строкъ (3) на 1 больше числа 
строкъ (1).
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гд% X  есть цЪлая функщя, имеющая только отрицательные или мнимые 
корни; если функщя f ( x )  имЪетъ исключительно положительные корни, 
то X  сводится къ 1 .

Согласно тому, что было изложено въ п. 6-омъ, введете каждаго 
имъ множителей х  — а, х  — /?, х  — у, . . .  прибавляетъ къ числу пере- 
мЪнъ, имеющихся въ функщи Ху еще одну или, во всякомъ случай, не
четное число ихъ. Принимая же во внимаше, что въ полином^ X  какъ 
показано въ п. 7-мъ, имеется четное число перемЪнъ, мы приходимъ къ 
с/гёдующему выводу:

Ч исло п о л о ж и тел ьн ы х ъ  ко р н ей  ц ^ л о й  ф у н к ц ш  f ( x )  ли бо  
рд вн о  ч и сл у  п ерем Ъ н ъ  въ  р яд у  ея к о э ф ф и щ е н т о в ъ , л и б о  
м еньш е п осл Ъ д н яго  на ч етн о е  чи сло .

9. Каждому отрицательному корню функщи f  (х) отвЪчаетъ поло
жительный корень функщй f { — x ))  сообразно этому мы можемъ допол
нить это предложеше сл'Ьдующимъ образомъ:

Ч и сло  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  ко р н ей  ф ун кц !и  f ( x )  ли б о  р а в н я е т ся  
числу перем 'Ь нъ  въ р яд у  к о э ф ф и ц 1е н т о в ъ  ф у н к ш и  f ( — x ) y ли б о  
м еньш е его  на ч ет н о е  число.

10. Мы примЪнимъ правило Д е к а р т а  къ изслЪдовашю уравнешя 
4-ой степени. Пусть

/  (л:) = X* + йх* + Ъх + С,
/ ( — х )  == х4 +  ах2 — Ь х  +  с.

Коэффищенты а, Ъ и с мы будемъ считать отличными отъ нуля. 
Въ такомъ случай относительно знаковъ при коэффищентахъ функщй 

f ( x )  и f ( — x)  вазможны 8 различныхъ комбинацШ:

f i x ) 10 / ( - - х ) W

1) + + + + 0 + + — + 2

2) + + — + 2 + + + + 0

3) + — + + 2 + — — + 2

4) + — ~ + 2 + — + + 2

5) + + + — 1 + + — — 1

6) + + — — ф + + + — 1

7) + — + — 3 + — — — 1

8) + — — — 1 + — + — 3
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Въ колоннахъ, помЪченныхъ буквою w, указано число перемЪнъ 
соответствующаго ряда.

Если мы присоединимъ къ этому результату полученный въ § 97, 
что уравнеше при отрицательномъ дискриминанте D  имеетъ два веще- 
ственныхъ и два мнимыхъ корня, а при положительномъ дискриминанте 
имеетъ либо 4 вещественныхъ, либо 4 мнимыхъ корня, то правило Д е
к а р т а  (п. п. 8 и 9) приводить въ указанныхъ 8 случаяхъ къ следую- 
щимъ выводамъ:

1) D  >  0 : 4 мнимыхъ корня.
D < 0 :  2 мнимыхъ и 2 вещественныхъ отрицательныхъ корня.

2) D  >  0 : 4 мнимыхъ корня.
D  <  0 : 2 мнимыхъ и 2 вещественныхъ положительныхъ корня.

Въ случаяхъ 3) и 4) знаки дискриминанта и коэффишентовъ еще 
не разрешаютъ вопроса; въ этомъ случае какъ число положительныхъ, 
такъ и число отрицательныхъ корней можетъ быть равно либо 2, либо 0.

Въ случаяхъ 5) и 6) мы имеемъ 1 положительный и 1 отрицатель
ный корень и, стало-быть, два мнимыхъ корня; дискриминантъ н е о б х о 
ди м о  долженъ иметь въ этихъ случаяхъ отрицательное значеше, какъ 
это, впрочемъ, вытекаетъ и непосредственно изъ выражешя, приведен- 
наго въ п. 2 § 97-го.

Въ случае 7) мы имеемъ 1 отрицательный корень и либо 3, либо 1 
положительный, смотря по тому, имеетъ ли дискриминантъ положительное 
или отрицательное значеше. Наконецъ, въ случае 8) мы имеемъ 1 по
ложительный корень и либо 3, либо 1 отрицательный.

§ 101. Т ео р ем а  Ш турм а.

1. Научнымъ основашемъ всякаго метода приближеннаго реш етя 
алгебраическихъ уравнений служитъ т е о р е м а  Ш турм а. Эта теорема 
даетъ возможность точно указать, сколько корней данной функцш f  (х) 
п-той степени заключается между двумя «данными пределами. Эта теорема, 
основная мысль которой очень проста, вытекаетъ изъ непрерывности це
лой функцш; такая функщя при непрерывномъ измененш переменнаго х 
не можетъ перейти отъ положительныхъ значешй къ отрицательными 
не проходя при этомъ черезъ нуль.

2. Если xt есть корень функцш / ( # ) ,  то f(x)  делится на x  — xt .
Если мы положимъ ,

f ix)  =  (х — xt)F(x), (1)

а черезъ f t(x) обозначимъ производную функцш f(x),  то, по п. 4 § 66-го,

F(Xi)  = / , ( *  i)-
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Предположим^ что функцш f ( x )  и f t (x) не имеютъ общихъ корней, или 
что функщя j ( x )  заранее освобождена отъ множителей, входящихъ также 
въ составь функцш f t (x)  (§ 67). Тогда а, следовательно, и F ( x x)>
отлично отъ нуля и можетъ иметь либо положительное, либо отрица
тельное значеше. Вместе съ темъ функщя F  (х) не меняетъ знака, по 
крайней мере, до техъ поръ, пока х  достаточно близко къ х х.

Изъ равенства ( 1) следуетъ:
Если J x (х^) имеетъ положительное значеше и х  проходитъ черезъ 

значеше х х возрастая, то f ( x )  проходитъ черезъ нуль также возрастая, 
т. е. переходитъ о т ъ  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  з н а ч е н 1й къ по л о жи т е л ь н ымъ .

Если f t (х\)  имеетъ отрицательное значеше, то / (д*) переходить отъ 
п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  з начен! й  къ  о т р ица т е л ь нымъ.

Тотъ и другой случай можно соединить въ одно предложеше:

Если x f воз ра с т ая ,  п е р е х о д и т ь  ч е р е з ъ  ко р е н ь  х х ф у н к ц ш  
f (х), то ф у н к ц ш

/ ( * )  И / , ( * )

п е р е х о д я т ъ  о т ъ  р а з л и ч н ы х ъ  з н а к о в ъ  къ  о д и н а к о в ы м ъ  6).

3. Произведемъ теперь рядъ делешй, какъ это делается при на- 
хожденш общаго наибольшаго делителя двухъ функщй f [ x )  и f t {x) 
{§ 67). Разница будетъ заключаться только въ обозначешяхъ, а именно: 
каждый остатокъ мы будемъ соответственно обозначать черезъ — / 2, 
— / 3, . . .  7). Пусть Qy Q Xy 0 2, . . .  будуть частныя; тогда:

/  =  Q / i - / * >

У1 =  Уз > г

L-<> =  Q  т—2w/m—t f п

Степени функщй / 1?/ 2, . . .  постоянно понижаются. Мы прододжимъ 
нашъ алгориомъ до техъ  поръ, пока не получимъ функцш  / ш, уже не 

зависящую отъ х .  Такъ какъ, по предполож ена, /  и f t не имеютъ об-

6) Это значить, что вблизи xt функщй / ( х )  и / х(х) имеютъ сначала раз
личные знаки, а потомъ одинаковые. Или еще иначе: функщя / ( х) имеетъ вблизи 
корня xt после уничтожешя тотъ же знакъ, что и ея производная, а до уничто
жешя — противоположный знакъ.

7) Иначе говоря, разделивъ f i x )  на f x(x), мы получимъ некоторый остатокъ; 
при этомъ остатке мы переменимъ знакъ на обратный и функцш, полученную 
после перемены знака, обозначимъ черезъ / 2(,х). Точно такъ же разделимъ / Х(х) 
на / %(х) и при остатке переменимъ знакъ; полученную такимъ образомъ функцш 
обозначимъ черезъ/ 3 (я) и т. д.
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щихъ множителей, то f  есть постоянная, отличная отъ нуля. Изъ этого* 

пред пол ожешя вытекаетъ также, что въ ряду функций Шт у р м а

/> f \ 9 /з>  • * •> f m (^)

два рядомъ стоящихъ члена f v , f v_̂  ни при какомъ значенш х  одновре

менно не могутъ обратиться въ нуль. Действительно, для такого значешя 
х  должны были бы обратиться въ нуль одновременно функцш /  и f ir  
ЧТО Противно УСЛОВ1Ю 8).

4. Взявъ значешя членовъ ряда (3) для какого-нибудь значения пе- 
рем^ннаго х , мы получимъ рядъ чиселъ; въ этомъ ряду мы будемъ на
зывать п е р е м е н о й  з н а к а  тотъ случай, когда два рядомъ стоящихъ. 
члена f v и имеютъ р а з л и ч н ы е  знаки,  и п о с т о я н с т в о м ъ  з н а к о в ъ  

— тотъ случай, когда два рядомъ стоящихъ члена имеютъ о д и н а к о в ы е  
знаки.

Для каждаго такого значешя х ,  для котораго ни одна изъ функщй
(3), не обращается въ нуль, мы получимъ определенное число переменъ. 
Сообразно этому теорема Ш т у р м а  выражается такъ:

Если  а  и /9 суть  два  з н а ч е ш я  х  и а  <  /?, то  ч и с л о  к о р н е й  
функции f { x ) у с о д е р ж а щ и х с я  ме жд у  а и р а в н о  числу пе ре 
м е н ъ  въ  р я д у  Шт у р м а  (3), к о т о р ы я  т е р я ю т с я  при п е р е х о д е  о т ъ  
х  =  а  къ  х  =  /? 9).

5. Доказательство этой теоремы очень просто. Потеря переменъ 
или появление новыхъ переменъ въ ряду Ш т у р м а  можетъ иметь место 
только въ томъ случае, если одна изъ функщй проходитъ черезъ нуль. 
Но если 0 <  v  <  т  и если f v(x0) =  0, то въ виду соотношешй (2) 
f v - i M  = — f v+i(x0), т. е. и / н _1 при х  =  х 0 и вблизи этого зна-

8) Если, напримеръ, числа / 4(х,) и / 3(хг) равны нулю, то третье равенство въ 
ряду (2) обнаруживаетъ, что и / 2 (х) =  0, а два предыдущихъ равенства обнаружи- 
ваютъ, что / ,  (х,) =  0 и /(лг,) =  0.

э) Выяснимъ несколько подробнее содержаше этой теоремы. Составимъ ряды

/(а ) . /Д а). Л ( а ) ,  — , / т (а),

/ ( й .  Ш .  / Ж
Если а < (3, то теорема утверждаегь, что число переменъ въ первомъ ряду 

ни въ какомъ случае не можетъ быть меньше, нежели во вгоромъ. Если въ обоихъ 
рядахъ одинаковое число переменъ, то функщя /(* )  не имеетъ корней въ интер
вале между а и (3. Если же число переменъ въ первомъ ряду превышаетъ число' 
переменъ во второмъ ряду, т. е. если при переходе отъ а къ р теряется неко
торое число переменъ, то число корней функщй /(*), содержащихся между а и 
равно числу потерянныхъ переменъ.
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чешя имеютъ противоположные знаки. Въ ряду трехъ послЪдовательныхъ 
функщй

f v -  » ( * ■ ) >  / , ( * ) »  / + Л х )

какъ до, такъ и после перехода черезъ х 0 будетъ од н а  перемена, и, 
следовательно, при переходе черезъ нуль функщй f  {х) не произойдетъ 
ни потери переменъ, ни появлешя новыхъ переменъ.

Такъ какъ f m вообще не равно нулю, то изменеше въ числе пере
менъ можетъ произойти только въ томъ случае, если х  проходитъ че
резъ корень функщй f  (X). Въ п. 2 мы уже показали, что въ последнемъ 
случае всякШ разъ п р о и с х о д и т ъ  п о т е р я  одной  пе р е ме н ы.  Теорема 
доказана.

6 . Вычислешя, который необходимо сделать, применяя теорему 
Штурма,  часто можно упростить, руководствуясь следующими замеча-
Н1ЯМИ.

При составленш последователь ныхъ ‘ функщй / ,  f i*  fi>  • • •  можно 
отбрасывать п о л о ж и т  ел ьныхъ  численныхъ множителей, такъ какъ это 
не вл!яетъ на знаки и все наши разсуждешя остаются въ силе.

Если при деленш мы придемъ къ функщй f M, относительно кото
рой мы знаемъ, что она, не будучи постоянной, все-таки не меняетъ 
знака при переходе х  отъ а  до /?, то мы можемъ не продолжать вычи- 
слешй, такъ какъ мы опирались только на то свойство функцш f  , что 
она не меняетъ знака въ изследуемомъ интервале.

7. П р и м е р ъ  1. Составимъ рядъ Ш т у р м а  для функщй

/ (х) =  х д ~  6 х  2.

Отбрасывал положительныхъ численныхъ множителей, мы получимъ:

f x  (л-) =  Д.2 -  2,

f 2{x) =  2 х -  1 ,

знайи будутъ следуюище:
М х ) =  1 >

X = -  3, - 2, - 1 , о, 1 , 2, 3
х 3 — 6 х  +  2 : — + + + — — +

я* — 2 : Н> + — — — + +

2 х  -  1 : — — — — + + +

+  1: + + + + + + +

Для х  — — 3 имеемъ три перемены, а д л я X =  +  з| — ни одной;
следовательно, между этими пределами заключены все три корня.
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Одна перемена теряется между — 3 и — 2; следовательно, одинъ 
изъ корней заключается между этими пределами.

Вторая перемена теряется между 0 и 1, а т р е т ь я  между. 2 и 3; 
въ каждомъ изъ этихъ интерваловъ содержится по одному корню.

8. П р и м е р ъ  II.

/  ( х )  —  х ь

Л  О )  =  х  

/« (* )  =  1 - 

Для х  == 0 имеемъ знаки:

I I j

т. е. три перемены, а для х  =  1 :

+  +  +  + ;

следовательно, все корни содержатся между 0 и 1 .

9. Для практическихъ целей можно не применять теоремы Штурма,  
если можно убедиться другимъ путемъ въ томъ, что между двумя дан
ными пределами заключается только одинъ корень. Такъ, напримеръ, 
это имеетъ место, если известно число всехъ вещественныхъ корней и 
имеется такое же число интерваловъ, въ каждомъ изъ которыхъ наверно 
содержится, по крайней мере, одинъ корень.

__ 1 Г) /у*2 I _ 5 л . _ _  5ТТЛ I ТГЛ TZT’
1 fl r  [ 5ттх  s s ’

_ 3ff f

§ 102. Regula falsi.

1. Дадимъ функщи f  ( x )  геометрическое значен!е и сделаемъ такимъ 
образомъ нагляднымъ расположеше ея корней.

Для этого условимся изображать значешя х  отрезками на прямой 
линш, выбравъ произвольное начало и единицу длины; значешя у  = f ( x )  

будемъ подобнымъ же образомъ откладывать на перпендикуляре, возста- 
вленномъ въ конечной точке отрезка х .  Единица длины, въ которой 
выражается у . совершенно произвольна и, если угодно, можетъ быть 
отлична отъ единицы, взятой для х .  Положительныя значешя у  будемъ 
откладывать вверхъ, а отрицательные внизъ. Значешя х  будутъ служить 
а б с ц и с с а ми ,  а значешя у  — о р д и н а т а м и  точекъ кривой, которую по- 
лучимъ, соединяя конечныя точки лерпендикуляровъ между собой. Кор-
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ними уравнеши f  (х) =  0 будутъ абсциссы тЪхъ точекъ, въ которыхъ 
у  =  0, т. е. точекъ пересечения кривой съ осью абсциссъ.

Пусть, напримЪръ, f ( x )  — х 2 +  а х  Ь] наша кривая будетъ пара
болой съ вершиной, обращенной внизъ (фиг. 16); f ( x )  имЪетъ два ве-

У

щественныхъ корня, если вершина лежитъ ниже оси абсциссъ, и два мни' 
мыхъ, если она расположена выше ея.

Разобранный выше прим^ръ

у  =  х г — 6 х  4 “ 2

воспроизводится приблизительно фигурой 17:

2. Если между двумя числами а  и /? (а <  /9) содержится одинъ 
корень функцш f ( x ) y то / ( а )  и f ( j 3) должны быть различны по знаку; 
пусть / ( а )  =  — а имЪетъ отрицательное значеше, а /( /9 )  =  b — положи
тельное. Эти числа а  и ft можно считать первыми приближенными зна- 
чешями содержащагося между ними корня; каждому изъ этихъ значетй 
отв'Ьчаетъ определенная погрешность.

Если, напримеръ, а  и (} суть два последовательныхъ целыхъ числа, 
а корень выражается десятичной дробью, то а  есть число, стоящее пе- 
редъ запятой.
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Если § есть погрешность, соответствующая приближенному значе- 
шю а, то а  +  § =  х  есть искомый корень функщи; съ другой стороны, 
х  =  ft — (ft — а — £) =  ft — г), т. е. погрешность 7}, соответствующая 
значешю ft, равна (ft — а  — | ) ;  если при этомъ а  меньше корня, то /3 
больше его. Для дальнейшаго приближешя къ корню обыкновенно при- 
нимаютъ сначала, что погрешность значешя а больше погрешности зна
чешя ft, если / ( а )  больше отличается отъ нуля, чемъ f  (ft), и что прибли

зительно обе погрешности можно считать про- 
порщональными абсолютнымъ величинамъ f ( a )  
и f ( f t ) .  Геометрически это соответствуетъ пред
полож ен ^, что отрезокъ кривой, изображаю- 

^  щей f { x ) ,  между точками / ( а )  и f ( f t )  есть пря
молинейный отрезокъ (фиг. 18).

Въ этомъ предполож ен^:

£ :  (Р -  а — | )  =  а : Ь,
Ь£ =  а {  р  —  а )  —  а £

а ( р - а )

Ф и г .  1 8 .

£ =

т . е.

х = а + % =

й  -  b

a b  +  f t  а
а  +  b

(1)

(2)

Это равенство, конечно, неточно, но оно даетъ для х  значеше, бо
л ее  близкое къ истинному, чемъ а  и ft.

Если ft ■— а  =  1, то

1  =
а

а  b ( 3 )

это выражеше даетъ одинъ или, смотря по обстоятельствамъ, несколько 
точныхъ десятичныхъ знаковъ после запятой. Приближенное вычислеше, 
основанное на формулахъ ( 1 ) или (3), называется Re g u l a  falsi .

3. Если а  есть приближенное значеше корня, вычисленное съ до
статочной степенью точности, то его можно исправить далее еще другимъ 
способомъ. Положимъ х  =  а  + 1 и, прилагая къ отдельнымъ степенямъ 
-а +  |  правило бинома, расположимъ f ( a  +  | )  по степенямъ

f { a  +  £)  =  m 0 +  m 1£ + m 2£2 +  m 3£3 +  (4)

Число |  нужно определить такъ, чтобы это выражеше стало равнымъ 0. 
•Сначала можетъ показаться, что этотъ пр^емъ нисколько не упрощаетъ 
задачи, такъ какъ для § мы получаемъ уравнеше той же степени, что и
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первоначальное. Но когда а уже близко къ действительному значешю 
корня, то § есть малая дробь, и высппя степени ея для слЪдующаго 
приближения можно отбросить, если коэффищенты т 2> т 3, . . .  не очень 
велики. Для погрешности, соответствующей значешю а, мы получаемъ:

1  =
Щ
т х (5)

Геометрически смыслъ этого 
пр!ема состоитъ въ томъ, что 
вблизи точки х  =  а, у  =  т 0 мы 
заменяемъ кривую, изображающую 
функщю f  ( х ), касательной къ 
ней, проведенной въ этой точке 
(фиг. 19).

Иногда лучше принять въ 
соображеше и следующШ членъ 
въ разложенш (4); тогда |  опре
делится изъ квадратнаго уравнен!я: Фиг. 19.

т 0 f  m t i +  т 2£г =  0,
откуда

& _  —  Щ  У т , 2 -  4 т 0т г
S 2 т 2 " 1 J

Имея въ виду, что § должно быть малой дробью, нужно взять корень 
съ темъ знакомъ, какой имеетъ m v

Этотъ способъ данъ Н ь ю т о н о м ъ  и поэтому называется Ньюто-  
новымъ  с п о с о б о м ъ  в ы ч и с л е н а  корн е й .  Тотъ же пр1емъ иногда при- 
меняютъ также и въ томъ случае, если нужно предъ темъ, какъ при
ступить къ ближайшему вычислешю корней, приблизительно определить 
величину б о л ь ш и х ъ  к о р н е й ;  для этого изъ всей функцш f ( x )  =  a0Xn -{- 
4* а хХп~ г +  а2х п~ 2 +  • • • > расположенной по степенямъ х> оставляютъ 
только два первыхъ высшихъ члена, такъ что, при грубомъ приближенш, 
х  полагаютъ равнымъ —  a j a 0’

4. На практике нельзя ограничиваться непременно какимъ-либо 
однимъ изъ этихъ способовъ; смотря по обстоятельствамъ, применяютъ 
то тотъ, то другой. Но р еш ете  задачи всегда сводится къ тому, что 
должны быть найдены две десятичныя дроби а  и а ' съ одинаковымъ чи- 
сломъ десятичныхъ знаковъ которыя отличаются только на одну еди
ницу последняго разряда и при которыхъ f  (а) и / (а ') имеютъ различ
ные знаки; тогда истинное значеше корня лежитъ между а  и а ' и по
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грешность меньше, нежели 10“ *. Если желательно вычислить дальнейиие 
знаки, то къ а  съ правой стороны приписываютъ цифры отъ 1 до 9 и 
изъ полученныхъ такимъ образомъ чиселъ вновь выбираютъ два послЪ- 
довательныхъ значения а г и а / ,  для которыхъ / ( a t) и / ( а / )  им^ютъ 
разные знаки. Применяя ц^лесообразо изложенные способы, можно очень 
сократить число необходимыхъ дла этого испытанШ.

При вычислешяхъ этого рода очень полезно пользоваться табли
цами степеней или логариемическими таблицами, если это допускаетъ 
требуемая точность вычислешй.

416

§ 103. П р и м е  ръ.

1. Для примера возьмемъ уравнен1е 5-той степени

х ь — 4 х  — 2 =  0.

Въ данномъ случай

/ ( - 2 )  = - 2 6 ,  / ( — 1) = +  1, / (0 )----- 2, / ( 1 )  =  — 5, /(2) =  +  22,

а, следовательно, корень х г находится между 1 и 2 , корень х 2 — между 
— 1 и 0, х 3 между — 2 и — 1, остальные два корня мнимые. Вычислимъ 
сначала х\ .

Regula falsi (§ 102, (1)) даетъ для |  значеше Т5Т, т. е. около 0,2; 
это значеше мало, такъ какъ даже / ( 1 ,5 )  =  (*)• -  8 =  -  Ц  им^етъ еще 
отрицательное значеше; следовательно, |  больше, чемъ 0,5.

Ньютоновъ способъ даетъ лучший результатъ.
Въ самомъ деле, положимъ х  =  1 +  | ;  тогда:

«5 =  I 5 +  Н *  +  10|» +  10ta +  б | +  1,
*5 _  4аг _  2 =  |» +  5 |4 +  ю |з  +  10|2  +  | - 5 .

Приближенное значеше i  мы будемъ находить не по двумъ, а по 
тремъ посл-Ьднимъ членамъ 10):

Ю |2 +  f  — 5 =  0,
-  1 +  1/2 0 1  _ . 

ь = ------™----- 1 т* е- ОКОЛО 0,6.

10) Если бы мы ограничились двумя членами, то получили бы никуда негод
ное значеше § =  5.
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Дальн%йшш вычисления производятся, какъ показано въ слЪдующей 
таблиц^, понятной безъ объяснен1й.

X log :V 5 log .г л*5 4л-+  2 /(* •)

1,5 0,1760913 0,8804565 7,593754 8 -  0,406246
1,0 0,2041200 1,0206000 10,485906 +  2,085906

1,51 0,1789769 0,8868845 7,707015 8,04 -  0,232985
1,52 0,1818436 0,9092180 8,113682 8,08 +  0,033682

1,518 0,1812718 0,9063590 8,060444 8,072 -0 ,0 1 1 5 4 6
1,519 0,1815578 0,9077890 8,087030 8,076 +  0,011030

1,5185 0,1814148 0,9070740 8,073726 8,0740 -  0,000274

1,5186 0,1814434 0,9072170 8,076786 8,0744 +  0,002386

1,51851 0,1814177 0,9070885 8,073996 8,074040 -  0,000034
1,51852 0,1814205 0,9071025 8,074256 8,074080 +  0,000176

1,518511 0Д 814180 0,9070900 8,074024 8,074044 -  0,000020

1,518512 0,1814183 0,9070915 8,074052 8,074048 +  0,000004

Итакъ, значеше

* x t =  1,518512

очень близко къ истинному значешю корня.

Это значеше превышаетъ нисколько истинное значен1е корня. Обра
щаясь къ таблиц^, мы видимъ по соотвЪтствующимъ значен1ямъ f  („г), 
что корень лежитъ ближе къ верхнему пределу, ч^мъ къ нижнему.

2. Нужно заметить, что изъ каждой пары чиселъ два послЪднихъ 
десятичныхъ знака следующей пары получаются, на основанш Regula falsi, 
Помощью очень простыхъ вычислен^. КромЪ того, нужно заметить, что 
въ нашемъ примЪрЪ Regula falsi даетъ всегда  н и ж н 1й предЪлъ, что 
явствуетъ изъ того, что между 1 и 2 кривая у  ~ f ( д) обращена вы
пуклостью книзу.

Такъ, по значешямъ 1,5 и 1,6 находимъ (§ 102, (2)):

0,406 246 
2,492 152

0,1 =  0,01 . . .

В е б е р ъ ,  Энцпклоп. элемент, алгебры. 27
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Въ начала вычислешя достаточно принимать во внимаше небольшое 
число десятичныхъ знаковъ. Мы вычислили корень съ тою точностью, 
какую позволяютъ семизначный таблицы логариемовъ. Если желательна 
большая точность, то либо пользуются логариемическимн таблицами съ 
большимъ числомъ знаковъ, либо вычисляютъ безъ помощи логарие
мовъ, что также приводитъ къ требуемому результату, но сопряжено 
съ болЪе сложными вычислешями. Въ послЪднемъ случай можно поль
зоваться сокращеннымъ умножешемъ.

3. Чтобы вычислить отрицательные корни, достаточно положить 
х  =  — у  и искать положительные корни уравнешя

4. Наше уравнеше имЬетъ еще пару сопряженныхъ мнимыхъ кор 
ней. Чтобы найти ихъ приближенный значения, положимъ:

По теоремЪ М у а в р а  наше уравнеше представится въ видЪ:

х 5 — 4 х  — 2 =  г5 (cos 5 (р -f- /  sin 5 ср) — 4 г  (cos go +  /  sin go) — 2, 

что даетъ два уравнешя:

у 5 -  4 у  +  2 =  0.

Этимъ путемъ получимъ:

д 2 =  -  0,508 499 4, 

д*з =  -  1,243 596 4.

х  =  г (cos go +  /  sin до).

г5 cos 5 до — 4 г cos до — 2 =  0, 

гъ sin 5 (р — 4 г  sin до =  0.

Второе изъ этихъ уравнешй даетъ:

с о

и потому первое можетъ быть представлено въ видЪ:

2 г (sin go cos 5 go — cos go sin 5'go) =  sin 5 go,

откуда

sin 5 go (2)
2 sin 4 go
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Обозначили» уголъ, дополнительный къ д>, черевъ хр; иными сло-
71

вами, положимъ (р ~  —— хр; тогда уравнешя ( 1) и (2) примутъ видъ:

и

4 cos хр cos 5 хр
cos 5 ip 2 sin 4 ip (3)

x  =  rsinxp -|-  i r  cosy).

Возвысимъ въ 4-ую степень второе[ изъ равенствъ (3) и прирав- 
няемъ другъ другу оба выражешя, полученныя для г4:

(cos 5 хр)ъ — 64 cos у) (sin 4 у))А =  0. (4)

Если положимъ здесь хр =  0, то левая часть равна 1, т. е. имЪетъ 
положительное значеше. Если же у) =  10°, то cos Ъхр — sin 4хр> и левая 
часть

(sin 40°)4 (sin 40° — 64 cos 10°),

очевидно, имЪегь отрицательное значеше. Следовательно, корень уравне
шя (4) лежитъ между ^  =  0 и ^  =  10°.

Вычисляя съ помощью пятизначныхъ логариемовъ выражешя

(cos 5 хр)ь, 64 cos хр (sin 4 хр)А

для последовательно возрастаю щ ая числа градусовъ между 0° и 10°, 
найдемъ, что перемена знака происходитъ между хр — 4° и хр =  5°# 
Применяя Regula falsi, находимъ, что хр лежитъ около 4°40'. Взявши 
хр =  4°30 ', 4°40 ', снова по Regula falsi находимъ значеше, близкое 
къ 4°38'.

Теперь обратимся къ вычислешю:

хр =  4°38 ' lo g (co s5 i/>)5 =  0,81745 — 1,

log 64 cos хр (sin 4 ^ )4 =  0 ,81368 — 1; 

хр =  4 °3 9 ' log (cos 5 хр)ъ =  0,81610 — 1,

log 64 cosxp (sin 4 xp)4 =  0,81871 — 1.

Разнрсть въ первомъ случае положительна, во второмъ случае — отри
цательна; следовательно, хр лежитъ между 4° 38' и 4 °39 '. Положимъ 
хр =  4° 38 '30"; тогда

log (cos 5^)5 =  0,816 762 5 — 1, 

log 64 cos хр (sin 4 хру =  0,816 688 5 — 1.
27*
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Разность равна 0,000 074; следовательно, значеше у? =  4°38 '30" даетъ 
хорошее приближеше (это значеше меньше истиннаго).

Изъ уравнешя (3) получимъ:

log г =  log cos 5 у) — log sin 4 — log 2;

420

log cos 5yj =  0,963 352 5 - - 1

log sin 4 ip =  0,502 983 8 - - 1

log 2 =  0,301 030 0

log r =  0,159 338 7

log smy) =  0,908 076 2 - -  2

log cos yj =  0,998 573 3 - -  1

log (r  sin ър) =  0,067 414 9 — 1 

log ( r  cos yj) =  0,157 912 0.

Следовательно, мнимые корни приблизительно равны:

X  =  0,11679 ±  /1 ,4 3 8 5 ,

а ихъ модуль

Г =  1,444 24.

Для испыташя точности результатовъ можно воспользоваться темъ 
обстоятельствомъ, что сумма х { т|- х 2 +  х ъ +  х 4 -f- х ъ всехъ корней нашего 
уравнешя должна быть равна нулю. Найденныя же нами значен1я корней 
даю тъ:

х г +  х 4 +  х ъ =  1,752 09,

х 2 +  л'з =  — 1,752 095 8.

§ 104. Разложение вещественнаго корня въ непрерывный
дроби.

1. Въ § 87 мы видели, что каждое иррацюнальное число может ь 
быть представлено въ виде непрерывной дроби, и, въ частности, мы вы
полнили это для квадратнаго; корня.

Обратно, имея достаточное число последовательныхъ знаменателей, 
мы можемъ получить приближенное значеше иррацюнальнаго числа въ 
виде рацюнальной дроби. Это приближенное значеше будетъ темъ ближе 
къ истинной величине иррацюнальнаго числа, чемъ быстрее возрастаютъ 
знаменатели подходящихъ дробей , Q 2, 0 3, . • поэтому выгодно,
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если между частными знаменателями непрерывной дроби <7, ql9 q2 , . . .  
скоро появляются довольно болышя числа.

2. Если иррацюнальное число задано, какъ корень алгебраическаго 
уравнешя «-той степени f ( x )  =  0, то его можно представить въ видЪ 
непрерывной дроби, исходя непосредственно изъ уравнешя. Этимъ npie- 
момъ можно пользоваться, какъ новымъ способомъ приближеннаго вычи- 
слешя вещественныхъ корней уравнешя "').

Предгюложимъ, что найдено цЪлое положительное число q такого 
рода, что между q и ^ + 1  лежитъ одинъ или нисколько корней функцш 
f  (х). Это можно выполнить хотя бы съ помощью теоремы Штурма .  
Положимъ тогда:

1 q x \  + 1  
x  =  q +  —  ^ - i ----------

Хл х .

для х х получимъ, въ свою очередь, уравнеше «-той степени:

(-Vi) =  °-

Это уравнен1е имЪетъ столько же вещественныхъ корней, большихъ, 
ч%мъ 1 , сколько/(л*) имЪетъ корней между q и q-{- 1 11).

Найдемъ число qx такого рода, чтобы между q { и qt +  1 лежалъ, 
по крайней мЪрЪ, одинъ корень уравнешя f A( x t ) =  0, и положимъ

+ L ~ ^ x -k + 1

Мы вновь получимъ уравнеше «-той степени для х 2:

(*’2) — О

это уравнеше опять имЪетъ, по крайней мЪрЪ, одинъ корень, болышй, 
ч-Ьмъ 1 .

*) Этотъ пр1емъпринадлежите Лагранжу (Lagrange, „Mem. de Berlin44, 1767).

ll) Ибо каждому корню а функщи f(x),  лежащему между q и q +  1, отв-fe- 

чаетъ корень хг функщи f t (*,), удовлетворяющШ равенству а = q +  — ; такъ
xt~

какъ — есть правильная дробь, то xt > 1.
xi
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Этотъ процессъ можно продолжать сколько угодно- Если между 
q и q +  1 заключается нисколько корней функцш /(.v ), то, смотря по 
обстоятельствамъ, можегь получиться и нисколько значенШ для qx. Мо- 
жетъ случиться, что и для q2 получится несколько значений; однако, 
всегда настанетъ моментъ, когда все корни между о и q 1 будутъ 
отделены другъ отъ друга 12).

Значеже х  получается въ виде непрерывной дроби:

Ь  +  i____
с]г +

3. Достигнуть более или менее значительнаго приближешя къ 
истинному значежю корня можно, большею частью, только вычисливши 
большое число послЪдовательныхъ знаменателей, а составлеже функцШ 
у, f t t  f 2, . . .  очень утомительно; поэтому изложенный методъ им^етъ 
больше теоретически интересъ и мало пригоденъ для практическихъ 
вычислешй.

Только въ гЬхъ исключительныхъ случаяхъ, когда въ ряду 
q, <J\> • • •  скоро попадается довольно большое число, получаются
лучине результаты.

Прим'Ьромъ такого рода можетъ служить кубическое уравнеше: 

д 8 — 2 д* — 2 =  0.

12) Если бы функщя / 4{а,) имела, скажемъ, три вещественныхъ корня, боль- 
шихъ, чемъ 1 : х / ,  х /', х /" , то мы получили бы три корня функщи /(* ):

, 1 , 1  , 1

Дальнейшее разложеше нужно вести для каждаго изъ этихъ корней порознь. Если 
подстановка

* / = ? / + 7 -

лриведетъ къ функщи / 2(х2), имеющей два корня, большихъ, чемъ 1 : x j  и х г" 
то двумъ последовательнымъ знаменателямъ {q, <?/) будутъ отвечать два корня

, 1  , 1I q -f---------y  * Ч "I----------Т  *

Но такъ какъ общее число корней ограничено, то такое расчленеше должно скоро 
прекратиться.
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Последовательный преобразовашя здесь даютъ:

л*3 — 2 х — 2 =  0, q = 1,
Злг3 —  х2 —  Зх— 1 = 0 ,  cji =  1,

2 л*3 — 4 х2 — 8х  — 3 =  0, =  3,
9дг3 — 22 д 2 — 14 л*— 2 =  0, =  2,

46.г3 — 6л*2 — 32д.* — 9 = 0 ,  с] 4 =  1,

*3 — 94 лЛ — 132х  -  46 =  0, =  95,
35б1.г3 — Ш З х 2 —  191* — 1 =  0, qe =  2.

Рядъ последовательные частиыхъ знаменателей

(1, 1, 3, 2, 1, 95, 2, . . .) 

даетъ рядъ подходящихъ дробей:

1 2 L  —  2? 2201 — 25
Т ’ Т ’ Т ’ 9 l V  1244’ 2501>

Эти дроби попеременно то меньше, то больше, чемъ х . Д ве послед- 
шя обращаются въ следуючпя десятичныя дроби:

1,769 292 60, 1,769 292 28;

ошибка последней, несколько меньшей истиннаго значешя х , меньше, чемъ

0,000 000 16.



ГЛАВА XVIII.

ДЪлеше окружности на равный части.

§ 105. Корни изъ единицы.

1. Всякое комплексное число, въ зависимости отъ модуля и аргу
мента, выражается въ виде

% =  г (cos 9- +  г sin # ).

Согласно п. 8 § 51-го,

=  Г" (cos п'д• +  / sin //Ф). (1)

Эта формула даетъ возможность решить следующую задачу: определить 
все числа, п-тая степень которыхъ равна данному числу с (вещественному 
или комплексному), т. е. найти корни уравнешя;

ггп — г \  0

Согласно основной теореме алгебры это уравнеше должно иметь п  корней,

2. Пусть
с — Q (cos(р +  г sin go),

где q  есть положительное число, а <р содержится между 0 и 2 л .  Тогда

Г” cos n f t  =  q cos (fj r“ sin п'д' =  Q sin (p.

Возводя оба эти равенства въ квадратъ и складывая, получимъ, что г2” =  $*. 
Такъ какъ и г  должно быть положительнымъ числомъ, то

r = V 7 ,

при чемъ подъ правой частью разумеемъ единственное положительное 
значеше корня n -той степени изъ q .
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3. О л редели въ такимъ образомъ г, мы получимъ для 

cos п д  — cos go, sin n f t  =  singp.

Эти уравнешя не опред'Ьляютъ угла д? однозначно. Въ самомь д е 
ле, согласно известной теореме тригонометрш, два угла, имеюице оди
наковые косинусы и синусы, могутъ отличаться другъ отъ друга на про
извольное кратное 2 я .  Следовательно,

о , п « <Р . 2 я т
п п

m k w  есть некоторое целое (положительное или отрицательное) число. 
Съ другой стороны, два значешя разность которыхъ есть число, крат
ное 2 л ,  даютъ одно и то же значение для £  Если положимъ т =  qn +  к, 
где к есть о с т а т о к ъ  отъ делешя т  на п, то

« др 2 л к  . п
t /  — ----- ----------- |- 2 я п .

11 п 1

Здесь всевозможныя значешя целаго числа q даютъ одно и то же зна- 
чеше для £  Следовательно, чтобы получить все отличные другъ отъ 
друга корни n -той степени изъ с, достаточно въ формуле

z = Ve COS
-

+  i  sin (  —  
\ 11

2
n  )

дать k  последовательныя значешя: 0, 1, 2, . .  n  — 1. Последнюю фор
мулу, согласно п. б § 51-го, можно представить въ виде:

или

н/— {  <Р . • . < р \ (  . - . 2 я к \у  о I cos —  +  г sin —  И  cos--------\- г s in ------- I »
V п  п / V  п п /

/  (р , . . д А /  2ет . . 2яЛ*1/ р I cos — +  г sin — И cos----- h г sin —  I *
V 11 11/ V n n /

4. Положимъ для сокращешя:

2 я  , . .. 2лг
е =  co s------ г sin — »

11 it

}. 2яИ . . . 2 я к
ек =  co s-------- h г sin ------

п it
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Тогда sn =  1, а, следовательно, и ек" =  1. П роизведете двухъ сопря- 
женныхъ мнимыхъ чиселъ:

2  j z k  . . .  2 f l k  2  л к  . . 2 л к
cos — - +  г s in ------> c o s ----------- 1 s i n -------

11 11 п п

равно 1; следовательно, мы можемъ положить:

. 2 л к  • . 2 л к
е~к =  cos - -----г s in ---------

п п

Вместе съ темъ етк =  еп~ к. Величины

1, е, б2, в3, . . е"“ 1 (2)

непременно все различны между собой. Действительно, если бы въ 
этомъ ряду было sk =  еи, то, въ силу упомянутаго свойства тригономе- 
трическихъ функщй, числа 2 л к  In  и 2 л g | n  должны были бы отличаться 
другъ отъ друга только на число, кратное 2 л ,  а, следовательно, раз
ность kill  — gjtl  должна была бы быть целымъ числомъ, что, очевидно, 
невозможно, такъ какъ k  и g  суть различный .числа изъ ряда 0, 1, 2, 
3, . . и — 1.

5. Ч и сла (2) н а зы в а ю тс я  ко р н ям и  я - т о й  с теп е н и  и зъ  1. И хъ 
и м е е т с я  п р а зл и ч н ы х ъ  м еж ду  со бо й .

Они представляютъ собой корни функщй х п —  1.
Все корни я-той степени изъ даннаго числа с получатся, если одипъ 

изъ нихъ умножить последовательно на я-тые корни изъ единицы 1). 
За исключешемъ случая с =  0, число различныхъ корней я-той степени 
изъ с равно я , т. е. числу различныхъ корней изъ 1.

6. На окружности, рад1усъ которой мы примемъ равнымъ единице 
длины, центральные углы при центре можно измерять соответствующими 
имъ дугами. Четыремъ прямымъ угламъ соответствуетъ вся окружность, 
а число, ее измеряющее, есть 2 л .  Если разделить всю окружность на п
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*) Это следуетъ изъ последней формулы пункта 3-го. Если мы положимъ въ 
ней к —О, то получимъ:

м =  V~Q {cos *  +  i sin ,

т. e. корнями «-той степени изъ числа с, какъ показываетъ упомянутая формула, 
служатъ

•̂ 11 К.\ k I • • • j КI •
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равныхъ частей, то въ точкахъ дЪлешя получимъ углы, соотвЪтству- 
raiuie правильному вписанному многоугольнику, а именно я-угольнику.

7. Рзсположимъ одну изъ точекъ дЪлешя такъ, чтобы для нея было 
х =■ 1, v =  0. Тогда всЪ вершины нашего многоугольника будутъ геоме
трическими изображешями я-тыхъ корней изъ единицы, т. е. комплекс- 
ныхъ чиселъ (2) (§ 51). Условимся отсчитывать дуги и соответствующее 
имъ углы отъ точки 0 (фиг. 20). Точку, соответствующую углу 2як /п ,  
будемъ называть /мгой вершиной многоуголь
ника. Въ виду этого начальная точка можетъ 
быть названа нулевой или я-той вершиной.

Обозначимъ сторону правильнаго я-уголь- 
ника черезъ S,,. Тогда, какъ видно изъ фи
гуры 20-ой,

=  2 sin у  *

Величины Sn можно определить какъ 
геометрически, такъ и алгебраически. Анали-

r  ’ г  Фпг. 20.
тическая геометр1я учитъ, что точки пере-
сечешя 2) двухъ окружностей съ данными центрами и рад!усами, а также 
и точки пересечешя круга и прямой могутъ быть выражены алгебраически 
при помощи корней квадратныхъ уравнешй. Обратно, квадратные корни изъ 
данныхъ чиселъ, если изобразить послЪдшя отрезками, можно построить 
циркулемъ и линейкой, а, следовательно, привести задачу къ отыскашю 
точекъ пересечешя окружностей или окружностей и прямыхъ линШ.

Если S,, можно алгебраически выразить при помощи ряда 
квадратныхъ корней, то геометрическое nocTpoeHie правильнаго 
/г-угольника можетъ быть выполнено циркулемъ и линейкой. 
Обратно, если правильный я-угольникъ  можно построить цир
кулемъ и линейкой, то алгебраическое определею е я-ты хъ кор
ней изъ единицы приводитъ къ ряду квадратныхъ уравнен1й.

8 . Положимъ

S„,k =  2 sin — ;я

Snje есть хорда, которую получимъ, если начальную вершину многоуголь
ника, обозначенную черезъ 0, соединимъ не съ смежной вершиной, а съ 
А-той. Тогда Sn,k =  5|»,*<.-*• Если к больше, чЫъ 1, и меньше, чЪмъ 
я — 1, и не имЪетъ общихъ делителей съ я, то Su,k есть сторона зв^зд- 
наго многоугольника (см. фиг. 20 для пятиугольника); если же к и я
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2) Т. е., конечно, координаты точекъ пересЪчешя.
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имЪютъ общаго множителя, то Sfl>k есть сторона многоугольника съ мень- 
шимъ числомъ сторонъ 3).

9. Если Sn известно, то S>n найдемъ съ помощью извлечен in квад- 
ратнаго корня, т. е. съ помощью геометрическаго построешя (дЪлешя 
угла пополамъ).

Наиболее простое решеше этой задачи получается изъ тригоно- 
метрическихъ формулъ

1 +  cos а = 2 cos2 y  а ,

1 — cosа =  2 sin2 ~  а\ 

изъ второй формулы при а =  Jt /n  слЪдуетъ:

2 — — S't, =  4 = S L ,

а изъ первой:

2 +  Г Г  S'. - 4  (с о . £  )  -  4 ( sin ( * - - £ ) ) ■

Следовательно, меняя знакь при квадрагномъ корне, мы получаемъ
Л/формулу, соответствующую делешю пополамъ угла, смежнаго съ — 4).
11

Итакъ, съ помощью геометрическаго построешя мы всегда можемъ 
получить изъ п-угольника 2и-угольникъ, а изъ 2 «-угольника — 4«-уголь- 
никъ и т. д.; поэтому мы можемъ ограничиться предположешемъ, что п 
есть число нечетное.

10. Обратно, изъ 2 «-угольника мы получимъ /z-угольникъ, соеди
няя вершины перваго черезъ одну; такъ, напримеръ, треугольникъ полу
чается изъ шестиугольника, пятиугольникъ изъ десятиугольника и т. д.

3) Чтобы определить, сколько сторонъ будетъ иметь звездный (или иногда 
обыкновенный) многоугольнику который мы получимъ, последовательно  соеди
няя вершины « угольника черезъ к вершину нужно определить, сколько понадо
бится провести такихъ д1агоналей, чтобы возвратиться къ начальной вершине. Если 
это число диагоналей есть х, то мы обойдемъ, такимъ образомъ, for вершинъ. Мы 
возвратимся въ точку исхода, если for кратно п. Поэтому, если к и п суть числа 
взаимно-простыя, то наименьшее значеше х, при которомъ for делится на «, есть м; 
если же ,к и п имеютъ общаго наибольшаго делителя d, то наименьшее значеше 
х есть n\d.

4) Т. е. 2 +  Т^4 —5 2 есть длина хорды, отвечающей половине угла, смеж
наго съ угломъ я/«.
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Сторона же Л'2« при нечетномъ п можетъ быть непосредственно 
выражена черезъ я-тые корни изъ единицы. Действительно,

л
S ‘2n =  2 sin — 2 cos2п (л  л  \

~2 2 п /  =

( ~  +  =  — \  2 ^  2 п )

0 и — 1 2 л=  2 cos -------- =
4 и

=  — 2 cos 

Съ другой стороны, согласно п. 4,

2 cos п +  1 2л;

е* * +  е~А =  2 cos 2 л к
(а)

смотря по тому, какое изъ двухъ чиселъ я — 1, ц + 1  делится на 4, 
п имеетъ видъ 4щ  +  1 или 4 т  — 1; следовательно,

и—1
=  е * +  е 4 , « = 4 ш + 1 ,

«-{-1 _  «4-1
S2» = — в 4 — в , ;г = 1//г — 1.

(3)

11. Если а и b суть натуральныя числа, не имеюпця общихъ д е 
лителей, то по § 76 можно определить два такихъ целыхъ и положи- 
тельныхъ числа X и у ,  чтобы выполнялось равенство

b x  — a y  =  1.

Если аЬ =  п, то можно удовлетворить равенству:

2 л  2 л х  2 л у
n a b

Отсюда следуетъ, что сторона ^-угольника получится, если точку 
2 л х / й  соединить съ точкой 2 л у /b. Такъ, напримеръ, сторона 15-уголь- 
ника получается, если соединить вторую вершину 5-угольника съ первой 
вершиной треугольника 5).

Всего имеется четыре различныхъ 15-угольника, первый вершины 
которыхъ лежатъ при: 2л/\5>  4 л / \ 5 ,  8 м /15, 14лг/15. Мы найдемъ ихъ, 
если одну изъ вершинъ треугольника соединимъ съ четырьмя вершинами 
пятиугольника (фиг. 21) б).

3) Въ данномъ случае а — 5, Ь =  3, х =  2, у — 1.
* в) Мы видели выше, что мы получимъ звездный многоугольникъ, содержа

ний 15 сторонъ, если будемъ соединять вершины обыкновеннаго пятнадцатиуголь-
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Благодаря вышеизложенному мы можемъ въ дальнейшемъ ограни
читься только теми многоугольниками, въ которыхъ число сторонъ есть 
нечетное простое число или степень нечетнаго простого числа 7).

Фиг. 21.

§ 106. Алгебраическое опред!*лен*е корней изъ единицы.

1. Имея въ виду формулу суммы геометрической прогрессш (§ 66) 
или частное огь  делем я х п — 1 на х  — 1 (§ 63), мы можемъ написать:

( х  — 1) (х ” "1 +  х " ~ 2 +  ■ • • +  л* +  1) =  х п — 1.

Подставимъ вместо х  какой-нибудь изъ корней п-той степени изъ 
единицы; правая часть будетъ равна 0, а, следовательно, должна обра
титься въ нуль и левая часть. При х  =  1 исчезаетъ первый множитель

ника черезъ каждыя к, где к есть число простое относительно 15; такимъ обра- 
зомъ, к можетъ иметь значешя 1, 2, 4, 7, 8,. 11, 13, 14. Если £ = 1 ,  то мы полу- 
чаемъ обыкновенный правильный 15-угольникъ. При к = 14 мы получаемъ тотъ 
же многоугольникъ, но въ обратномъ порядке. Точно такъ же при к — 13, 11, 8 
мы получаемъ те же многоугольники, что при к =  2, 4, 7. Такимъ образомъ, мы 
получаемъ четыре 15-угольника, соответствуюнце значешямъ к =  1, 2, 4, 7.

На фиг. 21 изображенъ правильный пятиугольникъ (0, 3, 6, 9, 12). Далее, 05 
есть сторона правильнаго треугольника. Соединяя его вершину 5 съ остальными 
вершинами пятиугольника, мы получимъ стороны всехъ четырехъ 15-угольниковъ.

Авторъ беретъ к = 2, 4, 8, 14, что, какъ мы видели, сводится къ тому же.
7) Какъ показано выше, если п ~  ab, где а и Ъ суть числа взаимно-простыя, 

то мы умеемъ построить сторону правильнаго «-угольника, если умеемъ построить 
сторону «-угольника и сторону ^-угольника.
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левой части х — 1, а второй получаетъ значение п . Если вместо х  под- 
ставимъ какой-нибудь корень, отличный отъ 1, т. е. одно изъ чиселъ

то долженъ обратиться въ нуль другой множитель. Игакъ, степени числа 
s суть корни уравнешя (п — 1)-ой степени

другихъ же корней это уравнеше не имеетъ. Действительно, если выполня
ется уравнение (1), то и х п — 1 =  0, т. е. х  есть одинъ изъ я-тыхъ кор
ней изъ единицы. Значеше же д: =  1 не удовлетворяетъ уравненш (1) 

Положимъ х  =  е; тогда изъ уравнешя (1) слЪдуетъ, что

Мы получаемъ, такимъ образомъ, теорему: сумма п — 1 ко р н ей  я -т о й  
степ ен и  и зъ  ед и н и ц ы , о тл и ч н ы х ъ  о т ъ  1, р авн а  — 1.

2. Уравнеше (1), въ виду своихъ характерныхъ особенностей часто 
можетъ быть разрешено до конца. Мы покажемъ это на нЪкоторыхъ при
мер ахъ.

Для п —  3 равенство (2) даетъ:

(§ 105, (2)):
е, 82, е3, . . б"^1

х п~ 1 +  х п~ 2 +  • • • +  х  +  1 =  0; О )

8 +  +  & +  ■ * * +  Sn~ l =  — 1. (2)

или

Въ виду соотношешя (3) § 105-го это 
равенство выражаетъ, что сторона правиль- 
наго шестиугольника равна 1, т. е. рад1усу 
(фиг. 22).

е2 +  6 +  1 =  О,

е +  е-1  =  — 1.
о

Такимъ образомъ, въ виду равенства 
(а) § 105-го,

Фпг. 22.

2 jt 1 . 2  лг У 'З— > sin

и, следовательно (§ 105, 4),

- 1  +  г / 3-------- —--------  )
1 - г У з

2

8) Это значить, что корнями уравнешя (1) служатъ ( « —1) чиселъ:
н —1е, £3, . . . ,  ег
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3. При п =  5
у  =  в +  б-1

есть, согласно равенству (3) § 105-го, сторона десятиугольника. Изъ 
соотношешя же (2) для этого случая получимъ:

е4 +  t 3 +  е* +  е +  1 =  О,

а такъ какъ е'4 =  е-1 , £3 =  в-2 , то

6 +  €~1 +  €г +  €~2 =  — 1.

Но е2 +  е~2 =  (е +  в-1 )2 — 2 =  у2 — 2 ; поэтому для опредЪлешя сто- 
*

роны десятиугольника мы получаемъ уравнеше:

У* =  1 ~ У ,  Г : 1 =  (1 -  )’) : J .  (3)

Это уравнен1е во второй своей формЬ показываетъ, что сторона десяти
угольника равна большей части рад!уса, раздЪленнаго въ крайнемъ и 
среднемъ ощошенш (§ 34, 6). Алгебраическое ptm em e уравнешя (3) даетъ:

Второй корень есть:

У

У\

1 +  V" 5 0 2я 9\---- =  2 cos — ;■
2 5

1 -  у ъ
=  2 cos

4 л, ю>

(4 )

Что здЪсь подъ нужно разуметь положительное его значеше, слЪ- 
дуетъ изъ того, что уголь 2лг/5 лежитъ въ первой четверти и поэтому 
им'Ьетъ положительный косинусъ. Чтобы выяснить значеше второго корня, 
обратимъ внимаше на то, что

о .2 cos —  =  2 sin 
о

( лг 4лг\
т  ~ " 5 ;

-----— I =  — 2 sin
3 лг
Т о

СлЪдовательно, — y t есть сторона звЪзднаго десятиугольника, кото
рый получится, если, раздЪливъ окружность на 10 равныхъ частей, соеди- * 10

я) Ибо у =  е + е  1 (см. равенство (а) въ п. 10 § 105-го).

10) Ибо, согласно соотношение (а) § 105-го, ь* -f- ё~2 =  2 cos ^ , а изъ ра

венства t  +  £—1-f е2+  €~3=  — 1 с.тЬдуетъ, что е2-\-е~2 = 2 c o s ^  =  — 1 — ( е +  е'"1) =

= - \ - у = - \ - - 1 + К 5 - 1  - у Т
2
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нять точки делешя черезъ две (§ 105, 8). Если вершины этого звЪзднаго 
десятиугольника соединить черезъ одну, то получимъ звездный пяти- 
угольникъ.

Изъ соотношешя (4) получимъ:

2 sin 2;TI =  V 4 ^ 'y *  =  -[ Г Т о + Т Г б .  
о 2,

и, следовательно,

ь =  cos ^  +  г sin ~  ( УЪ  — 1 +  / V lO  +  2 V ъ )  .

4. Чтобы построить величины у и — у Х1 обратимъ внимаше на то, 
что 5 =  12 - |- 2 2. Следовательно, если въ прямоугольномъ треугольнике 
АВС  одинъ катетъ = а Другой 
=  1, то гипотенуза равна У 5. Если 
отъ гипотенузы отнять то полу- 
ч имъ у . а если прибавить то полу
чимъ — у х. На чертеже (фиг. 23) отре- 
зокъ A M  = у ,  а отрезокъ A N  = — у х .

5. Ш та у д тъ  (v. Staudt) далъ очень
Ф иг. 23.

изящное построеше правильнаго пяти
угольника. Это построение даетъ сразу все пять вершинъ. Оно изобра 
жено на фиг. 24.

Проведемъ въ круге два взаимно перпендикулярныхъ д1аметра АВ  
и CD и въ точкахъ А , С, D проведемъ касательныя къ кругу, т. е. 
перпендикуляры къ д1аметрамъ.

В е б е р ъ , Энцпклон. элемент, алгебры.

Ж

28
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Отложимъ отрезокъ Сс,  равный двойному д1аметру, т. е., если ра- 
д1усъ =  1. то С с  =  4 ; затЪмъ проведемъ прямую c S .  Она пересечетъ 
окружность въ двухъ точкахъ N  и A v  ЗатЬмъ соединимъ прямыми точки 
С  и jV ,  С  и Л  ] ; эти прямыя пересекутъ д1аметръ А Н  въ точкахъ п  и щ .  
Если въ этихъ точкахъ возставимъ къ А  В  перпендикуляры, то nepect- 
чемъ окружность въ четырехъ точкахъ Р, Рх, Р2 и Р3, который вместе 
съ А  будутъ вершинами правильнаго пятиугольника.

Д о к а з а т е л ь с т в о :

Треугольникъ S N Q  подобенъ треугольнику с N  С  (вслЪдсше ра: 
венства соотв'Ьтствующихъ угловъ). Следовательно,

S O  : С с  =  N O  : N C ;

по теореме относительно касательной и секущей

QD2 = NQ ■ QC,
откуда

SQ : Сс =  QD2 : NC  ■ QC,
или

S Q : Q D  =  C c . Q D : N C . Q C .

Хорда Z)iV (не обозначенная на чертеже) перпендикулярна къ Q C ,  а 
потому изъ прямоугольнаго треугольника QDC  получимъ:

DC* =  N C . Q C .
Вместе съ темъ:

S Q : Q D  =  Q D. Cc : DC * .

Съ другой стороны, по построенш, C c —2 D C = ^ S D \  поэтому 

D C : Сс =  SD : DC, DC2 =  Сс . SD ;

следовательно:
SQ : Q D ^ Q D :  SD,

т. е. отрезокъ 5 D  делится въ точке Q въ крайнемъ и среднемъ отно- 
шенш. Если SD =  1, то

Q D  =
- 1  +  1 ^5

Такъ какъ QD =  20п  (изъ подоб1я треугольниковъ CQD  и СпО), то

— 1 -f* ~\/~ 5 2 яг
О п  =  ----------=  C O S - y4
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Такимъ образомъ, уголъ АОРг равенъ 2лг/5, а АРУ есть сторона 
правильнаго пятиугольника. Точно такимъ же образомъ выводимъ, исходя 
изъ подоб!я треугольниковъ SQtNt и cCNy, что

О п у 1 +1/5
4

и, следовательно, уголъ РъО В  — лг/5.

6. Для дЪлешя окружности па 7 частей имЪемъ прежде всего урав
неше:

е +  sz +  в3 +  в-1 +  в“ 2 е~г =  — 1, 

е +  е-1  =  Г, е2 +  е-2 =  jyt , £3 +  в "3 = у 2 .

Въ виду соотношешй (3) § 105-го —у у есть сторона правильнаго 
14-угольника. Далее,

в2 +  €~2 =  у2 — 2, 

в3 +  е_3 =  у3 — 3_у;

следовательно, для у  получаемъ уравнеше 3-ей степени:

у ъ _ | — 2jy — 1 — О,

корни котораго суть и ):

о 2л:V =  2 cos —

4яг Зл;
Vt =  2 cos —  =  — 2 cos

_ 6 яг
v9 =  2 cos -=- =  — 2 cos

ЛГ

Это ypaBHeHie имеетъ, такимъ образомъ, три вещественныхъ корня 
Корни наибольшШ и наименышй по абсолютной величине имеютъ отри
цательный значешя, а средшй — положительное. Семиугольника нельзя по

и) Чтобы убедиться въ томъ, что у, у, и у 2 суть корни кубическаго уравне- 
шя у3 -{- у2 — 2у — 1 =  0, нужно вычислить выражешя — (у +  у х +  Уа), УУХ + у у 2 +  
А У хУчу —)'УгУчу принимая во внимаше основное уравнеше е +  в* 1 -f- fis +  е” 1 +  
+  е~2 +  в 3 =  — 1; тогда эти выражешя окажутся равными коэффищентамъ
1, — 2, — 1 кубическаго уравнешя.

28*
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строить циркулемъ и линейкой, такъ какъ решеше задачи приводится къ 
уравнешю третьей степени 12).

. Въ случай девятиугольника дело обстоитъ нисколько иначе. Де
вять не есть простое число и при томъ каждый корень третьей степени
изъ единицы есть въ то же время корень девятой степени нзъ единицы.

Если е есть корень девятой степени изъ единицы, то е3 есть ко
рень третьей степени изъ единицы. Ясно, что, если этотъ корень третьей
степени отличенъ огъ 1, то само е не представляетъ собой корня третьей 
степени изъ единицы. Поэтому (п. 2)

eG +  б8 +  1 =  0.

Это равенство останется въ силе, если е заменимъ черезъ б2, е4, е5, 
е7, б8 13). Мы получили уравнение 6-ой степени съ 6-ью корнями. Но- 
£6 +  63 +  1 =  £3 +  б~3-|- 1. Если положимъ

у  =  е +  в-1  , 

у'6 — £3 -f- £_3 +  3у ,

то для у  получимъ уравнеше третьей степени:

у * - З у + \  =  0.

Корни этого уравнешя суть 14):

у =  2 cos —  > У\ =  2 cos —  *

_ 8л; 0 пу  г =  2 cos - у  =  — 2 cos — ;

12) Если конструктивная задача аналитически приводится къ уравнешю 3-efr 
степени, то отсюда безъ дальнЪйшихъ оговорокъ еще нельзя заключить, что постро- 
еше не можетъ быть выполнено циркулемъ и линейкой. Это видно уже изъ того, 
что уравнеше 3-ей степени можетъ иметь и рацюнальный корень. Чтобы утвер
ждать, что задача не можетъ быть решена циркулемъ и линейкой, требуется бол-fee 
глубокШ анализъ соответствующая уравнешя. Объ этомъ подробнее въ следу
ющей главе.

,3) Уравнешю ь6 +  б3 + 1 = 0  удовлетворяютъ только те корни девятой сте
пени изъ единицы, которые не суть въ то же время корни кубичесюе изъ еди
ницы; поэтому изъ ряда 1, е, в \  £3, t4, t 5, ьв, ь1, ь8 исключаются корни 1, е* и tV 
удовлетворяюmie равенствамъ (t3)3 =  ь9 = 1 и (ь6)3 =  б18 =  (ь3)1 =  1; для этихъ кор
ней 1 4- ь3 +  в* равно не нулю, а 3.

14) Уравнешю ъ6 +  ъ3 +  1 =  0 удовлетворяетъ значеше

2л: . . 2л
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два изъ нихъ им^ютъ положительный значешя, одинъ —  отрицательное; 
согласно равенству (3) § 105-го, у х есть сторона правильнаго 18-угольника. 
Понятно, что и девятиугольника нельзя построить циркулемъ и линейкой. 
Еще хуже обстоитъ дело съ 11-угольникомъ: полагая въ этомъ случае 
V =  8 д . г 1, мы приходимъ къ уравнешю 5-ой степени:

Vя +_);4 — 4у ъ — 3у 1 -f- 3 у +  1 — 0.

8. ДЬлеше окружности на 13 частей приводится къ одному ква
дратному уравнению и одному кубическому. Къ этому результату приво
дить слЪдуюццй п ри н ц и п ъ , применимый и къ бол^е сложнымъ случаямъ. 
Корни 13-ой степени изъ единицы:

8, 82, е3, е \  е5, eG,

в ' 1, е“ 2> е - 3, б - 5, в” 6

•могутъ быть расположены въ виде цикла такъ, что каждый изъ нихъ бу- 
детъ получаться изъ предыдущаго однимъ и темъ же способомъ, именно 
в о з в ы ш е т е м ъ  въ к в ад р атъ :

В о2 с4  О ;> гЗ  об 0 “ 1 Q —2 0 — 1 о5 О—3 О—6 •
j C j O j C  j  С  j  С  j  с  )  С  ;  ^  )  С  j  С   ̂ С  j

последнШ по возвышенш въ квадратъ даетъ опять первый; е“ 12 =  е 15). 
Если брать члены этого ряда черезъ одинъ, то получимъ два ряда, въ 
каждомъ изъ которыхъ последующей членъ равенъ предыдущему, возвы
шенному въ 4-ую степень. Составимъ суммы этихъ членовъ

е +  б4 +  £3 +  +  е ~ 4 +  в-3  =  Г),

е2 -f- 8-г> +  8° +  е -2  +  е 5 +  е -6 =  rjx 

и обозначимъ ихъ сокращенно такъ:

где
г) — 2 е и, г}{ =

а  =  ±  1, +  3, +  4, ft =  +  2, +  5, +  6.

Обратимъ теперь внимаше на следующее важное обстоятельство: 
если а есть одно изъ чиселъ а , то числа а а и aft сравнимы по мо
дулю 13 соответственно съ числами а  и ft; если же /; есть одно изъ 
чиселъ ft, то, наоборотъ, числа b а сравнимы съ числами ft, а числа bft 
съ числами а.

а также квадратъ и четвертая степень этого выражешя; этому соответствуюгь
три значешя выражешя у =  б-+«~1» указанный въ тексте. Ср. также примечаше 11.

15) Возвышая, напримеръ, е4 въ квадратъ, мы получимъ в8; но такъ какъ 
-е1Э * =  1, то а8 =  еи  . в- "5 =  *г~5. Точно такъ же (*г~в)а =  в~п =  е~~1г • t n =  е.
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Эта теорема вытекаетъ, согласно § 81, изъ того, что а суть ква
дратичные вычеты, а квадратичные невычеты по модулю 13. Въ данномъ 
случай легко убедиться въ ея справедливости съ помощью нспыташя чи- 
селъ а  и /? 16).

Назовемъ суммы г}, t)i п е р в ы м и  п е р т д а м и .  Обе эти суммы можно 
будетъ выразить въ квадратныхъ корняхъ, если будетъ известна ихъ 
сумма щ  и произведете Но г) +  rjt есть сумма вс'Ьхъ е*, т. е, 
r j -{-г) i =  — 1. П роизведете rj7)x можно представить въ виде:

г)% =  2 е а+ ' .

Показатель а  +  ft, какъ легко убедиться непосредственно, никогда не 
равенъ нулю и никогда не делится на 13. Следовательно, въ число 36 
слагаемыхъ суммы 2 е а+& не входитъ 1.

Въ сумме 2 е а+& различныхъ слагаемыхъ имеется только 12; каж
дое изъ нихъ повторяется три раза. Въ этомъ можно убедиться, либо 
вычисляя всехъ показателей а +  (3 непосредственно, либо съ помощью 
следующаго простого разсуждетя. Одного взгляда на значетя а и ft до
статочно, чтобы убедиться въ существовали трехъ такихъ суммъ а  +  /?, 
а  +  /?’, а" +  /?", что

а  +  @ г  а' +  (I' =  а!1 +  Р" =  h 17). (mod 13)

Но тогда для любого числа п , не делящагося на 13,

п а  п р  =  п а '  +  nfl' =  па"  +  nff* ^ n k .

Все эти три суммы заключаются между числами a - f - /? ;  действительно, 
оба числа п а  и п $  не могутъ находиться одновременно ни среди чиселъ

16) Если, напримеръ, а =  +  3, то числа а  а и ар  будутъ;

± 3 , ± 9 , ±12;  ±6, ±15, ±18.
Такъ какъ

± 9 =  + 4, ±  12 == + 1» ±15 := ± 2 , ±18 ±  5 (mod 13),

то числа а а сравнимы съ числами а, а числа а(3—съ числами ft Если же возьмемъ 
b равнымъ, скажемъ, — 5, то получимъ:

± 5 , +15, +  20; + 10, + 25, + 30.
Такъ какъ

+  1 5 =  ± 2 , + 2 0 =  ± 6 , + 10 =  ± 3, + 2 5 =  ± 1 , + 3 0 = +  4 (mod 13), 

то числа Ьа сравнимы съ числами ft а числа Ьр съ числами а.
17) Напримеръ,

- Ч + 2  =  + 3 - 2  =  - 4  +  5 = 1  (mod 13).
Такимъ образомъ, въ этомъ разсуждеши можно принять £ = 1 .
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а, ни среди чиселъ /3; следовательно, одно изъ нихъ фигурируетъ среди 
чиселъ а , а другое среди чиселъ /3 1д). Итакъ, если положимъ а  +  /2= /е ,. 
то каждый членъ б,,к долженъ повториться, по меньшей мере, три р а за 1 * * * * 19); 
но всехъ членовъ суммы имеется 36 20); следовательно, каждый

; членъ повторяется какъ разъ три раза. Въ результате щ х =  =  — 3.
Числа ij и щ  определяются изъ уравнений:

V +  Vi =  -  1,

VVi =  -  3.

Если первое изъ этихъ равенствъ возведемъ въ квадратъ и вычтемъ 
учетверенное второе, то получимъ:

('Ч +  ViY -  =  (у -  у ,У  =  13,

откуда

1 +  1/Тз - 1  — УТз
у  =  — о------- ’ Ч1 = -------- 5---------

1Ч) Такъ какъ каждое число сравнимо со своимъ вычетомъ по любому мо
дулю и такъ какъ въ ряду чиселъ ± 1 ,  ± 3 ,  ± 4 ,  ± 2 ,  ±  5, ± 6  фигурируютъ все 
вычеты по модулю 13 (если пользоваться абсолютно наименьшими вычетами), то какъ 
число и, такъ и числа п а  и п$  н еп р ем ен н о  будутъ фигурировать либо среди 
чиселъ а, либо среди чиселъ /3. Если же мы условимся обозначать .число п че-
резъ а или черезъ Ь въ зависимости отъ того, принадлежим ли оно къ числамъ а
и л и  числамъ ,8, то въ силу разсужденШ, приведенныхъ въ этомъ же пункте отно
сительно произведений а а, ар, Ьа, bff, найдемъ, что, если одно изъ чиселъ па, nf}
принадлежим къ числамъ а, то другое принадлежим къ числамъ /?, и наобором.

19) Пояснимъ это. Изъ примечашя 11-го следуем , что можно выбрать три 
пары чиселъ а =  — 1, (3 =  2, а' =  3, (3' =  — 2» а"= — 4, (3"=5 такъ, чтобы выполня
лись сравнешя

- 1  +  2 =  3 - 2  =  - 4  +  5 =  1,

г д е  k =  \ . Изъ этихъ сравнешй вытекаем, что членъ е1 повторится, во всякомъ 
случае, не менее трехъ разъ.

Умножая все члены этихъ сравнешй на » =  2 и заменяя произведешя па, 
nff, п а \  n(8f, па", п<8" ихъ абсолютно наименьшими вычетами, найдемъ:

— 2 +  4 =  6 —4 =  5 —3 = 2 ;

здесь /г =  2, и мы видимъ, что членъ в1 также повторится не менее 3 разъ. Точно 
такъ же можно идти дальше, полагая п — 3, 4 , . . .  и приходя последовательно къ. 
членамъ в3, е4, . . .

ао) Среди которыхъ имеется 12 различныхъ.
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Изъ слЪдующихъ равенствъ легко видеть, что мы правильно рас
пределили знаки при У 13:

2 л  6 л  8 л
г1 =  2 cos —  +  2 cos —  +  2 cos у -  =

2 л  6 л  Ъ л
=  2 cos Т з + 2  cos Тз- - 2 c o s T 3 ,

„ 4 л  0 Злг лг»j, =  2 cos J3 ^ 2 c o s 13 2 c o s - - .

Въ самомъ деле, въ первой четверти косинусъ имЪетъ положительное 
значение и большему углу соответствуете менышй косинусъ; следова
тельно, г)х им^етъ отрицательное значение, a rj — — 3/?^ — положительное.

9. Когда rj и rjt найдены, то у  определяется изъ кубическаго урав- 
нешя. Действительно, пусть

_)' =  « +  «- \  jV, =  s 4 +  e_4, у-2 =  е3 +  £~3,
что даетъ:

У  +  У\ + У 2 = >h

УУх + У У г + У О ’* =  2 е '; =  -  1,

0 , 3 -  уТз
УУх У  2 =  2 +  Ух = ------2-------

Следовательно, jy, jyt и jy2 суть корни кубическаго уравнешя

1/Тз -з
~  —jy =  0.

Это уравнеше имеетъ два положительныхъ корня и одинъ отрицательный, 
а именно:

0 2 л  5 л  6 л
2 cos Уз ’ “  2 C0ST3 ’ 2 C0S Т з ’

6 л л
наименышй положительный корень 2 cos —  =  2 sin —  даетъ сторону 
26-угольника 21).

10. Можно также сначала составить рашональное уравнеше третьей 
степени. Пусть

% =  е -{- £~~5 -J- s 1 -f- s5 =  2 cos ^  — 2 cos ^13

4 л
13 ’ 

блг
=  В 2 +  S8 +  е  г  +  в ” 3 =  2 cos +  2 cos —

=  s4 +  s 6 +  в-4  +  e~6 =  — 2 cos — 2 cos -^|-

2I) См. равенство (3) § 105-го ( » = 1 3  =  4 . 3 - j - l ) .
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Непосредственное вычислеше даетъ:

\ \ i  ' ~ 1 “b \ i » ~   ̂ Н” ?а» =  1 “t“ \»

1 +  Ъ +  Ь  ^  "" ь

%  +  +  М \2 =  4 >

+  =  '  !.

т . е. 7, ^  и га суть корни уравнешя:

f - f -  4 - + 1 = ° .

Если известны корни ^  и этого уравнен1я, то 

jV =  s  +  в- 1 , у '  =  е ь +  б -  5 

определяются, какъ корни квадратнаго уравнен1я

у 2 -  и ' +  & = °-

§ 107. Правильный семнадцатиугольникъ.

1. Доказавъ, что правильный семнадцатиугольникъ можно построить 
аиркулемъ и линейкой, Га ус с ъ  обогатилъ элементарную геометрш очень 
интереснымъ открьтемъ '*).

Если мы захотимъ расположить корни 17-ой степени изъ единицы 
•въ такомъ порядке, чтобы каждый последующ^ былъ равенъ квадрату 
-предыдущаго, то найдемъ, что такимъ образомъ можно получить только 
восемь корней:

р  р 2  р 4  р 8  р  ‘1 р - - 2  р  р — 8С   ̂ С  j  С  )  С  | С  j  С  ) С  j

>ибо e~ lt; опять равно е.
Чтобы получить все е*, составимъ подобный же рядъ, начинаю- 

яцйся, допустимъ, съ е3. Положимъ

е  +  е 2 +  е 4 +  е8 +  е ~ х +  в - 2  +  е ~ 4 +  в '" 8 

е 3 +  в 6 +  е —5 +  е 7 +  £“ 3 +  е ~ 6 +  е 5 +  е ~ 7

*) „Disq. arithmeticae", Sectio septima. Разсказываютъ, что Архимедъ завЪ- 
щалъ построить надъ своей могилой памятникъ въ видЪ шара и цилиндра. Подобно 
Архимеду,  Гауссъ выразилъ желаше, чтобы на его памятнике была увекове
чена фигура семнадцатиугольника. Этотъ маленыай разсказъ показываегь, какое 
-значеше самъ Гауссъ приписывалъ своему открытою. Это желаше Гаусса  не 
’было, однако, достойнымъ образомъ выполнено. На его могильномъ камне этого 
рисунка нетъ, но на памятнике, воздвигнутомъ Гауссу въ Брауншвейге, статуя 
«ггоитъ на семнадц^тиугольнике, правда, едва заметномъ для зрителя.



§ 107 442

Тогда г)-\-г}1 =  — 1; для произведешь получимъ формулу

ПП\ =  2 e aJT‘\

где а  принимаетъ значения показателей перваго ряда, /9 — второго. Здесь 
числа а  опять суть квадратичные вычеты, а числа /? — неквадратичные 
вычеты по модулю 17. 2  содержитъ 64 члена. Совершенно гЬмъ же пу- 
темъ, какъ въ случай 13-угольника, мы заключаемъ что въ сумме 2  
каждый членъ ек повторяется четыре раза. Въ виду этого

W i  =  " 4 . V + V t  =  -- 1»

откуда rj — 7)1 =  У \ 7  и, следовательно,

-  1 +  VT7 - 1 -  УТ7
г) = --------7Г----- > П\ =  '  - 3 ---------

Представляя rjl въ виде

О 6 я  Ъл
П\ =  2 c o s J f  ~ ~ 2 cos ~yf "

7 л  3 л
2 cos —  — 2 cos —

убеждаемся, что rjt имФетъ отрицательное, а ц  положительное значеше. 

Следовательно, знаки при У Т 7  нами взяты правильно.

2. Чтобы построить rj и г)х, поль
зуемся (ср. § 106, 4) темъ, что 17 есть 
сумма квадратовъ 42 +  I 2. Построимъ 
прямоугольный треугольникъ съ катетами 

2 и { . Его гипотенуза будетъ \  У 17. 
Прибавляя и отнимая отъ гипотенузы

отрезокъ получимъ Г) и — Г){( А С  =  Vy А С '  =  — Г}1 (фиг. 25)).

Суммы rj, rjx называются пе рв ыми пер i одами.  При помощи ихъ 
можно составить четыре в т о р ы х ъ  п е р ш д а ,  суммируя члены черезъ одинъ:

I  =  £ 4- е4 +  £—1 

Ъ — в2 +  в8 +  е~2 

^  =  е 3 -\ -  е ~ й +  е ~ 3

1з =  £б +  е7 +  е~ “

„ 2 л  , „ 8яг
+  в~4 = 2 cos —  +  2 cos —  ,

„ 4 л; л
+  8“ 8 = 2 cos j y  ”  2 cos — ,

6 л; 7 л
+  е5 = 2 cos —  — 2 cos — ,

5 л; _ 3 л;
+  е - 7 =  - 2 cos —  — 2 cos —  •
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Складывая и умножая, получимъ:

\\  1 >

\2 =  V\ * 2̂V3 “  ' 1 *
Отсюда

v  +  V V  +  4 ij V>f +  4
2

+  У ^ |а +  4
2 хл

Ух-  У у i 2+  4
2

Имея въ виду формулы для ^ въ зависимости отъ косинусовъ, 
убеждаемся, что знаки при радикалахъ поставлены правильно. Числа ^  
и имеюгъ отрицательный значешя, а ^ и — положительныя.

Чтобы построить ^ и возьмемъ прямоугольный треугольникъ съ 
катетами 1 и \ г ) \  его гипотенуза будетъ V V  -1-4; если прибавимъ 
къ гипотенузе и отнимемъ отъ нея •£??, то соответственно получимъ 
^ и — *t . Подобнымъ же образомъ можно построить и по .

Наконецъ, пусть

обе эти формулы легко построить. Сторона простого правильнаго 
34-угольника есть у х.

Ш т а у д т ъ  (v. Staudt) далъ очень изящное построеше семнадцати
угольника, аналогичное тому, которое онъ предложилъ для построешя 
правильнаго пятиугольника (Crelle’s Journal, томъ 24).

у  =  S +  е - 1 =  2 cos — ,

у  У =  в4 +  S-4

тогда

У + У 1  = Ь  У У  1 = г г .
откуда

l + V ? ~ * b  У ?  ~  Ч * .
у  ~  2 1 ---------------------------- 2 ’
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Доказательства невозможности.

§ 108. Построеше съ помощью циркуля и линейки.

1. Существуетъ цЪлый рядъ изстари знаменитыхъ геометрическихъ 
задачъ, относительно которыхъ было известно или предполагалось, что 
онЪ не могутъ быть разрешены съ помощью циркуля и линейки. Къ 
числу этихъ задачъ принадлежать, прежде всего, трисекщя угла, удвоеше 
куба, построеше правильнаго 7-угольника и квадратура круга.

Возможность геометрическаго построешя съ помощью циркуля и 
линейки, какъ мы знаемъ (§ 105, 7), алгебраически сводится къ тому, 
чтобы искомая величина выражалась черезъ данныя съ помощью ряда 
квадратныхъ корней.

Этому условно можно придать болЪе простую форму, опираясь на 
введенное нами въ п. 8 § 69-го понят1е объ о б л а с т и  р а ц ! о н а л ь н о с т и  
и расширенш этой области путемъ пр1‘общ ен1я иррацюнальности. Подъ 
областью рацюнальности мы разумЪемъ числовую область, въ предЪлахъ 
которой Bet ращональныя операщи — сложеше, вычиташе, умножеше и 
д'Ьлеше (за исключешемъ д'Ьлешя на нуль) — всегда выполнимы и въ ре- 
зультатахъ своихъ даютъ числа, принадлежацця той же области. Подъ 
п р ш б щ е ш е м ъ  и р р а ц ш н а л ь н о с т и  мы разумЪемъ присоединеше къ 
данной области новаго числа, не содержащагося въ ней 1). Такимъ путемъ 
получается расширенная область, въ которой предыдущая содержится, какъ 
ея часть. Такъ, съ присоединешемъ г =  V — 1 къ области рацюналь- 
ныхъ чиселъ получается область комплексныхъ чиселъ x - { - y i , гдЪ х  и у  
суть ращональныя числа. *)

*) См. прим'Ьчаше 7-ое на стр. 273, 274 и 275.
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После этихъ замЪчашй свойство, характеризующее величины, по- 
строеше которыхъ возможно съ помощью циркуля и линейки, можно 
выразить такъ:

Каждая величина х ,  которая можетъ быть построена при 
помощи циркуля и ленейки, должна содержаться въ области 
рациональности, которая получится, если къ области данныхъ ве- 
личинъ последовательно пр1общить рядъ квадрагныхъ корней.

Порядокъ, въ которомъ прюбщаются эти квадратные корни, иногда 
не имЬетъ значешя. Такъ, наприм^ръ, если дело идетъ о сумме 
V a +  VP,  то совершенно безразлично, какой изъ этихъ корней мы 
извлечемъ раньше; напротивъ, въ выраженш Ya~+ ft V у непременно

нужно сначала найти | /  у и тогда только можно найти Va + pVy'.
Положимъ, что порядокъ прюбщешя установленъ. Назовемъ черезъ 

V 9 тотъ корень, который прюбщается последнимъ. Область ращо- 
нальности, въ которой еще не содержится |/"о, назовемъ предпоследней 
областью рац 1 0 нальности.

Такимъ образомъ, Y  0 въ предпоследней области ращональности 
не содержится, но все четныя степени ] /  0 содержатся въ ней; следова
тельно, каждая построяемая циркулемъ и линейкой величина х  можетъ 
быть представлена въ виде:

_  й -J- b ]/" 0

* " с + d УЪ ’

где а, Ь, с и d суть величины, содержаццяся въ предпоследней области ра
щональности. Помножая числителя и знаменателя этой дроби на с — dYbr 
получимъ:

(а +  ЬУЬ){с -  dV l )
■х  ~ < * - d W  ~

Если положимъ:

_ _ а с  — bdb  ̂ Ъс — a d  
У ~  c * - d *0 ’ * ~ с^— 2 Ц  ’

то

X =y + zV®>
где у  и % суть величины, содержащаяся въ предпоследней области ращо
нальности 2). Знаменатель с3 — не мбжетъ сводиться къ нулю, такъ

2) Въ примечаши 7-омъ на стр. 273 это выяснено по отношенпо къ радикалу Y

445
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какъ 0 не можетъ быть квадратомъ величины, принадлежащей предпослед
ней области рацюнальности.

2. Изъ получен наго для х  выражен in следуетъ, что х  есть корень 
квадратнаго уравнешя

х 2 2 у х  +  ( /  -  0 ;2) =  0, 

которое мы обозначимъ также черезъ

f ( x )  =  0.

Коэффищенты этого уравнешя содержатся въ предпоследней области ра- 

щональности. Если есть п р е д п о с л е д ш й  изъ прюбгценныхъ корней,
то уравнеше f  (х) =  0 можно представить еще такъ:

f ( x )  =  (р (Л-) +  Щ  у>(х) =  0.

Помноживъ это уравнеше на ср — получимъ уравнеше четвертой
степени

/ * 0 )  =  cp (x f  — Ьх1р(х)* =  0,

въ которое не входитъ и предпоследшй радикалъ УЬг . Последнее урав
неше, въ свою очередь, можетъ быть представлено въ виде:

/ i ( * )  =  <Р\(х) +  V \ W i ( x )  =  °>

где V&l есть предыдущШ (предпредпоследшй) квадратный корень. По
добно прежнему мы можемъ составить новое уравнеше 8-оЙ степени

Л  О) =  $р,0)2 -  Q.j Vi О )2 =  0.

Очевидно, мы можемъ такъ продолжать, пока не исключимъ всехъ 
прюбщенныхъ квадратныхъ корней. Мы пришли къ теореме:

Ка жд а я  в е л и ч и н а  х ,  п о с т р о я е м а я  ц и р к у л е м ъ  и л и н е й к о й ,  
п р е д с т а в л я е т ъ  с о б о й  к о р е н ь  н е к о т о р а г о  а л г е б р а и ч е с к а г о  урав-  
н е н 1я, к о э ф ф и ц и е н т ы  к о т о р а г о  р а ц ш н а л ь н ы  по о т н о ш е н ш  къ 
д а н н ы м ъ  в е л и ч и н а м ъ .

Теорема эта, конечно, не обратима; въ самомъ деле, не каждое 
алгебраическое уравнеше решается съ помощью ряда квадратныхъ корней.

§ 109. Кубическое уравнеше не разрешается съ помощью 
квадратныхъ корней.

1. Какъ было показано раньше (§ 91, 3), кубическое уравнеше 
можно представить въ упрощенномъ виде:

# 3 +  а х  =  by
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не прибегая къ извлечешю корня. Пусть а и b будутъ данныя paui o-  
нальныя числа. Обозначимъ корни уравнешя (1) черезъ x v  х 2, ау, тогда, 
согласно п. 1 § 70-го,

* i +  Х2 +  Х3 =  0. (2)

Предположимъ, что одинъ изъ этихъ корней — скажемъ, х х — вы

ражается съ помощью ряда квадратныхъ корней. Пусть УО будетъ по- 
следнимъ корнемъ. По предыдущему параграфу

Л-, = j' +  ;  Vo, (3)
где у ,  0 принадлежать предпоследней области ращональности. Напро- 

тивъ того, относительно радикала У 0 мы можемъ предположить, что 
онъ не принадлежитъ этой области, и что ^ отлично отъ нуля.

Подставимъ выражеше (3) въ уравнеше (1); мы получимъ равенство
вида:

А + В  V 9 =  0, 
где

А =у3 +  3jv^20 +  ay — b,
В  =  3jv2 ;̂ +  3̂0 +  a^,

такъ что количества А  и В  выражаются рацюнально черезъ предшествую- 
оце квадратные корни. Но такъ какъ У 0 не долженъ выражаться рацю
нально въ предыдущихъ радикалахъ, то А  — 0 и В  =  0. Отсюда сле- 
дуетъ, что уравнеше (1) имеетъ также корень

= у  — % У 0 3).

Такъ какъ ^ отлично отъ 0, то этотъ корень не равенъ х х. Изъ соотно- 
шешя (2) получаемы

*в =  -  (* i +  х л) =  -  2у .

Это значить, что трет1*Й корень х 3 зависать только отъ предшествую- 
щихъ радикаловъ.

Если х ъ не представляетъ собой рацюнальнаго числа, то долженъ 
существовать пpeдшecтвyющiй радикалу У 0 ; вместе съ темъ

*8 = у \ +  ь  Vo,.

3) Если бы мы подставили х2 въ левую часть уравнешя (1), то мы получили 
бы А — В У Т , а такъ какъ А — В =  0, то хг есть корень уравнешя (1).
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Совершенно такъ же, какъ это было с A t л а но выше, мы можемъ 
теперь обнаружить, что одинъ изъ двухъ другихъ корней —скажемъ, лг, — 
равняется — 2 у х, т. е. не зависитъ ни отъ У 0, ни отъ У 01; въ виду 
соотношешя (3), это противорЪчитъ нашему предположен^, что У б не 
выражается рацюнально черезъ предыдуцие радикалы. Наше разсуждеше 
привело къ сл%дующей теоремЪ:

К у б и ч е с к о е  ура в не н1е  съ  р а ш ' о н а л ь н ы м и  к о э фф и ц 1 е н т а м и г 
не и м е ю щ е е  р а ц ш н а л ь н ы х ъ  корней ,  не м о ж е т ъ  быть  решено-  
съ п о м о щ ь ю  # ' з в ле че н1я к в а д р а т н ы х ъ  к о р н е й  4).

2. Это теорема непосредственно прилагается къ задачЪ объ удвое- 
нш куба, которая приводится къ уравненш л*8 =  2, а также къ задачамъ 
о построенш семиугольника и девятиугольника. Въ самомъ J itn t , уравне- 
шя, къ которымъ приводятся эти задачи, суть (§ 106, 6, 7):

у 3 +JV2 2у  — 1 = 0 ,  у 3 З у  -j- 1 =  0.

Согласно TeopeMt п. 1 § 68-го, рацюнальными корнями этихъ уравнежй 
могли бы служить только числа +  1 или --  1, которыя имъ, однако, не 
удовлетворяютъ.

3. Трисекщя угла приводить къ уравнешю (§ 91, 1)

х 3 - - З х  =  2 cos# . (4)

Если c o s #  дано, то можно построить уголъ # .
Пусть 2 c o s#  =  а\ тогда уравнеше (4) приметь видъ:

x s -  З х  =  а\ (5)

задачу можно понимать такъ: по двумъ произвольно заданнымъ отрЪз- 
камъ, изъ которыхъ одинъ есть единица длины, а другой равенъ а , по
строить отр%зокъ х .  HMteTca безконечное множество частныхъ значешй 
а , при которыхъ задача разрешима; HaripHMtpb, для а =  0 (трисекшя>

*) Укажемъ еще разъ для большей ясности основные моменты доказательства. 
Допуская, что уравнеше (1) HMterb корень вида (3), авторъ обнаруживаетъ, что 
оно необходимо им1зетъ корень хг =  — 2у, который отъ радикала У  0 не зависитъ. 
Если бы уравнеше (1) разрЪшалось при помощи квадратныхъ корней, то х2 либо 
было бы ращональнымъ числомъ, либо зависало бы отъ предыдущаго радикала' 
Уб,. Но въ такомъ случаЪ одинъ изъ корней xlt х2 не зависать бы ни отъ Уо^ 
ни отъ У б ; а это npoTHBoptHHTb услов1ю, такъ какъ

=  У +  < V  0 ? =  У — Z У Х

гдЪ * отлично отъ нуля.
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чтобы найти друпе случаи, при которыхъ можно построить х ,  нужно 
взять какой-нибудь отрЪзокъ а, построенный изъ нашей единицы длины, и 
взять а равнымъ а 3 — За. Тогда х  =  а будетъ корнемъ нашего уравнешя.

Положимъ теперь, что а остается неопределенными Тогда уравнеше
(5), какъ выше было доказано, разрешается посредствомъ извлечешя 
квадрагнаго корня только въ томъ случае, если оно имеетъ о д и н ъ  ко
рень, выражающШся рацюнально черезъ а .

Что это обстоятельство въ общемъ случае не имеетъ места, видно 
изъ того, что можно придумать безконечное множество рацюнальныхъ 
значешй для а , при которыхъ это уравнеше не имеетъ рацюнальныхъ 
корней. Таково, напримеръ, значеше а  =  — 1, для котораго $  =  л /З , а 
х  =  2 cos л /9 .  Этотъ частный случай приводитъ насъ къ построешю 
правильнаго девятиугольника, что, какъ мы видели, невозможно.

Чтобы найти друпе случаи этого рода, положимъ

где т и п  суть целыя числа, не имеюиця общихъ делителей. Тогда 
уравнеше (4) можно представить въ виде:

Если уравнеше (4) имеетъ рацюнальный корень, то уравнеше (6) должно 
иметь целый корень. Это невозможно, напримеръ, въ томъ случае, если 
п делится на нечетное простое число р у но не делится на его квадратъ. 
Действительно, тогда у ,  а, следовательно, и вся левая часть уравнешя
(б) будетъ делиться на />3, а правая будетъ делиться только на р 1.

§ 110. Разложен1е функщи съ помощью прюбщешя радикала.

1. Чтобы развить дальнейийя применешя этой теорш къ алгебре, 
докажемъ сначала следующую теорему:

Если п есть  п р о с т о е  число,  а число а п р и н а д л е ж и т ъ  о б л а 
сти р а ц ш н а л ь н о с т и ,  въ к от орой  мы о п е р и р у е м ъ ,  но не пред-  
ст авляет ъ  с о б о й  л-ой с т еп е н и  д р у г о г о  числа,  п р и н а д л е ж а щ е г о  
этой области,  то функц1я

cos 'O' =  т/п, п х  — у  у

у 3 — 3 п 2у  =  2 т п 2. (6)

ср(х) =  х и — а

н е п р и в о д и м а  въ  э той  о б л а с т и  5).

8) См. примечаше 7 на стр. 273, 274 и 275.
В е 'б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 29
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Для п =  2 теорема эта очевидна; действительно, для п — 2 

(р (х )  =  ( х — У а ) ( х  +  У  а)-

Оба множителя ращональны только въ томъ случае, если У~а есть число 
рашональное 6).

Условимся при нечетномъ п  подъ символомъ У а =  г понимать ка
кое-либо одно определенное значеше изъ п различныхъ значенШ корня, 
— напримеръ, если а есть вещественное число, то вещественное значеше 
корня. Подъ е будетъ разуметь следующий корень п -ой степени изъ 
единицы:

2 л  . . 2лг
е =  co s-------1- г s in -----

п п

Въ такомъ случае все корни п-ой степени изъ а выразятся такимъ 
образомъ:

г, ег, в2 г, . . e”- 1r. (1)

Если ср(х) разлагается на два множителя, именно, если ф (х)  =  <PtOv)<p2(#), 
при чемъ степень функщи д){(х) =  +  Ъ -^ х^ 1 + ■ • • + & / *  ниже сте
пени п  функщи (р(х)у то корни функщи фг(х) содержатся между кор
нями (1) функщи ф(х).  Такъ какъ Ъ — ( — 1У1ЪИ. равно произведенш 
корней функщи <рх( х ) (§ 70), то

b =  е/сг^, а =  ги,

где k  есть целое число, а b принадлежитъ нашей области рацюналь- 
ности 7). Возвысимъ въ п-ую степень первое изъ этихъ равенствъ. При
нимая во внимаше второе, получимъ:

Ьп =  а/Л. (2)

Такъ какъ [i меньше простого числа п , то оно представляетъ собой число 
простое относительно п . Можно поэтому найти два целыхъ числа р  и q, 
удовлетворяющихъ равенству \р п  +  =  1 ( § 7 6 ) .  Сообразно этому,
равенство (2) даетъ:

а =  а** а** =

т. е. а есть я-ая степень числа, принадлежащаго нашей области рацю- 
нальности. Это и нужно было доказать.

•) Вернее, если У  а принадлежитъ нашей области ращональности.
7) Въ самомъ деле, числа (1) суть все п корней уравнешя хп — д =  0; число 

же Ь равно произведению изъ нихъ, т. е. число Ъ можетъ быть представлено въ 
виде
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2. Итакъ, пусть а будетъ число, которое не представляетъ собой 
//-ой степени никакого числа, принадлежащаго области ращональности; 
тогда функщя <р(х) =  х н - а, следовательно, будетъ неприводимой въ 
этой области. Если при этихъ услов1яхъ %(х) есть целая функщя отъ х, 
принадлежащая нашей области ращональности, то х( г) только въ томъ 
случае обращается въ нуль, если %(х) делится на д>(х) =  х ” — а, ибо 
изъ равенства % (г) =  0, согласно п. 8 § 69-го, вытекаетъ, что % (я) де
лится на <р(х). Если же % (г) отлично отъ нуля и, стало быть, %(х) и 
<р(х) суть функщи взаимно-простыя, и если, кроме того, Ц)(х) есть лю
бая целая функщя, принадлежащая области ращональности, то по п. 5 
§ 67-го можно определить две функщи F{x)  и Fx(x), удовлетворяюиця 
равенству

F (x)x (x )  +  F t (х) <р(х) =  4>(х)\ (.3)

следовательно, если положимъ х  =  г, т. е. ср{г) = 0 ,  то

= F(r). (4)

Такимь образомъ, F(r)  есть общШ видъ чиселъ, получающихся изъ 
Г и чиселъ нашей области ращональности съ помощью первыхъ четырехъ 
действШ. Кроме того, степени числа г, показатели которыхъ превышаютъ 
п ~  1, могутъ быть выражены черезъ низиия степени съ помощью ра
венства гп — а\ следовательно, каждое число й), принадлежащее области 
ращональности, полученной изъ первоначальной прюбщешемъ числа г, 
можетъ быть представлено въ виде:

W )
Х(г)

со =  а0 + а ^ г  +  а2г2 +■■■ +  а я_ 1г“- 1) (5)

где «0, . . ., а и_  1 суть числа, пpинaдлeжaщiя первоначальной области 
ращональности 8). Это можно выполнить только однимъ способомъ; въ

8) Чтобы уяснить сущность и доказательство этого вывода, мы проведемъ 
разсуждеше въ несколько иномъ порядке.

Обозначимъ черезъ Р  нашу область ращональности, которой, по условш,
и

принадлежитъ число а, но не принадлежитъ число г =  У~а. Расширимъ теперь нашу 
область путемъ прюбщешя къ ней числа г. Какъ было выяснено въ примечанш 
на стр. 274, это значить, что мы присоединимъ къ области Р  все числа, которыя мы 
можемъ получить путемъ производства ращональныхъ действШ надъ числомъ г и 
числами области Р. Согласно этому определенш, каждое число, принадлежащее 
расширенной области Р  (г), имеетъ видъ:

ао +  <*tr +  а2г2 +  а^г* -|----- +  аргр

К +  V  +  V *  +  Ь9г* 4----- +  bqrq



§ 110 452

самомъ д-ЬлЪ, если бы существовала другая система чиселъ а',, а ' 
а 2» ■ • а 'п-1» принадлежащих-ь первоначальной области иррацюнальности, 
отличная отъ первой и удовлетворяющая равенству

® =  а 0 +  a \ r +  а 2г* +  • • • +  a ',_ t Г "~\

то, вычитая это равенство изъ предыдущаго, мы нашли бы, что суще- 
ствуетъ yp-ie ( п — 1)-ой или низшей степени, имеющее корень г, что про
тиворечить п. 1-му 9).

3. Обозначимъ корни функцш <р (х), т. е. числа (1), черезъ

г, U ,  га , • • - , и - 1.

Припомнимъ теперь Ньютоновы формулы, выражаюии’я суммы оди- 
наковыхъ степеней корней функцш ( § 7 1 ,  (б)). Такъ какъ въ этомъ случай 
коэффищенты

&\ j (Xч , • • •» а„—1

равны нулю, то формулы эти даютъ:

Г  +  Г1 +  Г 1 +  + 1?,-1 =  0 ( * =  1, 2, п -  1). (6)

гд-fe а0, а х ,  . . . ,  а р  и Ь0 ,  Ь х> . . £  суть числа, принадлежаппя области Р ,  а р и q  

суть цЪлыя числа, не превышавшая п — 1. Теперь положимъ

Д0 4* -Ь азх* Н-----4* я,*1* = vW,
+  Ь\х  +  h x * +  b2x* Н-------+  bqx q =  z ( x ) ;

тогда наше число можетъ быть выражено дробью

( а )

Зам'Ьтимъ еще разъ (хотя это уже выяснено въ тексте), что ни одна изъ 
функщй ip(x) и х(х) не делится на ср(х) =  хп — а. Въ самомъ деле, е,сли бы функщя 

делилась на *(р{х), то у  (г) было бы равно 0, a вместе съ темъ и дробь (а) 
обращалась бы въ нуль; если бы на <р(х) делилась функщя %(х), то %(г) обраща
лось бы въ 0, и дробь (а) не имела бы смысла. Но если функщй ^(х)  и уДх) не 
делятся на <р(х), то оне и не имеютъ съ последней никакихъ общихъ множителей, 
такъ какъ функщя (р(х) неприводима въ области Р. Поэтому можно удовлетворить 
уравненш (3), что ведетъ къ соотношешю (4). Итакъ, дробь (а) можетъ быть пред
ставлена ВЪ/ВИД1)

Н г) *  «о +  <*1Г +  О*** +  «З^3 +  * • • +

где числа а0> сц,*а2, . .  . принадлежать области Р. Итакъ, всякое число со, принад
лежащее области Р  (г), можетъ быть представлено въ фopмt (5), где а0, а ,, . . а ;1-1 
суть числа области Р.

9) Ибо, если бы некоторая функщя F(x) имела одинъ изъ корней неприво
димой функщй ф (х),. то функщя F(x) делилась бы нацело на функщ'ю (р(х), и, сле
довательно,'степень' функцщ F(x) не могла бы быть ниже степени функщй (р(х).

29*
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ЗамЬнимъ въ выраженш (5) г  последовательно черезъ

г , гХ1 г2, . . гп- ь

Тогда мы получимъ п чиселъ

со, сох, ®и-1 | (7)

который мы назовемъ с о п р я же н н ым и  о т н о с и т е л ь н о  ф у н к ц ш  
<р(х) =  х и — а. Въ виду соотношешй (6) сумма

S(co) =  со +  (0 t +  со2 +  ■ • ■ +  (оп— 1 =  п а й

есть величина р а ц ш н а л ь н а я .  Эта сумма называется слЪдомъ  числа со. 
Съ другой стороны, такъ какъ со1’ при цЪломъ показателе v  предста- 
вляетъ собой число того же вида (5), что и со, то и

5  (со”) =  со” +  со” +  со” +  ■ • ■ +

представляетъ собой р а ш о н а л ь н у ю  величину.
Отсюда мы заключаемъ далее, что все коэффищенты A t  произведет^

F  (х) =  (х  — со) ( х  — сох) . . .  {х - -  C0u-i) =

=  х ” +  А . х ’- 1 +  Д ,* ”- 2 н-------- А ,„

выражаюниеся съ помощью формулъ Н ь ю т о н а  ращонально черезъ суммы 
S(cov), принадлежатъ нашей области рацюнальности. Въ частности, про
изведете

N  (со) =  со со1со2 . . .  со„_ 1 =  (— 1 )и А п>

называемое н о р м о м ъ  числа со, с о д е р ж и т с я  въ об ла с т и  рацдональ-  
ности.

4. Въ ч а с т н о м ъ  с л у ча е ,  ко г д а

со =  сох =  со 2 =  . . .  — С0„_ 1 ,

то S (со) =  псо =  п а 0 и, стало быть, со т о ж е  с о д е р ж и т с я  въ  об ла с т и  
p a u i о п а л ь но с т и ;  и наоборотъ, если со содержится въ той же области 
рацюнальности, то со =  а 0, а потому все сопряженный значешя (7) равны 
между собой 10).

10) Если со принадлежитъ той же области рацюнальности, то въ равенстве (5)' 
правая часть приводится къ а0, коэффищенты же at , а2, . а п_ х все равны нулю. 
Действительно, если бы эти коэффищенты не обращались все въ нуль, то число 
г было бы корнемъ уравнешя

ап—\Хп 1 +  а„ _2хп 2 +  • • • +  ахх  +  (а0 —„о) *= О,
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Н е о б х о д и м ы м ъ  и д о с т а т о ч н ы м ъ  ус л о в 1 е мъ  т ого ,  что б ы са
мое  ч и с л о  со с о д е р ж а л о с ь  в ъ  о б л а с т и  р а щ о н а л ь н о с т и ,  является  
р а в е н с т в о  всЪхъ с о п р я ж е н н ы х ъ  з н а ч е т й  со.

ЗамЪтимъ, что эта теорема представляетъ собой частный случай об
щей теоремы о с и м м е т р и ч е с к и х ъ  ф у н к Щя х ъ .

5. Напомнимъ, наконецъ, еще одну теорему, которая, въ силу п. 8 
§ 69-го, вытекаетъ изъ допущешя, что д>(х) =  х н — а есть неприводи
мая функщя. Эта теорема заключается въ слЪдующемъ: если H M t e ^  
MtcTO к а к о е - н и б у д ь  р а в е н с т в о  F ( r )  =  0 съ к о э ффи ц и е н т а ми ,  со
д е р ж а щ и м и с я  въ о б л а с т и  р а щ о н а л ь н о с т и ,  то д о л ж н ы  быть 
т а к ж е  с п р а в е д л и в ы  р а в е н с т в а :

F ( r x) -  О, F  ( г а)  =  0 , . . F  ( r » - i )  =  0 « ) .

6 . Предположимъ, что некоторая щЬлая функщя f ( x )  неприводима 
въ области ращональности, но становится приводимой, если къ этой области 
прюбщимъ одинъ изъ корней г функщи ср(х). Мы предположимъ также, 
что степени функщй f  (х)  и д>(х) выражаются п р о с т ы м и  числами т  и п. 
Коэффишентъ при высшей степени х  въ функщи f ( x )  положимъ равнымъ 1.

Разложение функщи f  (х)  на двухъ множителей въ расширенной 
области ращональности представимъ въ такомъ видЬ:

f  О = / i C#j О »

зкЪсь f t (x ,  г) и / 2 (лг, г) суть цЪлыя функщи степеней т х и т 2; ихъ 
коэффищенты выражаются ращонально черезъ г и, слЪдовательно, суть 
числа вида со * 12). Пусть и въ функшяхъ f x и / 2 коэффищенты при выс- 
шихъ степеняхъ х  будутъ равны 1.

всЪ коэффищенты котораго принадлежать той же области ращональности, а степень 
котораго ниже п. Но это невозможно, такъ какъ г  есть корень уравнешя п-ой 
степени ср(х) =  0, неприводимаго въ нашей области. Если же

ах =  аг =  а3 =  • • • =  =  О,

то Bet сопряженпыя значешя (7) равны между собой.

п ) Если F(r) =  0, то функщи F(x)  и <р(х) им'Ьютъ общШ корень. Но въ та
комъ случаЪ F(x)  делится на (р(х) (§ 69, 8).

12) Если мы расширимъ нашу область ращональности Р  прюбщешемъ кор
ня г, то въ области Р  (г) функщя f (x )  разлагается на множителей / х и / , .  Коэф
фициентами этихъ функщй служатъ числа области Р(г), которыя, какъ было ска
зано выше, приводятся къ виду (5). Вотъ почему эти функщи и могутъ быть обо
значены символами / г(х, г) и / 2 (х, г).
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По теореме п. 5-го должны также иметь место тождества:

/ О )  = / Л х \  rt ) f 2(x,  г,), 

f i x )  = / , ( * ,  Г ,) /2 От, г*),

f i x )  У1 —l)fi(Xy In— l)-

Перемножимъ все эти равенства и положимъ

F t (x) = /,(*, г)/,(*, гу) . . .  /,(*, r„_i) = N j \ ( x ,  г),

F-iix') =  / ч ( х ,  1)/ч{х, 1 у) . . .  / ч ( х у Xп—l) =  /ч(х> 1).

Въ результате получимъ:

/ ( * ) "  =  г»  ( * ) Ъ ( * ) ;  (8)

здесь / ;i (д*) и F 2 (дг) суть ц'Ьлыя функщи степеней nrri\> nvu .; ихъ ко- 
эффищенты, какъ симметричесш функщи корней уравнешя д? (л;) =  О, 
содержатся въ нашей области рацюнальности.

Мы предположили, что функшя f  (х) неприводима; следовательно, 
въ виду соотношешя (8), F t (x) и F^(x) также должны быть степенями 
функщи f { x ) .  Пусть

F f x ) = f ( x ) p‘> F t ( x ) = f { x ) p\

Приравнивая показателей, получимъ:

тру =  пт г, тр2 =  пт 2, тл + т 2 =  т.

Такъ какъ числа т х и щ  меньше т  и, следовательно, не делятся на ш, 
то п  должно делиться на т \ а такъ какъ т  и п  суть числа простыя, то 
т  =  п. Мы доказали, такимъ образомъ, следующую теорему:

Н е п р и в о д и м а я  ф у н к ш я  f{x)>  с т е п е н ь  к о т о р о й  т  е с т ь  п р о 
стое  число,  м о ж е т ъ  стать  п р и в о д и м о й  б л а г о д а р я  п р ш б щ е н т  
ра ди ка ла ,  п о к а з а т е л ь  к о т о р а г о  п т а к ж е  п р е д с т а в л я е т ъ  с о б о й  
п р о с т о е  число,  т о л ь к о  въ т о м ъ  случае ,  если т  =  п.

§ 111. Неприводимый случай при рЪшеши кубическаго
уравнен!я.

Если кубическое уравнеше имеетъ три вещественныхъ корня, то 
последше, по формуле Кардана ,  выражаются въ виде суммы двухъ 
мнимыхъ радикаловъ. Это было замечено уже очень давно и потому
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этотъ случай кубическаго уравнения названъ н еп р и в о д и м ы м ъ  (casus 
irreducibilis); терминъ этотъ здесь нужно, конечно, понимать не въ томъ 
смысле, въ какомъ его понимаютъ теперь.

Опираясь на предложеше предыдущего параграфа, не трудно дока
зать следующую теорему:

Н е п р и в о д и м о е  к у б и ч е с к о е  у равн ен 1е съ  трем я в е щ е с т в е н 
ными ко р н ям и  и р а ц ш н а л ь н ы м и  ко эф ф и  ш ен там и  не м о ж етъ  
б ы ть  р а з р е ш е н о  съ  п о м о щ ью  в е щ е с т в е н н ы х ъ  рад  и к ал о в  ъ.

Если неприводимое ypaBHeHie, коэффишенты котораго мы считаемъ 
рацюнальными, имЪетъ корень, выражаюиййся съ помощью ряда радика- 
ловъ, то посл'Ьдовательныхъ показателей этихъ корней мы можемъ считать 
простыми числами. Действительно, корень съ составнымъ показателемъ

г = Y  Q> где ш = p q ,  можно заменить черезъ г =  V V I ,  т. е. мы мо
жемъ его заменить несколькими последовательными радикалами съ про
стыми показателями. Будемъ прюбщать къ области рацюнальности по 
порядку все эти радикалы до предпоследняго; при этомъ уравнеше 
не разложится. Присоединивъ же последшй радикалъ г, мы получимъ 
разложеше нашего уравнешя. По п. 6 предыдущаго параграфа въ нашемъ 
случае это должно наступить при прюбщенш радикала третьей степени. 
Сообразно этому одинъ изъ корней нашего уравнешя выразится такъ:

х х =  а +  Ьг +  сг2,

где а, Ь и с выражаются рашонально черезъ р ад и к ал ы , введ ен н ы е
з

р ан ьш е, между темъ какъ г =  1/^0 такимъ образомъ не выражается; следо
вательно, 0 не можетъ быть кубомъ некотораго количества а , содержа
щ ая с я  въ области рацюнальности; действительно, изъ трехъ значешй 
а ? 6а  и е2а, который въ этомъ случае могь бы иметь корень г, веще- 
ственнымъ будетъ только а ; и тогда вещественное число г должно было 
бы равняться а , а это противоречить п р ед п о л о ж и т . Изъ этого orfe- 
дуетъ, что числа

х 2 =  а +  e rb  +  е2 г2с,

*з =  я  +  е*гЬ +  вг2с

также будугь корнями нашего кубическаго уравнешя; действительно, 
изъ теоремы п. 5-го предыдущаго параграфа следуетъ, что вместе съ 

f ( x \ )  должны обращаться въ нуль также f ( x 2) и f  (лг3). Далее,

_  1 _  г У~3 - 1 + Ц Л З .
е _  2 ’ 6 •“  2 ’ 

а такъ какъ а, Ъ и с суть вещественныя числа, то х 2 и х д могутъ быть 
вещественными только въ томъ случае, если

* * гЪ =  г2 с.
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Числа /; и с не могутъ быть нулями, ибо тогда вышло бы, что х х =  а, 
т. е. функщя / (л ) делилась бы на х  — а> — иначе говоря, былач бы при
водимой еще до  прюбщ ешя радикала г.  Но въ такомъ случай г =  Ь/с, 
т. е. у выражается ращонально черезъ прежш е радикалы, что. противо
речить предположению 13).

§ 112. Выражение корней изъ единицы при помощи 
радикаловъ.

1. Въ п. 1 § 1 10-го было показано, что функщя gо(рс) =  х и — а , степень 
которой п  есть число простое, неприводима въ той области, которой  
принадлежитъ число я, если последнее не представляетъ собой n -ой сте
пени числд. bt принадлеж ащ ая той же области. При этихъ условняхъ

13) Выяснимъ подробнее эго доказательство.
Положимъ, что коэффициенты уравнешя третьей степени / ( х )  =  0, имеющаго 

три вещественныхъ корня, принадлежать некоторой области рацюнальности Р, 
содержащей исключительно вещественный числа. Мы предполагаемъ уравнеН1е не- 
приводимымъ и допускаемъ, что оно имеетъ корень, который выражается при 
помощи ряда вещественныхъ радикаловъ. Это значить, что, если мы прюбщимъ къ 
области Р  последовательно некоторый рядъ радикаловъ съ простыми показателями

Щ 1_ 1пп
v » ;. v k , i / o3......... у е ~ ,  у ° „ ,

имеющихъ вещественныя значешя, то мы получимъ области Р ,, Ра, Р3> . . Р„_ь  
Р„; въ последней изъ ни-хъ содержится корень нашего уравнешя. Каждое коли-

тк _
чество 6fc есть число, принадлежащее области РА-1, но У  0̂  этой области не при
надлежитъ. Въ области Prt функщя f { x )  разлагается на множителей, но въ области

• Ш п _
Р„_х она еще неприводима, иначе прюбщеше корня ] /  Qw было бы излишнимъ: 
уравнеше имело бы корень, который выражался бы при помощи предыдущихъ ра
дикаловъ. Отсюда мы заключаемъ 110, 6 ) ,.что шп =  3; вместе съ темъ, какъ 
было показано въ пункте 2 предыдущего параграфа, корень нашего уравнешя, 
принадлежащШ области ?п, выражается формулой

xt — а br сг2, 

з __
где а, Ъ и с суть числа области Р„_х, а г — у  Ьп есть'последшй прюбщаемый ра-
дикалъ. Два другая значешя того же. радикала rt, га, какъ выяснено въ тексте, 
суть числа миимыя, а вместе съ темъ и два друпе корня нашего уравнешя

=* a -f- b i\  -f- crt2t 

хз =  л +  br2 -h c r 2
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уравнеше вида x tl — а =  0 н а зы в а е т с я  д в у ч л е н н ы м ъ  у р а в н е ж е м ъ  * 14),
и

а его корень V а  называется р а д и к а л о м ъ  п -ой  степ ен и  это й  области .

Г о в о р я т ъ , что  чи сл о  м о ж е т ъ  бы ть в ы р а ж е н о  при пом ощ и 
р а д и к а л о в ъ , если  он о  п р и н а д л е ж и т ъ  о б л а с т и  р ап л о н ал ьн о сти , 
к о т о р а я  п о л у ч а е т с я  п у т е м ъ  п о с л ^ д о в а т е л ь н а г о  п р 1о б щ е н 1я къ 
с о в о к у п н о с т и  всЪ хъ р ац 1 о н ал ьн ы х ъ  ч и с е л ъ  р а д и к а л о в ъ . при- 
н а д л е ж а щ и х ъ  каж ды й  р а з ъ  с о о т в е т с т в е н н о  п р е д ш е с тв у ю щ е й  
о б л а с ти .

Число, которое выражается въ радикалахъ, называется м етац и кли - 
ч ес к и м ъ  ч и с л о м ъ ; точно такъ же уравнеше, которое разрешается въ 
радикалахъ, называется м е т а ц и к л и ч е с к и м ъ  у р а в н е т е м ъ .

2. Къ метациклическимъ числамъ принадлежать ко р н и  и зъ  еди- 
дицы . Именно, мы докажемъ следующую теорему:

Н е за в и с и м о  о т ъ  т о го , п р е д с т а в л я е т ъ  ли с о б о ю  т  число 
п р о с т о е  или с о с т а в н о е , к о р н и  m -ой  с т е п е н и  и зъ  еди н и ц ы  вы
р аж аю тся  въ  р а д и к а л а х ъ , п о к а за т е л и  к о т о р ы х ъ  ниж е т-

3. Корни ш-ой степени изъ 1 суть корни уравнешя ш-ой степени

х т — 1 = 0 .

Какъ мы видели въ § 105, все они содержатся въ формуле*.

, 2 л к  . . . 2 л кг =  c o s -------- e i sm ------ ,
m  m

где

2 л  , . . 2 лг =  c o s -------h г sm — ,
m m

a k  принимаетъ значения 0, 1, 2, . . ., m — 1.
Если числа к и m  имеютъ общаго наибольшаго делителя d, кото

рый больше 1, при чемъ к  =  d k \  т  =  d m ' ,  то

2л к ’ , . . 2 лк! гк =  cos — ;— е г sm — — • т т

должны быть мнимыми числами, коль скоро г не принадлежйтъ области Р„_1. Это 
противоречитъ условию, что наше уравнеше имеетъ исключительно вещественные 
корни.

14) Авторъ употребляетъ терминъ „die reine Gleichung", принадлежащШ Кро- 
некеру и получивюшй въ последнее время распространеше въ немецкой литературе. 
Такъ какъ самъ К ронекеръ говорить „die reine oderbinomische Gleichung" (Berichte 
der Berl. Acad. 1878, p.p. 151,152), то мы предпочли терминъ „двучленное уравнеше".
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Въ этомъ случай гк представляетъ собой также корень изъ 1 степени ш '. 
Если же к есть число простое относительно т ,  то

... 2 j i k h  . . . 2 jzkb
г "  =  c o s -----------\- i s in --------

m m

можетъ только въ томъ случай равняться 1, если h равняется т  или 
кратно числа т. Въ этомъ случай гк не является корнемъ изъ 1 болйе 
низкой степени.

Сообразно этому различаютъ п е р в о о б р а зн ы е  и н е п е р в о о б р а з 
ные корни 7П-ой степени изъ 1. Подъ первообразными разумйютъ тй 
корни т -ой степени изъ 1, которые не служатъ въ то же время корнями 
изъ 1 болйе низкой степени. Чтобы ихъ получить, мы должны въ выра- 
женш гк дать числу k вей значешя, простыя относительно т \  ихъ имй- 
ется, такимъ образомъ, <р (т)  (§ 73, 7).

4. Мы легко убйждаемся въ справедливости предложения пункта 2 
въ простййшихъ случаяхъ: при т  =  I и т =  2 мы имйемъ исключительно 
рацюнальныя значешя корней +  1 и —  1; при т  =  3 мы имйемъ корни

-  1 +  V -  3 -  1 -  У ~ 3
2 2 *

которые получаются при помощи двучленнаго уравнешя х 2 +  3 =  0 15). 
Корни четвертой степени изъ 1, именно г и — г, получаются изъ двучлен
наго уравнения х 2 1 =  0.

Мы можемъ поэтому воспользоваться совершенной индукшей, а 
именно допустить, что предложение доказано, для вейхъ показателей т Х9 

меньшихъ т. Если намъ удастся доказать нашу теорему въ этомъ предпо
лож ен^, то она будетъ доказана вполнй. Здйсь нужно, однако, разли
чать два случая.

5. Допустимъ сначала, что ш  есть число с о с та в н о е . А именно,
пусть

т  =  р 1Щу

гдй р есть простое число, а т х >  1, такъ что т х <  т  и р  <Сш.
Если г есть корень m-ой степени изъ 1, то число г р =  а пред

ставляетъ собой корень изъ 1 степени т х и, слйдовательно, согласно 
нашему предполож ен^, можетъ быть выражено въ радикалахъ. Но въ 
такомъ случай г есть корень двучленнаго уравнешя

х*  — а =  0; 16

16) Т. е. путемъ прю бщ еш я радикала У~— 3 .
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если только а не представляетъ собой р -ой степени числа, принадлежа
щ а я  последней области ращональности, то это уравнение неприводимо 
въ этой области. Такимъ образомъ, число г также выражается въ ради- 
калахъ.

Если же а  =  Ьр, т. е. представляетъ собой p-ую степень числа b, 
рациональная въ нашей области, и q есть корень />-ой степени изъ 1, то 
г =  gb\  а такъ какъ р  <  т, то Q, согласно допущенно, также выража
ется въ радикалахъ.

6. Остается изсл^довать второй случай, когда т  есть п р о сто е  
число. Въ этомъ случай всЬ корни изъ 1, кром^ J , являются перво
образными. Если, поэтому, обозначимъ одинъ изъ нихъ черезъ г, — напри- 
мЪръ, положимъ

2 л  , . . 2 л  
г — cos — ; +  г sin —  , 

т т

— то Bet первообразные корни m-oft степени будутъ:

г, г2, г3, . . гт~ х U )

Если числа к  и к! отличаются другъ отъ друга на число, кратное щ, 
то гк =  г*'. Мы получимъ поэтому всЪ корни (1) и въ томъ случай, 
если составимъ рядъ

.А (2)

гдЪ k t , k2, &3, . . . ,  km-1  суть любыя т — 1 чиселъ, которыя своими 
вычетами по модулю т  имЪютъ числа 1, 2, 3, . .  т  — 1. Числа (2) пред- 
ставляютъ собой корни уравнешя (т — 1)-ой степени

х т — 1 
л: — 1

=  х ’” - 1 +  х т~~2 +  • ..  +  х +  1 =  0. (3)

Корни этого уравнешя можно расположить въ такомъ порядкЪ, что 
каждый изъ нихъ представить одну и ту же степень преды дущ ая корня, 
а первый корень представить такую же степень последняя. Такое распо- 
ложеше называется ц и к л и ч е с к и м ъ .

Чтобы это доказать, возьмемъ первообразный корень g  по про
стому модулю т,  который, согласно § 78, всегда существуетъ. Тогда 
между вычетами степеней числа g

l > g> g 2> g 3> • • • > g m~ 2

каждое изъ чиселъ 1, 2, 3, . . т — 1 содержится о д и н ъ  разъ. Сооб
разно этому, числа (1) отличаются разв^ только порядкомъ отъ чиселъ

г, г*, г* ГI е, г е»—2
(4 )
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Посл'Ьдшя числа въ томъ же порядкЪ мы для краткости будемъ обозна
чить черезъ

2̂> *̂3» 7ш—2* (5)

Въ этомъ ряду каждое число представляетъ собой g -ую степень преды
д у щ ая , а первое опять-таки g-yю степень послЪдняго, такъ какъ по тео-
ремЪ Ф ерм ата g m~ x == 1 (mod т).

1. Пусть теперь е будетъ одинъ изъ корней (т —  1)*ой степени 
изъ 1. Такъ какъ т — 1 <  ш, то, въ силу нашего допущешя, е выра
жается въ радикалахъ.

Мы прюбщимъ число е къ области ращональности и разсмотримъ 
функшю

V  (г) =  г +  егх +  е*га 4-----+  ет - 2гш-2\

въ виду значения (4) чиселъ (5) это есть рацюнальная функщя отъ г.

Если мы здЪсь замЪнимъ г черезъ гх =  гу, то гх перейдетъ въ 
Г\у =  г2, г2 перейдетъ въ r2ff =  r3, . . . .  rw_2 перейдетъ въ г°т_ 2 =  г ; мы 
получаемъ такимъ образомъ:

V  О ',)  =  +  e r 2 +  62 r 3 -)--------+  e ' " - 2r ;

а такъ какъ em~ l =  1, то

V  (г) =  ey) (г,).

Такимъ же образомъ

У) (г,) =  еч/> (гг), у> (r2) =  (f,), . . .

Отсюда слЪдуетъ, что

V  ( г )’" -1 =  V  ( г ,) " - 1 =  ■ ■ • =  у > {г т- ъ) т ~ \

а потому

у  (г)’’- 1 =  [-V (г)”- 1 +  V (г,)’”- 1 Ч--------1- У) (г,„_о)"- Ч

Правая часть этого равенства представляетъ собой си м м етр и ч еск у ю  
функцию  корней г, r t> г2, Гж-2  уравнешя (3); въ силу основной 
теоремы о симметрическихъ функщяхъ (§ 70, 3) она можетъ быть вы
ражена рацюнально въ коэффищентахъ уравнешя. Но выражеше это, 
кромЪ рацюнальныхъ чиселъ, содержитъ также количество е. Такимъ 
образомъ,

у) (г)т~ х =  Л>
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nrfe А есть число, принадлежащее области рацюнальныхъ чиселъ, расши
ренной прюбщешемъ къ ней числа е. Вм^стЪ съ тЪмъ определение числа 
ty(r)  приводится къ извлечешю корней, показателями которыхъ слу- 
жатъ простые множители р  числа т — 1. Если бы одно изъ двучленныхъ 
уравнешй вида х р — а  =  0, къ которымъ мы такимъ образомъ приходимъ,

Р

оказалось приводимымъ, то вместо радикала V а ,  какъ показано въ п. 5, 
появилось бы одно изъ значешй р -аго корня изъ 1, которое, по допу
щению, выражается въ радикалахъ.

Изъ всего сказаннаго вытекаетъ, что числа (г) вы раж аю тся  
въ  р а д и к а л а х ъ .

8. Существуетъ w  — 1 корней ( ж  — 1)-ой степени изъ 1, въ числе 
которыхъ имеется и 1; это суть корни уравнешя х т ~~1 — 1 = 0 .

Въ этомъ уравненш всЪ коэффищенты, кроме перваго и послЪдняго, 
равны нулю. Сообразно этому изъ формулъ Н ь ю то н а  (§ 71, (6)) сл%- 
дуетъ, что и суммы одинаковыхъ степеней корней этого уравнешя 5t ,5 2, 
53, . . 5т—2 равны нулю, такъ что

1 е =  0, -  0, . . ., 2 е’п 2 =  0, (6)

где суммован1я распространяются на все значешя корней е. Теперь, чтобы 
подчеркнуть зависимость числа у){г) отъ е, положимъ:

г +  вг, +  еаг2 +  • ■ ■ +  &>п2тш—2 =  у) (г, е). (7)

Если мы теперь дадимъ е все его (т — 1) значешй и составимъ сумму 
2 у)(г, е), то, въ виду соотношешй (6), мы получимъ:

r  =  m ^ T ^ ( r 1 e) 1S) ; (8)

16) Если е, еи  е2, еш_2 СУТЬ К0РНИ 0« —1)-ой степени изъ 1, то, со 
гласно обозначена (7),

'• + « ''! + >?г-> Л--- + ет 2rm_2 = ip (г, 8),

г +  H rl +  4 Г2 Н----- +  Е1 ~ 2гт- 2  =  V (г- 8«)>

'  +  *т-2Г1 +  4 - 2 » 2  +  • • '  +  С Л  Гт-2  =  V(r> ет-1>-

Складывая эти равенства и принимая во внимаше соотношешя (6), мы и получимъ 
равенство (8). Такъ какъ каждое изъ чиселъ ip (г, е) выражается въ радикалахъ, 
то и г выражается въ радикалахъ.
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число г выражается, слЪдовательно, въ радикалахъ, и наше предложеше, 
такимъ образомъ, доказано.

9. Сообразно этому опред^леше п. 1-го можно развить слЪдую-
щимъ образомъ.

Ч исло н а зы в а е т с я  м е та ц и к л и ч е с к и м ъ  или вы раж аю щ им ся 
въ  р а д и к а л а х ъ , если  он о  м о ж етъ  бы ть п о л у ч ен о  пом ощ ью  по
ел Ъ д о в ател ь н аго  прш бщ ен1я к о р н ей  д вучлен н ы хъ  у р а в н е н ^  вида 
х '1 =  а , н е зав и си м о  о т ъ  то го , п ри води м ы  ли послЪдн1я или нЪтъ-

Въ самомъ дЪл'Ь, если а =  Ьп, гдЪ b есть число предшествующей 
области рациональности, то мы положимъ х  =  by  и тогда получимъ урав- 
неше у п — 1 = 0 ,  которое решается въ радикалахъ.

§ 113. Уравнеше пятой степени въ общемъ вид!> не разре
шается въ радикалахъ.

1. Пусть f ( x )  будетъ неприводимая функщя съ рац ю н альн ы м и  
коэф ф и ц и ен там и , степень которой выражается нечетнымъ простымъ 
числомъ 1U Предположимъ, что функщя эта р а з л а г а е т с я  на м нож и
телей  по прюбщенш ряда радикаловъ (которые въ данномъ случай мо- 
гутъ им%ть какъ вещественныя, такъ и мнимыя значешя). Составимъ 
область рашональности, прюбщивъ вс'Ь необходимые для разложешя ра
дикалы, кром'Ь послЪдняго. Въ этой области функщя f ( x )  еще остается 
неприводимой. Если область, составленная такимъ образомъ, не содер- 
житъ корня п-ой степени изъ 1 (е), то мы прюбщимъ и е го 17). Однако, 
и noorfc этого ф ункц1я о с т ан е тс я  ещ е н еп р и во д и м о й . Въ самомъ 
д-ЬлЪ, какъ показано въ п. 2 предыдущего параграфа, корни е выра
жаются въ радикалахъ, показатели которыхъ ниже п\  между тЪмъ, со
гласно п. 6 § 110-го, разложеше функцш n-oPi степени можетъ быть 
обусловлено только прюбщешемъ радикала n -ой же степени. Прюбщеше 
же лишняго радикала никогда не можетъ помешать дЪлу 18).

17) Зам'Ьтимъ, что прюбщеше одного корня w-ой степени изъ 1 влечетъ за 
собой прюбщеше остальныхъ, такъ какъ при простомъ п  всЪ я-ые корни изъ 1 
(кром'Ь 1) первообразные и потому представляютъ собой степени любого изъ нихъ.

18) Мы прюбщаемъ иррацюнальность е; это, можетъ быть, и не нужно для 
того, чтобы функщя разложилась на множители, но мы производимъ это расти- 
реше области въ видахъ дальнЪйшихъ разсужденШ. Д'Ьлу же это не мЪшаегь: 
если функщя окажется разложимой въ некоторой области, то это разложеше, ко
нечно, останется въ силЪ, если область будетъ расширена прюбщешемъ нЪсколь- 
кихъ лишнихъ радикаловъ.
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Итакъ, число е мы относимъ къ „предшествующимъ радикаламъ*. 
ПослЪдшй же радикалъ, oбycлoвливaющiй разложеше функцш, какъ уже 
было сказано выше, долженъ быть и-ой степени. Пусть это будетъ

г -  1 / 0 .

Радикалъ г не выражается рацюнально въ п р ед ы д у щ и х ъ  радикалахъ, а 
потому 0 не представляетъ собой w-ой степени HtKOToparo числа а  нашей 
области, ибо иначе число г =  ека  такж е принадлеж ало бы этой области.

2. Такъ какъ функщя х 11 — 0 неприводима, то, въ силу предложения 
п. 5 § 110-го, мы можемъ въ каждомъ уравнеши, содержащемъ, кром% 
чиселъ области рациональности, также число г, заменить г черезъ ег, 
eV, . . е”- 1 г.

Е сли  п о э то м у , въ ч ас т н о с т и , для к а к о й -л и б о  р ац и о н ал ьн о й  
ф у н к ц ш  ty

V>(r)  =  V ( s r ) ,

то и м ^ ю т ъ  M tcTo т а к ж е  с о о т н о ш е ш я :

ip  (е г ) =  (е2г) =  у) (е8г) =  ■ • • =  яр (е”~1г),

а п о то м у  ч и сло  ty(r)  т а к ж е  п р и н а д л е ж и т ъ  то й  ж е о б л а с т и  ра
ц и о н ал ьн о сти  (§ 110, 4).

3. Итакъ, согласно нашему допущешю, функщя f ( x )  р а зл а г а е т с я  
на м н о ж и тел ей  по прюбщенш радикала г , пусть f ( x ,  г) будетъ одинъ 
изъ множителей функцш f ( x )  19), который неприводимъ и послгЬ npio6- 
гцешя радикала г. Коэффищентъ при высшемъ членЪ мы будемъ посто
янно считать равнымъ 1.

Но если f(pc , г) есть делитель функши f ( x ), то, какъ было пока
зано въ п. 5. § 110-го, функцш

f i x ,  г), f {х, ег), f i x ,  е2 г), . . f ( x ,  в" - 1 г) (1)

также суть делители функцш f ( x ) .  B e t OHt, какъ и / ( х ,  г), неприводимы 20);

19) Такъ какъ разложеше наступаетъ только nocat прюбщешя радикала г, 
то каждый множитель необходимо зависитъ отъ г, почему одинъ изъ нихъ и обо- 
значенъ черезъ f ( x , г).

20) Въ самомъ Atflt, допустимъ, что функщя / ( х, екг) разлагается на мно
жителей, т. е. что

f i x ,  екг) =  /,(* , /-)/2(.г, Г).
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кроме того, между ними нЪтъ тождественныхъ, ибо, если бы между ними 
были две тождественный функцш, то оне, согласно п. 2, были бы все 
тождественны 21) и потому принадлежали бы къ области, еще не содер
жащей радикала г; между тЪмъ это противоречить допущешю, что 
функцш / (х) допускаетъ разложеше только по прюбщенш радикала г. 
Отсюда вытекаетъ, что никаюя две изъ функщй (1) не могутъ иметь 
общаго делителя, ибо таковой выражался бы ращонально въ зависимости 
отъ г 22) и входилъ бы въ составь одной изъ неприводимыхъ функщй 
(1). П роизведете же

F ( x )  =  N f ( x ,  г) = f ( x ,  г) f i x ,  e r ) f { x ,  e2r ) f ( x ,  e3r) . . . j ( x ,  eH~ l r) ( 2 )

имеетъ ращональное значеше (§ 110, 3), а потому делится на f  (х), 
а такъ какъ оно не имеетъ никакихъ иныхъ множителей, кроме тЬхъ> 
которые содержатся въ функщй f  (х), то оно представляетъ собой степень 
функщй j  ( х )  23). При этомъ мы предполагаемъ, какъ и раньше, что коэф- 
фищентъ при высшемъ члене функщй f  {х) и f ( x ,  г) равенъ 1.

Но въ данномъ случае это должна быть п ер вая  степень функщй 
f ( x ), ибо линейный множитель, который входилъ бы въ составь функщй 
F (x )  несколько разъ, долженъ былъ бы принадлежать, по крайней мере, 
двумъ функщямъ (1), что не можетъ иметь места. Итакъ,

/ ( * )  =/(*■> г)f { x ,  e r ) f i x ,  е2 г) ■ . .  f i x ,  е'—1 г ) ; (3)

Въ такомъ случае, заменяя здесь г черезъ вп kr (§ 110, 5), мы получимъ:

/(*» г) = /,(* , sn~ kr)Mx, вп~ кг),
что противно условию.

ll) Въ самомъ деле, допустимъ, что имеетъ место тождество 

f ( x> в1 г) = / (* ,  в3 г).

Заменяя здесь г черезъ вп~~1г, получимъ:

/(*>*•)= /(*, в* г),

где к =  п j  — г. Заменяя здесь вновь г черезъ вкг, получимъ:

f i x ,  г) =  / (* , е * г )= /(х , в™ г) =  / (* , езлг )=  =  f i x ,  6(n~ 1)fcr).

Такъ какъ вычеты чиселъ к, 2к, 3k, . . . ,  (п — l)k по модулю « проходятъ черезъ 
все значешя 1, 2, 3, (и — 1), то последнее равенство обнаруживаетъ, что все 
функщй (1) тождественны между собой, j

**) Такъ какъ его можно было бы найти последоватсльнымъ делешемъ.
**) Такъ какъ функщя .F(x) не имеетъ, какъ указано въ тексте, иныхъ мно

жителей кроме такихъ, которые входятъ въ составь фушойи/(х), то F(x) имеетъ 
съ fix) обгще корни; а такъ какъ функщя f ix )  неприводима въ области рацюналь- 
ности, то F(x) делится на f{x) (§ 69, 8); но, если частное не сводится къ посто
янному количеству, то оно по той же причине также делится на f (x )  и т. д. 

В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 30
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множители же f  (х, г)  суть ли н ей н ы я  функции относительно х .  Мы по- 
лучимъ поэтому корни функцш у  (.г), если приравняемъ нулю множителей 
f  (х, г); такимъ образомъ, напримеръ:

=  а о +  <4 у +  % г 2 +  а 3 г 3 +  • ■ • +  (1ц—\.ги 1 , ( 4 )

где а0, a t , а 2, . . a„_ i суть числа, принадлежаипя предпоследней об
ласти ращональности.

4. Функщя п-oVl степени f  (х)  должна иметь, по кр ай н ей  м е р е , 
о д и н ъ  в е щ е с т в е н н ы й  к о р е н ь , такъ какъ п есть число нечетное, а 
мнимые корни распадаются на сопряженныя пары; она можетъ поэтому 
иметь либо только вещественные корни, либо два мнимыхъ и п  —  2 ве- 
щественныхъ, либо четыре мнимыхъ и п — 4 вещественныхъ и т. д.

5. Мы предположимъ, что последовательное прюбщеше радикаловъ 
происходить такимъ образомъ, что вследъ за каждымъ радикаломъ д, не 
вызывающимъ еще разложешя функцш и имеющимъ м н и м ое  значение, 
прюбщается с о п р я ж е н н ы й  съ нимъ радикалъ д'. Это всегда можно 
сделать, такъ какъ прюбщеше радикала, который можетъ оказаться лиш- 
нимъ, делу не вредить.

п
Въ этомъ предположен^, если г =  У 0 есть первый радикалъ, о б у 

с л о в л и в а й т е  уже р азл о ж ен 1 е  функцш, то здесь могутъ предста
виться следуюпце случаи:

1) 6 есть число вещественное; такъ какъ в принадлежитъ области 
ращональности, то и г можно считать вещественнымъ 2 * * 24).

Если тогда х х есть вещественный корень функцш f  (х), то и коэф- 
фищенты a 0, a t , а 2, . . a „ _ i въ выраженш (4) должны иметь веще- 
ственныя значешя; въ самомъ деле, если бы это были комплексный числа 
и а0\  а / ,  а 2', . . . ,  a 'w_ i были бы сопряженныя съ ними числа, которыя, 
въ силу нашего предположешя, также принадлежать области ращональ- 
ности, то мы имели бы также:

*1 = <  +  а , 'г  +  a 2'r*  +  а ъ' г ъ + ------b 25),

2i) Если 0  есть абсолютное значеше (модуль) числа 0, то любое значение г
п п _

радикала Y в можетъ быть представлено въ виде ек Y  такъ какъ в принадле-
п

жить области ращональности, то прюбщить приходится лишь V~Q> т. е. веще
ственное число.

25) Равенство (4), какъ и всякое численное равенство, остается въ силе, 
если въ немъ заменить г черезъ — г.
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а всл%дств1'е этого было бы:

(« О -  « о ')  +  («1 -  а , ■' ) г +  ( а ,  -  а 2') г 2+ ( а 3 -  а 3' ) г 8 Н---------Ь ( a „ - i  -  а ' ^ г ’- 1 =  0 .

Но такъ какъ функщя х п — 0 неприводима, то это равенство можетъ 
иметь место только въ томъ случай, если

«о -  « о ' =  а, — а /  =  а2 — а2' =  .. • =  а,1_ 1 — а ,_х — О,

т. е. когда все коэффициенты а» имЪютъ вещественный значешя 26). 

Остальные корни выражаются тогда формулами:

х2 = а0 +  е a, г +  в2 а2 г2 +  еэ а3 г3Н-----Ь е””1 a„_i г" - 1,
лз =  а0-{- е2 е4а2гг +  б6 ----- (- е2 ои_ i г”-1 ,

.v„ =  а 0 +  еи-1 а , г +  е2 (и~ 1} а2 г2 +  ед tw—1) а 3 ?*3 -|------ h ап—\Гп 1;

все эти корни, какъ показано въ п. 3, отличны другъ отъ друга и отъ х х. 
Съ другой стороны,

я—1
е, е2, . . в

суть мнимыя числа, соответственно сопряженный 27) съ числами:

сП— 1 pH— 2с  , С , . . . ,
2

Поэтому и

Х2> ^8* • • *5
2~

суть мнимыя числа, соответственно сопряженныя съ числами:

х 1, ’> х и—1 '> * * *’ •''"«-и*
2

И такъ , въ  эт о м ъ  с л у ч а е  ф ункция f  (х)  и м е е т ъ  1 в е щ е с т в е н 
ный и п — 1 п о п а р н о  с о п р я ж е н н ы х ъ  м ни м ы хъ  к о р н ей .

2) Если б есть число мнимое, а б' есть число, сопряженное съ б, 
то функщя х п — б имеетъ исключительно мнимые корни; каждому изъ

ав) Это вытекаетъ изъ основной теоремы, доказанной въ пункте 8 § 69-го. 
Если бы все коэффициенты этого равенства не обращались въ нуль, то ко

рень неприводимой функцш х п — 0 служилъ бы корнемъ функцш низшей степени, 
что не можетъ иметь места.

21) Ибо произведешя соответствующихъ чиселъ равны 1.
30*
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этихъ корней г отвЪчаетъ определенное сопряженное число 
служить корнемъ уравнешя х п — 0' =  0; вместе съ гЬмъ

п
гг' =  Г, Г,' =  r t r2' =  • • =  г , =  y W  =  Я 

Если м ы  в ъ  виду этого положимъ, согласно § 51,

6 =  a (cos а +  г sin а ) ,  6' = a (cos а  — /* sin а ) ,

где а есть число положительное, то получимъ:

г =  Уа (с os —  +  * sin — ,̂ г' =  V a  ( c o s  —  — г sin — ), R  =  У  а2. 
\  п  п /  \  п  п /

Имея это въ виду, мы вместо радикала г прюбщимъ сначала веществен
ное число R , если оно уже не содержится въ области ращональности. 
Здесь вновь приходится различать два случая:

a) IIp io 6 iu e H ie  ч и сла R  у ж е  в ы зы в а е т ъ  р а з л о ж е ^ е  ф у н к щ и  
f ( x ) .  Тогда пpioбщeнie числа г  уже излишне, а такъ какъ R  есть веще
ственный радикалъ, то мы находимся вновь въ уокш яхъ  случая 1).

b) n p io 6 in e H ie  чи сла  R  ещ е не в ы зы в а е тъ  разлож ен 1я  
ф у н к ц ш  f { x ) \  сюда относится и тотъ случай, когда R  имеетъ рацю- 
нальное значение (какъ это, напримеръ, имеетъ место въ формуле К ар
д ан а  для кубическаго уравнешя).

Тогда прюбщеше радикала г  еще необходимо для рЪшешя уравне
шя; но вместе съ радикаломъ г  прюбщается и сопряженное съ нимъ 
число г ' — R /r .

Если въ этомъ случае х х =  ip (г) имеетъ вещественное значеше, то

у> (г) =  v '  (г ') =  V  ( у )  28); ( 7)

здесь ip' обозначаетъ функцш, которая получается изъ функцш ip та- 
кимъ образомъ, что мы заменяемъ все ея коэффициенты соответственно 
сопряженными числами, которыя, согласно нашимъ услов1ямъ, принадле
жать той же области ращональности.

Но равенство (7) остается въ силе, если въ немъ заменить г  лю- 
бымъ изъ корней гх, г2> г3, . . гп—\ функцш х п — 6; а такъ какъ, въ 
силу соотношешй (6), и R  : гх =  г / ,  . .  то

V> (г,) =  V'OV), у> (г2) =  у>’ {г2'), ,);

а8) Ибо i есть число, сопряженное съ вещ ественны м ъ числомъ 
т. е. (г1) = x t — ip (г).

г , которое

(61
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это значить, что все п  чиселъ y)(r), vO i)»  ^ ( г 2), . . У>(гп- 1) имЪютъ 
вещественныя значешя 29). Ф у н кш я f ( x )  и м е е т ъ  въ это м ъ  сл у чай  п 
в ещ еств ен н ы х ъ  корн ей .

М е тац и к л и ч е с к о е  уравнен1е, п о к а за т е л ь  степ ен и  к о т о р а г о  
есть п р о с т о е  число п , и м е е т ъ  л и б о  1, л и б о  п  в еш е с т в е н н ы х ъ  
ко р н ей  * *).

Для случая п =  5 мы получаемъ, такимъ образомъ, следующее 
предложеше.

6. Н е п р и в о д и м о е  уравн ен 1е  5 -о й  с теп е н и  съ  в е щ е с т в е н 
ными к о э ф ф и щ е н т а м и , р а зр е ш и м о е  въ р ад и к ал ах ъ , и м е е т ъ  
ли бо  5 в е щ е с т в е н н ы х ъ  к о р н ей , л и б о  1 вещ еств ен н ы й  и 4 мни- 
мыхъ ко р н я , но н и к о гд а  не м о ж етъ  и м еть  3 в е щ е с т в е н н ы х ъ  и 2 
мнимы хъ корн я.

7^ Чтобы доказать, что не всякое уравнеше 5-ой степени разре
шается въ радикалахъ, намъ остается только обнаружить, что суще
ству ютъ неп ри води м ы  я уравнешя 5-ой степени съ рацюнальными ко
эффициентами, имеюиия 3 вещественныхъ и 2 сопряженныхъ мнимыхъ 
корня. Это можно показать на безчисленныхъ примерахъ, которые очень 
легко составляются.

Такъ, напримеръ, какъ мы раньше убедились съ помощью критер1я 
А й зен ш тей н а  (§ 69, 6), функщя

f { x )  =  х ь — А х  — 2

неприводима. Кроме того, функщя f  (х) не можетъ иметь исключительно 
вещественные корни. Въ самомъ деле, въ функцш f ( x )  отсутствуютъ 
четвертая и третья степени л*; следовательно, по формуламъ Н ь ю то н а , 
не только сумма корней, но и сумма ихъ квадратовъ равна нулю. Это 
не могло бы иметь места, если бы все корни были вещественными чи
слами. Съ другой стороны,

/ ( ~  2) =  — 26, / ( — 1) =  +  1» / ( 1 )  =  — 5, / ( 2 )  =  +  22.

Для х  =  — 2, — 1, + 1 ,  + 2  функщя f ( x )  имеетъ попеременно то отри
цательный, то положительный значешя; следовательно, когда х  переходить 
отъ — 2 къ + 2 ,  функщя f ( x )  должна обращаться въ нуль три раза. 
Это значить, что f  (х ) имеетъ три вещественныхъ и два мнимыхъ со
пряженныхъ корня; поэтому она н е р а з р е ш и м а  съ п о м о щ ью  р а д и к а -

*9) Такъ какъ они не меняются, когда г меняется на —

*) Эта теорема принадлежитъ Л. К ронекеру (L. Kronecker).
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л о в ъ . (Въ § 103 мы приближенно вычислили какъ действительные, такъ 
и мнимые корни функцш f  (д,*)).

8. Зам ечан и е . При такомъ доказательстве нетъ необходимости 
опираться на существоваше корня уравнешя пятой степени. Действительно, 
если бы уравнеше пятой степени не имело корня, то оно не было бы 
разрешимо въ радикалахъ; если же существуетъ одинъ корень, то су- 
ществуютъ и четыре остальные, такъ какъ, если л \  есть этотъ корень,

f ( x )
то —-------=  0 есть уравнеше четвертой степени, которое разрешимо въ

X Х\
радикалахъ и имеегь четыре корня.

Существуютъ особы й  уравнешя любой степени, которыя разре
шимы съ помощью радикаловъ. Къ такого рода уравнешямъ принадле
жать, между прочимъ, те, къ которымъ приводится задача о деленш 
окружности на равныя части.

9. Первое точное доказательство невозможности решить уравнеше
5-ой степени въ общемъ виде дано было А б ел ем ъ  (Abel). Оно поло
жило конецъ многочисленнымъ напраснымъ попыткамъ и обманутымъ 
ожидашямъ найти это решеше. Упомянутое доказательство было первымъ 
научнымъ трудомъ великаго изследователя.

Въ знаменитой своей статье въ первомъ томе журнала К релля 
А б ел ь  ставить вопросъ несколько въ иномъ виде, чемъ у насъ. Онъ 
спрашиваетъ, можно ли съ помощью знака извлечешя корня составить 
выражеше для xt въ функщи пяти неопределенныхъ чиселъ д1? а2, Я3, 
а4, аь> удовлетворяющее уравнешю

х5 +  atxA +  а%хг +  аъх2 +  а4х  +  аь =  0, (8)

и отвечаетъ на этотъ вопросъ отрицательно.

При этомъ остается невыясненнымъ, нельзя ли для всевозможныхъ 
ц е л ы х ъ  значешй alt а2) я 3, Д4, аь решить уравнеше (8) помощью 
извлечения корня изъ ращональныхъ чиселъ. У насъ же этотъ вопросъ 
решается, одновременно съ главнымъ положешемъ, въ отрицательномъ 
смысле.

10. Легко найти услов1я, при которыхъ неприводимое уравнен1е, 
показатель степени котораго есть простое число п> разрешимо съ по
мощью ряда в е щ е с т в е н н ы х ъ  радикаловъ. Въ самомъ деле, въ этомъ 
случае предпоследняя область рациональности, уже по предполож ена, 
содержитъ только вещественныя числа; поэтому последней вещественный 
радикалъ г  даетъ намъ вещественный же корень вида (4):

хх =  а© +  а хг  +  а 2г 2 + ------- h  i f " " 1-
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Какъ въ п. 5, отсюда вытекаетъ, что всЪ коэффищенты а,- должны 
быть числами вещественными, и что остальные корни будутъ им4>ть видъ 
(5), при чемъ они будутъ попарно сопряженными мнимыми числами. 
Итакъ:

Н е п р и в о д и м о е  уравнен1е, п о к а за т е л ь  степ ен и  к о т о р а г о  
есть п р о с т о е  чи сло  п и к о т о р о е  р а зр е ш и м о  в ъ  в е щ е с тв е н н ы х ъ  
р ад и к ал ах ъ , им Ъ етъ 1 в ещ ествен н ы й  и \ ( п — 1) п ар ъ  сопряж ен - 
ны хъ м ним ы хъ ко р н ей .

Отсюда еще разъ заключаемъ, что кубическое уравнеше, имеющее 
три вещественныхъ корня, неразрешимо въ вещественныхъ радикалахъ
(§ i n ) .



ГЛАВА XX.

Изъ исторш алгебры.

§ 114. Основные моменты въ истории учешя объ алгебраи- 
ческомъ р!>шенш уравненж.

1. Въ древности было известно много знаменитыхъ задачъ, кото
рый приводили, по современному выражению, къ уравнешямъ высшихъ 
степеней и котрры я^н^^давалось ^ а ^ ^ и т ь ^ п ^ и ^ п о м о щ и  циркуля и 
прямой линейки. *Укажемъ м £ ? ‘ задачу объ удвоенш куба, о трисекцш 
угла, задачу А рхи м еда о разделенш шара плоскостью на две части, 
объемы которыхъ находились бы между собою въ данномъ отношенш. 
B e t эти задачи могутъ быть разрешены при помощи коническихъ сече
шй; къ тому же оне послужили поводомъ къ изучешю еще другихъ 
кривыхъ: ц и с ^ щ а  Д ш к л е с а  (ок. 180 г. до Р. X.), !/онхоида Н и ко м еда  
(ок. 180 г. до Р. X.) и друпя кривыя также применялись для решешя 
этихъ задачъ. Однако, самыя замечательный работы въ этомъ направленш 
касаются коническихъ сечешй и принадлежать А п о л л о н ш  *). Въ нихъ 
мы въ первый разъ встречаемся съ задачами, приводящими, согласно 
нашей терминолопи, къ уравнешю четвертой степени. Ему уже известно, 
что два коническихъ сечеш'я могутъ пересекаться не более, какъ въ че
тырехъ точкахъ, что коничесюя сЪчешя, касаюпцяся другь друга въ одной 
точке, могутъ пересекаться не больше, чемъ въ двухъ точкахъ, что то- 
чекъ соприкосновешя двухъ коническихъ сечешй не можетъ быть больше 
двухъ, — а также и друпя подобныя свойства этихъ кривыхъ. Это, въ 
сущности, не что иное, какъ теоремы относительно корней уравнешя 
четвертой степени и совпадения двухъ такихъ корней. Особенный инте- 
ресъ представляетъ собою пятая книга А поллон1я, дошедшая до насъ 
не на греческомъ языке, а въ арабскомъ переводе, найденномъ въ сере
дине XVII века Б о р е л л и  (ВогеШ). (Флоренпйское издаше этой книги 
на латинскомъ языке появилось въ 1661 году).

*) А п о л л о н ^  изъ города Перги въ Памфилшжилъ и работалъ въ Алексан
др^. Перюдъ его расцвета относится къ эпохе царствовашя Птоломея Филопа- 
тора, умершаго въ 205-омъ году до Р. X.
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Въ этой книге А п о л л о ш й  разсматриваетъ задачу о наиболыиихъ 
и наименьшихъ разстояшяхъ данной точки отъ пepифepiи коническаго

ческому сЪчешю; задача эта им^етъ, т
всего, для учешя о н аи б о л ь ш и х ъ  и н аи м ен ьш и х ъ  величинахъ. Алге
браически эта задача приводить къ уравнешю четвертой степени; у  Апол- 
лон1я это выражается въ томъ, что основашя нормалей определяются 
имъ, какъ точки пересЬчешя даннаго коническаго сечешя съ равнобочной 
гиперболой. Одыако, А п о л л о н ^  знаетъ и пр^меняетъ въ этихъ изсле- 
довашяхъ также и дискриминантъ этого уравнешя четвертой степени: 
т. е. ему известно геометрическое место точекъ, для которыхъ две нор
мали совпадаютъ въ одну. Совершенно въ смыслё современной аналити
ческой геометрш онъ даетъ для каждой абсциссы некоторую ординату, 
до которой можетъ доходить точка, если изъ нея еще можно провести 
четыре нормали къ коническому сечешю; если его построеше перевести 
на нашъ языкъ, то получится уравнеше р а зв е р т к и  коническаго сечешя. 
Это построеше зависите отъ кубическаго* корня, который, какъ въ за
даче Г и п п о к р а т а  *) объ удвоенш куба, определяется двумя средними 
пропоршональными. Въ дошедшемъ до насъ тексте нетъ никакихъ ука- 
зашй на то, чтобы А п о л л о н ^  считалъ совокупность этихъ точекъ кри
вой лишей. Но, можетъ быть, въ нашемъ распоряженш находится не 
все, что оставилъ после себя А п о л л о н 1й; такое предположеше под
тверждается темъ обстоятельствомъ, что въ конце пятой книги мини
мальный лиши разсматриваются очень подробно, тогда какъ максималь- 
нымъ лишямъ, получающимся темъ же самымъ построешемъ, уделено 
очень мало места. Это вообще не отвечаетъ обыкновенно грековъ, ко
торые при изследованш задачи всегда разсматриваютъ все возможные 
случаи съ одинаковой тщательностью.

2. Мы обходимъ постепенное р а з в и т  п о н я т  объ алгебраическомъ 
уравненш и лишь попутно упомянемъ объ открыли решешя уравнешя 

' 3-ей и 4-ой степени въ XVI столЪтш **). Нужно, однако, назвать

*) Г иппок ратъ  родился на о-ве Xioce; жилъ въ Аеинахъ во второй поло
вине У-го столеля до Р. X.

**) Первымъ открылъ реш ете уравнешй 3-ей и 4-ой степени С. Ф ерро  
(Scipione del Ferro), бывпий профессоромъ въ Болонье отъ 1496 до 1526 г. Однако, 
на этой почве разгорелся резюй и некрасивый споръ опрюритете между 1ерони- 
момъ К ар дан ом ъ  (Hieronymus Cardanus, 1501 —1576, Пав^я, Римъ) и Н и к ол аем ъ  
Т арталья (1500 — 1557, Бреппя, Венещя). К ардан ъ  въ своемъ сочиненш „Ars 
magna" (Nurnberg, 1545) опубликовалъ pemeHie уравнешя третьей степени; отсюда 
сохранившееся еще по настоящее время выражеше „формула К ардана". Уче- 
никъ К ардана Л уи дж и  Ф еррари  (Luigi Ferrari, 1522— 1565, Болонья, Миланъ) 
открылъ pemeHie уравнешя четвертой степени.

сечешя, или, другими словами, задачу
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B ieT a  *), предшественника современной алгебры, который первый выска- 
залъ предложеше, что каждая задача, приводящая къ уравнешю третьей 
степени, либо решается при помощи двухъ среднихъ пропорцюнальныхъ, 
либо сводится къ трисекщи угла. Къ первому классу относятся уравнения 
третьей степени, который имеютъ о д и н ъ  вещественный корень и могутъ 
быть решены при помощи кубическаго корня кзъ веществен на го числа. 
(Уже древше привели Делёйскую задачу къ нахождежю двухъ среднихъ 
пропорщональныхъ: а : х  =  х  : у  =  -у : Ь, откуда д*я =  а®/>)• Ко второму 
классу относятся уравненёя съ тремя вещественными корнями (casus irre- 
ducibilis), которыя не могутъ быть решены при помощи вещественныхъ 
радикаловъ, но приводятся, какъ показалъ B ieT a , къ трисекщи угла. Такъ 
какъ, съ другой стороны, уже тогда было известно, что уравнеше чет
вертой степени приводится къ квадратнымъ и кубическимъ уравнешямъ, 
то тотъ же выводъ былъ распространенъ и на уравнеше четвертой степени.

Этимъ былъ выясненъ трудный вопросъ о томъ, какимъ образомъ 
можно отъ кубичныхъ корней изъ мнимыхъ чиселъ придти къ веществен- 
нымъ числамъ. B e t эти предложенёя позже были значительно обобщены 
А б ел ем ъ  (Abel) и распространены на большую категор1ю уравненёй бо
лее высокихъ степеней, которыя въ настоящее время известны подъ 
названёемъ „ А б ел ев ы х ъ  у р а в н е н ё й 44.

— 3. Съ этого времени дальнейшее развитёе учен1я объ алгебраиче- 
скихъ уравненёяхъ все более расчленяется въ два различныхъ направле
ния. Первое направлен!е имеетъ своею целью дать способы вычислить съ 
любымъ приближенёемъ численное значенёе корней уравненёя, коэффицё- 
енты котораго численно заданы; для практическая применен1я алгебры 
эта сторона дела имеетъ наиболее важное значенёе. Уже давно было 
известно, что функцёя f  (х ), имеющая при х  =  а и х  =  b значенёя про- 
тивоположныхъ знаковъ, обращается между а и b въ нуль, т. е. имеетъ 
въ этомъ интервале, по крайней мере, одинъ, вообще же нечетное число 
корней; въ этомъ содержится уже принципъ, по которому путемъ после
довательная делешя интервала можно неопределенно приблизиться къ 
корнямъ. Однако, чтобы избежать лишнихъ вычисленёй, было существенно 
важно о т д е л и т ь  корни, т. е. установить интервалы, въ  к а ж д о м ъ  и зъ  
к о т о р ы х ъ  с о д е р ж и т с я  т о л ь к о  по о д н о м у  корн ю , или, по крайней 
мере, точно установить, с к о л ь к о  к о р н е й  содержится въ данномъ интер
вале. Э ю , однако, д о л я  не удавалось.

Правда, можно было указать верхнёй и нижнёй пределъ положи- 
тельныхъ корней; былъ также известенъ рядъ теоремъ, определявшей

*) Вёета (Francois Viete, Seigneur de la Rigotifcre; латинская транскрипцёя — 
Vieta) родился въ 1540 г. въ Фонтенэ-Леконтъ въ Пуату, умеръ въ 1603 г. въ Париже.
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число корней, содержащихся въ данномъ интервале, съ точностью до н*Ь- 
котораго четнаго числа, которое лишь въ частныхъ случаяхъ обращается 
въ нуль. Сюда относится правило Д е к а р т а , которое мы изложили въ 
§ 100, далее более сложная теорема Н ью тон а, теорема Б ю дан а и 
Ф урье, теорема Рол л я *).

Точный, хотя практически врядъ ли применимый, пр1емъ решешя 
этой задачи былъ указанъ В ар и н го м ъ  **), а позднее былъ вновь открыть 
Л а гран же мъ ***). FIpieMT этотъ основывается на томъ, что составляется 
ypaBHenie, корнями котораго служатъ р а зн о с ти  корней даннаго уравне
шя, а затемъ разыскивается нижнШ пределъ положительныхъ корней 
этого уравнешя. Если А есть этотъ нижшй пределъ, то интервалъ длины 
А можетъ содержать не более одного корня даннаго уравнешя.

Вполне удовлетворительное решеше задачи представляетъ собою 
теорема Ш турм а ****), которую мы изложили въ § 101-омъ. Работа 
Ш турм а написана по побуждение Ф урье и стоить въ связи съ не
которыми изследоважями въ области математической физики, — напри- 
мЬръ, съ вопросомъ, о томъ, сколько узловъ можетъ иметь натянутая 
колеблющаяся струна; связь между этимъ вопросомъ и задачей объ опре
делены числа корней алгебраическаго уравнешя совершенно очевидна.

К р о н е к е р ъ , который, какъ мы уже упоминали въ § 29, изъ прин- 
цишальныхъ соображены вовсе не употребляетъ ирращональныхъ чиселъ. 
вынужденъ дать задаче другое выражеше, такъ какъ онъ не только не 
можетъ пользоваться теоремой о существовали корня, но и вообще не 
можетъ говорить о корне уравнешя. Онъ поэтому только обнаруживаетъ, 
что при помощи рацюнальныхъ операщй можно найти такое целое число 
S, что въ интервале, имеющемъ длину 1 / 5 ,  функщя J ( x )  можетъ пере
менить знакъ не более одного раза. Этимъ достигнута та же цель, что 
и методомъ В а р и н га -Л а гр а н ж а  *****).

*) Н ью тонъ, „Arithmetica universalis"; теорема доказана С и л ь в естр ом ъ  
(Sylvester), „Transactions of the R. Irish. Academy", t. 24 (1871); Б ю данъ (Budan), 
„Nouvelle methode pour la resolution des equations numeriques" (1803); Фурье  
(Fourier), „Analyse des dquafions determinees* (1831); Ролль (Rolle), 1652 — 1719, 
„Traite d’Algebre" 1690.

**) В ар инг ъ  (E. Waring), „Medit. alg;ebr.“ Cambridge 1770.
***) Л а г р а н ж ъ  (L. Lagrange), „De la resolution des 6quations numeriques de 

tous les degres", Paris 1798. Собрате сочинешй, t . III.
****) Штурм ъ  (Jacob Karl Franz Sturm) родился въ Женеве въ 1803 году, 

умерь въ Париже въ 1855 году. Работа Штурма появилась сначала въ журнале 
„Bulletin de F6russac“ 1829, а затемъ въ „Отчетахъ Парижской Академж" за 1835 г. 
Немецкий переводъ, принадлежащей Леви (Loewy), вошелъ въ составъ Остваль- 
довскаго издашя классиковъ ^Ostwalds Klassiker, N° 143, 1904).

*****) К р он ек ер ъ  (L. Kronecker), „Ueber den Zahlbegriff". Crelles Journal, 
Bd. 101, 1887.
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4. Другая цель, которую алгебра себе ставишь, имеешь болке 
теоретическое значеше и относится къ алгебраическимъ законамъ, выра- 
жающимъ зависимость корней уравнешя отъ коэффищентовъ. Совер
шенно естественно, что y cn teb , достигнутый при решенж уравненШ 
третьей и четвертой степени, постоянно побуждалъ математикозъ искать 
разрешешя уравненШ более высокихъ степеней и, прежде всего, уравненШ 
пятой степени; задача заключалась, конечно, въ томъ, чтобы привести 
р'Ьшеше уравнешя къ радикаламъ. Известно, что этимъ вопросомъ зани
мался Л е й б н и ц ъ ; въ связи съ этимъ стоитъ, очевидно, попытка решешя 
этой задачи, которую Ч и р н г а у з ъ  опубликовалъ въ 1683 году '*).

Онъ вводить въ уравнеше новое неизвестное; именно, если х  есть 
корень уравнешя f ( x )  =  0, то онъ полагаетъ у  =  <р (х), где <р(х) есть 
функшя (п  — 1)-ой степени. Въ такомъ случае jy, въ свою очередь, 
удовлетворяешь некоторому уравненш п -oft степени, коэффишенты кото- 
раго зависятъ отъ п произвольныхъ коэффищентовъ функщи ср. Затемъ 
онъ старается определить эти коэффициенты такимъ образомъ, чтобы 
уравнение для у  приняло форму у п =  а. Этотъ пр1емъ действительно ве
дешь къ цели для уравненШ 3-ей и 4-ой степени; но при уравнешяхъ 
более высокихъ степеней онъ не даетъ результата. Темъ не менее npieMb 
Ч и р н га у за  сохранилъ значеше для современной алгебры, такъ какъ онъ 
даетъ средства приводить уравнешя более высокихъ степеней къ некото- 
рымъ нормальнымъ формамъ. Такъ, напримеръ, уравнешя 5-ой степени 
приводятся къ такъ называемой Брингъ-Жерардовой форме х ъ +  х  +  а =  О 
(Ср. F. Klein, „Vorlesungen fiber das Ikosaeder*, Leipzig, 1884).

5. Новый толчекъ къ изcлeдoвaнiю алгебраическихъ уравненШ далъ 
обширный мемуаръ Л а гр а н ж а , помещенный въ трудахъ Берлинской Ака- 
демш за 1770 — 71 г., подъ заглав1емъ „Inflexions sur la resolution alg6- 
brique des 6quations“. Здесь прежде всего сопоставляются методы, кото
рые служатъ для решешя уравненШ 3-ей и 4-ой степени и къ кото- 
рымъ привели изследовашя Эйлера*, Б е зу  (Etezout, 1765) и В ар и н га  
(1736 — 1798), и оценивается внутреннее значеше этихъ методовъ. ЗашЬмъ 
авторъ обобщаешь эти методы и показываешь, почему они неприменимы 
къ уравнешямъ более высокихъ степеней. Л а г р а н ж ъ  приходишь при 
этомъ къ понятш о резольвентахъ, который обыкновенно зависятъ, правда, 
отъ уравненШ более высокихъ степеней, нежели данныя, но въ извест- 
номъ смысле все-таки даютъ упрощеше задачи.

Функщя корней уравнешя, которая при перестановкахъ корней по
лучаешь определенное число различныхъ значенШ, удовлетворяетъ урав
нешю, степень котораго зависишь отъ числа этихъ значенШ. Такъ какъ

*) Ч ирн гаузъ  (Ehrenfried Walter von T schirnhaus), 1651 — 1708, былъ въ 
дружескихъ отношешяхъ съ Л ейбницемъ.
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число перестановокъ изъ п элементовъ равно и!, то функщя п корней урав
нешя «-ой степени имеетъ не более п\  значешй и удовлетворяетъ урав- 
ненш соответствующей степени. Но п р и м н е те  резольвентъ понижаетъ 
степень этого уравнешя до (п  — 2)!, т. е. для уравнешя 5-ой степени до
6-ой степени. Эта работа дЪлаетъ Л агр ан ж а  предшественникомъ совре
менной алгебры, которая покоится на теорш группъ перестановокъ и 
симметрическихъ функщй.

6. Въ виду нродолжительныхъ и многочисленныхъ безплодныхъ 
попытокъ найти рЪшеше уравнешя 5-ой степени, становилось все более 
и более сомнительнымъ, можетъ ли эта задача вообще быть разрешена, 
правильно ли поставленъ вопросъ. Уже Г а у с с ъ  въ своей докторской 
диссертацш (1799; полное собрате соч., т. III, стр. 17), въ которой онъ 
въ первый разъ даетъ доказательство существовашя корня алгебраическаго 
уравнешя, высказывается по этому поводу очень определенно. Онъ под- 
черкиваетъ, что ptm em e уравнешя въ томъ виде, какъ его до сихъ поръ 
понимаютъ, представляетъ собой не что иное, какъ приведете уравнешя 
къ ряду двучленныхъ уравнешй, и что двучленныя уравнешя отличаются 
отъ остальныхъ только большею легкостью численнаго ихъ разрешешя, 
Г ау ссъ  указываетъ вместе съ темъ, что негь никакихъ основашй допу
скать возможность такого npieMa для уравнешя любой степени. Онъ 
даже сообщаетъ здесь о дальнейшихъ своихъ изследовашяхъ въ этомъ 
направленш, которыхъ, однако, не оказалось ни въ опубликованныхъ имъ 
работахъ ни въ бумагахъ, оставшихся после его смерти. Но зато уже 
въ 1801-омъ году въ своихъ „Disquisitiones arithmeticae'4, въ главе о д е 
лении окружности на равный части, Г а у с с ъ  даетъ уже важный примеръ 
глубокаго анализа алгебраическаго уравнешя. Но такъ какъ уравнешя, съ 
которыми авторъ имеетъ дело, разрешаются въ радикалахъ, то вопросъ, 
поставленный Г ау ссо м ъ , остается здесь на заднемъ плане, тогда йайъ 
на первое место выступаетъ рядъ выводовъ, относящихся къ алгебре и 
къ теорш чиселъ; въ частности, въ первой очереди стоитъ вопросъ о 
последовательномъ приведенш даннаго уравнешя къ ряду уравнешй воз
можно низшей степени. Гауссова Teopia делешя окружности на равныя 
части сделалась образцомъ для всехъ общихъ алгебраическихъ изыскашй. 
Изъ заметки, помещенной въ „Disquisitiones14, видно, что Г ау ссъ  полу- 
чилъ те  же результаты и въ другихъ отделахъ, напримеръ, при деленш 
эллиптическихъ функщй; замечаше это было понято и оценено лишь 
спустя несколько десятшгЫй, когда А б ел ь  и Я коби  разработали теорш  
эллиптическихъ функщй.

** €> $ € >  
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7. Между темъ въ Италш была уже сделана серьезная попытка до
казать невозможность реш етя  уравнешй 5-ой степени. Попытка эта 
принадлежитъ Р у ф ф и н и  и опубликована имъ въ 1799-омъ году въ учеб-
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нике „Teoria generate delle Equazioni, in cui si dimostra impossibile la 
resoluzione algebraica delle equazioni generali di grado superiore al quarto" * **)); 
въ пяти дальнЪйшихъ сочинешяхъ, последнее изъ которыхъ появилось 
въ 1813 г., онъ постоянно возвращается къ тому же вопросу.

Р у ф ф и н  и въ общемъ находится на правильномъ пути, такъ какъ 
онъ исходитъ отъ изслЪдоважя числа значешй, который можетъ прини
мать функщя отъ корней уравнешя при перестановкахъ этихъ корней; 
благодаря этому онъ является первымъ обоснователемъ теорш группъ. 
Однако, его доказательства еще вызываютъ рядъ сомнешй; и вскоре после 
появлешя этихъ работъ М ал ьф ати  высказалъ эти сомнЬн1я и оспаривалъ 
полученные имъ результаты. Сверхъ того, изложены Р у ф ф и н  и мало 
доступно, а за пределами Италш его работы почти вовсе не были известны.

Въ 1815 г. К ош и опубликовалъ работу „Sur le nombre des valeurs

pubbiules les q u a n t^ s  qu’elle renferme", за которымъ позже (1844) послЪ- 
довалъ более обширный мемуаръ, посвященный тому же предмету. Здесь 
въ первый разъ установлено понятш о составлены перестановокъ и о 
группахъ (Systeme conjugu6e) и выработаны терминолопя и обозначешя; 
хотя эти поняНя встречаются уже у Р у ф ф и н  и, о которомъ Кош и по
путно упоминаетъ, но только здесь они действительно положены въ основу 
цельной теорш *").

8- Значительный шагъ впередъ алгебра сделала благодаря трудамъ 
А б ел я  (Niels Henrik Abel).

А б ел ь  родился въ деревне Финне (Finno) близъ г. Ставангера въ 
Норвепи 5-го августа 1802 года и скончался 6-го апреля 1829 года. 
По поводу столетняго юбилея со дня его рожденш его соотечественники 
Г о л ь стъ , Ш тё р м е р ъ  и С и л о в ъ  (Holst, Stormer, Sylow) опубликовали 
его письма, которыя воспроизводить чудный образъ этого юнаго ученаго. 
То была мягкая натура съ жизнерадостным^ общительнымъ характеромъ, 
загубленная заботами, нуждой и недугомъ. Впрочемъ, уже раньше (1885) 
его жизнь и научныя работы нашли себе достаточно полную оценку въ

*) Руффини (Paolo Ruffini, 1765—1822) былъ,.собственно, по призванию вра- 
чемъ, но впоследствш занималъ ученую должность по математике при универси
тете въ Модене. Ср. весьма достопримечательную статью Б уркгардта  .Начало 
теорш группъ и Паоло Руффини" въ „Abhandlungen zur Geschichte der Mathe- 
m atik\ Leipzig 1892.

**) Коши (Augustin Louis Cauchy) родился въ Париже въ 1789 г. После 
iKwibCKofl революши онъ жилъ въ Праге въ качестве воспитателя герцога Бордос- 
скаго, позднее вновь работалъ въ Париже и умеръ въ 1857 г. Это одинъ изъ на
иболее разностороннихъ изследователей и плодовитыхъ писателей во всехъ почти 
отрасляхъ математики и математической физики. Его произведешя издаются Па
рижской Академией во многихъ томахъ.

fonction peut acqu£rir, lorsqu’on у permute de toutes les manieres
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бюграфж А беля, составленной Б ь е р к н е с  о мъ (Bjerknes). Безъ всякаго 
побуждешя извне, среди разнообразныхъ затруднешй изъ него развился 
во время своего короткаго пребывашя въ Германии и Франщи рядъ ра- 
ботъ, которыя уже на 27-омъ году его жизни обезсмертили его имя. 
Смерть похитила его въ тотъ моментъ, когда приглашеше на берлинскую 
каеедру должно было освободить его отъ всякихъ заботь о насущныхъ 
нуждахъ. Это приглашеше было дкломъ извЪстнаго К релля (Crelle), осно
вателя „Журнала чистой и прикладной математики" („Journal fiir reine und 
angewandte Mathematik"). К релль съ отеческой заботливостью отнесся 
къ молодому А белю , пр1кхавшему въ Гермашю чужимъ и неизвкстнымъ 
юношей, всячески поддерживалъ его и уже этимъ заслужилъ благодар
ность ученаго Mipa.

А бель началъ свои научныя изагкдовашя съ решешя уравнешя 5-ой 
степени, которое, какъ ему казалось, ему удалось найти. Это было за- 
блуждеше, въ чемъ онъ самъ скоро убедился; но оно имело ту хорошую 
сторону, что обратило на него внимаше норвежскихъ математиковъ, въ 
особенности Г ан стен а  (Hansteen), и обезпечило ему ихъ поддержку, 
которой онъ пользовался всю жизнь. Руководящую роль по отношешю 
къ А белю  сыгралъ Д е ге н ъ  (Degen) въ Копенгагене: Д е ген ъ , правда, 
не усмотрЪлъ ошибки въ рЪшенш уравнешя 5-ой степени, предложенномъ 
А б ел ем ъ, но все же относился къ этому решенш  съ недовер1емъ и ука- 
залъ А белю  область, въ которой поогЬдшЙ вскоре сдЪлалъ таюя вели- 
к!я о т к р ы т , именно теор1ю эллиптическихъ функщй. Но и алгебры онъ 
не потерялъ изъ виду и именно въ связи съ Teopieft эллиптическихъ 
функщй онъ сдЪлалъ въ ней наиболее замечательный о т к р ы т .

Когда ptineHie уравнешя 5-ой степени, какъ это и должно было 
быть, ему не удалось, онъ поставилъ себе целью решить, возможно ли 
вообще такое решеше. Не имея никакихъ сведешй о работахъ Р у ф ф и н  и, 
онъ далъ первое полное доказательство невозможности (1824 — 1826). 
Но, будучи далекъ отъ мысли, что этимъ задача исчерпывается, онъ ста
вить вопросъ о характере всехъ спещальныхъ уравнешй высшихъ степе
ней, допускающихъ алгебраическое решеше. Уже Г ау ссъ , какъ мы ви
дели, указалъ классъ такого рода уравнешй въ своей теорш делешя 
окружности на равный части. Упомянутое же выше таинственное замеча- 
Hie Г аусса , загадочный смыслъ котораго также раскрылъ А бель, ука
зывало на дальнейдня области, въ которыхъ являются такого рода урав
нения. Эти идеи привели къ делешю эллиптическихъ функщй, а также 
къ теорш комплекснаго умножешя эллиптическихъ функщй. Такимъ обра- 
зомъ, А б ель  открылъ большой классъ алгебраическихъ уравнешй, которыя 
разрешаются въ радикалахъ и, помимо того, обладаютъ рядомъ замеча- 
тельныхъ свойствъ; эти уравнешя сохранили назваше „А б;елевы хъ у р ав 
нений".
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А б ел ь  поставилъ себе, однако, и более общую задачу, именно 
следующую: найти все уравнешя определенной степени, который допу- 
скаютъ алгебраическое решеше, а также решить, допускаетъ ли заданное 
уравнеше алгебраическое решеше или нетъ; кроме того, въ связи съ 
этимъ найти наиболее общую форму алгебраическаго выражения, которое 
удовлетворяетъ алгебраическому уравненш.

Въ незаконченной работе, опубликованной лишь много легь  после 
его смерти, сохранились важныя предложешя, которыя послужили для 
К р о н е к е р а  точкой отправлешя дальнейшихъ изследовашй въ этой 
области *).

9. Совершенно своеобразное явлеше въ исторш алгебры предста- 
вляетъ собой Э в а р и с т ъ  Г ал у а  (Evariste Galois). Онъ родился 26 октября 
1811 года вблизи Парижа и погибъ на дуэли въ мае 1832 года, не до
стигши, такимъ образомъ, и 21 года. Въ возрасте около 16-ти летъ, бу- *
дучи еще ученикомъ колледжа Людовика Великаго, Г алуа сталъ зани
маться более глубокими вопросами алгебры и некоторыя изъ своихъ ра- 
ботъ представилъ въ Парижскую Академш и- опубликовалъ въ журна- 
лахъ „Annalen von Gergonne" и „Bulletin des sciences mathematiques de 
F6russac“.

Важнейппе результаты своихъ изследовашй онъ изложилъ въ письме, 
которое онъ накануне роковой дуэли, предчувствуя смерть, написалъ 
своему другу А в гу с ту  Ш евал ье  (Auguste Chevalier); это письмо было 
позднее опубликовано въ „Revue encyclop6dique“ и потомъ еще разъ въ 
журнале Л 1увиля. Въ журнале „Annales de l ’Ecole Normale* за 1896 г. 
имеется бюграф1я Г алуа , принадлежащая П. Д ю п ю и (Р. Dupui).

Г алуа  въ известномъ смысле закончилъ Teopiio группъ перестано- 
вокъ и ихъ приложеше къ алгебре; именно, онъ показалъ, что все 
вопросы, которые могутъ быть поставлены относительно алгебраическихъ 
уравнешй, необходимо приводятся къ этой теорш. Установивши точно, 
что нужно разуметь подъ областью рацюнальности, онъ показываетъ, что 
вся природа г ^ е ^ ^ ^ с к а г ^ у р а в н е н ш  за^иситъ отъ особой группы пе- 
pecTaHOBO^f которая съ того времени^сохранила назваше гр у п п ы  Галуа. 
Этимъ путемъ онъ находить лростейпля услов1я, при которыхъ уравне
ше простой степени разрешается въ радикалахъ. Услов1е это въ его фор
мулировке сводится къ тому, чтобы все корни уравнешя выражались ра- 
щонально черезъ два изъ нихъ. Но онъ разбираетъ и друпе вопросы, 
напримеръ, вопросъ о томъ, при какихъ условхяхъ уравнеше можетъ

*) С очинеш я А б е л я ,  включая и посмертны я работы , вышли въ д в у х ъ  изда- 
ш я хъ ; п ер вое издание вы пустилъ Г о л ь м б о э  (H olm b oe), учитель и д р у гъ  А б е л я ,  
в ъ  1839 г о ду ; второе и здаш е вы пущ ено въ 1881 году  издательствомъ Х ейбнера  
п одъ  руководством ъ С и л о в а и Л и .
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быть приведено къ уравнешю более низкой степени, а также, какимъ 
образомъ можно достигнуть понижешя гр у п п ы  npio6uieH ieM b n p p a u io - 
н ал ь н о сти ; по всЬмъ этимъ вопросамъ онъ даетъ приложешя къ теории 
эллиптическихъ функшй, въ то время только-что развернувшейся.

10. Во всЬхъ этихъ изслЪдовашяхъ не содержится какихъ-либо спе- 
щальныхъ предположенШ объ области ращональности. Она можетъ со
стоять изъ рацюнальныхъ и ирращональныхъ чиселъ; она можетъ содер
жать также переменный величины. Такимъ образомъ, все эти предложе
н а  относятся какъ къ числамъ, такъ и к ъ  а л ге б р а и ч е с к и м ъ  ф у н к щ я м ъ , 
Teopia котор ыхъ, въ связи съ проистекающими изъ нихъ путемъ иите- 
грировашя трансцендентными функщями, въ рукахъ А беля, Р и м ан а и 
В е й е р ш т р а с с а  достигла высокой степени совершенства.

11. Въ теорш алгебраическихъ чиселъ задачи, относяццяся къ этимъ 
общимъ теоршмъ, въ сущности, только поставлены и ждутъ еще своего 
разрешешя; съ этими задачами особенно связано имя К р о н е к е р а . Бли
жайшая цель заключается въ томъ, чтобы изучить свойства спещальныхъ 
катёгорШ алгебраическихъ чиселъ; изследователю открывается здесь не
измеримое поле для дальнЪйшихъ изыскашй. Въ настоящее время мы 
икгЬемъ бол^е или менее точныя сведешя только о техъ алгебраическихъ 
числахъ, къ которымъ приводитъ деление окружности на равный части 
и комплексное умножение эллиптическихъ функщй.

c £  о*-* <2** «

В е б е р ъ ,  Энциклоп. элемент, алгебры.
31





Книга III.

А Н  А Л  И З  Ъ.





ГЛАВА XXI.

Безконечные ряды.

§ 115. Ряды  съ  п олож ительн ы м и членами.

1. Подъ числовы м ъ рядо м ъ  мы разумЪемъ составленную по ка
кому-либо закону последовательность чиселъ

( Х - у  у у  # 3  j • * • у  й п

какого угодно рода. Эти числа называютъ также членам и ряда. Рядъ 
называется б езк о н еч н ы м ъ , если законъ таковъ, что его можно приме
нять неограниченно, такъ что для любого индекса v  можно вычислить 
соответствующее число av.

Такой безконечный рядъ образуюгъ, напримеръ, натуральный числа 
1 ,2 ,3 ,  . . .  и, вообще, члены какой-либо а р и о м е ти ч ес к о й  n p o rp e c c in  
йу а +  by а-\-2Ъу а +  ЗЬ3 . . .  или члены ге о м етр и ч еск о й  п р о г р е с т и  
1, а, а2у агу . . .  Другими примерами могутъ служить системы чиселъ:

1*, 2*, 3*, , . п \

где показатель к можетъ быть произвольнымъ положительнымъ или отри- 
цательнымъ числомъ.

Но встречаются и таме числовые ряды, которые составлены по 
гораздо более сложнымъ законамъ, какь, напримеръ, рядъ последова- 
тельныхъ приближенныхъ значенШ безконечной десятичной дроби или 
непрерывной дроби.

2. Мы разсмотримъ сначала ряды, члены которыхъ суть п о л о ж и 
тельн ы й числа. Изъ такого ряда

у &2 > - • '

мы можемъ составить другой рядъ, составляя суммы двухъ, трехъ, че
тырехъ, . . . начальныхъ членовъ перваго ряда. Если мы присоединимъ



§ 115 486

еще, въ качеств^ перваго члена новаго ряда, первый членъ а ХУ то по- 
лучимъ числа:

А х =  а х,

А г =  ах +  а2>

А ъ =  а х +  а2 +  а ъ»

А  4 =  ci\ +  a<i +  +  а \ »

п -  ое изъ которыхъ есть

А» =  ах +  я2 4" * * * •

Рядъ чиселъ также безконеченъ; его члены также положительны, но 
онъ им^етъ еще ту особенность, что члены его возрастаютъ вм£стЪ 
съ п,  такъ что

А х < А 2 < А 3 < а а <  •••
Ибо каждый членъ A n+i получается изъ предыдущего прибавлешемъ по
лож ительная числа ап+ и

Рядъ чиселъ A v называется р я д о м ъ  сум м ъ, соотв^тствующимъ 
ряду чиселъ av.

Наоборотъ, когда имЪемъ числовой рядъ А ХУ А 2У Л ЗУ . . . съ по
ложительными членами, возрастающими вмЪсгЬ съ индексомъ, то этотъ 
рядъ будетъ рядомъ суммъ для ряда чиселъ а х, а2, а г , . . если положимъ

dx =  А х, а2 =  А 2 А х , а3 — А 3 А 2у . . .

Такъ, рядъ натуральныхъ чиселъ есть рядъ суммъ для ряда, состоящаго 
исключительно изъ единидъ.

Рядъ

1 2  3 4
2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’

есть рядъ суммъ для ряда

1 1 1 1
1 * 2 ’ 2 . 3 ’ 3 - 4 ’ 4 • 5 ’

и т. д.

3. Относительно ряда суммъ сл'Ьдуетъ различать два случая. Если 
есть такое число К у что всЬ числа А п постоянно остаются меньше К> 
то, по § 25, числа А п им^ють в ер х н ю ю  гр ан и ц у , которую мы обо- 
значимъ черезъ А ,  т. е., вс*Ь числа А п меньше А . Если же А есть 
произвольное, сколь угодно малое положительное число, то между
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А  и А  — А имеются числа А »;  а такъ какъ числа А„  увеличиваются 
вместе съ Пу то въ этомъ интервале находятся все числа А п > для кото- 
рыхъ п  >  т> если только число А т лежитъ въ этомъ интервале.

Въ это м ъ  с л у ч а й  р я д ъ  сум м ъ А п н азы вается  сходящ им ся. 
О нъ стр ем и тся  къ  числу А , и сходимость считается тЪмъ лучшею, 
чЪмъ быстрее мы, при данномъ А , попадаемъ въ интервалъ ( А  — А, А ).  
Число А  называютъ суммою  ряда чиселъ ап . Пишутъ также:

А  =  а х +  а 2 +  +  ак +  • • •

Вместе съ т*Ьмъ говорить, что рядъ а х +  я 2 +  аг +  сх о д и тся  и 
стремится къ пределу А .

Часто употребляютъ знакъ 2  (сумма) и пишутъ:

А  =  2 а *>

где индексъ b при 2  означаетъ, что h проходить черезъ значешя 
1, 2, 3, . . .  до безконечности.

4. Для обозначешя п р е д а л а  ряда чиселъ употребляютъ знакъ Lim 
(сокращеше слова limes =  предЪлъ) и пишутъ, такимъ образомъ,

Lim А п =  А , (1)
п — а>

при чемъ знакъ п  =  оо (п равно безконечности), написанный подъ зна- 
комъ Lim, выражаетъ, что величина А п становится сколь угодно близкою 
къ Ау когд а  п  р а с т е т ъ  вы ш е в ся к и х ъ  гр ан и ц ъ . Выражаясь нисколько 
неточно, называютъ число А  суммой безконечнаго множества слагаемыхъ 
ah. Мы можемъ сказать точнее:

С умма б е з к о н е ч н а г о  ряда  п о л о ж и тел ь н ы х ъ  ч л е н о в ъ  есть  
вер х н яя  гр а н и ц а  в с е х ъ  суммъ, со став л ен н ы х ъ  и зъ  к о н е ч н аго  
числа э т и х ъ  ч л е н о в ъ  1).

*) Хотя число А было определено, какъ верхняя граница суммъ Ап, соста
вленныхъ изъ конечнаго числа начальныхъ членовъ ряда att a2i . ah, . . . ,  взя- 
тыхъ по порядку безъ пропусковъ, но А будетъ верхнею границею всехъ вообще 
суммъ s, составленныхъ изъ членовъ ah. Действительно, пусть s будетъ какая-либо 
сумма членовъ аь, и пусть т будетъ наиболыпШ индексъ членовъ ah въ сумме s. 
Если sz\zAm> то члены суммы s составляютъ часть членовъ суммы А т, такъ что 
s ^  Ат < А. Поэтому въ комплексе всехъ суммъ s каждый членъ меньше А, и, 
такъ какъ между суммами s имеются суммы Ап, сколь угодно мало отличаюнцяся 
отъ А, то А есть верхняя граница всехъ s.
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Если сумма сходится, то, составляя сумму Ап для достаточно боль
шого и, можно вычислить А съ какою угодно степенью точности; на 
этомъ именно и основано столь частое употреблеше безконечныхъ рядовъ.

ОгЬдуетъ заметить, что при составленш суммы А» члены at, а2, йъ> ... 
берутся по порядку, т. е. ни одного изъ слагаемыхъ не должно не
доставать. Но если п уже настолько велико, что А п уже находится въ 
предписанномъ интервале (А — Л, А ), то мы останемся въ этомъ интер
вал^, если будемъ прибавлять последуюпце члены а„-\-и йи+zt • • • и не 
по порядку, а опуская некоторые изъ нихъ, такъ какъ при этомъ числа 
А п все возрастаютъ, оставаясь, однако, постоянно меньше А.

5. Если же н'Ьтъ такого числа, меньше котораго остаются все 
суммы Ап, — если, следовательно, для достаточно большихъ значешй п 
суммы А п превышаютъ всякое данное число, то рядъ суммъ чиселъ ап 
расходится. Комплексъ чиселъ ап въ этомъ случае не имеетъ суммы. 
Однако, и въ этомъ случае пишутъ

Lim Ап = ос, (2)
П  —  00

где знакъ оо (безконечность) не означаетъ определеннаго числа, а вы- 
ражаетъ только, что числа Ап превосходятъ любое число, когда п не
ограниченно возрастаетъ.

6. Очень важное значеше имеетъ следующее необходимое услов1е 
сходимости ряда: если е есть произвольно малое данное положительное 
число, то все члены а„ должны быть меньше е, коль скоро п больше, 
чемъ некоторое достаточно большое число т, зависящее отъ е; т. е. 
нижнею границею чиселъ ан долженъ быть нуль; въ знакахъ это выра- 
жаютъ такъ:.

Urn ап — 0. (3)П — 00

Въ самомъ деле, если допустить, что, какъ бы велико ни было 
число т, все еще существуютъ превосходяиця его значешя п, для кото- 
рыхъ йп >  £, ТО можно взять п столь большимъ, чтобы ВЪ сумме Ап 
заключалось произвольно большое число h членовъ, большихъ е, и чтобы 
такимъ образомъ было Ап >  /;е; но при всякомъ данномъ е произве
дете he можно сделать произвольно большимъ, если взять h достаточно 
большимъ.

Такимъ образомъ, услов1е (3) есть необходимое, но отню дь 
не достаточное услов1е сходимости. ч

Позже мы познакомимся съ примерами рядовъ, въ которыхъ усло- 
в!е (3) выполняется, хотя эти ряды расходяпцеся.
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§ 116. Безконечные геометрическ!е ряды.

1. Какъ первый примЪръ безконечнаго ряда, разсмотримъ геом е
три чески  рядъ

I V Лл3 лл4
У  у  v V j  •'V У  Л  )  I ♦ • )

въ которомъ х  есть положительное число. Для суммы А н мы, по § 63, 
получаемъ:

А п — 1 +  х  х 2 +  л*3 +  • • • +  (1 )

1 — хи 1 хи
1 — х  1 — х  1 — х

Такимъ образомъ, если дг <  1, то всЪ суммы А п меньше, чЪмъ 
1/(1 — дг) и, BMtcrfe съ гЬмъ, 1/(1 — лг) есть верхняя граница всЬхъ 
суммъ Ап, потому что х п у при неограниченномъ возрастали числа п , 
падаетъ ниже всякой границы. Въ этомъ предположен^ ( х  <  1) рядъ 
суммъ Ап сходится, и мы можемъ положить

1 +  а; +  яг2 +  +  • • • =  -з—' ----  (2)1 — х

Если же х >  1, то BMtcrfe съ п сумма Ап возрастаетъ выше вся- 
кихъ границъ, такъ какъ въ этомъ случай х п возрастаетъ выше всякихъ 
границъ. Наконецъ, для х  =  1

А„ = 1 + яг + я2 + • • • + = и;

и въ этомъ случа-fe А п возрастаетъ BMtcrfe съ п выше всякихъ границъ, 
Рядъ 1 +  х  -f- х 2 +  х 3 +  • * • есть поэтому рядъ сходящейся, когда х  <  1. 
и расходящШся, когда x m l .

2. Къ сходящимся геометрическимъ рядамъ принадлежать также де
сятичный перюдичесшя дроби, и данное нами въ п. 11 § 75-го доказа
тельство того, что всякая десятичная перюдическая дробь можетъ быть 
обращена въ обыкновенную, въ своей ocHOBt есть не что иное, какъ 
суммироваше этого безконечнаго геометрическаго ряда.

Именно, если безконечная десятичная дробь

HMteTb перюдъ
у = °> &&& • • •
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и если написанное въ десятичной системе число положить
равнымъ тп:

1̂ \2 Ь * * * Zf =  

то десятичная дробь будетъ иметь значеше

у = т 10-  ̂+  т 10~~2r +  w 10_3/Г +

=  гоИ Гг(1 +  10“ '  +  10~2/' +  ...) ,

такъ что, положивъ х =  10_/  ̂ и помноживъ члены дроби (2) на 1(/, по- 
лучимъ:

т
7 = w ^ V

это же есть рацюнальная дробь, знаменатель которой есть целое число 
и можетъ быть написанъ при помощи однЪхъ только девятокъ.

3. Но и неперюдическая безконечная десятичная дробь есть сумма 
сходящагося безконечнаго ряда, ибо, если

у =  0>йЫз • • •>
то,- положивъ

У„ =  Ь 10^  +  Ъ ' О - 2 +  {3Ю-3 + • - •  +  ^ 1 0 - w,

найдемъ, что все числа уп меньше 1; следовательно, рядъ у сходится.

§ 117. Дальнейшие примеры сходящихся и расходящихся
рядовъ.

1. Въ качестве следующаго примера, разсмотримъ безконечный рядъ

1 + Т  +  "з‘ +  Т  +  4 ' + - - ’ с1)

котораго члены ап =  1 in удовлетворяютъ услов!ю п. 6 § 115-го, но ко
торый, какъ мы сейчасъ увидимъ, все жё есть рядъ расходящШся 2).

*) Рядъ 1 +  ^ _ +  “з‘ 4--^-4- ••• называется гармоническимъ.
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1

j _ _ l  _2
2 +  3 ' >  Т

-L +  -L  +  . I  +  - L > . ±

1

и, такимъ образомъ, сумму (1) можно разложить на произвольно боль
шое число отд'кпьныхъ суммъ, изъ коихъ каждая больше и коихъ 
сумма можетъ поэтому стать произвольно большой.

2. Чтобы нисколько точнее изслЪдовать характеръ этого возра
стали, полагаемъ:

^ "  =  1 + Т  +  Т + ' " +  и
и для всякаго т:

1 1 , ___1 _
°т т т +  1 ' 2 т — 1

Если мы каждый изъ т членовъ последней суммы замЪнимъ мень- 
шимъ числомъ l/2w , то сумма уменьшится: если же заменить каждый 
изъ этихъ членовъ дробью 1 /ж, то сумма увеличится. Поэтому

1 ^  Ош ~2 '

Принимая т =  1, 2, 22, 23, . . 2v~l, получаемъ:

A2v__x =  +  tf2 +  а4 +  а8 +  •1 * +  <V-i •

Такимъ образомъ,
v

'V ^  _1 ^  ^ 1

и если wp^2v — 1, то Ап>У/ 2 и возрастаетъ до безконечности BM tcrfc 

съ п 8). Следовательно, рядъ (1) расходится.

)?И бо v  можно выбрать сколь угодно большимъ.



117 492

. Мы разсмотримъ дальше рядъ

с * 1 . 1 , 1' 1 ,
. &  — 1 +  -р  +  з* +  +  -g7l +  • • • (2)

- м ш

где h есть показатель, который можетъ и не быть ц^лымъ числомъ.
Если h — 1, то рядъ 5л переходить въ только-что разсмотренный 

рядъ А , расходимость котораго мы доказали. Если b <  1, то каждый 
членъ ряда 5л больше соответствующая члена ряда А  и, следовательно, 
рядъ 5л будетъ расходиться. 1

Остается, такимъ образомъ, только тотъ  случай, когда # >  1.

Чтобы изследовать сходимость ряда въ этомъ случае, мы заметимъ, 
что сумма

1 1 _____  1 •
бт mh ( т  +  1)А (2 т — 1)А

увеличится, если заменить въ ней все члены первымъ членомъ 1/тпй. 
Сообразно съ этимъ

1

Применимъ это неравенство къ нашему ряду, полагая т — 1, 2, 4, 8,

1 = 1 ,
1 1  1
2* ' 3А ^  2/г“ 11

4 л “I" 5 л “I- 0Л 7 л ^  22(/г—*) ’

§л +  дл +  * •'  +  15А ^  23(Л— ’

Если станемъ складывать эти отдельный суммы до произвольнаго члена 4) 
и положимъ

5 „ = 1  +  2А +  -р  +  -р  +  - ^ + - ' + - ^ >

Пусть — будетъ произвольный членъ ряда Sh. Целое число п содер- п
жится между двумя последовательными целыми степенями числа 2. Пусть это бу-
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то получимъ, что

<  1 +  2*=1 +“ 22Сл-1> 1 г3**-1*=п +

при чемъ сумма на правой сторонЪ можетъ быть распространена до без- 
конечности, такъ какъ отъ этого она только возрастаетъ.

Такъ *какъ теперь Ь > 1 ,  разность h — 1 есть положительное число 
и 1 / 2 есть, правильная дробь, то сумма геометрическаго ряда, стоящего 
въ правой части этого неравенства, можетъ быть найдена по правилу 
§ 116-го, что даетъ

S  <  1^  1 — 21-'*

Рядъ (2) будетъ, такимъ образомъ, сходящимся, если b> 1, 
и расходящимся, если # < :! .

§ 118. Признаки сходимости.

1. Результаты послЪднихъ двухъ параграфовъ могутъ быть обоб
щены при помощи одной общей теоремы о сходимости рядовъ.

Эта теорема гласить:
Если

А  =  +  й 2  +  С1Ъ +  я4 +

есть сходящийся безконечный рядъ (съ положительными чле
нами) и если

/?1, k% > * * • > > • • *

есть какой-либо рядъ положительныхъ чиселъ, которыя всЪ 
остаются меньше н^котораго  конечнаго предала ffr и рядъ

i f  =  +  ^2̂ 2 +  къаъ +  &4#4 +  * • •

есть рядъ сходяиийся. ^

деть (v — 1)-ая и v-ая степени, такъ что Т  1 < п ^  2V. Тогда, полагая т = 2V 1, 
имЪемъ:

+(2v~1)h (2v“ 1-fl)
Ъ-\------ Н ~~7, Н------ 1- (2Г- 1 ) Л (г1- 1)1*- и

и тЪмъ болЪе

+•'(2v~1)h (2v“ 4 l ) /!
• +

1___
2(v—iX*—i)

Это и есть последнее въ ряду складываемыхъ неравенствъ.
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Доказательство почти само собой напрашивается. Ибо, если положить:

Ап = й\ +  #2 +  #з +  • * * +  ctn,

Кп =  кх й\ 4” к2 й2 к^й3 • • • +  кп йп,

то изъ условШ теоремы вытекаетъ, что

Кп <gA„; (1)

если поэтому все суммы Ап остаются ниже границы А , то суммы Ки 
остаются ниже границы gA , а это (для рядовъ съ положительными чле
нами) есть достаточное yoioeie сходимости.

2. Этотъ способъ разсуждешя ни въ чемъ не изменяется, если до
пустить, что между числами kit k2, k9, . . .  фигурируютъ и нули, потому 
что тогда все суммы Ки остаются положительными и неравенство (1) 
сохраняется. Суммы Кн все еще имеютъ верхнюю границу. Отсюда 
следу етъ:

Сумма, составленная изъ части членовъ сходящ агося ряда, 
также сходится 5).

3. Если въ безконечном ъ ряду изменимъ какъ -либо  неко
торое определенное конечное число членовъ, то ничто не из
менится въ отнош енш  расходимости или сходимости ряда.

Ибо, если число т такъ велико, что сумма Ат содержитъ все 
измененные члены, то, вследств!е изменешя членовъ, все суммы Ап, въ 
которыхъ п >  т, изменятся на одну и ту же конечную величину и после 
изменешя эти суммы имеютъ верхнюю конечную границу или не имеютъ 
ея, смотря по тому, имело ли место то или другое до ихъ изменешя.

4. О сходимости или расходимости безконечнаго ряда можно въ 
некоторыхъ случаяхъ судить по закону составлешя членовъ ап, и для 
этого служитъ теорема п. 1-аго въ связи съ примерами предыдущихъ пара- 
графовъ. Первый изъ такихъ признаковъ заключается въ следующемъ:

Если члены безконечнаго ряда

й\ +  #2 +  #3 4*

таковы, что отношен1е йп^л • йп, начиная съ определеннаго  зна- 
чеш я п, постоянно остается меньше некоторой правильной 
дроби и, въ частности, если

8) Мы беремъ kn = 1 или kn =  0, смотря по тому, входить ли или не вхо
дить членъ ап сходящагося ряда въ разсматриваемую часть.
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и — со &п

есть правильная дробь 6), то рядъ сходится.

Для доказательства этой теоремы, возьмемъ число х, удовлетво
ряющее неравенству

9 < * < 1 ,
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и положимъ ап = k„xu. Тогда

*  < 0 ,&п kn
и, такъ какъ 0/дг есть правильная дробь, то

hn •
Числами образуютъ, следовательно, рядъ убывающихъ положи- 

тельныхъ чиселъ и все остаются поэтому меньше некотораго конеч- 
наго числа. Такъ какъ число х  есть правильная дробь, то рядъ

X +  Л-2 +  л.*3 +  ■ •.

сходится; согласно же теореме п. 1-го, сходится также и рядъ

кхх  +  k2x~ +  kB хъ +  • • ■ =  йх +  а2 +  #з 4*

Если пределъ отношешя an+i: dn больше 1, то числа ап увеличи
ваются вместе съ а потому не могутъ иметь пределомъ нуля. Следо
вательно, уже по п. 6 § 115-го рядъ расходится.

Пределъ частнаго ап + 1 * dn можетъ быть равенъ 1 какъ для сходя
щихся, такъ и для расходящихся рядовъ.

Ряды вида
X  =  кл х  +  k2x2 +  кгхъ +  • • •,

къ которымъ мы привели вопросъ, называются степенными рядами 
относительно х. Они сходятся, если числа kx, k21 k3> . . .  остаются ко
нечными, а х  есть правильная дробь. Къ этому классу принадлежатъ и 
безконечныя десятичны я дроби, которыя получаются, если положить 
лг =  1/Ю, а подъ kx, к2, /г3, . . .  разуметь цифры, т. е. числа ряда 
О, 1, . . . ,  9.

6) Въ этомъ случае отношеше при достаточно большомъ п стано

вится и остается меньше любой правильной дроби, большей 0; поэтому онъ подхо
дить подъ предыдущей случай.
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5. Другой признакъ сходимости безконечнаго ряда съ положитель
ными членами заключается въ сл'Ьдующемъ:

Если члены безконечнаго ряда

496

#1 +  +  #з +
«

таковы , что, начиная съ определенна™  значешя п, числа ] /ап 
п о сто ян н о  остаются меньше некоторой  правильной дроби 0, 
то  рядъ сходится.

Въ самомъ деле, если

Van <  О,
то

а„ < 0Н

и, следовательно,

йп +  йп+i +  йп+2 +  < 0 * 0  +  0 + 02 +  • • •)•

Но такъ какъ 0 есть правильная дробь, то рядъ 1 +  0 +  О2 +  • • • схо
дится, и, следовательно, сходится также и данный рядъ.

6. Между обоими признаками сходимости (п. п. 4 и 5) существуегь 
связь, которая можетъ быть выражена съ помощью следующей теоремы:

Если OTHOiueHie ап+1 : йп при неограниченномъ возрастали
п

п и м еетъ  оределенны й пределъ  0, то и ] / ап имеетъ тотъ же 
пределъ .

Возьмемъ для доказательства произвольно малый интервалъ, въ 
которомъ заключается 0:

а <  0 <  (2)

Такъ какъ отношение ctn+i * йп неограниченно приближается къ пределу 0, 
то все значешя этого отношешя, начиная съ некотораго значешя т пе- 
ременнаго п, лежатъ въ этомъ интервале, такъ что имеемъ:

а а т ^ а т+1 </4 ,.
a a m + l ^  Р а т+-1’
.......................................  (3)

aan_t < ап < ftan_t;

перемножая между собой все эти неравенства и сокращая обе части
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произведешь на множителя dmJf_xani+2 . . . ап_г, получимъ:

п — т ,  .  р п — т
сс й  <  d  <  р  ат ^  п ^  г (4)

Извлекая корень п-той степени изъ всЬхъ членовъ этихъ неравенствъ, 
найдемъ:

ж 1 п  m l

««  Х < Т Ч < ^ _ Х .

т  т  1

Такъ какъ при постоянномъ т выражешя а ” , /? ”, атп при неогра
ниченно возрастающемъ п стремятся къ пределу 1, то для достаточно 
большихъ значенШ п имЪемъ:

а <  V~an <  Р, (5)

п

т. е. для достаточно большихъ значешй п число 1f a  также лежитъ въг п
интервалt  (2). Такъ какъ этотъ интервалъ можно взять сколь угодно 
малымъ, то мы и приходимъ къ выводу, что

п
Urn Y ап = 6.
»=°о

7. Этотъ признакъ сходимости неприм'Ьнимъ къ ряду Sh въ п. 3 
§ 117-го, потому что, при ап =  n~h,

эти же частныя имЪютъ пред'Ьломъ 1, каково бы ни было /;. Между 
рядами Sh встрЪчаются, однако, какъ мы видели, какъ сходяпдеся, такъ 
и расходящееся.

Но именно изъ этого примера, который былъ нами изслЬдованъ 
непосредственно, мы можемъ вывести признакъ для такихъ случаевъ, для 
которыхъ первый признакъ не даетъ рЪшешя вопроса.

Если п р о и зв ед е те  nctn безгранично возрастаетъ вмЪстЪ съ
п или имЬетъ отличный отъ нуля предЪлъ g, то йх-\-аг-\-аъ-\-----
есть рядъ расходяпийся.

Ибо при каждомъ изъ этихъ предположен^ возможно взять такое 
положительное число с, чтобы, начиная съ нЪкотораго достаточно

В еб е р ъ . Энцпклоп. элемент, алгебры. 32
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большого значешя т переменной п, было

поэтому будетъ также:

а И- а I, -I- а | о "I- • * * с ( - 1\  т т + 1 т | -•

и сумма въ правой части этого неравенства съ безконечнымъ возраста- 
шемъ числа членовъ неограниченно возрастаетъ (по п. 1 § 117-го).

8. Такъ, напримеръ, въ силу этихъ теоремъ, рядъ

a + / ? ~ ^ a + 2 / ? _̂ a - | - 3 j9"~^a +  4/9~  ̂ ’

въ которомъ /? есть положительное число, расходится, ибо предЪлъ 
дроби

п _  1
а + рп ~  R 

п

равенъ 1 : /9 и, следовательно, отличенъ отъ нуля.

9. Если можно найти показателя h такого рода, что пределъ

Lim annh =  g
П -Г 30

есть конечное число, при чемъ h >  1, то рядъ ах +  а2 +  йъ +  
сходится.

Действительно, въ этомъ случае все числа

a nh = к

будутъ меньше некотораго определеннаго числа 8), а такъ какъ, по п. 3 
§ 117-го, рядъ

• ^
1 +  "2* + -р  +  ^  +  • • •

7) Въ случае, если lim пап = g, за число с нужно взять число g — е, где е
«=®

есть произвольно малое положительное число, ибо, начиная съ некотораго доста
точно большого значешя т переменной п, произведете п а п > g — е.

* 8) Если с есть произвольное положительное число, то можно указать такое
зн̂ ачеше т указателя что при п > ш будетъ annh =  kn < g +  с. Если же обо-
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сходится, то, но теореме п. 1-го, сходится и рядъ

/н +  | к ~г * ■ • — # 1  +  а2 +  ct3 +

10. Если

f  (n) =  а я А +  ахnh~l + a2nh~2 + ----- |- ah>

где а, а 1? %, . аЛ суть данныя числа, изъ коихъ а им*Ьетъ поло
жительное значеше, то

/(» )
nh >

и, следовательно, пред^лъ этого выражения, при безгранично возраста- 
зощемъ п, равенъ а. Поэтому числа

fin)
■остаются меньше нЪкотораго конечнаго числа * * 9), и рядъ

/(1 )  +  /(2 )  +  /(3 )
1̂ | | k3 ■
lh~r 2a ' 3

сходится при 1 (согласно п. 3 § 117-го и п. 1 § 118-го).

11. Такъ, напримЪръ, сумма дробей, обратныхъ последовательнымъ 
треугольнымъ числамъ:

1 + — + — + — + — + — + — +  ^  3 ^  б ^  10 ^  15 ^  21 ^  28 ^

въ которой общШ членъ есть

_  2
w(w + 1 )  ’

■сходится. Здесь мы въ состоянш действительно разыскать сумму, ибо

2 2 2 
йп ~  п (п + 1 )  п п +  1 9

значимъ ч ер езъ  С число, которое больш е каждаго и зъ  чиселъ hit kj, . . . ,  km_ ly
£  - f  с, то в с е  kn б удутъ  м еньш е С.

9) Это число есть +  е, г д е  е есть произвольно малое полож ительное число.

за*
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и, следовательно,
Ап =  йг +  й2 +  йъ +  • • • +  йп

=  2[ ( 1- т )  +  ( т - 4 )  +  --- +  ( т - ^ Ь ) ] = 2 ( 3- ^ т т )
что при п = оо стремится къ пределу 2.

§ 119. Основан1е системы натуральныхъ логарие?£овъ.

1. Мы видели выше, въ теорш логариемовъ, каюя соображешя при
вели Не пер а къ тому, чтобы за основаше системы логариемовъ принять

i_
число (1 +  Л)А у где А есть число весьма малое (у Не пера одна деся- 
тимиллюнная). Положивъ А = 1 /я, мы приходимъ къ числу вида

- Ы У -

где п  есть весьма большое число. Чтобы уяснить себе природу чиселъ N , 
который все суть положительныя числа, примемъ сначала за п целое 
число и развернемъ N  для неопределенная п по формуле бинома. 
Если мы въ формуле

/ 1 1  \п 1 г , п  (п —  1) 9 , п { п  —  \)(п  —  2)  .
(1 +  х )п =  1 + п х  +  - — 2~ - * 2 +  — — — <2 3-------" *  +  ‘ '

п  ( п  — 1) ( п  —  2 ) .  • • ( п  — ( п  —  1))
п\ хп

положимъ х = l/п, то получимъ:

(1 + 4 ~)_ 2 + 0 _ т Н + ( ' “ ^ H 1 - ■?)■?!+'■ (1)

- + ( > - | ) Ы ) М )
откуда прежде всего можемъ заключить, что все числа N  больше, чемъ 2, 
ибо все члены, следуюпце за первымъ членомъ, суть положительныя числа.

Съ другой стороны, заместивъ все разности 1 

числомъ 1, которое больше каждой изъ нихъ, найдемъ, что

п—1I  1п 1 п п

/  1 \ п 1 1
( 1 + 4 < 2+ 2 ! + 3 ! + -

• + TV (2)

\
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а такъ какъ

то тЪмъ более

21 =  2, 3! =  2 . 3  >  22, . . ., п \ > 2 * - У

1 + и / < 2 + т + ^  + 2«-i

суммируя же геометрическШ рядъ, имеемъ по § 116:

( 1 +  1 ) " < 3 - 2 ^ < 3' ( 3)

Все эти числа N  оказываются, такимъ образомъ, меньше, чЪмъ 3, 
и должны поэтому (по § 25) иметь верхнюю границу, которую, по 
установившемуся обыкновешю, мы будемъ обозначать черезъ е.

2. Мы докажемъ дальше, что числа N  возрастаю тъ вм есте съ п. 
Для этой цели замЪтимъ, что въ правой части равенства (1) все слагае
мый суть положительный числа и что мы уменьшимъ, следовательно, это 
выражеше, если опустимъ часть членовъ. Такимъ образомъ, при т <  п,

+
(4)

далее, такъ какъ ш <  и, то

1 l , I , 2 t 2I ------ >  I ------- , I ------- >  I -------п т п т

и вместе съ этимъ a fortiori

( 1+ 4 ) " > 2+ ( 1- ¥ ) ш + ( 1- ^ ) ( 1- | ) б + -

- + ( 1- ± ) ( 1- 1 М , - г г ) а

Правая часть этого неравенства равна К ) " какъ это выте-

каетъ изъ формулы (1), если заменить въ ней п черезъ т> а потому,
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какъ это и нужно было доказать,

( * + Я > 0+ ± )' если п >  т. (В)

Мы заклю чаемъ отсюда, что для всякаго и

> (6)

что N  тЪмъ ближе къ пределу е, ч^мъ больш е я, и что АГ, при 
достаточно больш ихъ значен!яхъ я, можетъ стать сколь угодно 
близкимъ къ пределу, не достигая его, однако, вполне.

3. Можно было бы поэтому получить число е съ какою угодно

степенью точности, вычисляя степени (1+ i) для достаточно большихъ

значешй п. Вследств1е большой сложности этотъ способъ на практике 
не применяется. Для определешя числа е представляется гораздо более 
простымъ следующШ путь.

Изъ формулъ (4) и (6) вытекаетъ, что для любого т и для каж- 
даго я >  т будетъ:

(7)

А такъ какъ, взявъ п достаточно большимъ, можно для каждаго 
даннаго ш сделать множители

(1_ 4) ’ (1_ 4) ’ •••*i 1 - ^ )

сколь угодно близкими къ единице, то изъ неравенства (7) вытекаетъ, 
что при любомъ т

е > 2  +  Ь  +  Ь + --- +  :Ь :

откуда, въ силу неравенства (2), следуетъ, что

1 1  1 /  1 \ т
e > 2 + 2 \  + V. + - - + m\> V + m) '
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Да/ite, ивъ самаго опред'Ьлешя числа е сл'Ьдуетъ, что оба числа е
/  I V"

и I 1 + - - J  могутъ быть сделаны сколь угодно близкими другъ къ 

другу, а в?л&стъ съ тЪмъ сумма

2 + i r  +  i i  +  - + i i -  С8)

содержащаяся между ними, станетъ, при достаточно большомъ ш, сколь 
угодно близкой къ е. Эту же сумму легко обратить въ десятичную дробь» 

Этимъ уже доказана сходимость безконечнаго ряда

1 -I— 1__|— ?:—|—1— |— i—h - • •
i!  ' 2*. 3 ! ’ 4 1 '

Она вытекаетъ также и изъ общаго признака сходимости (§ 118, 4), 
ибо зд^сь отношен!е

&ц-\Л % * 1
а„ ~  (п +  1)! “  п +  1

имЪетъ предЪломъ нуль.
4. Чтобы оценить величину погр%шности, которую мы дЪлаемъ, 

вычисляя е при помощи выражешя (8), полагаемъ:

е = 2 + ^  + Ь. + " ' + ^ . + Лт’
и для всякаго п>т:

е = 2 + Ь .+ 1 \ + + ¥ i + д ‘-

Отсюда путемъ вычиташя находимъ:

Лт Лн — +  /—  Гй\1 +( т  + 1 )1  (ш +  2)!

~— { '  1•И А(ш +  1)!\ т +  2 (m + 2)(m + 3) 4 - 4

Но 

1 -

;m + 3 )...« )(m + 2)(m + 3)

т +  2 г (т +  2) ( т  +  3)

, 1 , 1
<  1 + _2 '+ 2 *  4

( т  +  2 ) ( т  +  3 ) . . .и  

1

<

)п—т—1 ’
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послания же сумма равна 2 ^1 

Такимъ образомъ, получаемъ:

следовательно, меньше, чЪмъ 2.

Лт <  Д» + ( т +  1)!

и такъ какъ, согласно п. 3, можно сделать Дп сколь угодно малымъ, 
взявъ число п достаточно большимъ, то отсюда заключаемъ, что

Л'п < (т + 1)\- (9)

Bыpaжeнie (8) легко вычисляется, такъ какъ т-ый его членъ по
лучается изъ (т — 1)-го делешемъ последи яго на ш. Мы получимъ, 
напримЪръ, съ точностью до седьмого десятичнаго знака:

2
0,5
0,1666666667 
0,0416666667 
0,0083333333 
0,0013888889 
0,0001984127 
0,0000248016 
0,0000027557 
0,0000002756 
0,0000000251 
2,7182818 .

Бол^е точное значеше числа е будетъ:

е =  2,7 1828 1828 4590 45 23538 02874 71353.

5. Можно теперь освободиться отъ предположена, что въ выражешя

величина п, постоянно возрастая, принимаетъ только целыя значешя, и 
доказать, такимъ образомъ, общую теорему:

П ределъ  выражен1я
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при произзольном ъ и неограниченномъ во зр а с та л и  х  равенъ 
числу е.

Это вытекаетъ изъ следующей, подлежащей доказательству вспо
могательной теоремы:

Если х <у,  то

Ю ' < Ю ' - (юз

Въ п. 3 § 63-го мы для произвольнаго ц^лаго п  доказали тождество: 

=  й”- 1 +  ап- 2Ь + ап~ъЬ3 +  • • • +  ab"~2 +  Ь"~\
а — и

въ которомъ а н b могутъ быть совершенно произвольными числами.
Если мы возьмемъ числа а и b положительными и а >  Ь, то сумма 

въ правой части, состоящая изъ п  положительныхъ слагаемыхъ, увели
чится, когда зам'Ьнимъ въ ней Ъ на а, и потому

а  -  Ь” 
а — b

<  п а и—1

«ЛИ

ан - Ъ н < п а п~ \ а - Ъ ) ,  ( 1 1 )

•откуда далЪе слЪдуетъ, что

ди—1 (я  —  п(а,  —  Ъ)) <  Ъ’г, (1 2 )

въ предположен^, что а  >  Ь»

Будемъ разумЪть теперь подъ р цЪлое число и положимъ

(I = 1 Н“ » - 1 + 4 '

а — Ъ = Р
п ( п  —  1 ) У

а -  п ( а  — Ъ) =  1 ;

тогда изъ неравенства (12) получимъ;

К А Г Ч ' Н Г
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Применяя повторно эту формулу 10), находимъ, что

М ' < М '
когда т и п суть ц^лыя положительный числа и

т <п.

Это неравенство сохраняется, когда извлечемъ изъ обЪихъ частей 
корни р-ой степени, при чемъ получимъ

(1+ i ) < (1+ i ) ‘ (13)
Каждый два рацю нальны хъ числа х, у  могутъ быть представлены 

въ видЪ дробей, иагЬю щ ихъ  одинъ и тотъ же знаменатель; при x<iy 
мы можемъ поэтому положить:

т п

Но тогда неравенство (13) переходить въ неравенство (10), кото
рое, такимъ образомъ, доказано для рацюнальныхъ значешй х  и у.

Что оно BtpHO также и для иррацюнальныхъ значешй х и у, слЪ- 
дуетъ изъ основной теоремы о непрерывности (§ 26, 5 и § 36, 8).

Отсюда непосредственно вытекаетъ справедливость нашей теоремы. 
Въ самомъ дЪл'Ь, если ш и п  суть ц%лыя числа и

т <  х <п,
то

довательно, и число ы г
если взять число ш достаточно большимъ, то число слЪ-

будетъ сколь угодно близко къ числу е.

6. Мы можемъ еще расширить теорему п. 5-го, доказавъ что X 
имЪетъ пред^лъ е и въ томъ случай, когда х  есть отрицательное число, 
абсолютное значеше котораго неограниченно возрастаетъ.

10) Складываемъ это неравенство со всЪми тЬми, которыя выводятся изъ 
него путемъ зам'Ьщешя п черезъ л — 1, п — 2, т -\-1.
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Въ самомъ деле, если въ неравенстве (11) положимъ

7 Р2 1 Р2а = 1,Ъ = 1 — а — Ь = ~̂ > п2 И2
то найдемъ, что

и, следовательно,
0 - $ Г <

1 > ( 1- $ ) ’,> -1
Такъ какъ, при неограниченно возрастающемъ п и постоянномъ 

значении р} правая часть этого неравенства приближается къ пределу 1,

то (  t>2\" ( ь Л р1 1 ~ —-I и, следовательно, и — приближается, возрастая,

къ пределу 1 при неограниченно возрастающемъ п. Поэтому, полагая

п
Х =  Т

находимъ, что пределъ выражешя 

стающемъ х , равенъ 1.
Но

М ) ‘ при неограниченно возра-

а такъ какъ

делъ 1, то

^1 +  имеетъ пределъ е, а левая часть имеетъ прё- 

имеетъ пределъ 1 : е и, следовательно,

( - Г
( - 4 )'

имеетъ пределъ е, что и требовалось доказать.



ГЛАВА XXII.

Степенные ряды.

§ 120. Общее опредЪлеше суммы безконечнаго ряда.

1. Въ примЪнешяхъ алгебры оказывается недостаточнымъ изучеше 
безконечныхъ рядовъ съ одними только положительными членами. При
ходится распространить изследоваше и на ряды, въ которыхъ встре
чаются какъ положительные, такъ и отрицательные члены. Если число 
отрицательныхъ членовъ ограниченное, то вопросъ о сходимости приво
дится при помощи теоремы п. 3 § 118-го къ случаю однихъ только по- 
ложительныхъ членовъ. Если же число членовъ какъ положительныхъ, 
такъ и отрицательныхъ неограниченное, то мы вынуждены избрать дру
гой путь; въ этомъ случае мы не можемъ уже ограничиться однимъ 
только понят1емъ о верхней границе, но должны установить более 
общее понят1е о пределе.

2. Пусть теперь

Сц Сз > Сд 1 . . .

будетъ безконечный рядъ членовъ, относительно знаковъ которыхъ не 
установлено никакихъ ограничен^. Полагаемъ, какъ и прежде:

Сп =  с1 +  с2 +  сг +  • • • +  сп •

Пусть С  будетъ некоторое число, А — напередъ заданное произ
вольно малое положительное число и а, (I — два числа такого рода, что

а < С < $ ,  0 <  /? —  а  <  А.  (1 )

Число С называется пределом ъ чиселъ Сг, С2> С3>. . .  Си, .. 
если при сколь угодно маломъ А можно выбрать число ш та- 
кимъ образомъ, что

а < С « < А  к о л ь  с к о р о  п > т . (2)
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Поэтому числа С п суть приближенный значен1я числа С  въ томъ 
же смысл%, въ какомъ мы употребляли это выражеше въ п. 4 § 26-го.

Если такое число С  существует^ то мы полагаемъ Lim Сп =  С  и 
называемъ С суммой безконечнаго ряда.

Мы можемъ тогда также сказать, что величины С п > при возраста- 
ющемъ и, колеблются около значения С, но что колебашя становятся 
все меньше и меньше и падаютъ, наконецъ, ниже всякой границы, когда 
число 11 неограниченно возрастаетъ. Мы пишемъ въ этомъ случай

С  — с t  +  с2 +  съ +  ■ • • ,

и рядъ, который мы будемъ также называть рядомъ С, называется въ 
этомъ случай сходящимся. Въ случай, когда числа clf с2, С%, . . .  всЪ 
положительны, это о предал eHie сходимости и суммы ряда совпадаетъ съ 
опред'кпешемъ, даннымъ выше.

3. ОбщШ необходимый и достаточный признакъ сходимости ряда 
содержится въ сл-Ьдующемъ’ предложены:

Обозначимъ черезъ т, п два какихъ-нибудь натуральныхъ 
числа и положимъ

R n ,m  =  C vr\-1 +  Сп-\-2 +  * * +  С п + т  • ( 3 )

Рядъ С сходится, если абсолютная величина числа ЯПуШ стано
вится меньше произвольно малаго числа со, коль скоро оба 
числа п и п т становятся больше нЪкотораго достаточно 
большого числа N  1).

При нашихъ обозначешяхъ это услоые можно выразить и такъ: 

Urn Rn,m = 0. (4J
n = ®

Оно не только достаточно, но и необходимо.

4. Легко видеть, что ycaoBie (4) необходимо. Ибо, если R n,m по 
абсолютной величин^ будетъ становиться больше нЪкотораго положитель- 
наго числа со, какъ бы велико ни было при этомъ число п, то и разности

Сп-\-т Сп =  Rn,m

будутъ становиться больше со, какимъ бы большимъ ни взять число пу

9  Т. е. если для всякаго напередъ заданнаго положительнаго числа о  можно 
указать такое положительное число N, чтобы изъ неравенства п >  N  вытекало 
неравенство | Rn m | <  со, гдЬ | Rnm | означаетъ абсолютную величину числа Rnm и 
гд% т =  1, 2, 3, . . .
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и колебашя чиселъ Сп не оставались бы меньше со, какое бы большое 
значеше мы ни выбрали для п.

5. Чтобы доказать достаточность услов1я (4), мы должны изъ него 
вывести существоваше числа С, которое, конечно, будетъ вообще ирра- 
цюнальнымъ даже и въ томъ случай, когда числа сп рациональны. Это 
число С мы должны поэтому определить при помощи сеч ен iя (§ 24).

Если возьмемъ какое-либо число ^ изъ ряда веществеиныхъ чиселъ, 
то возможенъ только одинъ изъ двухъ случаевъ:

а)  Какъ бы велико ни было АТ, есть еще числа п  >  N ,  для ко- 
торыхъ Сп >  ^  О такомъ числе ^ мы будемъ говорить, что оно 
есть „число аи•

ft) Можно выбрать число N  столь большимъ, что, при п  >  N ,  будетъ 
постоянно Сп =  Пусть такое число ^ называется „числомъ Ь“.

При наличности соотношенШ (4) существуютъ какъ числа а, такъ и 
числа Ь. Ибо, согласно равенству (4), мы можемъ для любого напередъ 
выбраннаго положительнаго числа to взять число п0 столь большимъ, 
что, каково бы ни было число т, будетъ

Rn0,m =  Сп0+т — СПо <  со (по абсолютной величине).

Поэтому, если фиксировать значеше п0 и положить п =  п0 +  tn, то для 
каждаго произвольнаго т будетъ:

С п ,—  СО <  С п <  С п , +  СО-

Такимъ образомъ, если ^ >  Сп0 +  со, то ^ есть число Ь. Если же 
% <  Сп0 — со, то ^ есть число а, и существуютъ, следовательно, оба рода 
этихъ чиселъ. Сверхъ того, каждое число а меньше каждаго числа b и 
потому оба рода чиселъ отделяются другъ отъ друга сечеш ем ъ. Этимъ 
сЬчешемъ производится число С, относительно котораго мы должны еще 
доказать, что оно служитъ пределомъ чиселъ Сп• Это выводится сле* 
дующимъ образомъ.

Если а  есть любое изъ чиселъ a, a ft — любое изъ чиселъ b, то, 
«сключивъ тотъ случай, когда а  = С или ft =  С, найдемъ согласно по- 
яятш о сеченш, что

а <  С <  jff. (5)

Возьмемъ теперь столь малое положительное число со, чтобы было
еще

а  +  ео<  C< ft — со, (6)

—другими словами, чтобы а  +  со было еще числомъ a, a ft—(о—числомъ Ь-
Далее, выберемъ N  столь большимъ, чтобы было

Rn,m ^  СО.
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Въ виду опредЪлешй а) и ft) можно теперь выбрать число П такимъ 
образомъ, чтобы было

a +  c o < C n < f t  —  со.

Въ виду этого при всякомъ положительномъ т будетъ:

а <  < ft 2). (7)

Но изъ неравенствъ (5) и (7) слЪдуетъ, что С есть предЪлъ чиселъ См, 
что и требовалось доказать.

6. Посл'Ь этого теорема п. 1 § 118-го можетъ быть обобщена такъ:

Если
й\ +  Я2 +  +  ai +

есть сходящийся рядъ изъ положительныхъ членовъ и если

к\ > k% у у ^4 ? • • •

суть положительный или отрицательныя числа, который по 
своей абсолютной величин^ остаются менЪе некоторой конеч
ной границы g, то и рядъ

+  &2#2 +  кгаъ +  &4а4 +
сходится.

Ибо число

кп й п  + &П-4-1 й п + l  Н--------+  кп^-т й п -^ т

по абсолютной величин^ меньше числа

g  ( й п  - ( -  й п + 1 йп -\-т )у

откуда и вытекаетъ сходимость ряда £1Д1 +  &2а2 +

§ 121. Абсолютная и неабсолютная сходимость.

1. Пусть въ ряду
C i  у С% у С$у С4 у * • .

2) Это получается путемъ сопоставлешя неравенства
I Rn,m I < ®> т- е- Си -  о) < Сл+П1 < С п +  са,

съ неравенствами
а + со<Сп <р — а,

который можно также представить въ видЪ:
а  <  Сп - ; со и Сп +  ю <  ft.
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будугь какъ положительные, такъ и отрицательные члены. Изъ нихъ по
ложительные мы обозначимъ черезъ

&\ 1 ад, й̂ у • • •) (21)

а отрицательные — черезъ

Ь-[ у Ьчу  ЬЪу Ь\ у • • • (33)

Въ рядахъ (2() и (23) члены взяты въ той же последовательности, въ ко
торой они находятся въ ряду ((5); оба ряда предполагаются безконечными- 

Если обе суммы

А  =  ах +  а2 +  аг +  • • • >

Б  =  bv +  Ъ2 +  +  • • •
сходятся, то сходится и сумма

С =  сх +  с2 +  сг +
и притомъ

С = А  — В. ( 1 )

Въ самомъ деле,

Сп =  Сх +  С2 +  £3 +  • • • +  Сп 

мы можемъ представить въ виде

#i  +  ^2 +  “  • dfi — bi — b2 — • * • — bv =  А р  — Bv у

и при безграничномъ возрастали п возрастаютъ безгранично также и 
числа [г и v . Поэтому

Lim Сп =  Lim Ар — Lim B v,

что приводить къ равенству (1). Нами доказана, такимъ образомъ, 
теорема:

Безконечны й рядъ изъ положительны хъ и отрицательны хъ 
членовъ сходится, когда сходятся въ отдельности  ряды, со
ставленные изъ его положительныхъ и его отрицательны хъ 
членовъ.

Въ этомъ предположены будетъ также сходиться рядъ изъ исклю
чительно положительныхъ членовъ, который получится заменой членовъ 
С\у с2у сг, . . .  ихъ абсолютными величинами сх\  С2 с2, . . ., т. е. заме
ной членовъ — bi на bi\ при этомъ сумма 

*
С 9 =  с2 +  с2 +  £3' +  • • • =  А  +  В
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наоборотъ, рядъ С  только тогда можетъ сходиться, когда сходятся ряды 
А  и В. Рядъ, который остается сходящимся, когда все его члены заме
няются нгь абсолютными значежями, называется абсолютно сходя
щимся. Къ этимъ рядамъ относятся, по существу, те же законы, что и 
къ рядамъ, содержащимъ исключительно положительные члены.

?.. Если изъ двухъ рядовъ А и В  одинъ сходится, а другой расхо
дится, то рядъ С не можетъ сходиться, ибо тогда разность С» — Ац — Bv 
делается равной положительной или отрицательной безконечнос^и, смотря 
по тому, расходится ли рядъ А или рядъ В.  Не такъ будетъ, когда оба 
ряда А и В  расходятся. Тогда рядъ С члены котораго суть абсолют- 
ныя величины членовъ ряда С, наверное расходится. Несмотря на это, 
рядъ С все же можетъ сходиться, такъ какъ въ выраженш Д,ч — Д, без- 
конечное возрасташе въ положительную сторону можетъ компенсироваться 
безконечнымъ возрасташемъ въ отрицательную сторону. Мы имеемъ тогда 
дело съ особаго рода рядами, которые называются неабсолютно схо
дящимися. Причина этого назвашя станетъ еще яснее впоследствш.

3. Для неабсолютной сходимости у насъ нетъ столь определенныхъ 
признаковъ, какъ для абсолютной. Однако же имеетъ место следующая 
теорема.

Если въ ряду съ знакопеременными членами:

Р = Р * - р % + Р г ~ р А + Р ъ - -  (2)

рх> Рч> Ра* р4* • ••  суть положительный постоянно убываюипя 
числа, такъ что для всякаго п

Рп<Рп- V СЗ)
и если

Lim рп =  0, (4)П~7>
то рядъ Р расходится.

Доказательство очень простое. Такъ какъ разности

pl р2 > Рг р\' ръ РбУ * * ’» р2 т— 1 р2т

все положительны, то, положи въ

Р„ =  р у - р * + р * — р*-*—  ±А.>
найдемъ, что все суммы Рп суть положительный числа, и что суммы

Ро, Pi, Р б .  • • ■» Р-1,п
В е б е р ъ ,  Энциклоп. элемент, алгебры. 33
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образуюгь рядъ возрастающихъ чиселъ; напротивь, суммы

Р1 > Р„ Р&» • • •> Ро „I—1
составляютъ рядъ убывающихъ чиселъ; такъ, наприм4фъ,

Р\ =  P i » Рч ~  Pi ( рз) > Р'о =  Pi {pi pz) (рл рьЪ • • •

Вместе съ т'Ьмъ разности

Р‘2.т—1 P%vt р2т

положительны, и потому

2 hi Р.2 т —1

Въ силу равенства (4), съ неограничениымъ возрасташемъ w раз
ность Р2т_х — P2w приближается къ пределу нуль, а этимъ доказано, 
что оба ряда чиселъ Р2т и Р2т̂ 1 имеютъ одинъ и тотъ же пределъ. 
(Ср. то же заключеше въ § 88).

4. Если услов1е ( 3 )  выполняется, но не выполняется y c n o e ie  (4 ) ,  
т. е. если числа рп при безконечно возрастающемъ п приближаются къ 
пределу, отличному отъ нуля, то числа Р0т имеютъ верхнюю, а числа 
Р2т_ г — нижнюю границу, но эти границы не равны между собою. 
Сумма Рп приближается поэтому къ двумъ различнымъ предЪламъ, смотря 
по тому, останавливаемся ли мы на четномъ или нечетномъ п. T a K ie  ряды, 
которые, впрочемъ, редко встречаются въ примЪнешяхъ, называютъ 
колеблющимися рядами, потому что ихъ значешя колеблются неко- 
торымъ образомъ между двумя значешями. Простейшимъ примеромъ 
этого ряда является рядъ

+  1 -  1 +  1 -  1 +  1 -  Н -  • • •;

эта сумма имЪетъ значеше 0 или 1, смотря по тому, складываемъ ли 
мы четное или нечетное число членовъ. Эти ряды не причисляются къ 
сходящимся.

5. Къ рядамъ, которые по п. 3 сходятся, принадлежать, между 
лрочимъ, оба следуюшде:

р = 1 - т + т - т + т - |  +  - " ’ ■ г о

*  <2 =  1 ■ - 4  +  Т  “  Т +  Т  -  ТТ +  • ■ ■ ■ (6)
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Рядъ Р содержитъ все дроби съ числителями 1 (основныя дроби): дроби 
съ нечетными знаменателями имЪютъ положительные, а съ четными зна
менателями — отрицательные знаки. Рядъ Q содержитъ члены только съ 
нечетными знаменателями, но знаки членовъ также чередуются. Здесь 
■обнаруживается особенное явление. Положимъ для краткости:

и„ -  1 +  y  +  - j  +  ■

Gn “ Т  +  Т  +  Т +  +

5 « = 1 + т  +  т  +  т  +

2п -  1 

1
2п ’

+  ¥
Тогда

S =  2 G  ,

и сумма 2 п первыхъ членовъ ряда Р есть

Р2„ = У» -  Q„>
далее,

•и, следовательно,

S.,„ — U „ +  G„ =  2 Go

P2n =  U n - G n =  2 (U n - G 2n). (7)
Съ другой стороны, U  — G 2h есть сумма 3 п  первыхъ членовъ ряда

\

п 1 1 1 , 1  1 1 , 1  1 1 , г о ,

1 1 = 1  ~ - 2 _ Т  +  Т " ¥  _ Т + . _5 _ То _ 1 2 + " - -  ( 8 )

•который также содержитъ все дроби съ числйтелемъ 1, при чемъ, какъ 
и въ ряду Р, дроби съ нечетными знаменателями снабжены положитель
ными знаками, а съ четными знаменателями — отрицательными знаками.

Члены ряда R расположены не по порядку ихъ величинъ, а такъ, 
что за каждымъ положи гельнымъ членомъ постоянно следуютъ два отри- 
цательныхъ, потомъ опять положительный и т. д. Равенство (7) показы- 
ваетъ, что рядъ R сходится и что

Такимъ образомъ, рядъ R имеетъ сумму, отличную отъ суммы ряда Р, 
хотя каждый членъ, встречающШся въ этомъ ряду, встречается въ дру-

зз*
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гомъ и наоборотъ. На первый взглядъ, этотъ результат© кажется пара- 
доксомъ, особенно же, когда позволяютъ себе (какъ это до сихъ поръ 
принято) выражаться такъ, что сумма такого ряда зависать отъ после
довательности суммировашя, что противоречить переместительному свой
ству сложешя. Истинное основаше явлен in состоитъ въ томъ, что въ 
сумме Rsn = Un — G-i,b, хотя и встречаются все члены, содержащееся въ 
сумме Р2 П1 но встречается erne определенное число такихъ отрицатель- 
ныхъ членовъ, которые только позже появляются въ ряду р. и число 
этихъ членовъ возрастаетъ безгранично вместе съ п.

6. Эта особенность неабсолютно сходящихся рядовъ выясняется 
разсуждежями Дирихле (Dirichlet) *), которыя приводятъ къ замеча
тельной теореме.

Пусть
А  =  йх +  а2 +  Д3 +  • • -1

В = +  b.z +  b$ +  * • *

будутъ два расходящ ихся ряда съ положительными членами. Мы пред- 
положимъ, однако, что

Lim ап =  0, Urn Ъп =  0. (9)

Въ § 117 мы видели, что таюе ряды существуютъ. Мы могли быу 
напримеръ, взять ряды

1 + Т  +  Т  +  Т +

_L +  ±  +  ±  +  _L+ ...

которыми мы уже раньше пользовались.

Составимъ рядъ

С = сх + с2 + сг + • ■ •,
котораго члены сх, с2, . . .  суть тк же числа, что и ах, а2, • • •, Ъ Ь 2, . .  . г 
расположенный, однако, въ такомъ порядке: сначала возьмемъ некоторое 
число положительныхъ членовъ а1У д2, . . ., затемъ некоторое число 
отрицательныхъ членовъ — Ъи — Ь2, . . потомъ опять некоторые по
ложительные члены а, затемъ вновь некоторые отрицательные члены — Ьг

*) Опубликованы въ первый разъ въ посмертномъ сочинеши Riemann'a; 
„Ober die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe“.
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при чемъ будемъ иметь въ виду, чтобы какъ члены а , такъ и члены — b 
вводились въ ихъ последовательности безъ пропусковъ и повторешй.

Легко теперь показать, что возможно установить такой 
порядокъ введен1я членовъ, при которомъ рядъ С  будетъ иметь 
любое напередъ заданное значен1е х .  Это вытекаетъ изъ весьма 
простыхъ ссооражешй.

Если будемъ считать число х  положительнымъ, то въ виду того, что 
рядъ А  становится безконечнымъ, можно пойти такъ делеко въ суммиро
ваны членовъ а, что сумма станетъ больше числа х и при томъ избытокъ 
ея надъ х  будетъ меньше, чемъ последшй изъ введенныхъ членовъ а . 
Возьмемъ затемъ столько членовъ —Ь, чтобы сумма стала меньше числа 
X и чтобы она отличалась отъ х  меньше, чемъ на абсолютную величину Ь 
последняго прибавленнаго члена. Станемъ потомъ опять прибавлять члены а 
до техъ поръ, пока вновь не перейдемъ черезъ х ,  и будемъ продолжать 
зтотъ процессъ сколь угодно далеко. Разность между суммой и числомъ х ,  
будучи постоянно меньше, чемъ последшй прибавленный членъ а  или — Ъ, 
можетъ поэтому, въ виду равенствъ (9), опуститься ниже всякой границы. 
Составленная по такому способу сумма приближается къ числу х , какъ 
къ пределу, и теорема, такимъ образомъ, доказана.

§ 122. Абелева теорема о непрерывности степенного ряда.

1. Въ § 118 мы уже разсматривали ряды вида

которые были нами названы степенными рядами; числа ах, а2, Я3, . . .  
называются коэффиц1ентами ряда; х  — аргументомъ. Мы видели, 
что этотъ рядъ сходится, когда коэффищенты а2, Я3, . . .  суть по
ложительный числа, которыя лежать ниже некоторой конечной границы, 
а х  1; согласно п. 6 § 120-го, сходимость ряда сохраняется, если не
которые изъ коэффищентовъ а х , а2, й г , . . .  суть отрицательныя числа, 
лишь бы только они по абсолютной величине оставались меньше неко
торая) конечнаго предела.

Мы допустимъ теперь, что рядъ коэффищентовъ

сходится и имеетъ значеше А. Такъ какъ это возможно въ томъ только 
случае, когда числа ап приближаются къ пределу нуль, то это допущеше 
влечетъ за собой сходимость ряда (1) для х  <  1.

5  (х)  =  а хх  +  а2х 2 +  а ъх г +  • • • ,

А  — а х +  а2 +  + (2)
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2. При этомъ допущении имЪетъ место следующая теорема:

Если, начиная со значен1й, меньшихъ единицы, число х  
приближ ается къ пределу 1, то А  есть предЬлъ, къ которому 
сумма S(.r) приближается съ любою степенью точности. Въ 
знакахъ:

Lim 5 (х) = А . (3)X = I

Это предложеше было впервые доказано Абелемъ и применено 
къ выводу важныхъ следствШ. Доказательство состоитъ въ сл'Ьдующемъ;

3. Положимъ

Ап — йх +  ci2 +  +  • • • йп> (4)

такъ что, по допущенш, пределъ

Lim Ап = А
П = сО

имеетъ определенное значеше.
Съ помощью равенства (4) числа ап можно выразить черезъ числа 

Ап такимъ образомъ:

й\ — Ау,

ell — А ч  А у ,

аг =  Az * А2,

йп — Ап ■ Ап—11
откуда

йгх  +  а2х2 +  azxz +  • • ■ +  апхп =
=  (1 — х) (Агх  +  А2х2 +  • • • +  Ап- \х п- л) +  Апхп.

Если теперь л * < 1 , то х п при безконечно возрастающемъ п  име- 
егь пределъ 0, число же А п. остается конечнымъ. Согласно съ этимъ, 
пока х  <  1, будетъ

S  (х )  =  (1 —  х ) ( А у Х +  А г х г +  A zx z +  •••)> (5)

и безконечный рядъ S ( x )  преобразованъ такимъ образомъ въ другой 
рядъ, который также сходится при х  <  1.
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Будемъ разуметь теперь подъ п некоторое конечное число и, со
гласно равенству (5), положимъ:

5 (х) =  (1 — х) F n (#) +  (1 — х) R»(x), (6)

ГдЪ
Fn(x) =  Ахх +  Агх2 +  • • • +  An-ix"~l,

Rn (х) =  АпХп +  An+txn+l +  • • •)

такъ что Ri:(x) опять есть безконечный рядъ, котораго коэффищенты 
Any Ап+1 , Аи4 -2 , . . • сколь угодно близко подходятъ къ А , если только 
число п взято достаточно болынимъ. Полагая поэтому А м =  А  +  а„; 
А и + 1 =  ^4 +  а„ц.1 , . . .  и принимая во внимаше формулу для выражешя 
суммы членовъ геометрической прогрессш:

Xм +  х п+ 1 +  * “+* +  ■ • • =
X

1 -  л:

найдемъ, что

гдЪ

D . А х п . Q

t  j -  =  а их "  +  ж ” + 1 +  а„+2х п+ -+  ■ ■ ■

Мы можемъ теперь взять п столь болынимъ, чтобы всЬ числа а пу 
С1п+и а„_|_2 , . . . были по абсолютной величин^ меньше произвольно ма
лой положительной величины Л, и тогда по абсолютной же величин^ 
будетъ:

л Л л-11
— -—  <  А (хп +  х п+г +  х11+ 2 + • • • ) =  т------ >1 — X '  1 — X

такъ что
д <  Ал* <  Л.

Согласно равенству (6), будемъ теперь им^ть:

5  (х) =  (1 — *•) F »(*) +  у4лгп +  р,

S {х) — А  =  (I — х) F n{x) — А  (1 — х п) +  Q. (7)

Отсюда можно заключить, что х  возможно взять столь близкимъ 
къ 1, чтобы разность S  (я*) — А  была меньше произвольно малой вели
чины 2 Л, а въ этомъ и заключается содержаше равенства (3).
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Въ самомъ деле, въ правой части равенства (6) можно прежде 
всего взять произвольное число п столь большимъ, чтобы было Q <  А, 
и, к о гд а  э т о  с д е л а н о , можно далее взять разности 1 — х  и I — х п 
столь малыми (и положительными), чтобы было также

(1  - x ) F n ( x ) -  Л ( [  -  х")  <  Д

и тогда будетъ 5(яг) — А  <  2 Л (по абсолютной величине).
Такимъ образомъ, А б ел е в а  теорема доказана. Она можетъ служить 

для опредЪлешя суммы А , если мы можемъ найти сумму S ( x )  при х  <  1 
и ея пред'Ьлъ при х  =  1.

§ 123. Ряды съ комплексными членами.

1. Если члены безконечнаго ряда

С\ j О ’ О* ■ • *1 • •

суть комплексныя числа, то они им'Ьютъ видъ

С\ =  й\ -|“ Ьх It “  &2 &2 IУ Съ =  ^3 ~~Ь b$lt • • • »

где а Х) Ьх , а2 , Ь2, . • • суть вещественный числа.

Сумма такого ряда

С  =  С\ +  с2 +  съ +

называется с х о д я щ е й с я , когда вещественный и комплексныя части обра- 
зуютъ въ отдельности сходяицеся ряды, т. е. когда, следовательно, ряды

А  =  й \ 4 -  +  #з +  * • • >.

В  =  Ьх +  Ь2 +  Ьъ +  • • •

сходятся; тогда

С  =  А  +  Ы

есть сумма ряда С-

Действительно, если А  и В  суть пределы для А п и В п, то A - j - B i  
есть пределъ для А п +  B ni, и, наоборотъ, А п +  B n i  не можетъ иметь 
предела, если его не имеетъ хоть одна изъ величинъ А п и В п -

2. Для сходимости такихъ рядовъ мы имеемъ тотъ же общШ при
зн ак у  что и для рядовъ съ вещественными членами; именно, если положимъ

Rn#n =  Сп-И  “ Н Cl г-4-2 +  • • • *4" Сп-\-т,
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то сумма 1{П}1П по а б с о л ю тн о м у  зн ач ен п о  должна стать меньше любого 
малаго числа, когда числа п и п  +  т  будутъ больше нЪкотораго доста
точно большого числа N .

Зд^сь содержится, какъ частный случай, требоваше, чтобы членъ 
сп по абсолютному значенш сталъ меньше всякаго напередъ заданнаго 
положительнаго числа, что представляется необходимым^ но не доста- 
точнымъ у слов! ем ъ сходимости, какъ и въ п. 6 § 115-го.

Подъ аб со л ю тн ы м ъ  зн а ч е ю е м ъ  комплекснаго числа ? =  x - \ - i y  
мы уже раньше (§ 51) условились понимать положительное число

г =  V x * + j * .

Теперь будетъ цЪлесообразно ввести въ употреблеше простой общШ 
знакъ для абсолютнаго значешя комплекснаго числа следуя В ей ер- 
ш трассу , мы будемъ заключать для этой цЪли ^ 'в ъ  двЪ вертикальныя 
черты. Такимъ образомъ,

| { I =  I Л' +  iy  I =  У х *  +  у 1 ■

3. Относительно сходимости ряда С  съ комплексными членами 
имЪетъ мЪсто следующая теорема:

Р я д ъ  С  сх о д и тся , если  сх о д и тся  р я д ъ

С' = I с\ I +  I c'i I +  I £31 +  I £i1 +  ; * •
а б с о л ю тн ы х ъ  значен1й его  ч л ен о в ъ .

Доказательство выводится непосредственно изъ теоремы п. 5 § 51-го, 
по которой абсолютное значеше суммы никогда не бываетъ больше 
суммы абсолютныхъ значешй слагаемыхъ; въ самомъ д^лЪ, положивъ

R'n,m  =  I Сп+ 1 I +  I Сп-\-2 I +  • • +  I Сп±т | >

будемъ имЪть

| Rn,m j =  R  n,m у

и если R 'n>m имЪетъ предЪломъ нуль, то то же справедливо и для R n>m.
Эта теорема такъ же необратима, какъ и соотвЪтственная теорема, 

относящаяся къ вещественнымъ рядамъ съ положительными и отрица
тельными членами. Очень легко можетъ случиться, что рйдъ С  сходится, 
между тЪмъ какъ рядъ С ' расходится. Мы и здЪсь различаемъ поэтому 
аб со л ю тн у ю  и н е а б с о л ю т н у ю  сх о д и м о сть . Мы н а зы в а е м ъ  сх о д я - 
щШся р я д ъ  съ  ко м п л ек сн ы м и  член ам и  а б с о л ю тн о  сх о д я щ и м ся , 
когд а  с х о д и тс я  р я д ъ  а б с о л ю тн ы х ъ  значен1й его  ч л е н о в ъ , и н е
аб со л ю тн о  сх о дящ и м ся  — въ п р о т и в н о м ъ  сл у ч ай .
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4. Отсюда выводится далЪе следующая теорема:

Е сли  р я д ъ

W = гих +  ги% +  wz +  w4 +  • • •

. с х о д и т с я  а б с о л ю т н о  и если

1 Сч у Сз » £4» . . .

е с т ь  к а к о й - л и б о  р я д ъ  к о м п л е к с н ы х ъ  ч и с е л ъ , к о и х ъ  аб со л ю тн ы й  
з н а ч е т я

I I > | £‘2 ! » I ^3 I » I ^4 | > • • * 

не в о з р а с т а ю т ъ  н е о г р а н и ч е н н о , т о  и р я д ъ

сх wx + c%w% +  czw% +  cAwA +  • * •

с х о д и т с я  а б с о л ю т н о .

Ибо, полагая

Rnfm =  Сп-\-\ Wn-f-l C«+2̂ »-f-2 “ {“  * '  * Сп-\-т

и принимая во внимаме, что абсолютное значеш е произведены равно 
п р о и зв е д е н ^  абсолютныхъ значений его множителей, находимъ:

| R n,m | =  | Сп+1 | | Wn+1 | +  | С. г+2 ! • | U)n4-2 | +  • • • +  | Сп+т | * | Wn+m | •

П оэтом у, если каж дое изъ  чиселъ j сп-\-1 1 , | Сп+2| , • . . , | с*г\-т | меньше 
н^котораго опред-Ьленнаго положительнаго числа g ,  то

| Rn,m | <  g  | | ZVr.+l | +  | Z6'n+2 ! + • • • + [  W n+ rn | ! *,

если рядъ JV сходится абсолю тно, то правая часть этого неравенства 

становится меньше всякаго напередъ заданнаго числа/ 'Го ж е справедливо 

и отн оси тел ьн о л'Ьвой части; сл'Ьдовательно, теорема доказана.

§ 124. Степенные ряды. Кругъ сходимости.

1. Мы будем ъ  теперь разсматривать с т е п е н н ы е  р я д ы ,  въ кото- 

ры хъ какъ аргументъ ^  такъ и коэффищ енты  cv м огутъ быть комплекс

ными числами. П рисоединивъ ещ е членъ с0) не зависящий отъ  аргумента, 

обозн ач и м ъ  такой рядъ чер езъ

s  ( О  =  ca +  ctz +  +  с313 н -------- ( l )
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Положимъ

^ =  х  +  iy  =  г (cos$  +  г sin#), 

о.» _  уп (соs n #  +  г sin я # )

и станемъ изображать, согласно § 51, значешя аргумента ^ точками 
плоскости. Тогда у есть абсолютное значеше |^ |  аргумента и точки, 
изображаются Bet Tt значешя который имЪютъ одинаковыя абсолют
ный значешя г, лежатъ на Kpyri (г), центръ котораго находится въ на- 
чалЪ координатъ,

2. Существуютъ степенные ряды, сходящиеся при в ся к о м ъ  зн ач е- 
Hin аргумента Таковъ, напримЪръ, рядъ

4- — +  — +  — 4-^-4-*  4“ i ! ‘ 2 ! ' 3 ! ' 4 ! ~

потому что въ ряду

у у2 у 3  yi
1 4 -  - -I---------1—   1—  ---- 1------- -

^  1! ^  2! ^  3! ^  4! “

составленномъ изъ абсолютныхъ значешй членовъ предыдущаго ряда, 
OTHomeHie (п  4" 1)-го члена къ п-ому

п\ * (11 — 1)! п

им^етъ предЪломъ нуль, каково бы ни было значеше г. Отсюда выте- 
каетъ сходимость ряда, согласно п. 4 § 118-го.

Существуютъ, наоборотъ, и таше ряды, которые не сходятся ни 
при какомъ значении % (кромЪ ^ =  0). Таковъ, напримЪръ, рядъ

1 4- 11*4- 2 ! f  4 - 3 ! f 4 - 4 ! ^ 44-

Въ самомъ д'ЬлЪ, если с есть число, которое больше г, то по п. 2 
§ 52-го возможно взять число п  столь большимъ, чтобы выполнялось 
неравенство п \г п > с п ; такимъ образомъ, уже отдельные члены этого 
ряда неограниченно возрастаютъ вмЪстЪ съ я , и рядъ не можетъ быть 
сходящимся.

Вообще же степенной рядъ сходится для нЪкоторыхъ значешй ^ и 
расходится для другихъ значешй. Относительно такихъ рядовъ спра
ведливы слЪдуюгщя теоремы.

3. Е сли  уп е с ть  а б с о л ю т н о е  з н а ч е ш е  ч и сла сп и гх е с ть  та 
к о е  п о л о ж и т е л ь н о е  число , что при н е о г р а н и ч е н н о  в о з р а с т а -
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ю щ ем ъ  ii чи сл о  упг” не в о з р а с т а е т ъ  б е з п р е д Ъ л ь н о . то  р я д ъ  5({) 
с х о д и т с я  а б с о л ю т н о  для в с я к а г о  а б с о л ю т н о е  з н а ч е ш е  ко то - 
р а г о  г  м ен ьш е, чЪ мъ г ,.

Действительно, когда г : г, есть правильная дробь, то рядъ

члены котораго суть абсолютный значешя членовъ ряда 5 (^ ) . Такимъ 
образомъ, и рядъ 5 ( 0  сходится абсолютно.

4. Если упгп остается конечнымъ для всехъ значений г 3), то рядъ 
S ( i )  сходится при всехъ значешяхъ обратное тоже, конечно, спра
ведливо.

Если упг11 остается конечнымъ для нЪкотораго значешя г , то то же 
имЪетъ место и для всехъ меньшихъ значенШ г. Если поэтому у гп 
остается конечнымъ не для всехъ, а хотя бы только для нЪкоторыхъ 
значешй г, то эти значешя г имЪютъ верхнюю границу р , и рядъ 5 ( 0  
сходится для всехъ коихъ абсолютный значешя меньше р.

Кругъ, описанный рад!усомъ р изъ начала координатъ, какъ изъ 
центра, называется к р у го м ъ  сх о д и м о с ти  степенного ряда 5 ( 0 ,  и мы 
им^емъ теорему:

5. Р я д ъ  5 ( 0  с х о д и тс я  а б с о л ю тн о  во в ся к о й  т о ч к е  вн у тр и  
к р у г а  сх о ди м о сти .

6. Н а о б о р о т ъ , р я д ъ  5 ( 0  не м о ж етъ  с х о д и т ь с я  ни въ  как о й  
т о ч к е  в н е  к р у га  с х о д и м о с ти .

Ибо, если рядъ 5 ( 0  сходится, то Lim сп7^ =  0. Поэтому произве
д е т е  упгп должно оставаться конечнымъ, и г  должно было бы быть 
меньше или, въ крайнемъ случай, равно р.

Если существуетъ число р такого рода, что

где а есть о п р е д е л е н н о е  чи сл о  о т л и ч н о е  о т ъ  нуля, то р есть 
рад!усъ круга сходимости.

сходится, а вместе съ нимъ сходится (по § 123, 3. 4) и рядъ

Lim упд” =  а ,

) При неограниченномъ возрастали и.
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Въ этомъ предположении

или

Lim у ,.+1 е"+1
у» Q" =  1,

в  =  Lim
« — со

есть р а д i у с ъ  к р у га  с х о д и м о сти .

О сходимости ряда въ точкахъ, расположенныхъ на периферш 
круга сходимости, нельзя установить никакого общаго предложешя. ЗдЪсь, 
смотря по природ^ ряда, можетъ имЪть м4сто сходимость или расходи
мость; можетъ также случиться, что въ одной части периферш рядъ схо
дится, а вь другой — расходится.

Въ вид4 примера укажемъ геометрическШ рядъ:

1 + 1 + ?  + ? + ? + —

Зд4сь оказывается q  =  1, и кругъ сходимости есть кругь, описанный 
изъ начала координатъ рад1усомъ, равнымъ единиц^.

Въ этомъ случай на кругЪ сходимости рядъ не можетъ сходиться, 
такъ какъ абсолютныя значения вс4хъ членовъ ряда, будучи равными' 
единиц^, не могутъ имЪть предала, равнаго нулю.

7. Если рядъ S(%) сходится абсолютно для нЪкотораго значения ^ 
величины то сходится абсолютно и рядъ

U  СО =  а0са +  а {с , 1  +  а-’С,}?  +  a3r3f  Н------. (2)

гд4 а0, a t , а 2, . . .  есть рядъ положительныхъ вещественныхъ чиселъ,. 
которыя не возрастаютъ неограниченно, при чемъ сходимость имЪетъ 
м'Ьсто для всякаго числа котораго абсолютное значеше г меньше абсо- 
лютнаго значешя r t числа

Чтобы это вывести, достаточно разсмотрЪть рядъ

«оУо +  « 1У1Г +  а2у.гг2 +  а яу3г* Н------=

=  «оУо +  «1 Ух ~  г ,  +  a *3 'i г , 4 +  Ogjia г , 3 Н--------,

который есть не что иное, какъ рядъ абсолютныхъ значенШ членовъ 
ряда U(%), и который сходится по теоремЪ п. 1 § 118-го.

Для правильности этого вывода отнюдь не требуется, чтобы- 
числа а п  а 2, . . ., ап оставались конечными: достаточно, чтобы вели
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чина ап Ш  не делалась безконечной. По п. 8 § 19-го это имЪетъ

м'Ьсто при каждомъ r < r l f  когда ап =  пк есть какая-либо степень вели
чины п  или, вообще, какая-либо цТлая функщ я отъ ??, Принявъ, напри- 
мЪръ, а п =  п ^ 1 или а„ =  п-~11, получаемъ теорему:

8. Т ри  ряда

•SCO =  0̂ +  С\ \  +  С2 ^  +  Съ\ +  • ’ ’ ’

7 4 0  =  с\ +  2Cti \  +  3c* l2 +  Н— »
г  -2 /■ -г3  ̂ -> 4

=  ^  +  ^  +  + - :,4г +■ ■ -

ИМЪЮТЪ о д и н ъ  и т о т ъ  ж е к р у г ъ  с х о д и м о сти .

§ 125. Д1>йств1Я надъ безконечными рядами.

1. Мы разсматриваемъ два безконечныхъ ряда съ вещественными 
или комплексными членами щ , Vi и полагаемъ

Uv — и 0 +  щ  +  щ  +  • • • 4“ u,i,
г , О)V„ — v0 +  v x +  v2 +  * • • +  Vn •

Первые члены мы обозначаемъ здЪсь не черезъ щ , Vi9 а черезъ 
и 0, V0? а подъ U гг у V n мы разумЪемъ суммы п +  1 первыхъ членовъ, 
что при умноженш рядовъ представляется особенно удобнымъ. Допу- 
стимъ что эти ряды сходятся и что U , V  суть ихъ суммы, такъ что

Urn Un =  U\ Lim V n =  V.
n r x  w  —  со

Если положимъ

U0 ± V 0 =  ZV0, Ut ±  Vy =  z ^ ,  v2 =  w21 . .

гдЪ всюду берется либо только верхнШ, либо только , нижнШ знакъ, и 

Wtt =  ZVq +  ZVy +  W% +  ’ * - +  zo„,

TO

Un ±  Vn =  Й Г * .

Увеличивая зд%сь и неограниченно, найдемъ, что и сумма W n  схо
дится и что

W  =  U ± V,
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-если предйлъ Wu есть W. Этимъ доказано следующее иредложеше:

С клад ы вая  или вы чи ты вая  с о о т в е т с т в у ю  Luie члены  д в у х ъ  
•сходящ ихся р я д о в ъ , мы ск л ад ы в аем ъ  или вы чи ты ваем ъ  эти  ряды .

Значение ряда U не изменяется, когда мы присоединимъ въ начале 
или где-либо всгавимъ члены, значешя которыхъ равны нулю. Отсюда 
■следуетъ, что сумму W  можно составить весьма разнообразными спосо
бами, относя различнымъ образомъ другъ къ другу члены ип, vn\ такъ, 
напримеръ:

/'/ =  vx +  (v2 +  их) +  (г/3 +  щ) +  (v± +  и-д) +  • • •
или

W =  vx +  (v2 +  llx) +  Vz +  (гОц +  %) +  5̂ +  *' * •

2. Операция умножешя представляется менее простою.
Пусть

U =  и0 +  щ +  и% +  и3 +  • • •,

V  =  v0 +  vt + v2 +  vb H-----

будутъ два сходящихся ряда. Пусть йг и Ьг будутъ абсолютныя значешя 
величинъ щ  и Vh и допустимъ сначала, что ряды

А — а0 +  ах +  а2 +  аъ +  • • •,

В =  Ьл +  +  V  +  b з +

-сходятся, такъ что ряды U  и V  с х о д я т с я  аб со л ю тн о .

3. Если при умноженш А на В поступать такъ, какъ при умноже
нии двухъ конечныхъ многочленовъ, то придется умножить каждый членъ 
одной суммы на каждый членъ другой суммы и затемъ взять сумму этихъ 
произведен^. Все эти произведения имеютъ видъ a ^ b v  Мы соединяемъ 
эти произведешя въ группы по сумме индексовъ /л -(- v  и затемъ скла
дываемъ эти группы, т. е. составляемъ числа

Со — ctob0,

сх =  a0bx +  a xbo,

C'i — ct о b'i +  йх bx +  a2bQ, (4)

C m  =  CIq Ь т  H“ C ti b m — l  “Ь  С12 Ь т — 2. 4 “ * * ’ 4 “ flfwi&o*
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наконецъ, беремъ ихъ общую сумму

Cm —  Со +  Cl +  С2 +  • • • +  Cm (5)

и сравниваемъ эту сумму со значешемъ произведения А .Л п -
Въ произведении А пВ п содержатся все rfe и только те  члены а^Ьуу 

для которыхъ выполняются сразу оба неравенства ^  == п и v  == и.
Въ сумме С т содержатся все те  и только тъ  члены a!(bv , для ко

торыхъ Поэтому, если возьмемъ т  =  2 ;г, то сумма С т  бу-
детъ содержать все те  члены a^bv, для которыхъ ц, == п , v  ^  п, и, сверхъ 
того, еще и друпе члены, въ которыхъ f.i или v  больше п. Такъ какъ- 
все числа а,,.у bv суть положительныя числа, то

если же возьмемъ
А п Вп < С

то гЬмъ более будетъ
п ' >  2 д,

А пВп < с , . (6)

Съ другой стороны, среди членовъ a^bv произведешя А п В П1 на
ряду съ другими, содержатся и все rfe члены, въ которыхъ f i  +  v  ^  п г 
ибо ни въ одномъ изъ этихъ членовъ или v  не можетъ быть больше п- 
Но эти члены суть члены суммы С»; следовательно,

Си <  А  п В п ;

а потому, заменивъ п на n ', имЪемъ:

Си1 <  А п ’Вп 'у (7)

изъ неравенствъ же (6) и (7) следуетъ, что

< Ап Вп <4 Си’ <  А п В п‘.

Такъ какъ, далее, произведешя А п В п и А п'В п• имеютъ, по допу
щению, одинъ и тотъ же пределъ А  В, то и Сп' , а, следовательно, и Сп 
имеетъ тотъ же пределъ.

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ , р я д ъ

С =  с0 +  сх +  +

с х о д и т с я  и п р и то м ъ

С =  А В . (8 >
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4. Въ интересахъ последующа™ важно еще заметить, что разность

Юп =  А » Нп Сп

есть сумма положительныхъ произведешй вида йцbv, и что Dn при не
ограниченно Еозрастающемъ п  имеетъ пределомъ нуль.

5- Составимъ теперь изъ рядовъ U , V  новый рядъ W  по тому 
же закону, по которому мы составили рядъ С изъ рядовъ А  и 5 ,  т. е. 
полагаемъ:

Я'о — UoVo,

w t =  u 0v t +  u t v uf 

w 2 =  U0V2 +  t t iV i  +

Wrn =  U0Vm +  Ut V m - 1 +  U%Vm- 2 +  ■ • • +  UmV0 ,

W m  =  Wo +  w x +  w % H---------h W*.

(9 )

Составимъ далее разность

An=UnVn-Wn.
Эта разность отличается отъ разности Dn только обозначешемъ. 

Она есть сумма произведенШ UpVV9 и если заменить эти произведешя 
ихъ абсолютными значешями a^bVi' то Ап перейдетъ въ D n- Согласно 
теореме, по которой абсолютное значеше суммы не больше суммы абсо- 
лютныхъ значенШ ея слагаемыхъ, находимъ, что

| Ап | ^  Dn\

поэтому \А п \ ,  а, следовательно, также и Лп? имеетъ пределомъ нуль. 
Отсюда вытекаетъ, что

W =  UV.

Такими образомъ, и рядъ W  сходится. Но

| w n | =  uQbn +  й\ bn—1 +  • • • ■+■* апЬ0 — Cni

а такъ какъ рядъ С сходится, то и рядъ чиселъ \W i\ сходится, т. е. 
рядъ W  сходится абсолютно. Мы имЪемъ, такимъ образомъ, теорему:

Е сли  и зъ  д в у х ъ  а б с о л ю тн о  с х о д я щ и х с я  р я д о в ъ  U  и V  мы 
с о с та в и м ъ  по ф о р м у л а м ъ  (9) р я д ъ  W> то  и э т о т ъ  послЪ днШ  бу- 
д е т ъ  а б с о л ю т н о  с х о д и ть ся , и при  то м ъ  W =  UV.

В е б е р ъ , Энциклоп. элемент, алгебры. 34
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6 . Абелева теорема (§ ‘ 122) даетъ возможность распространить 
только-что доказанную теорему такимъ образомъ, что уже не будетъ 
больше надобности делать различ!е между абсолютною и неабсолютною 
сходимостью.

Е сли  U  и V  су ть  д ва  сх о д я щ и х с я  р я д а  и если  с о став л ен н ы й  
и з ъ  ни хъ  по ф о р м у л а м ъ  (9) р я д ъ  W  т а к ж е  сх о д и тся , то  W — U V .

Въ самомъ дЪлЪ, если г означаетъ положительную правильную 
дробь и ряды U  и V  сходятся 4), то ряды

и  (г) =  и0 +  г щ  +  Г*м2 +  гъиз +  • - ,

V ( r )  =  v0 +  r v x +  r2v2 +  r*v 3 +  • ■ ■

сходятся абсолютно (§ 124); выводимый изъ нихъ по формуламъ (9) рядъ 

W  (г) =  w 0 +  r w t +  r 2w 2 +  r 3w 3 +  • • •, 

согласно п. 5, сходится абсолютно, при чемъ

U(г) У (г) = W (г). ( . Ю )

Если положить Г =  1, то ряды U (r) ,  V ( r ) ,  W  (г) персходятъ въ 
ряды U, У , W , и когда эти посл’Ьдше сходятся, то по Абелевой теорем^:

Lim U  (г) =  U, Lim У  (г) =  V, Lim W  (г) =  W \
г = 1 Г- 1 Г= 1

поэтому, если въ равенстве (10) будемъ приближать г  къ пределу 1, 
то получимъ

UV=W ,

что и требовалось доказать.
Въ § 122 мы доказали, однако, Абелеву теорему только въ пред- 

положенш вещественныхъ коэффищентовъ. Въ случай комплексныхъ 
коэффищентовъ достаточно применить эту теорему къ вещественной и 
мнимой части въ отдельности, чтобы доказать ея справедливость и для 
этого случая.

“) Т. е. числа. цп и vn .не возрасгаютъ безпредельно.



ГЛАВА XXIII.

Безкопечные сходянцеся ряды для показатель
ной и для тригонометрическихъ фушещй.

§ 126. Рядъ для показательной функцш.

1. Прим-Ьнимъ теперь общде законы къ отд'Ьльнымъ спещальнымъ 
рядамъ и, прежде всего, разсмотримъ рядъ

/ Д р  =  1 + - f y  +  - | T +  - | y + •••

Какъ мы уже показали въ п. 2 § 124-го, онъ сходится абсолютно 
при всякомъ вещественномъ или комплексномъ значенш Въ частности, 
при ^ =  1, мы наследовали этотъ рядъ уже въ § 119 и нашли его зна- 
чеше, а именно:

Е  (1) =  е =  2 ,7182818 . . . (1)

Равнымъ образомъ, непосредственно изъ определения мы получаемъ:

Е (  0 ) =  1.

2. На последнемъ равенстве необходимо, однако, остановиться 
несколько подробнее. Если мы обозначимъ абсолютную величину ^ че- 
резъ Гу то получимъ

г 1*2 1*3
1 - Ь ( ^ ) ~ 1 1 = _]0' +  '2Т +  “з У + ‘“

А такъ какъ

2 ! ^  1 ! 3! ^  2 ! ’ 4! < 3!
34*
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то

I -ECO — 1. <  r +  "Yj ~2T "зТ ~ r ^  W*

Мы видимъ отсюда, что абсолютное значеше выражен!:-] Е(%) — 1 ста
новится мен-fee всякаго даннаго числа, когда ^ стремится къ нулю, т. е.

Л (^ )  н еп р ер ы вн о  п р и б л и ж а е т с я  къ  1, если ^ н еп р ер ы в н о  
п р и б л и ж а е т с я  к ъ  0, что формально выражается следую щи мъ образомъ:

Lim Е(\) =  1. (2)
5 =  0

. Другая особенность ряда Е(%) выводится изъ правила умножения 
рядовъ, изложеннаго въ п. 5 § 125-го.

Если мы обозначимъ черезъ х  и у  два произвольныхъ веществен- 
ныхъ или комплексныхъ числа и положимъ при положительномъ значенш п

Un — — у ) Vn = - у  > z/0 — — Е

то, согласно равенствамъ (9) § 125-го,

__ у 11 уп~ х х  , у 1“2 л:2 ,
— г ~гя! ' (я-1)1 И 1 ( я - 2)! 2 ! +  —  ^  я!

а такъ какъ

я!R0O =
А {n — k)\k \

есть не что иное, какъ бином1альный коэффищентъ (§ 57, § 60), то 
отсюда слЪдуетъ:

wn =  — А у п +  В(”)уп~1Х +  В(*>уп~2х2 +  • • • +  Хп)
п

= А х + у )п -

Такимъ образомъ, рядъ W  есть не что иное, какъ Е(х-\-у),  и, следо
вательно,

Е (х +  у) = Е (х) Е(у). (3)

При этомъ х, у  могутъ им^ть вещественный или мнимыя значешя. Мы 
знаемъ изъ § 19 и § 36, что для вещественныхъ значешй х  и у  ра
венствами (1), (2), (3) выражаются характеристичесюе признаки сте
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пеней е? *)5 и потому для в е щ е с т в е н н а го  значен1я х  мы гюлучаемъ 
результагь

ех = Е  (х).

Такъ ка.къ до сихъ поръ мы еще не дали опредЪлешя степеней съ 
мнимыми показателями, то мы вправе теперь и для мнимаго ^ положить

г  = £ ( 0  (4)

и такимъ образомъ определить степени числа е и для комплексныхъ зна- 
чешй Определенное такимъ образомъ выражеше е* или £  (^) назы
вается п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к щ е й . Основное свойство степеней, выра
женное въ равенстве (3), сохраняется въ такомъ случае и для комплексныхъ 
показателей ху у .

4. П о к а за т е л ь н а я  функидя е5 ес ть  п р е д е л ъ  в ы р а ж е ш я

z = ( ’ + P "
при б е з к о н е ч н о м ъ  в о з р а с т а л и  п.

Для доказательства этого предложешя, сначала будемъ понимать 
пбдъ п  положительное целое число, и въ такомъ случае получимъ по 
формуле бинома (§ 119):

(1+ «) - 1 +г+ — T)Ti+ — T)( '~"§■)К4 '

Разложимъ это выражеше на две части:

Z  =  Z x +

где, при условш т  <  п у

z , - i + ?+ ( i - 4 ) i + ■ + ( 1 - | ) ( . - 4 )  . ( i
т i \ L -

)  т \

j-1
Л.

+  1)!

'+ ( , -Т )(1-4 )"  (1-К г1)5 '
*) Это утверждение будетъ вполне обосновано въ п. 4 § 130-го.
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Если подъ г будемъ разуметь абсолютную величину ^ и если число 
к  ^  ft, то

Применяя это неравенство къ отдЪльнымъ членамъ выражения Z 2, полу- 
чаемъ:

ут-\~\ у)п-J-2 yii

I ^  I <  ( т +  1)! +  (я*+  2)! _| f ‘ Т/Т '

Если положимъ теперь вообще

E „ (i)  =  1 +  i  +  J y  +  - ■ • +  -Ту >

то найдемъ, что

; Z 2 1 <  En{T) — E,n(r) <  Е (г) -  Е,„(г).

Коэффищенты въ выраженш Z x \

( - ! ) ■  И ) Ы ) . . . ( ‘Ч ) ( - Т ) " ( - ^ )
при постоянномъ значенш ш  и достаточномъ возрастали п  могутъ стать 
сколь угодно близкими къ 1, и, следовательно, при достаточномъ увели
чены ft, абсолютное значеше | Z j — можетъ быть сделано менее
любой величины А.

Согласно съ этимъ,

Z  — Е({)  =  (Z, £ „.(0) -  (Е(к) -  £»(*)) +  Z 2

и, следовательно,

| Z  -  E ( i ) | <  | Z , -  £ „,(^ )! +  ! E (i)  -  E,n{i) I +  E(r)  -  Em(r).

Теперь возьмемъ прежде всего число m столь большимъ, чтобы каждое 
изъ чиселъ

\E(i) — E,„(i)\  и Е(г) — Em (г)

было меньше произвольнаго числа А: это возможно сделать въ виду 
сходимости ряда Е(%); затемъ припишемъ числу и столь большое зна
чеше, чтобы выполнялось и неравенство | Z t — Е,п(%) | <  А; тогда будетъ

I Z - E ( z ) i ^ 3 A
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Можно, следовательно, приписать числу п  столь большое значеше, что 
абсолютная величина разности Z  —  Е(%) станетъ меньше произвольно 
малаго числа, а вместе съ этимъ доказана теорема л. 4 для любого 
значешя

но, разумеется, пока только при условш, что п  есть возрастающее це
лое число.

5. Положимъ теперь

разумея подъ п целое число, а подъ v  правильную дробь; мы найдемъ, 
что

Если п здесь неограниченно возрастаетъ, оставаясь целымъ числомъ, то

следовательно, и въ этомъ случае пределъ Z  раценъ е£.
Подобно тому, какъ это было сделано въ п. 6 § 119-го, можно 

сказать, что Z  имеетъ тотъ же пределъ, когда число п  остается отри
цательным^ между темъ какъ его абсолютная величина безгранично 
возрастаетъ.

Это можно также вывести непосредственно изъ форхмулы (5), если 
положить въ ней — ^ вместо ^ и представить ее въ виде:

ибо, на осиованж формулы (5), отсюда следуетъ, что



§ 126 5 3 6

6. Положивъ ^ =  iXy гд'Ь х  есть вещественное число, и принимая 
во внимаше соотношешя

г2 =  • -  1, i s =  —  U i A =  +  I» i b =  i> г° = - —  1, . .

найдемъ, что

t v -  ч , , i x  х 2 / я 8 . я 4 . г д 5
£ (г  д )  — 1 +  1 j 2! 3! 4! ^~ _5 l ' * ‘ ’

и мы можемъ теперь положить

Е { г х )  ■= Л  ( я )  +  / В  ( я ) ,

TAt

х 2 , я 4 .г6 , я 8 
^ ( Л) ~  1 ~  2Т +  4! 6! ^ 8Т

/у» л^З л'З /у9
R (V ) =  £ .  _  5 .. J_ _  ± -  +  __

’ 1 !  3 !  5 !  7 1 ^ 9 1

( 6)

(7)

Эти два ряда сходятся абсолютно при всЪхъ значешяхъ х .

Мы знаемъ вмЪстЪ съ тЬмъ, что

A ( x ) + i B ( x )  =  U m  ( l  +  - ^ y .  (8)
W —  СО \  71 /

Когда ^  и j ;  суть два произвольныхъ вещественныхъ числа, то изъ 
теоремы, выражаемой равенствомъ (3), слЪдуетъ что

( Л ( х )  +  гВ(х)) ( А  (у) +  ИЗ ( у ) )  =  А ( х  у-у) +  гВ{х +у),

или. отделяя вещественную часть формулы отъ мнимой, имЪемъ:

А { х  + у )  =  А ( х ) А ( у )  -  В ( х )  В  ( у ) ,

В ( х  + у )  =  В ( х )  А  ( у )  +  В  ( у )  А ( х ) .

Эти формулы, очевидно, совпадаютъ вполнЪ съ формулами сложешя 
„тригонометрическихъ функцМ c o s ( # + jy ) ,  sin ( х + у )  (§ 51, 3). БолЪе 
глубокое основаше подобнаго совпадешя выяснится изъ нижесл'Ьдующихъ 
разсужденШ.
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1. Изиг&дованю связи, существующей между рядами и тригономе
трическими функщями, необходимо предпослать следующее разсуждеше.

Пусть А В (фиг. 27) будетъ дуга съ рад!усомъ, равнымъ линейной 
единиц-fc, и у г л о м ъ  а, который мы измЪряемъ д у г о в о й  м ^ р о й , такъ что 
длина дуги АВ также раина а. Опустимъ изъ 
В перпендикуляръ BE на С А,  а въ точкЪ А 
возставимъ перпендикуляръ A D  до пере
с ч е т а  его въ точк*Ь D съ продолжешемъ 
paaiyca СВ. По правиламъ тригонометрш 
мы имЪемъ:

BE =  sin a, AD  =  tg a , СЕ — cos а.

§ 127 , Т р и г о н о м е т р и ч ес к и  ф ункц!и, к а к ъ  сум м ы  р я д о в ъ .

D

Какъ явствуетъ изъ чертежа, площадь сектора САВ  менЪе пло
щади треугольника CAD и болЪе площади треугольника СЕВ, но

площадь С А В = ~2 а,

„ CAD =  у  tga,

„ СЕВ =  ^ s in a c o sa ,

откуда вытекаетъ следующее неравенство:

s in a  co sa  <  а <  tg a ;  

но tg a  =  s in a /co sa , а потому

а  \
cos a  <  ——  <sin a  cosa

Сравнивая длину синуса BE съ длиною дуги А В, находимъ:

sina <  a.

(1)

(2)

( 3)

Такъ какъ co sa  приближается къ единиц^ съ уменьшешемъ угла а, 
то отсюда сл'Ьдуетъ:

2. Ч а с т н о е  s i n a / a  п р и б л и ж а е тс я  к ъ  п р е д е л у  1, к о г д а  
у го л ъ  а  п р и б л и ж а е тс я  къ  0.
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Т а к ъ  к а к ъ  co sa  с т а н о в и т с я  р а в н ы м ъ  1 при « =  О, то  и tg a /a  
и м е е т ъ  п р е д ^ л ъ  1 2):

Lirn
a =  0

sin a  
a =  1, т  • 1L im -----=  1.

« = o a (4 )

Та же мысль можетъ быть выражена и такъ: функши sin a  и tg a  
при малыхъ значешяхъ а  становятся почти равными дуге а.

Cos а больше -J-, когда уголъ а  меньше яг/3, потому что cosa  воз- 
растаетъ съ уменьшешемъ а , и равенъ ^  при а =  лг/3 (уголъ равносто- 
ронняго треугольника).

Следовательно, когда а < я г /3 ,  то, на основанш неравенствъ (1) и (3)»

tg a  =  <  2 s in a  <  2 a . (5)
& co sa  w

3. Если (р означаетъ произвольный уголъ, а п есть какое-нибудь 
целое число, то по формуле М у ав р а  (§ 51, 8):

(cos <р +  zsingp)» =  cos пер +  z sin яд?,

откуда, положивъ пер =  X, выводимъ:

. . .  /  X  . . .  Xcosa* -4- i sin х  =  I co s------\- г sin —\  n n

Левая часть этого равенства, очевидно, не з а в и с и т ъ  отъ п. По- 
смотримъ теперь, къ какому результату можно придти, когда п  будетъ 
возрастать до безконечности.

Заметивъ, что

(“s¥  + islnv) =(С0!̂ ) + т

раземотримъ въ отдельности каждый изъ двухъ множителей правой части. 
Если въ тригонометрической формуле

c o s2 a  — 1 — 2 sin2a  =  2cos2a  — 1 (8)

») ибо - f c  =  " 5®a cosa
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положить а =  х /2 п ,  то выйдетъ:

( c o s - ? ) = ( ' - 2 s i " ’ s ) '

Если же для краткости положимъ

2 w sin2 =  §
2 п

и разложимъ полученное выражение по формуле бинома, то получимъ:

( cosi )  = ( i - i )  - » + ? .

где, при т  целомъ и меньшемъ числа я,

I 2 л и 1 ) (  т - 1
2! п )  V п ) V Я )  m l

( х  т \ §'"+1 ■ +  . . .
п ) V  п .)  (т  +  1)!

- ± (1- т ) ( 1- 4)  ( ‘ - V ) !
Въ выражешяхъ а и р  знаки -)- и — правильно чередуются. Но, согласно 
неравенству (3),

стало быть, и подавно £ < . г 2, и £ становится менее всякой данной по
ложительной величины, когда п  безконечно возрастаете». Отсюда сле
дуете», что о им^етъ пред^лъ 1 при постоянномъ т  и безконечно воз- 
растающемъ п. Абсолютная же величина второй части д меньше, чемъ

х 2т+2
( т + 1 ) \

-2 /»

f --"  + ~аг
=  Е п(х 2)

и, въ силу сходимости ряда Е (х ) ,  становится менее всякой данной ве
личины при достаточномъ возрастали чиселъ т  и п.

(  х  у
Отсюда явствуетъ, что предЪлъ выражешя I cos — ) равенъ 1.
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4. Применяя rfe же разсуждешя ко второму множителю

(1+ ,,8т )
пpoизвeдeнiя (7), положимъ для краткости

и допустимъ сначала, что х  есть положительное число. Если т  <  п,  то 
мы снова получаемъ, по формуле бинома, равенство

S + R ,

въ которомъ

S  — \ i t
т — 1 \  ( it) ”1 

п /  т\

п — l \  ( i t ) 11 
п  )  п \ ’

Но, по п. 1, tg —  / —  при безконечномъ возрастали п  имЪетъ
п I п

пред'Ьломъ 1, и, следовательно, t  имеетъ пределомъ число х ;  далее, въ 
силу неравенства (5), £ < 2 д г , — по крайней м ере, когда п ^ Ъ х / л .  

Отсюда, какъ и раньше, выводится, что

\ R \ <  Е п( 2 х )  — Е т(2 х ) , (9)

и что S,  при постоянномъ т  и безконечно большомъ п,  стремится 
къ величине

1 +  г х  +
(гх) '

2 !

( г х )ь
~ з Г

( i x ) m
m l

( 10)

Но сумма (10), въ свою очередь, при достаточно большомъ зна- 
ченш числа т  будетъ сколь угодно близка къ величине А ( х )  +  г В ( х )  
(§ 126, 6). А такъ какъ, кроме того, | R  | при техъ  же услов1яхъ без- 
предельно уменьшается, то отсюда следуетъ, что

=  А ( х )  +  i B ( x ).
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Согласно равенствамъ (6) и (7), мы отсюда получаемъ:

cos л* +  г sin #  = ' А ( х )  +  гВ(х), 
cos#  =  А { х ) у sin дг =  В (х).

Такимъ образомъ, тригонометричесшя функцж cos**, sin#  пред- 
ставляютъ собою суммы безконечныхъ рядовъ:

cos#  = х 2 х 4 X 6 X s

бТ +  ~8Т

X
S in #  =  -у [

# 8 ■ # 5 • # 7 . # 9 

зТ +  “бТ “  УТ +  _9Т

(11)

По этимъ формуламъ можно вычислять cos#  и sin # . Но такъ какъ 
ряды эти сходятся т1>мъ лучше, чЪмъ меньше величина # , то ихъ целе
сообразно применять для вычислешя cos#  и s in#  лишь при малыхъ зна- 
чешяхъ # ; въ другихъ же случаяхъ пользуются формулами сложешя.

Необходимо, однако, помнить, что при употреблении этихъ фор- 
мулъ уголъ долженъ измеряться не въ градусахъ, а непременно въ ду
говой мере.

Число я; — 3,141592 . . .  можетъ быть въ такомъ случае опреде
лено, какъ наименьшее положительное число, обращающее въ нуль рядъ, 
которымъ выражается синусъ.

Согласно равенству (б) § 126-го, мы получимъ для степени eix 
съ чисто мнимымъ показателемъ выражешя

eix =  cos#  4- г sin#,
( 12)

е — гх  =  c o s x  _  г s [n X '

Складывая и вычитывая эти равенства, мы получаемъ функцш cos#  и 
sin#, выраженныя съ помощью показательной функщи съ мнимыми по
казателями:

c o s #  =
eix +  е~

sin#
2 г

(13)

Отсюда следуетъ далее:

in
е2 =г, еы = — 1, е2Ы =  +  1, (14)
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Для того, чтобы комплексную величину £ =  #■+ y i  выразить черезъ 
ея абсолютное значеше г  и фазу # ,  мы можемъ теперь, вместо выражен1я

^ =  г (cost?1 -j- z s in#), 

пользоваться болЪе краткимъ:

\  =  геш.

5. Согласно равенствамъ (14) и равенству (3) § 126-го, функщя 
еs им-Ьетъ следующую особенность:

е:+2яг —

т. е. она не измЪняется, когда показатель ^ увеличивается на число 2 тех 
или на кратное числа 2 j t i .  Это свойство называется п е р ш д и ч н о с т ь ю , 
а число 2 m  называется п е р ш д о м ъ  функцш ег .

Итакъ, показательная функщя такъ же п е р ш д и ч н а , какъ и триго
нометрически функщи, но перюдъ у нея мнимый.



ГЛАВА XXIV.

Бинсшальный рядъ.

§ 128. Биномиальный рядъ для цЪлыхъ отрицательныхъ
показателей.

1. Въ § 60 мы вывели формулу бинома для цЪлаго положительнаго 
показателя. Если [л есть натуральное число, то по этой формул^

суть бином1альные коэффищенты.
Выражешя В $  сохраняютъ, однако, смыслъ и въ томъ случай, когда 

/л не есть положительное цЪлое число, и даже тогда, когда '1л есть число 
комплексное. Только ни одно изъ этихъ выражешй не делается въ этихъ 
случаяхъ равнымъ нулю и сумма въ правой части равенства (1) не обры
вается. Ея члены образуютъ б е з к о н е ч н ы й  р яд ъ .

Посмотримъ, будетъ ли эта сумма сходящейся.

2. Пусть ^ будетъ комплексное число и г абсолютное значеше 
Въ ряду (1) отношеше (п  +  1)-го члена къ я-му равно

гд'Ь

Ц?> =  1, в р  =  ц , = • • у

1 ) ( |Ц -  2) .. . (/г — п  +  1) 
1 . 2 . 3  . . .  и

(2)
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и абсолютное значеше этого отношешя

И ± ± - \  г
п

имеетъ пределъ г при неограниченномъ возрастали п. Сообразно съ этимъ, 
рядъ (1) сходится абсолютно, когда г < 1 ,  и расходится, когда r >  1 
(§ П 8 , 4).

П о это м у , к р о м е  т о г о  сл у ч ая , к о г д а  f t  есть  ц 'Ьлое полож и 
т е л ь н о е  чи сло , р я д ъ  (1) и м е е т ъ  к р у г ъ  с х о д и м о с ти , р а д !у с ъ  ко- 
т о р а г о  р а в е н ъ  1 (§ 124).

. Въ § 60 мы познакомились съ выражешемъ (10) для бином1аль- 
ныхъ коэффищентовъ, которое мы теперь, при несколько изм'Ьненныхъ 
обозначешяхъ, представимъ такъ:

=  в р в % >  +  +  Щ р Щ Д  +  • • ■ +  Б Д  Б Д  ( 3 )

Тамъ мы вывели, однако, это равенство только въ томъ предполо
ж ен ^ , что ft, v  суть ц'Ьлыя числа. Но при помощи выражешй (2) мы 
можемъ доказать, что оно остается въ силе и въ общемъ случай. Д ей
ствительно, согласно формуламъ (2),

£<(*+*> =  B t fW  =

т. e равенство (3) справедливо при п  =  0 и п  =  1. Допустивъ, что это 
равенство верно дЛя некотораго п, мы докажемъ, что оно также верно 
для п  +  1. Для этой цели мы воспользуемся равенствомъ

( / *  —  п )  Б Д  =  ( и  +  1 )  Б Д , ( 4 )

которое выводится непосредственно изъ равенствъ (2).
Помножимъ обе части равенства (3) на ft- { -v  — n  и въ отдельныхъ 

членахъ правой ’части разложимъ этотъ множитель следующимъ образомъ:

II +  V  — п  =  [у —  п) +  fl,

=  (v —  п +  1 ) +  ( ^ —  1 ),

=  (v -  п  +  2 )  4 -  ([I -  2 ) ,

Мы получимъ такимъ образомъ

(\i +  v — п) .

B 't О  -  Я) В «  +  Б Д  {V -  п +  1)Б Д , +  B 'f (v -  п +  2 )Б Д ,  +  ••- 

•■•+/* БД БМ  +  Д  -  1) В ^ В Д , +  • - •
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или, на основами равенства (4),

(я +  1) =  (и +  о  , +  n a?*'#,? +  (я -  1 ) в м & ; 1 1 +  ■■■

Если мы сложимъ здесь члены, стояние другъ подъ другомъ, то 
множитель (?/.+  !) сократится, и мы получимъ:

что въ сущности есть не что иное, какъ равенство (3), въ которомъ п 
заменено на п  +  1.

4 . Обозначимъ теперь черезъ сумму ряда (1). Значеше ея
намъ, вообще говоря, пока неизвестно. Перемноживъ по правилу п. 5 
§ 125-го два подобныхъ ряда:

въ предположены, что | ^ | < 1 ,  мы получимъ следуюнця выражешя:

для членовъ ряда, представляющаго собою произведете, и, согласно ра
венству (3), будемъ иметь:

5. Этимъ равенствомъ выражается характеристическая особенность 
степеней, изъ которой можно, какъ и раньше, вывести значеше 
Если, напримеръ, fj, есть целое положительное число и v  =  — ,и, то по 
формуле бинома для целыхъ показателей

<р (м) =  ВЦ* +  +  f f f ' f  +  В р> £  +  • • - ,

ч> (V) =  в р  +  В'?\ +  в » ?  +  В; Y  +  • • ■,
(5 )

ВЦ* в * ,

(Bf>B™ +  B f ' B f f i ,

(В*>ВМ +  B ' f 'B p  +  В ^ В ,? ) ? ,

(р{ц) <p(v) =  <p(/j, +  v). (6)

др(0) =  1, ср(ц) =  (1

и изъ равенства (6) следуетъ, что

В е б е р ъ , Энцпклоп. элемент, алгебры.



§  1 2 9 5 4 6

Формула бинома остается, такимъ образомъ, справедливой для ц4>- 
лыхъ отрицательныхъ показателей, когда абсолютная величина ~ меньше 1. 
При {X =  — 1, — 2, — 3 мы имЪемъ, напримеръ,

1

i~ + 7
\

~2
\

-3 I Л “
~1\

1
0 + 0 *

1

0  +  ? )8

1 - 2 ^ + 3 f - 4 f +  5 ^

2 - 3  . 3 - 4
2

—-1 ~ +  -___4- -2  \  ‘ О -V- г> I

4 ■ 5

~ 2 ~  х

Если tu  есть число дробное, или ирращональное, или даже ком
плексное, то (р (fx) все еще сохраняетъ свое значеше, которое также слЪ- 
дуетъ искать между степенями; но такъ какъ эти степени многозначны, 
то нужно еще установить это значеше.

Точное изслЪдоваше бином1альнаго ряда ведетъ начало отъ А беля, 
который ясно показалъ значеше этого ряда въ общемъ случай, а также 
и для комплекснаго [х *). *

Для простоты мы ограничимся здесь просгЬйшимъ случаемъ, когда 
/1  имЪетъ вещественное значеше.

§ 129. Н еп р ер ы вн о сть  бинолиальнаго  р яд а .

1. Подъ ф ункцией  Ф (х)  ар гу м ен та  х  разумеютъ выражение, чи
сленное значеше котораго определяется некоторыми правилами исчислены, 
когда дано произвольное значеше аргумента х . Такъ какъ аргументъ х  
способенъ принимать различныя значения, то онъ называется также пе
р е м е н н о ю . Ф ункции и а р г у м е н т ъ  м о гу тъ  п р и н и м а т ь  т а к ж е  ком
п лексн ы й  значен1я. Примерами такихъ функщй могутъ служить целыя 
функцш, которыя мы разсматривали въ одиннадцатой главе, далее — три- 
гонометричесюя функщй sin л;, co sx  или показательная функщя ех . Упо
требляются также функщй отъ несколькихъ переменныхъ. Къ нимъ при
надлежать симметричесюя функщй (§ 70) или функщй X , Y  въ § 72.

*) N. Н. A bel, „Untersuchungen iiber die Reihe*

> + ?  , +  2 ! ^ , .  + i l l ■ > (•  ~  2) XT +

Crelles Journal", Bd. I (1826). O s t w a l d s  Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 71.
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2. Функидя Ф (х)  называется н еп р ер ы в н о й , если она обладаетъ 
тЪмъ свойствомъ, что абсолютное значеше ея измЪнешя Ф ( х ' )  —  Ф ( х )  
становится меньше произвольнаго положительнаго числа А , когда раз
ность х 1 — х  по абсолютному значешю делается меньше нЪкотораго до
статочно малаго числа (5. Короче это выражаютъ и такъ:

Н еп р ер ы вн о ю  н а зы в а е тс я  т а к а я  ф у н к ш я , у к о т о р о й  б е з к о 
нечно м алом у и з м ^ н е н ш  а р гу м е н т а  с о о т в Ъ т с т в у е т ъ  б е з к о н е ч н о  
м алое измФ нен1е ф у н кц !и .

Такимъ образомъ, для непрерывной функцш измЪнешя скачками 
исключены.

Т о чн о  т а к ъ  ж е ф ункц1я о тъ  н % скольки хъ  п ерем Ъ н н ы хъ  на
зы в ается  н е п р ер ы в н о й  въ т о м ъ  с л у ч а й , если  о д н о в р е м е н н ы м ъ  
б е з к о н е ч н о -м а л ы м ъ  и з м Ъ н е т я м ъ  всФ хъ а р г у м е н т о в ъ  о т в Ъ ч а е т ъ  
б е з к о н е ч н о  м ал о е  и з м ^ н е ^ е  ф у н к ц ш .

3. Если X  и Y  суть двЪ непрерывныя функщи аргумента х ,  то и 
ихъ соединешя X  +  Г ,  X  — Y, X Y  суть непрерывный функщи. Ибо, 
если а  и /? суть измЪнешя X  и У, то соответствующая измЪнешя выше- 
указанныхъ соединешй будутъ а  +  /?, а  —  /?, a Y  P X  +  а э т и  ве
личины становятся все три безконечно малыми, когда а  и /? суть безко
нечно малыя.

Применяя повторно эту теорему, найдемъ, что ц е л а я  ф ун кц 1я 
н е п р ер ы в н ы х ъ  ф ункций в с е гд а  ес ть  н е п р ер ы в н а я  ф ун кц 1я .

4. Обозначимъ черезъ и0, и 1У и2 , иь , . . . члены безконечнаго 
ряда непрерывныхъ функщй аргумента х  и допустимъ, что по своему 
абсолютному значешю онФ остаются меньше нЪкотораго определенна™ 
числа g , не зависящаго отъ х .  Если г  есть положительная правильная 
дробь, то, какъ мы видели въ п. 3 § 124-го,

U  =  и0 +  ги л +  г 2 и2 +  Г8 Из +  • • •

есть абсолютно сходящШся безконечный рядъ, котораго сумма U  есть 
функщя отъ х . Покажемъ теперь, что это есть н е п р е р ы в н а я  фу н к идя 
о т ъ  х.

Для этой цели возьмемъ целое положительное число п  и положимъ:

Un = и0 +  Г«1 +  г*м2 + • • • +  Гп11п,

Rn = r**+lt/H-l +  rH+2lln+2 +  ■ ■ - ,

U  =  Un 4" Rn >
35»
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тогда, согласно п. 3, U„ будетъ непрерывною функщею отъ a R n — 
есть безконечный рядъ, сумма котораго *) удовлетворяетъ неравенству

Rn ! <  g  {r"+1 +  r"+2 +  Г"+* +•■■)= 8~ r  ■

Далее, такъ какъ г есть правильная дробь, то можно взять п  столь 
большимъ, чтобы | R„ | было меньше произвольно малой величины Д  а 
тогда и и з м е н е н ie R„ при измЪненш х  будетъ по абсолютной величине 
меньше числа 2 А, ибо, если R f„ означаетъ измененное значеше R U1 то

I R„ | <  А, | R'„ | <  А,

\R'n-R„\<\Rn.  + \R'n\<2A.

Такъ какъ, сверхъ, того, U n есть непрерывная функшя, то можно 
взять изменеше аргумента х  столь малымъ, чтобы и изменеше U ' n — U n 
было меньше Д  а тогда изменеше функцш JJ будетъ меньше, чЪмъ 3 А, 
т. е. будетъ произвольно малымъ. Этимъ доказана непрерывность функцш 
U  относительно аргумента х .

5. Мы можемъ также разсматривать U , какъ функцпо отъ г, и, 
какъ таковая, она н еп р ер ы в н а , пока г остается меньше какой-либо опре
деленной правильной дроби. Отсюда мы заключаемъ, что степенной рядъ

S U) = с„ +  с,~ +  с2?  +  с^ 3 +  ■ - -

есть непрерывная функшя отъ ^ внутри круга его сходимости. Въ самомъ 
д еле , если г  есть абсолютное значеше аргумента q — рад!усъ круга 
сходимости и г  <  Q, то въ интервале между г и q можно найти значе
ше р0, удовлетворяющее условш

а такъ какъ тогда

то рядъ

VrQ < Qo <  р;

o r  ^
- -  <  Qo <  Q,

со +  С\ +  С2 
У о 1

1) Для всехъ значешй аргумента х, для которыхъ определены функцш 
и0, и19 ма. . . .
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сходится и

5 4 9

ОбщШ членъ Сп^1 ряда S (^) можно представить въ виде:

а потому, если мы въ теореме п. 4 зам'Ьнимъ г на Q0Iq, и„ на с» (е^)м/§в» 
то условия этой теоремы будутъ выполнены, откуда сл^дуетъ:

С т е п е н н о й  р я д ъ  S (^) есть  н е п р е р ы в н а я  функц1я  о т ъ  ~ 
внутри  кр у г а  с х о ди мо с т и .

Такъ, напримЪръ, по этой теореме степенная функция е5 и триго
нометрически функщи s\n^  и cos?, какъ степенные ряды, суть непре
рывный функцш отъ

Содержаше теоремы Абел я  въ § 122 состоитъ въ томъ, что, если 
и рядъ

щ  +  щ  +  щ  +  щ  +

сходится, то U  =  и0 +  г и х +  Г2иг +  есть непрерывная функщя отъ г 
также и при r =  1, если только измЪнешя числа г ограничиваются его 
у м е н ь ш е ю е м ъ .

6. Бином1альный рядъ

<р м  =  1 +  + в ? ?  +

находится въ услов!яхъ п. 4, пока абсолютное значеше ^ меньше 1. 
Ибо, если правильная дробь г больше абсолютной величины перемЪн- 
ной ?, то рядъ

1 +  £ ( , ) 1 + / ^ ) ( т у +

согласно п. 2 § 128-го, сходится; поэтому, если положить

то и» при неограниченномъ возрастали п  остается меньше некоторой 
определенной границы. Такъ какъ бином1альные коэффищенты В (£ }, бу

Lim
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дучи целыми функциями отъ ta, непрерывны, то

ср (,« ) =  1 +  щ г +  гиг* +  н 8 г 3 +

согласно п. 4, есть непрерывная функщя отъ рь.
Какъ уже было сказано, мы будемъ предполагать, что рь есть ве

щественное число, но ^ можетъ иметь и комплексный значешя.

§ 130. С у м м а 6ином 1альнаго р яда .

1. Если 7̂ =  X y iy  то МОЖНО ПОЛОЖИТЬ 

~ =  г (cost? +  /’sin # ),

где г есть число положительное, а #  обозначаетъ уголъ, который опре- 
д'Ьленъ лишь до числа, крагнаго 2 л .  Чтобы определить этотъ уголъ 
вполне точно, мы можемъ условиться брать уголъ #  между — л  и + Я ,  
такъ что

— л  <  #  ^  л .  (1)

Сверхъ того, мы въ последующихъ разсуждешяхъ предполагаем^ что

г <  1. (2)

Сходящийся при этихъ допущешяхъ бином1'альный рядъ

<Р (м) = 1 +  +  Bf>?* +  +  ■■■ (3)

имеетъ вообще комплексный значешя, и такъ какъ

(cos п #  +  isinti'd'),

а коэффициенты В№  суть вещественный числа, то, положивъ

<Р М  =  х  +  Y г,
имеемъ:

X =  1 +  В1/0 Г cos# +  B ^ r 2cos2# -f- BS/°r3cos3# +  • • •, 

7  =  rsin #  r2sin 2 #  +  £ j^ r3 sin3# -f  •.-.

2. Положимъ

X  =  B e osQ, 7  =  В  sin 0,

Z  = X + Yi  =  B (c  os0 +  zsin0),
(5)

где В  есть вещественное положительное число, a Q есть уголъ, который 
опредфленъ лишь до числа, кратнаго 2 л .
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Мы имЪемъ въ виду определить R  и 0, какъ функцш отъ до. Чтобы 
указать ихъ зависимость отъ до, мы будемъ также писать R  =  R  (до),
0 =  6 (/л) и заметимъ, что R, cos0, sin6 — суть н е п р е р ы в н ы й  функц1и 
отъ ДО.

На функцш  0 (/л) также м о ж н о  с м о т р е т ь ,  к а к ъ  на н е п р е р ы в -  
ну ю, но въ такомъ случае мы не можемъ уже заключить 0 (/л) въ любой 
интервалъ длины 2 яг; напротивъ, если для некотораго значешя до, напри- 
меръ, для до — 0 указанъ определенный интервалъ для 0 (до), то при не- 
прерывномь измененж до и 0 (до) уголъ 0 (до) можетъ выйти за пределы 
этого интервала. Въ этомъ именно смысле мы будемъ здесь разсматри- 
вать функцш  0 (до), принимая  ее за н е п р е р ы в н у ю  ф у н к ц 1 ю о т ъ  до. 

Для до =  0 имеемъ X  =  1, Y  =  0 и, следовательно,

c o s 0 ( O ) = l ,  sin0 (0) =  0;

поэтому 0(0) есть кратное 2 яг, и, чтобы вполне определить функцш  0(до), 
достаточно положить

0(0)  -  0.

Для R  (0) получаемъ значеше 1.

3. Для определешя R  и 0 служитъ основное равенство (6) § 128-го

cp(p)<p{v) =  <р(до +  v),

где подъ до и v  разумеются два любыхъ вещественныхъ числа.

Применяя формулу Муа вра ,  мы получаемъ:

R  (ц) R (v )  [cos(9(|ti) +  О М )  +  i sin (0 (**) +  0 (v))]

=  R (f*  +  V)  fcosO (/t +  V)  4- i sin0 +  v)l-

Такъ какъ значешями синуса и косинуса угла вполнЪ опред-Ьляется 
остатокъ отъ делешя этого угла на 2 я ,  то отсюда вытекаетъ:

R (/j, +  v) =  R ( f i )R (v ) ,

9 (М 4- v) =  0 (/*) +  9 (v).
(6)

Ко второй части посл'Ьдняго изъ этихъ равенствъ можно было бы, со
гласно п. 2, прибавить еще число, кратное 2 л .  Но такъ какъ 0 {/л) есть 
непрерывная функщя, а это кратное могло бы изменяться только скач- 
комъ, то оно не зависитъ отъ до и v  и оказывается равнымъ нулю, если 
прложимъ v  =  0.
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4. Изъ перваго изъ равенствъ (6) выводится прежде всего значеше 
R  (/л) совершенно такъ же, какъ и въ § 36. А именно, пользуясь повторно 
этимъ равенствомъ, находимъ, что, при цЪломъ п,

такъ что при \л =  

а при [л =  т /п

следовательно,

R  (п ,а) =  R  ( ,« ) " ,  

R ( n )  =  R ( \ ) " ,

Я(") = [*(т)Г:
R

«/ п
=  [R{  П ] “  =  У Ж У Г ',

подъ услов!емъ, что радикалъ обозначаетъ е д и н с т в е н н о е  п о л о ж и т е л ь 
н о е  з н а ч е ш е  корня п-ой степени. Если, далее, въ первомъ изъ ра
венствъ (б) положимъ сперва ^ = --0 , а затемъ v  =  — (л, то найдемъ, 
что R ( 0 )  =  I и что, следовательно,

Такъ какъ R ( f i )  есть н еп р ер ы в н а я  ф ункцдя отъ \л, то мы приходимъ 
къ заключешю, что то же равенство

R f a )  =  R ( \ r  (?)
*

имеетъ место также и при ирращональныхъ (положительныхъ и отри- 
цательныхъ) значешяхъ \л\ при чемъ подъ R ( l } u следуетъ понимать, 
какъ и въ § 36, единственное вещественное положительное значеше /л-тоЯ 
степени положительной величины R (  1) 2).

5. Применяя повторно второе изъ равенствъ (6)

О +  v) =  0 ([л) +  0 О),

найдемъ подобнымъ же образомъ:

6 (щл) =  п  G(i“ )>

*) Заменяя здесь R, /л и v соответственно на Е, х, у, приходимъ къ сле
дующему выводу: если Е(%) есть непрерывная функщя вещественнаго аргумента 
которая при произвольныхъ вещественныхъ значешяхъ х и у удовлетворяетъ со- 
отношешю Е(х-\-у) =  £(.v) Е(у), то £(*) =  | Е{\) \г, и если Е(1) = е, то £(^) =  Л  
(см. § 126, 3).
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такъ что при /л =  I:

а при ta  =  т/п:
6(н ) =  и0(1),

О (иг) 7Н0 (1).

Такимъ образомъ, для рацюнальныхъ значешй (х имеетъ место равенство

6 0*) = /* 0 (1 ) ,  (8)

которое вследств!е непрерывности остается справедливымъ и для каждаго 
иррацюнальнаго значешя \х. Намъ остается, поэтому, определить еще 
величины R (  1) и 0 (1 ), который также зависятъ отъ т. е. отъ г и # .

6. Для определения R (  1) и 0(1) выводимъ изъ равенствъ (4) уравнежя:

R  (Г) cos О (I)  =  1 +  г cos#,

R (  1) s in 9 ( l )  =  г s in# ,

откуда, возводя въ квадратъ, складывая и принимая во внимаше, что j? ( l )  
есть положительное число, находимъ:

R (  1) =  ]/" l +  2 r c o s #  +  г2, (9)

где радикалъ берется со знакомъ плюсъ.
Далее, путемъ делешя предыдущихъ уравнешй, получаемъ:

tgO(l) =
г s in #

1 ~\- г  co s#

Если тангенсъ угла данъ, то этимъ уголъ определенъ до числа, 
кратнаго яг; каждому значешю тангенса соответствуетъ о д и н ъ  и только 
одинъ уголъ, со д ер ж ащ ая  между — \  яг и +  ^  л .  Мы определяемъ, 
такимъ образомъ, величину со однозначно уакш ям и:

tg со
г s in #  к  л

1 -)- г c o s#  ’ 2 ^  С° ^  2
( 10)

где границы ± £ я г  исключены по той причине, что знаменатель 1 + r c o s #  
не можетъ быть нулемъ, когда г  есть правильная дробь. Тогда

0(1 ) =  о) +  Ь л ,

где b есть неизвестное целое число, еще подлежащее определение.
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7. ЗамЪтимъ для этого, что для значений г, меньшихъ единицы, 
Y  въ равенстве (4) есть непрерывная функшя отъ г, переходящая въ 
нуль при г =  0, и что, при г =  0, о) также переходить въ 0, a R (  1) 
въ L  Но, согласно равенствамъ (5), (7), (8),

Y  =  R(\}a sin р(со +  Ьлг); 

при г =  0 отсюда получаемы

sin ib b n  =  0.

Это равенство д о л ж н о  и м е т ь  м е с т о  п ри  в с я к о м ъ  п р о и зв о л ь н о  вы- 
б р а н н о м ъ  з н а ч е т  и /л, а это возможно только въ томъ случай, когда 
целое число h =  0. Ибо, если бы оно не было равно 0, то достаточно 
было бы положить /л =  I : 2 h ,  чтобы получить s in / л Ь л  =  1. П о эт о м у  
Ъ — 0, и сумма бинoмiaльнaгo ряда такимъ образомъ вполне определена 
въ пpeдпoлoжeнiи, что г  есть правильная дробь. Мы имеемъ:

ср (^ ) =  ( У  I +  2 г c o s#  +  r*Y  (cos (лсо +  i  sin pea>), (11)

где со определяется соотношешями (10).
Если ? есть вещественное число, то либо #  =  0, либо #  =  л  и, 

следовательно, согласно соотношешямъ (10), со =  0 ; кроме того, число 
\  — X  будетъ положительнымъ при #  =  0 и отрицательнымъ при #  =  <гсу 
а потому х  =  г co s# , х 2 =  г2, и равенство (11) въ этомъ случае даетъ 
намъ:

554

P W  =  (1 + х У ,  (12)

где подъ (1 +  хУ1 разумеется единственное вещественное положительное 
значеше этой степени.

Если въ равенстве (11) отделимъ вещественныя и мнимыя части, 
то получимъ вещественныя значешя рядовъ X  и Y:

(]/ 1 +  2 г cos# +  г2Ус cos (л со =  1 +  B ^r  cos# -|- B ^r2 cos 2# +

+  ВО*) г8 cos3# +  • • •,

(У  1 + 2 г cos# +  г2У* sin [лсо =  В</*> г sin# +  ВО*) г2sin 2# +

+  В0*> г3 sin 3# +  —
8в Если возьмемъ рь =  то

в» )-!, = -_1, вН) = ...,
1 2  2 . 4 ’ ^  2 . 4 . 6 ’ ’

-  ( _  D" 11 • 3 ■5 ■ • 1 (2w ~  31 .
 ̂ ; 2 . 4 . 6  . . .  2 И

(13)
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следовательно, когда х  есть вещественная правильная дробь, то

V i +  * = . i + i * - j L ^  +  j b » r v-3
1 . 3 . 5_ 

2 . 4 . б .  8
. . . .  ( И )

Далее, при tu  =  — находимъ:

1 . 3 . 5 . 7  ;------------- - г 4
2 . 4  . б . 8

Можно применять эти формулы для Извлечет» квадратныхъ корней, 
при чемъ вычислешя представляются особенно простыми, когда корни 
извлекаются изъ чиселъ, который мало отличаются отъ ближайшихъ точ- 
ныхъ квадратовъ. Такъ, напримеръ,

Если въ равенстве (14) положимъ х  =  — 0,01, то, найдемъ, что

0,0050125625

1 + $ х  -  +  тт?^3 =  0,9949874375,

У 99 =  9,949874375,

при чемъ последнШ десятичный знакъ несколько великъ. Деля на 3, 
находимъ:

съ точностью до девятаго десятичнаго знака.

§ 131. Биномиальный рядъ на границ!» сходимости.

1. Въ § 128 мы видели, что бином1альный рядъ имеетъ кругь 
сходимости рад1уса 1. Н етъ смысла задаваться вопросомъ о зиаченш этого 
ряда вне его круга сходимости. Однако же, представляется интереснымъ 
изследовать, сходится ли этотъ рядъ въ точкахъ, принадлежащихъ кругу 
сходимости, т. е. для величинъ абсолютный значешя которыхъ равны 1. 
Если это  и м е е т ъ  м е с т о , то  м о ж н о  б у д е т ъ  о п р е д е л и т ь  су м м у

У 99 =  У 100 — 1 =  10 У 1 -  0,01.

_  .1. х  =  0,005 

-i х % =  0 ,0000125 

— 1^ л а =  0,0000000625

У11 =  3,31662479
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р я д а  для э т и х ъ  значеьпй  по т е о р е м й  А б ел я  (§ 122), о ты ск а в ъ  
п р е д й л ъ  вы раж ения <р([г), н а й д е н н а го  нам и въ п р е д ы д у щ е м ъ  па- 
р а г р а ф й , при  г  =  1.

2. П ер вы й  с л у ч а й : >  0.

В ъ э т о м ъ  сл у ч а й  бином 1альны й р я д ъ  при r =  1 сх о ди тся  
а б с о л ю т н о  для в с я к а го  з н а ч е т я  # .

Это было бы доказано, если бы мы могли показать, что рядъ би- 
ном1альныхъ коэффищ'ентовъ

1 +  В р  +  В[р +  В р  +  . -. (1)

сходится абсолютно при положительномъ [м, ибо, принимая во внимаше, 
что sin я #  и cosп'д' суть правильныя дроби, мы нашли бы, что, согласно 
п. 6 § 120-го, сходятся также оба ряда

X  =  1 +  В р  cos# +  i?f/fc)cos2# +  i%w)cos3# +  • • •,
(2 )

Y  =  B p  s in #  -f- B ^  sin 2 #  +  B p  sin 3 #  +  —

Согласно теоремй п. 7 § 118-го, сходимость ряда (1) будетъ 
доказана въ томъ случай, если удастся найти такое число h} которое 
больше 1 и для котораго

Lim nhB {p  = 0. (3)

3. Чтобы найти такой показатель, положимъ, понимая подъ п  и 
k <  п два цйлыхъ числа,

Д(д) = 2) ... Q* — л +  1)
1 . 2. 3 .. .  я

_ п{д) (д -  k)(f i  — k — 1) ... (/х — п +  1)
* (* +  l)(A +  2 ) . . . w

Обозначая черезъ К  абсолютное значеше числа В р  и полагая 

k >  найдемъ отсюда абсолютное значен1е числа В р :

ЯМ  I -  и  k ~  ^  +  ! П - / Л -  1
" 1 k + 1  k + 2  ' п (4)

гдй К  есть положительное число, не зависящее отъ я.
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=  1 -

Но если т  >  1, то по формуле бинома имЪемъ:

(1+ i)
М +  1 , (Т6 “ h  1) +  2 ) 1 ({I - f-  1) +  2) (,а 4 "  3 ) 1

- О - * * 1 )

ш 1 1.2 ж2 1 .2 .3  т 3

(М +  1) (/  ̂+  2) 1 /  . _  +  3 \
1 .2  т 2 \  3 т  /

(ДО +  1) (jtt +  2) +  3) ({л, +  4) Л _  ^  +  5 \
т 4 \  5 т  /1 1 . 2 . 3 . 4

если т  >  М +  1, а I есть натуральное число, то

т(1  — 1) ^  I — 1, т / ^  m +  I — 1 >  ^  +  /; 

следовательно, разности

! ^  + 1  ДО +  3 ДО +  5
1 ----------------- ----------  > А ---------------- -----------  ) 1 --------------------------  у

т  З т  о т

все имеютъ положительный значен1я, такъ что

+

( l  +  — )\  т  /
> 1  -

ДО +  1

что можно записать и такъ:

т  — до
т \ т +  1 /

т

Полагая здесь т  =  к +  1, k +  2, . . п , находимъ: 

/г — /I 14/1+1/ k + IV
А +  1 \ ^  +  2 /  '

* - / *  +  1 „  Д  +  2 У + 1
_ < 1 г + з ;  •/е + 2

я  — до —]— 1

п
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сообразно съ этимъ получаемъ изъ равенства (4):

(5)

такъ что, если /; есть произвольное положительное число, то

| п'1В ^  | < К (к +  1>W+1 (и + 1)л—/е 1 - (6)

Выражеше же, стоящее въ правой части этого неравенства, будетъ при
ближаться къ пределу нуль при неограниченномъ возрастали п , если 
возьмемъ

Такъ какъ допущение h >  1 при положительномъ (л совместимо съ этимъ 
услов1емъ, то, согласно равенству (3), для разсматриваемаго случая схо
димость доказана.

CooTHouieHie (5) показываетъ, что

не только при положительномъ [л, но и тогда, когда \л +  1 есть поло
жительное число, т. е. и въ случае, когда \л есть отрицательная пра
вильная дробь. Но только въ этомъ случае убываше величины В ^  уже 
недостаточно для того, чтобы гарантировать абсолютную сходимость 
сряда (1), такъ какъ /; <  1 +  (л остается ниже 1.

4. Это приводить насъ къ в то р о м у  с л у ч аю  — 1 <  [л < 0 .

В ъ э т о м ъ  с л у ч а е  б и н о м !ал ь н ы й  р я д ъ  с х о д и т с я  на к р у г е  
х о д и м о с ти , к р о м е  с л у ч а я  ;£ =  — 1, х о т я  сх о д и тс я  в о о б щ е  у ж е 
не а б с о л ю тн о .

Доказательство основывается на общемъ равенстве (§ 57, (7))

справедливость котораго для произвольнаго [л выводится изъ соотношешй

Ь <  1 +  д .

Lim В Ы  =  0 (7)

(8)

между бином1альными коэффицдентами. Положивъ теперь, при любомъ ?

=  1 +  +  B f f ?  +  . . .  +  В Ы ?
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и умноживъ обе части этого равенства на 1 + ^ ,  получимъ, согласно 
равенству (8):

(1 +  0  ЗЦ» =  1 +  +  В Ц »?  +  • • • +  в ц » ?

+  I  +  В Ц »?  +  • • • +  В Ц » *  +  В Ц » ? * 1 

=  1 +  В£*+1Ч + B<i+4? +  • - • + н м -1'?  +  ВЦ»?*'

=  S ^ l) +  ? + хв $ \

Если абсолютное значеше г  величины ? равно 1, то, при неограничен- 
номъ возрастан1и п, величина ^"+1 остается конечной, а число ВЦ», со
гласно соотношешю (7), становится равнымъ нулю.

А такъ какъ ^ + 1  > 0 ,  то согласно п. 2, имеетъ конечный
пред1>лъ, и, если 1 +   ̂ ф  0, то и сумма 5^д) имеетъ конечный пред-клъ, 
т. е. рядъ #  (f.i) сходится.

Однако же, при ^ =  — 1, нашъ рядъ въ этомъ случае не можетъ 
сходиться, ибо при вещественномъ значенш 7, абсолютная величина ко- 
тораго меньше единицы, функщя ср (/л) делается равной (1 +  ?)•“ , а это 
выражение обращается въ безконечность, когда {.ь есть отрицательное 
число и ^ =  — 1. Поэтому, согласно теореме А беля, рядъ не можетъ 
сходиться при £ =  — 1.

5. О ч ен ь  л е гк о  и с ч е р п ы в а е тс я  тр етей  сл у ч ай :

Въ этомъ случай +  1 есть либо отрицательное число, либо нуль, 
и, следовательно, п — — 1 есть положительное число, которое больше
п  или, въ крайнемъ случае, равно п. Поэтому

и, следовательно, бином1альные коэффищенты ВЦ» не будутъ меньше 1 
и не будутъ приближаться къ пределу нуль. Такимъ образомъ, и члены 
рядовъ X ,  Y:

ВЦ» cos т  ВЦ» sin т  д

не будутъ безконечно малыми, и, следовательно, эти ряды не могутъ схо
диться. Единственнымъ исключешемъ, не представляю щи мъ, однако, ни- 
какогб интереса, является рядъ У, когда #  =  0 или #  — jt, при чемъ У =  0.

6. Чтобы въ случаяхъ сходимости ряда определить его сумму, 
достаточно положить r =  1 въ равенствахъ (9), (10) и (11) § 130-го. 
Тогда будетъ:

V 1 + 2 r " c o s ^ + 7 »  =  | / 2 ( 1  + c o s ^ )  =  2 cos |  ■&,
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такъ какъ cos-^-# есть положительное число, ибо, по предполож ена, #  
лежитъ между — л и  -|- л .  Далее,

tg  СО

и, следовательно,

s in #  2 sin ^ #  cos ^  #  
1 +  c o s#  2 (cos \  # ) 2

(O =  \  # ,

и при чемъ со. какъ это и требовалось, находится между — и +  
Отделяя въ равенстве (11) § 130-го вещественную часть отъ мнимой, 
мы такимъ образомъ найдемъ:

/  1 #
I 2 cos —  #  1 cos ii  —  =  1 -f- B ({l)co s#  +  J3M cos2 #  +  cos 3 #  +  • • •,

(
1 9>

2 cos - ^  #  1 sin /г —  =  sin #  +  sin 2 #  -f- В sin 3 #  +  • • •,

и эти равенства справедливы при ta  >  — 1; при положительномъ значе- 
нш fi  предельное значеше #  =  +  л  еще допустимо.



ГЛАВА XXV.

Логариемичесше и циклометричесте ряды.

§ 132. Логариемичесше ряды.

1. Если въ бинолиальномъ ряду

(1 +  х'У1 — 1 +  р х
1 .2

i ) Q -  2)
1 . 2 . 3

x z + О )

гд^ х  есть положительная или отрицательная правильная дробь, поло
жить /л =  0, то обЪ части примутъ значеше 1. Если же предварительно 
приведемъ равенство (1) къ виду:

(1 +  х У  -  1
II

х ^  — 1 х% (£_ -  1) О  -  2)
1 . 2 2 . 3 * 3 + - - -  (2)

и затЪмъ станемъ приближать /л къ нулю, то правая часть преобразуется 
въ рядъ:

я"Я _  ^  +  _ Я'4 Я5
4 + ~5 ~ (3)

который также сходится, когда я  есть правильная дробь.

Но по п. 4 § 129-го рядъ (2) есть непрерывная функщя отъ /,6, 
когда х  есть правильная дробь, и потому Я есть предЪлъ частнаго 
((1 +  х)-а — 1) : /д при />6 =  0.

4 to6f»i найти сумму ряда (3), достаточно представить этотъ пре- 
д'Ьлъ не въ формЪ безконечнаго ряда.

Этого нельзя сделать непосредственно, потому что при =  0 уни
чтожается и числитель и знаменатель дроби ((1 +  х } а — 1) : а 0 /0  не
им^етъ определенна™ значешя. Мы можемъ, однако, найти косвеннымъ 
образомъ и этотъ пред^лъ, воспользовавшись уже найденными выше 
(§ 119) пределами.

В е б е р ъ ,  Энциклоп. элемент, алгебры. 3 6
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Если положить

(1 + * ) " -  1 = j ,  (4)

то у  будетъ возрастать до безконечности, когда [i будетъ приближаться 
къ нулю. Но изъ равенства (4) слЪдуегь:

(1 +  х у  =  i  +  у ;

если мы возьмемъ логариемы обЪихъ частей при любомъ основанш, то 
получимъ:

Изъ равенствъ же (4) и (5) вытекаетъ, что

(1 + у)
log (1 + х )

log
(5)

(1 +  х У  — 1 

По п. 5 § 119-го

_ log (1 +-У) =  log (1 +  х)

.'■Ц' + ' ) 1о4 1 + у)
( 6)

(основаше натуральной системы логариомовъ). СлЪдовательно, согласно 
равенству (6):

Уш  ~  1 =  lo g ( l  +  ^ )  #
/t = 0 М' iog^

Это равенство получитъ наиболее простой видъ, если мы примемъ с 
за основаше системы логариомовъ. Эти логариемы называются н а т у р а л ь 
ными л о гар и  омам и. Для отлич1я ихъ отъ другихъ —  напримЪръ, бриг- 
говыхъ —  логариомовъ, употребляются различный обозначешя: lo g n a t#  
или 1х. Мы зд^сь будемъ пользоваться также весьма употребительнымъ 
обозначешемъ 1пх. Поэтому, если мы теперь положимъ въ основаше 
систему натуральныхъ логариомовъ, то получимъ

Lim ^ . +  ХУ .-----I  =  1П (1 +  х).
? = о fi

Изъ равенства же (3) мы получимъ такимъ образомъ разложение:

In (1 +  х )  =  X X 2  X 9 Х А X 5 (7)
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Мы получимъ нисколько более удобную форму, если зам'Ьнимъ х
на — х :

In (1 -  X) = ( 8 )

и затемъ вычтемъ равенство (8) изъ равенства (7):

1 ± х  
I — X

X е
— X +  -5- +

X 5 уЛ
+  — +  * 5 ^ 7 '

Положивъ

1 ± х
1 — X

=  у  и, следовательно, х  =  , >
У +  1

(9)

найдемъ, что каждому положительному значенш величины у  соответ
ствуем  значен!е х ,  м ен ьш ее  еди ниц ы , а именно: х  есть положительное 
число, когда у  >  1, и отрицательное, когда у  <  1, такъ что при помощи 
ряда (9) можно найти натуральный логаривмъ каждаго положительнаго 

числа.
Изъ равенства (9), при х  =  1/3, получаемъ

In 2
3 . З3 ‘ 5 . З5 ‘ 7 . Зт 1 9 . З9 ‘ 1 1 . З11 1 1 3 . З 13 (10)

-откуда находимъ, что натуральный логариемъ числа 2 равенъ

0,693147

съ точностью до шестого десятичнаго знака. Этотъ способъ довольно 
тяг'остенъ, когда требуется высокая степень точности.

2. Рядъ (7) расходится, когда х  =  — 1, ибо при этомъ значенш х  
•онъ обращается въ

_ (1 + Т  + Т  + Т  + Т  + ' ) '

Напротивъ, при х •= +  !» получаемъ: 1

1 2 +  3 4 +  5

и этотъ рядъ сходится, хотя и не абсолютно (§ 121, 5).

По теореме о непрерывности степенного ряда (§ 122) мы можемъ 
определить сумму этого ряда, положивъ х  =  1 въ сумме In (1 +  х )•

36*
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Такимъ образомъ находимъ:

1п 2 ( П )

Этотъ рядъ сходится еще медленнее, чЪмъ рядъ (10); поэтому, 
если желаютъ получить степень точности въ нисколько десятичныхъ зна- 
ковъ, то требуется взять чрезвычайно большое число членовъ,

§ 133. Ц и к л о м е т р и ч е о п е  р яды .

1. Если въ бином^альномъ ряду положимъ ~ =  ix ,  то получимъ:

rp{jj) =  1 +  г' f i x  -  -  ̂  2 1-  х 2 . f,t (fl — 1) {ft — 2)
1 . 2 . 3 Д'3 +  -

и значеше этой суммы найдется изъ равенствъ (10) и (11) § 130-го, 
если въ нихъ положить #  =  ± *  я ,  при чемъ верхшй знакъ относится 
къ положительнымъ, а нижшй къ отрицательнымъ значешямъ х. Если х  
есть правильная дробь и г =  \х  | , то

и, следовательно,
tgco = х , ( 1)

х <р{[л) =  ( У 1 +  Х2У' (COSf l СО +  t'sin/XG)).

Отделяя вещественную часть отъ мнимой, находимъ:

(V T + Г -Г cos/so) -  1 - ' • f c  1 >*■  + **

(  V l  +  Х*У  sin /и »  =  ц х  — |Ш/'' 1 — — X s +

^ ( ^ — 1 )(^  — 2) (ft — 3)  (/.t — 4) 
^  1 . 2 . 3 . 4 . 5

деля второй изъ этихъ рядовъ на получаемъ:

(лГл , ..,v<sin^ m .. 0 - l ) ( , u - 2 )  , (м -1 )(^ -2 )( ,и -3 )(^ -4 )  л<5
1 - 2 - 3  +  1 . 2 . 3 . 4 . 5

При [I =  0 правая часть преобразуется въ безконечиый рядъ

л ;3 л ;5 л ;7 х9
( 2 )
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сходя щШся при всякомъ значенш х ,  равномъ правильной дроби; сумму 
же этого ряда мы найдемъ, какъ и въ логариомическомъ ряду, разыскавъ 
пред'Ьлъ левой части при =  0.

Но по п. 2 § 127-го, sin а  : а  =  1 при а  =  0, а потому, положивъ
а =  (А(о, имЪемъ:

т . sin и  со ■ sin исо
Lim ---------=  со Lim —-—  =  со,
it — О /-С fi — О /с СО

a  ( V l  +  . т 2 ) / /  делается равнымъ 1; такимъ образомъ находимъ:

(3)

2. Когда задано положительное или отрицательное число х ,  равное 
тангенсу нЪкотораго угла со, то этимъ определяется только остатокъ 
отъ делешя угла на тс. Но уголъ будетъ опредЪленъ в п о л н е , если 
присоединить еще ограничеше, что онъ долженъ заключаться между 
— и Уголъ (выраженный въ дуговой мере), определенный
какъ д у га , т а н г е н с ъ  к о т о р о й  е с ть  х , называютъ a rc u s  ta n g e n s  х  
(правильнее; arcus tangentis х )  и пишутъ сокращенно:

c o  =  arctg#, (4)

равенство (3) даетъ:

, X 3 , Х Ъ X 7  . X 9
arctg*; =  . v -  —  +  — --------- (5)

Такъ какъ формула (5) имеетъ место только въ томъ случае, 
когда х  содержится между — 1 и + 1 ,  то уголъ a rc tg #  лежитъ между 
— и - \ - \ я  (между — 45° и + 4 5 ° ) .

3. Рядъ (5) остается сходящимся, когда х  становится равнымъ 1; 
a rc tg #  принимаетъ тогда значеше ^ я ,  и мы получаемъ такимъ обра
зомъ сумму известнаго ряда Л е й б н и ц а :

(6)

Вследc T B ie  медленной сходимости, этотъ рядъ не пригоденъ, однако, для 
практическаго вычисления числа я .

4. Чтобы получить ряды съ лучшей сходимостью, служащие для 
вычислешя я у берутъ уголъ, который находится въ известномъ отношенш

*) О бъ  открытш  суммы этого ряда Л е й б н и ц е м ъ  ср . C a n t o r ,  „G esch ich te  
der M athem atik“, Bd. Ill, K apitel 86.
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къ числу л  и котораго тангенсъ равенъ известной правильной дроби. 
Если возьмемъ, напримеръ, уголъ, равный (30°, половину угла равно- 
сторонняго треугольника), то его тангенсъ равенъ 1 / У З ,  и изъ равен
ства (5) получаемъ:

= !  _  _ L  + - - L
2 у з  3 . 3  ^ 5 . 3 *

- +
7 . З3 ' 9 . З4

1
ТГГз* (7)

Ниже будутъ найдены рлды, имЬюппе еще лучшую сходимость.

§ 134. Ф у н кщ я arc  tgvc.

1. Если въ ряду (9) § 132-го подставить г х  вместо х 9 то получимъ 
рядъ, который отличается отъ ряда (5) § 133-го только множителемъ i, 
и потому вполне естественно, если мы положимъ

+ 1 , 1 +  г хarc tg x  =  log ■ CD

Это равенство представляетъ собою, прежде всего, только определение 
логариема мнимой величины, но въ силу этого определешя оба ряда 
((9) § 132-го и (5) § 133-го) объединяются въ одномъ законе.

2. Основное свойство логариемовъ сохраняется согласно формуле 
(1), а именно: сумма двухъ логариемовъ равна логариему произведет» 
слагаемыхъ. Въ самомъ д еле , если положить

а  =  arc tg  х , jS =  arc tg y ,  

x =  tg a, у  =  tg 0, 

то имеемъ по формуле сложенia для тангенсовъ:

поэтому

или

t e (а  +  в)  =  =  ± + У  ■
g (  1 - t g a t g / 3  l - x y ’

a  -f- ft =  arc tg *  + У  
1 — x y

arc tg x  -f- arc tgjy =  arc tg X +  V

1 — x y

(2)

(3)

При этомъ следуетъ заметить, что къ левой части необходимо еще 
прибавить л  или отнять отъ нея яг, когда сумма а  +  /? выступаетъ изъ 
интервала — я /2 ,  +  я /2 .
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Изъ равенствъ (1) и (3) получаемъ:

1п 1 + Д *  +  In l + j y  =  1п 1 - x y  +  i Q c + y ) t 
1 — г х  1 — г у  1 — х у  — i ( х  +JV)

при чемъ

1 — х у  +  Ц х + у ) =  (1 +  i x ) (1 +  i y ) '
1 — х у  — i  ( х  + j у) (1 — i x )  (1 — i y )  ’

такъ что законъ логариемовъ сохраняется:

In 1 +  i x
1 — i x

ln L ± J y  = ]n 1 + ix
O’ 1 — гх

l + J J ,
1 — i y

3. Этимъ закономъ можно воспользоваться для преобразования ряда 
для arc tg  х  въ сумму подобныхъ ему рядовъ, которые, имея гораздо 
более высокую степень сходимости, могутъ служить для точнаго вычи- 
слешя Jt.

Если определить две правильныя дроби х  и у  такъ, чтобы онЪ 
удовлетворяли равенству

х + у  : j
1 “  х у (4)

то, принимая во внимаше, что arc tg 1 найдемъ, по равенству (3),
что

“ Г  =  arc tg х  +  arc tgjy,

и съ помощью равенства (5) § 133-го получимъ:

+  у _ £  +  ^  
3 ' 5

Для определешя х  и у  равенству (4) даютъ видъ:

( * +  1) (jV +  1) =  2

и, положивъ х  =  \  i находятъ, что у  =  ^ ; такимъ образомъ получаютъ. 
ряды Э й л ер а , имеюцце лучшую сходимость:

4 “  2 3 23 +  5 25 Y  27 ’

^  3 3 З3 т  5 З 5 7 З7 т
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Если къ обеимъ частямъ равенства (3) прибавить еще третШ уголъ 
arctg^ и вновь применить ту же формулу, то выйдетъ:

х  +  У +  Я —
arctg я; +  arctgjy +  arctg ^ =  arctg Y ^ y ^ x ^ - y  -  ’

если теперь определить правильный дроби х ,  JV» £ такъ, чтобы оне удо
влетворяли равенству

х + у  +  % — x y z  =  1 -  х у  -  — Л>

то получимъ
JC

—  =  arctg д  - f  arctgjv +  arctgz

въ форме трехъ рядовъ, которые иногда еще лучше сходятся. Взявъ, 
напримеръ, х  =  \ , jv =  ^ =  получаемъ:

= a r c t g |  +  a r c t g i + a r c t g £ -  (5)

По этой формуле производилъ вычислеше Д а з е  (Dahse), который 
определилъ число м  съ 200 десятичными знаками.

Еще гораздо раньше (1706) Д ж о н ъ  М аш и н ъ  (John Machin) далъ 
лучшую формулу, которою онъ пользовался для вычисления л; со 100 де
сятичными знаками. Выводъ ея основанъ на следующихъ соображешяхъ.

Если въ равенстве (3) положить jy =  — 1, то при любомъ х  будетъ:

- J  =  arc tg х  -  arc tg -  —  ■ (6)

Если здесь взять для х  значеше, близкое къ 1, то (1 — # ) / ( !  +  я*) бу
детъ малою дробью, и, согласно равенству (5) § 133-го, мы получимъ 
для второго члена правой части хорошо сходящШся рядъ. Для того же, 
чтобы и первый членъ представить въ виде хорошо сходящегося ряда, 
следуетъ положить arctg х  =  п  arctg а , где ft есть произвольное целое 
число. Чемъ больше п , темъ меньше будетъ а  при данномъ значенш х .  
Взявъ п =  4 и положивъ а = /? въ равенстве (2), получимъ:

tg2/? = 2tg<3
1 - t g 2/? ’

tg 4/9 = __2tg2 
1 -  tg22/? (7)

Если же положить a  =  tg/?, лг =  t g 4/9, то изъ формулы (6) получимъ:

л
~4 =  4 arctg а  — arctg

tg 4/9 — 1 
tg  4 /9 +  f  '
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Взявъ произвольное число а  равнымъ -J-, находимъ изъ равенства (7): 
tg2/? =  TV, tg 4 ^  =  х  =  1-20.̂  откуда, наконецъ, слЪдуетъ:

~Т  =  4 arctg 4  arctg (8)

Ясно, что равенство (8) более пригодно для вычислешя, ч^мъ равенство 
(5), такъ какъ рядъ (5) § 133-го быстрее сходится при х  =  -J-, ч^мъ 
при х  =  4-- Недавно Ш е н к с ъ  (Shanks) прим'Ьнилъ формулу (8) для вы
числения л  съ 707 десятичными знаками*).

§ 135. Тригонометричесюе ряды.

1. Приближая въ общихъ выражешяхъ для X , Y  (§ 130, (13)) 
число {х къ нулю, мы получимъ новыя разложешя въ ряды, обладающие 
замечательными особенностями. Принявъ въ соображеше, что, при /х =  0,

№  =  (м -  1) Си -  2) ■.. (Ji -  п +  1) =  ( -  I)”- 1>
IX 1 .2  . . .  11 . п

мы прежде всего найдемъ, что

Lim  ^  со sfxco-----1_ _  ^  CQS^  _  ^ .r 2 C0S 2 #  1 . r 3c o s 3 $  — • • • ,
д = 0 ДО

(1)
Lim Sln^  =  г sin #  — -J- г2 sin 2 $  -(- ^  г3 sin 3 #  — . ■.,
/г = о ДО

если
_________________г sin '17*

e  =  l A  +  2 r c o s 0  +  r * ,  tg a >  =  t  + r c o s ^ ~ ( 2 )

!J:) Знаки г для основания системы натуральныхъ логариемовъ и л  для отно- 
шешя окружности къ д1аметру вошли во всеобщее употреблеше съ техъ поръ, 
какъ Э йлеръ употребилъ ихъ въ сочинены „Variae observationes circa series in- 
finitas", появившемся въ „Запискахъ Петербургской Академщ“ въ 1738 году. Знакъ 
л  былъ уже употребленъ въ 1706 г. В. Д ж онсомъ (Villiam Jones).

Число л  называется Л ю дольф овы мъ числомъ по имени ученаго Ludolph 
vail Ceulen, вычислившаго это число съ 35 десятичными знаками (умеръ въ 1610 г. 
профессоромъ въ Лейдене). Въ церкви Петра въ Лейдене въ 1840 г. была еще 
видна ненаходимая съ тЬхъ поръ надпись, указывавшая это число. Определешя 
этого числа восходятъ до Архимеда. C antor, Bd. II, S. 598 f.

Число Д азе имеется въ журнале Крелля, т. 27 (1844); число Ш енкса 
указано в ъ  „Proceedings of the Royal Society in London", t . 21, съ поправкою въ 
т. 22 (1873).

Объ исторш числа л  см. т. II, кн, I, стр. 313 и сл. этой книги.
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Но изъ равенства

сл-Ъдуетъ, что

- и с о \ 2
cos/xco = 1 — 2 I sin - g - 1

(3)e ^ c o s f u o -  1 =  Г - _ 1  _  2 ,  £!!> sin , w
^  ,U fl

А такъ какъ уже раньше было доказано, что

т . sin.ua> т . 1 ,Lim — 1—  =  со, u r n --------- =  In о,
jli = о fc  /t = o jU

то второй членъ въ правой части равенства (3) исчезаетъ, и мы полу- 
чаемъ изъ равенства (1):

l n ] / l + 2 r c o s t f + r '2 =  г cos'#—-£r’2co s2 # -|--£ r3c o s 3 #  — -]-r4c o s 4 # +  • • •,

a rc tg - ~ S*n -  =  r s in #  — 4-r2sin2^- + 4 - r3sin3 ^  — 4 r 4 sin 4 #  +  • •
& l + r c o s #  2

(4>

2. Отсюда получаются интересные результаты при переходе къ гра
нице сходимости, т. е. когда г — 1. Что ряды, находяицеся въ правыхъ 
частяхъ равенствъ (4), еще сходятся при г =  1, вытекаетъ изъ одной 
общей теоремы, доказательство которой мы здесь приведемъ.

П у с т ь  сх , С2у Сг , . . .  б у д у т ъ  п о л о ж и т ел ь н ы й  чи сла, у д о в л е 
т в о р яю щ ая  услов^ям ъ

сх >  Со >  сг >  с4 >  • • •, L im  Сп =  0 (5)
п = сс

и с о с та в л я ю и и я , п о э то м у , р я д ъ  у б ы в а ю щ и х ъ  ч и с е л ъ , к о т о р ы я  
с т а н о в я т с я  м ен ьш е в ся к о й  гр ан и ц ы . П у с т ь , д а л е е ,

XI1, Щ j Ы з j . . .

б у д е т ъ  р я д ъ  п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  или о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  та
к о г о  р о д а , ч то  съ  б езгр а н и ч н ы м ъ  в о зр а с т а н 1 е м ъ  п  сум м а

Un =  щ  +  ххг +  щ  +  • • • +  xin (6)

по а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  о с т а е т с я  м ен ьш е н е к о т о р о й  к о н е ч н о й  
г р а н и ц ы  g ,  при  ч ем ъ  н 'ктъ  н а д о б н о с т и , ч то б ы  э т а  сум м а при
б л и ж а л а с ь  к ъ  о п р е д е л е н н о м у  п р е д е л у .

П ри  э т и х ъ  п р е д п о л о ж е н 1 я х ъ  сум м а

Sn Ct Ux —j-  CqXIq — CnUn

с х о д и тс я , т. e. Lim 5» =  5  и м е е т ъ  о п р е д е л е н н о е  зн а ч е ш е .

(7)
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Для доказательства этой теоремы мы, согласно равенству (6)j по- 
лагаемъ:

— U i ,

Z/o =  U  2 ^ 1 >

- и 2,

it и “  Uu и » —1

и получаемъ отсюда:

Sn =  сх U t +  c2(U 2 —  J7t ) - f  C ,(U , —  U2) +  • • • +  CniUn — U n -1)

=  U t {cx —  c2)  +  U 2(c2 — £3) +  • ■ • +  U n~i{cn—i —  Cn) +  U и cn •

Безконечный рядъ

(C\ — £2 ) +  fo  ~  сг) +  ( £ 3  “  £4 ) +  ' ' '  =  C\
состоитъ изъ однихъ только положительныхъ членовъ и сходится; такъ 
какъ при этомъ абсолютныя величины всЪхъ чиселъ U i , U 2 , £ /3 , . . .  
меньше g } то и рядъ

U\ (Cj —  с2) +  U 2(c2 — съ) +  U d ( г 3 —  с4) +

сходится (по п. 6 § 120-го), но въ такомъ случай и сумма S H сходится,, 
ибо произведете U n Cn приближается къ нулю.

Взявъ въ этой теоремЪ для ряда и х> U2 , z/3, И4, . . .  числа + U  
— 1, + 1 ,  — 1, . . мы получимъ отсюда теорему п. 3 § 121-го.

3. Чтобы применить эту теорему къ рядамъ (4), положимъ

ч^мъ требовашя (5) будутъ удовлетворены, и останется только показать,, 
что суммы

Un =  cos'd1 —  c o s 2 $  +  c o s 3 ^  —  . • • +  c o s n d ,

V n =  sin #  — s in 2 #  +  sin 3 #  — • • • +  sin я -#

остаются ниже некоторой конечной границы. Это легко выводится изт> 
тригонометрическихъ формулъ:

2 cos cos n'd =  cos (n — -£-) ^  +  cos (n  +  i )

2 cos {-'d sin rift — sin (n  — +  sin (n  +  £ ) # .
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Применяя эти формулы къ отдЪльнымъ членамъ суммъ Un и V H Мь, 
получимъ:

Мы должны теперь исключить тотъ случай, когда cos-^-# =  0, т. е. 
когда #  =  +  л .  За этимъ исключешемъ вышеприведенныя формулы по- 
казываютъ, что величины [/« и V n никогда не переходить определен
ной границы, такъ какъ при неограниченно возрастающемъ п  величины 
sin (п  +  -£) #  и cos (п  +  4-) хотя и безпрестанно колеблются, но все же 
остаются положительными или отрицательными правильными дробями.

Въ случае #  =  +  л ,  который мы исключили, все члены ряда [/„ 
становятся равными — 1, и Un делается равнымъ отрицательной безко- 
нечности. Члены же ряда V n делаются равными нулю, а, следовательно, 
и самый рядъ V n равенъ нулю.

4. Установивъ такимъ образомъ сходимость рядовъ (4), мы можемъ, 
по § 122, найти значешя ихъ суммъ при г =  1, приближая въ левыхъ 
частяхъ г  къ 1. При этомъ получаемы

2 U„ cos 'д' =  +  cos — ( cos +  cos - 5 .# ^  +  • ••

1  *  
"  2

Въ этихъ равенствахъ — я; <  #  <  +  яг и, следовательно, cos —  есть 

положительное число, a содержится между и
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Такимъ образомъ мы изъ равенствъ (4) получаемъ разложежя:

In ( 2 cos-2-) = cos'd*-----cos 2 #  -f- - i  cos 3 $ --------cos 4 #
^  u  4

1 1 1
—  =  s in ' d -----— sin 2 #  +  —  sin 3 # -----— sin 4 #  +  • • • •

"  z  и  4

(8)

Въ случай 1?' =  л ,  который мы исключили, первый изъ этихъ ря- 
довъ перестаетъ быть сходящимся и вместе съ тЪмъ правая часть ста
новится безконечной. Второй рядъ еще сохраняетъ сходимость, но сумма 
его равна нулю, а не ^  п .

5. Положивъ во второмъ изъ равенствъ (8) #  =  х  и #  — л  — х у 
мы получимъ два равенства:

—  х  =  sin л*-----]- sin 2 х  +  sin Ъх  — — sin 4л* +
z  z  о  4

_ дг 1 I I
— 2—  =  sin x  +  —  sin2Ar +  - - s in 3 .r  +  - - s in 4 .r  +

изъ коихъ первое имЪетъ место въ интервале

— Л  <  X  <  +  л .

а второе — въ интервале

(9)

(10)

0 <  х  <  2 л  у

Такимъ образомъ, оба равенства сохраняются въ общей области

0 <  х  <  л .  ( И )

Складывая эти равенства, получимъ для этого интервала

=  sin# -5" sin Зх  +  —-sin 5л* +  —  sin l x  +  • • •» (12)
4 о о /

и здесь мы приходимъ къ тому замечательному результату, что рядъ, 
который находится въ правой части и члены котораго суть непрерывный 
функши отъ Ху им^етъ сумму, не з а в и с я щ у ю  о т ъ  х .

6. О природе этихъ рядовъ можно себе составить наглядное гео
метрическое представлеше.

Положимъ

/  (д:) =  sinx---- i-sin 2 х  +  —-sin Ъх  — —sin 4л* +  ♦ • •,
z  О 4

1 1 1
<р (х ) =  sinx  +  —  sin Ъ х  4- sin Ъх  +  -■=- sin l x  4- • . .»

о о /

(13)
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Такъ какъ ряды въ правыхъ частяхъ этихъ равенствъ сходятся не только 
въ интервалахъ (10) и (11), но при всЬхъ значешяхъ х ,  то равенствами
(13) определяются две функщи отъ х ,  значения которыхъ въ интервале 
(11) определяются формулами (9) и (12).

Но при всякомъ целомъ 11

sin ( — п х )  — — sin п х , sin п ( х  +  2 я )  =  sin п х ,  

и, следовательно, функщи f ( x ) ,  (р(х) удовлетворяютъ услов1ямъ 

/ ( -  х )  =  —/ ( * ) ,  g > (-  х) =  -  ср{х),

f ( x  +  2 jv) =  f [ x ) ,  (p{x +  2 яг) =  <p{x).

У

У '

А Г - У О J T 2 j T

Фиг. 29.

Сверхъ того,

/ ( 0 )  =  0 , д?(0 ) =  0 , / ( я г )  =  0, <р(яг) =  0

и

/ ( * )  =  4 "  Р  (*) =  ’ 0 <  *  <

Такимъ образомъ, функщи / ( # )  и др(#) определены при всехъ 
значешяхъ х .

Если станемъ наносить значешя х , какъ абсциссы, а значешя 

= / ( * )  или у  =  д) (,х ),
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какъ соответствуюиия ординаты, то мы получимъ, какъ и въ § 102, 
графическая представления этихъ функщй, который даны для функщи f (#) 
«а фиг. 28, а для функщи <р (#) на фиг. 29.

Ясно, что / ( # )  и <р{х) суть р азр ы в н ы й  функции, хотя члены 
рядовъ, которыми OHt определены, суть н еп р ер ы вн ы й  ф у н к иди.

Ясное представлеше о происхождеши такихъ разрывовъ дается фи
гурой 30, въ четырехъ частяхъ которой сплошными лишями представлены 
кривыя, выражаемый уравнениями

у  = sin#, у  = sin# + ~  sin 3#, у  = sin# + ~  sin 3#  + sin 5#, 

у  =  sin# +  -^-sin Зх +  -^-sin 5#  +  -^-sin 7#;

пунктирными же кривыми представлены отдельные члены этихъ суммъ. '
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B e t эти кривыя проходить черезъ точки 0, ±  лг, ± 2 л г , каждая
изъ нихъ въ этихъ точкахъ поднимается круче, 4tMb предшествующая, 
и, волнообразно изгибаясь, весьма зам%тно приближается къ образцу, 
представленному на фиг. 29 *).

Эти ряды суть частные случаи разложешй, и зв^тн ы х ъ  подъ име- 
немъ р я д о в ъ  Ф у р ь е  и HMtiouwxb частое п р и м н е т е  въ математической 
физик%.

*) Фигуры этого рода изготовлены подъ руководствомъ Ф. Клейна (F. Klein) 
въ большомъ MaciUTa6t и разнообразныхъ видахъ. Фигура 30 заимствована изъ 
сочинешя W. Е. B yerly  „Ап elementary treatise on Fouriers series" (Boston 1893) 
и находится также въ сочиненш R. F ricke  „Analytisch-funktionentheoretische Vor- 
lesungen"  ̂Leipzig 1900).



ГЛАВА XXVI.

Безконечныя произведешя.

§ 136. Сходимость безконечнаго произведешя.

1. НЪкоторыя функщи, особенно тригонометричесюя, можно пред
ставлять не только въ вид% безконечныхъ рядовъ, но также въ формЪ 
б е з к о н е ч н ы х ъ  п р о и з в е д е н ^ .  Вопросъ о сходимости такихъ произве- 
дешй можно привести къ вопросу о сходимости безконечнаго ряда, ибо, 
взявъ логариемъ такого произведешя, мы получимъ безконечный рядъ, 
члены котораго' суть логариемы множителей. Если рядъ этихъ логарие- 
мовъ сходится, то сходится также и безконечное произведете. Но если 
сумма логариемовъ стремится къ отрицательной безконечности, то произ
ведете также сходится и именно — имЪетъ предЪломъ нуль. Мы изслЪ- 
дуемъ поэтому самыя произведешя и рЪшимъ вопросъ: могутъ ли они 
стремиться къ конечному пределу, отличному отъ нуля? Мы предпосы- 
лаемъ вспомогательную теорему.

2. Л ем м а. Если qu  q2) qd1 . . qn есть рядъ положительныхъ пра- 
вильныхъ дробей и

Qn = 0  -  ?i) О -  q%) • • • (i 7  qj>
ТО

1 >  <2„ >  1 — Uh +  lh  "f------+  £,)• С1)

Что Q n <  1, слЪдуетъ прямо изъ того, что всЪ множители 1 — qi7 
1 — q2 , . . .  суть положительный правильный дроби. При п  =  2 произве
д ет е  Q 2 будетъ, очевидно, больше, ч^мъ 1 — qt — q2, Такимъ обра- 
зомъ, при п  =  2 неравенство (1) вЪрно. Мы считаемъ его поэтому дока- 
заннымъ для нЪкотораго п  и составляемъ

Qn+i =  Ш 1 — 9»4-i) >  1 — (?i +  q% +  ?з +  • ■ • +  q,!+1) +
+  (7i q„+1 +  q% qn+i +  • • • +  ?. ?„+1 .

В е б е р ъ ,  Эндиклоп. элемент, алгебры. 37
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Ho +  ЦгЧп+л +  •** +  еСТЬ положительное число, а потому

а +1 >  1 -  (<?1 +  q-i -f—  +  <?и+1).

чЪмъ справедливость неравенства (1) доказана вообще.

3. Пусть положительный правильный дроби qx, <у2, <у3, ^4, . . .  обра- 
зуютъ безконечный рядъ, сумма котораго

<]\ +  Ь  +  Lh  +  ' *' +  (2)

сходится и при безконечномъ возрастали п им^етъ определенный пре- 
делъ g , который мы сперва будемъ считать п р а в и л ь н о й  д р о б ь ю ; какъ 
бы велико ни было п , число О п будетъ, согласно лемме, больше, чЪмъ 
1 g • Съ другой стороны, значешя Q n съ возрасташемъ п постоянно 
у б ы в а ю т ъ , такъ какъ 1 — qn^ x есть правильная дробь, и потому

Ц,-ы = ЙД1 -  q„+i) <  Qn-

Числа Q n имеютъ поэтому определенную нижнюю границу Q  и при 
любомъ п  будетъ

Qn >  Q> Qn = Q.
n =  00

Въ этомъ случае Q n называется б е з к о н е ч н ы м ъ  с х о д я щ и м с я  
п р о и з в е л  е ш е м ъ , при чемъ, подобно тому, какъ это делается въ ря- 
дахъ, пишутъ:

Q  =  Q - q t ) Q - q t ) ( l - q a) . . .  (3)

4. Разсматривая произведете

Р » = Q  +  Ь )  С1 +  q d  . . .  (1 +  qn) >  1,

при гЬхъ же предположениях!, относительно величинъ q u  q.,, q3 
получимъ путемъ умножешя

PnQn =  С1 -  9i) (! -  ql) . . .  (1 -  <  1.

Следовательно,

i < р  < Л /  1

"

и числа Р„ им'Ьютъ поэтому в ер х н ю ю  гр а н и ц у  Р:

L i m  р „  =  р

Сообразно съ этимъ,

P = (1 +  ft)(l + q a) . . .
е с т ь  с х о д я щ е е с я  б е з к о н е ч н о е

п р о и з в е д е т е .

мы

(4)
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Предположение, что предЪлъ суммы (2) меньше 1, можно уже опу
стить. Въ самомъ дЪл'Ь, если сумма (2) сходится, то можно выбрать 
индексъ v  настолько большимъ, чтобы сумма

& + 1  +  Q v+ 2 +  9 ,+ 3 "1--------

579

была правильной дробью. Тогда, согласно доказанному выше, будутъ 
сходиться оба произведешя

tfi+l) С1i*+-s) ^  9г+з) * * *>

(! +  ?,+1) О +  ?1+2) 0  +  ?„+з) • -

отъ которыхъ Р  и Q  отличаются только ко н ечн ы м и  множителями 

(1 —• qt ) (1 — q9) . . .  (1 -  q X  

(! +  ?i) (1 +  fa) • • • (1 +  </.„)•

Въ виду этого имЪетъ место теорема:

Е сли  qi3 q2y qz , . . .  су т ь  п р о и зв о л ь н ы я  п о л о ж и т ел ь н ы я  или  
о т р и ц а т е л ь н ы й  ч и сла и если  р я д ъ  (2) сх о д и тся  а б с о л ю т н о , то  
б е з к о н е ч н о е  п р о и зв е д е н 1 е  Q  с х о д и тс я  и о б р а щ а е т с я  въ  н у л ь  
т о л ь к о  въ  т о м ъ  с л у ч а й , если  к а к о е -л и б о  и зъ  ч и сел ъ  q р ав н о  1.

Въ самомъ д'Ьл'Ь, соединивъ въ одну группу множители съ поло
жительными q и въ другую группу множители съ отрицательными q, мы 
получимъ одно произведете вида (3) и другое произведете вида (4), 
изъ коихъ каждое сходится въ отдельности,

5. Для произведешя Q  легко вывести тотъ же обш дй признакъ 
сходимости, какой въ п. 3 § 120-го былъ установленъ для безконечныхъ 
рядовъ, а именно:

Е сли  о б о з н а ч и м ъ  ч е р е з ъ  R n>m п р о и з в е д е т е

=  9n+l) — ?я-Н2) * * * 0  “  Яп+ю)*

то  п р о и з в е д е т е  Q  б у д е т ъ  с х о д и ть ся , к о г д а  п р о и з в е д е т е  
м о ж етъ  стать  ск о л ь  у г о д н о  б л н зк и м ъ  къ  е д и н и ц е , к а к ъ  т о л ь к о  
к аж д о е  и зъ  д в у х ъ  ч и с е л ъ  п  и п - \ - ш  с тан е тъ  б о л ь ш е  н е к о т о р а г о  
д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о г о  ч и сл а  N .

Доказательство легко получить изъ § 120-го, опираясь на то, что 
логариемъ абсолютной величины произведешя Q  равенъ сумме логарие- 
мовъ абсолютныхъ величинъ отдельныхъ множителей.

37*
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§ 137. Преобразование синуса въ безконечное произведете.

1. Применяя Ньютоновъ биномъ къ формуле М у ав р а  

cos пу +  i  sin п у  =  (cos jy +  i  sin^y)” 

при ц ^ л о м ъ  и п о л о ж и т е л ь н о м ъ  /г, находимъ:

(cosjy i  sinjy)” =  cos"jy -f- i B ^ c o s n~ ly  sinjy — cosll~ 2y  sin2у

— z’jB ^ cos"- sin8jy +  • - •,
откуда

cos n y  =  cos^jy — B ^ c o s lt~ 2y  sin2y  +  B ^ c o s " —̂  sin4jy — . • •,

S ir }Jty _ _  g{n)cosn—ly  — _B^cosH_3y sin2у  4- $(")cos"~5y sin4y — • • 
S \ n y  1 s  ■ 6 -y ■ S  s  s

Если положимъ для краткости

О )

% =  sin2jy, 1 — ? =  cos2jy

и допустимъ, что w =  2m  +  l  есть н е ч е т н о е  чи сл о , то cos”" 1̂ ,  cosM-3jyr 
cosп~ъу ,  . . .  будутъ целыми функшями отъ ^ степеней т , т — 1, т — 2, 
и второе изъ равенствъ (1) дастъ намъ:

sin п у  
sin у

где  F  С() означаетъ целую функщю отъ £ степени т.

Если же мы знаемъ корни ^t , ^2, . . функщи F(%)> то, со
гласно п. 9 § бб-го, можно положить

sin п у  , w  ч , ч
=  *о(й  -  O f o  -  О  ■ • • (*,„ -  *).

где  а0 не зависитъ отъ Для опред'Ьлешя числа а0 положимъ у  =  0 : 
тогда £ =  0, и, согласно равенству (1), sin njy : sinjp =  и ; следовательно,

’ \т п ;

поэтому

sin п у  =  п  sinjy Н ) Н ) - М - (2)

Но если у  отлично отъ нуля, то sin п у  обращается въ нуль въ- 
томъ и только въ томъ случае, когда п у  есть кратное числа следо-
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еательно, в с е  корни функщи F (%) и м е ю т ъ  видъ

(3)

где h есть целое число 1) ; но h — О не даетъ намъ корня функщи F(%), 
ибо F (0 )  =  п\ сверхъ того,

lh — '(—А» \h — Kn—h* \h —

и мы получимъ, поэтому, все различный значения , положивъ въ ра- 
венств% (3) h =  1, 2, 3, . . т.

2. Положивъ п у  — л;, мы найдемъ изъ равенства (2):

sinх  =  п  sin (4)

где

(sin-f)' ь - И )
Если дадимъ х  определенное значете и станемъ увеличивать п  до 

безконечности, то по п. 2 § 127-го получимъ: »

X 2 ОС̂
Lim и sin —  =  х  2), Lim -  - =  Т « *

11 ' i h я* л*

Число множителей въ произведен^ (4) возрастаетъ при этомъ до 
безконечности, и мы получаемъ:

sin#

х) Въ самомъ деле, левая часть равенства

— 7  =  F W = F (sm ^)

обращается въ нуль при п у  =  Ь щ  т. е. при у  =  следовательно, и правая часть

обращается въ нуль при техъ же значешяхъ у .

. х sin —X 11
2) Ибо «sin — =  х  ----------7 п X

11
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Такимъ образомъ, s in #  выражается безконечнымъ произведешемъ, 
которое несомненно сходится. Въ самомъ д еле , если положить

Ь'г л 2

то

ч г ч  -  V  JL 
/  \ л 2 2 L i  № ’

h ^
и рядъ ^   ̂ -j^ сходится по п. 3 § 117-го, а потому произведете

сходится по п. 4 § 136-го.

3. Однако же правильность формулы (5) этимъ еще не доказана, ибо 
въ дальнейшихъ множителяхъ произведешя (4) число I) въ выраженш

sin —  становится безконечнымъ вместе съ п, а потому нельзя безъ
п

дальнейшихъ оговорокъ заменять въ этихъ множителяхъ синусъ дугою. 
Чтобы пополнить доказательство, мы полагаемъ:

1 ----------—___ ^ { 1 ______ £ !____
( * + l ) * W  V (k +  2)*ri>

при чемъ, въ виду сходимости произведешя 0(х),  произведете Rk(x) 
становится сколь угодно близкимъ къ единице, когда числа к  и т  д е 
лаются достаточно большими.

Пусть теперь будетъ

:)■
Если мы дадимъ сначала к определенное значеше и станемъ увеличивать 
п  до безконечности, а загЬмъ станемъ также увеличивать к до безко-
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нечности, то получимъ

Lim Он = Q v Lim Qk = Q*n =  oo ft ~  со

4. Но, согласно соотношенш (1) § 127-го,

sin a  <  a,

(6)

и легко можно показать, что

sin a  >  -1- a,

когда a  содержится между 0 и то/2. Въ самомъ д'Ьл'Ь, согласно равенству 
(11) § 127-го,

sin a _ Л _ т) +a V 5! V 6 . 7 )  т

при a  <  \ л будетъ:

1 - I » 1 V

1
а 2

> 0 ,  1
а 2 „

“  бТ7 ” 8 . 9  "

а потому sin а  > 4  а. Сообразно съ этимъ, при имЪемъ 3):

. х  . х  . /;л г Ь л  
sin —  < — , s i n — >  — ; 

11 п и  2 ii

следовательно,

sin X
11 ^  2 х .

поэтому,

. Ь л  Ь л
s in ----

11

Такимъ образомъ,

\  /  4 д 2 \  /  F 4 я 2 \
1 ~ ( F + 1)'2я 2) \ 1 (к + 2 )*1п?) (* {\тгя2)

такъ что
1 >  R 'J x )  >  R J 2 х ) . (7)

, Ьл
3) Полагая во второмъ неравенств^ а =  —
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Отсюда вытекаетъ, что выражеше R k ( x )  будетъ сколь угодно близко къ 
единице, если взять числа к  и п достаточно большими, а изъ точнаго 
равенства (4):

sin#  =  п sin Q'k(x) R h: (#) ‘

и изъ соотношешй (6) и (7) сл^дуетъ, что Q k(x) можно сделать 
сколь угодно близкимъ къ sin#  : х,  взявъ числа к и и достаточно боль
шими. Но при достаточно большомъ к выражеше Q k(x) становится сколь 
угодно близкимъ къ Q  (#), а отсюда сл4>дуетъ, что

s,nA' =  o w ,X ^

чемъ равенство (5) и доказано.

5. Положивъ въ равенстве (5) х  =  \ л  и, следовательно, s in #  =  l ,  
мы получимъ число л  въ виде произведешя безконечнаго ряда чиселъ. 
Прежде всего находимъ:

Л 1 ’llfi П / \  Л
1 16/ \V Зб]

Въ правой части все множители, за исключешемъ множителя л /2 ,  имеютъ 
форму

4 я,2
2 п  —  1 2 п +  I 

2 п 2 ц 1

и если мы о б е  части помножимъ на выражеше, обратное п рои зведена 
всехъ множителей этого вида, то получимъ:

л  2 2 4 4 6 6 2 п  2 п
2" Т  ’ ~3 * ~Ъ ’ 5 "  б- ’ У  * "  ~2п -  Г  2 п  +  1 ’

что можно представить и такъ:

л  _у 22 . 42 . 62 . . .  (2п)2 1
2 (2 п  -  l ) 2 2 n +  1* W

а такъ какъ дробь 2 п : (2 h - \ -  1) имеетъ пределъ 1, то будетъ также:

т  =  Lim£ 11 — г/ч

2 2 .4 2 .6 2 . . . ( 2 ? г - 2 ) % я 
3* .5а .7 г . . .  (2я -  1)*
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Это выражеше известно подъ именемъ В ал л и со ва  ч и сл а* ).
ДЪля обЪ части равенства (8) на извлекая корень и принимая 

во внимаше, что при безконечномъ п можно заменить че
рез ь п , мы получаемъ:

2 . 4 . 6  . . .  2 п  1 =
п =  оо 3 . 5 . 7  . . .  ( 2  п  1)  | f  t i тс

или же, помножая числителя и знаменателя дроби на

нахоцимъ:

2 . 4 . 6  . . .  2 п  =  2” . и !,

Lim
п — со

(я!)* 2»м
( 2 / г ) ! у г / г я

(9 )

§ 138. Безконечное произведете для косинуса.

1. Въ формул^ (5) функщя sin х  разложена ближайшимъ обра- 
зомъ не на линейные, а на квадратные множители, которые, по формул^ 
1 — а 2 =  (1 — а )(1  +  а), немедленно разлагаются на линейные множи
тели, и тогда функщя sin я*, подобно цфлой р ац и он альн ой  ф у н к ц !и , 
разложена на линейные множители, изъ коихъ тотчасъ усматриваются 
ея „корни", т. е. тЪ значешя х ,  для которыхъ s in лг исчезаетъ. Различ1е 
состоитъ только въ томъ, что число множителей безконечно.

Такимъ образомъ, s in #  представляется, какъ предЪлъ произведешя

‘ M H ' - s b - O - s ) *

(1+̂ ‘)(1 + ̂ )"'(1+is )
для безгранично возрастающаго п.

Оба произведешя

0 - г )  0 -я ) - ■ { ' - £ )

(1 + ̂ ) (1 + Й;)'"(1 + то)
#) John  W allis (1616—1703), сперва теологь, а съ 1649 г. профессоръ мате

матики въ Оксфорд^. Формула
4 3 . 3 . 5 . 5 . 7 . 7 . . .
п  2 . 4 . 4 . 6 . 6 . 8 . . .

имЪется въ книгЬ „Arithmetica Infinitorum“, напечатанной въ 1655 г.
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не сходятся каждое въ отдельности, т ак ъ  к а к ъ  р я д ъ

1 1 1  1
1 +  Т  +  Т  +  Т  +  - -  - +  1 Г

согласно § 117, не сходится. Сходимость же обусловливается именно 
указанной выше св я зью  этихъ произведены.

2. Пользуясь формулой

. (  я  \
C O S X  =  s i n  I —  -  X  I ,

м ож н о  вы вести  п о д о б н о е  ж е р азл о ж еш е для cos л*.
Е сли въ  п р о и зв ед ен ы  (1 ) зам ен и м ъ  х  на \ л  —  х ,  т о  п олуч и м ъ :

или
( т

£  _3 
2 ' 4

/  2 и  — 1
2 л / \  2;г

х  \ / 2 и  +  1
2 л )  ‘ ' \  2 и

X

2?г — 1 2 п  +  1
2 » 2 д

2

ягс,

X (2)

Множитель

£  _3 _5 
2 * 4 * 4

2 п  — 1 2 ;г  +  1
2и 2п

им^етъ, согласно п. 5 § 137-го, пред^лъ 1. Остальные множители выра- 
жешя (2) можно соединить следующимъ образомъ:

f  1 -  ( i  -  4xi )  . ( \ -  —  4i i  )  ( i ______?-х— ) .
V W \  9 л 2/  \  (2и-1)*я»Д  (2я+1)л/

Если мы здесь станемъ увеличивать п до безконечности, то последнШ
2 дт

будетъ приближаться къ пределу 1, и мы по-множитель 1 —
(2 п  +  1 ) л

л у ч и м ъ  таки м ъ  о б р а зо м ъ  б езко н еч н о е  произведение для косин уса:

cos х =  ( i - 4— U iV я ‘ А  9 я * Д  25 я :2 /
(3)
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откуда опять непосредственно усматриваются корни функцш cos .г, а
(2 п — 1 )яг

именно: х  =  — —^-------

Можно было бы получить это произведете и такимъ путемъ, ка- 
кимъ было найдено произведете для sin* .

§ 139. Бернулл1евы числа.

1. Если мы станемъ сравнивать другъ съ другомъ оба разложешя 
s in *  въ безконечный рядъ и въ безконечное произведете и доведемъ 
аналопю между целой ращональной функщей и функшей s in *  до того, 
что станемъ вычислять суммы одинаковыхъ степеней корней последней, 
то получимъ весьма замечательные результаты.

Раскрывъ скобки въ пpoизвeдeнiи

получимъ:

где
Q„ =  1 +  а х х 2 +  а2х 4 +  • • - +  а„х2п,

“ Дц +  #2> — +  #4» * * *» (“  1)ИЯн

суть о сн о в н ы я  с и м м етр и ч есю я  ф у н к щ и  отъ величинъ

J_  J _  _ 1 _  1__
я 1 ’ 4л;2 ’ 9 jt2 ’ ’ п2то1>

т. е. суммы ихъ произведенШ по два, по три и т. д. 
Если же положить

то

9*» =  J _  _1_ __1- J _ +  . . .  +  —т
° h  y&h ' 22 h ' 32/l ' ‘ nlh

H - ' i s p ...........Я?' л

( 1)

(2)

будутъ сум м ам и о д и н а к о в ы х ъ  с т е п е н е й  величинъ (2), при чемъ 
согласно равенствамъ (6) § 71-го, имеютъ место следуюпця соотношешя

S xl) +  л 2ах =  О,

S!jM) +  +  2 п*а2 =  О,

S W  + n 2axs w  +  +  З л 6дв =  0>
(3)
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2. Если теперь увеличивать п до безконечности, то 0„  перейдетъ 
въ выражеше sin#  : х ,  для котораго мы, согласно равенству (11) § 127-го 
имЪемъ следующее разложеше въ рядъ:

-  1 3 ! + 5!
X4 х 6 

~ 7! +

а потому

U m a t =  — — ,

U m a 2 =  (4)

Lim аг =

Съ другой стороны, суммы преобразуются въ безконечные ряды

' 5  = M  +  JL  +  1  +  J _  +  . . . ,
12 * 22 ' З2 ' 4 2

•5» =  Y? +  -2Г + -з *  +  4Т ------

с = 1  +  1  +  - 1  +  А - 4 - . .  ->з 16 "Г 2е ~  3е ^  4е '

(5 )

которые, какъ мы видели въ п. 3 § 117-го, все сходятся и имЪютъ 
поэтому определенныя числовыя значешя. Эти послЪдшя можно опреде
лить, увеличивая п  до безконечности также въ равенствахъ (3). При 
этомъ, согласно соотношешямъ (4) и (5), получаемъ:

от
^ - з Т  =  °>

с  _  ^  +  * *  =  о
^  3! +  5!

5 , -
л;25 2 , я 4 5ц 
” зТ +  ~бГ

3 ^
7! =  0,

(6)
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откуда можно последовательно определять суммы Si f  S2, S8, . . .  Мы 
получимъ, напримеръ:

5 , =
Л*

5 , =
Я'
90 *'

я^
945

(7)

Мы определимъ теперь систему чиселъ Б „ , называемыхъ б ер н у л - 
Л1евыми числами, равенствомъ

_  2 . ( 2 и)!
(2 я)~и (8)

такъ что въ простейшихъ случаяхъ получимъ:

В ' - Т -  В ’ =  Г0- В ’ - Г 2 -

Какъ видимъ, В и  В 2, Д*, . . .  суть р а ш о н а л ь н ы я  числа; они 
сначала убываютъ съ возрасташемъ индекса, но затемъ чрезвычайно 
быстро возрастаютъ до безконечностй. Таблица этнхъ чиселъ до числа 
Б62 была вычислена А д ам сом ъ  (Adams) (Журналъ ^Крелля, т. 85, 1878). 
Приведемъ для примера первыя 7 изъ этихъ чиселъ:

1 1 1 1 5 691 7
~ б ’ 3 0 ’ 4 2 ’ 3 0 ’ 66* , 2730 ’ 6 . ’

Число Б б2 имеетъ знаменатель, равный 30, и числитель, содержаний 
110 цифръ *). * I.

*) Эти числа встречаются впервые въ посмертномъ сочиненш Якова Бер
нулли „Ars conjectandi4, которое было издано племянникомъ автора Николаемъ-
I. Бернулли въ 1713 г. (НемецкШ переводъ съ примечашами Haussner’a изданъ 
въ „Ostwald's Klassiker", Heft 107, 108, S. 99 первой части).

А рхимедъ хотелъ вычислить число песчинокъ, помещающихся въ шаре,, 
котораго рад^усъ равенъ рад!усу вселенной. Если вместо песчинокъ мы возьмемъ 
тельца, каковы, напримеръ, по новейшимъ воззрешямъ, электроны, число кото- 
рыхъ въ одномъ кубическомъ миллиметре равно 1C31, а за вселенную примемъ 
шаръ, рад1‘усъ котораго равенъ удаленш Cnpiyca, т. е. 1015 километрамъ, то ко
личество этихъ телецъ выразится числомъ, содержащимъ всего 95 знаковъ. Мы 
должны были бы умножить еще это число на сто биллюновъ, чтобы получить число- 
одного порядка съ 62-мъ бернулл1евымъ числомъ.
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3. Съ бернулл1евыми числами приходится встречаться при обрат- 
номъ разложенш безконечныхъ произведен^ въ безконечные ряды. Мы 
приведемъ примЪръ такого разложешя. Взявъ натуральные логариемы 
обЪихъ частей равенства (3) § 138-го, мы получаемъ:

590

lncos, = 2 lnM ^ ) ) ’
где v  принимаетъ значешя, равныя членамъ ряда п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  не- 
ч е т н ы х ъ  ч и сел ъ . При х  <  \  от все логариемы въ правой части можно 
разложить въ степенные ряды, при чемъ, согласно равенству (8) § 132-го, 
находимъ:

■- ( £ ) ’)
где п  проб%гаетъ рядъ натуральныхъ чиселъ. Взявъ сумму всЪхъ этихъ 
выражешй и соединивъ въ одинъ все те члены, которые помножаются 
на одну и ту же степень числа х , найдемъ:

Но если мы изъ всего ряда натуральныхъ чиселъ ш  выделимъ рядъ чет- 
ныхъ чиселъ 2 т, то останется рядъ нечетныхъ чиселъ v. Поэтому

v пг т

V — = V — - V - —/  \ v'-n ,  1 щ 2п /  1 (2 т )ги

или, согласно обозначешямъ (5) и (8),

такъ что

22и— 1 с _  (22п — D 
22п 2 . ( 2  п)\

— In COS X  =
(2 х )2п 22’1 -  1 

2 п  (2 л)! В, (9)

Какъ уже было замечено, этогь рядъ сходится, пока х  <  £  я .  
Можно получить еще много такихъ рядовъ и къ нимъ принадлежать 
ряды, въ которые разлагаются тригонометричесюя функщи tg # , cotg#, 
sec# , cosec x .  Для вывода этихъ разложенШ целесообразнее пользоваться
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правилами дифференшальнаго исчисления. ПримЪромъ можетъ служить 
рядъ

tg х

я
2-»(22» — 1)

C2«)S
В » * -""1, ( 10)

который легко получить, взявъ въ равенств^ (9) производныя отъ обЪ- 
ихъ частей. (Ср. ниже § 148).

4. Эти ряды можно также получить съ помощью м ето д а  н е о п р е -  
д Ъ лен н ы х ъ  к о э ф ф и ш е н т о в ъ .

Разсмотримъ, напримЪръ, функщю tg #  и допустимъ, что она раз
вернута въ степенной рядъ

tgx =  ахх + а±хъ +  агхь +  аАхч +  ; (И)

въ виду нечетности функцш tg #  рядъ (11) содержитъ только нечетныя 
степени перемЪннаго х .  Если мы умножимъ этотъ рядъ по правилу п. 5 
§  125-го на рядъ

»1л2 л'4 /иЬ

C0SX =  1 -  2 ! +  6! +

то произведете, въ виду равенства cos#  • tg #  =  sin#, будетъ представлять 
собою рядъ (§ 127, (9))

# 3 . # 5 # 7 . 
sm * =  * - 3 T + 5 i -  71 +  '

Сравнивая коэффищенты обоихъ рядовъ, найдемъ для вычислешя 
количествъ ах, ct2> az, . . .  слЪдуюцпя рекуррентныя формулы:

ах — 1 = о,
йх
2! +

1
3! "

= о,

йч 4- а 4 1
2! 1 4! 51

йч ах
2! г И 6!

=  0. ( 12)

что, въ согласш съ равенствомъ (10), даетъ:

_  1 _  1 _  2 17
C i - l ,  а2 - ~ ,  Яз — 15> 3 1 5 >
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Если же взять выражешя для коэффищентовъ av изъ ряда (10), то 
формулы (12) дадутъ для определешя бернулл1евыхъ чиселъ рекуррентныя 
формулы, не совпадаючпя съ. формулами (б).

5. Мы уже раньше видели, что съ безконечнымъ возрасташемъ п  
число п\ возрастаетъ быстрее, чемъ п-ая степень какого угодно произ
вольно большого числа (§ 52, 2). Въ Валлисовомъ числе мы имЪемъ- 
вспомогательное средство для более точнаго опредЪлешя характера этого 
возрастания *).

Мы исходимъ изъ формулы (§ 137, (9)):

U m _ M ! * L  =  i.
»=* ( 2 п)\ у  птс

Положивъ

(2 л)!

находимъ:

^  ̂  п п+  * Y 2 Я  ’ 22"+ 1 и2"+  i  У~п ’

(p in)*  (и !)2 2 2"

9°(2w) (2 я ) ! ] / « я?

и, следовательно, согласно соотношенш (13),

Um Sfet _  1.
»=« <р(2и)

Съ другой стороны,

д>(п) п\ «+■

(13)

(14)

(15)

< р ( и + 4  ( И + 1) 1 И'

Если же взять отъ обеихъ частей натуральные логариемы, то выйдетъ:

In
95 ( и +  1)

Но, согласно равенству (7) § 132-го,

1_L + J___L + J___ L +...
п  2 п 1 Ъпъ 4 и4 5 ^ 5 6#°

*) Элементарный выводъ этого предела принадлежитъ J. A. S e rre t.
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и, следовательно,

=  1

=  1 +

12

1 1  2 1 , 3 1

1 1 1 J L 1 1
2 п 1 3 /? 4 я 3 1 5 я 4 6  Я 5

1
2 я

1
4 я 2 +

1
6 я 3

+
 i '**

w
 

а 
loo

1
10 я 5

/  1 1 \  1 / 1 л
j + \  6 “8 ) я 4 16 ю /

4 1
12 я 2 4 . 6  я 3 5 . 8  я 4 6 .1 0  п 1 

Члены этого ряда

1 1  2 1 3 1

+  •

4 1
3 . 4  я * ’ 4 . 6  я 8 ’ 5 . 8  я 4 ’ 6 .Ю  п ъ 

суть значешя выражешя

/  — 1------------- 1 Л  —  =  -  Л И - 1 ------- 1  ( V  =  2, 3, 4, . .  .)•
\ v  +  1 2 v j  п" 2 v  (v +  1) я*

Они им^ютъ переменные знаки и убываютъ съ возрасташемъ числа v , ибо

v  — 1
2 у (о/ +  1) n v 2 +  1) (v +  2) я

1 1 /
^  2 ^

1 /  v — 1
( v + l )  ( v + l ) ( v  +  2)

V — 1 V

V (V +  1) (v +  I) (v +  2)

поэтому все разности

/ 1 1 2 1Л /  3
\ 1 2  я 2 4 . 6  я 3/  \ 5  .

а также и все разности

( 2 1 3  Ч  f  4
\ 4 .6  я 3 5 . 8  п * ) ’ \ 6 .

v - 2

\  _1______1 \  _
у уб . 10 я 5 7 .1 2  я 6/  ’

суть положительныя числа. Такимъ образомъ, число ( » + т ) 1п( 1 + т )

В е б е р ъ .  Эндпклоп. элемент, алгебры. 3S
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получается изъ единицы путемъ прибавления, а изъ числа 1 +  

темъ отнимашя положительныхъ чиселъ, откуда вытекаетъ, что

1
пу-

1 < (« + ! )  In( i+ i ) < 1+ т ^ ’
и, следовательно,

1 <  In 9>(»)
<р(п+  1) < 1  +

1
12  я * '

ЗамЪщая ;г на »  +  1, »  +  2, . . 2 п  — 1, находимъ:

1 <  In + 1)
<Н« +  2)

< 1 + 12 (» +  1)* < 1 + 12 п-  ’

1 <  In 9>(« +  2 ) _______1____
др(?г +  3 ) <'  12 (к -}-2)2 < 1  + 1

12 ;г4 ’

1 <  ш < , +  1
<р(27?) " ' 1 12(2«  — 1)

складывая всЬ эти неравенства, получаемъ:

п  <  in <  п  +  — ,
<р{ 2w) 1277

откуда, переходя отъ логариема къ числу, им%емъ:

2 <  ! +  12 и* ’

и, следовательно,

Отсюда выводимъ:

1 <  --- - -- <
^  < р ( 2 п ) ^ е ’

т . Ф  (П)
Lim £_п ‘пттг'ч =  X.

Lim ^ 2 п )

(р(2п)

=  Lim ен (р{п) _  1 .
м = ® <р(п)*п =  оо  ф  ( 7 i )

поэтому, согласно равенству (15),

Lim еи<р(п) =

(16)

Lim
и =  »

77!
или
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Такимъ образомъ, при большихъ значешяхъ п , можно приблизи
тельно считать

п \  =  с~ ип п4*4 У 2 я  =  У 2 я г 1»«.  (1 7 )

6. При иеограниченномъ возрастали ;г сумма

5» =  1 + i __)— i— 1— ^— |->2» 1 02» 1 ^ 2»

приближается къ пределу 1; поэтому для большихъ значешй числа п  
изъ равенствъ (8) и (17) получается следующее приближенное значеше 
бернулл1ева числа В„-

Вп — 4 е~2п п1п+4 м i  — 2«#

Взявъ бригговы логариемы по семизначной таблице, получимъ при
ближенно:

log Вп =  2 log 2 -f- £  log л; +  2 п  (log»  — log/? — log яг) +  \  log» , 

откуда, при п  =  62,

log В (i2 =  108,50429.

Такимъ образомъ, въ согласш съ таблицею А дам са, Б ь-2 есть 109-значное 
•число, и первыя три его цифры действительно образуютъ число 319.

§ 140. Эйлерово доказательство неограниченности комплекса 
/ простыхъ чиселъ.

1. Э й л е р ъ  далъ формулу, при помощи которой безконечное про
изведете преобразуется въ безконечный рядъ и которая при дальней- 
шихъ преобразовашяхъ представляетъ большую важность въ теорш чиселъ. 
Эта формула можетъ быть, между прочимъ, применена къ доказательству 
того положешя, что р я д ъ  п р о с т ы х ъ  ч и сел ъ  н е о гр а н и ч е н ъ . Хотя дан
ное Е в к л и д о м ъ  доказательство (§ 17, 3) по своей силе и строгости не 
оставляетъ желать ничего лучшаго, но зато это второе, Эйлерово доказа
тельство имеетъ темъ большую важность, что оно поддается обобщ енш  
и до настоящаго времени представляетъ единственный путь о ткр ьтя  дру- 
гихъ, более глубокихъ законовъ распределена простыхъ чиселъ, какова, 
.«апримеръ, теорема, по которой въ каждой арифметической прогрессш

Ъ) й Ь, 2 ^ 4 ~ by 3# 4" bt 4# 4“ by • • +>
38*
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содержится неограниченный рядъ простыхъ чиселъ, когда а  и b суть 
произвольныя взаимно-простыя числа *).

2. Мы исходимъ изъ формулы суммы геометрической прогрессш

1 V -" ' = 1 + 7  ~  г +  ^
(1)

и разум'Ьемъ подъ р  п р о с т о е  чи сл о , а подъ $ положительный показа
тель, который больше 1.

Мы прим^няемъ эту формулу къ ряду простыхъ чиселъ р, р х, р 2, 
и составляемъ произведете

1 1 1

1 - 1 ^ '  1 - > г '

перемножая при этомъ ряды въ правыхъ частяхъ по правилу § 125, 
Положивъ

р  = (1 -  Г ' )  (! - P D  о -  Р Г )  • • •> (2)
находимъ:

иг

( 3)

гдЪ сумма 2  распространяется на Bet числа я/, которыя мы можемъ по
лучить, перемножая между собою любыя цфлыя неотрииательныя степени 
простыхъ чиселъ р , p i} р 2, . . входящихъ въ составъ выражешя (2 ) 
Согласно п. 3 § 117-го, эта сумма сходится абсолютно, когда s >  1, и

BCt ея члены содержатся среди членовъ суммы

щейся на всЪ ифлыя и положительный числа п  * 4).

распространяю-

3. Если введемъ въ произведете Р  всЬ существуюиия простыя числа 
и допустимъ, что ихъ число безконечно велико, то Р  будетъ предста
влять собою б е з к о н е ч н о е  п р о и зв ед ен и е , которое, по § 136, сходится,, 
когда s >  1.

Равенство (3) еще сохраняется въ этомъ случай, и мы получаемъ;

1
п* (4)

*) D irich le t, „Abhandlungen der Berliner Akademie", 1837, Werke, Bd. I* 
Seite 313.

4) 1 =  при n -* 1.
n
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гд-fe произведете, обозначенное знакомь П ,  распространяется на в с t  
п р о сты я  ч и с л а /) ,  а сумма въ правой части— на B et п о л о ж и тел ьн ы й  
цЪлыя числа п. Чтобы убедиться въ этомъ, достаточно привести слЪ- 
дукшпя простыя соображешя. Сначала распространимъ произведете П  
только на T t простыя числа, которыя меньше нЪкотораго конечнаго числа
к. Въ такомъ случай равенство (4) остается вЪрнымъ въ предположена, 
что и  проходить только черезъ татя  цЪлыя и положительный значешя, 
которыя не способны делиться безъ остатка ни на какое простое число, 
превосходящее число к. Если затЪмъ увеличивать к  до безконечности, то 
оба выражешя будутъ приближаться къ пределу, указанному въ равен- 
ств'Ь (4).

4. Посмотримъ теперь, во что превращаются выражешя (4), когда 
показатель s приближается къ пределу 1.

Обозначая черезъ г п о л о ж и тел ьн у ю  п р ав и л ь н у ю  д р о б ь , раз- 
смотримъ разность

. 1  _  1 
n r (n  +  i y ^ ( i - ( i + ‘, П ___ 1___

( п  +  1)г
1

n +  i

Развертывая второе и третье изъ этихъ выражешй по формул^ бинома, 
мы получимъ неравенства:

' ......_ < _ L _____ 1 <  ±  .
(» +  1)’-Н ^  п г (и + 1 ) '  п '+ 1

Если теперь положимъ

S =  1 +  2^Й  + 3’+ 1

(5)

и если сложимъ вc t  T t неравенства, которыя получаются изъ нера- 
венствъ (5) при n  =  1, 2, 3, то получимъ:

1 <  rS < 1 +  г. (6)

5. Такимъ образомъ, положивъ г =  s — 1, найдемъ, что 

Отсюда, на основанш равенства (4), сл^дуетъ:

т
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Поэтому, когда $ переходитъ въ 1, то произведете

11 ( ) ю
т. е. равно нулю. Это, однако, было бы невозможно, если бы число* 
простыхъ чиселъ оказалось конечнымъ. Ибо тогда, при 5 =  1, произве
д е т е  (8) перешло бы въ П ( I  — р - 1), т. е. въ произведете конечнаго 
числа множителей, изъ которыхъ каждый не исчезаетъ, въ то время какъ 
правая часть при 5 = 1  обращается въ нуль.
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Трансцендентность чиселъ е и ж.

§ 141. Производный целой функцш.

1. Въ ариометик'Ь различаютъ а л г е б р а и ч е с ю я  и т р а н с ц е н д е н т -  
ныя числа. Число со называется алгебраическимъ, когда оно есть корень 
уравнешя

С о  “ Ь  Ci со +  С2со* +  С»(Оп =  О ,  ( 1 )

въ которомъ коэффищенты С0, С» суть р а ц ш н а л ь н ы я  числа.
Можно при этомъ допустить, что числа С0 и Си отличны отъ нуля и, 
сверхъ того, что С0> Ct, . . Си суть ц ел ы я  чи сла, не и м ею п и я  
о б щ а  го д е л и т е л я . Ибо, если эти числа им^ютъ знаменателей, то можно 
обе части уравнешя умножить на общаго знаменателя, а если они имЪютъ 
общаго множителя, то можно на него разделить обе части уравнешя.

Число, не удовлетворяющее такого рода у р а в н е н т ,. называется 
т р а н с  ц ен д ен тн ы м ъ .

2. Каждое ч и с л о  м о ж е т ъ  б ы т ь  р а з с м а т р и в а е м о ,  какъ о т н о ш е ш е  д в у х ъ  

п р я м о л и н е й н ы х ъ  О Тр^ЗК О БЪ .

Если же, зная одинъ изъ этихъ отрезковъ, возможно геометрически 
построить другой, употребляя при построенш только циркуль и линейку,, 
то это число будетъ алгебраическимъ и при томъ особой природы. Въ са- 
момъ деле, оно должно определяться ц е п ь ю  к в а д р а т н ы х ъ  у р а в н е н ^ , ,  
такъ какъ, съ одной стороны, все пересечешя круговъ между собою № 
круговъ съ прямыми определяются квадратными уравнешями, а, съ дру
гой стороны, всякое число, которое определяется цепью квадратныхъ 
уравненШ, есть корень уравнешя вида (1) (§ 108).

Впоследствш будетъ доказано, что числа е и к  принадлежать къ 
т р а н с ц е н д е н т н ы м ъ , а этимъ мы и исчерпаемъ древнюю задачу о
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к в а д р а т у р е  к р у г а , доказавъ, что сторона квадрата, равновеликаго дан
ному кругу, никоимъ образомъ не можетъ быть получена -*) изъ д1аметра 
круга путемъ геометрическихъ построешй 1).

3. Пусть f ( x )  будетъ произвольная целая функшя отъ х  степени т  
съ коэффиш'ентами ст , cw- 1 , . . с17 с0, которые пока могутъ оста
ваться совершенно неопределенными:

f { x )  =  С„,Хт +  Ст- 1  X”1" 1 +  • • • +  СхХ  +  с0. ( 2 )

Если заменить переменную х  биномомъ х  +  h и развернуть каж 
дую степень этого бинома, то функщю f  ( х  +  /;) можно будетъ распо
ложить также по степенямъ Ь. Коэффищенты этихъ степеней будутъ це
лыми функщями отъ х .  Имеемъ:

А

А

Ст—1

1 =  1,

л- +  b

+II

i x  +  h)2 =  х 1 +  2 bx +  / л  ■

(х+Ъ)т~1=хт~~1+(т--1 )Ь х"‘- 2+ (т
- 1 ) ( т - 2 )

1 . 2

ix +  b)m=  хт +  тЬхш~ 1 +  т ^№ хт~Ч ------

( 3 )

если сложить все эти выражешя, помноживъ ихъ предварительно на 
соответствующее коэффищенты, указанные слева отъ вертикальной черты, 
то получимъ:

7,2 /,3  /) т
f ( x  +  Ъ) = / ( * )  +  b f  [X) +  f i x )  +  f y  / " '  ( * H ---------h (4)

гд-Ь

f { x )  =  CmXm +  Cm-lX”' - 1 +  C,n-2Xm~ 2 +  ■■■ + C 0,

/ '  ix )  =  m cm x’" - 1 + ( m  — 1) Cm-ixm~ 2 +  i m — 2)ст- г х т~ ъ H--------b ct ,

f i x )  =  m { m  — l ) c mx ’n- 2 +  i m  — Щ т — 2) Cm~ixm- 3 + ■ ■ ■ - ( -  2 . 1  c2 , (5)

f m\x) = mim — 1) im —2) . . .  1. cm .

*) Доказательство трансцендентности числа e было найдено Э р м и т о м ъ  
(Hermite) въ 1873 г. а числа л  — Л и н д е м а н о м ъ  (Lindemann) въ 1882 году.

‘ ) Совершаемыхъ исключительно при помощи циркуля и линейки.
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Полагая здесь х  =  0, находимъ:

f ( 0 )  =  б'0 , / ' ( 0 )  =  ^ ,  / " ( 0 )  =  2 ! С2, . . . , / ^ ( 0 )  =  т ! с „ ,  (б)

Функцш f " , степеней т  — 1, m — 2, ж — 3, . . на
зываются соответственно первой, второй, третьей и т. д. п р о и зв о д н о й  
функщи /(дг), а равенство (4) есть частный случай т е о р е м ы  Т е й л о р а  
(см. ниже § 149).

4- Производныя мы будемъ иногда обозначать буквою D , снабжен
ною индексомъ, а именно такъ:

D J \ x )  = / ' ( х ) ,  D t / ( x )  = / " { х ) ,  . . . ,  D v/ { x )  = / ы ( х ) .  ( J )

Равенствами (4) или способомъ получешя производныхъ непосред
ственно доказывается правильность равенствъ:

D , . A / { x )  =  A  Д , / ( . -v), D „ ( f  (х )  +  Л )  =  Dy f { x ) ,

D A  f ( A  +  ( f i x ) )  =  D „ f ( x )  +  D v<p(x),

гд-fe А  есть постоянная, a f ( x )  и <p (x) суть ц-Ьлыя функщи. Вообще, 
когда / А х ) ,  / А х ) ,  / А х ) ■ ■ • суть ц%лыя функщи, а А ,  Ах, А2, А3, . . . 
суть постоянный, то

D V{ A  4 - A xf x (яг) +  Л 2/ 2( х )  +  A 3f z ( x )  +  ■•• )  =  ( 8 )

=  А \  D v f t  (х)  +  A 2D vf 2(x )  +  A ZD V f z ( x )  +  . . .

5. Положивъ въ равенствахъ (5) все коэффищенты Ci кроме сту 
равными нулю, мы получимъ производныя отъ степени дг»»:

D xx m =  т х м~~1, D 2x m — 1п  ( т  — 1 ) х т~~*,

D 3x m =  т  (т  — 1) (т  — 2 ) х т ~3, . . . .  

что мы можемъ вообще выразить такъ:

D vx m =  т  (ж  — 1) . . .  (ж  — а/ +  1) v.

Этя формула верна, пока v  не больше гп. Если v  m  то МОжно 
также писать

д X1'
ml

(m  — v)\
X'
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Если же v  =  niy то

а при v  >  т
Dm х т =  ш !, 

DvXm =  0.

§ 142. Свойства показательной функцш.

1. Въ § 26 мы видели, что при каждомъ вещественномъ или ком- 
плексномъ значенш х  степень е? можетъ быть выражена суммой:

, х = 1 + л . +  _  +  _ + . . . +
2 ! 3! v\

Разумея подъ v  любое натуральное число и помножая о б е  часта 
этого равенства на v \ , мы получаемъ:

vi е  =  v\ +  ~  л- +  ^  л-2 н------ ь х " ' 1 + U v ,  (1)

где U v сзначаетъ сумму безконечнаго числа слагаемыхъ; при этомъ, такъ 
какъ

v \  1 v\  1
(i/ +  l ) !  =  v + l ’ (v + 2 ) !  ^  J 7 + l ) J y ~ + 2 ) ’ ' 

то

дгН-1 x v ~̂2 x rJr?J
’ ^  v  +  1 ^  (v +  l ) ( v  +  2 ) ^  (v +  l ) ( v + 2 ) ( v  +  3 ) ^

Принимая во внимание n. 5 § 141-го, мы можемъ равенство (1) пред
ставить и въ такой форме:

v\eа =  DvX' “Ь D v - ix "  “Ь • • ■ D-yXv -f- Uу,

или короче:
v

v !ех =  ^  D sx v +  Uv,
.4=1

Въ сумме 2  индексъ s изменяется отъ 1 до v. Но если т  есть 
какое-либо целое число, которое больше v , то производныя Dv+\XV, 
Dv+2Xvr . . D mx v равны нулю, и мы можемъ прибавить все эти члены,
такъ что

т
v\e? =  D sx v +  U .

.4=1
(3)
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2. Напишемъ теперь все rb  равенства, который получаются изъ 
равенства (3) при v  — 1, 2. . . ., т,  помножимъ ихъ по порядку на не
определенные множители у х , у2, . . уп и сложимъ. Тогда получимъ:

сх (7i 1 1 +  7s>2! +  733! +  • • • +  у , „ т \  =
(4)

т

=  2  В Л у^х  +  -/o.v2 +  ■ ■ • +  у,„х‘“) +  у, J7, - f  у, Ц> +  ■ • • +  Ут и,„ ■
л = L

Если положимъ еще

<р(х) =  у ,Х  +  7а Я 2 +  ■ ■ ■ +  уш Хш ,

то ср(х) будетъ произвольная целая функщя, подчиненная только тому 
ограниченно, что до(0) =  0.

Если зат^мъ положить

<р' (л:) +  (р"{х) +  (р (л-) ч---------1- срО’О(х) =  ф (х),  (5)

то

Ф ( 0 )  =  7i +  7а 2 !  +  Г з 3 ! Н------- +  у „ , т ! ;

если, наконецъ, положимъ еще

U {х) =  y t [ /, +  У2 U2 +  * * * +  Ут Unt > 

то равенство (4) можно будетъ представить такъ:

ех Ф( 0) =  Ф(х) +  Щ х).  (6)

3. Въ последнемъ равенстве, составляющемъ фундаментъ всего даль
ней ша го, Ф (0) не зависитъ отъ х ,  Ф{х)  есть целая функщя отъ х  сте
пени т  — 1, a U  есть функщя отъ х ,  выраженная безконечнымъ рядомъ.

Для абсолютнаго значешя \1)\  этой функцш мы можемъ указать- 
верхнюю границу, основываясь на томъ положенш, что абсолютное зна
чение суммы никогда не превышаетъ суммы абсолютныхъ значений сла- 
гаемыхъ.

Именно, для каждаго положительная v

1 ^  1 1 _ _  /  1 1 ' ^  1 
v  +  l <  l ’ (v f  1 ) (« Ч  2) ■ 1 . 2 ’ (v +  l ) ( i ;  +  2 ) ( v + 3 ) <  3 ! ’ ‘

и если мы обозначимъ черезъ г  абсолютную величину я-, т. е. положимъ

1*1 =  7,



§ 143 604

то изъ равенства (2) будетъ следовать, что

( Г г2 Г3 \
1 +  1! +  Т ! + 1 Т +  ■ • ')

а потому
, Uv\ <  r V \

Если же мы обозначимъ черезъ

С\ ) C<i) • • * t Cm

абсолютный значешя чиселъ

У1 > У2' 1 ’ ’> Ут у

то изъ опред'Ьлешя функщи U (#) будетъ следовать, что 

U (x )  '■ <  {С\Т +  с2г2 +  * * • +  cmf n)er ,
или, полагая

F (r)  =  СХГ +  С2Г2 +  - • • +  СтГт, (7)
им%емъ:

IU(х) | <  F(r) е ■ (8)

Здесь F (r)  получается изъ (р(х)  заменою переменной х  и коэффи- 
щентовъ yt , у.2, . . ут ихъ абсолютными значешями г, с1? с2, . . . »

§ 143. Трансцендентность числа в.

1. Теперь, чтобы доказать трансцендентность числа е> мы изберемъ 
следующей косвенный путь. Допустимъ, что е есть корень алгебраическаго 
уравнешя п-ой степени

С0 +  Схе +  С2е2 +  • • • +  Cntn — 0, (1)

въ которомъ коэффициенты С0> С1? С2> - . • > С« суть целыя числа, изъ 
коихъ первое С0 и последнее Сп отличны отъ нуля. Если бы мы допу
стили, что С0 =  0, то следовало бы только разделить обе части равенства 
на некоторую степень числа е, чтобы получить такого же вида равенство, 
въ которомъ членъ, не зависящШ отъ e t былъ бы отличенъ отъ нуля.

2. Полагая въ основномъ равенстве (6) § 142-го х  = 1, 2 , . . п, 
мы получимъ:

^ Ф ( О )  =  Ф ( 1 ) +  [ 7 ( 1 ) ,  

е2 Ф ( 0 )  =  Ф(2) [7(2),

е”Ф( 0 )  =  Ф(п) +  U(n).



Помноживъ эти равенства соответственно на , С 2, • . С«, складывая
полученный такимъ образомъ равенства и прибавляя къ обеимъ частямъ 
полученнаго результата по С0Ф(0), найдемъ, въ виду равенства (1):

С0Ф(0) +  Сг Ф( 1) +  С2Ф(2) +  • •. +  СпФ(п)
+  С\ [/(1) +  С2 [/(2) С» U(п) =
= (Со +  Схс +  +  • • • +  Си^О Ф (0) =  о,

(2)

что можно написать короче такъ:

С,.Ф(у) +  ^  C,.U(v) =  о
/• = 1

и

(3)

и здесь, согласно равенству (5) § 142-го,

т
Ф(?) =  ^  <p( u > ( v ) , (4)

при чемъ (р(х) есть целая функция, удовлетворяющая условш  ср(0) =  0, 
но произвольная во всемъ остальному а ср(>'(\ х )  есть /,6-ая производная 
отъ функцш <р(я).

3. Если теперь намъ удастся доказать, что при некоторомъ выборе 
пока еще совершенно произвольныхъ коэффищентовъ у 19 у2, . . у,й> 
или, что то же, произвольной функцш д>(х)9 равенство (3) невозможно, 
то отсюда будетъ следовать, что допущение равенства вида (1) непр1емле- 
мо и что, следовательно, е есть трансцендентное число.

Но это будетъ доказано, если намъ удастся распорядиться функцией 
(р (х) такимъ образомъ, чтобы

1) первая сумма 2 С г Ф(к)  была целымъ неисчезающимъ числомъ, 
имеющимъ, следовательно, абсолютную величину, которая, по меньшей 
мере, равна 1, между темъ какъ

2) вторая сумма 2 C v U(v)  по абсолютной величине была бы мень
ше единицы, ибо тогда сумма этихъ двухъ суммъ не могла бы быть 
нулемъ.

4. Согласно п. 3 § 17-го, существуютъ простыя числа, которыя 
больше произвольнаго напередъ заданнаго числа. Можно поэтому взять 
простое число р 9 превосходящее число п , и положить

<р О )  =
х р~ х{х  — 1)^(лг — 2у . . .  ( х  — п)р
~ (Р -  W

чемъ yaioeie ср(0) =  0 будетъ удовлетворено.



§ 143 606

Степень т  этой функцш равна пр  +  р  — 1. Мы будемъ себе пред
ставлять эту функщю расположенною по возрастающимъ степенямъ пе
ременной х  или по возрастающимъ степенямъ одной изъ разностей 
х  — 1, х  — 2, х  — п. При этомъ получаются следуюиця разложешя:

(р  — 1)1 (р (х )  =  х р- г ( х  — 1) р ( х  — 2)р . . .  ( х  — п ) р 

=  ар- i x * - 1 +  ОрХ'Р +  • •• +  йтх т
(5)

=  ЬР ( Х  —  V ) p +  Ьр. j-i ( .Г  —  V ) * + l +  ■ • • +  Ь т ( х  —  V )w9

О  =  1, 2, 3, . . n).

Низшихъ степеней переменной x  или разностей х  — v  здесь нетъ, 
такъ какъ функщя ср(х) делится безъ остатка на х * - 1, а также на 
(дг— 1)г',  . . (х  — п )р. Числа aP- i ,  а,„ . . а т, ЬР, ЬР+ ъ  ■ . Ът суть
ц ел ы й  числа.

5. Изъ соотношенШ (5) делешемъ на х ? * 1 выводится:

( х  -  1)''(.г' - 2  у . . .  ( х  -  п)‘> =  аР- 1 +  арх  -\---------(- атх " - ’̂ ' ;

полагая въ этомъ тождестве х  =  0, находимъ:

аР- 1 =  .2 *  . . .  п р =  ±  (п \ у .

Это есть ц е л о е  чи сл о , не д е л я щ е е с я  на р б е з ъ  о с т а т к а , ибо простое 
число р, превосходящее число п У не есть делитель какого-либо изъ чи- 
селъ 1, 2, . . п.

Далее, такъ какъ низший членъ функщи ср(х) содержитъ (р — 1)-ую 
степень числа х ,  то

Ух =  °> • • •> Гр- 2 =  0 ,

Гр -1 Ур =
( Р -  1)!

• • м у  =
• 711

( р -  1)!

а  потому, составивъ производныя отъ функщи (р (х)  при х  =  0, находимъ, 
согласно равенству (6) § 141-го:

ф(0) =  о, <р'(0) =  0, <р"(0) =  0, . . <р(»-2)(0) =  о,
!)(0) =  аР- 1 ,

У(у)(0) =  (рР- \ у . = Р а>> 

^ + 4 ( 0 )  = р ( р  +  1)аР+и

<р"пу о )  = р ( р + 1 )  . . . т а ш.
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Т ак и м ъ  о б р а з о м ъ , п р о и зв о д н ы й  <рО<>(0) су ть  ц*Ьлыя ч и с л а ;
0) не д е л и т с я  б е з ъ  о с т а т к а  на р , a всЪ проч1я ч и сла <р(-ш(0) 

л и б о  равн ы  нулю , л и б о  Д 'Ьлятся на р  б е з ъ  о с т а т к а , а п о т о м у  и 
сум м а Ф (0) =  .2<рМ(0) ес ть  цЪ лое чи сло , к о т о р о е  не д е л и т с я  
б е з ъ  о с т а т к а  на р.

6. Положивъ въ равенств^ (4) § 141-го

9>(х +  b) =  ср(х) +  Ь(р'{х) +  ~-у ср"{х) +  • ■
Ьш

■ +  — j Ш!

=  V, 1) =  х  — v, находимъ:

<Р(х) =  у (v) +  о  г / 0 )  + ( 2 , ф" 0 )  +  ■

изъ третьяго же способа изображешя функщи (р(х),  указываемаго соот- 
ношешями (5), сл'Ьдуетъ, что при v  =  1, 2, . . п

<p{v) =  О, <f ' ( v )  =  0, . . q><-r-V(v) =  0,

( p l j n ( v )  =  p b j i ,

0>СЯ-Ч(у) =  p ( p  +  l ) b p + i ,

(v) = p (p - f 1) . . .  m bm;

поэтому каждое изъ чиселъ ( р (v) есть ц*Ьлое число, которое либо равно 
пулю, либо делится на р  безъ остатка.

Т ак и м ъ  о б р азо м ъ , и к аж д ая  и зъ  сум м ъ

Ф(1), Ф(2), . . . ,  Ф00

е с т ь  ц.'Ьлое чи сло , д е л я щ е е с я  на р  б е з ъ  о с т а т к а .

7. Отсюда слЪдуетъ, что и сумма

и

2  CvФ( У )  =  С 0 Ф ( 0 )  +  Ф ( i )  +  С 2 ф ( 2 )  • • • +  С «  Ф ( т с )

■есть ц%лое число, и если мы возьмемъ число р  столь большимъ, чтобы 
число С 0  (отличное отъ нуля) не было кратнымъ числа р , то и эта сумма 
не будетъ делиться на р безъ остатка и б у д е т ъ  п о э т о м у  о т л и ч н а  
отъ  нуля.

Это, по п. 3, составляетъ первую часть доказательства, которое 
мы проводимъ.
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. Вторую часть, относящуюся къ характеру функши U, можно 
теперь вести весьма просто на основанш неравенства 8 § 142-го. Здесь 
нужно прежде всего составить функщю F (r ) ,  которая получается изъ 
функцш (р(х) заменой чиселъ х , у , , у 2 , . . у т  ихъ абсолютными зна- 
четям и г, с0, Сг у . . Cm- 

Если функщю

х к — a t х* “1 +  о.2х 1'~~2 - - • • •>

члены которой имеютъ перемениыя знаки, умножить на х  — /?, то полу- 
чимъ функщю

x k+i __ (a i _|_ £) x h _i_ (a>2 +  p a i ) x k - i --------

съ переменными же знаками. Если же сделать одинаковыми все знаки въ 
обоихъ множителяхъ, т. е. помножить

х к +  ctj 1 +  a 2 x k~~2 +  • • • на x  +  /?,

то полученное произведете

x*+ l +  (a ,  +  /S) х к +  (а2 +  (За,) х к- 1 Н------

выведется изъ перваго, когда въ немъ сделаемъ знаки всехъ членовъ 
одинаковыми.

✓
. И зъ повторнаго применешя этого простого положешя следуетъ, 

что въ вычислеиномъ и расположенномъ произведен^

608

<р(х) =
х р~ 1( х  — 1)р( х  — 2)р . . .  ( х  — п У

члены имеютъ переменный знаки и что это произведете переходитъ въ 
произведете

х*~Чх +  1)р (х  +  2 У  . . . (х +  п У  
(р — 1)!F (x )

если приписать всемъ коэффишентамъ положительные знаки; другими 
словами, произведете

С/.Л г * - \ г  +  1Г  ( Г  +  2 К  . . .  (г  +  я)*.
= -------------------(F = -1 ) ( ------------ —

и представляетъ собою искомую функщю, такъ что, согласно неравенству 
(8) § 142-го,

| U (х) \ <  F (r)er . (6)



10. Если положимъ для краткости

V {v +  1) (v +  2) . . .  (v +  n) =  e,.,

то, согласно неравенству (6), будетъ

г » : <

Такъ какъ рядъ, въ который разлагается функцш {?, сходится при 
всЪхъ значешяхъ х , то его общШ членъ хт\ т\ при неограниченномъ 
возрастан1и т  им'Ьетъ пред'Ьломъ нуль при всякомъ х  (ср. также § 52, 2). 
Можно поэтому взять простое число р  столь болынимъ, чтобы дробь

« Г 1
с> — i ) i

стала произвольно малой,* а такъ какъ evQv • v  есть конечное число, 
то \U(v)\9 а потому и абсолютная величина суммы 2 CvU(v) можетъ быть 
сделана меньше всякаго напередъ заданнаго числа и, въ частности, меньше 1.

Въ этомъ по п. 3 состоитъ вторая часть доказательства; такимъ 
образомъ, доказано положеше:

Ч и сл о  е е с ть  т р а н с ц е н д е н т н о е  число .

§ 144. Т р ан сц ен д ен тн о сть  числа я .

1. На такихъ же основашяхъ покоится доказательство трансцендент
ности числа лг, а именно, оно опирается на соотношение между числами 
г и л , выражаемое равенствомъ (§ 127, (12))

1 еы =  0. (1)

Если я  есть алгебраическое число, то и г я  есть алгебраическое число. 
Действительно, если £ ( я )  =  0 есть рацюнальное уравнеше, которому 
удовлетворяетъ число я , то и £(яг)£( — =  0. Теперь, если у  =  гя ,  то 
£(*У)£( ~  У;) =  У  ( у )  =  0, и коэффищенты функцш Ц )(у )  суть в е щ е 
ствен н ы й  р ац 1 о н ал ьн ы я  числа.

2. Пусть у> будетъ функщ'я î -ой степени и

J V i.JV a .  JV3 . • • • > >  ( 2 )

пусть будутъ ея корнями. Среди нихъ имеется, следовательно, число я г .  
Сообразно съ этимъ, въ виду равенства (1), получаемъ:

(1 +  ^ 0  (1 +  6*0 (1 +  <*») . . .  (1 +  е**) =  0,
В е б е р ъ , Энцнклоп. элемент, алгебры. 39



§ 144 610

или, по перемножены:

1 +  2 f t  +  2 f t +M* +  2 f t + v*+*t +  • • • =  0, (3)

при чемъ первая сумма JEfi  распространяется на все корни (2), вторая

3. Симметричесшя функцЫ v  величинъ V/ по нашимъ допущежямъ 
с у т ь  р а ц ш н а л ь н ы я  ч и сл а  (целый или дробныя), a v  величинъ удо- 
влетворяютъ ращональному уравнешю (л;) =  0.

Симметрически функщи ^  v (v  — 1) величинъ _у,: + jy *  (наприм'Ьръ, 
суммы ихъ одинаковыхъ степеней), будучи въ то же время симметриче
скими функциями величинъ^,-, суть ращональныя числа, а суммы г» 
также суть корни нЪкотораго ращональнаго уравнешя ^pt (x)  =  0.

То же относится и къ суммамъ уи +_)'* H -j//, число которыхъ равно 
\ v ( v  — 1) [у  — 2) и который также суть корни нЪкотораго уравнешя 
У>2(х) =  0 и т. д.

П роизведете

будетъ поэтому целой функцией, которая будетъ уничтожаться, когда 
положимъ въ ней х  равнымъ одному изъ чиселъ

4. Между этими числами нуль можетъ содержаться одинъ или ни
сколько разъ. Если допустимъ, что нуль содержится между ними С — 1 
разъ, то С е с ть  п о л о ж и т е л ь н о е  ц е л о е  чи сл о , к о т о р о е ,  по м ен ь
ш ей Mt p' f e ,  равно 1 .  Оно равно 1  только въ томъ случай, когда среди 
величинъ (5) тЬть нуля.

Въ произведении (4) содержатся С — 1 множителей, равныхъ х. 
Исключивъ эти множители и обративъ затЪмъ все коэффициенты въ ц*Ь- 
лыя числа ломножешемъ на наименьшее кратное N  всЬхъ знаменателей, 
мы получимъ функщю съ ц ел ы м и  коэффищентами:

(4)

У р  У ,  Л У , Р  У , + У ы + У 1 ............. (5)

У.(х') =  N x ' - C'>p(x)'ipl (x)ip.г (х)

степень которой обозначимъ черезъ п. Ея корни

(6)

соответственно равны гЬмъ изъ чиселъ (5), которыя о тл и ч н ы  о тъ
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нуля, и, согласно равенству (3), эти корни удовлетворяютъ уравнешю

С 2) +  с*1 +  <?* +  еХз +  • • • +  с** =  0. (7)

Такъ какъ между корнями (6) нЪтъ нуля, то число ^ (0 ) о т л и ч н о  о т ъ  
нуля.

Для насъ безразлично, встрЪчается ли одно и то же число одинъ 
или нисколько разъ между величинами (6); но число л { ,  во всякомъ слу
чай, имеется между ними.

5. Теперь мы возвращаемся къ равенству (6) § 142-го

е*Ф{0) -  Ф(х) +  U (х), (8)

полагаемъ въ немъ х  =  х 1У х 2, • . х Пу складываемъ полученный ра
венства и прибавляемъ къ обЪимъ частямъ число С Ф ( 0). Тогда мы, въ 
силу равенства (7), получаемъ:

С Ф (0) +  Ф (х1) +  Ф (х.г) н------ ь  Ф охп) +  Щ х,)  +  и  (хг) н------- 1- U  (х„) =

= Ф(0) (С + е*' + е** ч---- Ь с*») = 0, (9)
и основная идея доказательства будетъ та же самая, какъ и въ доказа- 
тельств'Ь трансцендентности числа е. Мы доказываемъ, что функщей ф(х)  
можно такъ распорядиться, что

п
1) сумма С Ф {0) + 2  станетъ неисчезающимъ цЪлымъ числомъ,

v=l
и

2) число 2  U(xv) по абсолютной величин^ будетъ меньше 1.
г=1

Тогда равенство (9) окажется невозможными и допущеше, будто л  есть 
алгебраическое число, будетъ опровергнуто.

6. Функщя %(х) им'Ьетъ видъ

Х ( х )  =  а х п  +  а х * ? - 1 +  а 2 х п ~ 2 +  • • • +  а»,

при чемъ коэффищенты а , а 2 , . . а п суть цЪлыя числа, числа
а  и а п отличны отъ нуля, а коэффищентъ а  можно считать положитель
ными Помножая на ап~ 1 и полагая

а х  =  ах =  Ь1У а а 2 =  Ь2 , • а 2а 3 =  Ь2 , . . а п~ ха „  =  Ьп ,

г) С =  1 +  (С — \)с\
39*
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мы получаемъ функщю

a " - l/ J x )  =  f)(~) =  +  b ^ ‘~ l +  Ь.гГ  - J- ■ ■ • +  b„ (Ю)

съ ц ел ы м и  коэффищентами, которой корни

\1 * \ 2 » \ 3 ) • • • >

соответственно равны произведен1ямъ

( Ь Х х у CL X  2  > (Z ✓УГд у . . .  у С1Хц ♦

( 11)

( 12 )

7. Что касается функцш £•(#), которая служить для составленш 
функщи Ф(д*), то мы опред^лимь ее такъ:

„ / . л  _ r - ' ( 0 k ) V '  а * ' - ' х * - Ч х ( х ) У
( / > - 1 ) !  “ ( / > - 1 ) 1

( 13)

где р  есть достаточно большое простое число. Степень т  функщи (р(х)  
равна п р  +  р  — 1 и, кроме того, ср (0) =  0.

Пусть, по разложенш по степенямъ будетъ

(9(\)У; — А 0 +  А х \ +  Д к 2 +  * • *

=  +  А ха х  +  А^сРх'1 +  • • •,

где А 0у А Ху Ачу . • • суть целыя числа. Полагая ^ =  0 , находимы

А ,  =  Ы

Такимъ образомъ, число А 0 отлично отъ нуля. Далее,

( р  —  1 ) !  <р(х) =  A 0ap~ Lx p~ } +  А х арх р +  A 2apJrW + l +  - - • ;  

следовательно,

г / ( 0 )  =  0 , <р"(0) =  0 .............  сри,~ 2\ 0 )  =  0,

_  j oap~ 1 =  bva1’- 1 ,

<pip\ 0 )  =  р  Л ха“ ,

< р ^ \ 0 ) =  р ( р + \ ) Л У + \

8. Е сли  п о э т о м у  п р и п и с а т ь  к о л и ч е с т в у  р  зн ач ен 1 е , б о л ь 
ш ее н а и б о л ь ш а г о  и з ъ  д в у х ъ  ч и сел ъ  а, Ь», то  ч и сл о  < ^ _1(0) не б у 
д е т ъ  к р а т н ы м ъ  ч и сла р , м еж д у  т е м ъ  к а к ъ  к а ж д о е  и зъ  о стал ьн ы х ъ -
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ч и с е л ъ  g>M(Q) л и б о  б у д е т ъ  р ав н о  нулю , л и б о  б у д е т ъ  д е л и т ь с я  
на р  б е з ъ  о с т а т к а . С л Ъ д о в ате л ь н о ,

ш

Ф (0) = X  ¥ 4  0)
■V =1

е с ть  цЪ лое число , не д е л я щ е е с я  на р  б е з ъ  о с татк а .

9. Согласно п. 3 § бб-го,

=  Г " 1 +  < / .Г -2 +  +  • • >
Ч ЧД

при чемъ коэффициенты

ch  =  \ i  +  1̂»

?2 =  Ь 2 +  ^1^1 +  ^2 >

суть цфлыя функцш отъ ^  съ целыми коэффищентами. Взявъ теперь р-у\о  
степень отъ 0(^), помноживъ ее на

=  (?i +  (z -  ъ ) У ~ 1

и расположивъ произведете по возрастающимъ степенямъ разности ^ ^  ?
находимъ, согласно равенству (13):

(Р  -  о ! ч> (х) = (л -  (<,) +  (* -  ^,)',+l a2(̂ t) н—
=  а“(х  -  x ty B t (.-О +  я "+ Ч х  -  л',)"+1 Л2( ^ )  Н------ ,

гд^ коэффициенты . . .  суть цЪлыя функцш отъ ; напримЪръ:

В Л ъ )  =  ^  +  р [ %  +  № 1 1 + - - ,

в>(&) =  №  +  $ )ъ + $ )$  +

Отсюда, какъ и выше, выводимъ:

9/(Л 'г) =  0, с/>"(х,) =  0, . . с;М-г>(х,) =  О,

9>Cp)(* i) = р а 1‘В х{ ^ ) > 
г/>(И- D(Xt) =  ^  (/} +  1) a"+ l 5 2(^ ) ,

и, слЪдовательно, положивъ

Q(.b) = # В Х (;,) + (Р + 1) а'НД.С?,) + •••>•
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имЪемъ:
т

ф(л-.) = ' £ , v M (xx) =  />(2Ц i)> О 4)
i'— 1

где

( 2 0 u ) =  Qo  +  Q i ^ t  +  Q'l^i  +  Q n \i  +  • • •

есть' целая функд!я отъ коэффициенты которой Q 0, 0 2 > (2з> • • •
суть ц'Ьлыя числа.

Эти равенства не нарушаются, если заменить въ нихъ х\ , ^  на 

•̂ *2 > ^2 > * * *» *
Сложивъ теперь все те  равенства, которыя выводятся изъ равенства

(14) путемъ такихъ замЪщешй, найдемъ, что

п

=  n Qo +  O i ^ i  +  Qih  +  Qzh +  • • ■»
v= l

где sx =  2%v, s2 =  sd =  2%l,  . . . суть суммы одинаковыхъ степе
ней чиселъ Но эти суммы определяются по формуламъ Н ью то н а  
(§ 71, (6)):

si + b\ — О,
$2 Н“ si b x Н” 2 Ь2 = о,

$3 +  *2 ^ 1  “ Ь  ^ 1 ^ 2  ~Ь  3 6 3 =  О,

и, следовательно, представляютъ собою ц ел ы я  чи сла. Отсюда вытекаетъ:

10. С ум м а
п п

^ Ф Ш  =  р ^ 0 ( О
v = l  v~l

е с т ь  ц е л о е  ч и сл о , д е л я щ е е с я  на р  б е з ъ  о с т а т к а .

Поэтому, если взять число р большимъ, чемъ (отличное отъ нуля) 
число С, то изъ п .п . 8 и 10 будетъ следовать:

11. С ум м а

СФ( 0 )  +  Ф (х  , )  +  Ф (х2) +  ■ ■ ■ +  Ф(х,г)
е с ть  ц е л о е  чи сло , не д е л я щ е е с я  на р  б е з ъ  о статк а , и п о то м у  ея 
а б с о л ю т н а я  в е л и ч и н а , по м ен ьш ей  м е р е ,  р ав н а  1.

Этимъ, по п. 5, оправдана первая часть доказательства.

12. Чтобы исчерпать и вторую часть, мы должны разсмотреть 
функщю Р{г),  которую получимъ, когда въ функщи ф (х ), расположен
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ной по степенямъ .г, замЪнимъ переменную х  и коэффициенты ея степе
ней ихъ абсолютными значешями.

Полагаемъ для этой цели

/О )  =  а{.X -  Л-,) (.V -  х %) . . .  (л- -  л„)

и, на основан1и равенства (13), находимъ для ср(х) выражеше:

(р  — 1)! (р{х) =  — л \У  {х — х 2)р . . .  (х  -  х пу .

Коэффищенты этого выражения получаются путемъ сложешя и пе- 
ремножен1я величинъ:

a  , х  1 , х  ̂  у • ■ • > Д п у

и, согласно п. п. 5 и 6 § 51-го, абсолютныя величины этихъ коэффи- 
щентовъ будутъ меньше (и во всякомъ случае не больше), чемъ т е  числа, 
который мы получимъ, замещая величины й, —  х 19— х 29 • • •> — д*« ихъ 
абсолютными значениями

Оч 11 ) ? 2 у * ■ • >  ̂и )

т. е. не больше, чемъ коэффищенты функцш

+  г,)* (д +  Г,,)* . . .  (д  +  ГпУ-

Положивъ поэтому

g ( r )  =  a K+1rO' +  J'l) (г +  h )  • • • (Г +  г,о, 

найдемъ, что при всякомъ положительномъ г  число

(Q(r)Y
~  а г ( р —  1)! ’

и его можно сделать сколь угодно малымъ, достаточно увеличивая число р .
Такимъ образомъ, согласно равенству (8) § 142-го, абсолютное 

значеше числа U ( x v), а вместе съ нимъ и абсолютное значеше суммы
т

^  U (x v) можетъ быть сделано меньше всякаго напередъ заданнаго числа
v =1

и, въ частности, меньше 1. Этимъ исчерпывается и второе требоваше 
п. 5, чемъ вполне оправдано положеше:

Ч и сло  л  е с т ь  т р а н с ц е н д е н т н о е  число.

Итакъ, издревле знаменитая задача о квадратуре круга, на кото
рую было потрачено столько силъ, окончательно разрешена.. *
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Функщи, дифференциалы и интегралы.

§ 145. Геометрическое представление функций.

1. Выше (§ 102) мы пользовались уже координатами для того, чтобы 
сделать наглядною зависимость между целою функщей и ея независи
мой переменной. Такъ какъ главная цель всехъ примененШ математики 
къ явлешямъ вн^шняго M ipa состоитъ въ познанш зависимости между изме
ряемой величиной и другой, способной принимать различныя значения и 
представляющей поэтому п е р е м е н н у ю  величину, то изображеше функций 
при помощи кривыхъ является незаменимымъ вспомогательнымъ средствомъ, 
при помощи котораго удается однимъ взглядомъ охватить въ известной мере 
ходъ явления или, вообще, взаимную зависимость переменныхъ величинъ.

Наблюдательный естественныя науки, статистика и друпя дисциплины 
уже издавна пользуются этимъ вспомогательнымъ графическими спосо- 
бомъ для того, чтобы и въ техъ  слу- 
чаяхъ, когда законъ зависимости не 
вполне известенъ, изобразить ее при 
посредстве кривыхъ, получаемыхъ по
мощью измерений, а также и прямой 
регистращей, для которой фотография 
является превосходнымъ вспомогатель
нымъ средствомъ.

2; Здесь мы прежде всего зай
мемся геометрическимъ представлешемъ 
составленныхъ по некоторымъ законамъ 
простыхъ функцШ, съ которыми мы уже 
познакомились въ предыдущихъ главахъ. Это были, прежде всего, целыя 
и дробныя рацюнальныя функщи, затемъ радикалы, логариемы, показа
тельный функщи и, наконецъ, тригонометрически функщи и обратный имъ 
круговыя функщи — arc sin, arc cos, arc tang.
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Целая функщя первой степени или ли н ей н ая  ф у н к ц !я
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у = ах +  Ь О )

представляется п рям ою  лин1ею . Это подробнее разъясняется въ анали
тической геометрш, но также непосредственно усматривается на фигура 
31, изъ которой выводится ypaBHeHie

=  tg a ,

обращающееся въ уравнеше (1) при помощи подстановки a =  t g a .  
О трезокъ b на оси у - о в ъ  считается отрицательнымъ, когда ось у - о в ъ  
пересекается прямою ниже нулевой точки. Подобнымъ же образомъ, 
уголъ а  считается отрица
тельнымъ, когда прямая об- j
разуетъ съ положительнымъ 
направлешемъ оси дг-овъ 
тупой или отрицательный 
острый уголъ.

3. Целая функщя 2-й 
степени y=f(x), какъ мы это 
уже раньше видели (§ 102), 
представляется п а р а б о л о й .
Если степень функщи f ( x )  
выше 2-й, то каждому зна
чение абсциссы х  все еще 
соответствуем  одно опреде
ленное значение ординаты у .
Эти кривыя называются па
р а б о л а м и  в ы сш и х ъ  п о 
ря д к о в ъ . Если, напримеръ, 

у  =  а х "  у то кривыя Сп 
(фиг. 32), соответствующая 
11 =  0, +  1, +  2, + 3 ,  . . . »  
могутъ быть получаемы по
следовательно одна изъ дру
гой по следующему ^рекур-_ 
юнтномдсхпособу. Отложивъ

на оси х - о в ъ  отъ начала координатъ отрезки О Е =  1 и O G  =  #> воз- 
ставимъ къ ней въ точкахъ Е  и G  перпендикуляры /; и ц,  нанесемъ 
на h отрезокъ E Q  =  а , сообразуясь при этимъ со знакомъ числа я, ко
торый на фигуре 32 взятъ положительнымъ. Проведемъ прямую O Q 0 ДО



§ 145 618

встречи съ прямою г} въ точке Рх, черезъ которую проведемъ прямую 
Рх Qx, перпендикулярную къ /;; проведемъ прямую 0 0  { до встречи съ 
прямой г) въ точке Р2, черезъ которую проведемъ прямую Р2 0 2, перпен
дикулярную къ /г, проведемъ прямую OQ2 ДО встречи съ прямою т) въ 
точке Р 3, черезъ которую проведемъ прямую PZQ Z, перпендикулярную 
къ h и т . д. Идя отъ точки Рх въ обратную сторону, проводимъ прямую 
Q 0P 0, перпендикулярную къ г}\ беремъ точку пересЬчешя Q_i прямыхъ 
ОР0 и b и черезъ нее проводимъ прямую О-лР—и перпендикулярную къ rj; 
беремъ точку пересЪчешя Q_2 прямыхъ OP— i и h и черезъ нее прово
димъ прямую Q - 2 P - 2 , перпендикулярную къ 1] и т, д. Тогда все точки 
неограниченная съ двухъ сторонъ ряда точекъ

Р -З , Р—2? P - Ь  Р05 ^1» Р\3’

получаются последовательно по одному и тому же закону, и мы утвер- 
ждаемъ, что Р„ есть точка кривой С«, соответствующая абсциссе х .. 
Ибо, если есть ордината точки Pv, где ^ можетъ быть целымъ по- 
ложительнымъ или отрицательнымъ числомъ, а также и нулемъ, то изъ 
подоб!я треугольниковъ O G P v и O E Q v—1 вытекаетъ, что jy* :jy,_i =  # :1 ,  
т. е. _yv =  ATjyv_i. Такимъ образомъ имеемъ:

и 1) при v = п: 

2) при 1/ =  0:

->’>■ =  * Л - х  =  х 2У* -2  =  ■■■= х у г_ „

У п  =  х "Уо =  х ” а ,

У о  = х”у-„, у-п = у 0х - п = ах-п,

что и требовалось доказать.

4. Въ виде примеровъ дробны хъ рацдональныхъ функщ й раз- 
смотримъ две функщи

с х 2 1
а — л: 1 — л;2

Первая функщя jy- остается положительною при лг <  а 1), отрицательною 
при х  >  а *). При х  =  0 будетъ также у =  0, и функщя имеетъ здесь 
minimum, потому что она не переходитъ отъ положительныхъ значенШ 
къ отрицательнымъ, а возвращается отъ нуля къ положительнымъ же

*) Коэффищентъ с считается положительнымъ.
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значешямъ. При х  =  а и при х  =  +  оо функщя у  становится безконеч- 
ной 2). (Фигура 33. Кривая есть гипербола).

Во второмъ случай функщя у  будетъ положительной, когда вели
чина х  содержится между — 1 и —|— 1, и обращается въ безконечность 
для обоихъ этихъ предЪльныхъ значешй х .  При х  >  1 или х  <  — 1

функщя у  остается отрицательною и исчезаетъ при безконечномъ значе- 
нш х .  Полагая

1 1  1 1
Ух 2 1 - х ’ Уг  2 1 —]— х  ’

получаемъ: у  =*у х + j y 2* Ординатамъ у х, у % соответствую т две равно- 
стороншя гиперболы. Ордината у ,  соответствующая разсматриваемой кри
вой, будетъ получаться сложешемъ ординатъ у п  у 2, какъ показываетъ 
фигура 34.

5. Въ § 126 мы познакомились съ показательной функщей

У  =  ' (2)

2) Ибо lim —  =  Иш / ~ ^ -
X =  ±  ос а Х х =  ±  оо I  ____J
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Функция у  имгЬетъ только положительный значения и постоянно возрастаетъ 
BM'fecT'fe сь х\ она становится безконечно малой при х  — — оэ и безко- 
нечно большой при х = +  оо; далее, у = 1 при .г =  0 и у = е при 
х  =  1. Пунктирная лишя фугуры 35 показываетъ ходъ кривой.

Кривая у  — ах — ех1па имеетъ совершенно подобный ходъ, только 
абсциссы х  слЪдуетъ уменьшить въ отношенш 1: In а.

Когда функщя графически 
представлена, то образъ обрат
ной функщи получается про- 
стымъ отражешемъ первой фи
гуры въ равнодЪлящей 3) пер- 
ваго и третьяго квадранта. 
Этимъ способомъ на фиг. 35 
изъ пунктирной кривой у  =  ех 
получена логариемическая кри
вая у  =  \пх .  Более тонко на
черченная лишя соответствуем  
бриггову логаривму.

6. Если въ уравненш 

у  =  s lnx  (3)

s) Принимаемой за плоское зеркало.
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измерять уголъ х  дуговою мерою, то получится кривая, имеющая разно
образный применешя и известная подъ именемъ си н у со и д ы . Ордината у  
постоянно остается между — 1 и +  1 и попеременно принимаетъ эти 
значешя, когда значешя х  равны нечетнымъ кратнымъ числа J-яг, между 
тЬмъ какъ для значешй # , кратныхъ числа лг, ордината равна нулю. Кри
вая состоитъ изъ безчисленнаго множества конгруэнтныхъ дугъ, изъ коихъ- 
каждая, въ свою очередь, распадается на две симметричныя половины-

621

Фпг. 36.

(sin#  =  sin ( л  — х ) ) (фигура 33). Мы будемъ называть кривую п е р ш д и -  
ч еск о ю  съ перюдомъ 2 л .

Л и н i я к о с и н у с о в ъ  имеетъ тотъ же видъ. Она получается изъ- 
синусоиды перемещешемъ последней параллельно оси #-овъ на длину \ л

какъ это видно изъ равенства cos#  — sin

7. Мы разсмотримъ еще кривую

У  =  tg х .  (4)

Она состоитъ изъ безконечнаго числа конгруэнтныхъ частей и также пе- 
рюдична съ перюдомъ л .  Ордината

Фпг. 37.

становится безконечной, когда #  есть нечетное кратное числа \ л  (фиг. 37 ). 
Другими примерами могутъ служить еще функцш

у =  cosec# =  1/sin#, 

у  =  Н е х +  е - %

(5)

(б>
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который на фигурахъ 38 и 39 представлены при помощи кривыхъ.
Кривая косекансовъ у ' = 1 /sin дг получается изъ синусоиды, если 

положить у  у' =  1. Отложимъ для этой цели на оси ординатъ отъ начала

отрезокъ, обратный по знаку, но равный по величине ординате неко
торой точки Р  синусоиды. Если А  есть конецъ этого отрезка и О С

есть отрезокъ на оси х-оъъ, равный 1, 
то перпендикуляръ, возставленный изъ 
точки С къ прямой АС , встречаем ось 
^;-овъ въ точке Л', ордината которой по 
величине обратна ординате точки Р, ибо 
ОС9 = О А - О А ' . Точке А ' соответ
ствуем на кривой косекансовъ точка Р', 
имеющая ординату, равную О А', и такую 
же абсциссу, какую имеетъ точка Р.

Кривая, представленная уравнешемъ (6), 
имеетъ ту форму, какую принимаем 
укрепленная на концахъ свободно вися
щая цепь; кривая называется поэтомуФиг. 39.

цепною  лишей. (Фигура 39).

§ 146. Дифференц1алъ и производная.

1. Отрезокъ P Q ,  соединяющШ две точки кривой, называется хор
дой кривой; продолжая хорду неопределенно, получаютъ секущ ую  
кривой.

Дели х, у  суть координаты точки Р  на кривой, х +  Ах, j>' +  Zljp — 
координаты другой точки Q  на кривой и 0 есть уголъ, образуемый се
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кущей P Q  съ положительной осью л-овъ, то (фиг. 40)

* *  “ 3 i ( 1 )

Приращежя А х ,  А у  переменныхъ х  и у  называются также р а зн о с т я м и  
. А ух  и у, а отношеше — о т н о ш е ш е м ъ  р а з н о с т е й .

^  А х

Взявъ произвольную точку S на прямой, проходящей черезъ точку Р  
параллельно оси лг-овъ, и обозначивъ отрезокъ PS  черезъ d x , а отрезокъ 4) 
SS' черезъ д у , мы изъ подоб1я тре- 
угольниковъ PQR  и PS'S  находимъ, что

tg  0 =
ду
d x

Съ приближешемъ точки Q къ точке Р 
величины Ах и Ау изменяются. Если 
же при этомъ не изменять величины dx, 
то точка S* будетъ перемещаться по 
линш S Т  и придетъ, положимъ, въ по
ложение 5". Уголъ 0 также изменяется, 
и когда онъ переходить въ 0', то

tg0' =  д'у : dx 5).
Если точка Q  н е о гр а н и ч е н н о  

приближается къ точке Р,  то величины
Ах и Ау становятся б е з к о н е ч н о  малы ми. Точка S' приближается къ 
п р е д е л ь н о м у  п о л о ж еш ю  Т, и п р е д е л ь н о е  п о л о ж ен 1 е  РТ  се 
кущей называется к а с а т е л ь н о й  къ кривой. Уголъ Q приближается къ 
п р е д е л ь н о м у  зн ач ен 1 ю  и если мы обозначимъ черезъ dy отрезокъ 
S Т, то

dy

d y  =  t g #  dx, t g #  =  - ^ (2)

О трезокъ dy называется д и ф ф е р е н ц 1 а л о м ъ  функцш у. Онъ зави- 
ситъ отъ положешя точки Р на кривой и отъ произвольно выбраннаго 
отрезка dx, который называется д и ф ф е р е н т  а л ом ъ н езав и си м а  го пе- 
р е м е н н а г о  х. Частное dy : dx не за в и с и т ъ , однако, отъ произвольно 
выбранной величины dx и называется д и ф ф е р е н щ а л ь н ы м ъ  к о э ф ф и -

*) Точка Sf есть пересечение прямой PQ  съ прямой, проходящей черезъ 
точку S параллельно оси у-овъ. ,

5) (Уу =  SS".
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ш е н т о м ъ  ф у н к ц т  у  по х  или о т н о с и т е л ь н о  х .  Онъ такъ же, какъ 
И у ,  есть функщя отъ х  и потому называется также п р о и зв о д н о ю  
ф у н к ц 1ей или просто п р о и з в о д н о ю  отъ у  и обозначается черезъ у \  
Если у  ~  f  (х)  есть данная функщя, то

/ = / ' ( * )  (3)
есть производная функщя

Производная есть пред'Ьлъ, который непосредственно представляется 
въ виде 0 /0 :

/ d v  . у  =  - у— — Lim d x лх=о
Лу_
Л х (4)

а дифференщалъ, при произвольно взятомъ d x , есть

dy =y'dx.  (о)

Мы объединимъ все эти разсуждешя въ одномъ предложены:

П р о и з в о д н а я  о т ъ  ф у н к ц ш  ес ть  т р и г о н о м е т р и ч е с к и  тан - 
г е н с ъ  у гл а , к о т о р ы й  к а с а т е л ь н а я  к ъ  к р и в о й , и зо б р а ж а ю щ е й  
ф у н кц и ю  у, о б р а з у е т ъ  съ  п о л о ж и т е л ь н о ю  о сь ю  х-овъ fi).

2- Два угла, отличающееся одинъ отъ другого на тс> имеютъ одинъ 
и тотъ же тригонометрическШ тангенсъ. Онъ им^етъ положительное зна
чение для остраго угла и отрицательное для тупого или отрицательнаго 

_ остраго угла. Въ равенствахъ (1) и (2) углы 0 и #  должны быть изме
ряемы сообразно съ п о в о р о т о м ъ , при помощи котораго оси дг-овъ 
можно дать направление секущей или касательной, такъ что углы й и #  
должны быть взяты отрицательными, когда вращение направлено отъ  по
ложительной оси яг-овъ къ отрицательной оси /у-овъ.

Если въ равенстве (1) Лх и Ау имеютъ положительные знаки, то 
переменный у  и % в о з р а с т а л и  при переходе отъ точки Р къ точке Q\ 
когда Ах есть величина положительная, а Ау — отрицательная, то функщя 

у  у б ы в а л а , когда переменная дг в о з р а с т а л а . Если, следовательно, про

*) Э то  о п р ед е л еш е п роизводн ой  основано на понятш  о касательной, какъ о  
п р е д е л ь н о м ъ  п о л о ж е н и и  с е к у щ е й ,  которое, въ  свою  оч ер едь , н ич ем ъ  не опре
д е л е н о . Если ж е  оп р едели ть  п р ои зв одн ую  отъ  ф ункцш  въ данной точ к е (т. е. при

_j у
данн ом ъ  зн ачен щ  *), какъ п р едел ъ  отнош еш я , то м ож но бу д ет ъ  затем ъ  оп р е

дел и ть  касательную , какъ прям ую , п р оходя щ ую  ч ер езъ  данн ую  точку кривой (т. е. че
р е зъ  точку кривой, и м ею щ ую  данный координаты ) и обр азу ю щ у ю  съ  положительны мъ  
направлеш ем ъ оси  х -о в ъ  угол ъ , тангенсъ  котораго р авен ъ  производной  въ  этой  точке.

А у
В ъ  сл у ч а е  отсутств1я п роизводн ой , т. е . . пр едела  отнош еш я » н ет ъ  и касатель

ной в ъ  разсм атриваем ой  точ ке кривой.
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изводная_у' отлична отъ нуля, то для достаточно малаго положительнаго 
значешя А х  знакъ величины А у  будетъ совпадать со знакомъ производ
ной у', и мы заключаемъ:

К о гда  въ  т о ч к е  Р  п р о и з в о д н а я  у'  е с ть  в е л и ч и н а  п олож и - 
тел ь н ая , то  у  в о з р а с т а е т ъ  в м е с т е  съ  х , а если  у* е с ть  вел и ч и н а  
о т р и ц а т е л ь н а я , то у  у б ы в а е т ъ  съ  в о з р а с т а ш е м ъ  х.

Если у '  въ точке Р  естъ нуль, то мы не можемъ судить по у '  о 
возрастали иди убыванш функции у .  Но если у '  при прохожденш въ 
точке Р  черезъ нуль переходитъ отъ отрицательныхъ значешй къ поло- 
жительнымъ, то у  будетъ переходить отъ у б ы в а л и  къ  в о з р а с т а н ш ;  
въ точке Р  функщя у  имеетъ н а и м е н ь ш е е  3Ha4eHie,  m in im um ; точно 
такъ же у  имеетъ н а и б о л ь ш е е  3Ha4eHie, m ax im um , когда у '  перехо
дитъ отъ положительныхъ къ отрицательнымъ значешямъ. Въ такихъ 
точкахъ касательная параллельна оси я;-овъ. На нашихъ фигурахъ 33, 34, 
36, 38 и 39 легко узнать таюя точки.

3. Итакъ, производная у '  = f ' ( x )  определяет^ согласно равенству (2), 
направлеше касательной въ точке х ,  у  кривой у  = f  (лг). Пользуясь этимъ, 
мы докажемъ предложеше, известное подъ именемъ те о р ем ы  о сред- 
н ем ъ  значении . Пусть а и b будутъ абсциссы, a f  (а) и f  (b) —  соот
ветствующая ординаты двухъ то- 
чекъ кривой; тогда отношеше

А  къ точке В  касательная не- фиг 41
прерывно меняетъ свое поло-
жеше, и потому она должна одинъ, по крайней мере, разъ —  въ неко
торой точке С, лежащей между А  и 5 , —  стать параллельной хорде А В .  
Если £ есть абсцисса этой точки С> то / ' ( I )  определяетъ направлеше 
касательной въ точке С- Въ этомъ и заключается т е о р е м а  о с р е д н е м ъ  
з н а ч е н ш :

Е сли  ф у н к щ я / ( # )  и ея п р о и з в о д н а я  f ' ( x )  н е п р ер ы в н ы  для  
в с е х ъ  зн а ч е ш й  п е р е м е н н о й , л е ж а щ и х ъ  м еж ду  а и Ь, то  сущ е-

будетъ представлять собою тан- 
генсъ угла 0, образуемаго с е 

кущей А  В  съ осью дт-овъ 
(фиг. 41). Если дуга кривой 
между точками А  и В  искри
вляется непрерывно, то при пе
реходе вдоль кривой отъ точки 0 1  «  |  ъ

В е б е р ъ ,  Энцнклоп. элемент, алгебры. 40
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с т в у е т ъ  т а к о е  зн ач ен и е  п е р е м е н н о й  для к о т о р а г о  им Ъ етъ 
м е с т о  р а в е н с т в о :

=  / -  ( | ) ,  а < 1 < Ь .  (6)

Изъ этой теоремы вытекаетъ следсш е:

4. Е сли  н е п р ер ы в н а я  ф ункция f (х ) о б л а д а е т ъ  т е м ъ  свой- 
с т в о м ъ , что  ея п р о и з в о д н а я  f '  (х)  и с ч е з а е т ъ  для в с е х ъ  з н а ч е н 1й 
п е р е м е н н о й  х . то  f ( x )  е с ть  п о с т о я н н а я  вели чи н а.

Ибо при указанномъ предположены изъ соотношешя (6) следуетъ, 
что для любыхъ значешй переменной а и b имеетъ место равенство:

/ ( я )  = /( /> ) -
Поэтому

5. Е сл и  д в е  н е п р ер ы в н ы я  ф ункили F(x) и Fx{x) и м е ю тъ  
о д н у  и ту  же, п р о и з в о д н у ю  F'(x) =  F[(x)y то  м еж д у  ф ункциям и 
F(x) и Ft(x) с у щ е с т в у е т ъ  с о о т н о ш е т е

Ft(x) =  F(x) +  С\ 

г д е  С  ес ть  п о с т о я н н а я  вел и ч и н а .

§ 147. Дифференщалы простыхъ функц!й.

1. Чтобы найти производную отъ функщи у  =  / ( # ) ,  полагаютъ 
А х  =  Ь, А у  = f ( x  +  Ь) — /  (лг) и получаютъ:

у '  =  Urn
А =  0

/ ( у  +  h) - f (x)
h (1)

Если возможно выполнить делеше въ правой части, то после этого можно 
прямо положить h =  0.

Такъ, напримеръ, полагая въ равенстве (5) § 63~го

п /  иа — о 
а — Ь =  а!1- 1 +  au- 2b +  an- 3b2 +  - . - +  bп~ 1

а =  х  +  h, Ъ — х у гайдемъ:

следовательно,

Lim
h -  О

(х  +  h)n — х 1г
ъ

и х п—1.

с/ (# ”) =  n x 1l~ l d x \  

/

(2)
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и вообще, когда f  (х)  есть ц 'Ьлая функщя, a f ' ( x )  ея производная, то

какъ это слЪдуетъ и изъ § 66.

2. Равенство (2) доказано пока только для щЬлаго значешя я . Пусть 
теперь будетъ произвольное рацюнальное или иррацюнальное число. 
Ограничимся, во избЪжаше многозначности, п о л о ж и тел ь н ы м и  з н а ч е 
ш я ми х: тогда х }( будетъ однозначная функщя, имеющая только поло- 
жительныя значешя. Положимъ теперь

При h <  х  къ правой части этого равенства можно применить 
теорему о биномЪ (§ 130), при чемъ находимъ:

d f ( x )  =  f ' ( x )  dx , (3)

f ( x + h )  ~ / { x ) 
h---------------- * /7

полагая h =  0, имЪемъ:

d ( x u) =  f.iX‘a~ 1d x i (4)
какъ и въ равенств!» (2).

3. Точно такъ же находимъ изъ разложешя (7) § 132-го:

In (x+h)  — Inx _  J_  ln
h ~  h

поэтому, полагая h =  0, имЪемъ:

} _____ h_ ,
x  3x*

(5)

4. Для показательной функщи i f  имЪемъ:

полагая eh — 1 =  b +  ^  +  • • • и /; — 0, находимъ:

(6)dex =  e fd x .
40*
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5, И зъ  тригонометрическихъ формулъ (томъ II, § 29. (5)) 

sin ( х  +  b) ~  sin х  ~  2 cos |л* +  ^  sin ~  ,

cos (.v +  h) — co s#  =  — 2 sin sin ,

2 b
при помощи предЪльнаго равенства - j-  sin —  =  1 (§ 127, 4), находимъ;

b 2

d s i n x  =  cos x d x ,  

d  co s#  =  — s m x d x . \7)

§ 148. Д иф ф еренщ алы  с л о ж н ы х ъ  ф ункц ш .

1. Если у  и ~ суть две функцш отъ X) то справедливы агЬдуюцпя 
тождества:

П  л (у  +  К) =  4 У | ?,
'  Л# Л .г Л#

оч 4  О ч ) _  (у +  Ay) (I +  л0 ~yi ; !
J Л# Л л*

Л^ . Лу Лу Л̂ _
'  }’ Х г + ^  +

з )  л  С у . : ? . )  = .  1  / >  +  Л у  ^  \

Л #  Л #  \  7 +  Л7 7 /

Л у Л г

- ( -  +  /4т)

2. Отсюда, съ помощью перехода къ пред'Ьламъ при А х  =  0, полу
чаются следуюиця формулы для производныхъ:

d ( y  +  d  = d y + d l . )
d x  d x  d x

d ( y $  _ _ v d l , 7 d y .
d x  У  d x  ^ d x 9 7

a )

(2)

7) Полагая y = f ( x ) , z  = g(x), находимъ последовательно: / J y = f( x  +  h ) - f ( * ) t 
A l  =  g { x + b ) — g ( * ) , A y  +  A z = l f { x  +  h) +  g ( x  +  h ) ] - [ f { x )  +  g  (ж)] =  A [ f i x )  -  g  ( * ) ] =  
=  A(y +  z). Аналогично доказываются и тождества 2) и 3).
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въ частности, когда ? имЪетъ постоянное значеше с, находимъ:

далее:

d ( c y ) __ d y  т 
d x  С d x 1

^ d y  d  ̂
d ( y  : _  ^~dx ^  d x

d x  г4

(3)

(4)

Отсюда выводятся соответствуюш!я формулы для дифференщаловъ:

d  ( у  +  0  =  d-У + (5)

d ( j l )  = y d ^  +  i d y , (6)

d  (cy ) =  c d y , (7)

^ v i d y  — у  d \
7 7%' \  \

(8)

Содержаше этихъ формулъ можно выразить следующими словами:

3. Д и ф ф е р е н щ а л ъ  суммы р а в е н ъ  су м м е д и ф ф е р е н щ а л о в ъ  
сл агаем ы х ъ .

4. Д и ф ф е р е н щ а л ъ  п р о и з в е д е т я  р а в е н ъ  сум м е, с о с т а в л е н 
ной и зъ  п р о и зв е д е н !я  п е р в а го  м н о ж и тел я  на д и ф ф е р е н ц д а л ъ  
в т о р о го  и п р о и звед ен и я  в т о р о г о  м н о ж и тел я  на д и ф ф е р е н ц д а л ъ  
п е р в а го .

5. Д и ф ф е р е н ц 1 а л ъ  д р о б и  8) п о л у ч а е т с я  по т ак о м у  п р а в и л у : 
и зъ  п р о и з в е д е т я  зн а м е н а т е л я  на д и ф ф е р е н щ а л ъ  ч и сл и тел я  н ад о  
вы ч есть  п р о и з в е д е т е  ч и сл и тел я  на д и ф ф е р е н щ а л ъ  зн а м е н а т е л я  
и р а з н о с т ь  р а з д е л и т ь  на к в а д р а т ъ  зн а м е н а т е л я .

6. Применяя повторно эти правила, можно составить дифференщалы 
всехъ техъ  функщй, которыя получаются изъ функщй, дифференщалы 
которыхъ уже известны, при помощи ращональныхъ операцШ, т. е. при 
помощи сложешя, вычиташя, умножения и делешя.

Положивъ, напримеръ, въ равенстве (8)

у  =  sin .г, ^ =  cos,r,

dy =  cos xdx, d% =  — sin.r dx.

8) Или частнаго.
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получимъ:

такъ что

, sin л:
а -------

c o s  л*

cos2x  -f- sin2 л* 
cos2.v

dx ,

d t gx = dx
cos2.r ’

подобнымъ же образомъ найдемъ, что

rfcotg.v =

Полагая у  =  1, ^ =  cos х, найдемъ:

— dx 
sin2 л;

d seca: = sin.г  
cos2 .г dx.

(9)

( 10) .

(П)

7. Когда у  есть функщя отъ х, а ? есть функшя отъ у , то можно 
и на ^ смотреть, какъ на функщю отъ х, и вообще на каждый две изъ 
трехъ величинъ х, у, % можно смотреть, какъ на функщю отъ третьей. 
Приращешю Ах переменной х  будутъ соответствовать приращешя Ay,

переменныхъ у  и Величины Ау, А% являются тогда функщями отъ 
Ах, и если одна изъ нихъ становится безконечно малой, то такими же 
делаются и две друпя

Если приращеше А% равно нулю при всякомъ значенш Ах, то ^ 
есть постоянная.

Изъ тожества

4 ) Лл  =  4 ?
Ах А у Ах

сдЬдуетъ: %
d i _ d i d y
d x ~  dy dx’ 1 ;

J< -   ̂(13)

8. Эта формула гласитъ:

Если % есть ф ункц 1я отъ у, а у  есть ф ункщ я отъ х, то диф- 
ф еренщ алъ отъ % получается, какъ п р о и зв е д е т е  производной 
отъ  % по у  на диф ф еренщ алъ  отъ у.

Или другими словами:

9. Тремъ переменнымъ х, у,   ̂ можно приписать три диффе- 
peндiaлa dx, dy, d% такимъ образомъ, что одинъ изъ нихъ бу-
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д е т ъ  п р о и зв о л ь н ы м ъ  и ч а с т н о е  к а к и х ъ -л и б о  д в у х ъ  р з ъ  д и ф ф е- 
р е н гп а л о в ъ  б у д е т ъ  д и ф ф ер ен ц д ал ьн ы м ъ  ко э ф ф и ц д ен то м ъ  с о о т 
в е т с т в е н н о й  п е р е м е н н о й .

Если, напримеръ,

=  In у } у  =  sin#, d y  =  cos x d x y  d \ / d y  =  1/jy,
TO

подобнымъ же образомъ

d in  sin;V =  cotgx d x \

d  In cos#  =  — tg #  d x ,

j . , d tg #  d x  2 d x
d  In tg #  =  —-2 -  =   ----------- =  — Tr

i g #  s m # c o s #  sin 2 #

(14)

(15)

(16)

10. Равенство (12) даетъ также возможность составлять дифферен- 
щалы такихъ функщй, которыя получаются черезъ о б р ащ ен 1 е  функщй, 
дифференциалы которыхъ уже известны. А именно, полагая въ равенстве 
(12) ^ =  # , имеемъ:

d x  d y  _   ̂
d y  d x

и когда d x / d y  известно, то отсюда получаютъ d y / d x ,  какъ обращен
ную дробь.

Возьмемъ, напримеръ, у  =  a rc tg # , такъ что х  =  tg  у ;  согласно ра
венству (9), получимъ:

d x  — d y
cos 2у

Но по формуламъ тригонометрш (томъ II, § 26, (5))

1
cos2jy =  1 +  tg2jy =  1 +  -г2

и, следовательно, d y  =  d x / ( l  +  # 2), такъ что

, . d x
d *  « t g r - —

Если же положить

у  =  arc sin#, х  =  siny, d x  =  c o s y d y ,  

то изъ равенствъ cosjy =  ]/* 1 — sin2jy = ] А  — # 2, получимъ:

d x

(17)

d  arc sin#
1 Л - # 5

(18)
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Эти кр|тк1я указашя не имЪютъ даже той щкли, чтобы ввести чи
тателя въ начальныя основания дифференщальнаго исчислешя. Имелось 
только въ виду показать, какъ изъ разложешй въ ряды, полученныхъ 
элементарнымъ путемъ, почти сами собою выводятся основныя поняли 
этого исчислешя, и мы сд-Ьлаемъ еще только историческое указаше на то, 
что Л а г р а н ж ъ  (Lagrange) думалъ одолеть именно этимъ путемъ трудности, 
связанный со строгимъ обосновашемъ исчислешя безконечно малыхъ * *). ■

Дифференщальное исчислеше и связанное съ нимъ интегральное 
исчислеше называютъ исчислешемъ безконечно малыхъ и разсматриваютъ, 
большею частью, какъ начало „высшей математики". При всякомъ изуче- 
н1и математики и применены ея необходимо освоиться съ методами и 
пр1емами исчисления безконечно малыхъ такъ же, какъ и съ таблицей 
умножешя. Этого можно достичь только при помощи многочисленныхъ 
упражнешй на примЪрахъ, которые, естественно, остаются внЪ предЪловъ 
этой книги. Существуютъ различные сборники задачъ, употребление кото- 
рыхъ будетъ полезнымъ для этой цЪли; таковы сборники Ш лём и льх а  
(Schlomilch), З о н к е  (Sohnke, neu herausgegeben von Amstein), Д ел ьп а  
(Dolp, nea herausgegeben von Netto) и друпе 9). Богатый матер1алъ для упраж
нешй содержится также въ каждомъ бол%е обширномъ учебник^ диффе
ренщальнаго и интегральнаго исчислешй, изъ коихъ наиболее распростра
ненными у насъ являются учебники Ш те ге м а н н а  (Stegemann, bearbeitet 
von Kiepert) и C e p p e  (Serret, bearbeitet von Harnack, spater von Bohlmann, 
zuletzt von Scheffers), а также книга Чу б e p  a (Czuber) „Vorlesungen liber Dif
ferential- und Jntegralrechnung". Cp. докладъ Б о л ь  м ан н а „Обзоръ важ- 
нЪйшихъ учебниковъ по исчислешю безконечно малыхъ отъ Э й л е р а  до 
новМ ш аго времени" (Bohlmann: „Obersicht liber die wichtigsten Lehrbiicher 
der Infinitesimalrechnung von Euler bis auf die heutige Z eit“) въ журнал^ 
„Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung" (Bd. VI, 1897).

§ 149. Теоремы Тейлора и Маклорена.

1. Если y = f ( x )  есть функщя отъ х ,  то и производная у  =  f'(x) 
есть функщя отъ х . Взявъ отъ нея производную, мы получимъ в т о р у ю  
п р о и з в о д н у ю  отъ функцш f{x)  и, продолжая такимъ же образомъ, по
лучимъ рядъ высшихъ производныхъ о т ъ / ( д ) :

/(* )>  f ' ( x ) ,  f ( x ) ,  f " ( x ) ,  . . . .  Cl)

Для случая, когда f ( x )  есть цЪ лая ф у н к щ я , мы получили всЪ эти 
функцш въ § 141 изъ теоремы о биномЪ и видели, что эти производный

*) L a g ra n g e , „Theorie des Fonctions analytiques." Prairial an V (1797).
•) На русскомъ язык’Ь можно указать сборники задачъ ВЪры Ш иф ф ъ и 

Х мы рова.
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также суть ц ел ы  я ф ункции, и что степень каждой сл'Ьдукйцей на еди
ницу ниже степени предшествующей. Поэтому, если функщя f  (х ) будегъ 
72-ой степени, то ;г-ая производная будетъ постоянная, а высипя произ
водный равны нулю.

Въ нЪкоторыхъ случаяхъ рядъ производныхъ функщй составляется 
по простому закону. Если, напримЪръ, у  =  х и есть степень, то тг-ая про
изводная выражается такъ:

у « )  =  —  1) . . ,  (/.6 —  п +  1 ) Х ‘и~ н , (2)

и это имЬетъ место также для отрицательныхъ и дробныхъ показате
лей При у  =  ех все производныя равны той же функщй с*, а для 
s in #  и c o s#  рядъ (1) переходитъ въ ряды:

sin#, cos#, — sin#, — cos.v, sin.r, cos#, — sin# , . . .  

cos#, — sin#, — cos#, sin#, cos#, — sin# , — cos#, . . .

2. Пусть

(3)

f ( x )  =  c0 +  Cl Л" +  C2.v2 +  ■ • • +  CnX" +  ■■■ (4)

будетъ степенной рядъ и доиустимъ, что онъ сходится абсолютно, когда 
абсолютное значеше х  равно г или меньше г.

Въ п. 8 § 124-го мы показали, что въ этомъ случай сходится и
рядъ

ф ( х )  =  С0 Х  + ct x 2
2

с»*8 ,
3 “г

С п Х «+1

п +  I + (5)

если только
I X | <  Г. ' * (6)

Мы докажемъ теорему:

3. Р я д ъ  / ( # )  ес ть  п р о и з в о д н а я  ф y н к ц iя  о т ъ  Ф (# ).

Для доказательства беремъ числа х  и х  +  h столь малыми, чтобы 
оба они удовлетворяли условш  (6). Тогда по п. 5 § 51-го при всякбмъ 10) 
показателе т \

(x  +  h)’ =  (# +  h)m~l +  (х +  h)m~2x  Н-------h #,,i~ 1 <  mrrM — 1 (7)

(по абсолютной величине).

10) Целомъ.
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Если же положить:

R,, (-г)
f„4.i-r"+2

п +  2
С,,+гХ"+3

и -1- 3

то изъ соотношенШ (7) получимъ:

! Rn (л* +  /;) —  Rn (х )
<  : с„+1 j /'"+1 +  | с„+2 1 г”+ 3 +  • • •,

и это выражеше, въ силу допущенной нами абсолютной сходимости ряда
(4), можетъ быть сделано, независимо отъ значенШ х  и b п ), меньше 
всякаго напередъ заданнаго ноложительнаго числа со, если только взять п  
достаточно большимъ.

Но

Ф{х- \ -Ъ)— ф (х )  _  (x - \ -hy2— x 2 ( x  +  h),l+l — д*"*1
j  - С о  +  С, 2 А  +  "  ■ + С н  b + i ) b  +

Rn(x  +  h) —  Rn(x)
+  ‘ Ь

Делая здесь h безконечно мадымъ, мы по о п р ед ел ен а  производной 
получаемъ:

Ф'{х)  =  Со ~Ь сгх  с2д 2 +  • • • 4“ с«д‘” +  р»,

где р„ есть величина, которая при достаточно большомъ п  можетъ стать 
произвольно малой, т. е. Ф'(дг) есть сумма безконечнаго ряда /(дг), какъ 
это и нужно было доказать.

Функщя Ф(х)  называется и н те гр а л ь н о ю  ф ун кц 1ей  или инте- 
г р а л о м ъ  о т ъ  f ( x ) .

Сообразуясь съ правиломъ дифференцировашя степеней, мы можемъ 
теорему п. 3 выразить и такъ:

4. Ч т о б ы  д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь  с т е п е н н о й  р я д ъ , д о с т а т о ч н о  
д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь  каж д ы й  е го  о т д е л ь н ы й  ч л е н ъ . К р у гъ  с х о д и 
м о сти  п ри  э т о м ъ  не и з м е н я е т с я .

5- Теорему п. 4 можно повторно применить къ функщи f ( x )  и 
ея производнымъ; тогда получимъ:

/ О )  =  с„ +  ct x  +  с2х 2 +  с3лл  +  ci x i +  ■■■, 

f ( x )  =  с, +  2 С2х  +  Зс3д-2 +  4с4А-3 +  5 сьх '  -\------,
( о )

f " { x )  =  2 с2 +  2 • 3 съх  +  3 • 4с4х 2 +  4 ■ 5 cbx z +  • • •, 

f i x )  =  2 - Зс3 +  2 • 3 • 4 с4х  +  3 • 4 • 5 с5 д:2 +  . • •,

п ) удовлетворяющих^ однако, соотношешямъ | х  | < г и | у +  А | < г.



и вообще

(9)

— формула, которую легко доказать методомъ полной индукцш.

6. Положивъ х  =  0 въ равенствахъ (8) и (9), получаемъ:

откуда

/(■V) = / ( 0 )  +  x f  (0) +  /"(0) +  ^ - /" '(0 )  +  ■ • ■ ■ (10)

Эта формула называется р я д о м ъ  М ак л о р ен а .

7. Этой формуле мы дадимъ еще другой видъ. Пусть f ( x ) будетъ 
функщя отъ х  и f ' ( x )  ея производная. ЗамЪнимъ х  черезъ х  +  h и ста- 
немъ разсматривать, какъ переменную, одинъ разъ величину х , другой 
разъ величину h. Согласно формуле (12) § 148-го,

соответственныя равенства можно установить и для высшихъ производныхъ.
Отсюда следуетъ, что, разсматривая f  ( х  +  /?), какъ функщю отъ /;, 

мы найдемъ для нея, согласно формуле (10), следующее разложеше по 
степенямъ b :

эта формула называется р я д о м ъ  Т е й л о р а  -). Изъ нея обратно выведемъ 
рядъ (10), полагая х  =  0 и заменяя потомъ h на х .  *)

*) B r o o k  T a y l o r  (1 6 8 5 — 1731) издалъ въ  1715 г- сочинеш е „M ethodus incre- 
m entorum ", въ  котором ъ содер ж и тся  это разл ож еш е. C o l i n  M a c  L a u r i n  (1 6 9 8 — 1746) 
въ своем ъ сочинеш и „T reatise of fluxions", 1742. далъ ф орм улу (10).

Выполнивъ дифференцироваше и положивъ h =  0, находимъ:

f ( x  +  h) = /( .! • )  +  h f ' i x )  +  ~ f " ( x )  +  —f i x )  +  • • •; (11)
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8. При выводе этихъ формулъ мы исходили изъ предположения, что 
функщя f  (х) съ самаго начала определена степеннымъ рядомъ. Поэтому, 
если допустимъ о д н у  т о л ь к о  в о зм о ж н о с т ь  разложешя функцш въ рядъ 
вида (10) или (11), то мы получимъ самое р а з л о ж е н ie, составляя про- 
изводныя отъ функцш.

Вопросъ объ услов!яхъ возможности такого разложешя мы не отно- 
симъ уже къ элементамъ. О тветь на него принадлежитъ къ важнейшимъ 
основнымъ проблемамъ теорш функщй.

Въ отдельныхъ рядахъ, разсмотренныхъ нами въ главахъ XXIII и 
XXIV, мы легко усмотримъ подтверждеше правильности формулъ (10) и 
(11). Если возьмемъ, напримеръ, бином!альный рядъ (§ 128, 1)

(1 +  О" =  1 +  В ^ 1  +  +  B f t  +  • • •,
положимъ въ немъ ^ =  Ь /х  и умножимъ на Х-", то получимъ:

(х +  by = хп + By]xn- lh +  B(+xa~2b2 Н------- h Ву\хи- ,гЬп +  • • •,

откуда при сравнении съ равенствомъ (11) найдемъ, какъ и выше, что 
11-ая производная отъ х'{ равна

В (/г1) п ! х " - ' 1 =  ,и (ta  — 1) . . .  (р, —  п +  1) х и~п.
9. Отбрасывая въ степенномъ ряду (10) члены, следуюппе за п -ой 

степенью переменной л*, мы получаемъ ц е л у ю  ф у н к ц ш  n-oPi степени, 
которая, въ предположен^ сходимости ряда, п р и б л и ж е н н о  совпадаетъ 
съ функщей f  (х)- Такимъ образомъ, для функщи f (x)  найдена целая 
функщя ср(х), которая обладаетъ ткмъ свойствомъ, что она и п ея пер- 
выхъ производныхъ совпадаютъ соответственно съ функщей f(x)  и ея 
производными при одномъ значенш х  (при х =  0); въ некоторыхъ 
случаяхъ эта функщя <р{х) можетъ заменять собой функцш  / ( # ) . •  Суще- 
ствуетъ, однако, и другой способъ для приближеннаго изображения лю
бой функщи F (х)  въ виде целой функщи п -ой степени, а именно ра- 
зыскиваютъ целую ф ункцш  (р(х), зиачешя которой соответственно равны 
значешямъ функщи F (х)  при п  +  1 значен!яхъ х:

> ^2 * • • ■> (tn*

Эта задача уже решена въ § 69 при помощи интерполящонной формулы 
Л а г р а н ж а . Полагая, какъ тамъ,

/ (.г) =  { х  — я0) (д- — д,) (.V -  а г) . . . ( х  —  а „), (12)

мы по указаннымъ тамъ формуламъ (7) находимъ:

w  л =  F(aa)f(x) F(ax)f(x) , F(a„)f(x)
94 J (л- — a0) f ' ( a a) "1_ (x — ax) f \ a x) ^  ~r (x — a„)f \ a n) ’У

(13)
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вместо чего можно также написать

( f i x)  =
1 = И 

2 F (a ,) f( .x ) .
( х  -  а , ) / ' (а,) ’

(14)

эта формула непосредственно показываетъ, что

<р{а0) =  Д а , , ) ,  у  (я ,) =  F (a ,) : . . <р(а„) =  F (a „)  12).

Когда функщя F  (х)  сама есть целая функщя, степень которой не 
выше то функцш (р{х) и F  (х )  тождественны, и мы получаемы

< и »

/( •
•V) =  У (я.)
V) ^ / ' ( Я , ) ( Л - Я , )

(15)

В ы раж ен 1е (15) н а з ы в а е т с я  р а з л о ж е ш е м ъ  п р а в и л ь н о -д р о б 
ной ф у н к ц ш  ( p ( x ) / f ( x )  на ч астн ы я  д р о б и .

§ 150. Понятче объ интеграле.

1. Уже въ древности при опредЪленш площади или объема прибе
гали къ следующему средству: разсматриваемый образъ разлагали на части, 
который принимались столь малыми, чтобы безъ чувствительной погреш
ности можно было считать образъ ограниченнымъ прямыми лишями или 
плоскостями, и затемъ находили сумму всЬхъ этихъ частей. Этотъ спо- 
собъ можно сделать совершенно точнымъ по методу пределовъ или по 
Архимедову „м ето д у  и с ч е р п ы в а н 1 я “. И н т е г р а л ь н о е  и счи слен и е  
обобщаетъ этотъ методъ и приводитъ его въ систему. Опираясь на пря
мую очевидность, элементарная математика уже издавна прибегала къ 
такимъ пр!емамъ, хотя и не пользовалась при этомъ ни именемъ ни обо- 
значешями интегральнаго исчислешя, и геометрическая часть нашего сочи- 
нешя содержитъ много такихъ п^имеровъ. Здесь мы хотимъ только уста
новить со всевозможной краткостью п о н я Н е  о б ъ  и н т е г р а л е  въ e ra  
простейшей форме и аналитическомъ значенш съ целью показать,, какъ 
оно натурально развивается изъ разсмотрешя площади.

. Пусть
У  =  f i x )  (1)

будетъ произвольная функщя отъ х  и допустимъ, что она непрерывна 
возрастаетъ между точками х  =  а и х  =  Ь. Положимъ, что она пред

12) См. § 69, 2.
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ставлена дугою ар кривой на фигуре 42. Требуется найти площадь S 
части плоскости (abfta).

Мы д'Ьлимъ интервалъ b — й =  А на п  равиыхъ частей, изъ коихъ 
каждая равна А / п , и проводимъ въ точкахъ делешя а , х 19 _г2, 
ординаты у0, уи  у2, . . у„.

Фигура 42 указываетъ намъ тогда две площади S , и 5 2, соста
вленный изъ прямоугольниковъ, при 
чемъ одна 5, цЪликомъ содержится 
въ площади 5, а другая содержитъ 
въ себе площадь 5 , такъ что

Si < S <  5*, (2)
где

Si =  — О ;о + У \  +  • • •

(3)

s 2 =  4  (у ,  +.У-2 Ч—  +.у»)-

Разность этихъ двухъ суммъ равна

5, =  — fO'i -.Vo) +  О'» —J>'i) +- +  О '» — > - 0 ] .

и если оесть  наибольшая изъ разностей (jVi—^ 0)> — Уп—i),
то

5* -  5 , <  а Л. (4)

Такъ какъ функщя у  предполагается непрерывной, то величина о 
становится безконечно малой, когда число п  становится безконечно боль
ш им и Величины Sx и S2 неограниченно приближаются одна къ другой 
и образуютъ Дёдекиндово сечеш’е, которымъ определяется — вообще 
ирращональное —  число S. Это же число S  служитъ верхнею границею 
всЬхъ чиселъ Sj и нижнею границею всЪхъ чиселъ Оно определяется 
функщей у  = f ( x )  и границами а и b интервала А.

Это число S называется и н т е г р а л о м ъ  ф ункц 1и  f (x)  м еж ду 
п р е д е л а м и  а и Ь. Мы обозначаемъ его черезъ

b

S =  J~f(x)dx,  С5)
а

при чемъ подъ f (x)dx =у  dx понимаютъ площадь элементарнаго прямо

угольника, сделавшагося безконечно малымъ, а подъ Г  — знакъ суммы.
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Когда функщя f  (л*), при измененш х  отъ а до b , не возрастаетъ, 
а убываетъ, то заключеше то же, только съ гЬмъ отлич1емъ, что въ не- 
равенствахъ (2) знаки <  сл1здуетъ заменить знаками > .

Если же функшя f  (х)  мажду границами а, Ь переходитъ отъ воз
растала къ убывашю или наоборотъ, то интервалъ д'Ьлятъ на две или 
на нисколько частей и къ каждой изъ нихъ применяютъ въ отдельности 
т е  же разсуждешя. При этомъ всегда будетъ

ь
/* . А
I  / ( х)  d x  =  Lim -  ( Vo +  • • • + JV «-i )

*' tl — cc n
Д  (6 )

=  Lim —  ( V, +_v.2 +  ■ ■ • +_v„)-
It — CO it

3. Возьмемъ въ виде примера функшю у  =  х ку въ которой k  есть 
целое число. Сверхъ того, положимъ еще а =  0 и, следовательно, А =  Ь. 

Тогда

поэтому

S* =  ^  (1* +  2* +  . . .  +  п*) = ■ (7)

Слагаемый содержащейся здесь суммы

оп — 1* +  2* +  • . • +  пк

образуютъ ариеметическШ рядъ k-aro порядка, а суммы a lt  о2, о3 , 
сами составляютъ ариеметическШ рядъ (k +  1 )-го порядка. Такимъ об- 
разомъ, согласно формуле ( 1 ) § 62-го, сумма а„ есть выражеше вида

°п =  « 0 в р  +  a ,  B f) +  ■ • • +  а к+1 , (8)

въ которомъ В " )  суть бином1альные коэффищенты и числа ah не зави

сать отъ п.  Здесь легко определить число 0 *4.1 , ибо

ап — a M- i  =  пк

= О, (Дп) -  в*-4) +  «2 (Д’0 -  Д Г Ч) +  ■ ■ ■ + «*+1 (Л& -  Д+i4);
поэтому, согласно равенству (7) § 57-го,

пк =  а ^ - 1' +  а2В^-1) Н-----+  (9)

Это равенство й-той степени по отнош етю  къ я и должно удо
влетворяться при всякомъ значенш п\  следовательно, оно должно быть
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тождествомъ по отношешю къ п , такъ какъ уравнеше /е-ой степени не 
можетъ иметь больше, чЪмъ k  корней. Но степени бинолпальныхъ коэф- 
фищентовъ . . . »  относительно п  ниже k  и только

щ п - i )  =  (п — 1) (п — 2) ■ •. (п — k)

есть выражеше степени k\  поэтому изъ сравнешя правой и левой части 
равенства (9) получается:

a*+i =  k l .  (10)

Такимъ образомъ, при переходе частнаго бп/пА+1 къ пределу при 
п  =  оо , выражешя

пк+ 1 ’ п ^ и ’ ‘ ‘ *’

исчезаютъ, потому что степени числителей относительно п ниже степеней 
знаменателей. Напротивъ,

Щ ±  =  я  (и ^ _ 1 Н и -  2) . . .  (н -  k)
1 и*+1( / г + 1)!

=  ( / Г + Т ) ! ! 1 “  т )  О  “ I )  " •  ( ! ~  4 )  ’

и пред'Ьлъ этого выражешя равенъ 1 / ( й + l ) ! .  Поэтому 

Lim =  —._Аг+ 1., =  *__
я*+1 (Л +  1)! А + 1

и изъ равенства (7) мы получаемъ для S2 пред'Ьлъ:

J  x kd x  =
bk+l

T + i ( П )

4. Когда у  есть сумма сх tyt (x)  +  с2 <р2 (х), где сх , с2 суть постоян
ные множители, то изъ определешя интеграла при помощи суммъ (6) 
непосредственно вытекаетъ, что,

ь ь ь
f  (Cl <р, <х) +  сг Cf2 ( х ) )  d x  =  с, У " (х)  d x  +  C i f  <p2 ( x ) d x ;  (12)
я а а

соответственный равенства выводятся также для суммъ, содержащихъ 
больше членовъ.
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Поэтому изъ равенства (11) можно прямо получить интегралъ це
лой функщи:

Е сли

/ ( * )  =  У о +.У}Х +  у2х 2 + --------ь  У „ , х ‘"

есть  ц е л а я  ф ункц ия ш -о й  степ ен и , то

ъ

J f (x )d x  =  y0b +
О

y,b‘l у, /Я y,„bmJri
2 Ч i  +  т +  1 ‘

(13)

Если станемъ разсматривать эту сумму, какъ функщю Ф(Ь) отъ Ьу 
то Ф(Ь) будетъ интегральной функщей отъ функцш f  (Ь) въ томъ же 
смысла, въ какомъ мы употребляли эхо выражеше въ п. 3 § 149-го. Изъ 
разложешя суммы 5  выводится

Ь Ь а
f  f i x )  d x  =  f  f{x)dx  -  f  f i x )  d x  =  ф ф )  -  ф(а).  (14)
и 0 0

5. Рядъ значенШ переменной х  отъ. а до b называется промежут- 
комъ интегрировашя. Этотъ промежутокъ можно всегда привести къ про
межутку отъ — 1 до +  1 по следующему способу. Положимъ

О лг _ п _ п
t ^ _  а > х  =  i  {t(b — #) +  (£ +  cl)). (15)

Когда Ху непрерывно возрастая, проходитъ значение отъ а до by то t про- 
ходитъ значешя отъ — 1 до +  1, также непрерывно возрастая, и функщя 

У  = . / ( # )  будетъ вместе съ темъ функщей q>(t) отъ t, если положимъ

У  = / ( W  - а )  +  Ь +  а)) =  <p(t). ' (16)

Точкамъ делешя а, х 1г х 2У . . Ь на фигуре 38 соответствуютъ для t
2 "■ 4

точки делешя — 1, — 1-j------, — 1 ------ , . . + 1  и ординаты
п п

Ус =  5 » ( -  1), у х =  9  ( -  1 +  4) , • • •> -V» =  9>(+ !)•

. +  1
Поэтому |  g>(t)dt  есть пределъ обеихъ суммъ

2 2
"JT (Уо +JVtH--------f > - i )  и — + jy 2 +  • * • + j« ) ;

В е б е р ъ , Энцпклоп. элемент, алгебры. 41
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полагая вновь Л ~ Ь — получаемъ:

4-i 6 />

~2 f  <p(t) d t  =  f  f i x )  d x  =  J ' y  d x ; (17)
— 1 a a

для целой же функцш

F(t) = Со +  Ci t +  Co t2 +  C3/;J +  • • •

находимъ изъ равенствъ (13) и (14):

Н-1

-у  ^  F(t)dt =  С0 +  ^  +  • • •» (18)
—1

где въ правой части остаются числа С/ только съ  ч етн ы м и  и н д е к с а м и /.

§ 151. Определенный и неопределенный интегралъ.

1. Если функщя у  (я) служить производною функцией F (х), т. е. если

F'(x)=f(x),  (1)

то F (х), какъ мы уже упоминали выше при разсмотренш частнаго слу
чая, называется интегральной ф ункш ей отъ f ( x ). Если функщя f(x)  
дана, то этимъ функщя F{x) еще не вполне определена, такъ какъ 
остается еще произвольной постоянная, которую можно прибавить къ 
Fix) (§ 146,5). Въ виду этого функцш F (х) называютъ также не- 
определенны м ъ интеграломъ функщи f ( x ) \  это на письме отме
чается такъ:

f  f ( x )  d x  =  F  (х)  +  С.  (2)

Связь между неопределеннымъ интеграломъ и определеннымъ инте- 
граломъ, соответствующимъ сумме (5) § 150-го, устанавливается съ по
мощью следующихъ соображешй:

Пусть
у  = f(x)

и положимъ
„ _  Уо +JVi +  ■ ■ • +.У«-1
VI — ~ ~  ’П

т. е. будемъ разуметь подъ г){ среднее аривметическое п значенШ 
Уо> Уг> • • -9 Уп-i функщи у; тогда выражение (3) § 150-го для суммы 
Si приметь видъ:

S i  =  ( b  — а ) щ \

642
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переходя къ пределу при п =  оо, получимъ, согласно равенству (5) 
§ 150-го:

ь
f f ( x ) d x  =  { b  — a ) r } ,  (3)

где г) есть некоторое значеше функцш у ,  заключающееся между наиболь- 
шимъ и наименьшимъ изъ всехъ значешй, принимаемыхъ ординатою у  въ 
интервале а . . .  Ь. Если Ь будетъ неограниченно приближаться къ а, 
такъ что разность b — й будетъ стремиться къ нулю, то rj будетъ неогра
ниченно приближаться къ f  (а). Заменяя а черезъ х  и b черезъ х  +  Ь, 
т. е. Ь — а черезъ /;, мы получимъ изъ равенства (3):

x-\-h

L i m /  f ( x ) d x  =  f ( x ) .  (4 )
// = <) и . /

.г

Возьмемъ произвольное число а и произведемъ разложеше инте-
о: h

грала J  j ( x ) d x  аналогично тому, какъ это сделано въ формуле (14)
х

§ 150-го:
x-\-h д'- j х

f  f i x )  d x  =  f  f ( x ) d x  — J f { x ) d x ;

(5)

обратится

(6)

поэтому, если положимъ

J f  (x) dx = Fix) +  C,

то соотношеше (4) приметь видъ:

. F i x  +  h) -  F \ x )
Urn
h= 0

f i x ) ;

следовательно, F ( x )  есть интегральная функщя отъу '(я-).
Если въ формуле. (5) положимъ х  =  а, то левая часть 

въ нуль, откуда следуетъ, что

с = -  Fid).
Заменяя обратно х  на /?, будемъ иметь:

/ / (л.-) d x  =  /•'(/)) -  F(a) .

41*
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Итакъ, мы н а й д е м ъ  зн ач ен 1 е  о п р е д е л е н н а ™  и н т е г р а л а  м еж д у  
п р е д е л а м и  а и Ь, если  мы п о д с т а в и м ъ  эти  п р е д е л ы  въ  н е о п р е 
д е л е н н ы й  и н т е г р а л ъ  и и з ъ  р е з у л ь т а т а  в т о р о й  п о д с та н о в к и , 
в ы ч т е м ъ  р е з у л ь т а т ъ  п е р в о й  п о д с т а н о в к и . Н е о п р е д е л е н н а я  п о 
с т о я н н а я  С не ф и г у р и р у е т ъ  у ж е  въ  это й  р а зн о с т и .

Этимъ путемъ мы можемъ для каждаго изъ дифференщаловъ, вы- 
веденныхъ нами въ §§ 147 и 148, найти сперва неопределенный инте
гралъ, а затемъ определенный интегралъ между любыми пределами. При 
этомъ, однако, следуетъ иметь въ виду,, что функщя f ( x )  не должна 
обращаться въ безконечность ни для какого-либо изъ пределовъ, ни для 
какого-либо изъ значений переменной х у лежащихъ между пределами.

Изследовашямъ такого рода случаевъ 
посвящены более глубокие отделы 
интегральнаго исчислешя.

2. Разсмотримъ, въ качестве, 
примера, функщю

1
-V =  v ’

геометрическимъ образомъ кото
рой служитъ равнобочная гипербола, 
(фиг. 43).

Согласно равенству (5) § 147-го, 
эта функщя служитъ производной натуральнаго логаривма, и, следова
тельно, мы получаемъ неопределенный интегралъ

J  ^  =  \ п х  +  С. (7)

При переходе къ определенному интегралу следуетъ выбирать пре
делы интегрироватя такъ, чтобы въ немъ не заключалось значеше х  =  Ог

ибо для этого значешя переменнаго х  функщя —  обращается въ безко-
х

нечность; поэтому пределы интегрироватя должны быть однозначными,— 
напримеръ, положительными. Такъ какъ In 1 =  0, то изъ формулы (7 ) 
вытекаетъ:

X

поэтому площадь фигуры (1 a AS), ограниченной осью абсциссъ, орди
натами / ( 1 )  и f ( a )  и дугой гиперболы, выражается числомъ 1 па.
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Если мы условимся разсматривать интегралъ (8), какъ о п р е д е л е 
ние натуральнаго логариема, то основное свойство логаривма, по кото
рому логаривмъ произведешя равенъ сумме логариемовъ сомножителей, 
можно вывести изъ этого определения следующимъ образомъ:

и

J  ~ ~  =  =  площади ( l a A S ) ,

о

1 4
=  In Ь =  площади (1 bBS)i

а b
(  d x  (  a d x  /  d x  п  А
I —  =  /  ------ =  —  =  площади ( a c t А ) ;

J  х  J  а х  J  х
1 1  а

при выводе последняго равенства мы сперва полагаемъ а х  =  x i9 а затемъ 
отбрасываемъ индексъ х х; итакъ,

(1 bBS) =  (а с С А ) (9)
и

a ab а Ь

+ 1 п ь = ./ - ? + . /  т = .У т = , п д -̂ 
1 а 1

in ab  — in а +  in b. (10)

in a

t . e.

Это предложеше можно геометрически интерпретировать съ помощью 
равенства (9), выражающаго, что площадь фигуры, заключенной между 
двумя ординатами гиперболы и ея асимптотами, не изменяется, если из
менить со ответствую цця этимъ ординатамъ абсциссы въ одномъ и томъ 
же отношении

Аналогичная теорема имеетъ место для всякой, хотя бы не равно
бочной, гиперболы.

§ 152. Приближенное вычислен!е интеграловъ.

1. Такъ какъ мы легко можемъ найти интегралъ целой ф у н к ц ш  
(§ 150) и такъ какъ всякую функщю мы можемъ заменить съ некото- 
рымъ приближешемъ целою функцией—при помощи ли ряда Т е й л о р а  или 
при помощи Лагранжевой формулы, то отсюда получаются различные 
способы для приближеннаго определешя интеграловъ. Изследовашя зна
чительно упрощаются, когда промежутокъ интегрировашя по способу, 
указанному въ п. 5 § 150-го, приведенъ къ интервалу о т ъ — 1 до +  1.
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Итакъ, пусть переменная t будетъ ограничена ингерваломъ — 1 . . .  + 1  
и пусть <p(t) будетъ какая-либо функщя. Определимъ ц е л у ю  функщю 
Ф (/) степени п у совпадающую съ функщей (p{t) при п -(- 1 значешяхъ

t а „ , у , «»
Положивъ

<Р(«о) = Л >  =  Vt , • • q>(au) =  v„,

/ ( О  =  (f — «о) (f — а х) . . .  (/ — an)

=  +  £i tn -|- C-iLn~~l +  • • • -f- Cnt

мы получимъ, согласно равенствамъ (13) и (14) § 149-го:

(О

( 2)

( 3 )

Ф (/) =  .УоЛ О  + ___ -У. Л  о
(^ — « о Ц '(«,.) (£ — a t) y ( a i)

j y . / ( 0

+ . . .  + V» / ( О
(< —

2
(4)

Частное ^  (£)/(£ — а,-) есть целая функщя отъ £ степени я, и ея интегралъ 
можно определить по § 150. Сначала для каждаго числа а  ряда (1) мы 
получимъ:

=  ?о(а)гя +  ̂ 1(й)Г'-1 +  g*(a)f»-2-f---------ь qu- x ( a ) t  +  qn{a), (5)

где, согласно равенствамъ (6) § 66-го, коэффищенты t]i(a) суть целыя 
функщи отъ а , выражаюгщяся следующимъ/ образомъ:

? о ( « )  =  5 » 

q t (a) =  a - j - c t ,

( ]г (а )  =  а 2 +  с ,a  +  с2>

</3 (a) =  а3 +  Cj а 2 +  с2а +  с3,
(6)

<7„(а) = а” +  С; а'—1 +  с2а»-2 ---- +с„.
Напишемъ члены второй части равенства (5) въ обратномъ порядкЪ

=  Ч „  ( а )  +  Я п - 1  ( а ) t  +  Ф , - 2  (a ) +  • • • +  <?о ( а ) 1 “
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и положимъ, согласно равенству (18) § 150-го:

5(a) = 1

2/ ' ( а ) — 1

1
' з

(7)

при чемъ поагЪдшй членъ внутри скобокъ ес ть ]qx(a ) / n  или 1/(?г +  1), 
смотря по тому, будетъ ли п  число нечетное или четное.

Въ такомъ случай изъ равенства (4) выводится приближенная формула:

+  1 +1 и

/  <p(t)dt= f  ф(t)dt = ViS(a,) (8)
— 1 -  1

и потому, согласно равенству (17) § 150-го,

ъ

а
(9)

К о гд а  ч и сл а  а* и зв е с т н ы , то  по р а в е н с т в у  (7) м о ж н о  о п р е 
д е л и т ь  вей  сум м ы  5 ( а г) =  и он'Ь не з а в и с я т ъ  о т ъ  о с о б е н н о 
с т е й  ф у н к ц ш  у у к о т о р у ю  н у ж н о  и н т е г р и р о в а т ь .

2. Взявъ, напримйръ, п  =  2, а0 =  — 1, сц =  0, а 2 =  1, получимъ:

ДО = i® -  t,

f i t )  =  3 * * - i ,

/ ' ( - ! ) = / ' ( + ! )  =  2, / 4 0 ) ------ 1,

?2(0 =  O -  1,

поэтому

S(— l) = S (+  l) =  “ » 5(0) = 4 ’

и, следовательно, формула (9) даетъ приближенное значеше: 

f  у  d x  =  ~ ^ 0 ' о  +  Ъ ч  + ^ » ) -
а

(Ю )
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Эта формула носить название п р а в и л а  С и м п с о н а * ) . Ея ге о м е 
т р и ч е с к и  см ы слъ  з а к л ю ч а е т с я  въ  то м ъ , ч то  д ан н а я  к р и в а я  з а 
м е н я е т с я  п а р а б о л о й , у к о т о р о й  к р а й н я  и с р е д н я я  о р д и н а т ы  
с о в п а д а ю т ъ  с ъ  д ан н ы м и .

Если точность этой формулы недостаточно велика, то можно разде
лить данный интервалъ на несколько частей и применять формулу (10) 
къ  каждой изъ нихъ.

3. Какъ бы ни были выбраны числа а,-, равенство (8) даетъ т о ч н о е  
4*1

значеше интеграла J  cp(t)dt, когда q)(t) есть целая функщя, степень 
— 1

которой не выше п, потому что при этомъ допущенш функщи Ф(£) и <p(f) 
совпадаютъ. Чтобы составить себе суждеше о точности формулы (9), при- 
менимъ ее къ случаю, когда <p(t) =  tm и т >  п. Если обозначимъ че- 
резъ  D m число, на которое левая часть равенства (9) меньше правой, и 
лримемъ во внимаше, что

-И

I  tmd t  = — - г г  или = о,J  т  + 1
—1

смотря по тому, будетъ ли т  четнымъ или нечетнымъ, то, согласно ра
венству (8),

D —  2  2  a - . S K )  - 4 ^ ,

где <5 =  0 или <5 =  2 въ зависимости отъ того, будетъ ли т  не 
четнымъ или четнымъ.

Внося первое изъ выражешй (7) вместо S(O i), находимъ:

4 - i/ » » а т С

/ ( , ) 1 ] ( г 4 7 Й л - » - + Т -  (11)
4. Формула (11) даетъ для D m значеше, равное нулю, когда т ^ 1 1 .  

Мы получимъ это, положивъ въ равенстве (15) § 149-го (р (х) =  х ш- Когда 
же т > я ,  то делимъ t m на f ( t )  по правиламъ § 66-го. Мы получимъ 
частное Q m и остатокъ R m(t), степень котораго не выше п:

Г  =  Q,nf{t) +  Rm{t), (12)

*) Thomas S im pson, анпийсюй математикъ, родился въ 1710 году, провелъ 
жизнь въ Лондоне и Вульвиче и умеръ въ 1761 году на своей родине Market- 
Bosworth, Leicestershire.
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а такъ какъ / ( а , )  =  0, то

Rmicti) = а / м.

Но R m ( t ) / f ( t )  есть правильно-дробная функщя и, следовательно, согласно 
равенству (15) § 149-го, имЪемъ:

Rm(t) =  R,n(a,) =  Л П  а*о т ____ ?
/ ( О  Z j ./ '4 « .!{ / « 0  Z j  ( f - “ » ) / ' (®Я ’

и равенство (11) даетъ;

-И

А„ = У  (13)
— 1

Положивъ

Rm{t) =  80 +  e i t  +  е212 +  * ■ • +  Gn t" у (14 )

мы получаемъ отсюда:

Д „  =  2 ео +  2| ? + 2| ^ +  . . .  (15)

при чемъ вт> выражение для D m  величины е,: входятъ только съ четными 
индексами.

Такимъ образомъ, въ случае, когда у  есть целая функщя ш-ой 
степени или когда функщя у  можетъ быть съ достаточною точностью 
(напримеръ, при помощи ряда Т е й л о р а )  представлена целою функщей 
m -ой степени:

у  =  С© +  С\ t +  С2 i l  -Ь • ■ • +  Cm tm)

то въ равенстве (8) ошибка выражается такъ:

D  =  C n + l D n + l  +  Сп-\-2 Dn'\-2 +  • • • +  Cm Dm  • ( 1 5 )

5. Чтобы вычислить величину ошибки при данной функцш / ( f ) ,  или, 
что то же, при данныхъ величинахъ а*, нужно только выполнить делешя, 
требуемыя равенствомъ (12). Точность способа будетъ темъ большая,
чемъ больше будетъ число исчезающихъ величинъ D n+ u  D n+  2, ___ Такъ
какъ мы располагаемъ п +  1 величинами а» или и + Д  коэффищентами 
ф ун кц ш /(£), то мы можемъ распорядиться ими такъ, чтобы было *)

D n-|-i =  0, D n+ 2 =  0, . . Din+i =  0. (17)

649

*) Gauss, „Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi* 
<G6ttingen, 1816, Werke, Bd. Ill, S. 165)
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Въ этомъ случай формула (9) остается точною, когда степень ф ункщ и^ 
повышается до 2 я + 1 ,  и при помощи п 1 промежуточныхъ значен1й 
мы достигаемъ т%хъ же результатовъ, какихъ достигли бы, выбравъ 
произвольно 2 п  +  1 промежуточныхъ значешй.

6. Если П -\- 1 величинъ си имеютъ попарно противоположныя 
значения при нечетномъ п,  или если при четномъ 11 одна изъ нихъ равна 
нулю, а остальныя п  имеютъ попарно противоположныя значешя, то f ( t )  
при четномъ п  есть нечетная, а при нечетномъ п  четная функщя:

поэтому, какъ это следуетъ изъ равенства (12), когда замЪнимъ въ немъ I 
на — t, функщя R m (t )  будетъ четной при четномъ т  и нечетной при 
нечетномъ ш \  а йзъ определешя величины д и равенства (15) следуетъ, 
что в с е  в е л и ч и н ы  Dm съ  н еч етн ы м и  и н д е к са м и  т  и с ч е з а ю т ъ .

О т с ю д а , н а п р и м е р ъ , в ы т е к а е т ъ , ч то  С и м п с о н о в о  п р а в и л о  
в п о л н е  т о ч н о  не т о л ь к о  для ф у н кгп й  2 -й  ст еп е н и , но и для 
ф у н к ш й  3 -й  с т еп е н и .

7. Мы разсмотримъ некоторые примеры, относянпеся къ методу 
Г а у с с а , основанному на равенствахъ (17).

Когда п  =  0, то / ( 0  =  t, а0 =  0 и S (a 0) =  1, такъ что

Такимъ образомъ, здесь функщя просто замещается постоянной, ко
торая равна средней ординате у 0 кривой, такъ что площадь замещается 
прямоугольникомъ, котораго основаше равно интервалу b — а, а высота — 
средней ординате у 0. Представляется геометрически очевиднымъ, что при 
этомъ допугценш формула (9) еще остается верной, когда у  есп /ф у н кщ я 
первой степени, т. е. когда кривая сводится къ прямой линш.

8. Пусть будетъ п  =  1, f ( t )  =  t 2 +  с; мы получимъ:

f i t )  =  Г+* +  г* Г " 1 +  сД*"" +  • • •; (18)

6J y d x  =  {b -  а ) у 0.
а

Р  =  f i t )  -  с, R 2 =  - с, D 2 =  -  2 (с + 1), 

такъ что, если с =  — -J-, то D z =  0, и мы находимъ:

ъ
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З д е с ь jy0, jv, суть ординаты, соотвЪтствуюиця значешемъ^ =  +  1/ У  3 =  
=  ±  0,18257. Кривая заменяется прямой, проходящей черезъ точки 

t =  — 1/ У З , у  = у 0 и t  =  +  1 /  У 3, у  — у ХУ и формула остается точной, 
когда функщя у  достигаетъ третьей степени (как-$:и Симпеонова формула).

х.:
9. При п =  2 следуетъ положить / ( / )  =  tz + c t , q2(t) =  Р +  с, 

откуда:

f* =  i f  it) -  c t '\  D t  =  — —  -  . Д  =  0;

а такъ какъ — 0, то

3

S(a0) =  S(a2) =  A ,  5(o,) =  ^-;

следовательно
*J ydx  =  (5j>0 +  8y t +  5y,).

a

Кривая здесь замещается параболой, проходящей черезъ точки, 

имеюнпя абциссы t  =  ±  -jr- =  ±  0,2449490, t  =  0, и формула оста

ется точной до функщй 5-ой степени.
Для определешя функщй f ( t ) ,  удовлетворяющихъ услов!ямъ (17) при 

более высокихъ значешяхъ п, Г а у с с ъ  создалъ особыя вспомогательный 
средства. Они приводятъ къ такъ называемымъ ш ар о в ы м ъ  ф у н к ц тя м ъ , 
находящимъ часто применение въ математической физике. При помощи 
теоремы Ш турм а можно показать, что найденная такимъ образомъ 
функщя f ( t ) ,  какъ это и требуется, всегда имеетъ п +  I  вещественныхъ 
корней, содержащихся между — 1 и 1 1).

10. Г а у с с ъ  применяетъ свой способъ къ интегралу

Г  d x  
J  In#

1) Ср. H eine, „Handbuchder Kugelfunktionen*, 2. Aufl., Bd.II, Teil I W eber, 
■Lehrbuch der Algebra", 2. Aufl, Bd. I, § 93.
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при а =  100 000, b=  200 000. Это представляется интереснымъ, въ виду 
того, что при большихъ значешяхъ а и b этотъ  интегралъ приближенно 
выражаетъ число простыхъ чиселъ, содержащихъ между а и Ь, — законъ, 
который, однако, установленъ до сихъ поръ только эмпирически. Кривая 

у  — l / ln дг, подобно гипербол^, асимптотически приближается къ оси х-оъъ. 
Симпсоново правило даетъ:

100 000 /  1 4 1 \
6 \5 1 n l0  In 15 +  41пЮ  1п20 +  4 In 1 0 /

Съ точностью до пяти знаковъ:

In 10 =  2,30259,

In 15 =  2,70805,

1п20 =  2,99573,

и значение предыдущаго выражен1я приблизительно равно

8404,573 . . .

Гауссовъ способъ даетъ съ точностью до третья го десятичнаго знака 
при п =  0, 1, 2:

8390,395,

8405,955,

8406,237.
I

Точное значеше, вычисленное Б е с с е л е м ъ  (Bessel), равно

8406,243,

а  число простыхъ чиселъ, содержащихся между 100 000 и 200 000, 
равно 8372.
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степени 374.
Алгоривмики 25.
Алгориемъ 25, 49, 101.
Анализъ химичесюй 165.
Антолопя греческая 155.
Аполлон1й изъ Перги 22.
А ристархъ 25.
А ристотель 108.
Ариеметичесшя д%йств1я 27.
Аргументъ комплекснаго числа 185.

Аргументъ степенного ряда 517.
„ функщи 180.

A hrens 170.
Arc tg x 565.
Ариеметичесше ряды (прогрессш) 138г 

236.
Ариометичесше ряды высшихъ поряд- 

ковъ 239.
A rn e th  21.
Архимедова аксюма 108.
А рхимедъ 22, 24, 472, 589. 
Ассошативный законъ, см. Сочетатель

ный законъ.

Б ал ьтц ер ъ  (Baltzer) 165.
B aum gart 336.
Баш е де-М езир*акъ 78.
Безконечные ряды 485.

„ „ геометричесше 489.
„ „ съ комплексными членами 520-
„ « съ положительными и отрица

тельными членами 508.
* „ съ положительными членами.

485.
Безконечныя десятичныя дроби 101.

* произведения 577.
* „ для косинуса 585.
* „ для синуса 580.

Без у 476.
Бернулли Я- 589.
Бepнyллieвы  числа 587.
Бином1альные коэффищенты 219, 234- 
Бином1альный рядъ 233.

* „ для цЪлыхъ отрицательныхъ-
показателей 543.
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Бином1альный рядъ, его непрерывность 
546.

„ „ его сумма 550.
„ „ на границ^ сходимости 555.

Биномъ 35.
Биномъ Н ью тона 232.
Б ольц ан о 23.
Бомбелли 192.
Б о р къ  309.
Б р ау н к ер ъ  373.
B raunm uhl, v. 21.
Бригговы логаривмы 141.
Б р и ггъ  141.
Буквенное счислеше 21.
Б у р к гар д тъ  Г. 478.
Б у р к гар д тъ  I. 58.
Б ю дан ъ  475.
Бю рги 139, 151.

Валлисово число 585.
В алли съ  Дж. 405, 585.
В арин гъ  325, 475. 
В ащ ен ко-Захарчен ко  165.
Вега (Vega)-143, 148.
В ей ерш трассъ  185.
В ер н ер ъ  151.
Вертикаль 225.
Верхняя граница 91, 487. 
Вещественность корней метацикличе- 

скаго уравнешя 5-ой степени 469. 
Вещественный функцш 253.

* числа 173.
Взаимно-простыя функцш 259.

* числа 52.
В ильгельм ъ IV, курфюрстъ 151. 
В и льсон ъ  325.

„ его теорема 325.
В1ета 474.
W ittich  151.
В лакъ  (Флакъ) 142.
W olf 21.
Выкупъ ренты 247.
Вынесете за скобки 34.
Выражете корней изъ единицы въ ра- 

дикалахъ 457.
Вычеты, система ихъ 297.

„ степенные 301.
Вычисление ренты 246.
Вычитаемое 38.
Вычиташе 38, 41. 

г безконечныхъ рядовъ 527.

Вычиташе десятичныхъ дробей 72.
* дробей 63.
„ иррацюнальныхъ чиселъ 94.
„ мнимыхъ чиселъ 174, 186.
* ц'Ьлыхъ чиселъ 37.

ВЪсъ 120.

Г алуа Эваристъ 480.
„ , его группа 391, 480.

Ганкель 21, 78.
Г ауссъ  106, 117, 150, 192, 287, 309, 

320, 327, 333, 404, 441, 477, 649. 
Геометрическая интерпреташя решетя 

линейныхъ уравнений 161. 
Геометричесше ряды (прогрессш) 138, 

242, 489.
Геометрическое изображеше корней 

уравнешя 412.
„ „ комплексныхъ чиселъ 183 и сл.
„ представлеше функщй 616. 

Г ербертъ  26.
G e rh a rd  С. I. 21.
Гиппократъ изъ Xioca 473.
Главная перестановка 196.
Г лейзеръ 58.
Горизонталь 225.
Граммъ 115, 120.
Граница верхняя и нижняя 91.
Группа изъ четырехъ цикловъ 397. 
Группа уравнешя четвертой степени 

390.
Группы перестановокъ 212, 480.

„ „ порядокъ ихъ 212.
H eiberg  78.
H eine 192.

Д азе 3. 58, 568.
Д алам беръ 192.
Двойной корень 181.

„ „ уравнешя 3-ей степени 383.
„ „ „ 4-ой степени 387.

Двучленный уравнешя 458.
Д еген ъ  373, 479.
Д едекиндъ  Р. 23, 86, 109.
Декартово правило знаковъ 404. 
Д екартъ  192, 404.
Делосская задача 127, 474. 
Десятиугольникъ 432.
Десятичная система счислешя 37. 
Десятичныя дроби 71.

„ „ безконечныя 101.
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Десятичныя дроби, д ей стя  надъ ними 
72 и сл.

. „ ихъ приближешя 72.
„ „ перюдичесюя 304, 489.

Дина 120.
Д ирихле 339, 516, 596. 
Дискриминантъ уравнешя 2-й степени 

173.
„ уравнения 3-ей степени 382.
* уравнешя 4-ой степени 387.
„ функцш 3-ей степени 280. 

Дифференщалы 623.
„ простыхъ функщй 626.
„ сложныхъ функщй 628. 

Дифференшальный коэффищентъ 623. 
Д1оклесъ 472.
Дюфантовы уравнешя 312.
Д1офантъ 22, 78 
Длина перюда 305.
Дроби 59.

„ несократимая форма ихъ 60.
„ правильный 62.
„ превращеше обыкновениыхъ въ 

десятичныя 104.
„ „ „ въ перюдичесшя 304.
„ сокращен1е ихъ 60.

Дробныя функщй 618.
„ числа 59.

Дробь обратная 67.
ДЬйсшя надъ безконечн. рядами 526. 

„ . десятичными дробями 72 и сл.
„ „ дробями 63 и сл.
„ „ ирращональцыми числами 96. 
„ „ мнимыми числами 174.
„ . перестановками 198 и сл. 
и „ сравнешями 295.
„ „ цЬлыми числами 40.

Дфлеше 47.
„ дробей 66.
„ ирращональныхъ чиселъ 95.
„ мнимыхъ чиселъ 174, 189.
„ окружности на части 424.
„ радикаловъ 130.
„ ц'Ьлыхъ функщй 253.

Делен1е угла на 3 равныя части 374,
. 448, 472.
Делимое 47, 66, 254.
Делимость «48.

„ чиселъ въ десятичной системе 
56.

Делимость целыхъ функщй 253. 
Делитель 47, 66, 254.

* общШ 49.
и общШ наибольшей 49, 259.
* „ „ целыхъ функщй 260.
и ц-Ьлочисленныхъ функщй 264. 

Д ю буа-Рейм онъ 113.

Е вклидъ 22, 49, 55, 76 и сл., 108, 122, 
354.

Евклидовъ алгориемъ 49, 259.
Единица абсолютная 117.

„ времени 115.
„ выошаго порядка 3.
„ длины -62, 115.
„ массы 115, 120.
„ мнимая 176.
„ меръ поверхностей и объемовъ 

115.
* силы 120.
* скорости 117.
„ ускорешя 118.

Единицы 3.
„ системы измерешя 114.

E ngel 21. 
е - число 501 и сл.

* его трансцендентность 604 и сл.

Ж и р а р ъ  А. 284.

Законъ взаимности квадрптичныхъ вы- 
четовъ 336.

З ельгоф ъ  (Seelhof) 59. 
Знакопеременная группа 391.

,, функщя 391.
Знакъ числа 40.
Знаменатель 60.

„ геометрической прогрессш 138, 
242.

Значеше числа абсолютное 39, 185. 
Золотое сечеше 127.

Идеи 4, 17.
Извлечете корня 81, 129.

„ * квадратнаго 81, 130.
Измеримость 111.
Измерительные приборы 111. 
Инвар1анты уравнешя четвертой сте

пени 396.
Инверс1я 197.
Индексы при буквахъ 35, 224.

„ въ сравнешяхъ 303.
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Индукщя совершенная 13.
Интегралъ 634, 637.

* определенный и неопределенный 
642.

* приближенное вычисление 645 
и сл.

Интегральная функция 634. 
Интерполяшонная формула Лагранжа 

269.
Интерполящя (при употребленш лога- 

риомическихъ таблицъ) 144. 
Иррацюнальныя числа 85, 104.

„ „ действ1я надъ ними 93 и сл.
* и обращеше ихъ въ непрерыв

ный дроби 358. '
„ „ приближенное выражение ихъ

при помощи ращональныхъ 
дробей 362.

Исключеше 232. ч
История математики (литература) 21.
!о р д ан ъ  Н ем о р ар 1й 26.
К ан то р ъ  Г, 23, 85, 109.
К ан то р ъ  М. 21, 77, 244.
К антъ 22, 23.
К ар д ан ъ  191, 473.

„ формула его 379.
Категория 3.
Квадратичные вычеты, законъ взаим

ности 336.
„ „ простыхъ чиселъ 331. 

Квадратичные и неквадратичные вы
четы 328.

Квадратный метръ 115.
Квадратный числа 238, 242. 
Квадратура круга 600.
Квадратъ 36, 81.
K irch h o ff 170.
К лассъ 3.
K le in  F. 476.
Колеблющдеся ряды 514.
Колонна 225.
Комплексный числа 173..

„ „ сложение и вычиташеихъ 174, 
186.

„ „ умножеше и делете ихъ 174,
189.

Комплексы 3 и сл..
* конечные 9.
„ располагающееся 6.
* расположенные 6.

Комплексы эквивалентные 5, 13. 
Коническое сечете и уравнете 4-ой 

степени 402.
Коничесюя сечешя^пучекъ) 402. 
Корень 81, 129.

„ алгебраическаго уравнешя, суще
ствовать его 286.

„ квадратнаго уравнешя 171, 181.
„ степень его 129.
„ функцш 2-ой степени 171, 181.
„ целыхъ функщй 252, 263. 

Корневая точка 288.
• Корни изъ единицы 426.

„ „ „ алгебраическое определе-
H ie ихъ 430, 457.

„ „ „ выражеше ихъ въ радика-
лахъ 457.

„ „ „ первообразные и неперво
образные 459.

Корни квадратные 81, 130.
„ „ изъ мнимыхъ чиселъ 177.
„ „ обращеше ихъ въ непрерыв

ный дроби 364.
Косвенный анализъ (химическш) 165. 
Косинусъ (выражеше его безконечнымъ.

произведешемъ) 585.
Коши 165, 192, 277, 336, 478. 
Коэффициенты степенного ряда 517.

„ цЪлой функщи 171, 233, 276. 
К рам еръ 164.
Кратное 48.

„ общее 53.
„ общее наименьшее 53, 64. 

Кратные корни щЬлыхъ функщй 259. 
Критерш Г аусса 333.

„ Э йлера 332.
К ронекеръ  109, 270, 336, 469, 475. 
Кругъ сходимости 524.
Кубическая резольвента 386, 396. 
КубическШ корень 130.

* метръ 115.
Кубичесюя уравнешя 374.

„ „ casus irreducibilis 456.
„ * не разрешаются съ помощью

квадратныхъ корней 446.
Кубъ 36.
К уммеръ 336, 339.

Лагранжевъ способъ приближеннаго- 
вычислешя корней 475.

Л агран ж ъ  153, 271,336,421,475,632.
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Лампе 384.
Л еж андръ 336, 373.
Лейбни цъ 164 192. 
Л-еонардо-да-Винчи 128.
Л еокардъ  П и за н а п й  26.
Limes 487.
Л индем анъ 600

„ доказательство трансцендентности 
числа л  609.

Линейныя уравнешя 171, 224.
» функцш 225, 617.

Лишя косинусовъ 621.
„ синусовъ ,621.

Литература исторш математики 21. 
Логариемичесюе ряды 561. 
Логариемичесшя таблицы 142.

* * ихъ употреблеше (примеры)
147.

„ * Интерпол я щя 144.
Логаривмы' 135, 620.

„ Бригговы 141.
„ натуральные 140, 562. 
и Неперовы 140.
„ переходъ отъ одного основания 

къ другому 137. *
» характеристика и мантисса 142. 

Людольфово число 569.
L udolf van C eulen 569.
L liroth 75.

Максимумъ и минимумъ 93, 625. 
М акъ-Л орена рядъ 635*.
Мантисса десятичной дроби 106.

„ логариемовъ 142.
„ перюдической десятичной дроби 

304.
Масштабъ 111.
М аш инъ 568-.
М ёгау 109.
Метацикличесюя уравнен1я 458.

„ числа 458, 463.
Методы исключешя 156.
Метрическая конвенция,' интернацю- 

нальная 115.
Метръ нормальный 115.
Милл1ардъ 25.
Миллюнъ 25.
Миноры определителя 160 230. 
Мнимая единица 176.
Мнимые корни 253.

„ „ квадратныхъ уравненШ 183.
В е б е р ъ ,  Эндиклоп. элемент, алгебры.

Мнимые корни кубическихъ уравненШ 
380.

Мнимыя числа 173.
„ „ геометрическое изображеше

ихъ 183 и сл.
„ „ истор1я ихъ 191.
* „ сложение и вычиташе ихъ 174,

186.
„ „ умножен1е и дЪлеше ихъ 174,

189.
Многосторонни къ (я-угольникъ) 195. 
Множимое 29.
Множитель 29.
Модуль сравнешя 294.
М олькъ 109.
M ontucla 21.
М уавра формула 191.
М уавръ 192.
М*Ьра, общая наибольшая 49.
МЪры 115 и сл.

„ объема 115. .
„ поверхности 115.
„ угловъ 115.
„ физическая 116 и сл.

Назвашя и обозначеше чиселъ (цифры) 
20, 25..

Наименьшее общее кратное 53. 
Наличная стоимость ренты 247. 
Натуральные логаривмы 140, 562. 
Натуральный числа 39.
Неизвестное 155, 252.
Неопределенный уравнешя 312. 
Н еп еръ  139, 153.
Неправильное разложеше числа на 

сумму двухъ квадратовъ 341. 
Непрерывность бином1альнаго ряда 549. 

„ комплекса 122. %
* степенного ряда (Абелева теорема) 

517.
» теорема о непрерывности 95 и сл., 

135.
» функщи 547.

Непрерывный дроби 359.
* „ обращение иррацюнальныхъ

чиселъ въ непрерывный дроби 
358.

„ * обращеше квадратныхъ корней
въ непрерывный дроби 364.

„ „ перюдичесюя 369.
42
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Непрерывный дроби, разложеше веще- 
ствепнаго корня въ непрерывную 
дробь 420.

Неприводимость уравнешя делешя 
окружности 272.

Неприводимость функши хп — а 449.
Неприводимый случай при решети 

уравненШ 3-ей степени 379, 455.
Неприводимыя (или неразложимыя) 

функцш 264.
Неразрешимость уравнешя 5-ой сте

пени въ ради калахъ 463.
Несобственное разложеше числа на 

сумму двухъ квадратовъ 341.
„ реш ете уравнения 162.

Несоизмеримыя величины 121.
N esse lm an n  21.
Нечетное число 46. *
Нижняя граница 91.
Н иком едъ 472.
Нормальный метръ 115.
Нормъ числа 453.
я-угольникъ 427.
Нуль 20, 39.
Numerus логаривма 138.
Ньютонова формула для многочлена 

236.
Ньютоновъ законъ BceMipHaro тяготЪ- 

шя 116.
„ способъ приближеннаго вычисле

ния корней 416.
Ньютоновы формулы для суммъ оди- 

наковыхъ степеней 284.
Н ью тон ъ  192, 475.

Область рациональности 273, 444.
Обратный перестановки 205.
Обратная дробь 67.
Обращеше иррацюнальныхъ чиселъ въ 

непрерывный дроби 364.
„ квадратныхъ корней въ непре

рывный дроби 364.
„ обыкновенныхъ дробей въ деся- 

тичныя 104 и сл.
Общая мера 114.

„ наибольшая мера 49.
Общее кратное 53.

„ п наименьшее 53.
ОбщШ наибольш1й делитель 49, 259.

* „ „ целыхъ функцШ 260.
Однозначное соответств1е 5.

Однородный уравнения 162. 
Определители 164, 224.
Определитель функщй 2-ой степени 399.

* системы уравненШ 156, 160.
Opus Palatinum 150.
Основаше логариама 136.

„ системы иатуральныхъ логарие- 
мовъ 500.

„ степени 36, 67, 132.
Основная перестановка 196.
Основная теорема о непрерывности 

96, 135.
„ „ „ существовали корня алге-

браическаго уравнешя 286 
и сл.

Основныя симметрическая функщй 277. 
Остатокъ 47, 254, 294.

„ абсолютно наименьший 51. 
Отношешя 114, 123.
Отображеше комплекса въ другомъ 

комплексе 4, 13.
Отрицательный числа 39.
Отто 150.

Параболы 617.
Partes proportionales 145.
Пач1оло Л. 128.
Пелл я уравнеше 371.
Первообразные корни простыхъ чи

селъ 303, 320.
„ „ доказательство ихъ существо

вашя 320.
Первообразные и непервообразные 

корни изъ единицы 459. 
Первообразный функщй 264.
Перемена знаковъ 404.
Переменное 251.
Переместительный законъ при дей- 

ств1яхъ надъ дробями 64.
„ „ при действ1яхъ надъ мнимыми 

числами 174.
„ и „ „ надъ иррациональными

числами 100.
„ в при сложенш 28, 100.
„ „ при составлении перестановокъ

202.
v, „ при умноженш 30, 44, 100. 

Перестановка главная 196. 
Перестановки 193.

„ обратный 205.



659

Перестановки,примЪнеше ихъ для опре- 
дЪлешя числа и-угольниковъ 195.

* четныя и нечетныя 197, 212. 
Перюдичесюя десятичныя дроби 304,

489.
я я » чистыя и смешанный 305.
„ непрерывный дроби 369, 489. 

Периодичность 542.
Перюдъ вычетовъ 302.

, мантиссы 305.
« перестановки 212.
» при дЪленщ окружности на части 

438.
, функцш 542.

П итискусъ 150.
Пиеагорейцы 128, 354.
Пиеагорова теорема 337.
Лиеагоровы треугольники 337. 
П и еагоръ  108.
Л ланудъ  М аксимъ 26.
ЛовЪрка при помощи девятки 57, 296.

* „ „ числа одиннадцать 57, 296.
Лодкоренное число 129.
Подстановка 199.
Подходящ!я дроби 363.
Показатель 36, 67.

„ корня 129.
Показательная функция 531, 619.

„ . 'ея свойства 602 и сл.
Лолиномъ 35.
Полная система вычетовъ 297.
Полные квадраты 81, 238. 
Положительный числа 39.
.Порядковый числа 18.
Порядокъ величины числа 120.

„ группы 213. 
w перестановки 212.

Постоянство знаковъ 410.
Лостроеше съ помощью циркуля и ли

нейки 444.
Правило для раскрытая скобокъ 43.

я знаковъ (Декарта) 404. 
Правильная дробь 62.

я часть комплекса 7.
Правильное (собственное) и неправиль

ное (несобственное) разложеше числа 
на сумму двухъ квадратовъ 341. 

ПредЪлъ 35, 506. 
я ряда 487, 516.
. (sin а ) : а 537.

Приближенная формула для п\ 595. 
Приближенное вычислеше интеграловъ 

641.
„ ptineHie уравненШ 403. 

Приближенныя значешяЭб, 102,106,509.
я я десятичныхъ дробей 72. 

Приводимый и неприводимыя функцш 
264.

Признаки сходимости 493. 
Принадлежитъ группа 395.

„ показателю 320.
Прюбщеше иррацюнальности 273, 444. 
Прогрессш ариеметичесшя 138, 236,485 

я геометричесшя 138, 242, 489. 
Произведете 29. 

я безконечное 577. 
я суммъ 34.
„ функщй 252.

Производная функщя 256, 624.
„ ;цълой функщй 601.

Пропорцш 125.
Prosthaphaeresis 150.
Простые делители функщй 336.

„ сомножители 54.
Простыя числа 54, 349 и сл., 595, 652. 

„ „ вида 4я +  1 327, 341. 
я „ неограниченность ихъ ком

плекса по Евклиду 55. 
„ „ „ „ „  по Эйлеру 595. 

Противоположный числа 39, 90. 
Процентная такса 245.
Проценты 244.

я сложные 245.
Прямоугольный числа 238, 242. 
WafA/ilzrjg 24, 151.
П уанкаре 24.
Пучекъ коническихъ сЬченШ 402. 
Пятиугольникъ 433.
3V - число 116.

я вычислеше его 566 и сл.
„ приближенныя значения 364.
„ трансцендентность его 609.

Равенство 21.
Радикалы 130, 455, 458.
Разв-Ьтвлеше электрическаго тока 167. 
Разложеше большихъ чиселъ на про- 

стыхъ множителей 349 и сл.
„ вещественнаго корня въ непре

рывный дроби 420.
„ приводимыхъ функщй 266

4 2 *
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Разложеше собственное и несобственн. 
(правильное и неправильное) 341. 

„ функши съ помощью прюбщешя 
радикала 449.

„ чиселъ на сумму двухъ квадра- 
товъ 341 и сл.

Разложимыя и неразложимый функши 
264.

Разность 38.
„ ариеметической прогрессш 138, 

236, 237.
* квадратовъ двухъ чиселъ 244. 

Разрывныя функции 575.
Р аскр ы т  скобокъ, правило 43. 
Расположеше ирращональныхъ чиселъ 

по величине 90.
„ ц’Ёлыхъ чиселъ по величине 40.
„ чиселъ натуральнаго ряда по ве

личин^ 17.
Распределительный законъ при умно- 

женш 34.
Расходимость рядовъ (примеры) 488, 

490.
Расходящееся и сходянцеся ряды 487, 

488.
Ращональныя числа 62, 85.
Regula falsi 414.
Резольвента кубическая уравнешя 4-ой 

степени 386, 396.
Результатъ исключен1я 232.
Рента 244.

„ ея вычислеше 246.
„ ея наличная стоимость 247. 

Р ёссел ь  110.
Р е т и к у с ъ  150.
Р и зе  26.
Р и м ан ъ  (Шешапп) 516.
Родовыя понятёя 23, 85, 109.
Р олль 475.
R o se n b e rg e r  21.
Р у н ге  (Runge) 115, 271.
Р у ф ф и н и  475.
РЬшеше собственное и несобственное 

162.
Решето (Эратосееново) 57.
Рядъ абсолютныхъ значешй 521.

„ Л ейбница 565. 
я суммъ 486.
„ цЬлыхъ чиселъ 39.

Ряды 485, 508.

Ряды ариеметичесше 133, 236.
„ бином1альные 233.
„ геометрическле 138. 242.
„ для показательной функцш 531.
„ для тригонометрическихъ функцШя 

541.
„ колеблюицеся 514.
„ логариомичесюе 561.
„ степенные 495, 517, 522.
„ сходимость ихъ 487.
„ Ф урье 576.
* циклометричесюе 564.

Семнадцатиу.гольникъ 441.
Сила 120.

„ единица ея. 121.
„ тяжести,, ускореше ея 119, 

С ильвестръ  475t 
Симметрическая функцш 276.

„ „ основныя 277, 390.
Симметричный способъ рЬшешя. 161 — 
Симпсоново правило 648- 
Си мпсонъ (Simpson) 648.
Синусоида 621.
Синусъ (его выражеше. безконечнымь- 

произведешемъ) 532.
Система 3.

„ вычетовъ, полная 297..
* мЬръ, абсолютная 117,
. счислешй 20.

Складываше 27.
Скорость 117^
Слагаемое 34.
Сложеше 27, 41.

„ десяти чныхъ дробей 60..
„ дробей 63.
„ мнимыхъ чиселъ 174?186- 
„ безконечныхъ рядовъ 526. 
я ирращональныхъ чиселъ 94. 

Сложные проценты 245.
Следъ 453.
Собственное разложеше числа на сумму/ 

двухъ квадратовъ 341. 
рЬшеше уравнешя 162. 

Совершенная индукщя 13. 
Совершенныя числа 354.
Согруппы 394.
Соединение перестановокъ 201. 
„Соизмеримый" (термивъ) 114.-
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••Сокращенное умножеше 74. 
Сомножители 30, 31, 48.
Сопряжете 4.

„ комплексовъ 4, 13.
Сопряженный числа 453.

„ мнимыя числа 176.
Составлеше перестановокъ 201.

„ цикловъ 209.
Составныя числа 53.
Сочеташя безъ повторений 217 и сл.

„ съ повторен1ями 221. 
•Сочетательный законъ при дЬйств!яхъ 

надъ дробями 64.
» » „ „ надъ иррацюнальными 

числами 100.
„ „ „ „ надъ мнимыми числами

174.
„ „ сложен!и 28., 42л 100.
„ „ составлении перестановокъ

202.
„ „ * умножение 31, 45, 100.

‘Союзный числа 354.
«Способъ исключен1я 156.

„ „ симметричный 161-
„ подстановки 156.

Сравнен!я высшихъ степеней 318. 
Сравнимый числа 294.

'Среднее ариеметическое двухъ чиселъ 
141.

„ геометрическое 141.
значение 112.

„ пропоршональное 126.
•Степени 36, 131.

„ дробей 67.
„ отрицательныхъ чиселъ 46.
„ съ дробными показателями 132.
„ съ ирращональными показателями 

134.
„ съ отрицательными показателями 

67.
Степенные вычеты 301.

„ ряды 495, 517, 522.
Степень цЬлой функцш 251.
Строка 225.

„ Ньютона 233.
Субститущя 199.
Сумма 28.

„ безконечнаго ряда 487, 508.
„ „ общее определен!е ея 508.

Сумма одинаковыхъ степеней 282.
„ цифръ 56.
„ членовъ ариеметической прогрес- 

сш 239, 241.
членовъ геометрической прогрес- 
сш 243.

Существоваше корня алгебраическаго 
уравнен!я, основная теорема 286. 

Сходимость абсолютная и неабсолют
ная 513, 521.

„ безконечнаго произведешя 577.
„ рядовъ, ея признакъ 488, 493, 509, 

521, 579.
„ рядовъ съ комплексными членами 

521.
Сходяицеся и расходящееся ряды 487, 

488.
„ „ „ примеры 489.

Счетъ 18.
Счетъ (отсчетъ) 20, 28.
Счетная доска (Abacus) 20, 25. 
Счислеше (изъ исторш его) 21. 
СЬчеше 86, 104, 510.

„ золотое.127.
СЬчеше рацюнальное и иррациональное

88.

Таблица индексовъ 303.
Таблицы А дамса 589.

„ логариемовъ 142.
„ „ Интерпол яц1 я 144.
„ „ примЬры 147.

Тарталья 473. _
Т ейлоръ  635.

„ теорема его 601, 635.
Теорема косинусовъ въ тригонометрш 

188.
„ П иеагора 337.
„ Ш турма 408.

Тетраэдрическ!я числа 241. 
Т ихо-Б раге 151.
Тождество 181.
Транспозиция 196.
Трансцендентность числа е 604 и сл.

„ „ я  609 и сл.
Трансцендентныя числа 599. 
Треугольный числа 238. 
Тригонометрическое ptuieme кубиче- 

скаго уравнешя 383.
Три гоном етрическёе ряды 569.
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Тригонометрическая функции 187, 621. j 
„ » какъ суммы рядовъ 537.

Триномъ 35.
Трисекщя угла 374, 448, 472.
T rop fke  21.
Тяжесть 119.

Углы (ихъ измЪреше) 115.
Уитстоновъ мостикъ 168.
Уменьшаемое 38.
Умножеше 29, 44 и сл.

„ безконечныхъ рядовъ 527.
„ десятичныхъ дробей 72.
„ дробей 64.
„ ирращональныхъ чиселъ 94.
„ мнимыхъ чиселъ 174, 189.
„ определителей 227,
„ перестановокъ 201.
„ радикаловъ 130.
„ рядовъ 5z7.
„ сокращенное 74.
„ суммъ 34.

Уравнеше 3-ей степени въ неприводи- 
момъ случае не разрешается съ 
помощью вещественныхъ радика
ловъ 456.

Уравнеше 3-ей степени не разрешается 
съ помощью квадратныхъ корней 
446.

„ 5-ой степени не разрешается въ 
радикалахъ 463.

„ П елля 371.
Уравнения 1-ой степени съ однимъ и 

двумя неизвестными 155 и сл. 
и съ тремя неизвестными 157, 
в 2-ой степени 171. 
в два 2-ой степени съ двумя неиз

вестными 398. 
в 3-ей степени 374, 448. 
в 4-ой степени 385. 
в 5-ой степени (Брингъ Жерардова 

форма) 476.
,  двучленный 458. 
в Д1офанта 312.
„ метацикличесюя 458. 
в однородный 162. 
в приближенное вычисление ихъ 

корней 403.
U rsus 151.
Ускореше (единицы ускорения) 118. 

в силы тяжести 119.

Услов1я сходимости 488, 493, 509, 521,. 
579.

Учеше о ксмплексахъ 23.
,. „ „ ^трансцендентное 7.

Фаза комплексного числа 135 
Факуяьтетъ 194, 592.
Ф ермата великая теорема 338. 

в теорема 234.
* „ обобщенная 302.

Ф ерматъ 79, 336, 339, 341.
Ф еррари Л уидж и 473.
Ф ерро С. 473.
Физичесюя мЪры 116 и сл.
Формула для приближеняаго вычйсле- 

шя и! 595.
Формула К ардана 379.

„ М уавра 191.
в Н ью тона для многочлена 236. 

Формулы сложешя въ тригонометрш
188.

Ф реге 110.
Функщи 616.

в вещественный 253.
„ представлеше ихъ съ помощью- 

кривыхъ 616.
„ линейныя 255, 617.
„ первообразныя 264.
„ приводимый (разложимыя) и не

приводимый (неразложимыя) 264. 
„ разложеше ихъ на линейныхъ- 

множителей 181, 258.
„ разрывный 575.
„ симметрическая 276.
„ цЬлочисленныя 2Ь4.
„ цЪлыя 233, 251.
„ 2-ой степени 180.
„ 2-ой степени, ихъ разложеше на 

линейныхъ множителей 181, 258. 
„ 3-ей степени 279.

Ф урье 475.
„ ряды 576.

(р (п) 298.

Характеристика 86.
„ логариемовъ 142.

Характеръ величины 7.
Химический анализъ 165.
Х ристоф ель 86.

Ц ейзи нгъ  (Zeising) 128.
Z e u th e n  21.

i
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Ц еллеръ (Zeller) 336,
Циклическое расположеше 460. 
Циклометрические ряды 564.
Циклы 206.
Цифра 26.
Целочисленный функщи 264.
Целыя числа 40.

„ функщи 233, 251.
Щпная лин!я 622.

Частное 47, 66, 254.
Часть комплекса 7*

„ правильная 7.
Ч е р н а к ъ Л  58.
Ч ер н гау зъ  476.
Числа 18.

„ алгебраически 251, 599 
„ бернулл1евы 587.
„ вещественный 173.
„ взаимно-простыя 52.
„ дробныя 59.
„ комплексный 173.
„ метацикличесюя 458, 463.
„ мнимыя 173.
„ „ сопряженный 176.
„ натуральныя 39.
„ положительный и отрицательный 

39.
„ порядковый 18.
„ простыл 54, 349 и сл., 595, 652. 
„ противоположныя 39, 90.
„ рашональныя и ирращональныя 

62, 85.
„ совершенныя 354.
„ сопряженныя относительно функ

щи 453.
„ составныя 53.
„ союзныя 354.
„ сравнимый (равноостаточныя) 294. 
„ тетраэдричесюя 241.

Числа трансцендентныя 599.
„ треугольныя 238.
„ целы я 40.
„ четныя, нечетныя 46.

Числитель 60. •*
Число, измеряющее элементъ 122.

„ (numerus) логариема 138.
Числовая плоскость (комплексная) 183. 

„ корпусъ 273.
Числовые ряды 85, 109, 485.

„ „ натуральные 39.
„ „ расположен1е чиселъ по вели

чине 40.
Четное число 46.
Четныя и нечетныя перестановки 197, 

212.

Члены полинома 35.

Ш аль (Chasles) 21.
Ш енксъ 569.
Ш енфлисъ 23.
Ш рёдеръ 23.
Ш таудтъ 433, 443.
S tack e l 21. *
Ш тифель 151, 234.
Ш турмъ 475.

„ теорема 408.

ЭйзенШ тейнъ 271, 336. ’
Э йлеръ 80, 192, 326, 331, 332,'336, 

339, 341, 349, 354, 385, 569, 595.
Эквивалентные комплексы 14.
Эксклюдентъ 330, 349.
Электрическш токъ (примеръ) 168.
Элементы комплекса 3.
Эратосееново решето 57.
Э ратосеен ъ  58.
Э рмитъ 600.

Я коби 165, 336.
Ярош енко 165.





Сравнительная таблица
параграфовъ 1-го и И-го русскихъ издали.

§§
И-го изд.

§§
1-го изд.

§§
И-го- изд.

§§
I-ro изд.

. §§  
И-го изд.

§§
1-ГО ‘ИЗД.

1 - 6 1-^6 34 31 62 * 57
7 143 35 32 63 58
8 7 36 33 64 59
9 8 37 34 65 60

’ 10 9 38 35 66 * 61
11 10 39 36 67 62
12 11 40 37 68 63
13 12 41 38 69 149
14 13 . 42 ‘ 146 , . 70
15 . 14 43 39 71 65
16 15 44 40 72 66
17 16 45 41 73 67
18 17 46 42 74 68
19 18 47 43 75 69
20 19 48 44 76. 70
21 20 49 45 77 150
22 144 50 ’ 46 78 151
23 21 51 47 79 71
24 22 J 52 48 80 72
25 23 * 53 49 81 152
26 24 54, 50 82 73
27 .25 55 5.1 83 74
28 26 56 52 84 75
29 145 57 53 85 76
30 27 . 58 54 86 77
31 ,  28 59 147 87 78
32 29 60 55 и 148 88 79
33 30 61 56 89 80
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§ §
П-го изд.

§ §
- 1-го изд.

§ §
П-го изд.

§ §
1-го изд.

§ §
П-гс изд.

§ §
1-го изд.

96 81 111 102 132 123
91 82 112 103 133 124 ' j
92 83 113 104 134 125
93 84 114 105 135 126
94 85 115 Ю6 136 127
95 86 116 107 137 128
96 87 117 108 138 129
97 88 118 109 139 130
98 89 , 119 110 140 131
99 90 120 i n 141 132

100 91 121 112 142 133
101 92 122 113 143 134
102 93 123 114 144 135
103 94 124 115 145 136
104 95 .125 116 146 137
105 96 126 117 147 138
106 97 127 118 148 139
107 98 128 119 149 140

i f 99 129 120 150 141
109 ' 100 * 130 121 151 —
п о 101 131 122 152 142



] Ш Е З Ц С Ъ Книге издательство научныхъ и полу- лярно-научныхъ сочинежй изъ области 
физико-математическихъ наукъ.

О д е с с а , Н о в о с е л ь с к а я  б б .

\$Г

Вышли въ CBtTb слЪдующ'т издаж я:
Д  РРЕШУСЪ, СВ. проф. Физика неба*). Перев. съ н1зм. подъ ред. прив.* 
^  доц. А. Р. Орбинскаю. VIII-j-250 стр. 8°. 66 черн, и 2 цвЪтн. рис. въ 

тексте. Черная и спектр, таблицы 1905. Издаше распродано. 
Научность содержашя, ясность и простота изложешя и превосходный 
переводъ соперничаетъ другъ*съ другомъ. Русская Мысль.

А БРАГАМЪ Г. проф. Сборнинъ элементарныхъ опытовъ по физике *).
Перев. съ франц. подъ ред. проф. Б. Я. Вейнберга.
Часть i: X V i+272 стр. 8°. Свыше 300 рис. 2 -е изд. 1909. Ц. Р. 1. 50 к. 

Систематически «составленный сводъ наиболее удачныхъ, типичныхъ и 
поучительныхъ опытовъ. Впстникъ и Библготека Самообразован'гя.

Часть II: 4 3 4 + LXXV стр. 8°. Свыше 400 рис. 2 -е изд. 1910. Ц. Р. 2. 75 к. 
Мы надеемся, что разбираемый трудъ^ станетъ настольной книгой ка
ждой физической лаборатор’ж въ Росой. Русская Мысль.

VCniSXH ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъ ред. „Втъстника Опытной Фи- 
*  зики и Элементарной Математики".

Вып. I. *) VI1I+148 стр. 8°. Съ 41 рис. и 2 табл. Изд. $-е 1910. Ц. 75 к. 
Вып. II. IV +204 стр. съ 50 рис. 1911. Ц. Р. 1. 20 к

А УЗРБАХЪ, Ф. проф. Царица м!ра и ея тЪнь *). Общедоступное изло- 
л  жеше основанШ учешя объ энергж и энтроши. Пер. съ нем.

VIII+ 5 0  стр. 8°. 5 -е изданге. 1911. Ц. 40 к.
Сл'Ъдуетъ признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересн. Ж . М. Н. Пр.

НЬЮКОМЪ, С. проф. Астроном1я для всЪхъ *). Перев. съ англ, подъ 
ред. прив.-доц. А. Р. Орбинскаю. Х Х +288 стр. 8°. Съ портретомъ 
автора, 64 рис. и 1 табл. 1905. 2 -г изданге. Ц. Р. 1. 50 к.

И вполне научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга... 
переведена и издана очень хорошо. Вгьстникъ Воспитаны.

DEBEPb, Г. и ВЕЛЫНТЕИНЪ, I. проф. Энциклопед1я элементарной 
^  алгебры *). Т. 1. Перев. съ нЪм. подъ ред. и съ  примем, црив.-доц.

В. Ф. Кагана. X XIV +666 стр. 8°. Съ 38 чер. 1907. 2 -е изданге. Ц. Р 4. 
Вы все время видите передъ собой мастера своего дела, который съ лю
бовью показываетъ велиюя творения человеческой мысли, известный 
ему до тончайшихъ подробностей. Педагогических Сборникъ

Д ЕДЕКИНДЪ, Р. проф. Непрерывность и иррацшнальныя числа. (Би-
блютека классиковъ). Пер. съ нем. съ примёч. прив.-доц. С. О. Шатунов- 
скаго; съ присоединешемъ его статьи: Доказательство существовашя 
трансцендентныхъ чиселъ. 2 -е издаше. ‘40 стр. 8°. 1909. Ц 40. к. 

Небольшой по объему, но, такъ сказать, законодательный по содержа- 
Н1Ю трудъ... Русская Школа.

ПЕРРИ, ДЖ. проф. Вращающгйся волчокъ *). Публичная лекщя. Пер. 
П  съ англ. V11I+96 стр. 8°. Съ 63 рис. 2 -е изданге 1908. Ц. 60 к.
Книжка, воочш показывающая, какъ люди истиннаго знашя, не цеховой 
только науки, умЪютъ распоряжаться научнымъ матер1аломъ при его 
популяризацш. Русская Школа. С. Шохоръ-Троцк'гй.

ПИХЕРТЪ, Э. проф. Введеше въ геодез!ю *). Перев4. съ н^мецк. 80 
*+  СТр. 1 б<> £ ъ 1 4  рисунк» 1907. Печатается 2 -е изданге. Ц. 35 к.
Излагаетъ основы низшей геодезш, имея въ виду пользоваше ею въ

*) Изд англ, отмгъчтныл звгъздочкой, Учен. Ком. Мин. Нар. Пр. признаны 
заслуживающими впиматл при пополпеми учения. библготекъ среди, учебп. завед.
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"ШколЪ въ качестве практическая пособ'ш... Изложеше очень сжато, ко 
. ПОЛНО И последовательно._______________  Вопроси Физики.

,11]ЕЙДЪ, К. Химичесше опыты для юношества. Перев. съ нЪмецк. 
•Ш  подъ ред. лаборанта Е . С. Елъчанинова. IV+192. стран. 8°. Съ 79 

рисунками. 1907. Ц. Р. 1. 20 к.
'Превосходная книга, какой намъ давно не хватало. Всюду въ книге со
храняешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно надеж- 

"Ныхъ рукахъ... учитъ серьезной науке въ более легкой форме.
Zeitschrift fu r  Lehrmittelwesen und pddagogische Litteratur.

ТПМИДЪ, Б. проф. Философская хрестоматш *). Перев. съ нгмецк. 
■*■*■*• Ю. А. Говспева подъ ред. и съ пред. проф. # . Н. Лате. Vl!I+172 

стр. 8° 1907. Ц. Р. 1 ,—
...Для человека, зан ятая  самообразовашемъ и немного знакомая съ 

..философ1ей и наукой, она (книга) даетъ разнообразный и интересный 
матер!алъ. Вопросы философы и психолойи.
ТРОМГОЛЬТЪ, С. Игры со спичками. Задачи и развлечешя. Пер. съ 
* нем. 146 стр. 16°. Свыше 250 рис, и черт. 1907.___________ Ц. 50 к.

ОЕТГЭМЪ, В. проф. Современное развит1в физики *). Пер. съ англ, подъ 
^  ред. проф. Б. П . Вейнберга и прив.-доц. А . Р. Орбинскаю. Съ прилож. 

речи А . Балъфура: Нисколько мыслей о новой теорш вещества. 
VIII+319 стран. 8°. Съ 5 портрет., 6 таблиц, и 33 рис. Ц Р. 2. — 

'^Старается представить въ стройной и глубокой системе все явлешя фи
зическая опыта и рисуетъ читателю действительно захватывающую 
картину грандюзныхъ завоеванш человеческая гетя. Современный Мгрь.

уШИНСКШ, Н. проф. Лекц1И по бактерюлопи. VUI-j-135 стр 8°. Съ 34 
черными и цветными рисунками. 1903.______________ Ц. Р. 1. 50 к.

рИ ГИ , А. проф. Современная теор1я физичеснихъ явленш *) (юны, 
электроны, радюактивность). Пер. съ 3 итальянок, издашя. VIII+146 
стр 8°. Съ 21 рис. 1910. Второе изданге. Ц. 90 к.

-Книгу Риги можно смело рекомендовать образованному человеку, какъ 
лучшее имеющееся у насъ изложеше новейшихъ взглядовъ на обшир
ную область физическихъ явленш.______________ Педаготческгй Сборную.
1/Л0СС0ВСК1Й, А. проф. Физическая жизнь нашей планеты на осно- 
**  ваши современныхъ воззреш й *). 46 стран. 8°. 2-е издаше, йспр.

и дополн. 1908. Ц. 40 к.
Редко можно встретить изложеше, въ которомъ въ такой степени сое
динялась бы высокая научная эрудищя съ картинностью и увлекатель- 
ностью речи.___________________________________Пёдагогическгй Сборникъ.
ПАКУРЪ, П. и АППЕЛЬ, Я. Историческая физика *). Перев. съ нем.

подъ ред. „Вгьстн. Опытн. Ф иш ки и Элементарн, Матем.“ . Въ 2-хъ 
томахъ большого формата, 892 стр. Съ 799 рис. и 6 отдельными 
цветными таблицами. 1908. Ц. Р. 7. 50 к.

.-«Нельзя не приветствовать этого интересная издашя... Книга читается 
легко; содержитъ весьма удачно подобранный матер1алъ и обильно снаб- 

. жена хорошо выполненными рисунками. Переводъ никакихъ замечанш 
не вызываетъ»...____________________ ___________________ Ж. М . Н. Пр.

Д  РРЕШУСЪ, Св. проф. Образование М1ровъ *). Пер. съ нем, подъ ред 
•“  проф. К. Д. Покровскаго. VIII-f-200 стр. 8°. Съ 60 рис. 1908. Ц. Р. 1.75 к. 
Книга чрезвычайно- интересна и богата содержашемъ. Педагог. Сб.орн.
,1/АГАНЪ, В. прив.-доц. Задача обосновашя геометрш въ современной 
^  постановке. Рёчь, произнесенная при защите диссертацш на степень 
______магистра чистой математики. 35 стр. 8°. Съ 11 чертеж. 1908. Ц 35 к.
Ц ИММЕРМАНЪ, В. проф. Объемъ шара шарового сегмента и шарово

го слоя. 34 стр. 16°. Съ 6 черт. 1908. 1 Ц. 2d к.
■Распространеше подобная рода элементарныхъ монографий среди уча- 
гшихся весьма желательно Русская Школа_
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рИГИ, А. проф. Электрическая Природа матерш *) Вступительная лек-
ш я .  Переь. съ итальянскаго подъ ред. „Вгьтн. Опитп. Физ. и Элем. 
Машем.'1. 28 стр. 8°. 2-е издатс. 1911. Ц. 30 к*

Эта прекрасная речь обладаетъ всеми преимуществами многочисленныхъ 
популягныхъ сочинешй ?ням#>митаго проф. Болоньскаго унив. Ж. М. И. Пр. •
jfijEMAHb, 0. проф. Ж идте кристаллы и теорш жизни. Пер. съ нем.

П. В. Казанецкаго. V1II+43 стр. 8. Съ 30 рис. 1908. Ц. 40 к.
.... Еесьма кстати является краткая сводка главныхъ фактосъ, сделанная

п г  У ^ я н о м ъ . ____________________  Псдаюгичсскт Сборникъ
Г'ЕЙБЕРГЪ, L проф. Новое сочинеше Архимеда *). Послаше Архимеда 

къ Эратосеену о н'Ькоторыхъ вопросахъ механики. Перев. съ нем. 
подъ ред. и СЪ Предисл. прив.-доц. Я. Ю. Тимченко. XV+27 стр. 8°. 
Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к.

ЭДатематикамъ... будетъ весьма интересно познакомиться съ новой дра~- 
гоц*Ьнной научной находкой..._______________________________Образовате.
ОЕЙНБЕРГЪ, Б. П. проф. СнЪгъ, иней, градъ, ледъ и ледники *)• 
■*"* IV+127 стр. 8°. Съ 138 рис. и 2 фототип. табл. 1909. Ц. Р. 1.
gflflathesis» можетъ гордиться этимъ издажемъ.__________ Ж . М. Н. Пр.
ШШАЛЕВСК1Й, Г. проф. Введете въ исчислеше безконечно-малыхъ *).
** Перев. съ н'Ьмецк. подъ редакц. и съ прим, прив.-доц. С. О Шату- 

новскаю. VIII+140 стр. 8°. Съ 18 черт. 1909. Ц. Р. 1.
Книга проф. Ковалевскаго, несомненно, прекрасное въедете въ выашй* 
анализъ... Русская Школа.
Т ОМПСОНЪ, СИЛЬВАНУСЪ, проф. Д обы вате св^та *) Общедоступная 

лекщя для рабочихъ, прочит, на собранш Британск. Ассощацш 1906. 
Перев. съ англ. VIII+88 стр. 16°. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к.-

Въ этой .весьма интересно составленной речи собранъ богатый матер*1- * 
алъ по вопросу добывашя света________________________ Ж . М. Н. Пр.

СЛАБИ, А. проф. Резонансъ и затухаше электрнчеснихъ волнъ. Пер.
съ нем. подъ ред. „Вгьстн. Опит Физ. и Элемент. Матем“. 41 стр- 
8°. Съ 36 рис. _______________ Ц. 40 к.

РНАИДЕРЪ, К. проф. Картина Mipa въ св ете современнаго естество- 
^  знашя. Пер. съ нем. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. VIII+193 стр.- 

8°. Съ 16 отдельными портретами. 1909. Ц. Р. 1. 50 к.
Книга касается интереснейшихъ вопросовъ о природе. Педагог. Сборникъ,

Р АМЗАЙ, В. проф. Благородные и радюактивные газы. Пер. подъ ред«- 
„Вгьстн. On. Физ, и Элем. Мат,и. 37 стр. 16°. Съ Тб рис. 1909. Ц. 25 к.-

Б  РУНИ, К. проф. Твердые растворы *). Пер. съ итал; подъ ред. „Вгьстн. 
On. Физ. и Эл. М ат “. 37 стр. 16°. 1909. Ц. 25 к.

БОЛЛЪ, Р. С. проф. Века и приливы. Пер. съ англ, подъ ред. прив.-доц.
А. Р. Орбинскаю. 104 стр. 8°. Съ 4 рис. и 1 табл. 1909. Ц. 75 к. 

.....настоящее издание «Mathesis» следуетъ приветствовать наравне съ- 
прочими, какъ почтенный, заслуживающий распространена и серьезнаго* 
внимашя, вкладъ въ русскую науку.____________________ Русская Школа.

СЛАБИ, А. проф. Безпроволочный телефонъ. Пер. съ нем. подъ ред- 
_______ „Вгьстн. On. Физ, и Эл. Мат.и. 28 стр. 8°. Съ 23 рис. 1909. Ц. 30 к-4

ПИНДЕМАНЪ, Ф. проф. Спектръ и форма атомовъ. Речь ректора Мюн-' 
** хенскаго университета. 23. стр. 16°. 2- е  издате. 1909. Ц. 15 к*
1/УТЮРА, Л. Алгебра логики. Перев. съ французскаго съ прибавлешями* 
И  проф. Я. Слешинскаю. IV+t,Q7+XII[ стр. 8*. 1909. II ЧП и-Ц. 90 к.
DEBEPb Г. и ВЕЛЫДТЕИНЪ I., проф. Энциклопед1я элементарной ге- 
*+  ометр!и. Томъ II, книга I. Основашя геометрш. Перев. съ нем.- 

подъ ред. и съ при меч. прив.-дощ В. Ф: Кагана. XII+362 стр. 8°. 
Съ 144 черт, и 5 рис. 19Q9. Ц. Р. 3
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ПОРЕНЦЪ, Г. проф. Курсъ физики *). ГТерев. съ нЪмецк. подъ ред. проф. 
** Н. П. Кастерина.

Т. I. Vlii+343 стр. больш. 8°. Съ 236 рис. 1910. Ц. Р. 2. 75 к.
Т. И. VIII-M66 стр. больш. 8°. Съ 257 рис. 1910. Ц. Р, 3. /5 к.

Съ появлешемъ этого перевода русская литература обогатилась прево* 
сходнымъ курсомъ ф и з и к и . _________________________ Ж. М. И. Пр.
рЕРНЕТЪ В. А. Объ единств^ вещества. 46 стр. 16°. Ц. 25 к.

ОЕЕГОАНЪ, П. проф. Происхождеше цвЪтовъ спектра. Съ прил. статьи 
&  В. Ритца. „Линейные спектры и строение атомовъ“. 50 стр. 16°. Ц. 30 к.

иЬЮКОМЪ, С. проф. Teopifl движешя луны. (HcTopin и современное 
состояние этого вопроса). 26 стр. 16°. Ц 20 к.

можетъ гордиться русская наука! Ж  М Н. Пр.
1/ЭДЖОРИ, Ф. проф. Исторгя элементарной математики (съ н^которы- 
И  ми указашями для препод.) *). Перев. съ англ, подъ ред и съ 

прим'Ьч. поив.-доц. И. Ю. 7 имченко. V1II-J-368 стр. 8°. Съ рис. 1910.
Ц. Р. 2. 50 к.

Книга читается съ большимъ интересомъ и весьма полезна... Мы настоя- 
тельно рекомендуемъ «Исторш элемент, мат.» Кэджори. Вгъст. Bocnutn.

РАМЗАЙ, В. проф. В ведете въ изучеше физической химш. Перев. съ 
_____ англ, подъ ред. проф. 77. Г, МеликоваУШ+ТЬ стр. 16°. 1910. Ц. 40 к.

РОУ, С. Геометричесшя упраж нетя съ кускомъ бумаги. Пер. съ англ. 
* XVI-P173 стр. 16°. Съ 87 рис. и чертежами. 1910. Ц. 90 к.

ТОМСОНЪ, Дж. Дж. проф. Корпускулярная теорш вещества. Переводъ 
съ анппйск. I. Левинтова, подъ ред. „Вгъст. On. Физ. и  Эл. Мат 

_____ VHI-H62 стр. 8°. Съ 29 рис. 1910.__________________ Ц. Р. 1. 20 к.
ГРАФФЪ, К. Комета Галлея *). Пер. съ нЪм. VIII+71 стр. 16°. Съ13рис. 
I и 2 отд. табл. Издаше второе исправл. и дополненное 1910. Ц. 30 к. 
Брошюра Граффа хорошо выполняетъ свое^ назначеше. Педагог. Сборникъ.
ЦИМФЮРЪ, Р. Воздухоплаваше *). Научныя основы и техническое разви- 
И  Tie. Пер, съ н'Ьм. VlII-j-161 стр 8°. Съ 52 рис. 1910.______Ц. 90 к.

Галлеева Комета ВЪ 1910 году. Общедоступное издате. Содержаше: О 
ленной—О кометахъ О комегЬ Галлея. 32 стр. 8°. Съ 12 и 
стращями 19 »0.

все-
ИЛЛКР

Ц. 12 к.
f /АЙЗЕРЪ, Г. проф. Развит1е современной спектроскопа *)! Пер. съ 
*1 н1зм. подъ ред. „Вгьст. On. Физ. и Эл. Мат." 45 стр. 16°. 1910. Ц. 25 к.
ГАМПСОНЪ-ШЕФЕРЪ. Парадоксы природы *). Книга для юношества, 
*• объясняющая явлешя, которыя находятся въ противореча съ повсе- 

дневнымъ опытомъ. Пер, съ н'Ъм.УЩ-р^З стр. 8°.Съ 67 рис. Ц. Р. 1.20 к
ПЕБЕРЪ и ВЕЛЬШТЕЙНЪ, проф. Энциклопед1я элементарной матема- 
О  тики *). Т. II, кн. 2 и 3. Тригонометрия, аналитическая геометр1я i 

стереометр!я. Перев. съ н'Ьмец. подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. 
VIII+321 стр. 8°. Съ 109 рис. 1910._________________ Ц Р. 2. 50 к.

р^АГАНЪ, В. прив.-доц. Что такое алгебра? *) 72 стр. 16°. Ц. 40 к.

ПУАНКАРЕ, Г. проф. Наука и Методъ. Пер. съ франц. И. Врусиловскаго 
И  подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. VIIl-f-384 стр. 16°. 1910. Ц. Р. 1. 50 к.
ПЁБЪ, Ж. проф. Динамика живого вещества. Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. 
Д  В. В. Завьялова. VIII-j-352 стп. 8°. Съ 64 рис. 1910. Ц. Р. 2 50 к_
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А ДЛЕРЪ, А. Теор1я геометрическихъ построены. Перев. съ нЪмецкаго
** подъ рец, прив.-доц, С. О. Шатуновскаю XX1V+325 стр. 8°. Съ 177
__  рис. 1910. ___________________ ______________________ Ц. Р. 2. к.
РОДДИ Ф. проф. Рад1й и его разгадка*). Пер.съ англ, подъ ред. лаборантаНо- 

ворос. универе. Д. Хмирова. VII4-190 стр. 8°. Съ 31 рис. 1910. Ц. Р. 1.25 к.

ь
МИТЬ, А. проф. Введете въ неорганическую хийию. Пер. англ, подъ ред. 

_ проф. Я. Г. Меликова. XV1+840 стр. 8°. Съ 107 рис. 1911. Ц. Р. 3. 50 к.
В ИИЕРЪ, 0. проф. 0 цветной фотографа и родственныхъ ей есте- 

ственно-научныхъ вопросахъ *). Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. Я. П.
Кат ерина. VI+69 стр. 8°. Съ 3 цеНЬтн. табл, 1911._________ц. 60 к.

СОРЕЛЬ, Э. проф. Элементарная математика. Ч. I. Ариеметика и ал- 
гебра. Въ обработка проф. Я. Ш тсккеля. Пер. съ нЪм. подъ ред. 
прив.-доц. В. Ф. Кагана съ приложешемъ его статьи «О реформ^ 
преподаванш математики» LXIV4-434 стр. 8°. 1911.______ Ц. Р. 3.—

Х/0ВАЛЕВСК1Й, Г. проф. Основы дифференщальнаго и интегральнаго
исчисленш. Перев. съ н'Ьм. подъ ред. прив.-доц. С. Шатуновскаю.
УИН-496 стр. 8°. 1911.______________ __________ Ц. Р. 3 50 к.

Ш Р К О Щ  А. акад. Исчисление конечныхъ разностей. Въ 2-хъ частяхъ.
Иэд. 2-ое, исправлен, и дополнен. VIII+274 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 2. 25 к. 

НЧУРНЬЕ ДАЛЬБЪ. Два новыхъ Mipa. 1. Инфра-м1ръ. 2. Супра-м'фъ. 
^  Пер, съ англ. УПН~1_19 стр. 8°. Съ 1 рис, и 1 табл. 1911. Ц 80 к. 
СРАУНЪ. Ф. проф. Мои работы по безпроволочной телеграфы и по 
** электрооптика. Р'Ьчь, произнесенная по случаю получешя Нобелев

ской премш, СЪ ДОПОЛН. автора. Пер. съ рукописи Л . Мандельштама 
и Я. Папалекси, со вступит, статьей переводчиковъ. XIV4-92 стр.

^16°. Съ 25 рис, и портретомъ автора 1911._______________ Ц. 70 к.
ТПУБЕРТЪ, Г. проф. Математичесшя развлечешя и игры. Пер. съ нЪм. 
Ш - 1. Левинтова, подъ ред., съ прим, идобавл, «В. Оп. Физ. и Эл. Мат.» 

XIV+358 стр. 16°' Со многими таблицами. 1911. Ц. Р. 1 40 к.
Я .  Г. 
20 к.

русская  математическая библтграфш. Вып. I. Списокъ сочинешй по 
Г  чистой прикладной математик^, напечатанныхъ въ Россш въ 1908
_____ г. Подъ редакфей проф. Л. М. Синцова. 76 стр. 8°. 1911. Ц. 60 к.
ПЛАНКЪ, М. проф. Отношеше*новЪйшей физики къ механистическому 

м!ровоззрЪшю. Пер. съ н’Ъм. 1. Левинтовау подъ ред. «В. Оп. Ф. и
_____ Эл. Мат.». 42 стр. 16°. 1911._____________________________ Ц, 25 к.
ТПТОКЪ, А. проф. и ШТЕЛЛЕРЪ, прив.-доц. Практическое руководство 
ш  по количественному анализу. Пер. съ нЪм. лабор. Новор. Унив. 

А. 1. Коншина подъ ред. проф. Я. Г. Меликова. Переводъ съ н'Ьм.
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статей объ измЪреши круга Архимеда, Гюйгенса, Лагранжа и Лам
берта. (Библютека классиковъ). Пер. съ н'Вм. под. ред. прив.-доц.

_____ С. Я. Бернштейна. VII1+156' стр. 8°. Съ 21 рис. 1911. Ц. Р. 1. 20 к.
ПОДЖЪ, ОЛИВЕРЪ, проф. ШПровоЙ эфиръ. Пер. съ англ, подъ ред. лабор. 

** Нов. Унив. Д . Д.Хмирова. XVI+216 стр. 16°. Съ рис. 1911. Ц. 80 к.

И м ею тся  на складЪ:
ПЛУЛЬТОНЪ Ф. проф. Эволюцш солнечной системы. Перев. съ англШ- 

скаго IV+82 стр. 16°. Съ 12 рис. 1908. Ц. 50 к
Изложеше гипотезы образовашя солнечной системы изъ спиральной ту
манности съ попутной критикой космогонической теорш Лапласа.

МАМЛОКЪ, Л. д-ръ. Стереохиипя. Пер. съ н'Ьм. под. ред. проф. 
Ш  Меликова. VIII-f-164 стр. 8°. Съ 58 фиг. 1911.___  Ц. Р. 1.
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