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ВВЕДЕНИЕ

Краеугольным камнем теории конечных групп и их классов является тео­
рема Силова1 о том, что если порядок группы G равен рат, где число р явля­
ется простым, а число т не делится на р, то в G существуют подгруппы, 
порядка ра (так называемые силовские р-подгруппы) и любые две из них со­
пряжены. В рамках этой теории получение теорем силовского типа привело 
к формированию большого самостоятельного направления, крупным вкла­
дом для развития которого являются основополагающие работы Ф. Холла2 
и С.А. Чупихина3.

Напомним, что через л(п) обозначают множество всех простых делителей 
натурального числа п, а через n(G) -  множество всех простых делителей по­
рядка группы G. Пусть Р множество всех простых чисел, л  С Р и іг' = Р\7Г. 
Натуральное число п, для которого тг(п) С -к называется я-числом, а груп­
пу G , для которой л(G) С 7Г, называют тг-группой. Подгруппа Н  группы G 
называется холловой л-подгруппой, если порядок Н  является 7г-числом, а ее 
индекс в G есть тг'-число. Как установлено С.А. Чунихиным3 и Ф. Холлом2, 
любая л-разрешимая группа (в частности, разрешимая группа) имеет хол- 
ловы л-подгруппы и любые две из них сопряжены. -Заметим, что в случае 
л = {р} холлова 7г-подгругша -  э т о  в точности силовекая р-подгрунна. Вме­
сте с тем, все указанные выше результаты были доказаны арифметическими 
методами: они базировались на свойствах порядков подгрупп.

Оригинальное обобщение фундаментальных теорем Силова и Холла неа­
рифметическими методами было получено в работе Гашюна, Фишера и Харт­
ли4, где доказано, что для любого разрешимого класса Фиттинга $ в каж­
дой конечной разрешимой группе G существуют инжекторы и любые два 
из них сопряжены. Напомним, что класс конечных групп 5 называют клас­
сом Фиттинга, если 5  замкнут относительно взятия нормальных подгрупп 
и произведений нормальных 5-подгрунп. При этом подгруппа V группы G 
называется инъектором G, если для любой субнормальной подгруппы N  
группы G подгруппа является максимальной из подгрупп N, при­
надлежащих S'. Заметим, что если 5  =  ©т -  класс Фиттинга всех конечных 
разрешимых 7г-групп (в частности, 3 = -  класс всех конечных р-групп), то
5-инъектор группы это в точности се холлова 7Г-подгруппа (силовекая р-под-

1 Sylow, M.L. Theoremes sur les group es do substitutions /  M.L. Sylow / /  Math. Ann. -  1872. -  Vol. 5. -  
P. 584-594.

2ГІа11, P. A note on soluble groups /  P. Hall / /  J. London Math. Soc. -  1928. -  Vol. 3. -  P. 98-105.
:,Чунихин, C.A. О существовании и сопряженности подгрупп у конечной группы /  С. А. Чунихин / /  

Мат. сб. -  1953. Т. 33, № 1. -  С. 111-132.
4Kisclwi - В. hijektoren endlicher auflosbarei Gruppen /  В. Fischer, W. Gasclnitz, B. Hartley / /  Math. Z. -  

1967. -  Bd. 102. -  S. 337-339.
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группа). Развивая и обобщая теорему Гаипоца-Фишера-Хартли4, Л.А. Ше- 
метков0 и в разрешимом случае Андерсон® устанавливают, что для любого 
множества Фиттинга с? конечной 7г -разрешимой (в частности, разреши­
мой) группы G, где тг -  множество всех простых делителей всех подгрупп 
из & , существует единственный класс сопряженных ^-инжекторов. На­
помним, что множеством Фиттинга &  конечной группы G называют такое 
непустое множество подгрупп группы G. которое замкнуто относительно взя­
тия нормальных подгрупп, произведений нормальных подгрупп и сопряже­
ний подгрупп. Понятие J^-инъектора группы для ее множества Фиттинга &  
определяется аналогично, как и понятие 5-ипъектора для класса Фиттинга
5 .

Заметим, что если 3 -  непустой класс Фиттинга, то множество подгрупп 
{Н  < G j Н € 5} группы G является множеством Фиттинга G. Его обозна­
чают Trj(G ) и называют следом класса Фиттинга 3  в группе G. Хорошо 
известно, что каждому классу Фиттинга 3 соответствует его след в группе G, 
хотя обратное в общем случае неверно. Кроме того, очевидно, что множества 
всех 3-инъекторов для класса Фиттинга 3 и всех .^"-инъекторов для множе­
ства Фиттинга &  =  T’rj(G) совпадают и поэтому из указанной выше теоремы 
Шеметкова0, в частности, следует теорема Гашюца-Фишера-Хартли4 6. В связи 
с этим, актуальной является задача нахождения новых канонических клас­
сов сопряженных инжекторов для множеств Фиттинга конечной группы 
(в частности, л-разрешимой группы без ограничения на множество л).

Естественным продолжением задачи нахождения новых классов сопря­
женных инъекторов является задача нахождения их характеризаций. Напом­
ним, что из определения класса Фиттинга следует, что для любого непусто­
го класса Фиттинга 3 и группе G существует наибольшая из нормальных 
3-подгруіш, которую называют $ -радикалом, и обозначают Gj. Задаче харак­
теризации иильпотентных инъекторов (Л-инъекторов) группы посредством 
радикалов посвящен изящный результат Фишера7 о том, что множество всех 
иильпотентных инъекторов конечной разрешимой группы G -  эго в точно­
сти множество всех тех максимальных из иильпотентных подгрупп G, ко­
торые содержат нилыютентный радикал G, т.е. подгруппу Фиттинга F(G). 
Усиливая данный результат, Хартли8 установил, что для классов Фиттин­

4Fischer. В. Injektoren endlichen auflosbaren Gruppen /  В. Fischer, VV. Gaschutz, B. Hartley / /  Math. Z. -  
1967. -  Bd. 102, X* 5. -  S. 337-339.

5Шеметков, Л.Л. О подгруппах л-ралрепшмых групп /  Л.А. Шомстков / /  В кн.: Конечные группы. -  
Минск: Наука и техника, 1975. -  С. 207-212.

6Anderson. W. Injectors in finite solvable groups /  W. Anderson / /  J. Algebra. -  1975. -  X* 36. -  P. 333-338.
7 Fischer. В. К lessen koujugierter Untergruppen in endlichen auflosbaren Gruppen /  B. Fischer / /  

Habilitationschift, Universitat Frankfurt (M). - 1966.
8llartley, B. On Fischer’s dualization of formation theory /  B. Hartley / /  Proc. London Math. Soc;. -  1969. -  

Vol. 3, X* 2. -  P. 193-207.
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га вида ХОТ (.X -  непустой класс Фиттинга) подгруппа V  группы G является 
ХШ-инъектором тогда и только тогда, когда V/G x  -  нильпотентный инъектор 
группы G /G г. Кроме того, Хартли8 впервые в теории разрешимых классов 
Фиттинга был предложен локальный метод их исследования: им определены 
объекты, дуальные локальным формациям, которые в настоящее время назы­
вают классами Хартли9. В дальнейшем эффективность метода Хартли была 
подтверждена серией результатов по характеризации инъекторов конечных 
разрешимых групп в терминах радикалов для разрешимых классов Хартли в 
работах II. Дарси10. П. Хаука и В.Н. Загурского11, В. Го и Н.Т. Воробьева9'12 
и др. Это приводит к задаче развития локального метода Хартли и опи­
сания посредством радикалов инъекторов конечных групп в общем случае: 
без требования разрешимости групп и их классов. Примечателен тот факт, 
что все указанные выше результаты по характеризации инъекторов базиро­
вались на свойстве 5-скованности групп. Напомним, что если 5 -  непустой 
класс Фиттинга, то группу G называют 5-скованной, если Cg{Gу) <  Gj. 
В связи с этим для решения предыдущей задачи необходимо описать клас­
сы Фиттинга 5  и конечные группы G, для которых выполняется свойство 
5 -скованности.

Задача нахождения новых классов сопряженных 5-инъекторов в группе 
тесно взаимосвязана с задачей описания общих методов их построения, то 
есть задачей нахождения формулы 5-инъектора конечной группы для про­
извольного класса Фиттинга 5- Представляет интерес тот факт, что в теории 
формаций аналогом такой задачи является задача нахождения формулы про­
ектора группы - объекта, дуального ее инъектору. Заметим, что решение дан­
ной задачи к настоящему времени известно только для специального случая 
конечной разрешимой группы G, а именно, для случая, когда G факторизу­
ется подгруппой L из локальной формации 5 и её подгруппой Фиттинга, т.е. 
G — L ■ F(G)13 *’U. В сравнение с этим, в теории классов Фиттинга задача 
нахождения формулы 5-инъектора любой конечной разрешимой группы для 
локального класса Фиттинга была решена Н.Т. Воробьевым и В.Н. Загур-

s llarllcy, В. On Fischer’s dualization of formation theory /  В. Hartley / /  Proc. London Math. Soc. -  19G9. -  
Vol. 3, № 2. -  R  193- 207.

°Guo, YV. On injectors of finite soluble. groups /  W. Coo, N.T. Vorob'ev / /  Comm. Algebra. -  2008. -  
Vol. 36. -  P. 3200- 3208.

10 D’arcy, P. Locally defined fitting classes /  P. D'arcy / /  .1. Austral. Math. Soc. -  1975. -  Vol. 20 (Series A). -  
P. 25 -32.

11 Hauck. P. A characterization of dominant local Fitting classes. / P. llauck, V.N. Zahursky / /  J. Algebra-  
2012. -  № 358. -  P. 27-32.

i2Vorob’ev, N.T. Description of ^-injectors of Finite Soluble Groups / N.T. Vorob'ev, Y. Liu, W. Guo / /  
Math. Sci. Res. 1. 2008. -  Vol. 12. № 1. P. 17 22.

13Doerk, K. Zur Theorie der Formationen endlichen auflosbaren Gruppen /  K. Doerk / /  .1. Algebra. -  1960. -  
Vol. 13. № 3. -  P. 345-373.

l l D ’arcy, P. 3-Abnormality and the theory of finite solvable groups ‘ P. D'arcy / /  J. Algebra. -  1974. -  
Vol. 28 . - P .  342-361.
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ским10. Так как множество всех J -инъекторов конечной группы для класса 
Фиттинга 5 совпадает со множеством всех её jF -инъекторов для специаль­
ного случая множества Фиттинга ,F, то актуальна задача нахождения об­
щей формулы & -инъектора для любого множества Фиттинга &  конечной 
группы (в частности, тг-разрешимой группы без ограничения на множество 
ж).

Таким образом, задача нахождения новых классов сопряженных инъок- 
торов конечных групп и описания строения инъекторов во множествах Фит­
тинга и классах Фиттинга весьма актуальна. Реализации ее и посвящена дан­
ная диссертация.

ОБЩ АЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами, темами

Диссертационная работа выполнялась в рамках следующих госбюджет­
ных программ:

-  в рамках составной части задания «Приложение теории радикалов и 
классов Фиттинга к исследованию конечных групп» учреждения образова­
ния «Витебский государственный университет им. П.М. Машерова». Зада­
ние входило в Государственную программу фундаментальных исследований 
Республики Беларусь «Исследование математических моделей и их примене­
ние к анализу систем, структур и процессов в природе и обществе» (шифр 
«Математические модели 04»), Тема входила в план важнейших научно- 
исследовательских работ в области естественных, технических и обществен­
ных наук по Республике Беларусь, утвержденный решением Президиума 
ПАП Беларуси № 907 от 12 мая 200G г., тема выполнялась в 2006-2010 гг. 
(номер госрегпстрации в БелИСА -  20062003):

-  в рамках составной части .задания «Развитие локальных методов иссле­
дования радикалов и классов Фиттинга и их применение в теории конечных 
групп» (Конвергенция 1.1.03.5), входящего в Государственную программу на­
учных исследований на 2011-2015 годы «Междисциплинарные научные ис­
следования, новые зарождающиеся технологии как основа устойчивого инно­
вационного развития» (ГПНИ «Конвергенция»). Подпрограмма «Разработка 
и исследование математических методов и их применение для решения ак­
туальных проблем естествознания, техники, экономики и социальных наук» 
(«Математические методы», номер госрегистрации в БелИСА -  20111880); 15

153агурский, В.II. Инъекторы локальных классов Фиттинга В.И. Загурский, Н.Т. Воробьсв / /  Веснік 
ВДУ. -  2010. -  № 4 (58). -  С. 17 20.
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-  гранта БРФФИ на 2013- 2014 гг. «Классы конечных групп с заданными 
свойствами операторов замыкания и функторов» (номер госрегистрации в 
БелИСА - 20131475).

Цель и задачи исследования
Целью данной диссертации является нахождение новых канонических 

классов сопряженных инъекторов конечных частично разрешимых групп и 
описание строения инъекторов этих групп для локальных множеств Фиттин­
га и классов Фиттинга.

Для достижения этой цели в диссертации необходимо было решить сле­
дующие взаимосвязанные задачи:

-  доказать существование и сопряженность инъекторов в я-насыщенном 
множестве Фиттинга в любой я-разрешимой группе;

- описать классы Фиттинга 5 и группы G, для которых выполняется 
свойство ^-скованности;

-  получить в терминах радикалов характеризацию инъекторов конечных 
групп (в общем случае неразрешимых) для классов Хартли;

-  найти общую формулу & -инъектора для любого локального множества 
Фиттинга &  конечной частично разрешимой группы.

Объектом исследования являются инъекторы конечных групп для клас­
сов Фиттинга и множеств Фиттинга.

Предмет исследования -  строение и свойства инъекторов конечных 
групп.

Научная новизна

Все полученные в диссертации результаты являются новыми и носят 
теоретический характер. Найдены новые канонические классы сопряженных 
инъекторов для множества Фиттинга конечной частично разрешимой груп­
пы. В терминах радикалов получена новая характеризациия инъекторов ко­
нечных групп для классов Хартли. Впервые построено локальное множество 
Фиттинга коночной группы и найдена общая формула инъектора в этом мно­
жестве в случае частичной разрешимости группы.

Полученные результаты могут найти применение у специалистов по тео­
рии групп для нахождения новых теорем силовекого типа, в исследованиях 
погруппового строения групп и описания структуры их классов, а также при 
чтении спецкурсов для студентов математических специальностей, написа­
нии курсовых, дипломных проектов, магистерских и кандидатских диссерта­
ций.
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Положения, выносимые на защиту
1. Нахождение канонических классов сопряженных инъекторов в ко­

нечной ^-разрешимой группе: доказательство существования и сопряженно­
сти инъекторов в 7г-нас.ыщеном множестве Фиттинга произвольной конечной 
7Г-разрешимой группы.

2. Описание в терминах классов Хартли свойств радикалов конечных 
частично разрешимых групп.

3. Характеризация инъекторов конечных групп посредством радикалов 
и классов Хартли.

4. Построение локального множества Фиттинга конечной группы и опи­
сание общей формулы инъектора группы в этом множестве в случае ее ча­
стичной разрешимости.

Все результаты диссертации являются новыми, впервые получены авто­
ром.

Личный вклад соискателя
Диссертационная работа выполнена соискателем лично под руководством 

профессора, доктора физико-математических наук Воробьева Николая Ти­
мофеевича. Научным руководителем были поставлены задачи и предложена 
методика их исследования. В совместных работах [1,2, 3, 4, 6, 7, 9, 12, 14| ос­
новные идеи и методы принадлежат научному руководителю, а реализация -  
соискателю. Остальные работы выполнены самостоятельно и опубликованы 
без соавторов.

Апробация результатов диссертации
Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались:
-  на Гомельском алгебраическом семинаре кафедры алгебры и геометрии 

учреждения образования «Гомельский государственный университет имени 
Ф.Скорины»;

-  на научных семинарах кафедры алгебры и методики преподавания ма­
тематики учреждения образования «Витебский государственный универси­
тет имени ГІ.М. Машерова»;

-  на Х(55) Региональной научно-практической конференции преподава­
телей, научных сотрудников, аспирантов и студентов университета, посвя­
щенной 90 летию со дня рождения П.М. Машерова (Витебск, 24-25 апреля 
2008 г.);

-  на. Международной научно-практической конференции студентов, ма­
гистрантов и аспирантов «III Машеровские чтения» (Витебск, 2010 г.);

-  на 7-ой Международной алгебраической конференции в Украине, 
(Харьков. 5-12 июля 2009 г.);
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-  на XVII (64) Региональной научно-практической конференции препо­
давателей, научных сотрудников и аспирантов «Наука — образованию, про­
изводству. экономике» (Витебск, 14-15 марта 2012 г.);

-  на Международной научно-практической конференции студентов, ас­
пирантов и молодых ученых «VI Машеровские чтения» (Витебск, 27-28 сен­
тября 2012 г.);

-  на Международной научной конференции «XI Белорусская математи­
ческая конференция» (Минск, 5-9 ноября 2012 г.);

-  на XVIII (65) Региональной научно-практической конференции препо­
давателей, научных сотрудников и аспирантов «Наука -- образованию, про­
изводству, экономике» (Витебск, 13-14 марта 2013 г.);

-  на 9-ой Международной алгебраической конференции в Украине 
(Львов, 8-13 июля 2013 г.);

-  на Международной научно-практической конференции студентов, ас­
пирантов и молодых ученых «VII Машеровские чтения» (Витебск, 24-25 сен­
тября 2013 г.);

-  на XIX (66) Региональной научно-практической конференции препода­
вателей, научных сотрудников и аспирантов «Наука — образованию, произ­
водству, экономике» (Витебск, 13-14 марта 2014 г.);

-  на Международной алгебраической конференции, посвященной памяти 
Л.А. Шеметкова (Гомель, 3-5 июля 2014 г.);

-  на Международной научно-практической конференции студентов, ас­
пирантов и молодых ученых «VIII Машеровские чтения» (Витебск, 16-17 
октября 2014 г.).

Опубликоваииость результатов диссертации
Основные результаты диссертации опубликованы в 6 статьях в научных 

журналах и в 12 тезисах докладов. Общий объем опубликованных материа­
лов — 4,74 авторских листов, в том числе: статьи в научных журналах — 3,11 
авторских листа, тезисы и материалы докладов конференций — 1,63 автор­
ского листа.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из перечня определений и условных обозначений, 

введения, общей характеристики работы, пяти глав основной части, заклю­
чения и библиографического списка в алфавитном порядке в количестве 64 
наименований использованных источников и 18 наименований публикаций 
соискателя. Полный объем диссертации — 88 страниц, из них 7 страниц за­
нимает библиографический список.
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Автор выражает глубокую признательность и искреннюю благодарность 
своему научному руководителю — доктору физико-математических наук, 
профессору Николаю Тимофеевичу Воробьеву за помощь и внимание, ока­
занные им при написании данной диссертации.

ОСНОВНОЕ СО ДЕРЖ АНИ Е ДИССЕРТАЦИИ

Все рассматриваемые в диссертационной работе группы предполагаются 
конечными. Используются стандартные обозначения и определения16,17.

Диссертация состоит из перечня определений и условных обозначений, 
введения, общей характеристики работы, пяти глав основной части, заклю­
чения и библиографического списка в алфавитном порядке.

Глава 1 содержит аналитический обзор литературы по теме диссертации. 
На основе проведенного анализа формируются основные задачи диссертаци­
онной работы.

В главе 2 «Предварительные сведения» приведены некоторые известные 
понятия и результаты, которые наиболее часто используются в диссертаци­
онной работе.

Основное содержание диссертации представлено в главах 3-5.
В главе 3 решается задача нахождения новых канонических классов со­

пряженных инъекторов для множеств Фиттинга группы (в частности, 7г-раз- 
рошимой группы без ограничения на множество тг). Основополагающим ре­
зультатом в теории классов разрешимых групп является теорема Гашюца- 
Фишсра-Хартли'1 о том, что для любого класса Ф и ти н а  $ в каждой группе 
G существуют 5-инъекторы и любые два из них сопряжены. Альтернатив­
ное доказательство указанной теоремы было предложено Хоторном* 18. Для 
этого он использовал понятие строгой замкнутости р-подгрупп. Пусть G - 
разрешимая группа. Тогда р-иодгруппу Рп < Р € Syl^C) называют строго 
замкнутой в Р если Pq ( \ P  < Pq для всех элементов д G G. Для доказатель­
ства основного результата главы 3 нами было определено понятие строгой 
я-замкнутости тг-подгруппы в холловой 7г-1юдгруппе группы.

3.1.1 Определение [6]. Пусть тг -  некоторое непустое множество про­
стых чисел, G - тг-разрешимая группа и Но является такой 7г-[Юдгрупной 
группы С, что Hq < Н € ГІаІІДС). Подгруппу Но назовем строго ж-аамкпу- 
той подгруппой в Н относительно G, если Яд f] Н < Но для всех g € G.

1ъ1Пех1Стков, Л.А. Формации конечных групп /  Л.А. ПІсметков. -  М.* Паука, 1978. -- 278 с.
,7Doerk, К. Finite Soluble Groups /  К. Doerk. Т. О. Hawkes. -  Berlin-New York : Walter de Gruytcr k  Co., 

1992. -  891 p. -  (De Gruytcr Expo. Math., vol. 4).
4Fischer. B. lujektoren endlicher aufldsbarer Gruppen /  B. Fischer, W. Gaschiitz, B. Hartley / /  Math. Z. -  

1967. - Bd. 102. -  S. 337-339.
l8Ila*vthorii, l. The existence and uniqueness of injectors for Fitting sets of solvable groups /  I. Hawthorn / /  

Froc. American Math. Soc. Vol. Г26, .V 8 -  1998. -  F. 2229 2230.
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Раздел 3.1 диссертации посвящен изучению свойств строго 7г-замкнутых 
подгрупп 7г-разрешимой группы. Полученные в этом разделе результаты име­
ют вспомогательный характер: они используются для доказательства основ­
ного результата главы 3.

3.2.1 Определение [4,6]. Пусть тг -  некоторое непустое множество про­
стых чисел. Множество Фиттинга &  группы G назовем -к-насыщенным, если 
для каждой подгруппы Н  из G такой, что 0'Г'(Н) £ & , справедливо Н  £ &.

Основной результат главы 3 представляет
3.2.3 Теорема [6]. Пусть G ж-разрешимая группа и ТР ж-насыщен­

ное множество Фиттинга G. Тогда в группе. G существуют & -инжекторы 
и любые два из них сопряжены.

Напомним, что группу G называют16 ж-замкнутой, если она и мест нор­
мальную холлову тг-подгруппу, и ж-специальной, если она имеет’ нормальную 
нилыютентную холлову 7Г-подгруппу. Легко видеть, что класс всех ^-замкну­
тых и класс всех ^-специальных групп являются 7г-насыщенными классами 
Фиттинга. Таким образом, из теоремы 3.2.3 вытекают

3.2.5 Следствие [6]. В любой ж-разрешимой группе существует един­
ственный класс сопряженных ж-замкнутых инжекторов.

3.2.6 Следствие [6]. В любой ж-разрешимой группе существуют ж-спе­
циальные инжекторы и любые два из них сопряжены.

Из теоремы 3.2.3 вытекает также ряд известных результатов. Приведем 
некоторые из них в виде следствий.

3.2.7 Следствие (Андерсон6). Если &  - множество Фиттинга раз­
решимой группы G, то в G существуют & -инжекторы и любые два из них 
сопряжены.

3.2.8 Следствие (Гашюц-Фишср-Хартли* 4). Если 5 - класс Фит­
тинга и группа G разрешима, то в G существуют 5 инжекторы и любые 
два из них сопряжены.

Дальнейший поиск новых канонических классов сопряженных инъекто- 
ров группы в случае ее частичной разрешимости представляют заключитель­
ные результаты главы 3. Напомним, что через сг(3?) обозначают множество 
всех простых делителей всех подгрупп из &.

3.2.9 Теорема [6]. Пусть &  - множество Фиттинга группы G и 
GjG.p является ж-разрешимой группой, где ж — а(& ). Тогда в группе G 
существуют ^-инжект,оры и любые два из них сопряжены.

1бШеметков, Л.Л. Формации конечных групп /  Л.А. Шеметков. - М.: Паука, 1978. -  278 с.
eAndcrson, W. Injectors in finite solvable groups /  W. Anderson / /  J. Algebra. -  1975. -  № 36. -  R 33:R-338.
4Fischer, B. lnjektoren endliclier auflosbarer Gruppen /  VV. Caschiitz, B. Fischer, B. Hartley / /  Math. Z. -  

1967. Bd. 102. -  S. 337 -339.
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3.2.10 Следствие (Шеметков’’). Пусть &  - множество Фиттин­
га п-разрешимой группы G, где 7г = Тогда в группе G существуют
^-инъекгпоры и любые два ив них сопряжены.

3.2.11 Следствие (Баллестер-Болинше19). Пусть -  множество 
Фиттинга группы. G u G jG & является разрешимой группой. Тогда в группе 
G существуют I?-ипъекторы и любые два из них сопряжены.

Глава 4 посвящена нахождению в терминах радикалов характеризаций 
инъекторов конечных групп (в общем случае неразрешимых) для классов 
Хартли. Локальный метод изучения классов Фиттинга был впервые пред­
ложен Хартли5 * * 8. Пусть £) =  {7г* : * € / } -  семейство попарно различных 
подмножеств множества всех простых чисел такое, что Р = Ц :е/тг,. Функ­
цию h : Y1 —̂{классы Фиттинга} называют функцией Хартли или П-функ- 
цией9 10. Если 5  и У) -  классы Фиттинга, то их произведение -  класс групп 
5И — (G : G/Gg £ f)). В частности, Л© класс всех таких групп G, что 
факторгруппа G по её Л-радикалу разрешима. Хорошо известно1', что про­
изведение классов Фиттинга -  класс Фиттинга и операция умножения классов 
Фиттинга ассоциативна. Класс Фиттинга Л называется классом Хартли9, ес­
ли

S j =  Р | / г . ( 7 Г і ) € ^ € Ті

id
для некоторой //-функции h. Функцию Хартли h будем называть приве­
денной, если h(nі) С Л для всех г из /. Нами установлено [2J, что каж­
дый класс Хартли І5 определяется приведенной //-функцией h такой, что 
h(nі) С /г (7 Г ,- )«£„.- для всех различных г  и j  из I.  Применение локального 
метода Хартли привело к получению ряда результатов9,10,11, посвященных 
характеризациям инъекторов разрешимых групп. Эти результаты базирова­
лись на свойстве 5-скованности групп. Пусть 5 непустой класс Фиттинга. 
Тогда группу G называют 5-скованпой, если Cg{G$) < G$. В разделе 4.1 
определяются условия, при которых группа G обладает свойством ^-скован­
ности для класса Хартли $).

5Шсметкоп, Л.А. О подгруппах 7г-разретимых групп /  Л.Л. Шеметков / /  В кп.: Конечные группы. -
Минск: Наука и техника, 1975. -  С. 207-212.

I9Ballester-Bolinches, A. Classes of finite groups /  A. Ballcster-Bolinches, L.M. Bzquerro. -  Dordrecht : 
Springer, 2000. -  «185 p.

8Hartley, B. On Fischer’s dualization of formation theory /  B. Hartley i f  Proc. London Math. Sor. -  1969. -  
Vol. 3; № 2. -  P. 193-207.

9Guo, W. On injectors of finite soluble groups /  W. Guo, N.T. Vorob’ev / /  Comm. Algebra. -  2008. -  
Vol. 36. -  P. 3200-3208.

17Doerk, K. Finite Soluble Groups /  K. Doerk. T. 0 . Hawkes. -  Berlin-New York : Walter de Gruyter U  Co., 
1992. -  891 p. -  (De Gruyter Expo. Math., vol. 4).

10D’arcv, P. Locally defined fitting classes /  P. D arcy / /  .1. Austral. Math. S’or. -  1975. -  Vol. 20 (Scries A). -  
P. 25-32.

n Hauck, P. A characterization of dominant local Fitting classes. /  P. Hauek, V.N. Zahursky / /  «I. Algebra -  
2012. -  X* 358. -  P. 27-32.
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4.1.2 Теорема [2]. Пусть класс Хартли fj =  р|,с/ А(тг,) с£7Гі и X 
непустой класс Фиттинга такой, что X  С f ) ie! Ь,(щ)£ж' . Тогда для любой 
группы G 6 fj© и ее. Ў)-йньект,ора V справедливы следующие утверждения:

(1) C^Gfj/Gx) < Gf, ;
(2) Vx =  Gx ;
(3) V-hM  = Gkwi) для всех i из I.
Из утверждения (1) теоремы 4.1.2, в частности, вытекает следующее из­

вестное свойство нильпотентпого радикала разрешимой группы.
4.1.5 Следствие. Если G разрешилшя группа, то Cg{F(G)) < F(G).
В разделе 4.2 усиливаются известные результаты Иранцо-Торреса20 о 

р-нилыютентных ит.екторах р-разрешимей группы. Будем обозначать сим­
волом 9ТР класс всех р-нилыютоитных групп. Тогда справедлива

4.2.3 Теорема [3J. Пусть класс Харпыи Ў) — £<£р'7с;,, где X - непустой 
класс Фиттинга и G -  такая группа, что группа G/Gx W -скована (в 
частности, р-разрешима). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) V/ Gx р-нильпотент.ный инжектор группы G/Gx тогда и только 
тогда, когда V S)-инъектор группы С;

2) в группе G существуют Sj-инжекторы и любые два из них сопряже­
ны;

3) ^-инжекторы группы, G это в точности т.с Sj-максимальные в G 
подгруппы, которые содержат ее f j -радикал.

4.2.4 Следствие (Иранцо, Торрес20). Любая р-разрешимая группа 
G имеет единственный класс сопряженных р-нильпотентных инжекто­
ров, причем такими инжекторами являются в точности все максимальные, 
р-нилъпотентные подгруппы, из G, содержащие р-нильпотентный радикал.

Ключевым моментом для развития локального метода Хартли являет­
ся результат Воробьева21, где описана наибольшая приведенная //-функция 
F  локального класса Фиттинга g. Если X -  класс Фиттинга, то символом 
gx обозначим класс всех тех групп, g-радикалы которых принадлежат X. В 
разделе 4.3 посредством радикалов получено новое локальное задание произ­
вольного локального класса Фиттинга.

4.3.3 Теорема [1]. Любой локальный класс Фиттинга g  определяется 
нормально-наследственной локальной функцией х такой, что

х(р)У1р =  х(р) / g /др) , если р е  7г 
^  0  , если р € 7г' ’

201гашо, M.J. The p*p-injeetors of a finite group /  M.J. Iranzo, M. Torres / /  Rend. Sem. Mat. Univ. Padova -  
1989. -  № 82. -  P. 233-237.

i! Воробьев, H.T. О наибольшей приведенной функции Хартли /  Н.Т. Воробьев / /  Известия Гомельского 
государственного университета им. Ф.Скорины. -  1999. -  Зі* 1 (15). -  С. 8-13.

13



где F -  наибольшая приведенная Н-функция класса 5" и ж =  {р G Р : F{p) ^
0}.

В главе 5 е помощью локального метода Хартли8 решена задача нахож­
дения общей формулы j^ -йігьсктора для локального множества Фиттинга 
частично разрешимой группы. Для этой цеди в разделе 5.1 мы развиваем 
локальный метод Хартли8 для множеств Фиттинга.

5.1.1 Определение [4]. Локальной функцией Хартли или Н-функцией 
группы С назовем отображение /  : Р —> {множества Фиттинга группы С}.

5.1.2 Определение [4]. Произведением б? • X множества Фит­
тинга б? группы G и класса Фиттинга X назовем множество подгрупп 
{Н < G : Н/Н>  6 X}.

5.1.5 Определение [4|. Множество Фиттинга группы G назовем ло­
кальным, если &  — Пр/(р) • OlpCy для некоторой //-функции /  группы G. 
В данном случае /  назовем Н-функцией &.

5.1.7 Определение [4|. Пусть /  -  //-функция, определяющая множе­
ство Фиттинга &  группы G. Тогда /  назовем:

1) приведенной, если f(p) С &  для каждого простого р;
2) полной, если /(р) • Tip = /(р) для всех простых р.
5.1.8 Лемма И!- Каждое локальное множество Фиттинга группы G 

определяется полной приведенной Н-функцией.
Раздел 5.2 является вспомогательным: здесь установлен ряд свойств мно­

жеств Фиттинга, которые используются в дальнейшем при доказательстве 
основного результата главы 5. Напомним, что холловой системой 7г-разре- 
шимой группы G называется такое множество X холловых подгрупп из G, 
что выполняются следующие условия: 1) для всякого множества простых чи­
сел р из 7г выполняется Gp € X, а также Gp € X; 2) если II, К € X, то 
Н К  = К Н . Если Я -  подгруппа группы G, то через Х(~) II обозначают мно­
жество подгрупп {SP| R\yS  € X}. Если Х(~]Л -  холлова система группы II, 
то говорят, что X редуцирует холлову систему Хд подгруппы R и обозна­
чают X \  R. Подгруппа //<j(X) = {у € G\H — IIя,МН е X) называется 
нормализатором холловой системы X.

Формулу инъектора описывает главный результат главы 5.
5.3.2 Теорема |4, 5]. Пусть f  полная, приведенная Н-функция ло­

кального множества Фиттинга б? к-разрешимой группы G, причем яв­
ляется либо ■к-насыщенным, либо 7г =  а(бР ). Пусть X - холлова система 
G, D = jVc(X) и Dp g X Q D  для некоторого р t  ж. Если F -  & -ишектор 
группы Ор(С) и X \  F, то подгруппа V - F ■ Cr>p(F / / / ( Р)) - &  -ишектор 
G и X \  V.

8Hartley, В. On Fischer’s du&lization of formaliou theorv /  В. Hartley V Proe. London Math. Soc. -  1%9. - 
Vul. 3. .V 2. -  P. 19.3-207.

14



ЗА К Л Ю Ч Е Н И Е

Основные научные результаты диссертации
В диссертационной работе решена задача нахождения новых классов со­

пряженных инъекторов конечных групп и описания их строения во множе­
ствах Фиттинга и классах Фиттинга. Основные результаты диссертации сле­
дующие.

Найдены новые канонические классы сопряженных инъекторов в тг-насы- 
щеном множестве Фиттинга произвольной тг-разреши.мой группы. Доказано, 
что если &  -  7Г-пасыщенное множество Фиттинга, то в любой 7г-разрешимой 
группе существуют jF -инъскторы и любые два из них сопряжены (теорема 
3.2.3 [6j). Это позволяет утверждать, что в любой тг-разрешимой группе су­
ществует единственный класс сопряженных 7г-замкнутых инъекторов и един­
ственный класс л-специальных инъекторов (следствия 3.2.5, 3.2.6 |6|). Кроме 
того, решены вопросы существования и сопряженности ..^-инъекторов груп­
пы G в предположении о том, что л-разрешима нс сама группа G, а только 
факторгруппа но ее ^"-радикалу (теорема 3.2.9 [6]). Следствиями теорем 3.2.3 
и 3.2.9 являются известные результаты Ганлоца-Фишера-Хартли, Андерсона, 
Л.Л. Шеметкова, Баллестера-Болинше и др. о существовании и сопряженно­
сти инъекторов разрешимых и частично разрешимых групп.

В главе 4 выявлено новое широкое семейство классов Фиттинга 5 и групп 
G. для которых выполняется свойство 5-скованности (теорема 4.1.2 [2]). Это 
послужило основой для характеризации инъекторов посредством радикалов 
для класса Хартли б , который является расширением произвольного непу­
стого класса Фиттинга X  с помощью класса всех р-нильнотеитных групп. 
В частности, установлено, что любая группа G такая, что факторгруппа по 
се ЗЕ-радикалу р-разрешима, обладает единственным классом сопряженных 
б-инъекторов, причем б-инъекторы G это в точности те б-максимальные в 
G подгруппы, которые содержат се б-радикал (теорема 4.2.3 [3]). Следствием 
теоремы 4.2.3 является известный результат Ираицо-Торреса о характериза­
ции р-нилыютентных инъекторов р-разрешимой группы.

В главе 5 определено локальное множество Фиттинга в конечной груп­
пе. Это явилось основой для решения задачи нахождения общей формулы 
.^-инъектора ^-разрешимой группы в ее локальном множестве Фиттинга &  
в каждом из следующих случаев: 1) &  -  7г-насыщено; 2) тг -  множество всех 
простых делителей всех подгрупп из &  (теорема 5.3.2 [4, 5|).

Рекомендации по практическому использованию результатов
Диссертационная работа имеет теоретический характер. Полученные ре­

зультаты могут найти приложение в исследованиях подгруннового строения
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конечных групп: нахождении новых теорем силовского тина, описании ра­
дикалов и инъекторов групп. Они могут быть использованы в дальнейших 
исследованиях в этом направлении, проводимых в Гомельском, Витебском, 
Брестском, Полоцком, Белорусском госуниверситстах, университете науки и 
технологий КНР, университетах Майнца и Тюбингена (Германия), Валенсии 
и Наварры (Испания). Основной результат диссертации опубликован в рос­
сийском переводном журнале, что делает его доступным для использования 
не только в научных центрах СНГ, но и за его пределами.

Результаты диссертации могут быть использованы также при чтении 
спецкурсов для студентов математических специальностей, при написании 
курсовых, дипломных работ и диссертаций, а также в теории формальных 
языков для их классификации и теории конечных автоматов для их постро­
ения.
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РЭ ЗЮ М Э

Сямёнаў Максім Генадзьевіч 

Ін’сктары канечных груп

Ключавыя словы: калечная трупа, іп’ектар, 7г-вырашальная трупа, клас 
Фіцінга, мноства Фіційга, холава надгрупа, радыкал.

Дысертацыя прысвечана рашэішю задачы знаходжання новых класаў 
спалучаных ін’ектараў канечных труп і вывучэішю будовы ін’ектараў у мно- 
ствах Фіцінга і класах Фіціпга.

У дысертацыйнай рабоце знойдзены новыя капанічныя класы спалуча- 
ных ін’ектараў у мностве Фіцінта кайсчнай часткова вырашальнай трупы. У 
прынатнасді, даказана існаваннс і спалучанасць ін’ектараў для 7г-насычапага 
мноства Фіцінга ў адвольнай 7г-вырашалыіай трупе. Выяўлены новыя ўлас- 
цівасці радыкалаў труп і на гэтай асновс установлена характарызацыя 
ін’ектараў з данамогай радыкалаў для класа Хартлі, які фактарызусцца здаб- 
ыткам непустога класа Фіціата і класа ўеіх р-нільпатэнтных труп. Атрымана 
агулыіая формула ін’ектара ў лакалыіым тг-насычаным мностве Фіцінта ва 
ўсялякай канечгіай 7г-вырашальнай трупе.

Усе асноўныя вынікі дыеертацыі з’яўляюцца новымі. Яны маюць тэар- 
этычны характар і могуць быць выкарыстаны ў даследаваннях па тэорыі 
канечных труп і іх класаў, а таксама нры чытанні спецкурсаў ва універсіт- 
этах.
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РЕЗЮ М Е

Семёнов Максим Геипадьевич 

Инъекторы конечных групп

Ключевые слова: конечная группа, инъектор, 7Г-разрешимая группа, 
класс Фиттинга, множество Фиттинга, холлова подгруппа, радикал.

Диссертация посвящена решению задачи нахождения новых классов со­
пряженных инъекторов конечных групп и изучению строения инъекторов во 
множествах Фиттинга и классах Фиттинга.

В диссертационной работе найдены новые канонические классы сопря­
женных инъекторов во множестве Фиттинга конечной частично разрешимой 
группы. В частности, доказано существование и сопряженность инъекторов 
для я-насыщеииого множества Фиттинга в произвольной тг-разрешимой груп­
пе. Выявлены новые свойства радикалов групп и на этой основе установлена 
характеризация инъекторов посредством радикалов для класса Хартли, фак­
торизуемого произведением непустого класса Фиттинга и класса всех р-ниль- 
потентиых групп. Получена общая формула инъектора в локальном тг-насы- 
щенном множестве Фиттинга в любой конечной ^-разрешимой группе.

Все основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют тео­
ретический характер и могут быть использованы в исследованиях по теории 
конечных групп и их классов, а также при чтении спецкурсов в университе­
тах.
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SUM M ARY

Semenov Maksim Gennadievich 

Injectors of finite groups

Keywords: finite group, injector, 7r-soluble group, Fitting class, Fitting set, 
Hall subgroup, radical.

Thesis devoted to solving of the problem of finding new classes of conjugate 
injectors of finite groups and study of structure of injectors for Fitting sets and 
Fitting classes.

New canonical classes of conjugate injectors in a Fitting set of finite partially 
soluble group arc found. In particular, the existence and conjugation of injectors 
for тг-saturatcd Fitting sets in an arbitrary 7r-soluble group are proved. New 
properties of radicals of groups are obtained; on this basis, the characterization of 
injectors by radicals for Hartley class that factored by the product of a non-empty 
Fitting class and the class of all p-nilpotent groups is established. The general 
formula of the injector in the local 7r-saturated Fitting set of finite 7r-soluble 
group is obtained.

All main results of the thesis arc new. They arc theoretical and can be used 
in researches on the theory of finite groups and their classes, as well as in reading 
specialized courses at universities.
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