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§ I .  Одно из основных направлений в общей теории групп 

состоит б исследовании групп с ограничениям!! для подгрупп. 

Налагая яа некоторое множество подгрупп группы те или иные 

условия (условия перестановочности, дополняемости, минималь­

ности а д р .) можно выделить самая разнообразные классы групп, 
В обзорных статьях С.Н.Черникова (1971 г . ) ,  С.АЛунихина и 

Л.А.Шеметяова (1971 г . )  приведены многие глубокие результаты,, 
полученные в этом направления за последнее время.

В теории конечных групп важное место занимает характера 

зация групп, для которых определяющим ограничением служит 

условие перестановочности. При этом выделяется две задачи:

1. 'Исследовать свойства группы в зависимости от наличия 

и свойств инвариантных или перестановочных подгрупп.

2. Отыскать в данном классе групп системы инвариантных 

или перестановочных подгрупп.

Решение второй задачи приводит к факторизацновным тео­

ремам, различным критериям разрешимости, нильпотентности и 

др.
К указанным задачам примыкает и настоящее исследование. 

Диссертация состоит из двух частей. Первая часть носит ввод­

ный характер; в ней дается краткий обзор полученных резуль­

татов, приводится перечень обозначений и сводка используемых 

теорем других авторов» Вторая часть состоит из трех глав ос­

новного текста и списка цитированной литературы, содержащего 
'+8 названий.
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Праведен краткая обзор полученных результатов.Под груп­
пой везде повамается конечная группа.

§ 2 . В основу исследований первой главы положена следуй­
те» введеааая вами классификация конечных групп.

Конечную группу G отнесем к классу £>(*■> «-) .волн она 
удовлетворяет следующим требованиям: пусть С. -композиционный 

ряд группы & , совокупность композиционных радов ipyu-
пы G , -  число членов ряда Ci , кеиазариантных в G ;

тогда
тлмсit -- и, , пиух. (Л*, -ь:) -  к

I Ч
Класс А (о ,о )  составляют группы, лабая достиаимая под­

группа которых инвариантна в группе. Этот класс групп был из­

вестен раяьие, как класс групп с транзитивностью инвариант­
ности. Его изучали Бест и Таусская, Цэкер, Гйзюц, Л.Н.Лбра- 

иовскай и М.И.Каргапояов. Другие классы, соответствующие на­

шей классификация, никем не изучались.
Основным результатов первой главы является описание раз­

решимых групп целого семейства классов в«да tv) , где 

И- -  произвольное натуральное число. В аависинозти от того, 
И. > 1  вал А, ~ І  , получены следующие теоремы.

Теорема 1 .9 . Разрешимая группа G  тогда а только тогда 
принадлежит хизосу Д ( о , Ы  , П  >1  ,еслн выполняется одно 
и« ояадущах условий:

I .  Подгруппа Фиттинга ? I f i)  является минимальной инва­
риантной подгруппой группы С~ , *а*еет порядок р л *г и 

G TL&) йрнкадлеазт классу Л |с ;. о )  ,
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2. Подгруппа Фиттинга T(Jx) является минимальной инвари­

антной подгруппой группы G , имеет порядок р ,! , рФЯ, а 
Сг/Т(<^)изоморфна одной ка следующих групп: Я, ,

G-ШД).
Теоремы 1.5 ~ 1 .6 . Пусть G -  разрешимая группа, & / Х  -  

максимальная свархразрешимвп фактор-группа группы G-.
1) Если порядок группы X нечетный, то группа G~ тогда 

и топысо тогда будет принадлежать классу Д ( 0 ,  f) ,ееги А  яв-  

лнется единственной минимальней инвариантной подгруппой труп 

пн G- , имеет порядок р* и совпадает с еиловской подгруппой 

группы G- , относящейся н наибольшему простому делителю по­

рядка группы.

2) Если порядок группы Z  четный, то группа G- тогда и
только тогда принадлежит классу Д , если она изоморфна

одной из следующих групп: Ац  , S* , ЬХ(ХД

Наиболее близким к классу Л (Ч Ч ) является, наряду о 
классом л  (0,-1) , класс Л ( 1 , і )  . Разрешимые группы этого клас 

са изучены в § 3 . Приведем основные результаты.

Непримарная разрешимая группа G  из класса A ( i Jl )  облада­
ет следующими свойствами (теорема I .I 5 ) :  если р  -  наименьший 

простой делитель порядка ев коммутанта, то иди коммутант сов­

падает с р -еиловской подгруппой группы G  и содержит все 

неиявармантные достижимые подгруппы группы G* , или порядок 
и индекс коммутанта имеют наибольшим общим делителем число 

р'*' , vX>0, p i % , я любая подгруппа коммутанта инварианта 

в G  .
Все сиповские подгруппы разрешимой группы G- из класса 

Д І А )  , за исключением, быть может, еиловской подгруппы



, относящейся к наименьшему простому делителю порядка кои- 
мутанта группы, обедевы; G-p ид и  абенева, и ли  принадлежат 
классу Д ( і . і )  , S последнем случае G- является полупрямым 

произведением G-p и абелевой группы А. , причем прямым мно­
жителем может быть как Gp , так а А  (теорема I . I 7 ) .

Принадлежность я классу а (К ,л .)  аа является наследствен­

ной для подгрупп, В каждом классе Л (•<>«!,)мы выделяем подкласс 
отнеся туда те группы, габая подгруппа которых при­

надлежит классу вида А С ^ 'Ч .)  , кц

Гашюц показал, что любая разрешимая группа из класса 
Л  (о , о ) входит в подкласс &(о} о) . иа доказали аналогичные 

теоремы для классов Д (0,1)и Л (1 ,1) . Таким образом, верно об­

щее утверждение:

Теорема 1.13. При l t * l  любая разрешимая группа из клас­
са А(К,гъ) принадлежит подклассу 6"( к ,  п ) ,

В завершающем первую глазу параграфе дается следующее 

обобщение класса Л [0 ,0 ) ;

Пусть 7І -  некоторое множество простых чисел, 7И, -  мак­
симальная инвариантная JL -  подгруппа группы G  , Группа &  
принадлежит классу Д  К (О, О) ,есаи любая достижимая подгруп­
па группы Л t  инвариантна в G- . Подкласс б к  (о ,  о )  составля ­

ют те группы из класса АкС.о}о) .любая подгруппа которых при­
надлежит классу Д я t o ,  о ) .

Показано, что на группы класса А к ( о ?о )  можно обобщить 

ряд известных теорем о свойствах групп о траннитинмостью ин­
вариантности. Отметим еще следующие результаты, гимн тирую- 
щие принадлежность группы Сг к классу Ад И'>о) или подклас­
су tv ,r^o .o).
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Теорема І .2 І .  Scan &  -JZ. разрешимая группа из класса
Д ( о , о )  , то G rt*h7 io ,o ).

Теорема 1 .24 . ііу о т ь б і-  такая инвариантная подгруппа 
группы G , что любой композиционный ряд группы G , проходя­
щий черва Gl , является главным рядом группы G- . Еови G/Q,
'jo -  разрешима и меры Jo -  разрешимости групп Л  ц Qr/c=i 

взаимно просты, то (т€ Л it (р? ° )  (мерой Jo -  разреиимоста груп­

пы называется произведение всех тех индексов гдавного ряда 
группы, которые являются степенным простых чисел из 5 Г , а 
число 1 , если таких индексов лет).

Показано, что к классу /л)Х LO,o)  принадлежат асе группы, 
у которых силовские подгруппы, соответствующие простым чис­

лам из Jo , циклические (теорема І .ІЭ ) .
§ 3. Во второй главе дается характеризация класса групп 

с заданной системой перестановочных подгрупп. Определим сле­
дующим образом О -  коммутативную группу.

Пусть ‘-J- некоторая система попарно непарное-
кающихся подмножеств множества всех простых чисел. Группу G 
назовем 9  -  коммутативной, если любая ее 7 к -  ходловская под­
группа перестановочен с любой ее 5^ -  ходловокой подгруппой

Обозначим множество разрешимых & -  коммутативных групп

Разбиение В индуцирует разбиение Bin.) scsx простых де­

лителей натурального числа И на аепересекающиеся подмножест­
ва. Число непустых подмножеств в этом разбиении обозначай

при о f  j  .

Т у  (Учерез Jo .

j В( 'х)) . Для любого В класс разрешимых групп с 
ходит в >4 . Обозначим ог оЛх .входит в
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Класс групп Til называется конечным многообразием, ее ян 
он замкну? относительно перехода к подгруппам, фактор-груп­

пам и конечным прямым произведениям. Мы говорим, что конеч­
ное многообразиеШ- порождено классом Т  , если’/Л  является 

пересечением всех конечных многообразий, содержащих X  .

Сформулируем теперь основной результат второй главы,
л/* о

Теорема 2 .6 . является конечным многообразием, порож-
У,денным классом - , ,

Этой теоремой выясняется конструкция класса А  Строе­

ние же групп этого класса выясняется следующими теоремами.

Теорема 2,7, Разрешимая группа О  тогда и только тогда 

0 -  коммутативна, если для любого главного фактора группы 

G- выполняется;

Теорема 2 .8 . Пусть&еЯ,0, В & существует та­
кая инвариантная JocO K j -  подгруппа Л ',  чтоG /V  имеет 

разложимую Jc.UJLj- ходловскую подгруппу iXt U J t j -  группа назы­

вается разложимой., если онв имеет инвариантные 5 ^ -  и
'K f  холловские подгруппы ) .

Теорема 2 ,9 . Пусть 2  -гиперцентр разрешимой группы &  . 
Если то

Заметим, что частный случай #  -  коммутативности при 

Зц -f>c. изучен Хуопертой. Полученные им результаты вытекают 
из ваших более общих выводов.

йильпотентная группа (9 -  коммутативна при любом разбие­

нии У . В § 3 второй главы из многообразияЛ^выделен более 

широкий, чем класс нильпотеиткых групп, класс разрешимых 0  -  
сверхкоммутативвых групп.
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Группа называется У -  сверххоииутативной, е с п  любая 

инвариантная подгруппа -  ходиовокой подгруппы группы пе­
рво танов очаа о любой ев '“j -  ходдовской подгруппой, *• Ф-j . 
Изучены свойотва раареваных & -  оверхкэммутативаых групп а 
подучено необходимое и достаточное уоновне пранаднежвоств ах 
к классу о);

Теореыа 2 .13 . Разрешимая Q -  оверхкоимутатаввая груп­
па тогда н только тогда прнваднекат к классу Ы р ^ о )  , есав 

все ее Jti -  хоядозскае подгруппы приваддекат классу Д (о 5о ) .

§ 4 . В третьей, аакявчвтезьвой гдеве рэшаюгск обратные 
задача исследования групп с условиями перестановочяоста: мы 
даем адеоь критерии разрешимости ада р  -  рззреиямост* конеч­
ных групп иди их инвариантных подгрупп.

Хорошо известна следующая теорема Ф.Ходла:
Группа разрешима, если индекс каждой ев мгквЕмвдьяой 

подгруппы является иибо простым числом, иибо квадратом про­

стого адода.
Как показал А.Б.Романовский, зга теорема Ходка остсотой 

справедливой, если накладывать ограничения за индексы только 
тех максимальных подгрупп, которые надстроены над садовской 
подгруппой, относящейся к наибольшему простому дэвитекю по­

рядка группы.
Ваауушшт'Роыаяовского усилил Л.Я.Поляков, доказав,что 

группа G  раврваима, если выдвхо каждой ее нвнильаотентиой 
каксймаиьаой подгруппы либо делится аа р  , аиба есть про­
стое число или квадрат простого числа ( р  -  наибоаьвий про­

стой делитель порядка &  ),
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Оказалось, что в этой теореме ненияьлотеитность можно 
заменить более сильным условием не П. -  диснерсивности (тео­
рема 3 .4 ) . Здесь не rt -  дисперсивной называется группа, каж­

дый гомоморфный образ которой содержит инвариантную подгруп- 
ну, относящуюся к наименьшему простому делителю его порядка.

Все отмеченные выше резудьтаты можно вывести как след­
ствия из следующей теоремы 3.?.:

Пусть -  наибольший простой делитель порядка группы С- . 
Если индекс в G любой не р  -  нильпотентной максимальной под 

группы группы G  либо делится на р1 , либо есть простое число 
или квадрат простого числа, то группа & р -  разрешима. 

Справедлив и бопее общий результат:

Теорема 3 .1 . Пусть X - н а и б о л ь ш и й  простой делитель 

порядка X  . Если |G  .'лф ибо  делится на р  , либо есть простое 
число или квадрат простого числа для любой максимальной под­

группы Ж - группы G  , не содержащей X  и не имеющей с Л  р  -  

нияьлотентяого пересечения, тс подгруппа р —разрешима.

Теорема 3.6. Пусть -  простой делитель порядка

группы &  . Пусть любая максимальная подгруппа Ж - группы 
&  , надстроенпая над р  - силовской подгруппой ^  из &  ,

либо инвариантна, либо Р  -  нильпотентаа. Тогда &/П
п Я1"1р -  нильпотентаа, В частности, О  р -  разрешима.

Аналогичные условия дают также критерий р  -  разрешимос­
ти инвариантной подгруппы группы (теорема 3 .5 ) . Приведем еще 

следующий результат о существовании инвариантной подгруппы
группы.

Теорема 3.8. Пусть К < г 9 я М  -  некоторая максимальная 
подгруппа группы &  . Если пересечение Ж П  К  р _  разложи-
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no,  to  Gr m ea t инвариантную подгруппу одного из следующих 

видов: I .  jp -  сиповская подгруппа а з Ж О .я; 2 . р  -  дополне­

ние в М  п К-иди Jl .
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