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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ДИССЕРТАЦИОННОЙ 

РАБОТЫ

А к т у а л ь н о с т ь  т е м ы .  В математическом про­

граммировании в течение всего периода его существования боль­

шое внимание уделяется созданию методов решения как общих, 

так и специальных задач линейного программирования. Среди спе­

циальных задач особое место занимают задачи, являющиеся обоб­

щениями классической транспортной задачи. Интерес к ним не о с ­

лабевает в силу многочисленных практических приложений, нали­

чия эффективных алгоритмов решения классической транспортной 

задачи и в связи с необходимостью решать задачи линейного 

программирования большого размера.

Классические результаты дня транспортных задач изложены 

в работах Л.В.Кантороаича, Дж.Данцига, Л.Форда и Д.Фалкерсона, 

Д.Б.КДуша, Е.Г.Гольштейна, И.В.Романовского, В.А.Булавского и 

других. Большинство современных работ* ’ * * ’1 посвящено различ­

ным вопросам численной реализации симплекс-метода и его моди­

фикаций, созданию более эффективных (по быстродействию, по 

объему памяти ЭВМ) программ для решения транспортных задач. 

Исследуются и методы несимплексного типа.

Диссертационная работа посвящена проблеме построения к о - 

конечных методов решения задач линейного программирования, в 

которых наряду с транспортными ограничениями присутствуют ли­

нейные ограничения общего вида. Разработанные методы являются 

релаксационными, они максимально учитывают специфику матрицы
ЯГ*Г" | - -

Романовский И.В. Алгоритмы решения экстремальных задач. 
М.;Наука, 1977.

**) Булевский В.А.,Звягина Р.А..Яковлева М.А. Численные методы 
линейного программирования (специальные задачи). Ы.: Нау-

---------ка-, 1977-. — — }
и,:-: i г г с ч я й  .* 

л пада-!)
. у'п  -ктутF/li j; :г ,1' I l KA ‘
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Математическая модель транспортной задачи с дополнитель­

ными ограничениями в матричной постановке имеет вид

-* min ,

ЕUI ( 2 )

ч— р
/  Л. • х . .  = ы. 

(cgTeU V V Г
U ,  dt

где I  =  1 1 , 2 ......... гъ } ,  3 = {  1 , 2 , . . .  ,m,|, U  = 1  х 3 мно­

жество клеток транспортной таблицы, С-- -  стоимость перевоз-
d

ки единицы продукта из пункта i в пункт j ; tt-t -  объем 

производства в пункте l e i  , 6 • -  объем потребления в пунк-
,р

те
i

i 6 J ; Л.., , cL, , d • имеют тот же смысл, что и
‘  " *4 М

в ( I ) .

Задачи ( I )  и (2 ) можно рассматривать как общие задачи 

линейного программирования. Однако, при этом теряется специ­

фика системы основных ограничений. Поэтому в диссертационной 

работе алгоритмы строятся с максимальным учетом сетевой и 

табличной структуры транспортной части ограничений.

В §1 приводится постановка задачи ( I )  и (2 ) (в  п.1 -  се ­

тевая модель, в п .2  -  матричная модель), даются определения 

опоры, доказываются критерии опорности.

Определение I .  Максимальная частичная сеть -Sor>= ( i ,  Uon \, 

U ^ c И , называется опорой сети S = | I , U \  , если система

уравнений

Е  *  у -  Л  = О , U  I  ,
i ‘ i ; o u  1

Т ~  Л... X .. = О , р = }= ,
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где i r ( U j -  I j e b  UM \ , I: (j,i)e U ,J ,
имеет только тривиальное решение.

Опорному множеству дуг U ^  поставим в соответствие мат­
рицу ^ (1 0 =  , р = М , 1 ” М ) 1 где число £р(Ц ) , на­
зываемое детерминантом цикла L  ̂ относительно р -го ограни­
чения, подсчитывается по формуле

й р О . , ) - ( 3 )

Cl, j ) lv<l

Г I, если (i . j  )б Ц  , 
< - I ,  если ( i , j ) с- IŜ , 

О, если Ц ,j ) $ Ц  ,

Здесь через Ц  и Ц  обозначены множества прямых и обрат­
ных дуг цикла Ц .

Теорема I (критерий опорности). Связная частичная сеть 
8 o . - l I . l U  я3-™3™  опорой сети S тогда и только тогда, 
когда oUt £(Ц0г1)* 0.

Аналогичные понятия вводятся и дая задачи (2).
Определение 2. Опорой транспортной таблицы Т  называет­

ся максимальное (по количеству элементов) множество клеток 
Поп с  U ,  для которого имеет только тривиальное решение 

система
И  х- ■* о , le I(u.on) ,

7~  X- x . .  “  o ,  p *= <

где I (U J  = l i 6 l :  3 ( i , j ) e U , J  , D(iC0ft)c Ije3: 3(i,j)€r Um } , 
I j (Uon) = U t I :  Uon\ , H ) 6 U 0J .

В опорном множестве клеток выделим независимые
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циклы Ц  > . ( £ # ) .........

Для каждого из них по формуле(Э) где

.1 1 =
I ,  если ( i , j  ) = (C .j ,1) , к -  Д 4 , , 

- I ,  если U , j )  =

О, если ( i , j ) £ Ц  ,

подсчитаем детерминант ( Ц )  . Состав™  матрицу 

SD(Uon')= (|?р(Ц ), р - м ) .  Доказана

Теорема 2 (критерий оиорности). Связное множество кле­

ток К ,  , К с и ,  является опорой таблицы Т тогда и толь­

ко тогда, когда I )  |I(UJ| = а  , 13(И0В)| = пг , 2 )  dd  £ 0 0 * 0 .

В § 2 получены необходимые и достаточные условия опти­

мальности и субоптималъности потока сС (задача ( I ) )  и плана 

х  (задача ( 2 ) ) .

Определение 3 . Пара (х  , $ 0  из потока ос и опоры О  

сети S называется опорным потоком. Опорный поток назовем 

невырожденным, если опорные дуговые потоки удовлетворяют не­

равенствам <■ <■ , Ci., j) e Uon .

По опоре S 0|i найдем потенциалы P ’ P \A u it i e

e I  , как решения систем

i t  R p ( i .^ r f  = 2 1  C q = M  ;
P»1 ' * ' Ct,i)€Lq 0

Ц. -  a , -

u , = o ,

f
И  Л'.Г.
p77 4 r

■+■ c .. , CL.j ) e U t

где подмножество U ,0 множества Uoa таково, что S#= 

дерево сети S . Тогда Uto= U on\ U ,oa , IU l0J  = £ , и со­
стоит из первых (собственных) дуг циклов опоры.

По известным потенциалам вычислим оценки неопорных дуг



сети 5

N  * “*-"i * £  V r - ' ч  ■

О помощью этих оценок получена формула приращения стои­

мости потока

И  Су Л1 - . = -  7 Z  Л; йх. ■ (
(v.jHU.  ̂ J 1LJ Ci,j)eUK

исходя из которой доказана

Теорема 3 (критерий оптимальности). Соотношения

й ^ = 0 п р и  < Ц  <■ Х у  * d cJ ; Л ^ О  при X y = d £ ;  

Ч ^ О п р и  * ц = с Ц - ,

достаточны, а в случае невырожденности и необходимы , для 

оптимальности опорного потока l x , S on\.

Определение 4 . Поток х 4 называется t -оптимальным

( субоптимальным), если

ZZ  cii x i, -  Z T  с - 1 "  i  e ,CC.jHli 1 < Cl.pta « J

где зс° — оптимальный поток задачи ( I ) .

Теорема 4 (критерий субоптимальности). Если на опорном 

потоке { х , Ь 0„\ выполняется неравенство

в 71 21 Au (ci,u - а и ) ,J l) Ч 4 ; (i,j)eUHI Ч *4 ь)
V °

J)«l
V °

ю  i  -  6 -оптимальный поток. Если х £ -  £-оптимальный по­

ток , то найдется такая опора , что для опорного потока 

\х ‘ , $0Л\ выполняется неравенство jb i  £ .

Аналогичные результаты в § 2 получены для задачи ( 2 ) .  

Параграф 3 посвящен построению итерации прямого опорного 

метода решения задач ( I )  и ( 2 ) .

-  9 -



В заключение главы I (§4)  рассматривается вопрос о по­

строении начального опорного потока (плана) с использованием 

неполной информации об оптимальном потоке (плане).

Глава П посвящена построению двойственного опорного ме­

тода решения задач ( I )  и ( 2 ) .

Задача, .двойственная к задаче ( I ) ,  имеет вид 

JZ а4ц. + т, <*ргр + 21 „ (е Ц  Vy -  dL. W-) rrvar.u i
t

( 4)

v  £ Y  +v wv = v  v 0'w4*°'(î 6U-
Определение 5 . Двойственным планом задачи ( I )  называется 

совокупность чисел (и.,!^, v,  w)  = ( , U  I ; rp , p=-l,E ; v - , w - ,

(i., j )fr lt  ) ,  удовлетворяющая всем ограничениям задачи ( 4 ) .  Каж­

дому двойственному плану задачи ( I )  ставится в соответствие 

копоток Ь = ( S j ; ,  (v, i)eU) с компонентами 6,. . = ц . - а ; +* £ v - - v
Один и тот же копоток может порождаться различными двой­

ственными планами, на которых двойственная целевая функция 

принимает различные значения. Чтобы избежать этого , введем 

условия согласования:

V. = -  5.
Ч Ч ’ " V 0

v4 = °  ' w4 -  *4

при

при

~ О,

V 0 ’ ( i,, j ) е U ,

при выполнении которых двойственная целевая функция пришагает 

наибольшее значение на данном копотоке.

Понятие опоры Soa остается прежним.

Определение 6 . Пара S0ti  ̂ из копотока S и опоры 

сети S называется опорным копотоком. Исли S -  0, ( i ,  j )р- 

£  Ц , то опорный копоток называется невырожденным.

Определение 7 . Совокупность чисел ае ( ае -  , U  , j U U )

-  10



называется псевдопотоком, если она удовлетворяет основным ог­

раничениям задачи ( I ) :

Z T зе -  п
Jfl't(U)

, i e  I ,

п
ti.jieU

Я., a».. 
V ч — at

Г ’ Г 1,1.

Псевдопоток ае назовем опорным, соответствующим опорному к о - 

потоку {S’, , если для неопорных компонент выполняются ус­

ловия :

3e. = d ‘  при К.  > о  , * . .  = с Г .  при К. i О, ( i . j j e  UH.

Выводится формула для нахождения ж - , ( i ,  j  )е  Uzmb. Остальные 

значения ж - , ( i , j  ) е  U)m , вычисляются из условий баланса в уз­

лах сети .

В § I рассматривается также задача, двойственная к задаче

(2) е

5  “ ■“ ** V )  * ♦ , £ , « »  vv ■ <  v *

U. + IT. +

Вводятся определения двойственного плана (перевозок) задачи ( 2 ) ,  

коплана ?  , опорного коплана невырожденного опорного

коплана, псевдоплана ае . Указан способ вычисления компонент

те-, псевдоплана эе в соответствие с опорным копланом {S, Li }. 
d

В § 2 получена формула приращения двойственной целевой 

функции в задаче ( 4 ) ,  доказаны критерий оптимальности и доста­

точное условие субоптимальности:

Теорема 5 . Соотношения

зе = d при
V 0

ае. • d  * при S ' . - о ,

-  и. -



d , i j ( v dy при *ч = 0> Li- i ) e U o , '
достаточны, а в случае невырожденности и необходимы, для оп­

тимальности опорного копотока t.6,Soni (опорного коплана (8 , U ^ l ) . 

Псевдопоток (псевдоплан) ае , построенный по (S', ( [5, U0h\ ) ,

является оптимальным потоком (планом) исходной задачи ( I )  ( за­

дачи ( 2 ) ) .

Теорема 6 . Если для псевдопотока (псевдоплана) ее , со ­

ответствующего опорному копотоку {S', S0(i) (опорному коплану | <?, 

) ,  справедливы соотношения d ti, « ® .. 4 d -  , ( i , j  ) е  Uon, 

и неравенство

J1 = И  K M 'i  - * J  + -  ае.Л ^ £ ,J (i.j)eUeil, Ч 1 Ч (4)eU 0„, Ч I Ч
V o

tt.jHU0 
St. 40

то ае -  e-оптимальный поток (план) задачи ( I )  (задачи ( 2 ) ) .

Двойственный алгоритм построения субоптимального (опти­

мального) псевдопотока задачи ( I )  (пседоплана задачи ( 2 ) )  опи­

сан в § 3 . При этом использовано экстремальное правило заме­

ны опоры. Доказывается конечность метода для невырожденных 

задач.

В главе Ш разработан адаптивный метод решения задачи ( I )  

( §1 ) и задачи (2 ) ( §2 ) .  В основе адаптивного метода ле­

жит принцип уменьшения оценки субоптимальности ji  . Метод по­

зволяет сократить количество замен опоры, что значительно 

уменьшает работу по вычислению потенциалов и подходящего на­

правления £ . Доказывается конечность метода для невыроаден- 

ных задач.

В § 3 гл.Ш рассматривается транспортная задача с основ­

ными ограничениями в интервальной форме
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И at д о -которая возникает, когда известны пределы а ,;, 

пустимых колебаний интенсивностей узлов i 6 I  .

Определение 8 . Опорой сети в задаче (5 ) назовем совокуп­

ность { I 0„,U on} узлов I m с  I  и дуг U ^ c U ,  душ которой сис­

тема

2Z =0, lei
имеет только тривиальное решение а?..= 0, ( i, j  ) е Ц оч,но имеет 

нетривиальное решение система

Иj€X*(U*)
I. - И  *«

jei:(U*) 1
О, t e l

душ любой из совокупностей ( i t  U *} вида

н) I   ̂ 1с, ; U ~ К  и (.i>* , j » ) ,  где (1*,^*)  ̂ Won ; 
б) U*= Uoai I ’  -  I cn " Ч , где 1 ,е 1 оп.

Теорема 7. Совокупность (■In,Uon 1 является опорой в за­

даче (5 ) тогда и только тогда, когда в частичной сети S =оп
= { I  Д оп1 каждая компонента связности Son = ( I ,  Uon к Н Д ,

I )  не содержит циклов, 2) содержит ровно один неопорный узел iK.

3 дальнейшем под S оп с указанными свойствами и .понима­

ется опора сети в задаче ( 5 ) .  Опорный поток (ос, SJ; называется 

невырожденным, если выполняются неравенства

а,.< ХГ ж, -  JZ х ^ а . и ! - - Ы  ; cL<x..ccT,0;,ne U„ . 
стГпп Ч *  ran  1 н ол *1 Ч Ч I1 опд а  ч jei:ш)« н ол’ *1 ч 1

В параграфе 3 приводятся критерии оптимальности и субоптималь­

ности. В частности, доказана



Теорема 8 . Соотношения

V 0  м *  = 1d !j • ^  4 °  для X t. = с Ц  ,

S i *  0 м я  сЦ  <.х^<  d j , Ci, j ) t  UH -  U ; 

ir>0 для to#i=Oi ц; 40 для G)*=0; ц.= 0 для i e l 0ti,

достаточны, а в случае невырожденности и необходимы, для оп­

тимальности опорного потока l3c,Scn\,

Здесь U)t i , (t)‘  -  нижняя и верхняя невязки в узле i :

а. ~ ( Л  зс..- Z T  х . ) ,  o ^ = a * - ( Z I  х у -  И  Xjt ) .
1 jO*(U) 1 Jti;cU) / l«j fcrtm Jl/

CO«ъ jtIJOi) ч jt ЦШ)

Ддлее в §3 строится адаптивный алгоритм поиска оптимального 

( £ -оптимального) потока задачи ( 5 ) ,  конечный для невырожден­

ных задач.

В § 4 рассматривается транспортная задача с дополнитель­

ными ограничениями в интервальной форме

Г
U

с а х
Ч Ч

пип. , С X  i
Ч

и : , ( i , j ) e U ,

Г  X . 
м т  ч

- Г X
Ч i ' ’ Ы 4

*р
Г

(i.,jteU К ХЧ 6ыр ’ Р=1’ е -

Для этой задачи введены понятия опоры, опорного потока, невы­

рожденного опорного потока, сформулированы критерии опорности, 

оптимальности и субоптимальности, построен алгоритм получения 

оптимального ( б - оптимального) потока; приведены формулы пе­

ресчета обратной матрицы для всех случаев замены

опоры.

В каждом параграфе главы Ш построенный алгоритм иллюст­

рируется числовым примером.

На заадату выносятся следующие результаты.

Для транспортной задачи с дополнительными линейными о г -
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раниченями общего вида

-  введена опора и доказан критерий опорности;

-  сформулированы и доказаны критерии оптимальности и субоп­

тимальности ;

-  построены прямой опорный, двойственный опорный и адаптив­

ный алгоритмы;

-  доказаны теоремы о конечности построенных алгоритмов в 

случае невырожденных опорных потоков (планов).

Для интервальной транспортной задачи

-  введена опора и доказан критерий опорности;

-  сформулированы и доказаны критерии оптимальности и субопти­

мальности ;

-  построен адаптивный алгоритм и доказана его конечность в

невырожденном случае.
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