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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемое пособие предназначено для первоначального изучения 
основ теории матриц и определителей. В первую очередь оно адресовано 
студентам физико-математических специальностей университетов и педа­
гогических институтов и может быть использовано для организации их са­
мостоятельной работы. Одни студенты могут использовать пособие для 
предварительного ознакомления с материалом лекционного курса, другие -  
при подготовке к практическим занятиям по определенной теме. Оно мо­
жет быть использовано и при обобщающем повторении, например, перед 
курсовым или государственным экзаменом. Пособие не является задачни­
ком, хотя в некоторой степени может его заменить. Его основу составляют 
некоторые, на наш взгляд, наиболее важные именно с практической точки 
зрения темы традиционных курсов «Алгебра и теория чисел» и «Матрич­
ный анализ».

Весь материал разбивается на разделы и подразделы. Каждый раздел 
начинается обзором основных понятий и тесно связанных с ними резуль­
татов, что по существу представляет собой неразбавленное деталями дока­
зательств концентрированное изложение теории. Подробные обоснования 
приведенных утверждений, как правило, опущены -  их можно получить 
самостоятельно или, в случае затруднений, прибегнуть к рекомендуемой 
литературе. Далее рассматриваются достаточно детальные решения наибо­
лее типичных задач. Каждый раздел завершают упражнения для самостоя­
тельного решения. Как правило, задачи естественным образом объединены 
в группы по возрастанию степени сложности. Поэтому расположение за­
дачи содержит некоторую информацию о методе ее решения. Отметим, что 
в настоящем пособии приведен лишь самый необходимый минимум уп­
ражнений, которых начинающему читателю, конечно, не достаточно. Име­
ется в виду, что читатель использует соответствующие разделы много­
кратно изданных и легко доступных задачников Л .Я. Окунева [8 ], И.В. 
Проскурякова [9], Д.К. Фаддеева и И.С. Соминского [13], Л.Б. Шне- 
пермана [15].

Значительная помощь при подготовке рукописи оказана студентами 
3 курса математического факультета Е. Лабусовой, Ю. Лаптевым,
Н. Лихотоя, Н. Савельевой, которым автор приносит благодарность.Ре
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1. АЛГЕБРА МАТРИЦ

Определение 1. Суммой двух (т х  и)-матриц А = {atj) и В=( Ду) на­

зывается такая матрица С -  (y tj), элемент y tj которой равен + Д ,, т.е. 
А+В = (ау + fty) для любых наборов i е {1, . . .  ,т }, / е { 1, ... ,«}•

Определение 2. Пусть F -  некоторое поле. Произведением (т х и )  -  
матрицы А = {а у) на скаляр Л &F называется такая (т х л)-матрица Л А, 
что ЛА = (ЛаД  где ге {1, ... ,от}, J e { l , ... , и}.

Задача 1.
Выполнить действия:

а) 4
2 - Г | - 1  3 Г /

+ 3 - 2
1 1 , , 2  1 2 , V- 1

4
3

Ь) 2А -  36+4, где A В =(^

Решение.

а) 4! 3  1  | - 2 І  2  4

1 2) >у-1  3
М.I - 
2}

'4-1 4-2 4 - ( - l) l  (%{-1) з-з  3 -1 W  2-2
\ 4 - 2  4-1 4-1 3-2 3-1 3-2J І 2 - ( - 1)
/ 4  8  -4 '
48  4 4 ,

( - 3  9 3 ^_ / 4 8  2 W 4 - 3 - 4
\ б  3 6 j ~ l - 2  6  4 j~ (8  + 6 - 2

2-4 2 -Г}_ 
2-3 2 - 2  J _  
9 -3 )  ( -3
1 6 j 16

b) Так как в данное выражение вместо переменных А и В подставляются 
матрицы, то можно считать, что число 4 есть 4Е, где Е  — единичная мат­
рица. Таким образом,

24-35+4=
2  ~ 2 \  Г- 6  - 3  

О

Ответ: а) 7К  .
4 О 
О 4
-5s)- 3  9 

16 1

Определение 3. Пусть даны две матрицы

О - 5  
4 9

а 11
йг1 2  .” ^ 1« Аз ■•• А п

Л = а 21 « 2 2  •" а 2п , в  = А ) $77 ■ А р

а т2 ■■ а тп j vA i Ді2 ■-
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причем число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В.
Произведением матрицы А на матрицу В называется матрица

(h \  h i  ~  V
> 2 1  > 2 2  -  Г2р , обозначаемая через АВ, элементы которой

/m l  Гт2 -  Г™Р 
вычисляются оо формулам:

Гу ~ а ц ^ 1  j  + а і2@2 j  + ' +аіп^іу = ^ a i s ^ j

( ^ l j  2 ,... j fftyj 1, 2 , . . . , p).
Замечание. Согласно нашему определению, произведение двух мат­

риц имеет смысл тогда и только тогда, когда число столбцов первого 
множителя равно числу строк второго множителя.

Задача 2.
Вычислить АВ и ВА, если они существуют, если: 

(  2Л

а)Л = (~1 2 3 -1), Ь)А =
3 2

2 -1

\ ' 2  I s

1 3

/
, 0  2 ,

с м - f 2  1  2 1
L- 2  0  3

Z? — ОЛя

Л
'  0 а Ъ с ' '  0 - / е - d '

d)A  =
- а 0 d е

, в = / 0 - с  А
~Ъ - d 0 / - е с 0  - а
~ с - е - / -Ъ а  0  у

а)
Решение.

АВ~ { - 1 2  3 - 1).

 ̂ 2  ̂
2 
1

v - 2 ,

= (-1 -2  + 2 -2  +3-1 + ( - 1) - (-2)) =(-2+4+3+2)=7;

6
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ВА=

r 2 Л 
2 
1

V -2 y

• ( - 1  2  3 - 1)=

' 2 - ( - 1) 2 - 2 6  - 2 ' - 2 4 6  - 2 '

2 - ( - 1) 2 - 2 6  - 2 - 2 4 6  - 2

1 - 2 3 - 1 - 1 2 3 - 1

,(-2 ) -(-I) ( - 2 ) . 2 - 6  2 , , 2 - 4 - 6  2

b )AB =
'3 2 0’

BA =

2 -1 2

(2  Г 
1 3

'2 П

l 0 2 j

1 3
7  1.0 2

3 2 0
2 - 1 2

Г)

3 -2 + 2 1 + 0 -0  9
2 -2 + ( - l ) - l+ 2 - 0  3

f 8  3 2Л 
9 - 1 6  
4 - 2  4

Г8  9"i 
3 3 ’

Г 2  1 2 H  1 ГЮ 'і АЯ =' і.І о ! —I I В 4. не существует.
' • 1 - 2  0  3 j | 3j  1 , 7 / “ ' "  '

'  0 а Ь '  0 - / е

— а 0 d е / 0 — с b

-Ь -</ 0 / - е с 0 - а

v-c - е - / Oj - 6 а о ,

d)AB =

где Е -  единичная матрица.

= (а / -b e  + cd )-Е = В А ,

Ответ: а) АВ=7, ВА=

2 4 
- 2  4

8 3 2 >
ВА= = 9 - 1 6 ; с) АВ=

- 2
\

- 1

10

6  ~ 2 Л 

6 - 2  
3 - 1

- 4

Ь) АВ=
8  9

3 3

I, произведение ВА не существует;
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а)

а)

Задача 3.
Выполнить действия:

3 fcosp -sin p
1 3J  ’ l^sin^ COS(Z>

Решение.

2 1

2 l Y 2 1Y 2 l W 5 5Y 2 l"j_ 
1 з д і  з | і  3) ~ { s  io J j  3)

15 20 
2 0  35

b) Заметим, что при n~2 имеем: 
^cos q> -  sin <p\ f  cosp  -  sin 
sin^> cos<p J  ^sin^> cos^» J

f  2 - 2COS {P-Slll ф
sin ̂ »cos ф+ COS 0»sin q>

^cos2ф - s i n 2 <p 
sin 2q> cos 2<p

rCQ%<p -  sin pV f  cos3̂ » -  sin 3 ^

- COS p S lU fl-sinf>COS
-  sin2 ^  + cos2

При n=3 аналогично получаем: . j = i
^sin^> cos^ )  \^sin3^ cosЗф J

'cos<p — sin^V  ^cosnp - s m « ^ ' 
sin#> cos^> J  l^sinn^? cosntp

В итоге :

Ответ: a)
15 20Л 
20 35 b)

^ cos nip - s in  Пф' 
s in«^ cos nq> j

Задача 4.
Решить систему матричных уравнений:

( 0  Л
2 X - Y  =

ЪХ+2Y =

-1  0  

1 - 2

0 1 ,

Решение.
Умножим первое уравнение на 2  и сложим со вторым

о П  ( \  - 2 \
0  1

4X-2Y  + ЗХ+ 2 7 = 2-|  ̂ q | +

1Х=
< 1 ол
ч ~ 2  1 ,

8
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х =

\
1 о
7

2  1

7 7/
Из первого уравнения системы

Ответ: Х=

'  1_ 
7

N
0 '0 О 7

2

Ч 7
1
7,

-1 0; 3 2 
І7  7 ,

(  1 ^ (2  Л
-  0 -  - 1
7 ,Y ~ 7

2  1 3  1
V 7 7) <7 7 ,

Из задачи 2 следует, что умножение матриц не подчиняется 
перестановочному (коммутативному) закону, т.е., вообще говоря, АВфВА 
(речь идет о случае, когда оба произведения, АВ и ВА, имеют смысл). 
Однако з некоторых отдельных случаях может оказаться, что АВ~ВА. В 
таких случаях матрицы А и В называются перестановочными. Очевидно, 
что это может иметь место только в том случае, когда А и В  -  квадратные 
матрицы одного и того же порядка.

Задача 5.

Найти все матрицы, перестановочные с матрицей
-1 -1

Решение.
От нас требуется найти все матрицы Л второго порядка такие, что

1  2

-1 -1
1 2

-1  -1
■А.

nvcn, Л- f * ' Ч Т О Щ . К Ч Г 1 2U 1 " У *1 ^
І Л  х а )  1 * 3  х а )  1 - 1  - l j  М  - U  X J

или
X , - - X }  

1*3" *4

'  2хх- х Л (  Xj +  2хъ х2 +  2 х а

2х  ̂ J  ̂ Xj х$ Хт xt
Равенство двух матриц означает равенство их элементов, занимаю­

щих одинаковые места. Следовательно, имеем систему четырех уравнений 
с четырьмя неизвестными:

9
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хх -  х2 = х х + 2 *з 
2х1 - х 2 = х2 + 2 х а 

Х3 ~ х 4 — —х1 — х3 
2х3 -  х4 = - х 2 -  х4 

Проводя соответствующие вычисления, находим общее решение 
системы:

*2 =  ~ 2 х Ъ

1*4 =*,+2X3
Таким образом, общий вид матрицы А будет:

А Т \х,
- 2 х ?

з + 2 *з

Ответ: - 2 *з 
*1 + 2 * з/

, где х, и х3 -  любые числа. 

, где X; н Xj -  любые числа.

Упражнения
1. Произвести умножение матриц в указанном порядке:

а)
- 2 '

т—Ч1О

'2 - 3 Л (1 2)
> Ь) •

4 , {0 2 ) 1 а\ ІЗ 4J
с)

2  - 3  

4 - 6

'9
6

- 6

-А )
f i - 3  21 (2  5 6 Л 'з  1 Г Гі 1 - л
3 - 4  1 .! 1 ?  ̂

* ” " > 2  1 2 о „ 1  1 ^ і 1

■2 - 5  3 , U  3 2 J j  2 3J , 1 0  1 ,
Г1 2 /

f) 0  1 2

,3 1 Ь ч

2 3
- 1  1 

1 2

1 > '  
О 

- 1

1 2  1 

О 1 2 

3 1 1

Проверить на нескольких примерах, что произведение зависит от по­
рядка сомножителей.

2. Вычислить выражения:

J 4 - i Y  Г2
*>U - 2 ;Ь > ,3 - 2  

3. Найта все матрицы X-

с ~ а,
X - у

-У х .
f ( x )  = 0, если /(* )  = jc2 - 4 x + 3 .

; с) | °  I ,где а 1 +Ьс = 1; d)
'1 lY
о- 1J •

удовлетворяющие уравнению

ю
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4. Решить систему матричных уравнений:
(п 1 л

X  + Y =

2 Х +(n + 2)Y

О п-1 , 
и  О 4 

2  п - 2

, где п -  номер варианта.

а)
1 1

О 1

5. Найти все матрицы, перестановочные с матрицей: 
А3 1 (Л 

О 3 1Ъ)
0 0 3

6 . Как изменится матрица 
Ьх с

если ее умножить справа (слева) на одну из матриц:
' ' О О П  (1 0  0 \  (1
0 ! О!; с)
1 о о)

/ 1  1 0 0 ' /

а) 0 0 1 •; ь )

0 1 0 ; V

d )

О &
О 1 а !:

О 0 О
Постарайтесь, решив эту задачу, сформулировать аналогичные зада­

ем для матриц и-го порядка.
7. Можно ли рассматривать действие «добавить к первой строке 

матрицы все остальные» как умножение (слева или справа) на некоторую 
вспомогательную матрицу?

8 . Для произвольной матрицы А обозначим через А матрицу, полу­
чающуюся из А заменой всех ее элементов комплексно-сопряженными 
числами. Доказать, АВ = С , то АВ - С .

2. ПОНЯТИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ n-го ПОРЯДКА

2.1. О п р ед е л и т ел и  второго и  третьего порядков
Определение. Рассмотрим квадратную матрицу второго порядка

А =
а у

\ а 2\

а,-
а

где а„ -  некоторые числа i , j  е {1,2}.

22 V

Выражение а хха 1г — a i}cen  называется определителем 2-го порядка 
матрицы А.

Обозначение: \А\ ■
а  у

от. а 22
— &И&22 21 1 2 *
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Правило, по которому вычисляется определитель матрицы 2-го по­
рядка можно изобразить следующим образом:

Совершенно аналогично для произвольной квадратной матрицы А

цы A.
Напомним, что

a \\ an  a u
M!= all a 22 a 23 —

an а зі <*33
'  1^ 2 2 ^ 3 3  +  «3 1^ 12^23 +  ^ 13^ 21^32 *^13^ 22^31 ^ 33^ 21^12 ~

~ а Па 2іа і2 ■

Схематически правило для вычисления определителей третьего по­
рядка (так называемое «правило треугольника» или правило Саррюса) мо­
жет быть изображено следующим образом:

Задача.
Вычислить определители:

n  |l+V2 2-V 5
1)

1)1

|2 + л /5  1 - V 2  

Решение.
\ + J2 2 -VS 

+ S  І - л / 2

; 2 ) I£ * 
- 1  £

7Г . • 7V ~ \где £--cos-- + z sm y ; 3)
1 i 1 + i 

- i  1 0

1 - / 0  1

= (l + V 2 )(l-V 2 )-(2  + V 5 ) ( 2 - ^ )  = ( l - 2 ) - ( 4 - 5 )  = 0.

12
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2)
1

- е^ + 1  = fcos-j+? 'siny j + 1  = f c o s ^ + i s m - ^ l + l  =
[-1 £

1 -\/3 . , 1 л/з . Я . . 7C
= - 2 +T I + 1 = 2+T '  = COS3+ISmr

= M -1 + ( l -  0 -i-o+ ( 1+ i ) i  - 0 - 0  -  ( l -  o-1 ( 1 + 0  - 1 •(—0 ’* -
1 i l+ i|

3) - i  1 0
1- i  0  1

-10 -0 = 1 + 0 + о -  (1 -  Z2) -  (—i2) -  0 = 1 - 1  - 1 - 1  = -2 .
Ответ: 1)0; 2) с о Б ^ + ^ іп у ;  3)-2.

1 2  

3 4

Упражнения
1. Вычислить определители:

b)
13 -41

с)

!l 1

a + b a -b \  
a - b  a+b\

d)i
■b cos a  -sina: 

s ina  cos aib a
sina  cos#  !' ‘
sin /? cos/fj’ j a b

2. Пользуясь определителями, решить системы уравнений: 
^4jc + 7 y i- 13 = 0+ 5у — I их — оу = la

 ̂{зх + = 2 ’  ̂ {5X + EJ + 14 = 0 ’ ^jfee + ary = 26
3. Доказать, что определитель второго порядка равен нулю тогда и 

только тогда, когда одна из его строк пропорциональна другой. То же са­
мое для столбцов.

4. Доказать, что значение дроби (где, по крайней мере, одно
cx + d

из чисел с, d отлично от нуля) тогда и только тогда не зависит от значения

0 4 -о .х, когда
с d

5. Доказать, что квадратный трехчлен ах1 +2bx + с тогда и только
а b

тогда будет полным квадратом, когда 

6. Решить уравнения:
b с

=  0.

а)
х 2 X - уII о

2 х У *
=  0 ,

считая неизвестные х и у действительными числами.
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7. Вычислить определители:
2 1 3 - 3 0 1 0 а 0 а Ъ с 1 1 1

а) 5 3 2 ; ь) - 5 2 4 ; с) ъ с d ; Ф с а ; е) а Ъ с
I 4 3 0 3 7 0 е 0 Ъ с а аг ъ2 с2

8. Пользуясь определителями, решить системы уравнений:

а)
x + y + z ~ - 2  

3jt + >> + 4z = -13 ; b) 
%x + 9y + 5z = -5  

где а *  О, Ь * 0 ,  с * 0 .
9. Решить уравнения:

х + + 3z = 7
2jc -  j  + z = 9 
х -  4^ + 2 z = 11

1 X X а + х X X

а) X 1 X =0; Ь) X Ь + х х
X X - 2 X X с + х

с)

Ьх + ау = -2ab 
-2 c y  + bz = 36с, 
cx + az = О

= abc.

2.2. Перестановки и подстановки
Определение 1. Пусть М -  некоторое множество, состоящее из п эле­

ментов, т.е. M={l,2,...,n j «eN}. Подстановкой множества М  называется 
взаимно однозначное отображение множества М  на себя.

Обозначение'. <р- или <р ~
1 и1 2  ... п

<К2) . . .

Определение 2. Перестановкой и чисел называется расположение 
этих чисел в определенном порядке.

Например, числа второй строки я-элементной подстановки образуют 
перестановку.

Определение 3 . Инверсией называется любая пара чисел в данной 
перестановке, таких, что большее из них стоит левее меньшего. Если число 
инверсий четное, то перестановка называется четной. Если число инверсий 
нечетное, то перестановка называется нечетной.

Задача 1.
Определить число инверсий в перестановках:

а)(5 4 1 7 6  3 2); Ь) (и и-1 ... 2 1), 
а также решить вопрос о четности этих перестановок.

Решение.
а) Первое число в данной перестановке есть 5. Определяем, в сколь­

ких инверсиях участвует это число. В данном случае 5 образует инверсии с 
1, 2, 3, 4. Таким образом, число 5 участвует в четырех инверсиях. Вычерки­
ваем (мысленно) число 5 и обращаемся к следующему числу, 4. Оно обра­
зует инверсии с 1, 2, 3 -  всего 3 инверсии. Вычеркиваем число 4 и обраща-
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емся к следующему, 1. Единица не образует инверсий ни с одним из после­
дующих чисел, иначе говоря, число таких инверсий равно нулю. Зачерки­
ваем 1 и т.д. Суммарное число инверсий равно:

4+3+0+3+2+1 = 13.
Поскольку 13 -  число нечетное, данная перестановка является нечет­

ной.
Ь) На первом месте в данной перестановке стоит число л. Оно образу­

ет инверсию с любым из последующих чисел: л -1 , л - 2, ... ,2 , 1. Следова­
тельно, число л входит в л—1 инверсию. Вычеркиваем и и обращаемся к 
следующему числу -  (л-1). Оно также образует инверсию с любым из по­
следующих чисел; число таких инверсий равно л—2 и т д. Всего в данной 
перестановке имеется

(и - 1) + (л -  2 )+ ... + 2  + 1  = "

инверсий. Это число будет четным, если произведение я(л~1) делится на 4. 
Но из двух сомножителей п, л-1 один обязательно является нечетным; сле­
довательно, для того чтобы произведение делилось на 4, нужно, чтобы дру­
гой сомножитель делился на 4. Итак, перестановка будет четной, если одно 
из чисел п или п- 1 делится на 4. и нечетной в противном случае.

Впрочем, учитывая специальный характер перестановки задачи Ь, 
можно указать более короткое решение. Очевидно, в данной перестановке 
любые два числа образуют инверсию. Следовательно, число всех инверсий

л (и - 1)
равно числу сочетаний из п элементов по 2 , т.е. — —-.

Ответ: а) 13, нечетная; Ь) —' -  , перестановка четная если одно из чисел п, 

п- 1 делится на 4, и нечетная в противном случае.

Определение 4. Подстановка называется четной, если обе переста­
новки (верхняя и нижняя) имеют одинаковую четность.

Задача 2.
Определять, четна иле нечетна подстановка:

(Ъ 6  5 1 4 2'\
I 5 4 2 6  3)

Решение.
В данном случае число инверсий в верхней перестановке равно 10, в 

нижней -  6 . Следовательно, подстановка четная.
Ответ: чётная.
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Упражнения
1. Определить число инверсий в перестановках:

a) (7 6  9 1 2 3 5 4 8 );
b) ( 2п 2п-1 ... п+2 п+\ п п— 1 ... 2  1);
c)(1 3 5 7 ... 2л-1 2 4 6  ... 2и).

2. Подобрать і и £ так, чтобы:
a) перестановка ( 1 2 7 4  i 5 6 к 9) была четной;
b) перестановка (1 / 2 5 £ 4 8  9 7) была нечетной.

3. Решить вопрос о четности подстановок:
М 3 7 1 6  2 5 ^ / 3  1 2 5 4"| ( I
2 1 7 5 4 6  з і ’ І 4  5 1 3 2 /  С)V

2

и и - 1

и - 1  и 
2  1

d)
1 3 5
2 4 6

2 и- 1  2 4 6  

2 п 1 3  5
2 и Л 

2 И' 1

2.3. Определители n-го порядка
Рассмотрим квадратную матрицу А=(ау) порядка л. Выберем по од­

ному элементу из каждой строки и каждого столбца матрицы и составим 
произведение этих элементов, называемое членом определителя:

* —<*»■» ’ W
где вторые индексы у, к , ..., г образуют перестановку чисел 1 , 2 , . . п.

Определение. Определителем квадратной матрицы порядка и назы­
вается число, представляющее собой сумму членов определителя вида:

Т (±а] j a 2 k ' ’ ^ пг ̂  
причем знак “+” приписывается произведеншо в том случае, если множе­
ство вторых индексов является четной перестановкой чисел 1, 2 ,..., и; и 
знак в том случае, когда число перестановок нечетное^

Задача 1.
С каким знаком входит в определитель 5-го порядка следующее 

произведение: asla23ai4a45al2 ?
Решение.
Напомним правило знака. Если а- . а. ■ а- ■ ~ какой-либо член

\ h  li h "  W n
определителя и-го порядка, то знак, с которым это произведение входит в 
определитель, зависит от четности подстановки

h І'і
о
/»>
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Точнее, если эта подстановка четная, произведение берется со знаком 
плюс, если подстановка нечетная -  со знаком минус. В данном случае име­
ем четную подстановку

"5 2 3 4 Г 
,1 3 4 5 2,

Следовательно, произведение берется со знаком плюс.
Ответ: со знаком плюс.

Задача 2.
Пользуясь только определением, доказать, что определитель 5-го по­

рядка:

«11 «12 «13 «14 «15

«21 «22 «23 «24 «25

«31 «32 0 0 0

«41 «42 0 0 0

«51 «52 0 0 0

равен нулю.
Решение.
Определитель 5-го порядка представляет собой сумму произведений 

вида а 1;- а1І2а3̂ а Айа5іі, каждое из которых берется с определенным зна­
ком (правило знака сейчас не играет роли). Здесь (_/i j :  j i  j < j \ )  -  лю­
бая перестановка из чисел 1, 2, 3 ,4, 5; поэтому всего в таком определителе 
должно быть 5! — 120 членов, Однако, в данном случае многие члены оп­
ределителя будут равны нулю, Посмотрим, какие члены могут быть от­
личны от нуля. Для этого нужно, чтобы все пять сомножителей 

, а2 ,а 3> , <з4у. ,а5]-_ были отличны от нуля. Но a5J. Ф 0 возможно только
при у5 = 1 шш /й = 2 (элементы a*-,, at>4, по условию равны нулю). То же 
самое относится к а4д и а3л . Итак, рассматриваемое произведение может
быть отлично от нуля лишь в том случае, когда любое из чисел j3, j4, j6 рав­
няется 1 или 2. Но это невозможно, так как j3, j4, je -  три различных числа. 
Следовательно, все члены данного определителя равны нулю, а вместе с 
ними равен нулю и сам определитель.

Задача 3.
Пользуясь только определением, вычислить определители:

17

Установа адукацыі 
‘ В іц « б а і  дзяржаўны універсітіт  

імя П.М .М аш эраіа ' 
Б І Б Л і Я Т Э К А  !

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



а и 0 0 . .  0 « п «12 а 13 ■ • а ь ,

а 21 а 27 0  . 0 а 21 а 22 а 23 • . 0

а ) « 31 а г1 а п  . . .  0 ; Ь ) а п а гг а ы  • . 0

а я1 <*т а лз • а т 0 0  . .  0

в которых все элементы по одну сторону от главной (побочной) диагонали 
равны нулю.

Решение.
a) Выясним, какие из членов alhalh alh ....a^, в данном определите­

ле могут быть отличны от нуля. Очевидно, для этого нужно, чтобы j] рав­
нялось 1,72 -  1 или 2 ,7 3  - 1 , 2  или 3 и т. д. Так как j 2 Ф j t, то отсюда j 2=2. 
Так как 7 3 не равно ни j j  ни j 2, то отсюда, у'3= 3, и т.д. В результате при­
ходим к выводу, что единственным отличным от нуля членом в данном 
определителе может быть только апа2 2 аъъ—а„„ ■

Это произведение входит в определитель со знаком плюс (докажи­
те!). Итак, данный определитель равен произведению элементов, стоящих 
на главной диагонали.

b)  Рассуждая аналогично, приходим к тому, что единственным нену­
левым членом данного определителя может быть лишь а1п •... ап1. Оп­
ределим его знак. Поскольку первые индексы сомножителей члена опре­
делителя располагаются в порядке возрастания, то знак определяется чет­
ностью перестановки из вторых индексов (л л-1 п -2 ... 1). Определим 
количество инверсий в ней.

1 соответствует (л- 1) инверсия,
2  соответствует (л -2 ) инверсии, '

—(л - 1) соответствует_1 инверсия._____________ ;______

Всего: (л-1) + (л-2) +.. .+1 = —”(и _ 1)= ^  инверсий.

Итак, данный определитель равен произведению элементов, стоящих на
"(я-1)

побочной диагонали со знаком ( - 1) 2 .
Я(я-1)

Ответ: а) аи а 12-...-апл; Ь) (-1) 2 й ,„«2(я-і)-... 'апі.

Упражнения
1 . Определить, с каким знаком входит в определитель 7-го порядка 

произведение: а33а іащ.
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2. Выбрать значения і и к так, чтобы произведение
aA7aa avai5a-kaMaVi было членом определителя (какого порядка?) и 
входило в него со знаком плюс.

3, Выписать все слагаемые, входящие в определитель 5-го порядка и 
имеющие вид аи а21аЪа. а ^  аЬа . Что получится, если из их суммы вынести
Дмвгз за скобки ?

4, Найти члены определителя 4-го порядка, содержащие элемент а32 
и входящие в определитель со знаком плюс.

5. Найти члены определителя:

5х 1 2 3
X X 1 2

1 2 X 3
X 1 2 2х

содержащие х4и х 3.
6 . Пользуясь только определением, вычислить определители:

0 0 0 1 1 0 0 2
0 0 2 2

; ь)
3 0 0 4

0 3 3 3 0 5 6 0
4 4 4 4 0 7 8 0

с) определитель шестого порядка, у которого все элементы равны нулю, 
кроме элементов главной и побочной диагоналей.

7. Дан определитель п-то порядка:

а и  . а \к 0 0

а к\ а кк 0 0

а (к+1) 1 • а (к+1)к a (k + m + 1) ■•• а (к+\)п

а п1 а п(к+1) а пп

Доказать, что он равен произведению двух определителей:

ап . ■ а 1к а (*+1Х*+1) ■”  а (к+1)п

a kt ■■ акк

И

а п{к+1) пп
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8. Дан определитель порядка 2п:

а 11 а 12  

а 21  а 2 2

а33 а34
а43 а44

а(2 п - 1)(2 п - 1) а(2 п - 1)(2 п)
а(2 п)(2 п - 1) а(2 п)(2 п)

в котором все элементы, расположенные вне указанных п «ящиков», равны 
нулю. Доказать, что он равен произведению:

а(2л-1Х2л-1) а(2п-1Х2и) 
а(2«Х2и-1) а(2п)(2п)

2 -го порядка, соответствующих всем «ящикам».

аи а12 а33 а34
а21 а22 а43 а44

-  определителей

2.4. Основные свойства определителей л-го порядка
Определение. Пусть дана матрица А л-го порядка. Вычеркнем в ней 

г-ую строку и к-ыя столбец и сдвинем, не нарушая порядка, оставшиеся 
элементы. Определитель полученной матрицы (л-1)-го порядка называется 
мннором (или дополнительным минором) элемента г'-ой строки и к-то 
столбца матрицы А,

Обозначение: А.^ —  дополнительный минор элемента а 1к.

Определение. Пусть А -  матрица л-го порядка. Минор A jk элемента
і-ой строки и &-го столбца матрицы А, взятый со знаком (-1),+*, называет­
ся алгебраическим дополнением этого элемента.

Обозначение: Аік = (-  1)1+*Дй. -  алгебраическое дополнение элемен­
та !

1°. Определитель матрицы А п-го порядка равен сумме произведений 
всех элементов какой-нибудь одной фиксированной строки на их алгебраи­
ческие дополнения, т.е. для любого і=1,2,...,п имеет место равенство:

]̂ 4j — А ;2 +  о  in Ain >

называемое разложением определителя \а\ по элементам і-ой строки.
Аналогично для любого к=1,2, ...,п имеет место разложение опреде­

лителя \А\ по элементам к-го столбца:

']А\= а\ к ^ к  + а2кЛ2к + -  + апкАпк ■

'іагіача 1
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Вычислить определитель:

Д =

2 - 1 1 1  

a b e d  
1 1 2 - 1  

- 1 1 1 2

Решение.
Разложив его по элементам второй строки, получим:

А = аА,, + ЬА-,-, + сАг, + dAi. = + М 21 -  сАп  + dA7i = -а
- 1  1 1

1 2 -1
1 1 2

2 1 1 2 - 1  1 2 - 1 1

+ь 1 2 - 1 — с 1 1 - 1 + d 1 1 2

- 1 1 2 - 1 1 2 - 1 1 1

= 9а + \2Ъ -  9с + 3d.

Ответ: 9a+12fc -  9с +3d.

Задача 2.
Вычислить определитель:

А =

- х  1 0  - 1  

- 1  - х  0  1

1 - 1 0 - х
1 2  3 4

Решение.
В данном случае для разложения целесообразно выбрать третий 

столбец, так как наличие нулевых элементов дает возможность не вычис­
лять соответствующих алгебраических дополнений (произведение нудя на 
любое число равно нулю). Получим:

- х  1 - 1

А — 0  • Ап  + 0  • Ац  + 0  • Л33 + 3 • — — ЗЛ43 — -3

Ответ: Зх3 + 9х.

- 1  - х  1 

1 - 1  - х
= 3х +9х.

Задача 3.
Вычислить определитель л-го порядка:
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а - Ъ 0  . . 0 0

0 а - Ь . 0 0

0 0 а . 0 0

0 0 0  . а - ъ

- Ъ 0 0  . . 0 а

Решение.
Разложив наш определитель по элементам первого столбца, полу­

чим:

а -Ь . 0 0 - ь 0 .. . 0 0
0 а . 0 0 а -Ь  .. . 0 0

А = а + (-ь Х -1 Г '
0 0 . . а - ь 0 0 , . - ъ 0
0 0 . . 0 а л-1 0 0 . а - Ъ

Так как в первом определителе нули -  под главной диагональю, а во вто­
ром -  над главной диагональю, то оба они равны произведению элементов, 
расположенных на главной диагонали. Таким образом,

А = а ■ ап~х + (-Э Д -1 Г 1 W  = а" -Ь ".
Ответ: ап ~Ьп.

2 . пели матрица п-го порядка имеет две пропорциональные строки 
(или два пропорциональных столбца), то ее определитель равен 0.

3°. Если все элементы і-ой строки матрицы п-го порядка 
представлены в виде суммы двух слагаемых

aik =a'ik+a"ik ^ 1’2 ПК
то ее определитель можно представить в виде суммы определителей 
двух матриц, у  которых элементами і-ой строки являются соответст­
венно первые и вторые слагаемые разложения, а все остальные строки -  
такие же, как у  исходной матрицы;

"11 12

а'й + а П a'i2+ a h  -

т п2

■ а1п а11 «12 . ■ а. In й11 а12 • ■ а1п

■ а'іп+аіп = а'л а'і2 ■■ a'in + а(1 4  - ■

апп а 1 и1 ап2 ■ апп ап\ а Л .п2 ■ апп

Аналогичное утверждение, разумеется, имеет место и для столбцов.
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Задача 4.
Найти значение определителя: 

1 + 2а

Д =
1 + 26 
1 + 2с 
1 + 2d

Решение.
Элементы первого столбца являются здесь суммами двух слагаемых, 

поэтому согласно свойству 3°, имеем:

Д =

В первом определителе первый столбец пропорционален последнему, во 
втором же первый столбец пропорционален третьему. Следовательно, по 
свойству 7 оба они равны нулю, а значит, д=0.
Ответ: 0.

1 1 а X 2  а 1 а X
1 2 Ъ X +

2 Ь 2 Ъ X
1 3 с X 2с 3 с X
1 4 d X 2d 4 d X

Задача 5.
Вычислить определитель «-го порядка:

1 1 1 . 1 1

0 2 2  . . 2 2

0 0 3 . . 3 3

0 0 0  . . п - 1 п - 1

X X х  . X п + х
Решение.
Элементы последней строчки представимы в виде сумм: 

0 + х, 0 + х, ..., п + х.
Тогда:

1 1 1 . . 1 1 1 1 1 . . 1 1
0 2 2 . . 2 2 0 2 2 . . 2 2
0 0 3 . . 3 3

+
0 0 3 . . 3 3

0 0 0 . . п - 1 п - 1 0 0 0 . . и — 1 п - 1
0 0 0 . . .  0 п X X X X X
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В первом определителе под главной диагональю везде нули, поэтому он 
равен произведению элементов главной диагонали, т.е. 
1 • 2 ■ 3... (и -  1)л = п\. Второй определитель равен нулю, так как у него пер­
вая и последняя строки пропорциональны. Таким образом, А = п!+0 = п! 
Ответ: в!

4 °.Определитель матрицы п-го порядка не изменится, если к эле­
ментам одной ее строки прибавить соответствующие элементы другой 
строки, умноженные на одно и то же произвольное число. То же самое 
справедливо и для столбцов.

Задача 6.
Вычислить определитель:

Д =

2
2
О

- 2  - 4  - 6  1 
Решение.
Здесь целесообразно первую строку, умноженную на 2, прибавить к 

четвертой. Так как при таком преобразовании определитель не меняется, 
то:

41

Д =

1

О
о
о

Ответ: 54.

= 1 ■ 2 - 3 - 9 = 54.

Задача 7.
Вычислить определитель:

Д =

2

3
- 1

- 2
Решение.
Легко можно получить нули над главной диагональю. Для этого пер­

вый столбец, умноженный на -2, прибавим ко второму. Затем в получен­
ном определителе первый столбец, умноженный на - 3 , прибавим к треть­
ему. Во вновь полученном определителе опять первый столбец, умножен­
ный на , при авим к последнему. Так как, по свойству 4 °, при наших
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преобразованиях матрицы определитель не меняется, то в результате этих 
трех последовательно выполненных преобразований мы получим:

Ответ: 20.

Д =

0

1

- 3

- 4

о
о
о
5

= 1 • 1 • 4 • 5 = 20.

Задача 8.
Вычислить определитель л-го порядка:

Д =

л л — 1 л - 2  . . 2 1

и - 1 п л - 1  . .  3 2

и - 2 п - 1 л 4 3

2 3 4 л л - 1

1 2 3 . . л - 1 п
Решение.
Вычтем здесь из первого столбца второй (т.е. к первому прибавим 

второй, умноженный на - 1), затем из второго столбца вычтем третий, из 
третьего -  четвертый и т.д., наконец, из предпоследнего столбца вычтем 
последний. В результате мы получим:

Д =

В полученном определителе первую строку, (умноженную на 1), прибавим 
последовательно ко всем остальным:

1 1 1 . . . 1 1
-1 1 1 . . 1 2

-1 -1 1 . . . 1 3

-1 -1 -1  . . . 1 л -1
-1 -1 -1  . . . -1 п

Д =

Ответ: 2" (л +1).

1 1 1 . . 1 1

0 2 2 . . 2 3
0 0 2 . . 2 4

0 0 0  . . 2 л
0 0 0  . . 0 Л + 1

= 1 -2 -2 ---2 -(и + 1) = 2 ''~2(и + 1).

25

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Задача 9.
Вычислить определитель матрицы и-го порядка: 

А + *,>’, 1 + х, у 2 ... 1 + д:}у„
1 +  х2у г 1 +  х2у 2 ... 1 +  х2у п

А =

^ 1 +  *„>>, l  +  Xny 2 . . .  1 + Х „ У „ ;

представив А в виде произведения двух матриц более простого устройства. 
Решение.
Элемент матрицы А, расположенный в i-ой строке и j -оы столбце, 

имеет вид at] = 1 + xty j  =1-1 + х(у} . Следовательно, если ввести в рассмот­
рение матрицы

( \ *1 0 . . 0' "1 Уі 0 . . (Г

в = 1 0 . .  0 и с = 1 Уг 0 . . 0

.1 0 . • 0, ч1 Уп 0 . • 0,
то йу будет равняться сумме произведений элементов і-ой строки матрицы 
В на соответствующие элементы j - ой строки матрицы С. Так как при пере­
множении матриц приходится умножать строки первой матрицы на стол­
бец второй, то отсюда видно, что матрица А равна произведению В и Ст, 
где Ст — транспонированная матрица для С.

Отсюда Щ=\В\ 1СТ|=|І?| ]С|, так как от транспонирования определитель 
не меняется. Но при п > 2 оба определителя |і?| и |С] равны, очевидно, ну­
лю. Следовательно, и определитель \А\ также равен нулю.

Исключением является случай п=2; тогда \А \ = (х2~хі) (у2 ~Уі). 
Ответ: п = 2, тогда | А \ = (х2 -  х,)(у2 -  Ji); 

и > 2, тогда \А I = 0.

1 . Определитель

Упражнения
ап ... а,,
а22

п2
Чему равен определитель:

а2п равен А.

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



2. Доказать, что, если все элементы одной строки (столбца) опреде­
лителя равны единице, то сумма алгебраических дополнений всех элемен­
тов определителя равна самому определителю.

3. Как изменится определитель матрицы, п-го порядка, если ее 
столбцы записать в обратном порядке?

4. Изменится ли определитель, если его матрицу транспонировать 
относительно побочной диагонали? Относительно главной диагонали?

5. Что произойдет с определителем, если его матрицу повернуть на 
90° против часовой стрелки?

6 . Вычислить определитель задачи 3, пользуясь лишь определением 
определителя.

7. Вычислить определители, разложив их:

а) 6 і Ъ2 Ъъ

-1

по элементам второго столбца;

Ь)

2 - 3 4 1  

4 - 2 3 2  

a b e d

3 - 1 4 3

по элементам третьей строки;

с)

5 а 2 
4 b 4 
2 с 3

- 1

— 3 

- 2
4 d  5 - 4

по элементам второго столбца;

d)

1 1 3 х

1 3 1 .у
3 1 1 z

по элементам последнего столбца.

1 1 1 /

8 . Вычислить определитель:
1 + *ьУі 1 + ̂ 2  1 + х іУз
1 + х2у } 1 + х 2у 2 1 + Х2у ъ

1 + х 3у г 1 +  х3у 2 1 + х3 Уз
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9. Используя свойства определителей, вычислить.
1 3  6

12 31 6 2 .
122 315 623

10. Вычислить определители и-го порядка:
1 1 1 . 1 1 1 1 1 . . 1 1

-X а а а а -X д: 0  . .  0 0

— X - х а а а
; ъ)

- х 0 х  . . 0 0

-X -X - х а а -X 0 0  . X 0

-X — X - х  . . . - х а - X 0 0  . . 0 X
11. Проверьте утверждение теоремы об умножении определителей 

для следующих матриц:
'1 - 3 2 " '2 5 6^

А = 3 - 4 1 в  = 1 2 5

, 2 - 5 3J 3 2 ,
рассмотрите произведения: АВ, В А, А А.

12. Вычислить определитель матрицы:
а Ъ С

-А а d —с
■ с j  

—  и а Lи

- d С - ь
путем возведения его в квадрат.
Указание. Примените теорему об умножении определителей к произведе­
нию ААТ, где Ат -  транспонированная матрица.

13. Вычислить определитель и-го порядка:
cos(a, - Д ) cos(ar, -Д>) ... cos(«r, -Д ,)
cos(a2 -  Д )  cos(а2- Д 2) ... cos(ar2 - Д )

?

«*(«,. -  Д )  cos(a„ -Д ;)  -  cos(a„ -  Д )
представив его в виде произведения двух определителей.

\А~{\ ^ |  ^ ° КаЖИТе' 4X0  еСЛИ ^  ~ матрица (т.е. А\ Ф 0), то

15. Пусть В -  невырожденная матрица. Докажите, что для любой 
матрицы А имеет место равенство: \в~1 Ав\ = \А\.
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3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ

3.1. Определители с числовыми элементами
Вычисление определителей основано на формуле разложения опре­

делителя по элементам строки:
Л = аі\АЛ + аі2Лі2 + •' •+ atnAin 

и аналогичной формуле разложения по элементам столбца. Учитывая связь 
между алгебраическими дополнениями и минорами:

Av = ( - 1),+/М ,,
можно записать:

А -  ап(~1)'+1 М ,, + аа (~1),+2М 12 +... + ат( - \ ) ^ М ш.
С помощью этой формулы вычисление определителей п-го порядка 

Д сводится к вычислению ряда определителей (и-1)-го порядка -  миноров 
МЯ,М,2 , ...,М „ . Каждый из этих определителей, в свою очередь, можно 
свести к определителям (п -2 )-го порядка, эти последние -  к определите­
лям порядка (и-3) и т. д. В конечном счете, вычисление Д сводится таким 
путем к вычислению ряда определителей 3-го порядка, или, при желании, 
даже 2-го. Последние вычисляются непосредственно.

Особенно простой вид принимает разложение определителя по г-ой 
строке в случае, когда все элементы этой строки, кроме одного а . , равны 
нулю. Тогда имеем:

А = ау(-іУ*}' Му,
благодаря чему вычисление А сводится к вычислению единственно!!) 
определителя (и~1)-го порядка М і}. Хотя в наперед заданном
определителе А может и не оказаться строки с нужным количеством 
нулей, тем не менее всегда можно, не изменяя значения определителя, 
преобразовать его так, чтобы в выбранной (по желанию) строке все 
элементы оказались равными нулю, кроме одного. Это преобразование 
основано на одном из свойств определителя, а именно: определитель не 
изменится, если к элементам одной строки прибавить соответствующие 
элементы другой строки, умноженные на одно и то же число, или, 
выражаясь короче, если к одной строке прибавить другую, умноженную на 
любое число. Конкретно способ преобразования определителя к нужному 
виду объяснён в решении следующей задачи.

Задача 1.
Вычислить определитель:
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3 - 2 - 2  1

Д =
0_

- 1

1

2

2

- 1

2

1

- 1

О

-2
Решение.
Во второй строке определителя уже имеются два нуля, поэтому зай­

мемся именно этой строкой. Постараемся, не изменяя значения определи­
теля, преобразовать его так, чтобы во второй строке все элементы оказа­
лись нулями, кроме аи , равного 1. Очевидно, для этого достаточно ко вто­
рому столбцу прибавить четвертый, умноженный на 2 , а к третьему столб­
цу -  четвертый, умноженный на (-2). После таких преобразований полу­
чим определитель:

1 - 1 2 - 2 1

0 0 0 1 0

- 1 0 3 - 1 3
1 - 1 3 0 1

2 - 2 7 - 2 1

1 - Г 2 1

- 1 ~0 3 3
1 - 1 3 1

2 -2 7 1

Л =  1— * V V

В этом определителе удобно выбрать второй столбец, поскольку в 
нем уже имеется один нуль и, кроме того, элементы этого столбца невели­
ки. Преобразуем определитель так, чтобы все элементы второго столбца, 
кроме ап  = - 1 , стали равными нулю. Для этой цели из третьей строки вы­
читаем первую, а из четвертой -  удвоенную первую. Получаем определи­
тель:

1 -Г 2 1
-1 0 3 3
0 0 1 0
0 0 3 -1

дим:
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1+2
3 

1

3 - 1

Полученный определитель 3-го порядка можно было бы вычислить 
непосредственно. Однако еще проще разложить его по элементам первого 
столбца. В результате получим:

1 О 
Д = — =1.

3 - 1

Ответ: 1.
Замечание 1. Подчеркнем еще раз следующее обстоятельство: для 

приведения определителя к такому виду, в котором все элементы выбранной 
строки, кроме одного, равны нулю, нужно оперировать со столбцами, если 
же нули «делаются» в столбце, то приходится оперировать со строками.

2. Более коротко решение задачи 1 можно было бы запи­
сать следующим образом:

Д  =

1

1 3
0 - 2

-1 2
1 -1
2 2

+ х(2)

2  1 О

1 - 1  3

3 0  1

3 - 2  1

t _ J
+ х(-2)

1 - 1 2 2  1

0 0 0 1 0

- 1 0 3 1 3
1 - 1 з 0  ]
2 - 2 7 - 2  1

= 1 ( -1 ) '4+1

1 - 1 2 1 *(-1) *(-2)
1 0 3 3 + +

1 - 1 3 1 *—
2 - 2 I 1

1 - ] 2 1
- 1 с 3 3

0 ( 1 0
0 _S3 3 - 1

=Ч-1)(-1) 1+2

- 1 3 3
0 1 0 1 0

0 3 - 1 3 - 1
1.
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Упражнения
1. Вычислить определители:

0  1 1 1 2 1 4 3

1 0 1 1 5 0 - 1 0
а)

1 1 0 1
» Ь) 2 - 1 6 3 5

1 1 1 0 1 5 - 1 2

2 - 5 1 2 3 - 3 -5 8
- 3 7 1 4 - 3 2 4 - 6

с) 5 - 9 2 7 9Ф 2 - 5 -7 5
4 - 6 1 2 - 4 3 5 - 6

2. Вычислить определители:

1 1 0 0 1 1 1 0 3 4 6 7 1 3 4 5 1

1 1 1 0
; Ъ)

1 1 0 1 1 - 2 3 4
;d)

5 1 1 2 4

0 1 1 1 1 0 1 1 ; с) 5 -1 2 4 8 1 -1 -1 2

0 0 8
4 3 - 3 4 5

7
0 1 1 1 1 1 7 1 5

1 -1 2 4

1
б 1 1 1 1

2 3 4 23 11 48 106
- 2 I 5 6

1 5 1 1 1

; f> ; h)
19 32 45 116

1
i 1 4 1 1

- 3 - 5 7
1

7 25 43 83
1

1

1

1

3 1

2
- 4 — 6 - 7 1

1 1
67 73 81 289

3. Вычислить определители:

0 - 1
l 0 - 1 2 0 02 3 4 l 2 3 4 5

0 1 0 0 0 - 1 0 - 2 12 1 2 3 7 10 13
- 1 0 1 5 3 ;b) 3 5 11 16 21 ;c)

T -1 0 1 3
/

1

- 3 1 - 2 0 2 2 - 7 7 7 2
0 3 2 0

\
-1

- 1 - 1 2 5 1 1 4 5 3 10
1
1

0
2

2
0

2
0

\
- 2

0
0
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4. Вычислить определители:

1
- 1 1 1 1 X

0 1 а
1 0

1 - 1 1 1 У
1 Ъ

1 1
; Ь) 1 1 - 1 1 Z

0 с
1 1 1 - 1 и

а b с d
X У Z и 0

5. Вычислить определители:
1

- 1
1 2 4 6

1- 2 — — —
2 3 3 8 9

- 1
1

0
1

1
1 1

- 1
2 5 ; Ъ) 2 3

1 1
1 1 5 1 3_ — 2
2 4 6 3 5
1

1 1 1 1 1
2 3

5 7 3 2 ~ 4
0 л /2 л/3 л/5 0 л /2 л /6 л/То

- л / 2 0 л/3 л /5
; d )

- л / 2 0 л/3 л /7

- л / 3 - л / 3 0 л /7 - л / 6 - л / 3 0 S

- л / 5 - л / 5 - л / 7 0 - v T o - л / 7 - V 5 0

3.2. Вычисление определителей л-го порядка.
Буквенные определители

В этом пункте приводится ряд определителей, в расположении эле­
ментов которых имеется та или иная закономерность, в то время как поря­
док этих определителей конкретно не указан (и обозначен буквой п). Ни­
каких общих рецептов для вычисления определителей «-го порядка, есте­
ственно, дать нельзя (если, конечно, не рассматривать само определение 
как один из способов). Существуют, однако, особые методы, позволяющие 
получать более простые выражения для целого ряда буквенных определи­
телей л-го порядка, а также определителей с числовыми элементами. 
Мы укажем наиболее распространенные методы.

3.2.1. Метод приведения определителя к треугольному виду
Идея этого способа довольно проста -  данный определитель преоб­

разуют так, чтобы все элементы, лежащие по одну сторону диагонали, ста­
ли равны нулю. Если получается определитель, у которого все элементы, 
лежащие по одну сторону главной диагонали, равны нулю, то такой опре­
делитель будет равен произведению элементов главной диагонали. Если 
же получается определитель, у которого все элементы, лежащие по одну 
сторону от побочной диагонали, равны нулю, то такой определитель будет
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равен произведению элементов побочной диагонали, взятому со знаком
Ilt(n-l)

( - 1)2 , где п -  порядок определителя.

Задача 1.
Вычислить определитель:

1 2 3 .. п
-1 0 3 .. п

-1 - 2 0 .. п

- 1 - 2 - 3  .. . 0
Решение.
Элементы этого определителя устроены по следующему закону. Все 

элементы главной диагонали, кроме первого, равны нулю. Далее, в любом 
і-ом столбце (i = 2,3,..., и) все элементы, расположенные выше нуля, равны 
i, а все элементы, расположенные ниже нуля, равны (-і'). Исходя из этого 
наблюдения, легко сообразить, что если к каждой строке определителя, на­
чиная со второй, прибавить первую строку, то получится определитель, 
в котором все элементы ниже главной диагонали равны нулю. Так и сдела­
ем. Получим определитель:

1 2 3 . п
0 2 6  . . 2п
0 0 3 . 2 л

0 0 0  . п
равный исходному. На основании решения задачи 3 а) п. 2.3 этот опреде­
литель равен 1-2-3-.„■« = и!

Ответ: л!

Задача 2.
Вычислить определитель л-го порядка:

а ь ъ . Ь
Ъ а ъ . . ъ
Ъ Ъ а . ь

Ъ Ь Ъ . . а
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Решение.
В этом определителе все элементы главной диагонали равны а, а ос­

тальные элементы равны b . Если вычесть из всех строк первую, то полу­
чим определитель:

a b b ... Ъ
b - а  а -Ъ  О ... О
Ь - а  0 а -Ъ  ... ОД =

b - а  О О

который еще не является треугольным, но легко приводится к треугольно­
му виду: для этого достаточно к первому столбцу прибавить сумму всех 
остальных столбцов. В результате такого преобразования получим:

а  + (и -1)6 Ь 6 • ■ 6
0 а -Ъ 0 0

д  = 0 0 а -Ъ • 0

0 0 0 • а - Ь

откуда Д  = (а -Ь )п [а + ( п  - 1)6 ]. 
Ответ: {а - 6 )л_| [а + ( п  -1)6].

Задача 3.
Вычислить определитель и-го порядка:

а а ... а а + х

D =
а а  +  х

а + х а 
Решение.
Прибавляем к последнему столбцу предыдущие столбцы:

а а ... а па + х
а а ... а + х па + х

а + х а ... а па + х 
Выносим за знак определителя общий множитель (па+х) элементов по­
следнего столбца и затем вычитаем из предыдущих столбцов последний 
столбец, умноженный на а. Получаем определитель треугольного вида, у 
которого элементы, лежащие выше побочной диагонали, равны нулю:
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D  = (па+х)

О О 
О О

О х 
х О

О 1 

х  1

О 1 

О 1

я(я-1)
Следовательно, D = (-1 )2 (* + па)х" 1.

\п(п~\) ,
Ответ: (-1)2 (х + па)х .

Упражнения
1. Вычислить следующие определители приведением к треугольному

виду:
1 2 3 . . и - 2 п - 1 п Х1 а12 ап  . • а1л
2 3 4 . . л-1 п п Х1 х2 а23 ' ■ а2п

а) 3 4 5 . п п п ; b) Х1 х2 х3 ' . а , 3«

п п п п п п Х1 х2 х3 • хп
1 1 1 1

а1 °1 ь\ а\

У
п
“2

к
"2 а2 а2

Ьп ап ап ап
2. Вычислить определитель порядка п, элементы которого заданы 

условием: afJ = min

В задачах 3-10 вычислить определители путем приведения их к тре­
угольному виду:

3 .
1 1 1 . . 1 2 2 2  . . 2
1 2 1 . . 1 3 4 3 . . 3
'1 1 3 . • 1 ; ь) 3 3 6  . . 3

1X 1 1 . и 3 3 3 . . 2 и
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1 «1 а2 ап 1 1 1 1 1

1 Й1 + 6 ) а2 ап 1 1 1 1 +  аг 1

С) 1 «1 а2 + Ь 2 ап ; d ) 1 1 ... 1 +  а2 1 1

1 а \ а 2 -  <*»+ Ь п 1 +  а „  1 1 1 1

и п — 1 . . 3 2 «1

и и - 1  - . 3 «2
л ft — 1 . • «3 а 2

п «„-1 • ■ «3 а 2

<*п а„-і • • «3 «2 «1

4.
1 3 5 . 2и -1 «1 «2 аз 2 п̂-1 в»

-1  0 5 . . 2л-1 «1 °2 «3 ап-2 ® ~ ап
а) -1  - 3 0 . . 2и-1 ;Ь) «2 аз 0 - а в_, - о .

-1  - 3 - 5  . 0 0 ~ аг ~ аъ ... — Д„-2 — й„_] ~<*п

X X X X 1

X X X 2 X

X X 3 X X

X п X X X

X X X X X

5.
5 3 3 3 1 1 . . 1 1 0

3 5 3 3 1 1 . . 1 0 1

3 3 5 3 > Ь) 1 1 . . 0 1 1

3 3 3 5 0 1 . . 1 1 1
(порядок определителя п) (порядок определителя п)
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X a1 a2 ... a„

V X a2 ... an

c) °1 a2 X ... an

al a2 a3 x

1 2 3 . . n - 2 n - l n
- 1 1 0  . 0 0 0

0 - 1 1 . . 0 0 0

0 0 0  . . - 1 1 0

0 0 0  . . 0 - 1 1

; b )

<*i a 2 a 3 • a n- 1

- b b 1 0  . 0 0

0 - b 2 6 3 . 0 0

0 0 0  . . - b n~l b n

7.

a)

a 2 а з • a n-l a o a l a2 . • a n-l a n

b 2 0  . 0 0 - l X 0  . 0 0

0 - b 2 *3 • 0 0 ; b) 0 - 1 x  . 0 0

0 0 0  . - b ^ } К 0 0 0  . . - 1 X

8.
a , x X X

x a2 X ... X V * i a2 • an

a) x  x «3 X ; b ) a i a2 +x2 ' . an

X X X ... an ° i a2 • ■ an +xn

c - 1 - 1 - 1 ... - l - l
— 1 с 2 - l - 1 ... - l - l

c) - 1 - 1 C3 - 1 ... - l - l

- 1 - 1 - 1 ... - 1  с " - i
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9.

а * - \ а \ ■ * \
<Z]2 -1 а, а  г 

а \  -1
а ха ъ ■ <Х\а п

2 а \ - 1 .
2 а ха 2 а га ъ ■ а га п

а, <*п ; Ь) ала і а 1а і • «з а п

а \ ■ а \ - \
а ха я а га п «3 <*п . а 2п -1

10.
1 2 3 ... и -1 п 1 2 3 . и -1  и
п 1 2 ... п - 2 и- 1 2 3 4 . . и 1

а) п -1  п 1 ... п - 3 п - 2 ; Ь) 3 4 5 . . 1 2

2 3 4 ... п 1 п 1 2 . и - 2  и -1

а + 1 а + 2 а + 3 ... а + п — 1 а + и
а + п а + 1 а + 2 ... а + п - 2  а + п —1

с) а + п - 1 а + п а + 1 ... а + п —3 а + п —2

а + 2 а + 3 а + 4 а + п а + 1

а + 1 а + 2 а + 3 . а  + и -1 а + п
а + 2 а + 3 а  + 4 . а + п а  + 1
а  + 3 а + 4 а  + 5 . а + 1 а + 2

а + и а + 1 а + 2 . а + п —2 а + и -

3.2.2. Метод выделения линейных множителей
Сущность этого способа заключается в том, что буквенный опреде­

литель и-го порядка рассматривается как многочлен т-ой степени от одной 
или нескольких неизвестных (букв). Непосредственно или после некото­
рых преобразований находят т взаимно простых линейных множителей, 
на которые данный определитель делится. Тогда с точностью до постоян­
ного множителя с определитель будет равен произведению этих линейных 
множителей. Постоянная с находится путём сравнения с о о т в е т с т в у ю щ е г о  

члена определителя с членом произведения линейных м н о ж и т е л е й .
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Задача 1-
Вычислить определитель п-го порядка:

1 2  3 . . .

Р  =
х + а 

2
3

х  + а

п
п
п

х+ а

Решение.
Произведение диагональных элементов этого определителя содер­

жит х  в наивысшей, а именно (я— 1)-ой степени. Следовательно, данный оп­
ределитель есть многочлен о т х  степени и-1. При х=2-а, х=Ъ~а, ... , х=п-а 
определитель обращается в нуль, так как при этих значениях х  становятся 
одинаковыми, соответственно, первая и вторая, первая и третья,..., первая 
и в-ая строки. Таким образом, D делится на х  + а - 2 ,х  + а -Ъ ,...,х+ а -п , и 
потому

D  = c(x + a - 2 ) ( x  + а-3)...(дг + а - п ) .  (1)

Для определения с сравниваем член х п~^, получаемый при перемножении
элементов главной диагонали определителя, с членом схп~~̂ , получаемым 
в правой часта равенства (1). Так как эти члены должны совпадать, то с= 1 
и окончательно D ~ (x  + a -  2)(х + а —3)...(х + а - п ) .
Ответ: D ~ (х + а -2 Х х + а -3 ) ...(х + а -п ) .

Задача 2.
Вычислить определитель:

- х  а Ъ

D -

Решение.
Прибавляем к первому столбцу остальные, тогда все элементы пер­

вого столбца станут равными - ( x - a - b - с ). Определитель D, следова­
тельно, делится на х - а - Ъ —с. А если из первого столбца вычесть второй, 
прибавить третий и вычесть четвертый, то все элементы первого столбца с 
точностью до множителя ± 1 элементы станут равными х + а - Ь  + с, в силу 
чего D делится на х  + а -Ь  + с . Если же к первому столбцу прибавить вто­
рой и вычесть третии и четвертый столбцы, то элементы первого столбца с 
точностью до множителя ±1 станут равными х - а  + Ь + с, в силу чего 

делится на х -а + Ь  + с. Наконец, если из первого столбца вычесть вто­
рой и третии стол цы и прибавить четвертый, то с точностью до множите­
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ля ±1 элементы первого столбца станут равными х + а + Ь - с , в силу чего 
D делится на х  + а + Ь -с .  Отсюда

D = m (x - a - b - c ) ( x  + a -b  + c )(x -a  + b + c)(x + a + b - c ) ,  (2) 
где т не зависит х, а, Ъ, с. Для определения т сравниваем член х  опреде­
лителя D, получающийся при перемножении элементов главной диагона­
ли, с членом тх4 в правой части равенства (2). Находим, что т= 1, и окон­
чательно D = {х -  а - Ъ -  с){х + а -Ь  + с)(х -  а + Ъ + с)(х + а + Ь -с ).
Ответ: D = ( x - a  — b - с)(х + а -Ъ  + с)(х — а + Ь + с)(х + а+Ь — с).

Упражнения
В задачах вычислить определители методом выделения линейных 

множителей.
1.

2 3 1 2 2 3 1 2
2 7 - х 2 1 2 1-Л 2 7-- х 2 1 2

а; 5 3 8 6 ) 5 6 8 3
5 3 8 1 5 -х 2 5 15 - х 2 8 3

1 2 3 п ai а2 а3 ап
1 х+2 3 . . . п х + а а ъ п

с) 1 2 х+2 ... п ; d) ai а2 х+ а ап

1 2 3 ... х + 2 ai а2 аЪ х+ а

2.

1 *1 х2 ■ хп X а1 а2 ‘ *
1 X х2 ■ хп а1 X а2 ■ «и

а) 1 Х1 X ■ хп ; Ь) в1 а2 X • Ли

1 х\ х 2 X а1 а2 а Ъ ' X

3.
а Ъ с d еа Ъ с d

d а Ъ d с еЪ а с
с d а b ; ь) Ъ а с е d

d с Ь а Ь
а

а
Ъ

е
d

d
е

с
с
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(определитель Вандермонда).

3.2.3. Метод рекуррентных соотношений
Выражают данный определитель D п-го порядка через один или не­

сколько определителей того же вида, но низшего порядка. Для этого опре­
делитель D  разлагают по некоторой строке или столбцу. Иногда приходит­
ся соответствующим образом преобразовать D, а затем уже его разлагать 
по строке или столбцу. Равенство, при котором определитель D  выражает­
ся через один или несколько определителей низшего порядка того же вида, 
принято называть рекуррентным или возвратным соотношением. Затем, 
пользуясь методом математической индукции, находят, исходя из рекур­
рентного соотношения, общее выражение данного определителя D.

Впрочем, возможно и такое видоизменение этого способа: в рекур­
рентное соотношение, выражающее определитель и-го порядка через опре­
делители низшего порядка, подставляют выражение определителя (л-І)-го 
порядка, получающееся при замене в рекуррентном соотношении п через 
л-1; затем подобным же образом подставляют выражение определителя 
(л-2)-го порядка и. т.д., пока не придем к общему выражению данного оп­
ределителя /i-ю  порядка. Остается лишь убедиться в правильности этого 
выражения с помощью метода математической индукции.

Задача 1.
Вычислить определитель (л+1)-го порядка:

а0 -1 0 0 . . 0 0

а1 X -1 0 . . 0 0

D  , = а2 0 X -1  . . 0 0
л+1

V 1 0 0 0 . . X -1

ап 0 0 0 . . 0 X
Решение.
Разлагаем По последней строке:

.

• « Г 1

,2 1
п ■• ап
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-1  0 .. . 0 а0 -1 0 .. . 0

х -1  .. . 0
+х а1 X -1  .. . 0

ОО

. -1 ап -1 0 0 . . X

Первый определитель в правой части этого равенства имеет тре­
угольный вид; второй определитель того же типа, что и О  но п-го по­
рядка и ав уже не содержит. Следовательно, получается рекуррентное со­
отношение:

Dn+j - a n +xDn . (1)
Для установления общего выражения определителя £> +j рассмот­

рим D\ и £>2 (т е. определители 1-го и 2-го порядка того же типа):

D\ =aQ'D2 =
*0 _1 

х = а^х + Oj. Мы видим, что Di -  многочлен от х  нуле­

вой степени с коэффициентом а0 и D2-  многочлен первой степени с коэф­
фициентами а0 и а\.

Покажем, что для ^ п+\ имеет место аналогичное выраже­

н и е :! ) ^  +а^хп~  ̂+...+ап . Пусть доказано, что

Dn - а ^ х п~^ +а^хп~2 +... + а Подставляя это выражение Da в рекур­
рентное соотношение (1), получаем, что:

Ди+1= а 0*” + а1*"-1 + - + а«- 
Тем самым справедливость общего выражения Dn+  ̂ уже не вызыва­

ет сомнений.
Ответ: а ^хп + а^хп~  ̂+ ...+ ап .

Задача 2.
Вычислить определитель л-го порядка:

Dn =

2 c o s 2 f C O S 0 0 0 0

1 2 c o s 2 ^
2

c o s  в 0 0

0 1 2 c o s 2  ^  . 
2

0 0

0 0 0 ! 2 c o s 2 f c o s  9

0 0 0 1 2 c o s 2  ^
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Решение.
Разлагая по первому столбцу, получаем:

D „=2cos2 | l > w_1

cos в  
1 2 cos

О О 
2&

2
COS0

О
О

О
О

О О 1 2 cos2 в

Второй определитель в правой части этого равенства разлагаем по первой 
строке. Получаем рекуррентное соотношение:

£>„=2cos2 | - D /J_1- c o s ^ D n_2 ,

или после замены 2cos2 y  через 1+cos0\

Dn =(l+cos&)Dn_l - c o s 0 D n_2. (2)
Заменяем в рекуррентном соотношении (2) п через (я-1). Получаем:

Dn_x =(l+cos0)Dn_2 - c o s e D n_3 .

Подставляем это выражение в равенство (2):

Dn = (l+ cos#+ cos2 0)Dn_2 - (1 + cos#)cos0 - D ^ ^ . (3)

Далее, заменяем в рекуррентном соотношении (2) п через (п-2): 
Dn_2 =Q+cos0)Dn_3 -c ° s 0  Dn- 4 .

Это выражение Д. ■% подставляем в равенство (3) :
D„=(L+cos0+cos2 0+cos3 0)Dn 3 - ( l  + cos0+cos2 0 )c o s0 D n 4  и т. д., 
пока не придем к равенству:

D„ = (l+cos0+ ...+cosn~2 ff)D0 ~(l+cos<?+... + cos”-  ̂0)cqs0 D ^ ,  где

І с ж Ч COS0 

2 02 cos
= l+ cos#+ cos2 6 , D j= l  + cos^,

или окончательно: D„ = \ + cos0+... + cosn 0 .
Справедливость этого выражения D„ проверяется с помощью метода мате­
матической индукции.
Ответ: l + cos#+ ...+Cosn # .

Спгс°б Рекуррентных соотношений требует умения правильно под­
мечать общии вид данного определителя, и в этом, пожалуй, наибольшая 
трудность метода. Впрочем, для некоторых определителей такого умения и
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не требуется. Ограничимся определителями, удовлетворяющими рекур­
рентным соотношениям, вида:

Dn = Р ° п_і + Я°п_ 2 (4)
с постоянными коэффициентами р  и q (р и q не равны одновременно нулю).

Для решения рекуррентного соотношения (4) рассмотрим квадратное 
уравнение - p x - q  = 0 и обозначим через гх и г2 корни уравнения. 
Представляются только две возможности: либо а) г1 г2, либо b) г^=г2~г.

Пусть а) Г| г2. Тогда, пользуясь формулами Виета р=г\+г2 и q= 
-г\гг, можно соотношение (4) преобразовать двояким образом:

D” ~ Г2 °п - 1 = rl (Dn -l ~ г2 ° п -2  )> (5)

Dn ~ r\Dn-\ = r2<Dn -l ~ r\ Dп -2 } ■
Из равенства (5) видно, что ип = Dn ~ г^Р п_\ > (и=2, 3, ...) можно рассмат­
ривать, как члены геометрической прогрессии со знаменателем гь а из ра­
венства (6) видно, что vn - D n -  ̂ J5 j можно рассматривать, как члены

геометрической прогрессии со знаменателем г2. Отсюда

ми = « 2 гГ~2 ’ vn = v2r2~2 ’
или

D* - ' 2 D» 4 = V > 2 - ' A K ' 2 - (7)

2 ~ riD\ > T 2 - <8>
Умножая равенство (7) на г, и равенство (8) на -г2 и почленно скла­

дывая, получаем: Dn )= (Z^ -  rjP \  r\ ^  ~ ^ 2  12~^ ’ 0ТКУда

Dn = C jr”-1 + _1, где

С = Е т Л  г  _ D2 ~ r\D\'■'"I » о
1 . r\ ~ r2 2 r\ ~ r2 

Коэффициенты C\ и C2 можно вычислить следующим образом: при 
и=1 и «=2 получаем два линейных уравнения относительно С\ и С2, а 
именно: Сі+С2=£>ь С^+СгГт. =D2.

b) г\=г2=г. Здесь поступаем так:
Dn ~ rDn- \  = r(Dn -l ~ rDn -2 ̂  

и ип = Dn -  г&п_\ являются членами геометрической прогрессии со зна­
менателем г. Следовательно,

Dn -  rDn i = (D2 -  rDx)rn~2 = Crn ,

где С -~ к {® 2  ~ rD\ ) > или ~ w ~ ~ I1-4- = C, 
r z rn r n- 1
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х. е. ^уг  является членом арифметической прогрессии с разностью С. От- 
г

сюда

£jL = - 2 .  + C (n -2), ^ 1= г и(С1+ С -я ),гд аС 1 = - | - 2 С .

Постоянные Сі и С можно определить из системы линейных уравне­
ний, получающейся при и=1 и л=2.

Задача.
Вычислить определитель и-го порядка:

7 4 0 0 . . 0 0
3 ' 7 4 0 . . 0 0

£ II 0 3 7 4 . . 0 0

0 0 0 0 . . 3 7
Решение.

Разлагая по первой строке, получаем: Dn ~ lD n_ ^-\2 D n_2- Соответст­
вующее этому рекуррентному соотношению квадратное уравнение 
х2 -7 х  + 12 = 0 имеет корни г \-  3, гт=4, Г\ ̂  гг. Следовательно,

+С2 -4пА

Полагая л= 1 и л=2, получаем: D j= 7 , =

3C,+4C2=37, откуда С,= -9, С2=16, Dn = 4 "+1 - 3 " +1. 

Ответ: 4И+  ̂—Зм+ .̂

7 4 
3 7

= 37, Ci+C2=7,

Упражнения
В задачах 1-10, пользуясь методом рекуррентных соотношений, вычислить 
определители.

а0 а1 а2 • ап а0 а1 а2 ... а ,л-1 ап
— х X 0 . 0 - у X 0 ... 0 0
0 - х X . 0 . 2. 0 - у X .1 0 0

к.. 0

0 0 0 . X 0 0 0 — - у X
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% а1 а2 " ап 0 а1 а2 " я 1и-1 п

х0 х\ 0 .. 0 Ь1 0 .. 0 0
3. 0 Х1 х2 •' 0 4. а.2 0 62 .. 0 0

0 0 0 .. хп и 0 0 .. 0 п
а 0 0 ... 0 0 1
-1 а 0 ... 0 0 1
0 -1 а ... 0 0 1

5.

0 0 0 .. -1 а 1
0 0 0 ... 0 -1 а

6.
8 5 0 0 . . 0 0 6 3 0 0 ... 0 0
3 8 5 0 . . 0 0 3 6 3 0 ... 0 0
0 3 8 5 . . 0 0 0 3 6 3 ... 0 0

а) ; Ь) >

0 0 0 0 . . 8 5 0 0 0 0 ... 6 3
0 0 0 0 . . 3 8 0 0 0 ... 3 6

1 1 0 0 0 0
-1 1 1 0 0 0
0 -1 1 1 0 0

с) >

0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 -1 1
а+у? af$ 0 0 . 0 0

1 a + ft а/3 0 . 0 0

d)
0 1 а + р аР  • 0 0

0 0 0 0 . а + р ар
0 0 0 0 . 1 а + р
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2cos(Z> 1 0 0 . 0 0

1 2cos(Z> 1 0 . 0 0

0 1 2cosf> 1 . 0 0

0 0 0 С 2cos(Z> 1
0 0 0 0 1 2cos^>

(порядок определителя п).

8.

1 0 0 . 0 1
0 a 0 0  . . 0 0

2 1 0  . . 0 X
a 0 a 0  . . 0 0

3 2 1 . . 0 X1
0 a 0 a . . 0 0 9. 1

4 3 2  . . 0 JT*

0 0 0 0  . a 0
. ...

n fi — 1 n - 2 . 2 xn

10.

1 0 0 0 0 1
1 1! 0 0 . 0 X

1 2 2! 0 . 0 X2

1 3 2 i c f 3! . 0 X3

1 n i \ c l 3\ c l  . . ( я - І ) І С Г 1 x n

3.2.4, Метод разложения определителя на сумму определителей
Иногда удается довольно просто вычислить определитель и-го по­

рядка путем разложения его на сумму двух или нескольких определителей. 
Задача 1.
Вычислить определитель л-го порядка:

Д =

a b 0 0  . . 0 0

0 a b 0  . . 0 0

0 0 a b . 0 0

0 0 0 0 . a b

b 0 0 0 . 0 a
Решение.
Разлагаем его по первому столбцу:
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а Ъ 0 . . 0 Ъ 0 0 . . 0

«3II-< 0 а Ь . . 0 + (_1)«+16 а Ъ 0 . . 0

0 0 0 . а 0 0 0 . . ъ

іа .ап-1+{_ цП+1ь .ьпА  =

= ап +(-1)”+^ и , так как получились определители треугольного вида. 
Ответ: а + .

Задача 2.
Вычислить определитель:

х + аj а2 а3 • • ап

а1 х + а2 аЪ • . а„

д= *1 а2 * +яЗ • ■ ап

а1 а °3 ■■ х + ап
Региение.
Записываем данный определитель в виде:

х + а^ 0 + а2 0 + а^ • 0 + аа

0 + Oj Х + а2 0+а^ .. 0 + ап

Д = 0+а^ 0+^2 х  + а^ ... 0 + а„

0+ °  + а2 0+а^ • х  + а„

По известному свойству определитель д можно разложить на сумму 
2" определителей я-го порядка, если рассматривать последовательно эле­
менты каждого столбца ках суммы двух слагаемых. При этом часть опре­
делителей разложения будет иметь одинаковые столбцы и их можно от­
бросить, так как они равны нулю.

, Таким образом, получаем, что

)
X 0 0 . . 0 X 0 .. а . . . 0

Д =
0 X 0 . . 0 п 

+ 1  
і=1

0 X .. а. •
: 1

0 0 0 . . X 0 0 .. а- J  X
(а, находится в г-ом столбце).
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Определитель

Dr

X О 
О х

о о

можно разложить по последнему столбцу, полученный при этом 
определитель (я-І)-го порядка опять можно разложить по последнему 
столбцу и т.д., пока не дойдем до определителя г-го порядка треугольного 
вида, у которого последний столбец состоит из элементов, равных а,, и тогда 
окажется, что

Di = xn~l

х О 
О х

ai

= х п '- х 1  ̂ а . - х п *аг-

О О
Так как определитель и-го порядка

X 0 0 . . 0
0 X 0 . . 0
0 0 х . . 0

0 0 0 . . X
равен х , то отсюда окончательно находим, что

Д = х п + £  х п~^а^ = x ”_1(x + aj +...+ап).

Ответ: х"';(х + at +... + а„).

Упражнения
В задачах 1-6 вычислить определители с помощью метода разложения 

на сумму определителей.

1.

Oj +2
al +2b2 • • ai +2J>n l + xly l 1 + хЛ  • ■ 1 + хіУп

a2 +lb\ a2 +2b2 ' ■ a 2  +2bn 2. l+ x2y l 1+х2У2 ■■ 1 + х2Уп

an +2bi an + 2Z>2 . • an +2bn 1+*пУі 1 + xn-v2 ■ і + хпУп
(*>2) (я>2).
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X а2 аз • - ап Х1 а2 аз • ■ ап

°1 X аз .. ап а1 х2 *3 • ■ а„
3. °1 а2 х  .•• ап 4. а1 а2 х3 • ■ ап

«1 а2 яз •.. X а1 а2 аъ ■■■ хп

l2 ^ a 2%
5. a 3^2 b3

аи£\ a«^2 a«^3 

7. Показать, что:

-
...

... a3^ 6.

а1+х\ 
a2 + xl

al +x2 ' 
^2+^2 ■

■ ai +*n
. d j  + Xn

. ..  bn
a„+Xl an +x2 ■ an +xn

(и > 2 ) .

. a, +x In

n

a\ \  ** *1 n

. v
= D + x  £  А-., где D -  

i,j=1 4

an l+x • • am +x anl *■■ ann

Д =

и Ay -  алгебраическое дополнение элемента a-j определителя D. 

8. Вычислить определитель п-го порядка (п>1):
1 X X . X

X 1 X  . X

X X 1 . . X

X X X . 1

пользуясь задачей 7.

9. Пользуясь задачей 7, показать, что при п>2 определители задач 1 и 6 
равны нулю.
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10. Пользуясь задачей 7, вычислить:
flj +х а1 • • «1 а^+х а1 ■• а1

а1 (2j +Х . • *1 ; Ь) а2 а2 +х . • а2

а1 «1 . . +х ап «л • . а„+х

а)

11. Показать, что если f^(x),...,fn{x) -  многочлены от х  степени не 

выше (л-2) и Oj,...,an -  произвольные числа, то:

/ ^ j )  ... f x(an)

fn (ai) fn (an)

= 0.

3.2.5. Метод приведения к определителю Вавдермонда
Некоторые определители можно вычислить путем сведения их к 

определителю Вавдермонда (см пример 2 на стр. 37 учебника Окунева 
«Высшая алгебра» Учпедгиз, 1958 или пример 4 на стр. 50 учебника 
А.Г. Куроша «Курс высшей алгебры», Физматгиз, 1959).

Задача.
Вычислить:

Д =

путем сведения к определителю Вавдермонда.
Решение.

Выносим за знак определителя множители соответственно из
первой,..., (и+1)-ой строк. Получаем определитель Вандермонда:

а» а Г 1̂  • • %
а2 а ^ 2 • • Ъ

C l ал+А+і ■ 4 ,1
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Д -а ,иа!?...аи1 2 n+1

m i [ У
И

I v J a iV 1 /

' V
Я

a~V 2 ; q 9

іА ч і ГРw+1

t Qn+l; ,аи+1,

\И
аГа 2 - а ” і Г .П. ]%L [ V

0-І a ■
V I V I J j

= < » 2 - С , Л ! 4 ^  = Д . 'а / і - а іРу,.

Ответ: П (а f t - а  -|3-).
i>j J J

Упражнения
В задачах 1-4 вычислить определители путем приведения их к 

определителю Вандермонда.

1. а)

Х1 х\ -  *?
*2 х |  ... *»

* fl— 1s i n " 1 <р̂ 

■ b) sin”_19 2

|sin” *<рп sin” z (рп ... sin^„ 1

* ft—2 S in "  “  ^

sin”-2  <Pj

,n-2

s in ^  1

sin ̂ 2  1

= c)

1 coS(2>j cos q>̂

1 c o s ^ 2cos q> 2

cos”  ̂фу 

cos”4  <£>2

1 cos<pn cos2 <pn ... cos” * <pn

d)

sin” <p̂ 

sin n <P2

sin” ^ C O S ^
• Yl— 1

s i i r ^ Â ?2cos^2

cos” ^  

cos” ̂ 2

Sm* * V l sin” 1 ^й+І cos^«+l •• cos” ^и+1
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1 1 1

h +l x2 +l хи +1

e) * i +xi x2 +x2 - xn +xn

xn-l , x n- 2 
X1 +xl

„и-1 , „п-2 
2 2

rn- 1 , vn-2 хи +xn

1 1 1
х  ̂+2 x2 +2 x„+ 2

* f) x2 +3х^ x2 + ЗХ2 .. x2 +3x„

x f - U n x f 2 x”4 +nx”- 2 x n~l +nxn■ ■ Xn f  nxn

g)

1
X

11 i
1+x^ 1 + x2 . l + x«

1+X2 1 +  x2 . • 1 +  x2

1 + X . 
И-1

1 +  r 2  .n-1 ■■

h)

1 1 1
+1

J
Oj +flj +1

a2 +!

a ^ + ^ + l

a „ + i

a 2 + IL +',

a f - 1+ a f - 2 + 1 аГ 1+а2~2+1 •

2.

X j - 1  x f - 1  .

x2 -\  x \ - l  . 

Xn ~^ Xn ~ \

x « - l

x n -1 xn 1

3.

1 1

x2 X2

.. x

1
rn—1
2

i
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4.
„и-1 (и-1)"4 (п -2 )"-1 ... 1 ап (а~1)п . (а -п )п
„и-2 (и-1)«-2 (и -2 )"-2 ... 1 ап~1 ( a - 1)""1 ■. (а -п )пЛ

а) ;Ъ)
и и-1 и -2  ... 1 а а - 1 а - п
1 1 1 ... 1 1 1 1

5. Перемножить всеми четырьмя способами следующие определители:

Ь)

1 1 1 1 -1 1

а) 2 3 1 и 2 -1 3
5 1 6 3 5 - 6

2 1 3 4 5 1 1 1
4 2 1 3

и
1 - 2 1 1

5 1 3 2 1 1 4 1
2 4 3 5 1 1 1 1

6. Вычислить следующие определители путем возведения их в квадрат с 
помощью одного из четырех способов умножения определителей п-го 
порядка:

аі а2 аЪ а4 а5 а6 а7 %
а2 ~ а\ ~ а4 аЪ а5 _ а8 а1

а Ъ С d аз а4 ~ а1 ~ а2 ~ а1 а8 а5 а6
-Ь U и —с

; Ь) а4
— п

“3
п
”2

_п
“1

— п 
“8

гг
“7

— п 
"6

а
”5

- с - d а ь а5 а6 а1 а8 ~ а\ а2 а3 а4
d - с ь - а °6 _ а5 а% ~ а1 а2 а 4 ~ а3

a-j “ °8 ч а3 - а4 ~ а\ а2
а8 а1 ~ а6 ~а5 а4 а3 ~ а2 - а

а)

1

Задачи 7-17 посвящены вычислению определителей «-го порядка 
различными способами. В тех случаях, когда в формулировке задачи не 
указан метод вычисления, выбор наиболее целесообразного способа 
представляем вам самим.
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|1

І1

7.

3 5 
2 5

1 3 5

2й-1
2й-1
2п-1

2п-2

. 8.

- а  а  -  6.
О О 

ь2 О

a ~ b2 h

о о
о о
о о

и-1
а-Ь„

\-ъх *2 0 0 0 0
-1 1~Ь2 63 0 0 0

9.
0 0 0 0 . . . 1- ьп--1 *п
0 0 0 0 ~1 1 -ъ п

1 l + h 1 + 2И 1+(и- 1)А
1 -1 0 0

10. 0 1 -1 0

0 0 0 -1

1 с* с 21 '-и '-п
, Г \ г-1
1 и-1 ^п -1 •

г1 И-1 • ь и
>̂И—1

■ Ln-1

Си'■'л
0

1
-1

X
X

X2
0

гл—2 

0
11.

1 С* С21 1-2 с 2 . . 0 0
12. 0 -1 х 0

1 с \  0 . 0 0
0 0 0 -1

а0 а1 а2 • . а ,п-1 ап

1 3 5 . .. 2и-3 2 п -1 а 1 1 ... 1
2п-1 1 з .. 2и-5 2п -3 -1 а 11 ... 1

13. 2л -3 2п-1 1 .. 2и-7 2п -5 . 14. а) -1 CL 1... 1

3 5 7 . • • 2 л — 1 1 -1 -1 -1 ... а
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b) Вычислить путем приведения к определителю типа а):

1 3 5 ... 2п —3 2л -1
— (2и--1) 1 3 ... 2 и - 5 2 п -3
—(2и--3) - (2я — 1) 1 ... 2 л - 7 2 п -5

-3 -5 - 7  ... -(2л--1) 1

а -ъ 0 0 ... 0 0 1 1 . . 1 1
ас а 0 . ... 0 1 0 а . а а

15. ас2 ас а - ь ... 0 16. 1 а 0 . . а а

_п 1 1 
*

м и—3 1 а а , 0 аас ас ас ас ... а
1 а а . а 0

0 1 1 1
1 0

° \ + а 2 ' • ai +an
17. 1

а2 +а1 0 ■ а2 +ап

1 а„+а1 а „ + а2 • 0

В задачах 18-26 вычислить определители способом приведения к 
треугольному виду:

0 а \ а 2 ' • ап 0 а,1 а2 • а п

h 0 . . 0 а а а
18. 0 ^2 ■. 0 .1 9 . h 0 а а

Рп 0 0 . ■ Гп 0п 0 0 . а

1 2 3 .. и - 1 и
2

п -2 п -2 п -2
и - 1  - 1 - 1  .. - 1 - 1

21.
и - 2

п
2

и
п -2

и
и - 2

- 1  и - 1 - 1  .. - 1 - 1 и п п

- 1  - 1 - 1  .. и - 1 - 1
п — 2 

п
и -2

п
п —2

п
. 2

(определитель порядка и).
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22.

а1 h 0 0 . . 0 0

а2 -1 *2 0 . . 0 0

ап- 1 
ап

0 0 0 . . -1 ь ,
0 0 0 . . 0

и-1
-1

1 а а2 а3 . . ап
Ъ 1 а а2 . ап~1

23. Ъ2 Ь 1 а . а п~2

ъп ьп-\ Ъп~2 Ьп~3 . 1

24.

25. Вычислить'определитель 2п-то порадка:

а1 а2 а3 ■ а , и-1 ап
-1 X 0 . 0 0
0 - 2 X 0 0

0 0 0 . X 0
0 0 0 . • -(л -1 ) X

26.

а1 0 0 0 0 А
0 2 0 0 Р2 0
0 0 а3 ... р 3 0 0

0 0 ^2п-2 а2п -2 0 0
0 Р- - 0 0 ГГ о'  in - l ~2и—1

h n 0 0 0 0 а-,2 и

- I ) 2 1 1 ... 1
1 ( х - \ ) 2 1 ... 1

1 1 1 ... (*-1)2
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4. РАНГ МАТРИЦЫ

4.1. Метод элементарных преобразований

Определение. Рангом матрицы называется максимальное число ее 
линейно независимых строк (столбцов).

Наиболее удобным способом вычисления ранга является способ 
элементарных преобразований.

Элементарные преобразования матриц
1) перестановка двух строк (столбцов) матрицы;
2) умножение строки (столбца) на число, отличное от нуля;
3) прибавление к одной строке (столбцу) другой строки (столбца), 

умноженной на любое число;
4) вычеркивание строки (столбца), состоящей сплошь из нулей.
Ранг матрицы при элементарных преобразованиях не меняется.

Вместе с Тем, любую ненулевую матрицу А с помощью элементарных 
преобразований можно привести к ступенчатому виду:

6И Ъп ... Ъь ... Ь1п

1 °  о  . . .  ъ„ ... ьт
где все диагональные элементы bn ,b22,...,brr отличны от нуля, а элементы, 
расположенные ниже диагональных, равны нулю. Отметим, что в матрице В 
система всех строк линейно независима. Поэтому ее ранг равен г. Учитывая, 
что ранг не меняется при элементарных преобразованиях, можем записать: 
rank Л = г.

В принципе безразлично, проводятся элементарные преобразования 
над строками или над столбцами матрицы. Однако мы будем пользоваться 
только преобразованиями строк, допуская исключение для столбцов в 
случае 1), т.е. допуская перестановку столбцов. Для приведения любой 
матрицы к виду В этих действий достаточно.

В следующих ниже задачах запись А ~ В обозначает тот факт, что 
матрица В  получена из А элементарными преобразованиями; в частности, 
отсюда следует, что матрицы А я  В имеют одинаковый ранг.

Задача 1.
Найти ранг матрицы путем элементарных преобразований:

-1 3 3 2 5
- 3 5 2 3 4
- 3 1 - 5 0 - 7
-5 7 1 4 1
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Указать максимальную линейно независимую подсистему строк в 
матрице А.

Решение.
1. Постараемся сначала при помощи элементарных преобразований 
добиться того, чтобы первый элемент в первом столбце был отличен от 
нуля, в то время как остальные элементы этого столбца обратились в нуль. 
С этой целью оставим первую строку без изменения, а к каждой из 
остальных строк прибавим первую, умноженную на подходящее число; ко 
второй -  первую, умноженную на (-3), к третьей -  первую, также 
умноженную на (-3), наконец, к четвёртой -  первую, умноженную на 
(-5). Получим матрицу:

3М
О
О
О

3
- 4
- 8

- 7
-14
-14

2
- 3
- 6
- 6

5
-11
-2 2
-2 4

Теперь добиваемся того, чтобы второй элемент второго столбца был 
отличен от нуля, а все следующие за ним элементы этого столбца были 
равны нулю. Для этого вторую строку оставляем без изменения, а к каждой 
из следующих за ней строк прибавляем вторую, умноженную на (-2). 
Получаем матрицу:

-1 3 3 2 5̂ |
0 - 4 -7 - 3 -11
о о о о п

0 0 0 0 - 2 ,

Третья строка состоит сплошь из нулей; вычёркиваем её, получим 
матрицу:

Г-1 3 3 2 5^
О - 4  - 7  - 3  - И
О О О 0 - 2 ,

имеющую тот же ранг. Третий элемент в третьем столбце здесь равен 
нулю, однако можно добиться того, чтобы он был отличен от нуля, если 
переставить третий и пятый столбцы. Получится матрица:

'■1 3 5 2 S')
О - 4  -11

V 0 0 - 2
(*)

которая уже имеет требуемый вид. Ранг В равен трём, следовательно, и 
ранг исходной матрицы А также равен трём.
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2. Как видно из первой части решения, матрица А после ряда 
э л е м е н т а р н ы х  преобразований переходит в матрицу В вида (*). При этом в 
процессе перехода от А к В  третья строка обратилась в нулевую (и была 
отброшена). Если удалить из матрицы А третью строку, то останется 
матрица

А':
-1
- 3
- 5

ранг которой равен рангу матрицы А, т.е. 3. Значит, система всех строк 
матрицы А' линейно независима. Отсюда следует, что 1-ая, 2-ая и 4-ая 
строки матрицы А образуют максимальную линейно независимую 
подсистему строк.
Ответ: rank А—3; 1-ая, 2-ая и 4-ая строки матрицы А образуют 
максимальную линейно независимую подсистему строк.

Вывод. Решение задачи 1 делает понятным следующее правило 
нахождения максимальной линейно независимой подсистемы строк 
матрицы: чтобы найти максимальную линейно независимую подсистему 
сгпрок в произвольной матрице А, нужно с помощью элементарных 
преобразований вида 3) привести эту матрицу к виду (1) (см. начало 
пункта) и затем исключить из неё те строки, которые в процессе 
перехода к матрице (1) превратились в нулевые. Тогда оставшиеся строки 
матрицы А будут составлять максимальную линейно независимую 
подсистему.

Задача 2.
Чему равен ранг матрицы:

при различных значениях а?
Решение.

Применяем способ элементарных преобразований, как если бы а было 
конкретным числом:

■1 4 3 а 2^

-1 4 3 а 2
- 2 7 5 1 3
-1 2 1 8 а

х<-2) Х І-Ц -1 4 3 а
0 -1 -1 1 -2  а
0 - 2 - 2 <3(ОО

2  ̂
-1

■ь) ■

*<-2>
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от
Отсюда видно, что если хотя бы одно из чисел (6 + За) или а отлично 

нуля, го ранг А равен 3; если же оба эти числа равны нулю, то ранг А 
равняется 2. Однако последний случай невозможен, так как при а = О 
имеем: 6+3а = 6 ^ 0 . Поэтому ранг А равен 3 во всех случаях.
Ответ: rank А = 3 при любых значениях а.

2 2 а Ь -1

-1 0 3 - 5 1

2 1 -1 0 - 2
1 1 - 3 4 - 2

Задача 3.
Чему равен ранг матрицы:

при различных значениях а и 6?
Решение.

Первую строку матрицы А делаем последней; столбцы, содержащие 
параметры а и Ь делаем, соответственно, предпоследним и последним. 

Имеем:
- 5 '

0
1

- 2
- 2
-1

3
-1
-3

х<2>

а

г -1
о 
о 
о

1
0 

-1
1

3
5
о

а + 6

- 5 Л
-1 0

-1
6-10

*!;Ч

f - 1 0 1 3 -  5̂ | (-1 0 1 3 -S ')
0 1 0 5 -1 0 0 1 0 5 -1 0
0 0 -1 - 5 + 9 П 1- 0 0 -1 - 5 9

V 0 0 1 а - 4

О+-О

, 0 0 0 а —9 6 + 19,
Отсюда: ранг А равен 3, если а = 9 и Ъ = -19, ранг А равен 4 —  в остальных 
случаях.
Ответ: rank Л = 3, если а = 9 и 6 = -19; rank А = 4 — в остальных случаях.

Задача 4.
Пусть над матрицей А совершается некоторая последовательность 

элементарных преобразований, причём над строками производятся только 
преобразования следующего вида: к какой-либо строке прибавляется одна 
из предыдущих строк, умноженных на любое число. Доказать, что если из 
матрицы А мы выбросим строку, которая в результате указанных 
преобразований превращается в нулевую строку, то оставшаяся матрица 
А будет иметь тот же ранг, что и матрица А.

Решение.
Из условий задачи вытекает, что обращение какой-либо строки в 

нулевую может произойти только при добавлении к ней некоторой
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линейной комбинации предыдущих строк. Следовательно, любая строка 
матрицы А, обращающаяся после ряда преобразований в нулевую строку, 
является линейной комбинацией предыдущих строк матрицы А. Если из 
матрицы А удалить такую строку, то ранг матрицы не изменится.

Упражнения
1. При помощи элементарных преобразований найти ранги 

следующих матриц:

а)

г 1 -1 5 7^ '2 0 2 0 2' '  2 1 И
-1 - 3 2 4

; ь)
0 1 0 1 0 1 0 4 -1

3 5 1 -1 2 1 0 2 1
; с)

11 4 56 5
, 7 9 7 К 1 0 1 ,2 -1 5 - 6 ,

г2 -1 - 3 - 2 4
Ф 4 - 2 2 1 7

k2 " I 1 8 2

8)

е)

3 2 - 1 2 0 Г |
4 1 0 - 3 0 2
2 - 1 - 2 1 1 -3
3 1 3 - 9 - 1 6
3 - 1 - 5 7 2 - 7 ,

1 3 - 1 2 4'
0 - 1 2 3 1
1 2 - 3 - 1 - 3 5
1 4 1 5 и

- 1 - 4 7 5

1N
"0 0 1 0 0N

'2 1 1
1

0 1 0 0 0
1 3 1

0 0 0 1 0
1 1 4 1
1 1 1 ’ .9 1 1 1 1 1

5
1 3 4 5 1

1 2 3 4
1 2 3 4 5

. 1 І 1 1\ /
,2 3 4 5 6,

(  1 -1 2 0 0 Г
0 1 --1 2 0 1

м 1 0 --1 0 2 1
-1 0 0 1 2 »

2 0 0 1 -1 1

-1 1 0 1 1 2у

'  2 3 4 -1 Г
-1 2 0 1 2

к) 1 1 3 2 -1 '
- 8 - 5  --12 5 1

, 8 9 13 7 з,
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'  3 -1 -1 - 2 - 2 І')
'  75 0 116 -3 9 0"

1 0 - 2 - 2 -1 2
45

; m)
171 -6 9 402 123

8 - 4 3 -1 -5 - 2
-169301 0 87 -4 1 7

-1 2 - 7 - 5 0 6
268114 -4 6 82 30,

, 1 -1 2 1 -1 ч /

2. Найти ранги следующих матриц:

21
r- \ 2 4 1 3" '  l 2 3 -1 3s

'1 a -1
a 3 1 0 -1

; c)
- l 1 - 2 3 - 4

2 -1 a 5 ; b)
3 1 3 -1 - 2 2 1 - 2 1 - 4

А 10 - 6 1V J
, 1 5 11 1 2aj , - 2 2 3 2

при различных значениях а.

3. Составьте сами матрицу, ранг которой равен: 

а) 1; Ь) 2; с) 3.

4. Как может измениться ранг матрицы, если приписать к ней:
а) строку; Ь) 2 строки?
Тот же вопрос для столбцов.

5. Напомним, что элементарными преобразованиями над строками 
матрицы мы называем следующие действия:

a) перестановка двух строк;
b) умножение строки на число, отличное от нуля;
c) прибавление к одной строке другой строки, умноженной на любое 

число;
d) вычёркивание строки, состоящей только из нулей.
Доказать, что элементарное преобразование типа а) можно

осуществить, выполнив несколько раз преобразована? типа Ь) и с).

6. Доказать, что любую матрицу ранга г можно элементарными 
преобразованиями привести к виду, где число строк равно г, ац=1, 
а22=1 , , On-=1, а все остальные элементы равны нулю.

7. С помощью элементарных преобразований выделить в матрице А 
максимальную линейно независимую подсистему строк:

64

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



а) А ■■

(5 2 - 3 Г '1 2 3 41
4 1 - 2 3

ст; X II 2 3 4 5
1 1 -1 - 2 3 4 5 6

4 -1 ,4 5 6 ь

с) А -

(\ 1 1 1 Г|
'1 2 -1 3 -1 2^

1
2 -1 3 - 4 1 -1

2 3 4 1 11е

1
3 1 -1 2 1 3

3 6 10 2

,1
4 - 7 8 -15 6 - 5

4 10 20 1У
,5 5 - 6 И 0

4.2. Метод окаймляющих миноров

Определение. Матрица имеет ранг г, если среди ее миноров 
существует хотя бы один минор порядка г, отличный от нуля, а все 
миноры порядка (г + 1) и выше равны нулю или не существуют.

Метод окаймляющих миноров состоит в следующем:
1. Выбираем некоторый минор матрицы (как правило, берут минор в 

левом верхнем углу), который не равен нулю. Затем вычисляют все 
миноры, окаймляющие этот минор, порядок которых на 1 больше данного. 
Если все они равны нулю, то ранг матрицы равен порядку выбранного 
минора.

2. Если хотя бы один из окаймляющих миноров не равен нулю, то 
вычисляют все окаймляющие его миноры. Если они все равны нулю, то 
ранг матрицы равен порядку этого окаймляющего минора, если хотя бы 
один отличен от нуля, то берут этот окаймляющий минор и т.д.

Задача 1.
Найти методом окаймляющих миноров ранг матрицы:

2 -1  - 2 '
А -  2 4 3 О

- 1  - 2  6 6V /
Указать максимальную линейно независимую подсистему строк в 

матрице А.
Решение.

Начинаем с миноров первого порядка, т.е. с элементов матрицы А. Среди 
них явно имеются отличные от нуля. Выберем, например, минор (элемент) 
М) = 1, расположенный в первой строке и первом столбце. Окаймляя при

помощи второй строки и второго столбца, получаем минор * ^ , равный
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нулю
минор

,.  О к а й м л я я  при помощи второй строки и третьего столбца, получаем

М2 =
-1

3

1 2 -1 1 -1 - 2
2 4 3 =0, 2 3 0

-1 - 2 6 -1 6 6

отличный от нуля. Переходим теперь к минорам третьего порядка, 
п^ймтппппш  Mi- Их всего два (можно добавить второй столбец или

= 0.

Таким образом, все окаймляющие миноры третьего порядка 
оказались равными нулю. Ранг матрицы Л равен 2.

Максимальную линейно независимую подсистему образуют, 
например, первая и вторая строки.

Ответ: rank А = 3; максимальную линейно независимую подсистему 
образуют, например, первая и вторая строки.

Задача 2.
Найти методом окаймляющих миноров ранг матрицы:

Решение.
Легко находим минор 3-го порядка:

1 2 3

Мз =

'  1 'ЧX 3 0'
-1 0 4 І

0 2 6 2
2 4 5 1

, 1 -1 5 0

= -2 ,1 0  4 
0 2 6

отличный от нуля. Окаймляя его при помощи четвёртого столбца и 
четвертой строки, получаем минор 4-го порядка:

1 2  3 0 
- 1 0  4 1
0 2 6 2 ’

2 4 5 1
равный нулю (проверьте!). Однако второй окаймляющий минор:
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МА-

2 3 
О 4 
2 6

1 -1  5
отличен от нуля (проверьте!). Для этого минора в матрице А уже не 
существует окаймляющих миноров. Следовательно, ранг А равен 4.

Ответ: rank А -А .

Задача 3.
Найти методом окаймляющих миноров ранг матрицы

'в  1 П  
1А =
1

в зависимости от значений а.
Решение.

В качестве минора 1-го порядка, не равного нулю, возьмём элемент М\=\, 
расположенный в третьей строке и первом столбце. Окаймляющие его 
миноры 2-го порядка суть:

1 а
= 1 - а ,

1 1
= а - 1,

о 1| а 1
1 = а - 1 ,

1 1 1 а 1 1| 1 а
= а -1.

Единственное значение а, при котором все эти миноры равны нулю, 
есть <2=1; тогда ранг А равен 1. Если же а Ф 1, то отличным от нуля будет 
хота бы первый из указанных миноров. Окаймляющий его минор третьего 
порядка есть сам определитель матрицы А. Он равен

а 1 1
= а -За+ 2.

Выясним, при каких значениях а это выражение равно нулю. Для 
этого решим уравнение х3 -  Зх + 2 = 0.

Имеем:
дг3 - З х  + 2 = (дс3 - х )- {2х- 2 )  = х(х2 - 1 ) - 2(х — 1) = (х — 1)(х2 + * - 2 ) ,  

откуда следует
Х\ 1, Х2 ~ 1, *3 — 2.

Следовательно, если а Ф 1 и а Ф -2, то ранг А равен 3.
Ответ: при а = 1 — rank А = 1, 

при а —— 2 —  rank А = 2, 
при всех остальных значениях a rank А = 3.
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Упражнения
1. Найти методом окаймляющих миноров ранги следующих матриц:

г3 2 - 5 4" 8̂ 7 4 5̂
'2
з

1Л
2

а) 3 -1 3 - 3 ; ь) 3 2 1 4 ; с) 1
,2

1
,3 5 -1 3 ,2 3 2 - 3 / з,

d)

'2 1 -3" '5 - 3 2 4' '2 3 - 4
_11

3 1 - 5
; е)

2 -1 3 5
; f)

1 - 2 1 3

4 2 -1 4 - 3 - 5 - 7 5 - 3 -1 8

,1 0 - ь ,1 0 7 8 - 9 - 5 ,

fl
Г1 2 -1 3 -1 2'

(2
1 1 1 11

2 7 - Г 2 -1 3 - 4 1 -1
1
1

2 3 4 1
g) 3 -1 2 4 ; h) 3 6 10 1 ; f) 3 1 -1 2 1 3

I 1 3 1 4 - 7 8 -1 5 6 - 5/
V* 4 10 20 і

5 - 6 11 0 9;
Указать в каждом случае максимальную ллнейно независимую подсистему 
строк.

2. Найти методом окаймляющих миноров ранги следующих матриц:
1 1 4s Га 1 I 1'

 ̂ a1 i 1 ' a a + P
а 4 10 1 1 a 1 1

; d) a - 1
1 17

;b) l a i a ;c )
I 1 1

a a
7 3 0

l i a a 1 +1 a 2 a + 3
,2 2 4 1,

\ /
Ч1 1 1 aj /

в зависимости от значений а.

3. Найти методом окаймляющих миноров ранги следующих матриц:
a 1 1 4^ ' a 1 i b1 '1  3 1

<Nt

1 6 1 3 ; b) 1 a i с ; с) 2 6 - 3 - 4
1̂ 2b 1 4 a < b 6 2,

в зависимости от значений а, Ь, с и d.
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Определение 1. Квадратная матрица А называется невырожденной 
(или неособенной), если ее определитель не равен нулю. Если 
определитель матрицы А равен нулю, то матрица А называется 
вырожденной или особенной. •».

Определение 2. Матрица А 1 называется Обратной квадратной 
матрице А, если АА~{ = A~lA = Е, где Е -  единичная матрица.

Теорема (существование и единственность обратной матрицы).
Всякая невырожденная матрица имеет единственную обратную. 

Вырожденная матрица обратной матрицы не имеет.

5.1. Нахождение обратной матрицы с помощью алгебраических
дополнений

5. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА

Пусть А =

а. а.12

а 22

а  и
а .

а

квадратная матрица л-го порядка.

Для нахождения обратной матрицы А~’ необходимо:
1) вычислить определитель \А\ матрицы А. Если \А\ Ф 0, то по 

теореме о существовании и единственности обратная матрица А 1 для 
матрицы А существует;

2) найти алгебраические дополнения A,j для всех элементов 
O jjfrje {1,...,«})

3) записать обратную матрицу
/ АІ1 Л21 .../

А22 ••• Д,2

и

Задача.

Дана матрица А=

а2„

2 2 3

1 -1  О 
- 1  2 1

. Найти для неё обратную матрицу А~л.

Решение.
1. Находим определитель \А\ матрицы А. Имеем \А\--\фй. 

Следовательно, обратная матрица существует.
2. Находим алгебраические дополнения для всех элементов матрицы:
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А\ л —
-1 о

2 1
= -1 ; а 21 — ■

2  3

12 1
= 4; Л і _

2 3

-1  О

1 1 2 3 2 3
Аг — -1  0

= —1; А%2 —
-1  1

= 5; Лг — 1 0

1 -1 2 2 2 2

II

- 1  2
- 1 ;  Л з  -

- 1  2
= —6 ; А п  —

1 - 1

= 3;

= 3;

= —4.

'3. Запишем теперь обратную матрицу:

л - ' =

Л .
Ml

Л і
Ml
/" 

_
' 1 - 4 -З^

Лг Л 2 Лг _ 1 - 5 - 3
Ml
Лз

Ml
Л23

Ml
Лз -1 6 4,

Ml Ml Mb

Ответ: А 1: 1 ~5

И

-ЗЛ 

-3 . 
4,

5.2. Нахождение обратной матрицы путём элементарных 
преобразований

Пусть А -  невырожденная квадратная матрица. Для нахождения 
обратной матрицы А~] необходимо:

1) приписать к матрице А слева единичную матрицу Е  
соответствующей размерности;

2) путем элементарных преобразований над строками всей составной 
матрицы привести матрицу А к единичной матрице Е;

3) тогда на месте единичной матрицы будет стоять обратная 
матрица А'л.

Задача.
Найти обратную матрицу АГХ, если:

( \  1 1 Г  
0 1 1 1
0 0 1 1  

,0 0 0 1,А =
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Решение.
Поскольку |Л| = 1 ^  0, то обратная матрица АГХ существует.

0 0 0 1 1 1 А > Г1 -1 0 0 ] 0 0 (Г
0 1 0 0 0 1 1 1 J  х(-1) 0 1 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1

,0 0 0 1 0 0 0 ,0 0 0 1 0 0 0 1
-1 0 0 1 0 0 о4 (1 -1 0 0 1 0 0 о4

1 --1 0 0 1 0 0 0 1 - 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 -1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 ь ,0 0 0 1 0 0 0 к

'1 -1 0 ол
0 1 -1 0

іГ1*
0 0 1 -1

,0 0 0 к

S3. Нахождение обратной матрицы с помощью линейного 
преобразования

Определение 1. Линейным преобразованием переменных 
называется выражение одной системы переменных v., у ъ v_ через 
новую систему переменных xt_ х2, ..., при помощи линейных 
однородных функций:

У і= ‘*пх ,+ ‘*і2х2 + -  + а!лхк 
У2 = а 2 Л + а 22х2 + . . .  +  а2„х„

(действительные или комплексные).

У* = ат1х\ + ат2х1 + -  + ат«хп

а П  а 12 

а21 а22

Л , д
^ « 1  m2

“1 я
72п

\
V
х2 ^2

У \хп , <Ут,

Линейное преобразование 
может быть записано в 
матричной форме:

или AX=Y, где А, X, У 
соответствующие матрицы.

Матрица Л называется матрицей линейного преобразования.
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Определение 2. Пусть линейное преобразование 
> ,  = анх, + а 12х2
Iу2 = а21х, + « 22X2

переводит переменные х\ и х2 в переменные уі я у 2 . Преобразование, 
переводящее у\ и у2 в x t и х2 называется обратным по отношению к 
первому:

а22 ... , ~ а12
aUa22 а\1а

‘Л  + '
I 2 U 21

-а .
X, =- 21

■У 1 +■
■*11и22 и12и21 а11а22 

Матрица обратного преобразования:

У2 

-Уг
12“ 21

_1_
\А\

а22
-а ,

- а 12 |, где р4| — определитель матрицы исходного
*21 “ 1Ь

преобразования, отличный от нуля.
Если \А\ -  0, то обратное преобразование не существует.
Обратные матрицы можно находить следующим образом: пользуясь 

методом Гаусса, находят ют* линейного преобразования
У ; = а ^  +аі2х2 +"  + аіпхп * где 1= 1’2, ®

с данной матрицей А обратное линейное преобразование S 1, т.е. выражают 
неизвестные х и х» через неизвестные >ь ..., уП. Матрица S  и б>дет 
искомой матрицей А"1.

Задача.
Дана матрица:

2
А = 0

1

2
1 -1  

V-1 2 ,
Запишите линейное преобразование, отвечающее этой матрице. Найдите 
обратное преобразование и с помощью него обратную матрицу АГ1. 

Решение.
Матрице А отвечает линейное преобразование 

у г = 2Xj + 2х2 + Зх3

'У г = * і - Х і  , (!)
Уз = -X, + 2х2 + х3

для которого А является матрицей из коэффициентов при неизвестных х и 
х2, х3 . Найти обратное преобразование — значит найти выражения хь х2, х3 
через Уь Уг, уг . Для этого необходимо решить систему (1) относительно 
неизвестных хь х2, х3, что проще всего достигается при помощи 
элементарных преобразований над уравнениями системы (см. начало п.4).
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Прежде чем приступить к преобразованиям, запишем систему (1) в 
виде:

1 • >'[ + 0 - > > 2  + 0 - > ’з =  2-х1+2-хг +3-хі 
' О 'Л  + 1'>,2 + 0 -у 3 = Х у -  х2 . (2)
0-у, + 0 ' 7 2 +1-УЗ = -  *1 + 2хг + Xj 

Далее переставляем первое и второе уравнения и исключаем х\ из всех 
уравнений, кроме первого:

= х, -  х,У1
У \ ~ Ь г

У г + У г ~

Переставляем второе и третье уравнения и исключаем из третьего х2:

4х2 +Зх3 
х г + х3

У2 ■X ,  -  Х п

У г +  У ъ ~  х 2 + хъ .
у, -  6у2 -  4 у3 = - х 3

Умножаем обе части третьего уравнения на (-1) и исключаем х3 из второго 
уравнения:

У 2 =  Х у - Х 2

У 1 ~  $ У г  — З у з  =  Х 2

~У\+ 6у 1 + 4 у 3 = х3
Наконец, исключаем х2из первого уравнения: 

ул - 4 -Ъуъ =1-х1 + 0-хо + 0-Х-,
л z. J  1 -У

у ^ -5 у 2 ~ 3 у 3 = 0-х^+ 1х2+ 0 'х3 (3)

+6^2 +4у3 =0-Xj +0-*2 +1'-*з 
Обратное преобразование найдено. Ему отвечает матрица:

( 1 - 4  -З']
Л~1= 1 - 5  - 3

-1  6 4;
которая и будет обратной для А. Задача решена

[>1 = 2х, + 2х2 + Зх3 
Ответ: матрице А отвечает линейное преобразование \ у г = Х \ - х 2

№  =  - * 1  +  2 х 2 +  х ,

5.4. Решение матричных уравнений
При решении матричных уравнений вида АХ=В или YA=B, где А ,В -  

квадратные матрицы и-го порядка, аХ  -  искомая квадратная матрица того 
же л-го порядка, надо различать два случая:
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Г . А -  невырожденная матрица. В этом случае каждое из уравнений 
АХ ~ В  и YA -  В  имеет единственное решение Л=АЛ~1В и Y-BA~\ В самом 
деле, легко непосредственно проверить, что Л 'В  удовлетворяет уравнению 
АХ^В и ВАЛ удовлетворяет уравнению YA-B. Если Х х и Х 2 -  решения 
уравнения АХ-В, то АХ\=В и АХ2=В, откуда AX i=AX2. Умножая обе части 
последнего равенства слева на обратную матрицу А~\ получаем Х х=Х2. 
Аналогично убеждаемся в единственности решения уравнения YA=B.

Задача 1.
Найти матрицу X  второго порядка, удовлетворяющую уравнению

невырожденная. Находим, что:

Ч  зЛ
х*=

' 1 Г

J  К ,4 4,
Решение. 

Здесь матрица А =
Ч

1

А-І -

Ответ- X =

1 - з ч .. (  1 -ъЛ Г 1 1г-Н7иBS II1 4 1-1 4J ,4 4, , 15 15,
M l

15
- 1 Г |

15 j
2°. А -  вырожденная матрица. В этом случае предыдущий способ 

непригоден и приходится пользоваться другим приёмом, который мы 
поясним с помощью следующей задачи.

Задача 2.
Р а п і й т і  н а т п іп п т л л  х п ^ о т т в т т л *а. УЩ К.АУ 1UU A U ti ilitrw  J UUUUVJiUi'x.

f 2 3 
4 6

где X  — искомая матрица второго порядка.

Решение. 

Полагаем X = У\
Уг;

Тогда после перемножения матриц ( 2'ИЦ
14

и X получаем:

2 У і  + 3 у 2 ' ' \  2 '

4 У і  + 6 ^ 2 , , 2  4 ,
откуда:

{2хх + 3х2 =1 
|4*, + 6х2 = 2 ’ 0)

2уг + 3у2 =2  
4х, + бх-, = 4 (ID
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Системы (I) и (II) являются совместными и неопределёнными, Находим,
1-Зх , общее решение системы (I) и у х = 2 - 3  у г

ЧТО X, =  - _  .2 2
решение системы (П). Полагая х% — 2а +1, у2~ 2Ь, получаем: 

' - З в - 1  1 - 3  Ь>

общее

Х=
2а + 1 2Ъ

, где а и Ь  — произвольные числа.

Ответ: Х =
- З я - 1  1-ЗЬ

2а +1 2 Ь
, a ,b e  R.

Обращаем внимание на то, что матричное уравнение АХ  = В  или 
YA = В в случае вырожденной матрицы А может оказаться неразрешимым 
(т.е. не имеющим решения), так как соответствующие системы линейных 
уравнений могут быть и несовместными.

а) А =

с) А = 

2.

Упражнения
1. Найти матрицу А~], если:

а  ЪЛ '
, rA ead -b c^O ;  b) А -

с d  
r2 -1  
3 - 2

Найти А~\ если:

-1
2

d) А -
rcosa  - s i n a 4

sina: cos а

( 1 2 -3 " (1 2 - 3 ' ( Ъ - 4 5'
ч а ) А  = -1 ~1 2 ; Ь) А = 0 1 2 ; с) А = 2 -3 1

< 2 4 - 5 , ,0 0 К .3 -5 - 1

■ Q A -
(1 2 г''

п 3 - 5 т
0 1 2 - 3

2 1 - 2 а, ьЬ. (1

0 0 1 2
2 - 2 1\ /

,0 0 0 К
3. Проверьте, что если: 

' \  1

А =
1 1
1 -1

1 I 
-1 -1
1 -1

1 -1  -1 1

то А 1 = — А . 
4

Разъяснение. Под кА, где к  -  число, понимается матрица, полученная 
из А умножением всех элементов на к.
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4. Найти А  если А  -  матрица и-го порядка:

а) А =

' \  1 
О 1 
О О

О О О

0
1 
1

1

Ь) Л =

"1 0 0 0 . . 0 0 '
a 1 0 0 . . 0 0
0 a 1 0 . . 0 0
0 0 a 1 . . 0 0

0 0 0 . . a J
а)

с)

5. Найти матрицу X  из следующих уравнений:

1  2 \ х  =  [ Ъ  5 1 ;  b ) Z - f 3  _ 2 l  =  f - 1  2

3 4) 15 9) ~  15 - 4 j  1 -5  6

- І ^
5 - 2 8

14 16 
9 10

d)
2 1'  

3 2
■ X  ■

■3 2  

5 - 3

li -  2 4̂

V 3 ~ h

'  1 2 - Г (  3 1
° 1

1 1 - f
/

e) 1 3 2 ■* = -1 6 3 L f) X - 2 1 0 =

^ -2 - 4 -1J •v 3 - 3 i j J 1 Ij V

-1
3

- 2
a

"1 2
\

-  Э ' 1 - 3 ' 5 3 Г) ' - 8 3 0"

g) 3 2 - 4 • X  = 10 2
7 I;

h )Z  • 1 - 3 - 2 = - 5 9 0

,2 -1 0, 7 8j - 5 2 h V.-  2 15 0,

r 1 3 51 '0 0 fj
i )X- 2 7 - 8 = 9 - 3 6

-1 - 3 4, ,3 0 3 j

'1 - 2 -3" f l - 2 2" f  1 0 0"
k) 1 -1 - 2 ■X- 2 - 5 7 = 0 1 0

-74** -  3 , 4 -  0 10, ЛV'- q 1
V

'2 - 3 f | 9 7 6s ' 2 0 - 2 '
I) 4 - 5 2 • x . 1 1 2 18 12 9

15 - 7 3J J 1 1.23 15 11,
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6. Найти все матрицы X,  удовлетворяющие уравнению:

а)
2 - 3  

4 - 6
■Х =

2 3 
4 6

Ъ) X
' 2  4 
9 18

с) Г Ч-
V1 U ’

d)X

(1 1 І) (1 1 fj
(2 \ \ '1

=
0 е) 0 -1 1 ■Х = 1 -1 0

2 1) и\  / \ 0 2 ,2 0 К

' з  -1 2' '3 9 7Л

f) 4 - 3 3 • х = 1 11 7

J  з J 5 7

7. С помощью линейных преобразований (см. п. 5.3.) найти 
обратные матрицы для следующих:

Оч.___ 1 3^ /

а) 2 3 5 ; Ь)
13 5 7, V

3 5Л 
7 - 8  

-1  - 3  4
с)

г \ 2 
3 8

-1 - 2  
О - 4

2 2

V-

е)

'1 а а 2 а3 . . а" 1
0 1 а а 2 . . а"’1
0 0 1 а . а"-2 f)

' ‘
о 

:

0 0 0 . • 1 )
\

'1
О
О

4 - 3  
8 - 1  - 6  

3 4

d)

'О О 
О 3

2

1
О

О о 
о о

2
1

О
о

3
2

О
о

2 7 
\ 2 

и -1  
п - 2  
п - 3

1
О

1 - О
1 4 
6 - 1

2 -1  

л
л - 1  
л - 2

2 
1

8. С помощью линейных преобразований (см. п. 5.3.) найти 
обратные матрицы для матриц упражнений:

2 а) -  е); 3; 4а),Ь).
9. Докажите, что если матрица А «треугольная», т.е. все элементы по 

одну сторону от главной диагонали равны нулю, и если все элементы 
главной диагонали отличны от нуля, то матрица А~1 еуществует и тоже 
является треугольной.
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