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Все рассматриваемые группы конечны. Класс групп 𝔉 называется формацией, если он замкнут относительно гомо-
морфных образов и конечных подпрямых произведений. 

Совокупность {𝔉i | i ∈ I }  непустых классов групп 𝔉i называется ортогональной (А.Н. Скиба, 1999), если: 1) либо | I| = 1, 
либо | I|  > 1 и 2) 𝔉i ⋂ 𝔉j = (1) для всех i, j ∈ I; i ≠ j. Для произвольной ортогональной системы классов {𝔉i | i ∈ I }  через ⊗i ∈ I 𝔉i 
обозначается совокупность всех групп, изоморфных группам вида A1 ⨯ ... ⨯ At , где A1 ∈ 𝔉i1 , …, At ∈ 𝔉it для некоторых  

i1, …, it ∈ I. 
Пусть 𝔉 – непустой класс групп. Говорят, что 𝔉 является прямым произведением классов {𝔉i | i ∈ I } ,  если совокуп-

ность {𝔉i | i ∈ I }  – ортогональная система классов и 𝔉 = ⊗i ∈ I 𝔉i . 
Цель работы – доказательство теоремы о прямых разложениях n-кратно σ-локальных формаций. 
Материал и методы. Использованы методы исследования теории конечных групп, а также теории формаций конеч-

ных групп. 
Результаты и их обсуждение. Пусть 𝔉 = ⊗i ∈ I 𝔉i для некоторых формаций 𝔉i таких, что σ(𝔉i) ⋂ σ(𝔉j) = ∅ для всех i, j ∈ I; 

i ≠ j. Доказано, что формация 𝔉 n-кратно σ-локальна в том и только в том случае, когда n-кратно σ-локальна каждая из 
формаций 𝔉i . 

Заключение. Найдено новое свойство прямых разложений кратно σ-локальных формаций. 
Ключевые слова: конечная группа, формация, прямое произведение классов групп, n-кратно σ-локальная формация. 
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All groups considered are finite. A class of groups 𝔉 is called a formation if it is closed with respect to homomorphic images and 

finite subdirect products. 
A set {Fi | i ∈ I }  of non-empty classes of groups 𝔉i is called orthogonal (Skiba, 1999) if: 1) either | I|  = 1 or | I|  > 1 and  

2) 𝔉i ⋂ 𝔉j = (1) for all i, j ∈ I; i ≠ j. For any orthogonal system of classes {𝔉i | i ∈ I }  we denote by ⊗i ∈ I 𝔉i the set of all groups isomorphic 
to groups of the form A1 ⨯ ... ⨯ At, where A1 ∈ 𝔉i1 , …, At ∈ 𝔉it for some i1, …, it ∈ I. 

Let 𝔉 be a non-empty class of groups. The class 𝔉 is said to be the direct product of classes {𝔉i | i ∈ I }  if the set {𝔉i | i ∈ I }   
is an orthogonal system of classes and 𝔉 = ⊗i ∈ I 𝔉i . 

The purpose of the research is the proof of the theorem about direct decompositions of n-multiply σ-local formations. 
Material and methods. Methods of the study of the finite group theory are used as well as methods of the theory of formations 

of finite groups. 
Findings and their discussion. Let 𝔉 = ⊗i ∈ I 𝔉i  for some formations 𝔉i such that σ(𝔉i) ⋂ σ(𝔉j) = ∅ for all i, j ∈ I; i ≠ j. It is proved 

that the formation 𝔉 is n-multiply σ-local if and only if each of the formations 𝔉i is n-multiply σ-local. 
Conclusion. The new property of direct decompositions of multiply σ-local formations was found. 
Key words: finite group, formation, direct product of classes of groups, n-multiply σ-local formation. 

 

се рассматриваемые нами группы конечны. Используются стандартная терминология [1–3] и определения 
и обозначения, введенные в работе [4]. 

Совокупность {𝔉i | i ∈ I} непустых классов групп 𝔉i называется ортогональной (А.Н. Скиба [5]), если: 
1) либо | I| = 1, либо | I| > 1 и 
2) 𝔉i ⋂ 𝔉j = (1) для всех i, j ∈ I; i ≠ j. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Веснік ВДУ. – 2020. – № 3(108) 

Отметим, что всякая ортогональная система формаций является ортогональной системой элементов решетки 
всех формаций в обычном смысле [6, с. 238]. 

После выхода в 1981 году работы А.Н. Скибы [7] началось изучение дополняемых подформаций [8–11], что 
привело к следующей полезной конструкции [12]: для произвольной ортогональной системы классов {𝔉i | i ∈ I }  
через ⊗i ∈ I 𝔉i  обозначается совокупность всех групп вида A1 ⨯ ... ⨯ At, где A1 ∈ 𝔉i1 , …, At ∈ 𝔉it  для некоторых  

i1, …, it ∈ I. Всякое представление класса групп 𝔉 в виде 𝔉 = ⊗i ∈ I 𝔉i называется прямым разложением этого класса. 
В неявном виде такая конструкция использовалась в [11; 13] (см. также [14, с. 670]). В работе А.Н. Скибы [12] было 
начато изучение прямых разложений n-кратно локальных формаций. В частности, там было доказано, что всякая 
формация, представимая в виде прямого разложения некоторых формаций, n-кратно локальна тогда и только 
тогда, когда n-кратно локальна каждая из компонент этого разложения. Аналог упомянутого результата для  
n-кратно локальных классов Фиттинга получен в [5].  

Целью работы – изучение прямых разложений n-кратно σ-локальных формаций. 
Материал и методы. Использованы методы исследования теории конечных групп, а также теории формаций 

конечных групп. 
Результаты и их обсуждение. Основным результатом является 
Теорема. Пусть  𝔉 = ⊗i ∈ I 𝔉i  для некоторых формаций 𝔉i таких, что σ(𝔉i) ⋂ σ(𝔉j) = ∅ для всех различных  

i, j ∈ I. Тогда формация 𝔉 n-кратно (n ≥ 1) σ-локальна в том и только в том случае, когда n-кратно σ-локальна 
каждая из формаций 𝔉i. 

Пусть σ = {σi | i ∈ I}  – некоторое разбиение множества всех простых чисел ℙ. Если n – целое число, то символом 
𝜋(n) обозначается множество всех различных простых чисел, делящих n; σ(n) = {σi | σi ⋂ 𝜋(n) ≠ ∅}; σ(G) = σ(|G|); 
σ(𝔉) = ⋃ σ(G)G∈𝔉 ; 𝜋 ⊆ σ и 𝜋′ = σ \ 𝜋. Целые числа n и m называются σ-взаимно простыми, если σ(n) ⋂ σ(m) = ∅. 

Пусть f – произвольная функция вида 
f : σ → {формации групп},   (1) 

называемая формационной σ-функцией. Следуя [15; 16], функции f сопоставляют класс групп LFσ( f )  = (G | G = 1 
или G ≠ 1 и G/O𝜎𝑖

′,𝜎𝑖
(G) ∈ f (σi) для всех σi ∈ σ(G)). 

Если для некоторой формационной σ-функции f вида (1) имеет место F = LFσ( f ) , то 𝔉 называется σ-локальной 
формацией с σ-локальным заданием f (см. [15; 16]). 

Согласно концепции кратной локализации А.Н. Скибы [16], всякая формация считается 0-кратно σ-локальной. 
При n ≥ 1 формация 𝔉 называется n-кратно σ-локальной, если либо 𝔉 = (1) – класс единичных групп, либо  
𝔉 = LFσ( f ) , где все значения f являются (n – 1)-кратно σ-локальными формациями для всех σi ∈ σ(F). 

Мы пишем также Fσi
(G) вместо O𝜎𝑖

′,𝜎𝑖
(G). 

Формационная σ-функция f называется l𝑛
𝜎-значной, если f (σi) – n-кратно σ-локальная формация для каждого 

σi ∈ Supp(f), где Supp(f) обозначает множество всех σi таких, что f (σi) ≠ ∅. Мы используем l𝑛
𝜎form(X) для обозначе-

ния пересечения всех n-кратно σ-локальных формаций, содержащих совокупность групп X. 
Заметим, что для любой совокупности групп 𝔛  l𝑛

𝜎form(𝔛) – n-кратно σ-локальная формация (см. [16,  
лемма 2.3]). Такая формация называется n-кратно σ-локальной формацией, порожденной 𝔛. Полагают также  
𝔛(σi) = (G/Fσi

(G) | G ∈ 𝔛). 

Лемма 1 [16, лемма 2.6]. Пусть 𝔉 = l𝑛
𝜎form(𝔛) = LFσ( f )  – n-кратно σ-локальная формация, порожденная 𝔛,  

где f – l𝑛−1
𝜎 -значное задание формации 𝔉, и пусть 𝜋 = σ(𝔛). Пусть 𝑚 – формационная σ-функция такая, что 

m(σi) = l𝑛−1
𝜎 form(𝔛(σi)) для всех σi ∈ 𝜋 и m(σi) = ∅ для всех σi ∈ 𝜋′. Тогда: 

1) 𝜋 = σ(𝔉), 
2) 𝑚 –  l𝑛−1

𝜎 -значное задание формации 𝔉, и 
3) m(σi) ⊆ f (σi) ⋂ 𝔉 для всех σi ∈ σ. 
Лемма 2. Если 𝔉 = LFσ( f )  и G/O𝜎𝑖

(G) ∈ f(σi) ⋂ 𝔉 для некоторого σi ∈ 𝜋, то G ∈ 𝔉. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде заметим, поскольку O𝜎𝑖
(G) ≤ Fσi

(G), то G/Fσi
(G) ∈ f (σi). Для всех σj ∈ σ \ σi имеет 

место 
G/Fσj

(G) ≅ (G/Oσi
(G))/(Fσj

(G)/Oσi
(G)) = (G/Oσi

(G))/(Fσj
(G/Oσi

(G)), 

то G/Fσj
(G) ∈ f (σj). Значит, G ∈ LFσ( f ) . Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть формация 𝔉 = LFσ( f ) , G ∉ 𝔉. Тогда найдется такое σi ∈ σ(G𝔉), что G/Fσi
(G) ∉ f (σi). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G/Fσi
(G) ∈ f (σi) для всех σi ∈ σ(G𝔉). Пусть σi ∈ σ(G)\σ(G𝔉). Тогда G𝔉 ≤ ≤ Fσi

(G) и 

Fσi
(G/G𝔉) = Fσi

(G)/G𝔉. Значит, для всех σi ∈ σ(G) имеет место G/Fσi
(G) ∈ f (σi). Следовательно, G ∈ 𝔉. Противоречие. 

Лемма доказана. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы.  
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть каждая из формаций 𝔉i n-кратно (n ≥ 1) σ-локальна. По лемме 1 формация 𝔉i об-

ладает минимальным 𝑙𝑛−1
𝜎 -значным заданием fi. Пусть 𝜋i = σ(𝔉i). Построим формационную σ-функцию f таким 

образом, что 

f(σk) = {
fi

(σk),    если σk ∈ 𝜋i для некоторого i ∈ I,              

∅,            если σk ∈ 𝜋′ = σ \ ⋃ 𝜋i𝑖 ϵ 𝐼 .                             
 

 
Покажем, что 𝔉 = LFσ( f ) .  
Пусть LFσ( f )  ⊈ 𝔉 и G – группа минимального порядка из LFσ( f )\ 𝔉. Тогда G – монолитическая группа с моноли-

том R = G𝔉. Поскольку G ∈ LFσ( f ) , то G/Fσr
(G) ∈ f (σr) для всех σr ∈ σ(G). Следовательно, если σr ∈ σ(G),  

то G/Fσr
(G) ∈ f (σr) ≠ ∅. Значит, найдется такое i ∈ I, что σr ∈ 𝜋i. Отсюда σ(G) ⊆ ⋃ 𝜋i𝑖 ϵ 𝐼 . 

Если R не является σ-примарной, то ⋂ Fσsσs𝜖 σ(G) (G) = 1. Мы знаем, что G/Fσs
(G) ∈ f (σs) = fi(σs) ⊆  𝔉i ⊆ 𝔉 для всех 

σs ∈ σ(G). Таким образом,  
G ≅ G/1 = G/⋂ Fσsσs𝜖 σ(G) (G) ∈ f (σs) = fi(σs) ⊆ 𝔉i ⊆ 𝔉, 

т.е. G ∈ 𝔉. Противоречие. 
Значит, R – σs-группа. Следовательно, Fσs

(G) = Oσs
(G) и Fσl

(G/R) = Fσl
(G)/R для всех s ≠ l. Так как G/R ∈ F, то 

(G/R)/Fσl
(G/R) ≅ G/Fσl

(G) ∈ f (σl) = fi(σl) для всех σl ∈ σ(G) \ σs. 

Наконец, имеет место G/Fσs
(G) = G/Oσs

(G) ∈ f (σs) = fi(σs). Следовательно, по лемме 2, G ∈ 𝔉. Противоречие. 

Значит, LFσ( f )  ⊆ 𝔉. 
Допустим, что обратное включение неверно, и пусть G – группа минимального порядка из 𝔉 \ LFσ( f ) . Тогда  

G – монолитическая группа. Поэтому найдется такое i ∈ I, что G ∈ 𝔉i = LFσ(fi). Значит, G/Fσs
(G) ∈ fi(σs) = f (σs) для всех  

σs ∈ σ(G). Следовательно, G ∈ LFσ( f ) , где f – l𝑛−1
𝜎 -значное задание. Поэтому 𝔉 – n-кратно σ-локальная формация. 

Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть теперь формация 𝔉 n-кратно σ-локальна. По лемме 1 формация 𝔉 обладает ми-
нимальным 𝑙𝑛−1

𝜎 -значным заданием f. Пусть i ∈ I и fi – такая формационная σ-функция, что 
 

fi
(σk) = {

f(σk),  если σk ∈ 𝜋i,            

∅,        если σk ∈ σ \ 𝜋i.        
 

 
Покажем, что 𝔉i = LFσ(fi).  
Предположим, что 𝔉i ⊈ LFσ(fi) и G – группа минимального порядка из 𝔉i \ LFσ(fi). Тогда G – монолитическая 

группа с монолитом R = GLFσ(fi). По лемме 3, поскольку G ∉ LFσ(fi), то найдется такое σk ∈ σ(R), что G/Fσk
(G) ∉ fi(σk). 

Но G ∈ F. Значит, G/Fσk
(G) ∈ f (σk) = fi(σk). Противоречие. Итак, 𝔉i ⊆ LFσ(fi). 

Допустим, что обратное включение неверно, и пусть G – группа минимального порядка из LFσ(fi) \ 𝔉i. Тогда  

G – монолитическая группа с монолитом R = G𝔉i . Пусть σr ∈ σ(R). Тогда из G ∈ LFσ(fi) следует, что  
G/Fσr

(G) ∈ fi(σr) ≠ ∅. Значит, σ(R) ⊆ σ(𝔉i) и по построению формационной σ-функции fi справедливо fi ≤ f. Следова-

тельно, G ∈ 𝔉. Поэтому ввиду монолитичности группы G найдется такое j ∈ I, что G ∈ 𝔉j. При этом  
σ(R) ⊆ σ(𝔉i) ⋂ σ(𝔉j) = ∅. Значит, i = j, т.е. G ∈ 𝔉i. Полученное противоречие показывает, что LFσ(fi) ⊆ 𝔉i. Таким 
образом, 𝔉i = LFσ(fi), где fi – l𝑛−1

𝜎 -значное задание. Поэтому 𝔉i – n-кратно σ-локальная формация.  
Теорема доказана. 
Заключение. Найдено новое свойство прямых разложений кратно σ-локальных формаций. 
Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда фундаментальных 

исследований (договор с БРФФИ № Ф18У-007).  
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