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Все рассматриваемые группы конечны. Непустое множество ℱ  подгрупп группы G называется множеством Фит-

тинга G, если выполняются: 1) если T⊴⊴S и S ℱ, то T ℱ; 2) если S, T  ℱ и S, T⊴ST, то ST ℱ; 3) если S  ℱ и x  G,  

то Sx ℱ. 
Подгруппа V группы G называется: 1) ℱ-максимальной, если она удовлетворяет следующим условиям: 1) V ∈ ℱ; 2) если 

V ≤U≤ G и U ∈ ℱ, то U = V; 2)  ℱ-инъектором G, если V ∩ N − ℱ-максимальная подгруппа N, для любой субнормальной под-
группы N группы G. 

Пусть 𝔖 – класс Фиттинга разрешимых групп и ℱ – множество Фиттинга группы G. Тогда ℱ ⨀ 𝔖 – множество под-

групп  {HG|H/HF  𝔖}.  

Множество Фиттинга ℱ группы G называют: 1)  -насыщенным, если ℱ ⊙ ℰ = ℱ; 2) наследственным, если G ∈ ℱ  

и HG, то H ∈ ℱ. 
Цель исследования – описание ℱ-инъекторов факторгрупп для фиттингового множества группы G, которая в общем 

случае не разрешима. 
Материал и методы. Используются терминология и методы абстрактной теории групп. В частности, методы 

теории классов и множеств Фиттинга. 
Результаты и их обсуждение. Доказана 
Теорема А.  Пусть G ∈ ℱ ⊙ 𝔖, ℱ – наследственное множество Фиттинга G и N⊴G. Тогда: 1) множество подгрупп 

ℱG/N= {SN/N: S –  ℱ-инъектор SN} группы G/N является множеством Фиттинга G/N; 2) если V –  ℱ-инъектор  G, то VN/N 
является ℱ-инъектором G/N. 

Теорема Б.  Пусть ℱ –  -насыщенное множество Фиттинга  -разрешимой группы G и N⊴G. Тогда: 1) множество 
подгрупп ℱ G/N= {SN/N: S –  ℱ-инъектор SN} группы  G/N является множеством Фиттинга G/N; 2) если V –  ℱ-инъектор  G, 
то VN/N является ℱ-инъектором G/N. 

Заключение. Описан метод построения ℱ-инъекторов факторгрупп в случае, когда  ℱ − наследственное или   -насы-
щенное множество Фиттинга частично разрешимой группы. 

Ключевые слова: группа, класс Фиттинга, множество Фиттинга,  ℱ-инъектор. 
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All the considered groups are finite. A non-empty set ℱ of subgroups of a group G is called a Fitting set of G if the following three 

conditions are satisfied: 1) if T⊴⊴S and S ℱ, then T ℱ; 2) if S, T  ℱ and S, T⊴ST, then ST ℱ; 3) if S  ℱ and x  G, then Sx ℱ. 

Let ℱ be a Fitting set of a group G. A subgroup V of G is called: 1)  ℱ-maximal if the following conditions are satisfied: 1) V ℱ;  

2) if VUG and U ℱ, then U=V; 2)  ℱ-injector G, if V ∩ N is an ℱ-maximal subgroup N, for any subnormal subgroup N of G. 
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Let 𝔖 be the Fitting class of soluble groups and ℱ the Fitting set of G. Then ℱ ⨀ 𝔖 is the set of subgroups {HG|H/HF S}.  

The Fitting set ℱ of the group G is called: 1)  -saturated if ℱ ⊙ ℰ = ℱ; 2) hereditary, if G ∈ ℱ and HG, then H ∈ ℱ. 
The purpose of the research is a description of ℱ-injectors of factor groups for a fitting set of a group G, which in the general case 

is not soluble. 
Material and methods. The terminology and methods of abstract group theory are used, in particular, methods of the theory of 

classes and Fitting sets. 
Findings and their discussion. Proven  
Theorem A. Let G ∈ ℱ ⊙ 𝔖, ℱ − hereditary Fitting set of group G and N⊴G. Then: 1) the set ℱG/N= {SN/N:S is an ℱ-injector of  SN} 

is a Fitting set of G/N; 2) if V is an ℱ-injector of G, then VN/N is an  ℱ-injector of G/N. 

Theorem B.  Let ℱ be a -saturated Fitting set of -soluble group G and N ⊴ G. Then: 1) the set ℱG/N= {SN/N:S is an ℱ-injector  
of SN} is a Fitting set of G/N; 2) if V is an ℱ-injector of G, then VN/N is an  ℱ-injector of G/N. 

Conclusion. A method is described for constructing ℱ-injectors of factor groups in the case when ℱ is a hereditary or -saturated 
Fitting set of a partially soluble group. 

Key words: group, Fitting class, Fitting set, ℱ-injector. 

 
 работе все рассматриваемые группы конечны. В отличие от теории классов Фиттинга в теории фиттинговых 
множеств можно описать ℱ-инъекторы факторгрупп в терминах ℱ-инъекторов групп. Андерсеном было 

определено понятие ℱ-инъектора группы G как подгруппы этой группы, которая является ℱ-инъектором для не-
которого множества Фиттинга ℱ группы G. В [1, теорема 3.1] описаны инъекторы факторгрупп в классе всех раз-
решимых групп. В связи с этим возникает задача, решение которой является основной целью настоящей работы. 

Цель исследования – описание ℱ-инъекторов факторгрупп для фиттингового множества группы G, которая в 
общем случае неразрешима.  

Материал и методы. В работе используются терминология и методы абстрактной теории групп. В частности, 
методы теории классов и множеств Фиттинга. 

Напомним, что класс групп ℱ называется классом Фиттинга [2, с. 286], если он замкнут относительно нор-
мальных подгрупп и произведения нормальных ℱ-подгрупп.  

Пусть ℱ – класс Фиттинга. Произведение всех нормальных ℱ-подгрупп  группы G называется ℱ-радикалом G 

и обозначается через GF  [3, с. 288]. 

Определение 0.1 [4, VIII, (2.1)]. Непустое множество ℱ  подгрупп группы G называется множеством Фит-
тинга группы G, если выполняются: 

(1) если T⊴⊴S и S ℱ, то T ℱ; 

(2) если S, T  ℱ и S, T⊴ST, то ST ℱ;  

(3) если S  ℱ и x  G, то Sx ℱ. 
Подгруппа V группы G называется:  
(1) ℱ-максимальной, если она удовлетворяет следующим условиям: i) V ∈ ℱ; ii) если   V ≤U≤ G и U ∈ ℱ,  

то U = V [4, VIII, (2.5)]; 
(2) ℱ-инъектором, если V∩K является ℱ максимальной подгруппой в K для любой субнормальной подгруппы 

K группы G [4, VIII, (2.6)]. 

Если ℱ – множество Фиттинга группы G, то символом InjF (G) будем обозначать множество всех ℱ-инъекторов G. 

В [5, с. 2] было определено понятие произведения множества Фиттинга и класса Фиттинга. Доказано, что мно-

жество подгрупп ℱ ⊙ 𝔛 = {HG|H/HF  𝔛} является множеством Фиттинга группы G, если ℱ – множество Фиттинга 

G и 𝔛 – класс Фиттинга. 
В частности, в случае когда 𝔛 = 𝔖, где 𝔖 – класс всех разрешимых групп, произведение ℱ ⊙ 𝔖 – множество 

всех подгрупп группы G, факторгруппы которых по их ℱ-радикалам разрешимы. 

Результаты и их обсуждение. Множество Фиттинга называется наследственным, если G ∈ ℱ и HG, то H ∈ ℱ. 
Доказана  
Теорема А. Пусть G ∈ ℱ ⊙ 𝔖, ℱ – наследственное множество Фиттинга G и N⊴G. Тогда справедливы сле-

дующие утверждения: 
(1) множество подгрупп ℱ G/N= {SN/N: S – ℱ-инъектор SN} группы  G/N является множеством Фиттинга 

G/N; 
(2) если V – ℱ-инъектор  G, то подгруппа VN/N – ℱ-инъектор группы G/N. 

Пусть ℙ – множество всех простых чисел,   ℙ и  = ℙ/. Множество Фиттинга ℱ группы G называют  

 -насыщенным, если ℱ ⊙ ℰ =ℱ, где ℰ – класс всех -групп [5, c. 3].  
Доказана 

Теорема Б.  Пусть ℱ – -насыщенное множество Фиттинга -разрешимой группы G и N⊴G. Тогда справед-
ливы следующие утверждения: 
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(1) множество подгрупп ℱ G/N= {SN/N: S – ℱ-инъектор SN} группы  G/N является множеством Фиттинга 
G/N; 

(2) если V – ℱ-инъектор  G, то подгруппа VN/N – ℱ-инъектор группы G/N. 
1. Предварительные сведения. Для доказательства основных результатов приведем некоторые известные 
утверждения, которые мы будем использовать. 

Лемма 1.1 [4, VIII, (2.6)]. Если подгруппа K субнормальна в группе G и VInjF (G), то K  V является  

ℱ-инъектором группы K. 

Лемма 1.2 [5, с. 1] (см. также [3, 7.2.1]). Пусть ℱ – множество Фиттинга группы Gℱ ⊙ 𝔖. Тогда  
в G существует единственный класс сопряженных ℱ-инъекторов. 

Лемма 1.3 [6, с. 168]. Пусть ℱ – класс Фиттинга. Если G/GF – разрешимая группа, то в группе G суще-

ствуют ℱ-инъекторы и любые два из них сопряжены. 

Лемма 1.4 [5, с. 3]. Если G – -разрешимая группа и ℱ – -насыщенное множество Фиттинга G, то  
в G существуют ℱ-инъекторы и любые два из них сопряжены. 

2. Признаки 𝓕-инъекторов.  
Лемма 2.1. Пусть N и V – нормальные подгруппы разрешимой группы G и 𝔑 – класс нильпотентных групп. 

Если G/N∈ 𝔑 и V∩ 𝑁=1, то V содержится в картеровской подгруппе группы G.  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемму докажем индукцией по порядку группы G. Очевидно, V∈ 𝔑. Пусть M – мини-

мальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в N. Так как для факторгруппы G/M все условия леммы 
выполняются, то по индукции подгруппа VM/M содержится в картеровской подгруппе CM/M из G/M, где C –

картеровская подгруппа группы G. Следовательно, VMCM. Так как V∩ 𝑀=1 и CM/M∈ 𝔑, то из |CM| < |G| по 

индукции значит, что VC. Итак, G=CM, и можно считать N=M. Поскольку подгруппа M будет p-группой для неко-

торого простого делителя p порядка группы G, G=CpM×Cp, где Cp∈ 𝔑. Обозначим S=VpM×Cp. Картеровской под-

группой подгруппы S, очевидно, является NS(Cp) . Так как для S все условия леммы справедливы, то из |S|<|G| 

следует, что V содержится в NS(Cp). Таким образом, VNG(Cp)=C и лемма доказана. 

Итак, G=VpM×Cp. Тогда из G/M ∈ 𝔑 следует, что подгруппы VpM /M и CpM /M поэлементно перестановочны. 

Значит, [Vp, Cp] 𝑀. Так как Vp нормальна в G, то [Vp, Cp] Vp и, следовательно, [Vp, Cp] Vp∩ 𝑀=1. Подгруппы Vp и 

Cp поэлементно перестановочны и VNG(Cp)=C. Лемма доказана.  
Лемма 2.2. Пусть G ∈ ℱ ⊙ 𝔖 ℱ − множество Фиттинга группы G. Если G/N∈ 𝔑, V1 и V2 – ℱ-максимальные 

подгруппы G такие, что V1∩ 𝑁=V2∩ 𝑁 −  ℱ-подгруппы Фишера подгруппы N, то V1 и V2 сопряжены. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемму докажем индукцией по порядку группы G. Обозначим W=Vi ∩ 𝑁, где i=1, 2. То-

гда ViNG(W), NG(W)/ NN(W) ∈ 𝔑 и Vi ∩ 𝑁N(W)=W  является ℱ-подгруппой Фишера группы 𝑁N(W). Поскольку группа 

G/NF разрешима и NF W, NG(W)/NF – разрешимая группа. Так как NF  (NG(W))F , то и группа NG(W)/(NG(W))F  раз-

решима. Для NG(W) все условия леммы выполняются, и если |NG(W)|<|G|, то по индукции V1 и V2 сопряжены  
в NG(W). 

Итак, W нормальна в G и группа W/G разрешима. Обозначим Mi/W= NG/W(Vi/W). Пусть Ci/W – картеровская 

подгруппа из Mi/W. Так как Mi ∩ 𝑁/𝑊 нормальна в Mi/W, Mi/W/Mi∩ 𝑁/𝑊 MiN/N∈ 𝔑 и Mi∩ 𝑁/𝑊 ∩Vi/W=W/W, 
то по лемме 2.1 Vi/W  содержится в Ci/W. Докажем, что Ci/W  будет картеровской подгруппой группы G/W. Пусть 
для некоторого giW из G/W справедливо равенство (Ci/W)g

i
W=Ci/W. Тогда Ci

g
i/W=Ci/W. Следовательно, Ci

g
i=Ci. По-

скольку Vi и Vi
g

i нормальны в Ci, ℱ-подгруппа ViVi
g

i содержится в Ci. Ввиду ℱ-максимальности Vi в Ci получим Vi
g

i=Vi. 
Отсюда Vi

g
i/W=Vi/W  и  giW∈Mi/W. Значит, giW∈Ci/W. Итак, все элементы группы G/W, нормализующие подгруппу 

Ci/W, содержатся в Ci/W. Следовательно, Ci/W – картеровская подгруппа группы G/W. Пусть V1/WC1/W  

и V2/WC2/W. Так как C1/W= C2
x /W, где x∈G, то V1=V2

x, и лемма доказана. 
Лемма 2.3. Пусть ℱ – множество Фиттинга группы G и S≤G. Если N – нормальная ℱ-подгруппа группы S  

и S/N – нильпотентная группа, то всякая, содержащая N, ℱ-максимальная подгруппа V из S является 

ℱ-инъектором в S и V=SF.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как V/N субнормальна в S/N, то V субнормальна в S. Итак, V=SF. Поскольку V – 

ℱ-максимальная подгруппа группы S, то она является ℱ-инъектором группы S. Действительно, если К – некоторая 

субнормальная подгруппа группы S, то из KN/N  K/KN 𝔑 и KN ℱ следует, что KF будет  ℱ-максимальной 

подгруппой K. Значит, V=SF –  ℱ-инъектор группы S.  

Теорема 2.4. Пусть ℱ – наследственное множество Фиттинга группы G и G∈ ℱ ⊙ 𝔖. Если V – ℱ-инъектор 

группы G и VAG, то V −  ℱ-инъектор A. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1=G0  G1  G2  …  Gn =G – ряд нормальных подгрупп группы G, в котором либо 

G1  ℱ, либо G1 N, а для всех i>1 Gi /Gi-1 ∈ 𝔑. Пусть V* – такая подгруппа группы G, что для всех i=1, 2, .., n под-

группа V* Gi будет ℱ-максимальной в Gi. Пусть V – некоторый ℱ-инъектор группы G. Тогда для любого i  V Gi 

будет ℱ-инъектором в Gi. Если G1 ℱ, то V G1= G1= V* G1. Если G1 𝔑, то V G1= (G1)F , и тогда по лемме 2.3  
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V G1= (G1)F = V* G1. В каждом случае для G1 условие леммы выполняется, и поэтому V G1 является  

ℱ-подгруппой Фишера подгруппы G1. Теперь по лемме 2.2 V* G2=Vg
2 G2 , где g2G2  и по условию леммы  

V* G2 будет ℱ-подруппой Фишера подгруппы G2. Рассуждая аналогично, имеем V*= Vg, где gG . Таким образом, 

доказано, что всякая подгруппа V*такая, что V* Gi является  ℱ-максимальной подгруппой в Gi, будет ℱ-инъекто-
ром группы G. 

Пусть теперь VAG и Ai=AGi . Тогда подгруппа V Ai ℱ-максимальна в Ai для всех i. Так как GF  AF , то группа 

A/AF разрешима. Следовательно, V − ℱ-инъектор подгруппы A. Теорема доказана. 

3. Доказательство теоремы А. 

Определение 3.1 [7]. Множество Фиттинга ℱ группы G называется наследственным, если из условий HG  

и G ℱ следует, что H ℱ. 
Лемма 3.2. Если ℱ – наследственное множество Фиттинга группы G и 𝔛 – непустая наследственная фор-

мация Фиттинга, то ℱ ⊙ 𝔛 – наследственное множество Фиттинга G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что из G  ℱ ⊙ 𝔛 и S  G следует, S ℱ ⊙ 𝔛. 

Пусть S ℱ  ℱ ⊙ 𝔛. Так как S ℱ, то SF =S. Тогда 1= S/SF 𝔛 и S ℱ ⊙  𝔛. 

Предположим, что S ℱ. Тогда SF < S. Так как GF ℱ и ℱ – наследственное множество Фиттинга, то S ℱ. Сле-

довательно, из ℱ  ℱ  𝔛 имеем S ℱ ⊙ 𝔛. 

Если S ≰ GF , то SGF /GF  G/GF  𝔛. Ввиду наследственности класса Фиттинга 𝔛  SGF /GF  𝔛. Ввиду изомор-

физма SGF /GF   S/S GF   имеем S/SGF  𝔛.  Поскольку  SGFGF и ℱ − наследственное множество Фиттинга, то  

SGF  ℱ. Так как SGF  ⊵ S, то SGF    SF . Теперь ввиду изоморфизма (S/SGF )/( SF /S GF)  S/SF   и того,  

что 𝔛 – формация, следует S/SF𝔛, отсюда S ℱ ⊙ 𝔛. Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы А. Пусть ℱ – наследственное множество Фиттинга группы G. Тогда,  
согласно лемме 3.2, множество Фиттинга ℱ ⊙ 𝔛  наследственно. Построим множество подгрупп группы  
G/N: ℱG/N = {SN/N: S –  ℱ-инъектор SN}. 

Предположим, что K/N⊴SN/N, где SInjF (SN). Так как K⊴SN, то SKInjF (K) по лемме 1.1. Кроме того, 

K=SNK=(SK)N, и, таким образом, K/N= (SK)N/N ℱG/N. Из этого следует, что ℱG/N удовлетворяет первому усло-
вию определения 0.1.  

Допустим, что SiN/N ℱG/N, SiInjF(SiN) и SiN⊴(S1N)(S2N) для i{1,2}. Пусть T=(S1N)(S2N) и W – ℱ-инъектор T  

и Ri=WSiN для i{1,2}. Так как SiN⊴T, то RiInjF(SiN). Следовательно, Ri и Si сопряжены в SiN по лемме 1.3.  

В частности, получаем RiN = SiN. Значит, T = S1NS2N = R1NR2N = R1R2N  WN  T. Отсюда T/N=WN/N ℱG/N. Из этого 
следует, что ℱG/N удовлетворяет второму условию определения 0.1. 

Так как ℱ – множество Фиттинга, то ℱ =  ℱg, для любого gG. Из этого следует, что SgInjF (S
gN) и множество 

ℱG/N  удовлетворяет третьему условию определения 0.1. Итак, ℱG/N – множество Фиттинга группы G/N  
и утверждение (1) теоремы доказано. 

Пусть K/N⊴⊴G/N. Тогда VKInjF(K) по лемме 1.1. Таким образом, VKInjF((VK)N), поскольку KN=K. Значит, 

группа (VK)N/N ℱG/N. Покажем, что эта группа ℱG/N  -максимальна в K/N. 

Очевидно, что SN/N есть ℱG/N-подгруппа группы  K/N, содержащая (VK)N/N, ввиду SInjF(SN). По лемме 1.2 

подгруппа VK является ℱ-инъектором группы SN, а значит, VK и S сопряжены в SN. Следовательно,  

(VK)N= SN. Это доказывает, что (VK)N/N=VN/NK/N является ℱG/N-максимальной в K/N. Итак, подгруппа 
VN/N− ℱG/N-инъектор группы G/N. Теорема доказана. 

4. Доказательство теоремы Б. Пусть G − -разрешимая группа. Так как SN  G, то группа SN -разрешима.   
Следовательно, по лемме 1.4 в SN существуют  ℱ-инъекторы и любые два из них сопряжены. Построим множе-
ство подгрупп группы G/N:ℱG/N={SN/N: S – ℱ-инъектор SN}. 

Предположим, что K/N⊴SN/N, где SInjF (SN). Так как K⊴SN, то SKInjF (K) по лемме 1.1. Кроме того, 

K=SNK=(SK)N, и, значит, что K/N= (SK)N/N ℱG/N. Из этого следует, что ℱG/N удовлетворяет первому условию 
определения 0.1.  

Допустим, что SiN/N ℱG/N, SiInjF (SiN) и SiN⊴(S1N)(S2N) для i{1,2}. Пусть T=(S1N)(S2N) и W – ℱ-инъектор T, 

Ri=WSiN для i{1,2}. Так как SiN⊴T, то RiInjF(SiN). Таким образом, Ri и Si сопряжены в SiN по лемме 1.3.  

В частности, получаем RiN = SiN. Значит, T = S1NS2N = R1NR2N = R1R2N  WN  T. Отсюда T/N=WN/N ℱG/N. Из этого 
следует, что ℱG/N удовлетворяет второму условию определения 0.1. 

Так как ℱ – множество Фиттинга, то ℱ =  ℱg, для любого gG. Из этого следует, что SgInjF (SgN). Получаем, что 

ℱG/N  удовлетворяет третьему условию определения 0.1. Итак, ℱG/N – множество Фиттинга группы G/N  
и утверждение (1) теоремы доказано. 

Пусть K/N⊴⊴G/N. По лемме 1.1 VKInjF(K). Поскольку KN=K, то VKInjF((VK)N). Следовательно, группа 

(VK)N/NℱG/N. Докажем, что группа (VK)N/N ℱG/N -максимальна в K/N. 
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Очевидно, что SN/N есть ℱG/N-подгруппа группы  K/N, содержащая подгруппу (VK)N/N. По лемме 1.2 под-

группа VK является ℱ-инъектором группы SN. Следовательно, по лемме 1.4 подгруппы VK и S сопряжены  

в SN. Отсюда имеем равенство (VK)N=SN. Это доказывает, что подгруппа (VK)N/N=VN/NK/N ℱG/N -макси-
мальна в K/N и VN/N − ℱG/N-инъектор G/N. Теорема доказана. 

Заключение. В данной работе описан метод построения ℱ-инъектора факторгруппы в случаях, когда множе-

ство Фиттинга частично разрешимой группы либо наследственно, либо -насыщено. 
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