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О БЩ А Я  Х А РА К ТЕРИ С ТИ К А  РА БО ТЫ

Актуальность темы диссертации. Идея изучения классов ко­
нечных групп, замкнутых относительно нормальных подгрупп и про­
изведений нормальных подгрупп (классов Фиттинга или радикальных 
классов), восходит к широкомасштабной программе структурного ана­
лиза конечных групп, которая была предложена X.Фиттингом [31] в 
1938 году. Систематическое изучение таких классов было начато в 1967 
году благодаря основополагающей работе Гашюца, Фишера, Хартли 
[30|, в которой в классе всех конечных разрешимых групп в терми­
нах классов Фиттинга было найдено изящное обобщение фундамен­
тальных теорем Силова и Холла. Уже в 1969 году Хартли [37] был 
предложен локальный метод изучения конечных разрешимых групп в 
терминах р-групп и радикалов, определяемых отображениями (функ­
циями Хартли) множества Р всех простых чисел во множество клас­
сов Фиттинга. Важность такого подхода заключается в следующем. 
Во-первых, теория классов Фиттинга развивается по модулю р-групп 
и многие часто встречающиеся в исследованиях классы групп опрсде 
ляются локально методом Хартли. Во-вторых, при таком подходе за­
дача исследования классов групп редуцируется к задаче исследования 
значений функций Хартли. Долгое время метод Хартли и его роль в 
теории конечных разрешимых групп не подвергались достаточному ис­
следованию. Вместе с тем актуальность и перспективность такого под­
хода была подтверждена многими известными результатами Локетта, 
Брайса, Косей, Дсрка, Хоукса и др. (см., например, главы ІХ-Х книги 
j28]), связанными с исследованием общей структуры классов Фиттинга 
и канонических подгрупп для специальных случаев классов Фиттин­
га, определяемых локально методом Хартли. Значительный прогресс в 
этом направлении был достигнут Н.Т.Воробьсвым, в серии работ кото­
рого [1-12| систематически отражены основы теории локальных клас­
сов Фиттинга и ее применение к решению указанных задач.

В 1999 году Л.А.Шеметковым и А.Н.Скибой [16] в теории классов 
Фиттинга была предложена концепция частичной локализации, кото­
рая состоит в изучении классов конечных групп посредством отобра­
жений: w Л {а/} —» { классы Фиттинга} и w-локальных классов Фит­
тинга (0 ф и) С Р). Напомним, что класс Фиттинга 5 называется ш- 
локальным [16], если IFitfi С JOly• При этом IF it5 класс Фиттинга, 
порожденный 5, и 5 9 0  класс всех тех групп, факторгруппы по 5-



радикалам которых являются нилыютентными ^'-группами. Заметим, 
что п случае и) — Р класс Фиттинга 5 называют локальным.

Первоочередным вопросом, который возникает при исследовании 
иллокальпых (в частности, локальных) классов Фиттинга, является 
задача характеризации таких классов посредством заданных свойств 
функций Хартли. Ориентиром для таких исследований служит извест­
ная теорема Брайса-Косси [27] о том, что каждая разрешимая локаль­
ная формация является наследственной (нормально наследственной, в 
частности, формацией Фиттинга) в точности тогда, когда указанны­
ми свойствами обладают соответственно все значения ее наибольшего 
приведенного спутника.

В 70-е годы в теории конечных разрешимых групп сформировал­
ся ряд проблем связанных с построением структурной теории клас­
сов Фиттинга. Среди них центральное место занимала общая проблема 
определения структуры класса Фиттинга, известная в теории классов 
групп под названием "гипотеза Локетта". Ее возникновение обуслов­
лено результатами Блесссноля-Гашюца [24| и Локетта [42], которые к 
терминах радикалов определили два обширных семейства классов Фит­
тинга: нормальные классы, а также классы, которые в дальнейшем ста­
ли называть классами Локетта. Напомним, что если для класса Фит­
тинга 5 и любой группы G 5-радикал G содержит ее коммутант, то 5 
называют нормальным и если (G х G)$ =  G$ х Gy для всех групп 
G, то 5 называют классом Локетта. Пристальное внимание к изуче­
нию внутренней структуры таких классов и их взаимосвязи привело к 
следующей гипотезе.

Гипотеза (Локетт, 1974, [42]). Каждый ли класс Фиттинга 5 
определяется как пересечение некоторого нормального класса Фиттин­
га и класса Локетта, порожденного 5?

Примечателен тот факт, что первоначально гипотеза Локетта бы­
ла подтверждена для следующих отдельных случаев локального клас­
са Фиттинга: наследственного (Брайс, Косей, 1975г., [26]), клас­
сов вида З Ё 9 1 , ( Б е й д л е м а н ,  Хаук, 1979г., |22]), классов вида 
5 (П^€я.6^6^<) (Дсрк, Хоукс, 1992г., Х.640 [28]). Для произвольных ло­
кальных классов Фиттинга указанная гипотеза подтверждена в разре­
шимом случае в 1988 году Н.Т.Воробьевым [1] и в произвольном случае 
в 1996 году Галледжи [34]. Вместе с тем Бергер и Косей [23] установили, 
что это предположение неверно для нелокальных классов Фиттинга. В 
связи с этим актуален вопрос (см. проблему 2 [46]) о справедливости



гипотезы Локетта для ш-локальных классов Фиттинга.
Задачи изучения структуры классов Фиттинга тесно переплетаются 

с задачами изучения внутренней структуры самих групп. Еще в 60-е 
годы с помощью радикалов Фишером и Хартли |37| была решена за­
дача описания строения Ц-инъекторсв конечных разрешимых групп 
для отдельных случаев классов Хартли: У) =  *Л(Л1 класс всех конеч­
ных нилыштентных групп) и У) =  £91 соответственно. Решение указан­
ной задачи для класса Хартли fj в общем случае было осуществлено 
Н.Т.Воробьевым [45]. В связи с этим представляет интерес решение 
указанной задачи в неразрешимом случае.

Таким образом, задача развития концепции частичной локализации 
Шеметкова-Скибы в теории классов Фиттинга и ее применения к ре­
шению указанных выше вопросов является актуальной. Ее реализации 
и посвящена данная диссертация.

Связь работы с крупными научными программами, тем а­
ми. Диссертация выполнена в рамках следующих госбюджетных тем:

"Структурная теория формаций и других классов алгебр'Томельского 
государственного университета имени Ф.Скорины. Тема входила в 
план важнейших научно-исследовательских работ в области естествен­
ных, технических и общественных наук по Республике Беларусь, утвер­
жденный решением Президиума НАН Беларуси №88 от 23 ноября 
1995г. (номер госрегистрации в БелИСА 19963987), тема выполня­
лась в 1996-2000гг.;

"Структурная теория классов групп и других алгебр'Томельского 
государственного университета имени Ф.Скорины. Тема входит в план 
важнейших научно-исследовательских работ в области естественных, 
технических и общественных наук по Республике Беларусь, утвержден­
ный решением Президиума НАН Беларуси №94 от 5 июля 2001г. Го­
сударственная программа фундаментальных исследований "Матема­
тические структуры"(номер госрегистрации в БелИСА 20011225), 
выполнение темы запланировано на 2001 2005гг.

Цель и задачи исследования. Целью диссертации является раз­
витие метода Хартли посредством применения идеи частичной локали­
зации Шеметкова-Скибы для описания структуры классов Фиттинга, 
их классификации и описания строения канонических подгрупп. Для 
достижения этой цели в диссертации решены следующие задачи:

классифицированы ш-локальные классы Фиттинга посредством за­
данных свойств функций Хартли [68];
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подтверждена гипотеза Локетта о структуре класса Фиттинга для 
w-локальных классов Фиттинга заданной характеристики и опроверг 
нута данная гипотеза для таких классов в общем случае [48, 49, 68): 

найдены новые классы сопряженных инъекторов в классах Фит­
тинга всех конечных и всех конечных 7г-разрешимых групп [50, 51, 68):

-  описано строение инъекторов для классов Хартли частично раз­
решимых групп [68].

Объект и предмет исследования. Объектом исследования явля 
ются сс-локальныс классы Фиттинга. Предмет исследования — струк­
тура ш-локальных классов Фиттинга с заданными свойствами функций 
Хартли.

Методология и методы проведенного исследования. В дис
сертации используются методы абстрактной теории конечных групп, 
общей теории решегок, а также методы теории классов групп, в част­
ности, методы теории классов Фиттинга.

Научная новизна и значимость полученных результатов.
Вес полученные результаты в диссертации являются новыми. В дис 
сертации впервые классифицированы нелокальные классы Фиттинги 
посредством заданных свойств функций Хартли. Подтверждена гипо­
теза Локетта о структуре классов Фиттинга для ^.-локальных клас­
сов Фиттинга заданной характеристики. Впервые построен пример щ- 
локального класса Фиттинга, опровергающий гипотезу Локетта. Най­
дены новые классы сопряженных инъекторов в произвольных конеч­
ных и конечных тг-разрешимых группах. Описано строение инъекторов 
частично разрешимых групп для классов Хартли.

Значение данной диссертации заключено в том, что она предлагает 
новую, основанную на понятии функции Хартли, методику построения, 
классификации и изучения структуры классов Фиттинга, и канониче­
ских подгрупп конечных групп.

Практическая (экономическая, социальная) значимость по­
лученных результатов. Работа имеет теоретический характер. Рс 
зультаты диссертации могут быть использованы при исследованиях 
классов конечных групп, проводимых в Гомельском. Новополоцком. 
Витебском государственных университетах, Московском городском пе­
дагогическом университете, Белорусском государственном университе 
те транспорта, Могилевском технологическом университете, Сюйчжо- 
уском нормальном университете (КНР), а также при чтении спецкур­
сов и написании курсовых, дипломных проектов и магистерских дис



сертаций на математических факультетах высших учебных заведений.
Основные положения диссертации, выносимые на защиту.
1. Классификация w-локальных классов Фиттинга посредством за­

данных свойств функций Хартли.
3.1.4, 3.2.1. Теорема [68]. Пусть 5 ш-локалъный класс Фит­

тинга. Класс 5  является т-замкнутым для оператора замыкания 
т 6 {Q, До, S} тогда и только тогда, когда каждое значение его наи­
большей приведенной ш-локалъной Н-функции F т-замкнуто.

2. Описание структуры сд-локальных классов Фиттинга заданной 
характеристики (подтверждение гипотезы Локетта о структуре и>- 
локального класса Фиттинга заданной характеристики) и построение 
примера сд-локального класса Фиттинга, опровергающего гипотезу Ло­
кетта.

4.3.1. Теорема [68]. Пуст.ъ X — некоторый класс Фиттинга. То­
гда каждый ш-локальный класс Фиттинга J  С I  с Char(5) С и  
является Сх -классом.

4.2.1. Теорема [49, 68]. Существуют разрешимые классы Фит­
тинга, которые р-локалъны и не являются С-классами.

•3. Описание новых классов сопряженных инъекторов произвольных 
конечных групп и конечных 7г-разрсшимых групп для произведений 
классов Фиттинга.

5.1.3. Теорема [50, 51, 68]. Пусть Т некоторый непустой класс 
Фиттинга, 2) - доминантный класс Фиттинга, и $  =  Х2). Тогда для 
любой конечной группы G такой, что G/Gx ^-скована, и ее подгруп­
пы V справедливы следующие утверждения:

1) V является $ -инъектором группы G тогда и только тогда, ко­
гда V/G x является 2) -инъектором группы G /G xi

2) $-инъекторы группы G это в точности все те ее $- 
максимальные подгруппы, которые содержат ее радикал G$;

3) в любой группе G существуют $ -итекторы и любые два из них 
сопряжены в G.

4. Строение инъекторов для классов Хартли.
5.3.5. Теорема [68]. Для любой группы G из класса Т б 77 (в част­

ности, любой 7г -разрешимой группы) справедливы следующие утвер­
ждения:

1) в G существуют $)-ипъекторы и любые два из mix сопряжены 
в G;

2) каждый Туинъект.ор V из G подгруппа вида Gx<t„,L, где L



f.

такая подгруппа группы G, что L/Clx - некоторый У1„-инъекгпор 
холловской 7Г-подгруппы группы G/Gx-

Личный вклад  соискателя. Вес основные результаты диссерта­
ции получены автором самостоятельно. В опубликованных совместно 
с научным руководителем работах идеи и методы принадлежат науч­
ному руководителю, а реализация -  соискателю.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты 
диссертации докладывались на семинарах кафедры алгебры и геомет­
рии Гомельского государственного университета им.Ф.Скорины и ка­
федры алгебры и методики преподавания математики Витебского госу­
дарственного университета им.П.М.Машерова; на 4-ой научной конфе­
ренции студентов, магистрантов и аспирантов ВГУ им.П.М.Машерова 
(Витебск, 28 марта-24 апреля 2000г.); на Международной математи­
ческой конференции, посвященной 80-лстию проф.В.Гашюца (Гомель. 
16-21 октября 2000г.); на Украинском Математическом конгрессе (Ки­
ев, 21-23 августа 2001г.); на III Международной алгебраической кон­
ференции в Украине (Сумы, 2-8 июля 2001г.); на VI Республикан­
ской научной конференции студентов и аспирантов Беларуси (Витебск, 
16-19 октября 2001г.); на 5-ой научной конференции студентов, маги­
странтов и аспирантов ВГУ им.П.М.Машерова (Витебск, 12-26 апреля 
2001г.); на Международной алгебраической конференции, посвящен­
ной памяти З.И.Боревича (Санкт-Петербург, 17-23 сентября 2002г.); 
на Международной математической конференции, посвященной 100- 
летию начала работы Д.А.Граве в Киевском университете (Киев, 17- 
22 июня 2002г.); на VII Республиканской научной конференции сту­
дентов и аспирантов Беларуси (Витебск, 22-23 октября 2002г.); на 6- 
ой научной конференции студентов, магистрантов и аспирантов ВГУ 
им.П.М.Машерова (Витебск, 24-25 апреля 2002г.); на V Международ­
ной конференции "Алгебра и теория чисел: современные проблемы и 
приложения "(Тула, 19-24 мая 2003г.); на IV Международной алгебра­
ической конференции в Украине (Львов, 4-9 августа 2003г.); на VIII 
Республиканской научной конференции студентов и аспирантов Бела­
руси (Минск, 9-10 декабря 2003г.); на Международной алгебраической 
конференции, посвященной 250-летию Московского государственного 
университета (Москва, 26 мая - 2 июня 2004г.).

Опубликованность результатов. Основные результаты диссер­
тации опубликованы в 5 статьях. 1 препринте и в 16 тезисах докладов. 
Общее количество страниц опубликованных материалов 100 с.



Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из пе­
речня условных обозначений, вредения, общей характеристики работы, 
пяти глав основной части, заключения и списка использованных источ­
ников в алфавитном порядке в количестве 87 наименований. Объем 
диссертации 87 страниц.

Автор выражает глубокую признательность своему научному руко­
водителю — доктору физико-математических наук, профессору Нико­
лаю Тимофеевичу Воробьеву за внимание, оказанное им при написании 
данной диссертации.

ОСНОВНОЕ С О Д Е Р Ж А Н И Е  Д И СС ЕРТА Ц И И

Рассматриваются только конечные группы. Вся терминология стан­
дартна и заимствована из [16, 19, 28].

Ниже охарактеризовано содержание диссертации по главам.
Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, 

общей характеристики работы, пяти глав основной части, заключения 
и списка использованных источников в алфавитном порядке.

Данная диссертация посвящена изучению структуры и классифи­
кации w-локальных классов Фиттинга с различными заданными свой­
ствами функций Хартли, а также применению локального метода для 
нахождения новых классов сопряженных подгрупп конечных групп.

Глава 1 содержит обзор основных результатов диссертации.
В главе 2 приводятся некоторые известные результаты, используе­

мые в основном тексте диссертации.
Глава 3 "Операторы замыкания и функции Хартли "состоит из двух 

разделов. Напомним, что если из того, что группа G принадлежит 
классу групп 5 и Н - ее подгруппа, следует, что Н принадлежит 5, 
то класс групп $  называется наследственным или S-замкнутым. Класс 
групп называется формацией Фиттинга, если он является одновремен­
но формацией и классом Фиттинга.

Одним из основополагающих результатов о взаимосвязи разреши­
мых корадикальных и радикальных классов (формаций и классов Фит­
тинга) в теории формаций групп является теорема Брайса-Косси [27] 
О том, что локальная формация является т-замкнутым классом для 
оператора т £ {S, Sn, No}, в частности, формацией Фиттинга, тогда и 
только тогда, когда все значения ее наибольшего приведенного спутни­
ка т-замкнуты. В последующем этот результат был доказан для случая
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локальной формации произвольных групп I Іодуфаловой и Слоновой 
(см., например, теоремы 4.7 и 4.10 119]).

В теории классов Фиттинга возникает дуальная задача задача 
характеризации локального т-замкнутого класса Фиттинга для опе­
ратора замыкания г € {5, Q, Ro} посредством наличия свойства 
т-замкнутости у всех значений наибольшей приведенной функции 
Хартли, которая его определяет.

Решение указанной задачи для w-локальных (в частности, локаль­
ных) классов Фиттинга основной результат главы 3.

Напомним, что если 0 ф- ш С Р, где Р - множество всех простых 
чисел, то отображение f: ш U {и/} —> {классы Фиттинга} называет­
ся а;-локальной функцией Хартли или иьлокальной Н-функцисй [16]. 
Класс Фиттинга 5  называется сц-локальным |16], если существует неко­
торая ог-локальная Н-функция f такая, что J  =LRb){f). При этом класс 
LRv{f) =  (G I Gud е f(oj') и FV{G) е  f(p)  для всех р € сцПтг(С)), где 
(F d =  G^“d, FP(G) — и - класс всех тех групп, у которых
каждый композиционный фактор является cod,- группой, ш-Локальная 
Н-функция f называется приведенной, если /(а )  С LRu (f)  для всех a 
€ a -’ U  { ' F } ■

3.1.4. Теорема [68]. Пусть д и;-локальный класс Фиттин­
га. Класс $ является т-замкнутым для оператора замыкания т 6 
{Q, Но} тогда и только тогда, когда каждое значение его наиболь­
шей приведенной ш-локалъной Н-функции F т-замкнуто.

3.1.5. Следствие. и-Локалъный класс Фиттинга является фор­
мацией тогда и только тогда, когда все значения его наибольшей 
приведенной uj-локалъпой Н-функции являются формациями.

В случае ш — Р  мы получаем
3.1.6. Следствие. Локальный класс Фиттинга является форма­

цией тогда и только тогда, когда все значения его наибольшей при­
веденной Н-функции являются формациями.

3.2.1. Теорема [68]. Тогда и только тогда ш-локалъный класс 
Фиттинга 5 является наследственным, когда каждое значение его 
наибольшей приведенной ui-локальной Н-функции F наследственно.

Напомним, что согласно [16] всякий класс Фиттинга является 0- 
кратно (^-локальным, а при п > 0 класс Фиттинга называется п-кратно 
^-локальным. если он имеет w-локальную Н-функцию, все значения 
которой являются (п 1)-кратно w-локальными классами Фиттинга. 
Класс Фиттинга 5 называется тотально w-локальным. если он п-кратно
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и-' локален для всех п.
Ив теоремы 3.2.1 получаем
3.2.2. Следствие. Разрешимый ш-локалъный класс Фиттинга то­

тально локален тогда и только тогда, когда все значения его наи­
большей приведенной ш-локальной, Н-функции тотально локальны.

В случае и) =  Р  из теоремы 3.2.1 мы получаем
3.2.3. Следствие. Локальный класс Фиттинга является наслед­

ственным тогда и только тогда, когда все значения его наибольшей 
приведенной Н- функции являются наследственными.

Глава 4 "Структура ^-локальных классов Фиттинга"является основ­
ной и включает в себя четыре раздела. Решение многих задач описа­
ния структуры классов Фиттинга и их классификации связано с при­
менением операторов Локетта и |42]. Напомним, что каждо­
му непустому классу Фиттинга S' Локетт [42] сопоставляет класс S*. 
который определяется как наименьший из классов Фиттинга, содер­
жащий S; такой, что для всех групп G и Н справедливо равенство 
(G х /Г) у- — Gy. х IIу., и класс S. как пересечение всех таких классов 
Фиттинга X, для которых X* =  S*- Класс Фиттинга S называют клас­
сом Локетта [42], если S = S*- Непустой класс Фиттинга 5 называется 
нормальным, если S-радикал Gy является S-максимальной подгруппой 
G для любой группы G.

Как установлено [42], для любого класса Фиттинга S справедливы 
включения: S* Я S Q S* и S. Q S* П X С S’, где X  некоторый 
нормальный класс Фиттинга.

В связи с этим Локеттом была сформулирована следующая пробле­
ма, которая в настоящее время известна как

Гипотеза Локетта ([42]). Каждый класс Фиттинга S совпадает 
с пересечением некоторого нормального класса Фиттинга X и S* •

Класс Фиттинга Si удовлетворяющий гипотезе Локетта, мы будем 
называть G-классом. Если же класс S нс является £  классом, то мы 
будем называть его £-классом.

Учитывая результаты [42], легко видеть, что любой нормальный 
класс Фиттинга является £-классом. Заметим, что первоначально ги­
потеза Локетта была подтверждена Брайсом и Косей [26] для разреши­
мых локальных наследственных классов Фиттинга. В [26] также уста­
новлено. что класс Фиттинга S является в точности £-классом, если 
справедливо равенство S. =  S* П в , ,  где ©, минимальный нормаль­
ный класс Фиттинга. В последующем указанная гипотеза нашла под-
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творждонио для следующих семейств ненормальных классов Фиттин­
га: разрешимых локальных вида £91, ЭЕ6*6„' (Бейдлеман и Хаук (22]), 
произвольных разрешимых локальных (Н.Т. Воробьев [1]), произволь­
ных локальных (Галледжи [34]). Хотя в работе [23] Бергером и Косей 
построен пример разрешимого £-класса Локетта, который нс является 
классом Фишера (в частности, нелокален), проблема описания классов 
Фиттинга, удовлетворяющих гипотезе Локетта, до настоящего времени 
весьма актуальна (см. проблему 1 [46]).

Заметим, что до настоящего времени оставались открытыми два 
следующих вопроса: вопрос о существовании ненормальных £-классов 
Фиттинга, которые не являются классами Локетта (см. проблему 2 
[46]). и вопрос о существовании ненормальных разрешимых частично 
локальных ^-классов Фиттинга. Положительное решение этих вопро­
сов — основной результат данной главы. Эти результаты доказаны в 
классе 6  всех разрешимых групп и представлены теоремами 4.1.3 и 
4.2.1.

4.1.3. Теорема [68]. Для каждого простого р класс Фиттинга 
(©р/)*^ р-локален, не является классом Локетта и является £- 
классом,.

Напомним, что если У класс Фиттинга, то секция Локетта 
Locksec($) класса [28] определяется следующим образом:

Locksec($) — {Т |£  - класс Фиттинга и X' = (?*}.
Ввиду Х.1.19 [28] из теоремы 4.1.3 получаем
4.1.4. Следствие. Пусть 2) =  (&І/ ) ІІЛР. Тогда решетка всех нор­

мальных классов Фиттинга сюръективно отображается в решетку 
Loc.ksec(%)) классов Фиттинга секции Локетта 2).

4.2.1. Теорема [49, 68]. Существуют разрешимые классы Фит­
тинга, которые р-локальны и не являются С-классами.

Естественное обобщение гипотезы Локетта было предложено Дер- 
ком и Хоуксом [28].

£*-гипотеза (Х.6.1 [28]). Пусть 5 и Х  классы Фиттинга, при­
чем J  С I .  Класс Фиттинга £ удовлетворяет гипотезе Локетта в 
X, если справедливо равенство 3* = 5*Г)Т..

В этом случае класс Фиттинга 5 мы будем называть £* -классом.
Следующая теорема выделяет широкое семейство ^-локальных 

классов Фиттинга, которые удовлетворяют £*-гипотезе.
4.3.1. Теорема [68]. Пусть X - некоторый класс Фиттинга. То­

гда каждый ш-локальный класс Фиттинга J  С I  с Char($) С ш
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является Сх-классом.
Легко видеть, что разрешимый w-локальиый класс Фиттинга 5 о 

Char(5) Q w локален, В связи с этим возникает вопрос о существова­
нии в классе € всех конечных групп w-локальных классов Фиттинга 5  
с Char(S) С ц>, которые нелокальны. Положительным решением этого 
вопроса является следующий

4.3.2. Пример [48]. Пусть Е - простая пеабелева группа, X = 
FitE класс Фиттинга, порожденный Е, $  = ХУ1Р и и> = {р}. где р - 
простое, число. Тогда $  - йі-локальный класс Локетта с Char(5) £  w, 
который ненормален и нелокален.

Таким образом, в случае to = Р из теоремы 4.3.1 вытекает результат 
Пилар Галледжи [34], который приведем в качестве следствия.

4.3.3. Следствие [34]. Любой локальный класс Фиттинга явля­
ется Сх-классом.

В случае, когда £  — £. из теоремы 4.3.1 получаем
4.3.4. Следствие. Если со-локальные классы Фиттинга §  и Sj та­

ковы. что Char($) С ui или Char(fi) С и), то (fiPtSj), — (5©^)) П <£*.
Заметим, что следствие 4.3.4 дает утвердительный ответ на пробле­

му Лауша (проблема 8.30 [13]) для случая ш-локальных классов Фит­
тинга, характеристика которых является подмножеством множества ш.

В последнем разделе главы 4 мы выделяем семейства ш-локальных 
классов Фиттинга, для которых верно модулярное тождество.

Пусть X  и ф -  классы Фиттинга. Тогда через £  V2) (XV wi2)) обозна­
чают наименьший из классов Фиттинга, содержащий классы Фиттинга 
£  и 2) (соответственно наименьший иллокальный класс Фиттинга, со­
держащий классы Фиттинга £  и 2)).

Напомним, если £,2), 5  локальные классы Фиттинга и X С 5, то 
для них выполняется модулярное тождество, если:

(XVw/2 ) )n ^  = XVwi (2)ПЗ).
В частности, доказана
4.4.3. Теорема [47]. Пусть £ ,2 ),5 ,f)  - ш-локальные классы Фит­

тинга и 5, Sj - такие гомоморфы, что 5П1} = (1) и £  С 2)5,2) Ф £$Т 
Тогда если X  С 5, то

(XVui^))C\S = X V ut (2)П5).

Один из основополагающих результатов в теории классов Фиттин­
га в классе © всех разрешимых групп обобщение теорем Силова и



Холла, которое представляет теорема Гашюца-Фйіпера- Хартли |30|. о 
том. что для любого класса Фиттинга 5 в любой разрешимой группе 
G существуют JJ-инъокторы и любые два из них сопряжены в G.

Напомним, что если 5" класс Фиттинга, то подгруппа V группы G 
называется ее 3-инъектором [28|, если V n N  является ^-максимальной 
подгруппой в N для любой субнормальной подгруппы N группы G.

Расширение этого результата на случай класса (£ всех конечных 
групп в общем случае невозможно (например, уже для £  =  © и G =  Ац 
это неверно). Однако в этом направлении известна серия результа­
тов Л.А.Шсметкова (20, 21, 44], В.Г.Семснтовского [15], Го Вэньбиня 
(35, 36], которые выделяют классы сопряженных инъекторов в слу­
чае, когда группа G частично разрешима. Задача существования и со­
пряженности инъекторов для специальных случаев классов Фиттинга 
в произвольных группах также рассматривалась многими авторами. 
В частности, Форстером [32( доказано существование 91-инъекторов, 
где 01 локальный класс всех нильпотентных групп, Блессенолем и 
Лаус [25] доказано существование и сопряженность, а также получе­
на характеризация инъекторов для композиционного класса 01* ква 
зинидыютентных групп. Некоторые результаты при дополнительных 
ограничениях либо на класс Фиттинга либо на группу в этом направ­
лении можно найти в работах Иранцо и Переса Моназора [38]-[41]. 
В.С.Монаховым (14) доказано существование инъекторов в классе € 
для классов всех разрешимых тг-груип 0* и всех разрешимых групп 
6 .

Заключительная глава диссертации посвящена применению мето­
да Хартли для изучения классов сопряженных инъекторов в частич­
но разрешимых и произвольных группах и их характеризации. Основ­
ной результат первого раздела главы 5 теорема 5.1.3, описывающая 
классы сопряженных инъекторов ^-скованных групп для произведе­
ний классов Фиттинга.

Напомним, что если $  класс Фиттинга, то группа G называется 5- 
скованной, если Cg(G$) < Gy. Если X — S„X С £, то класс Фиттинга 
J C  I  называется доминантным в ЭС [28], если для любой группы G G 
X каждые две ^-максимальные подгруппы G, содержащие 5-радикал 
Gy группы G, сопряжены в G. Из того, что класс 5 доминантен в 
X, ввиду леммы IX.4.2 [28] следует, что каждая группа G € X  имеет 
единственный класс сопряженных инъекторов, которые являются в 
точности ^-максимальными подгруппами G, содержащими Gy. Если
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X — (£, то класс Фиттинга 3 называют просто доминантным.
5.1.3. Теорема [50, 51, 68]. Пусть X некоторый непустой класс 

Фиттинга, 2) доминантный класс Фиттинга, и З  — XX). Тогда для 
любой конечной группы G такой, что G/Gx Х)-скована, и ее подгруп­
пы V справедливы следующие утвержденияj

1) V является 3 -инжектором группы G тогда и только тогда, ко­
гда V/Gx является 2)-инжектором группы G/Gx!

2) 3-и т екторы группы G - это в точности все те ее 3 - макси­
мальные подгруппы, которые содержат ее 3-рпдикал G%;

3) в любой группе G существуют 3 -инъекторы и любые два из них 
сопряжены в G.

Заметим, что из теоремы 5.1.3 получены в качестве следствий как 
новые результаты, так и многие известные результаты Влессеноля- 
Лауе. Хартли, Фишера, Манна, Локетта, Франца, посвященные описа­
нию инъекторов для локальных и композиционных классов Фиттинга. 
Укажем только некоторые из них.

5.2.5. Следствие. В любой группе G существуют Х9Г-инжекторы 
и любые два из них сопряжены в G.

В случае, когда X = (1), из следствия 5.2.5 вытекает
5.2.6. Следствие (Блессеноль-Лауе, [25]). В любой группе G 

существуют квазипилъпотентные инъекторы и любые два из них 
сопряжены в G.

5.2.7. Следствие. В любой группе G такой, что G/Gx УІ-скована, 
существуют ХУ1-инъекторы и любые два из них сопряжены в G.

5.2.8. Следствие (Хартли, [37]). В каждой разрешимой группе 
G ее ХХ\-инъекторы - это в точности Х91-максимальные подгруппы 
G, содержащие ее ХУІ-радшал.

Если же X — (1), то из следствия 5.2.7 вытекает
5.2.9. Следствие (М анн, [43]). Каждая У1-скованная группа 

обладает единственным классом сопряженных 71-инъекторов.
5.2.10. Следствие (Фишер, [29]). В каждой разрешимой группе 

G ее нильпотентпые инъекторы это в точности все те из макси­
мальных нилъпотентных подгрупп G, которые содержат подгруппу 
Фиттинга F(G).

Ориентиром для поиска разрешимых Х-инъекторов в классе (£ слу­
жит следующая

Проблема (Л.А .Ш еметков, проблема 11.117 [13]). Пусть X С 
6  класс Фиттинга. Верно ли. что каждая конечная неразрешимая



группа обладает Х-инъектором ?
Понятно, из указанных выше результатов следует, что проблема 

Л.А.Шемсткова положительно решена для локального класса Фиттин­
га X  € {6 , б*, 91}.

Вместе с тем самостоятельный интерес представляет также задача 
отыскания классов сопряженных инъекторов в ^-разрешимых груп­
пах. Ориентиром здесь является известная в теории групп теорема 
С.А.Чунихина [17. 18] о существовании и сопряженности холловских 
7г-подгрупп ((^-инъекторов) в ^-разрешимой группе.

Классы сопряженных $ -инъекторов в ^-разрешимых группах 
впервые были найдены Л.А.Шеметковым [21]. Из результата 
Л.А.Шемсткова [21] следует, что для любого класса Фиат и ига $  С (£ в 
любой тг-разрешимой (л  =  7r(jJ)) группе G существуют 3-инъекторы и 
любые два из них сопряжены в G. Более того, Л.А.Шеметковым дока­
зано [20]. что в любой 7Г-разрешимой группе существует единственный 
класс сопряженных 7г-разложимых инъекторов.

Заключительный раздел диссертации посвящен применению локаль­
ного метода Хартли к решению задачи описания строения классов со­
пряженных ^-инъекторов 7г-разрсшимых групп.

Пусть 7г - непустое множество простых чисел и LH(k) = 
р, где h -  функция Хартли. Локальный класс Фиттин­

га #  называют классом Хартли [45], если — LH(h) для некоторой 
Н-функции h. Если Sj - класс Хартли, который определяется локально 
постоянной Н-функцисй h такой, что h(p) =  X для всех простых р е  л 
(л = Supp(h) ^  0), где X - непустой класс Фиттинга, и в* - класс 
Фиттинга всех тг-разрешимых групп, то имеет место

5.3.5. Теорема [68]. Для любой группы G из класса Х&п (в част­
ности, любой л-разрешимой группы) справедливы следующие утвер­
ждения:

1) в G существуют Sj-инъекторы и любые два из них сопряжены 
в G;

2) каждый 9)-инъектор V из G подгруппа вида Gx<t ,L, где L 
такая подгруппа группы G, что L/Gx  ~ некоторый УХ^-ипъектор

холловской л -подгруппы группы G/Gx-
5.3.6. Следствие. В любой конечной л -разрешимой группе суще­

ствует единственный класс сопряженных ХУ111 -инъекторов. В част­
ности, любая конечная л-разреишмая группа имеет инъекторы огра­
ниченной л-нильпотентпой длины и любые два из них сопряжены.
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ЗА К Л Ю Ч Е Н И Е

В диссертации решены следующие задачи: 
классифицированы и>-локальные классы Фиттинга посредством за­

данных свойств функций Хартли [68];
подтверждена гипотеза Локетта о структуре класса Фиттинга для 

оллокальных классов Фиттинга заданной характеристики и опроверг­
нута данная гипотеза для таких классов в общем случае [48, 49, 68];

найдены новые классы сопряженных инъекторов в классах Фит­
тинга всех конечных и всех конечных 7г-разрешимых групп [50, 51, 68];

описано строение инъекторов для классов Хартли д-разрешимых 
групп [68].
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Р Э З Ю М Э

Залеская Алена М ікалаеўна

К ласы  Фітынга з дадзенымі ўласцівасцямі 
функцый Хартлі

Ключавыя словы: канечная трупа, клас Фітынга, аклакальны клас 
Фітыпга, функцыя Хартлі, w-лакальная функцыя Хартлі.

У дысертацыі класіфікаваны а;-лакальныя класы Фітынга з дадзе- 
нымі ўласцівасцямі функцый Хартлі; падцверджана гінотэза Локета аб 
структуры класа Фітынга для сд-лакальных класаў Фітынга дадзенай 
характарыстыкі і абвергнута тэта гіпотэза для такіх класаў у агуль- 
ным выпадку; апісаны новыя класы спалучаных ін’ектараў у класах 
Фітынга ўсіх канечных і ўсіх кансчных 7г-вырашальных групп; анісана 
будова ін сктараў для класаў Хартлі 7г-вырашальных труп.

Усе асноўныя вынікі працы з’яўляюцца новымі. Яны маюць 
тэарэтычны характар і могуць быць выкарыстаны ў даслсдаваннях па 
тзорыі канечных труп, а таксами пры выкладанні спецкурсаў у дзяр- 
жуніверсітэтах і педінстытутах.
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Залесская Елена Николаевна

Классы Фиттинга с заданными свойствами 
функций Хартли

Ключевые слова: конечная группа, класс Фиттинга, ш-локальный 
класс Фиттинга, функция Хартли, ш-локальная функция Хартли

В диссертации классифицированы ^-локальные классы Фиттинга 
посредством заданных свойств функций Хартли; подтверждена гипо­
теза Локетта о структуре класса Фиттинга для ш-локальных классов 
Фиттинга заданной характеристики и опровергнута данная гипотеза 
для таких классов в общем случае; найдены новые классы сопряжен­
ных инъекторов в классах Фиттинга всех конечных и всех конечных тг- 
разрешимых групп; описано строение инъекторов для классов Хартли 
7г-разрсшимых групп.

Все основные результаты работы являются новыми. Они имеют те­
оретический характер и могут быть использованы в исследованиях по 
теории конечных групп, а также при чтении спецкурсов, преподавае­
мых в госуниверситетах и пединститутах.
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Zalesskaya Elena Nikolaevna

Fitting classes with given properties 
of Hartley functions

Key words: finite group, Fitting class, cu-local Fitting class, Hartley func­
tion, u;-local Hartley function.

The classification of cu-local Fitting classes with the help of the given 
properties of Hartley functions is obtained. A Lockett conjecture about a 
structure of a Fitting class for cu-local Fitting classes with given charac­
teristic is affirmed. The negative answer for the Lockett conjecture in the 
case of cu-local Fitting classes is obtained. The new classes of conjugate in­
jectors in all finite and finite 7r-soluble groups are described. The structure 
of injectors for Hartley classes of 7r-soluble groups is described.

All the main resuits of this thesis arc new. They have a theoretical signif­
icance and may be used in the investigations in the theory of finite groups, 
and also while teaching special courses at universities and pedagogical in­
stitutions.


