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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность гемы диссертации. Идея локализации — одна из ве­
дущих в теории групп. На протяжении трех последних десятилетий ряд 
глубоких и содержательных результатов в теории конечных разрешимых 
групп был получен благодаря систематическому развитию локального 
метода, предложенного в 1963 году В.Гашюцом Г іЗ  , что нашло свое 
отражение в серии современных монографических и учебных изданий 
Г2- -  6 ] При этом основным инструментом в исследованиях стало 

понятие локальной формации — класса групп, замкнутого относительно 
гомоморфных образов, конечных подпрямых произведений и фратти- 
ниевых расширений.

Со второй половины 60-х годов важное место в теории конечных 
разрешимых групп стали занимать исследования, связанные с радикаль­
ными классами (классами Фиттинга), т.е. классами групп, замкнутыми 
относительно нормальных подгрупп и их произведений. Идея изучения 
таких классов восходит к долгосрочной проірамме структурного анали­
за конечных групп, предложенной в 1938 году X.Фиттингом С? J . Яр­
кий результат в теории конечных разрешимых групп был получен в 1967 
году Гашюцом, Фишером и Хартли в основополагающей работе DU, где 
в терминах классов Фиттинга найдено изящное обобщение фундамен­
тальных теорем Силова и Холла.

Одно из ключевых понятий в теории ірупп— понятие радикала. 
Для каждого непустого класса Фиттинга £  ^-радикал группы — эго 
произведение всех ее нормальных .-р’-подгрупп. Используя локаль­
ный метод Гашюца, Л.А.Шсметков Г9 - 10 j  дач описание ^ р а д и ­
калов групп дня локальной формации Фиттинга £.

Принципиально новый локагьный метод изучения конечных раз­
решимых групп с помощью радикатов и радикатьных классов был пред­
ложен в 1969 году Хартли Гз 1 ] . Идея локализации Хартли состоит
в изучении классов групп в терминах f> -групп и радикалов, опреде­
ляемых отображениями (функциями Хартли) множества ]Р всех про-
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с'гых чисел во множество радикальных классов. Важность такого подхо­
да обусловлена прежде всего следующими обстоятельствами. Во- 
первых, теория формаций и радикальных классов развиваются по 
модулю 6̂-групп и многие часто встречающиеся в исследованиях классы 
групп определяются локально методом Хартли. Во-вторых, при таком 
подходе задача исследования классов групп редуцируется к задаче иссле­
дования значений функций Хартли.

Однако долгое время метод Хартли и его роль в теории конечных 
разрешимых групп не подвергалась достаточному исследованию. Только 
отдельные результаты в этом направлении были получены Хартли. 
Дарси, Шнакенбсргом, Бейдлеманом и Брюстером. Все они относились к 
изучению некоторых свойств инъекторов. В знаменитом докладе на 
Международной конференции по теории групп (Канберра, 1973 г.) Косей 
Д 2] специально подчеркивал трудность и важность развития локально­
го метода Хартли в теории конечных разрешимых групп.

В 70-е годы в теории конечных разрешимых групп сформировался 
ряд проблем, связанных с построением структурной теории радикальных 
классов. Среди них центральное место занимала общая проблема опре­
деления структуры радикального класса, известная в теории классов под 
названием “гипотеза Локетта”. Ее возникновение обусловлено фунда­
ментальными результатами Блессеноля-Ганпоца [15J и Локетта Д 4] , 
которые в т ерминах радикалов определили два обширных семейства ра­
дикальных классов: нормальные классы, а также классы, которые в 
даіьнейшем стали называть классами Локетта. Напомним, что если для 
радикального класса и любой группы С радикал Q содержит
ее коммутант, то S' называют нормальным и если ( G  х g )f  
= G-£ X С- £  для всех групп (7 , то S' называют классом Ло­

кетта. Пристальное внимание в изучению внутренней структуры таких 
классов и их взаимосвязи привело к следующей гипотезе.

Гипотеза (Локетт, 1974 } ІЛ4П ). Каждый ли радикальный классS 
определяется как пересечение некоторого нормального радикального
класса и класса Локетта, порожденного S- ?
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Примечателен гот факт, что в последующем гипотеза Локетта была 
подтверждена для следующих отдельных случаев локального радикаль­
ного класса: наследственного (Брайс, Косей, 1975 г.), классов вида Ж Tt. 
<3:2 .̂ Тк ' (Бейдлеман,Хаук, 1979 г . ), классов вида д£ ^  г) 
(Дерк, Хоукс, 1992 г., Х.6.10 [Д] ). Вместе с тем Бергер и Косей установи­
ли, что это предположение неверно для нелокальных радикальных клас­
сов Б связи с этим оставалось актуальным подтверждение или опровер­
жение гипотезы Локетта для локальных радикальных классов в общем
случае.

В дальнейшем усилия многих исследователей были направлены на 
поиск радикальных классов, удовлетворяющих гипотезе Локетта и из­
учение структуры нормальных радикальных классов. Причиной этого 
явились выдающийся результат Лауша [i 5’ ]  о том, что решетка
всех нормальных радикальных классов изоморфна решетке подгрупп 
бесконечной абелевой іруппы ( группы Лауша), и две его проблемы, 
сформулированные в “Коуровской тетради”.

Проблемы Лауша. (а) (1982 г., 8.30 П б ] ). Если радикальные клас­
сы S' и ^  удовлетворяют условию Локегга, то будет ли удовлет­
ворять условию Локетта их пересечение S' /Л 3^- ?

(б) (1984 г., 9.18 ). Существуют ли максимальные радикаль­
ные подклассы в минимальном нормальном радикальном классе ?

Заметим, что положительное решение вопроса (а) предполагает 
описание структуры пересечений радикальных классов. Естественность 
вопроса (6 ) обусловлена известным результатом Косей о том, что если 
радикальный класс S' максимален в классе т всех конечных разре­
шимых групп, то он нормален. Дальнейшее развитие вопроса (б) при от ­
рицательном его решении, на что обратил внимание Л.А.Шсметков, 
приводит к предположению о том, что максимальные радикальные под­
классы в нормальных радикальных классах, нормальны.

Многие задачи теории конечных разрешимых групп редуцируются 
к задаче характеризации наследственных радикальных классов (ради­
кальных классов, замкнутых относительно взятия подгрупп) и изучения 
структуры таких классов. Хоуксом [17] было высказано предполо­
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жение о том, что примитивные насыщенные формации (то же, что и то­
тально локальные в смысле терминологии А.Н.Скибы D  2] ) являются в 
точности замкнутыми относительно подгрупп формациями Фиттинга. 
Брайс и Косей подтвердили что предположение Хоукса. Л.А.111с- 
метковым было предложено применение концепции кратной локализа­
ции А.Н.Скибы для радикальных классов и сформулирована проблема.

Проблема Л.А.Шеметкова (1993 г., аналог проблемы Хоукса [17] ) 
Являются ли тотально локальные радикальные классы в точности на­
следственными радикальными классами ?

'Заметим, что положительное решение проблемы Л.А.Шеметкова 
представляет интерес как классификация наследственных радикальных 
классов, которая дает возможность определения их структуры посред­
ством описания значений функций Хартли.

Один из наиболее трудных и важных вопросов в построении струк­
турной теории радикальных классов — 'по задача классификации ради­
кальных классов.

В ттом направлении ориентиром могла бы служить знаменитая 
теорема Гашюца-Любезедер-Шмида о том, что формация определяется 
локально в точности тогда, когда она насыщена (формацию S- назы­
вают насыщенной, если из GA£>CG) € S- всегда следует £ € Я .  
Однако, как показал Хартли [l 1] , аналога этой теоремы для ради­
кальных классов получи ть невозможно. В 80-е годы серия известных ре­
зультатов Дёрка, Хаука, Ормерод, Косей привела к новым полезным ха­
рактеризациям отдельных семейств локальных радикальных классов по­
средством фраттиниевой двойственности в следующем смысле. Пусть V 

оператор замыкания и CG )  -наименьшая нормальная под­
группа группы G такая, что П М  )  2  Т  С-М )
для всех М <14 (> . Радикальный класс £  называется Т'-насы-
щенным, если из Y^- С G ) € S~ следует G €  S’ . Известно, 
что если $■ Т-замкнутый. то £  ^-насыщенный. В связи с этим
актуальна следующая проблема.
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Проблема фрапинисвой двойственности в классе разрешимых 
групп (Дерк, Хоукс,1992 г .,И ] с.829). Для данного оператора замыкания 
та кого, что S  п Т" , какие радикальные классы являю гея 

Т-насыщенными ?
Мри построении и изучении внутренних свойств радикальных клас­

се^ и формаций во многих принципиальных случаях основным инстру­
ментом являются произведения классов групп. Изучению свойств произ­
ведений радикальных классов и формаций посвящен ряд глубоких и со­
держательных результатов Л.А.Шеметкова, А.Н.Скибы, Гашгоца, 
Бейдлемана, Хаука, Косей и др. Важный аспект в изучении произведений 

решение задачи о возможности представления локальных радикаль­
ных классов (локальных формаций) в виде произведения нелокальных 
радикальных классов (нелокальных формаций). Такую задачу определил 
следующий круг вопросов в “Коуровской тетради”.

Проблемы факторизации (а) (1990 г., 11.25 a) f  16 2 ). Существу­
ют ли локальные произведения (отличные от класса и ^  ) ради­
кальных классов, каждый из которых нелокален и не является формаци­
ей ?

(б) (Л.А.Шеметков, А.Н.Скиба, 1984 г. ГібЗ ). Существуют ли ло­
кальные произведения нелокальных формаций конечных групп ?

Задачи изучения структуры радикальных классов тесно переплета­
ются с задачами изучения внутренней структуры самих групп. Еще в 60-е 
г оды с помощью радикалов Фишером и Хартли [l 13 было получено 
решение задачи строения -инъекторов групп для отдельных слу­
чаев класса Хартли: — класс всех конечных нильпотентных
группой Ті соответственно. В связи с этим представляет ин­
терес решение указанной задачи для класса Хартли ^  в общем 
случае.

Связь работы с научными программами и темами. Диссертация 
выполнена в рамках госбюджетной темы Гомельского госуниверситета 
“Развитие формационных методов теории групп и других алгебраиче­
ских систем”, входящей в перечень важнейших по Республике Беларусь.
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Настоящая работа была выполнена при частичной поддержке Между­
народной Соросовской Программы Образования в области точных наук.

Нель и задачи исследования. Развитие локального метода Хартли и его 
применение к решению указанных выше проблем теории конечных разреши­
мых групп.

Научная новизна полученных результатов. Вес основные результаты 
диссертации являются новыми, впервые полученные автором.

Практическая значимость полученных результатов Работа имеет теоре­
тический характер. Ее результаты могут быть использованы в исследованиях 
по гсории радикалов и радикальных классов ірупп, теории классов Фиттинга 
и формаций конечных групп, а также при чтении спецкурсов в университетах 
и пединститутах. Отдельные результаты диссертации неоднократно цитиро­
вались и применялись в статьях других авторов (см., например, [23-26]) и мо- 
и01 рафиях [2-4].

Основные положения диссертации, выносимые на защиту.
Развитие и применение локального метода Хартли в теории конечных 

разрешимых групп:
1. Решение следующих проблем структуры радикальных классов.

1 1) проблемы Локетта |44| о строении радикального класса для локальных 
радикальных классов;
1 2) проблемы Лауша (“Коуровская тетрадь” [16] , вопрос 9.18) о сущест­
вовании максимальных радикальных подклассов в минимальном нормальном 
радикальном классе;
1.3) проблемы Лауша (“Коуровская тетрадь” [16] , вопрос 8.30) о строении 
пересечения радикальных классов, удовлетворяющих гипотезе Локетта: для 
локальных радикальных классов и в неразрешимом случае;
1.4) проблемы Л.А.Шеметкова (аналог проблемы Хоукса [17] ) классифика­
ции и строения наследственных радикальных классов.

2. Решение проблемы Дерка-Хоукса (проблема 1, Х1.6 [4] ) о фратги- 
нивой двойственности для кратно локальных радикальных классов.

3. Решение проблем факторизации классов:
3.1) существования нетривиальных локальных произведений нелокальных 
радикальных классов (“Коуровская тетрадь” [16], вопрос 11.25. а));
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3.2) проблемы Л.А.Шеметкова и Н.А.Скибы существования локальных 
произведений нелокальных формаций (“Коуровская тетрадь” [Д б], во­
прос 9.58).

4. Решение задачи Хартли описания инъекторов.
Личный вклад соискателя. Все основные результаты диссертации 

получены автором самостоятельно и опубликованы в работах без соав­
торов.

Апробация результатов диссертации. Результаты настоящей дис­
сертационной работы неоднократно докладывались ее автором на семи­
наре по теории групп кафедры алтебры и геометрии Гомельского госу- 
ниверситега им.Ф.Осорины, па семинаре “Алгебра и логика-’ (Ново­
сибирск). на региональном семинаре Польского математического об­
щества (Зелена Гура (Польша)). Автор выступал с докладами на V1-XI 
Всесоюзных симпозиумах по теории групп (Черкассы, 1978 г.. Шушен­
ское, 1980 г., Сумы, 1982 г., Москва, 1984 г.; Гомель, 1986 г.; Свердловск, 
1989 г.), на XIV, XVI-XIX Всесоюзных алгебраических конференциях 
(Новосибирск, 1977; Ленинград, 1981 г.; Минск, 1983 г.; Кишинев, 1985 г; 
Львов, 1987 г. ), на П-Ш Международных конференциях по алгебре ( Бар­
наул, 1991 г.; Красноярск, 1993 г.), на Международной математической 
конференции (Кальск (Польша), 1988 г.), на Международной математи­
ческой конференции, посвященной 200-летию со дня рождения 
Н.И.Лобачевского (Минск, 1992 г.), на Международной математической 
конференции, посвященной 25-летию Гомельского i осуниверситета 
(Гомель, 1994 г.), на Международной конференции гю алгебре и кибер­
нетике, посвященной памяти С.А.Чунихина (Гомель, 1995 г.), на VI-VI1 
конференциях математиков Беларуси (Гродно, 1992 г.; Минск, 1996 г.).

Опубликованность результатов. Основные результаты диссертации 
опубликованы в 21 статьях в научных изданиях, 19 из которых выполне­
ны без соавторов, а также в 19 тезисах конференций.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из перечня 
условных обозначений, введения, общей характеристики работы, обзора 
результатов, трех глав основной части, выводов и списка использован­
ных источников, расположенных в алфавитном порядке, содержащего



167 наименований. Объем диссертации -  202 страницы машинописного 
текста.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Ниже охарактеризованы основные результаты диссертации по гла­
вам . Отметим , что все рассматриваемые группы предполагаются конеч­
ными и разрешимыми, если не оговорено противное. В книгах 
Л.А.Шемсткова Г2 ] , Л.А.Шеметкова. А.Н.Скибы ГзЦ и Дёрка, 
Хоукса [4 ]  можно найти все необходимые определения и обозначе­
ния, которые мы не приводам.

Глава 1 “Основы метода Хартли" имеет вспомогательный харак­
тер. Ее основная цель - нахождение общих закономерностей построения 
радикальных классов методом, предложенным Хартли [ i l ]  . Напом ­
ним, что произведением радикальных классов 36 и “Щ называют класс 
х щ  всех тех групп, факторгруппы по ^-радикалам которых 

принадлежат Щ0 . Хорошо известно, что щ -  радикальный класс 
и умножение радикальных классов ассоциативно.

Функцию JP  ----> {радикальные классы} назовем функцией
Хартли или просто /-/-функцией.

П > с I ь 7Г = $> ирр (ф) = {/> dP-' А/>) — носитель //-функции ф
Обозначим через LR(f) радикальный класс ^  Л  )

/если Тс - /  . го положим L R  С#) = 0 ), 
где (1) класс единичных групп. Класс S' называют локальным ради­
кальным классом или иначе локальным классом Фиггинга, если f-LROf) 
для некоторой /-/-функции ф . В этом случае будем говорить, что £  
локально определяется Н-функцией ф . Мы также будем предпола­
гать, по определению, что пустой класс является локальным радикаль­
ным классом.

Многие классы групп, часто встречающиеся в исследованиях, яв­
ляются локальными радикальными классами. Таковыми, например, яв­
ляются класс Т  всех разрешимых групп, класс всех нильпогентных 

ТТ-групп. класс Жц всех 7Г-нильпотентных групп, классы
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групп вида Э̂ Ж. и Э£ * , где Э£ —радикальный класс.
Кроме того, обширность семейства локальных радикальных классов 
подтверждает гот факт [47,551 , что всякий наследственный радикальный 
класс локален.

Заметим, что Хартли D 1] рассматривал функцию fi: ~ *■
\ радикальные классы }, где ^  ‘S  'tP Q P ) и радикаш.ный класс 
LH (1) &(к) ^тс'̂ ПГ ■ Такой класс локален. Это подтверж­

дает лемма 5 раздела 1.1. Класс LH СА) назовем классом Хартли. В 
частности, если для некоторого 7t £ Z  ,то положим LH(к) г /  .

Укажем еще один из универсальных способов построения классов с 
помощью / / -функцией, который мы будем использовать. Пусть f

/-/-функция и $>LR (4) - О  /С /3) ‘Т'р' , где тс -
(если ТГ = </> , то SL RC4)~Pm )■ Если Ж = S LR(f)  , то будем го­
ворить, что еР опрсделясгся полулокалыю /-/-функцией ^

Очевидно, £" = £ LR(f) для каждого радикального класса и
/-/-функции^ такой, что для всех С']Р  • Однако су­

ществуют нелокальные радикальные классы, которые определяются по- 
лулокально Н -функциями ф с /  С £upp(f)c]P . Например, если 
cf-{G-: S/oc?(5 ) ?  Z  ("G ) j  ,то  класс ,-С-инъекторы С?
имеют 2-индекс в QJ является нелокальным, хотя определяются полу­
локально //-функцией ф. такой, что ф(р) - Fit{ G С ^ : G  э  Opr(G) 
для /-/€  для всех jh 6 jP  (через /т '/^  обозначают радикальный
класс, порожденный множеством /Р ).

Ключевым моментом раздела 1.1 является следующая классифика­
ция /-/ -функций, определяющих локально класс £  .

Пусть к  локально определяется //-функцией ф . Тогда функцию 
ф назовем: 1) внутренней, если ф(ф)̂ £ для всех ф(~ФР ; 2) полной, 

если :[([')Ш~ф(р) для всех р(: ]Р : 3) полной внутренней, если f  однов­
ременно полная и шіутренпяя. Такая классификация оказалась полезной 
для всех дальнейших исследований, так как ввиду лемм 1.1.8 и 1.1.9 каж­
дый локальный радикальный класс определяется внутренней и даже пол­
ной внутренней //-функцией. Заметим, что это свойство является анало­
гом хорошо известного базисного свойства, полученного Картером,
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Хоуксом и Шмидом о том, что каждая локальная формация S  опре­
деляется единственным полным внутренним локальным экраном 
(максимальным внутренним локальным экраном) ^  таким, что 

- Ж^(р) с S' для всех /э 62?®. Однако как и дтя локальных клас­
сов Шунка (см.III.5 [дJ ) единственности полной внутренней Н-функ­
ции в радикальных классах нс наблюдается.

В разделах 1.2 и 1.3 главы продолжается описание общих законо­
мерностей построения локальных радикальных классов с помощью опе­
рации умножения радикальных классов.

Назовем произведение радикальных классов локальным, если 
у%} — локальный радикальных класс.

Основополагающий результат Гашюца-Шеметкова > IQ] в 
теории формаций групп о том, что произведение двух любых локальных 
формаций локально явился полезным ориентиром для дальнейших ис­
следований.

В разделе 1.3 доказан аналог этого результата дія радикальных 
классов.

1.3.7. Лемма. Произведение двух любых локальных радикальных 
классов является локальным радикальным классом.

Кроме того, описываются общие закономерности построения ло­
кальных произведений радикальных классов с помощью 

/-/-функций и изучаются локальные радикальные классы, представи­
мые в виде произведения двух радикальных классов, один из которых 
локален. Для этой цели используется идея частичной локализации, кото­
рая была предложена Л.А.Шсметковым [2С0 . Обозначим через EFitSC 
локальный радикальный класс, порожденный множеством групп ЭС 
Радикальный класс S  (по предложению Л. А. Шеметкова) назовем 

Тс-локальным, если -£ Fit S  "= S  Х /ттf (здесь ).
Основополагающей для построения локальных произведений ра­

дикальных классов является лемма 1.3.12, где доказано, что если ради­
кальные классы S  и ^  таковы, что ^  и Тс -SuppCA) ,то их
произведение S% локально в точности тогда, когда класс S  7t - ло­
кален.
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Пусть { ;fx ■' X € А }  - некоторое множество радикальных клас­
сов. Тогда их локальным объединением назовем класс € Г,'t 
который мы обозначаем через \ f* S- ̂

С использованием указанной выше характеризации локальных 
произведений и операции в заключение раздела 1.3 выявляются но­

т ы  е методы построения локальных радикальных классов. Это подтверж­
дается построением серии примеров локальных радикальных классов, 
которые состоят из всех тех групп, которые факторизуются их радика­
лами. Например, {£  %)'г Уе £ ) n={G-G -
где $• , — Q -замкнутые локальные радикальные классы,

f  = с І) > n e A f  ■
В разделе 1.4 продолжается классификация /-/-функций и рассматри­
ваются общие закономерности построения локальных радикальных 
классов посредством /-/-функций, определяемых свойствами прямых 
произведений радикалов групп. В отличие от свойства прямых произве­
дений корадикалов в теории разрешимых формаций, если S- — ради­
кальный класс, то J^-радикал прямого произведения двух групп в об­
щем случае не совпадает с прямым произведением .p -радикалов этих 
групп. Учитывая этот факт, Локетт [ 141 определил класс $■ , который 
является наименьшим радикальным классом, содержащим 5~ таким что 
для любых групп X  и V  имеет место ("X л У )  р* X  jr* х У,с* 
Локетт определяет также радикальный класс 5- как пересечение тех 
радикальных классов Э£ для которых <% * г У *  . Заметим, что в 
теории классов групп операторы Локетта оказались ключевым инстру­
ментом во многих глубоких исследованиях структуры классов и групп 
(см.главы Х-ХІ [ 4 ]  ). Это оказалось возможным благодаря ряду их за­
мечательных свойств и тому факту, что семейство радикальных классов 
У  г * (классов Локетта) является обширным. Так, радикальные 

классы, замкнутые хотя бы относительно одной из операций S! / (в 
частности, £  ) Q  , Rо , — классы Локетта.

Пусть /  — fl -функция. Определим /-/-функции X  и

следующим образом: X  X  ч Х / Х  и Х ( /Ь)-(У (Х *ДІ 151 всех f~> t  ІР ■
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Основополагающим для всех дальнейших исследований явился тот 
факт, что каждый локальный радикальный класс является классом Локетта 
и определяется локально посредством операторов Локетта. А именно, нами 
доказывается

1.4.10. Лемма Если S- LRf y )  , то S'= LR({*)-LR(~f*) =$'. 
Дальнейшее применение операторов Локетта связано с описанием мини­
мальных и максимальных л-функций. Заметим, что в общем случае, ра­
дикальный класс может иметь многие локальные и полулокальные задания. 
Поэтому, следуя терминологии Л.А.Шеметкова (.21 будем считать любое 
множество /-/-функцией Q? частично упорядоченным отношением ^  
следующим образом: если ^  ; f  Q , то В гом и только в
том случае, когда ^ (уь ) С ^  для всех Возникает проблема
описания минимальных и максимальных тлементов Q

Пусть Q  — множество всех /-/-функций , которые определяют 
локально S  .Тогда С2 имеет минимальный элемент - /-/-функцию/ 
такую, что /  (/>) ~ Г\ {$  (/>): £~- L R (д)} , /э G1Р.

Обозначение = LR С /) будет всегда означать, что /  — мини­
мальное локальное задание .

Минимальное полулокальное задание радикального класса определя­
ется аналогично. В этом случае обозначение £  - $ L R С/ ) будет всегда 
означать, что ^ минимальное полулокальное задание S' .

Полезным наблюдением, которое используется в дальнейшем для 
классификации радикальных классов, является описание минимальных и 
максимальных /-/-функций, полученное в 1 4 14

1.4.14. Лемма. Каждый локальный радикальный класс определяется 
максимальной /7 -функцией и единственной минимальной /7-фун­
кцией J  такими, что /С /0  =■{(?; (GxG)*,  входит подпрямо в
G * G }  и длявсех^збР

Заметим, что если £  - S L R С / ) и ь  £ д:($), то

І О )  -- Ft G А Н гг' (Н € £ )} .
Указанная лемма представляет интерес и с точки зрения двой­

ственности ее результатов хорошо известным результатом в теории фор­
маций о максимальных и минимальных экранах, которым были по­
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священы работы Дерка, И Іемсткова, Скибы, Соломона, Форстера 
и автора [24 — 30, 33-34]

Глава 2 диссертации “ Развитие сіруктурной теории радикальных 
классов” является основной. Она посвящена применению локального 
метода Хартли к решению проблем структуры и классификации ради­
кальных классов.

Первый блок открытых вопросов (решается в разделе 2.1 данной 
главы) связан с общей проблемой структуры радикальных классов, ко­
торая хорошо известна б теории классов групп как “гипотеза Локетта’,’
I Іапомнйм, что радикальный класс £* называют нормальным, если для 
любой группы Су ее радикал является ^-максимальной под­
группой в Q В теории радикальных классов известен следующий ре­
зультат Л окезл а [4 ^ ]  : тогда и только тогда радикальный класс сР 
нормален , когда гГ* = С учетом этого и свойства операторов
Локетта , д ія  любого радикального класса S- и любого нормаль
ною радикального класса Э£ выполняются соотношения:

С £  £ £*  и Локетт (1974г., D l4 l , с. 135) вы­
двинул гипотезу о том, что для любого радикального класса S- су­
ществует нормальный радикальный класс % такой ,что £ - - s * r \  э е .

Брайс и Косей (1975 г., С2.21  ) и другими методами Бергер 
(1978г.) подтвердили справедливость гипотезы Локетта для прими­
тивных насыщенных формаций (локальных наследственных ради­
кальных классов ). Однако позднее Бергер и Косей построили при­
мер нелокального радикального класса, для которого эта гипо­
теза неверна. В связи с этим приобрела актуальность проблема 
подтверждения ее для локальных радикальных классов в общем слу­
чае. В 1979 году Бейдлеман и Хаук подтверждают гипотезу Локетта для 
локальных радикальных классов двух типов: ЭСТС и Сле­
дующая теорема подтверждает гипотезу Локетта и ее обобщенный ва­
риант для любых локальных радикальных классов.

Теорема 2.1.14- Если радикальные классы £- Уд таковы, что т й  
то r  S' *П ^  * • В частности. S' удовлетворяет гипотезе Локетта.
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ственных

Заметим, что справедливость равенства П (справедли­
вость обобщенного варианта г ипотезы Локетта (см.Х.6. [А ]) была уста­
новлена ранее только для трех отдельных случаев локального радикаль­
ного класса S- и содержащего его, радикального класса : наслед-

S' 11 % — Брайсом, Косей (1975 г.), Дія локального
— Бризоном ( 1977г.,), для локального 

( Л  р̂ тс̂ ТС ^7с0 , локального наследственного — Дерком,
Хоуксом (1992г., X.6.10 1 4  J ). Отметим также, что при некоторых
orраничениях на класс £  теорема 2 .1.1.4 получила развитие в классе 
всех конечных групп в недавно вышедшей работе П.Галледжи Р Л .

Самостоятельный интерес представляют следствия из полученного 
результата, связанные с решетками секций и подсекций Локетта. Напом­
ним, если $■ радикальный класс, то Lock$ec£-{%' Эі радикальный класс 
и %*--£*} называют секцией Локетта и L o cA s^ ^ -j^ ^ flo c k S fC ^  

и называют подсекцией Локетта £  .
2.1 Л.6. Следствие. Для любого локального радикального подклас­

са радикального класса ^  решетка радикальных классов 
Locks u&(£ является полной , модулярной и атомарной. В
частности, решетка нормальных радикальных подклассов нормального 
радикального класса порожденного локальным радикальным классом, 
является полной, модулярной и атомарной.

Заметим [Б 6], что аналог известной теоремы Брайанта-Брайса- 
Хартли о конечности решетки подформаций одиопорожденной форма­
ции являет ся верным для нормальных радикальных классов.

А именно,если $■ ~ F i 't  , то решетка всех нормальных ради­
кальных подклассов нормального радикального класса, порожденного £ 
является конечной. В частности, конечна решетка всех нормальных ра­
дикальных подклассов однопорожденного нормального радикального 
класса.

Применение теоремы 2.1.1.4 наблюдается и во второй части разде­
ла 2.1. Она, посвящена решению проблем Лауша 8.30 и 9.18 из 
"Кауровской тетради’’ [ 1 6 ]  , связанных также с изучением решеток 
радикальных классов.
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Нулем считать, что для радикального класса S' выполняется усло­
вие Локетта в радикальном классе , если и

Легко видеть, что если для £  выполняется гипотеза Локетта, то для 
£• выполняется условие Локетта в о  , но не наоборот. Заметим, 

что радикальный класс (-~ct 2  3 , порожденный симметрической груп­
пой из трех символов, является примером такого класса.

2.1.2.5. Теорема (1) Если —локальные радикальные классы с
условием Локетта в классе 36 S '7Г' , то £С\ ^  — радикальный класс
с условием Локетта в ОС ;

(2) существуют неразрешимые радикальные классы сР и ^  такие, 

что = f n t ,  и 4 , - - % п % , т р п % \ * ( р п % ) п ч , ,
( % —класс всех конечных групп).

Из утверждения (1) указаннной теоремы для SC ~ 2Г" мы получаем 
положительный ответ на вопрос Лаута 8.30 Г іб і  для локальных ради­
кальных классов, из (2) мы имеем отрицательный ответ на этот вопрос в 
классе всех разрешимых и неразрешимых конечных групп

Радикачъный класс £  называется максимальным радикачьным 
подклассом радикального класса ос , если £сдС и из,

£  <= Ж  С & ,
где ж  -  радикальный класс, всегда следует, что -[Ж, ЭС} в теории
нормальных радйкаіьных классов известны результат Косей о том, что 
если £  максимальный радикальный класс в ‘2Р' , то £  нормаіен и 
проблема Лауша (9.18 [16] ) о существовании максимальных радикальных 
подклассов в минимальном нормаіьном радикальном классе. Огрица- 
тельный ответ на этот вопрос дает

2.1.2.6. Теорема В ^  нет максимальных радикальных подклассов
Заметим, что с помощью характеризаций нормальных радикальных

классов, полученных Локеттом и Косей, теорема 2.1.2.6 получает сле­
дующее развитие: если/максимальный радикальный подкласс в некотором 
нормальном радикальном классе ос , го нормален Кроме того,
ее аналог является верным для максимальных по сильному вложе­
нию радикальных подклассов в некотором радикальном классе. Ради­
кальный класс £  называется сильно вложенным в радикальном классе
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^  , если для любой группы G ее S'- инъектор содержится в неко­
тором ^-инъекторе G  . В 2.1.2.7 доказано, что в нет макси­
мальных по сильному вложению радикальных подклассов.

В разделе 2.2 локальный метод Хартли применяется для изучения 
структуры и классификации наследственных радикальных классов. Мы 
используем концепцию А.Н.Скибы CAS] .связанную с кратной ло­
кальностью. В соответствии с этой концепцией, будем считать каждый 
радикальный класс О-кратно локальным. Назовем радикальный класс 
1) /l-кратно локальным ( П. С/У* ), если £  локально определяется 
такой /-/-функцией, все непустые значения которой 
( n - i  )-кратно локальны; 2)готально локальным, если £  /1-кратно 
локален дня всех И €

Хоукс доказал , что каждая примитивная насыщенная формация 
(то же, что тотально локальная формация по терминологии А.Н.Скибы) 
является наследственной формацией Фиттинга и высказал предположе­
ние о том, что примитивные насыщенные формации это, в точности, на­
следственные формации Фиттинга. Брайс и Косей подтвердили это 
предположение Хоукса.

Л.А.Шеметков предюжил следующий аналог проблемы Хоукса: 
являются ли тотально локальные радикальные классы, в точности, на­
следственными радикальными классами ?

Обозначим через £> FlS ЭС наследственный радикальный класс; 
порожденный множеством групп 36 . Следующая теорема класси­
фицирует наследственные радикальные классы посредством //-фун­
кций и дает утвердительный ответ на вопрос Л.А.Шеметкова.

2.2.1.10. Теорема. (1) Радикальный класс £  является наследствен­
ным тогда и только тогда, когда для //-функции ф та­
кой, что г

Г(5Гт1{6^:С--Ол(Я)3) 'Sip .если уЬ етг(£)
У  -если /о £ П ГС£)

(2) Радикальный класс £  тотально локален в точности тогда, 
когда он наследственен.
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В разделе 2.2 мы также описываем процедуру построения семейств 
ненаследственных локальных радикальных классов. Заметим, что усло­
вие разрешимости в 2.2.1.10 существенно. Завершается раздел 2.2 по­
строением серии семейств локальных наследственных радикальных клас­
сов с помощью методов теории формаций. Ориентиром для таких иссле­
дований стала известная теорема Алы юрина-Томпсона о изоморфном 
вложении любой разрешимой группы в некоторую S C -группу (группу, 
в которой ее системной нормализатор Холла ( /^-нормализатор) и ее 
подгруппа Картера ( ^-проектор) совпадают, из которой вытекает, что 
класс всех 5) С-групп ненаследствсннен. В сравнение с этим представ­
ляет интерес, построенный нами, пример 2.2.2.8 из которого следует,что 
класс всех групп, в которых уЬ-ншть потентные нормализаторы и

^-нилыютентные проекторы совпадают, является локальным на­
следственным радикальным классом.
В разделе 2.3 продолжена классификация локальных радикальных клас­
сов посредством фраттиниевой двойственности. В теории групп идея из­
учения фратт иниевой двойственности восходит к работам Ито и Гашю- 
ца, в кот орых была определена и изучалась подгруппа С G )
группы G , двойственная ее подгруппе Фраггини ЯЬ> (Ст) как под­
группа, порожденная всеми минимальными подгруппами группы Q 
Знаменитый результат в теории формаций теорема Гашюца-Любезедер- 
Шмида о т ом, что формация локальна в точности тогда, когда она 
Е ф  -замкнута. Оператор Еф  называется фраттиниевым и его дей­

ствие па класс групп % определяегся следующим образом: ЕфХ ~{(у- 
Л -Ф (£) и G/M £ Э(} . Это послужило ориентиром для поис­

ка операторов , двойственных фраттиниевым и выяснению их роли в 
теории радикальных классов. Такие операторы были введены Дёрком и 
Хауком С-2 -1 ] . Однако оказалось, что Е '“-замкнутый радикальный
класс G ■ 3К G ч К € X  и %(№К} это в точности класс
всех Тт-групп ( ТС <= J P  ) и поэтому для характеризации радикальных 
классов Дёрк и Хаук предложили использовать фраттиниеву двойствен­
ность в следующем смысле. Пусть Т  -оператор замыкания и CG) 
наименьшая нормальная подгруппа группы G такая, что т (% Ш
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2 t ( M )  для всех ■ Радикальный класс £- называется
Е -замкнутым шш Т-насыщенным, если из V^,CG) £ всегда 
следует, что Q € S-. Общая проблема нахождения и характеризации 

'^-насыщенных радикальных классов в классе была сформули­
рована Дёрком и Хоуксом в XI.6 [ 4 1  для ,£ < Т ,  где о  -one-
ратор нормальной наследственности.

Пусть и — оператор, сопоставляющий каждому клас­
су групп ЭС пересечение всех чех Бг-кратно локальных радикальных 
классов, которые являются формациями и содержат %. .Следующая тео­
рема дает ответ на проблему Дерка-Хоукса (проблема 1, [41 .с.829) для
счетного множества радикальных классов и классифицирует локальные 
радикальные классы посредством формаций.

2.3.4. Теорема. Если Т  Бд-кра гно локальный радикальный класс, 
то является формацией в том и только в том случае, когда он Г-на- 
сыщен.

В разделе 4 главы 2 изучается структура и свойства произведений 
радикальных классов. Идея таких исследований восходит к классической 
ситуации в теории ірупп. когда изучаются классы групп, которые обла­
дают заданным свойством и представляются в виде произведения своих 
подклассов, каждый из которых обладает или не обладает этим свой­
ством. Исследованию этой ситуации в теории формаций была посвящена 
серия известных результатов Л.А.Шемсткова и А.Н.Скибы, в теории 
нормальных радикальных классов — Бейдлемана,Косей. Хаука, классов 
Локетта Дерка, Хоукса, Бризона.Стимулом изучения указанной си­
туации для локальных радикальных классов послужил вопрос 11,25а) [lCJ 
о существовании нетривиальных локальных произведений радикальных 
классов, каждый из которых нелокален и не является формацией. Заме­
тим, что если ЗС нетривиальный нормальный радикальный класс,то по 
т еореме Косей г и с$4’ локальное произведение нело­
кальных радикальных классов и и этим обусловлено требо
ванне нетраивиальности локальных произведений в формулировке ука­
занного вопроса. Вначале используя конструкцию радикального класса, 
предложенную Бергером и Косей, строится пример 2.4.4. который дает
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утвердительный ответ на этот вопрос. В последующем описываются об­
щие закономерности построения локальных произведений, определяе­
мых вопросом. Для этой цели мы используем радикальные классы, опре­
деляемые полулокально /-/-функциями. При этом, в частности, полез­
ной оказалась следующая характеризация таких классов: радикальный 

.класс S- -  SLR ( f ) , для некоторой //-функции /  с
/  с  K'-Supp (4) с  jP  , тогда и только тогда, когда ' - S-.

2.4.6. Теорема. Существует континуальное множество локальных 
радикальных классов ў  4 CJT' таких, что сР - 5-% ■ где
определяется полулокально А / - ф у н к ц и е й с  /  С S йрр({і)С j p  
и сР/. нелокален и не являегся формацией С = *>2 ).

Естественной является постановка вопроса двойственного 11.25 а).
Л.А.Шеметковым и А.Н.Скибой был сформулирован следующий 

вопрос: существуют ли локальные произведения нелокальных формаций 
конечных групп (вопрос 9.58. Гі 62  ).

В разделе 2.4 получено положительное решение и этого вопроса. 
Мы находим серию примеров в классе ‘Т' локальных формаций, пред­
ставленных в виде произведения двух нелокальных формаций. Для этой 
цели мы используем понятие функтора, которое в классе было вве­
дено Барнесом и Кегелем. Напомним, что отображение Т" класса ТР 
во множество классов групп называют функтором, если для любой груп­
пы С выполняются условия: 1) VCG) -  класс сопряженных подгрупп 
группы Q ; 2)1}^£t (Ĝ ) для любой іруппы S  и любого гомомор­
физма f  іруппы

Обозначим через функтор, сопоставляющий каждый группе С 
класс ее сопряженных холловских 7Г- подгрупп. Пусть А’/оТ л т X  
локальная формация, порожденная множеством групп X и Ot — 
формация всех абелевых групп. Положительный ответ на указанный 
вопрос Л.А.Шеметкова и А.Н.Скибы, в частности, дает

2.4.15. Теорема. Пусть $ С Тс с]Р  и S- - 1̂ п (Лпг. Тогда спра­
ведливы следующие утверждения:

1) если X -непустая формация, Т  -функтор и 
го формация локальна; §■ нелокальна и ;
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2) если ^  '{G'Tn(C)(0t} , то формация =(Цохгп£) 
локальна, а формации J7 и нелокальны.

Гак как 7Г — произвольное множество простых чисел, то из 2.4.15 
следует, что существует континуальное множество локальных произве­
дений нелокальных формаций £  и ^  таких, что - (Z^oxm £) ^  _

Третья, заключительная глава, диссертации посвящена групповым 
аспектам применения локального метода Хартли. Здесь решается задача 
характеризации jT-инъскторов для локальных радикальных классов. 
Такая задача впервые рассматривалась и была решена для отдельных 
случаев локальных радикальных классов Хартли С 111 .Напомним, 
ч го если 5- —радикальный класс, то подгруппа V группы Q 
называется ее ^-иньектором, если V  /О максимальная из
подгрупп группы Q , принадлежащих S- ( Я -максимальная 
подгруппа £  ) для любой нормальной подгруппы JV группы Q.

Изящная характеризация инъекторов для локального радикаль­
ного класса Ж всех ншгьпотентных групп была получена Фишером , 
где доказано, что ,-р-инъекторы группы это в точности все те ее 
^-максимальные подгруппы, которые содержат радикал Фиттинга.

Аналогичная характеризация <£- -инъекторов была получена
Хартли [ill  для случая класса Хартли ^  Ж как обобщение 
указанного результата Фишера.

В разделе 3.1 мы описываем инъекторы для класса Хартли в общем 
случае. Пусть ={ 'гЧ с : *  £  -А} — семейство попарно различных 
подмножеств множества сР QP) таких, что УР ~ ’А
и ^  - L /7 С&) — класс Хартли. Как показано в лемме 3.1.2, функ­
цию "ft , определяющую всегда можно выбрать таким образом, 
.„■о где непустые ради-
кальные классы. Пусть С- группа и (? /  произведение Ь(К\-ради- 
калов группы Q для всех X (г /V таких, что  ̂ . С учетом
предыдущих обозначений, справедлива

3.1.7. Теорема. Пусть ^  ~ LH (&) — класс Хартли.
(1) V  является -иньектором группы (Z тогда и только тог­

да. когда подгруппа У /С  является Я) -иньектором группы g / g a
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,лс 2 > ^
(2) Ц-инъекторы группы G это в точности вес тс подгруппы 

из G  , которые содержат ее ^ -радикал  и ^-максимальный Q.
В случае класса Хартли ^  ~ /'Л ̂  А (/>) 2 ^  самостоятельный

интерес предст авляет
3.1.8. Следствие. Подгруппа V  является ^-инъектором груп­

пы С в том и только в том случае, если V / 4  нильпотентный инь- 
ектор группы g / g 4  .

Как показывают примеры, характеризация jA-инъекторов, ана­
логичная характеризации Фишера в общем случае, когда S  — произ­
вольный локальный радикальный класс, невозможна. В связи с этим по­
иск таких характеризаций реально осуществить только для некоторых 
семейств локальных радикальных классов (по возможности, достаточно 
обширных).

Такая задача реализуется в разделе 3.2.
Пусть 4 /-/-функция, 7V--Supp(f) 1 /  и гТТ|ьегг 

Назовем /-/-функцию ^ постоянной, если = ф (% ) для
всех уЬ, £ €  7Г .

3.2.8. Теорема. Пусть S~^LR(S)  для некоторой полной по­
стоянной /7 - функции ^  с УГ - Подгруппа \ 2  яв­
ляется ^-иньекгором  группы G  тогда и только тогда, когда 
V / ^  холловская 7£-подіруппа G / G ^

Широкий спектр возможностей построения ,£"-иньекторов ДДЯ 
конкретных значений S' представляет

3.2.9. Следствие. Для каждого радикального класса S  = S L R(S)
с полной постоянной /-/-функцией и * $  и любой
группы G  подгруппы вида GKr G y  , где Ск' холловская 7t-под­
группа группы G  являются ее ^-инъекгорами.

Заметим также, что ,^2-иньекторы іруппы G  для локальных 
радикальных классов, определяемых условием теоремы 3.2.8, это в точ­
ности .^-максимальные в G  подгруппы, содержащие ее jT-радикал.
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В Ы В О Д Ы

В диссертации развит локальный метод Хартли и с помощью его в
теории конечных разрешимых групп решены:

1 Проблемы структуры радикального класса:
• 1.1) проблема Локетта о строении радикального класса для ло­

кальных радикальных классов ;
• 1.2) проблема Лауша (“Коуровская тетрадь", задача 9.18) о существо­

вании максимальных подклассов в минимальном нормальном ради­
кальном класса;

. 1.3) проблема Лауша (“Коуровская тетрадь", задача 8.30) о строении 
пересечений радикальных классов, удовлетворяющих гипотезе Локет­
та: для локальных радикальных классов (положительное решение), в 
неразре-шимом случае (отрицательное решение);

• 1.4) проблема Л.А.Шеметкова (аналог проблемы Хоукса [17) ) клас­
сификации и описания строения наследственных радикальных классов.

2. Задача Дерка-Хоукса (проблема 1, XI. Г 4 1  ) о фрапиниевой
двойственности для кратно локальных радикальных классов.

3. Проблемы факторизации:
. 3.1) проблема существования нетривиальных локальных произведений 

нелокальных радикальных классов (“Коуровская тетрадь", задача 
11.25 а)) и , двойственная ей;

• 3.2) проблема Л.А.Шеметкова и А.Н.Скибы существования локальных 
произведений нелокальных формаций (“Коуровская тетрадь”, задача
9.58).

4. Задача Хартли описания инъекторов.
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Р Э 3 Ю М Е

Вараб'еў Мікалай Цімафеевіч 
Развіцце лакалыіага метада Хартлі 

ў тэорыі канечных вырашальных груп

Ключавыя словы: канечная вырашалыіая грутіа, радыкал, рады- 
кальны клас, лакальны радыкальны клас, функцыя Хартлі, клас Хартлі, 
ін'ектар, фармацыя.

У дысертацьгі для пабудовы структурнай тэорыі радыкальных класаў 
канечных вырашальных груп (класаў Фітынга) развіты і выкарастаны 
лакальны метад Хартлі. С дапамогай гэтага метада вырашаны шэраг 
вядомых праблсм тэорыі класаў канечных вырашальных груп: 
надцверджана гіпотыза Локета аб структуры радыкальнага класа для 
накальных радыкальных класаў , дзве праблемы Лауша аб рашотачных 
уласцівасцях нармальных радыкальных класаў, Л.А.Шеметкова структу­
ры і класіфікацыі спадчынных радыкальных класаў, праблсма Дзсрка- 
Хоукса аб фратынеевай двоіснасці для кратна накальных радыкальных 
класаў, праблемы фактарызацыі радыкальных класаў і лакапьных фарма- 
ный. Вырашана задача Хартлі апісання йн’ектараў з дапамогай радыкатаў

Усе асноўныя вынікі работы з'яўляюцца новымі, маюць тэарэ- 
тычны харакгэр і могуць быць выкарасіаны ў даследаваннях па тэорьп ра- 
дыкалаў и радыкальных класаў ірун, па тэорьп класаў Фітынга і фармадый 
канечных груп, а таксама пры выкладанні спецкурсаў ва унівсрспэтах і 
педшстыгугах.
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Р Е 3 Ю М Е

Воробьев Николай Тимофеевич 
Развитие локального метода Хартли 

в теории конечных разрешимых групп

Ключевые слова: конечная разрешимая группа, радикал, ради­
кальный класс, локальный радикальный класс, функция Хартли, класс 
Хартли, инъектор, формация.

В диссертации для построения структурной теории радикаль­
ных классов конечных разрешимых труни (классов Фиттинга) развит и 
применен локальный метод Хартли С помощью этого метода решен ряд 
известных проблем теории классов конечных разрешимых групп: под­
тверждена гипотеза Локетта о структуре радикального класса для ло­
кальных радикгшьных классов, две проблемы Лаута о решеточных 
свойствах нормальных радикальных классов, проблема Л.А.Ше-меткова 
структуры и классификации наследственных радикальных классов, 
проблема Дёрка-Хоукса о фраттиниевой двойственности для кратно 
локальных классов, проблемы факторизации локальных радикальных 
классов и локальных формаций Решена задача Хартли описания инъек- 
торов посредством радикалов.

Вес основные результаты работы являются новыми. Они имеют тео­
ретический характер и могут быть использованы в исследованиях по тео­
рии радикалов и радикальных классов групп, по теории классов Фиттинга 
и формаций конечных групп, а также при чтении спецкурсов в университе­
тах и пединститутах.
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S IJ M М ARY

Vorobyov Nikolay Timofeevich 
The development of the local Hartley's method 

in the theory of finite solvable groups

Key words: finite solvable groups, radical class, llarlcy's function, 
Hartley's class, injector, formation.

In the thesis the local Hartley's method has been developed and 
applied for a construction of structural theory of the radical classes of finite 
sobvable groups (Fitting classes). With the help of this method the senes of 
famous problems of the theory of classes of finite solvable groups have been 
solved (Lockett conjecture about a structure of a radical class for local radical 
classes, two Lausch problems about lattice properties of normal radical 
classes, Shcmetkov problem of a structure and classification of subgroup-closed 
radical classes, Doerk-Hawkes problem about Frattim duality for multiply local 
radical classes, the problems of lactonzations of local radical classes and local 
formations have been solved). The Hartley's problem of the description of 
injectors by means of radicals has been solved.

ATI the main results of the thesis are new. They are of great theoretical 
value and can be used m the investigations connected with radicals and radical 
classes theory of groups and Fitting classes and formations theory of finite 
groups as well as for leaching students at umversitics.


