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КРАТКОЕ ВВЕДЕНИЕ

Одним из основных направлений исследований в теории групп и их клас­
сов являе тся развитие и обобщение еиловской теории. Это. прежде всей), при­
водит к задаче нахождения новых канонических классов сопряженных под­
групп в конечных группах аналогов подгрупп Силова и Холла. Крупный 
вклад в построение неарифметической еиловской теории (силовская теория 
базировалась рапсе на свойствах порядков подгрупп) обобщение в терми- 
паЗс формаций фундаментальных теорем Силова1, Холла* 2 3 и Картера'1 -  пред­
ставляет теорема Гаппоца4 о том, что в классе 6  всех конечных разрешимых 
групп для любой насыщенной формации 5  в каждой группе существуют 
5-покрывающие 'подгруппы и любые две из них, сопряжены.

Напомним, что если 5 — класс групп, то подгруппу £  е J  группы G 
называют ^-покрывающей, если Е  покрывает каждый фактор из 5  всякой 
промежуточной группы между Е  и G, т.е. из Е < Н < G, К  <G  и Н /К  £ 5  
следует Н = ЕК.

Продолжая развитие еиловской теории, Фишер5 определил класс групп 
5, замкнутый относительно нормальных подгрупп и произведений нормаль­
ных ^-подгрупп, и подгруппу F  £ 5  группы G, которая содержит все нор­
мальные 5-подгруппы каждой промежуточной группы между F  и G. Такие 
объекты в теории классов называют классами Фиттинга и 5-подгруппами 
Фишера. Было установлено5, что для любого класса Фиттинга J C 6 b любой 
группе G £ б  существуют 5-подгруппы Фишера и любые две из них сопряже­
ны в случае, когда класс 5 частично наследственен, т.е. замкнут относительно 
подгрупп вида P N , где Р — силовская и N  — нормальная подгруппа группы
G е 5-

Дальнейшее развитие еиловской теории привело к новому изящному 
обобщению теорем Силова и Холла: Гашюцом, Фишером, Хартли6 было до­
казано, что для любого класса Фиттинга 5  С 6  в каждой группе G £ & 
существуют 5-инъекторы и любые два из них сопряжены.

При этом 3-инъектар G -  такая ее подгруппа V , что V  П N  является 
5-максималыюй подгруппой в N  для любой субнормальной подгруппы N

!Sylow, M.L. Theoremes sur 1 еь groupes de substitutions /  M.L. Sylow / /  Math. Ann. - 1872. Vol. 5.
P. 584-594.

2Hall, P. A note on soluble groups / P. Hall / /  Л. London Math. Soc. -  1928. -  Vol. 3. P. 98-105.
3Carter, R.W. Nilpotent self-normalizing subgroups of soluble groups /  R.W. Carter / /  Math. Z. 1961. - 

Bd. 75. S. 136 139.
4Gasehutz, W. Zur Thcorie dcr endliehen aufiosbaren Gruppen /  W. Gaschiitz / /  Math. Z. -  1963. -  Bd. 80, 

N 4. S. 300- 305.
^Fischer, B. Klassen konjugiertor Untergruppen in endliehen aufiosbaren Gruppen: Habilitationschrift. - 

Universitat Frankfurt (M). B. Fischer - Frankfurt (M). 1966.
6Fischer, B. Injektoren endlicher aufidsbarer Gruppen / B. Fisclier, W. Gaschiitz, B. Hartley / /  Math. Z. 

1967. Bd. 102, 5. S. 337-339.
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группы G.
По предложению Хартли7, частично наследственные классы из работы5 

стали называть классами Фишера. Важная роль таких классов обусловлена, 
прежде всего, теоремой Хартли7 о том, что для любого класса Фишера J C 6  
в группе G £ 6  ее 3-подгруппы Фишера — это, в точности, g-ин ьекторы G. 
Вместе с тем, Дарк8 показал, что существуют такие разрешимые классы Фит­
тинга 3 и группы G G 6 , для которых S-подгруппы Фишера G нс являются 
S-инъекторами G. В связи с этим актуальна задача описания классов Фит­
тинга (в частности. классов Фишера), для которых S-инжекторы. группы 
(в общем случае неразрешимой) и ее S-подгруппы Фишера совпадают.

Начиная с 70-х годов прошлого столетия, благодаря результатам Локет­
та9, Хоукса10 * и Дерка-Хоукса11 стала формироваться алгебра разрешимых 
классов Фишера. В частности, в классе 6  было установлено910, что произ­
ведение двух любых классов Фишера является классом Фишера, а сам класс 
Фишера S состоит из всех тех групп, нильпотентные корадикалы которых 
субнормально вложены в группы из 3- Кроме того, было показано11, что раз­
решимая насыщенная формация является классом Фишера тогда и только 
тогда, когда все значения ее канонического локального спутника — классы 
Фишера. Все это приводит к задаче изучения свойств произведений классов 
Фишера и нахождения, их характеризаций в классе <£ произвольных конеч­
ных групп.

Одной из важных задач при изучении алгебры классов групп являет­
ся задача описания методов построения классов Фиттинга и формаций при 
помощи заданных свойств холловых подгрупп (см. например, главы IX X 
книги11). Ориентиром для таких исследований служит следующая

Гипотеза (Л.А. Шеметков12, проблема 19). Пусть тх некоторое 
множество простых чисел, S насыщенная формация. Тогда С„ S на­
сыщенная формация (CVS класс всех конечных групп, в которых холловы 
тт-подгруппы существуют., сопряжены и являются 3-подгруппами).

7Hartley, В. On Fisher’s dualizalion of formation theory / В. Hartley / / l’roc. London Math. Sue. 1909. 
Vol. 3, № 2. -  P  193-207.

5Fischcr, B. Klassen konjugiertor Untergruppen in rndlichen auflosbaren Gnippcn: Habilitationschrift. -  
Universitat. Frankfurt. (M). /  B. Fischer Frankfurt (M), 1900.

rtDark, R. Some examples in the theory of injectors of finite soluble groups / R. Dark 0 Math. Z. -  1972. 
Bd. 127. - S. 145 150.

9Lockett, F.P. On the theory of Fitting classes of finite soluble groups Ph.l), thesis: University of Warwick./ 
F.P. Lockett. - Warwick, 1971.

l0Hawkes, T.O. A Fitting Class Construction T O. Ilowkos ' Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. -  1976. 
-  Vol. 80. -  P. 437-446.

u l)oerk, K. Finite Soluble Groups /  K. Doerk, T. O. Hawkes. - Berlin New York : Walter de Gruyter & Co.. 
1992. - 891 p. -  (De Gruyter Expo. Math., vol. 4).

1-Шеметков. . I А. Формации конецtt.tx групп ,1. А. Шемстков. \L  : Наука. Гл. ред. фю.-матем. лит. 
1978. - 272 с. (Соврем, алгебра).
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В теории локальных классов Фиттинга в классе б  справедливость ана­
лога гипотезы Шеметкова подтверждена13. Известно, что всякий локальный 
класс Фиттинга является классом Фишера, хотя обратное, в общем случае, 
неверно. В связи с этим представляет интерес следующий

Аналог гипотезы Шеметкова. Пусть тг — некоторое мпооюество 
простых чисел, J  -  класс Фишера. Доказать, что класс Сп$  -  класс Фи­
шера.

Многие исследования по теории конечных групп связаны с изучением та­
ких классов Фиттинга в классе 1 C  6 , для которых (у-инъекторы являются 
нормальными подгруппами в каждой группе G € X. Такие классы называют 
нормальными в X. Основополагающей в этом направлении исследований яв­
ляется работа Блессеноля-Гашюца14, где существенное различие между тео­
рией формаций и классов Фиттинга подтверждено построением серии нетри­
виальных примеров разрешимых нормальных классов Фиттинга, которые не 
являются формациями, а также доказано, что пересечение любого множе­
ства нормальных классов Фиттинга в классе Фишера б  является нормаль­
ным классом Фиттинга в б . Это приводит к постановке следующей общей 
задачи: доказать, что пересечение любого множества классов Фиттинга, 
нормальных в классе Фишера X, является классом Фиттинга, норм,алъным 
в X. Данная задача для класса Фиттинга X — X2 известна как проблема 
Дерка-Хоукса (см. проблема11, с. 716).

Следует отметить, что все ранее известные исследования классов Фише­
ра ограничивались лишь рамками универсума б  всех конечных разрешимых 
групп. Таким образом, актуальным является изучение алгебры классов Фи­
шера и ее применение к решению указанных выше задач в классе конечных 
(в общем случае неразрешимых) групп. Этому и посвящена настоящая дис­
сертация.

ОБЩ АЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами, темами
Диссертационное исследование выполнялось в рамках:

составной части задания «Приложение теории радикалов и классов 
Фиттинга к исследованию конечных групп» учреждения образования «Ви­
тебский государственный университет имени II.М. Машерова», входящего

13Загурский, В. Н. Классы Фиттинга с заданными свойствами холловых подгрупп /  В.Н. Загурский, 
Н.Т. Воробьев / /  Математические заметки. - 2005. Т. 78, -  Выпуск 2. -  С. 234 240.

14Blessenohl, D. Uber погшаіе Schunk- und Fittingklassen /  D. Blessenohl, W. Gaschutz / /  Math. Z. 1970. 
-  Bd. 118. -  S. 1 8.

11Doerk, K. Finite Soluble Groups /  K. Doerk, T. O. Hawkes. - Berlin New York : Walter de Gruyter fa Co., 
1992. - 891 p. (I)e Gruyter Expo. Math., vol. 4).
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в Государственную программу фундаментальных исследований Республики 
Беларусь «Исследование математических моделей и их применение к анализу 
систем, структур и процессов в природе и обществе» (шифр «Математические 
модели 04»), тема входила в план важнейших научно-исследовательских ра­
бот в области естественных, технических и общественных наук по Республике 
Беларусь, утвержденный решением Президиума НЛН Беларуси № 907 от 12 
мая 2006 г., выполнялась в 2006-2010 гг, регистрационный номер БелИСА — 
20062003;

составной части задания «Развитие локальных методов исследования 
радикалов и классов Фиттинга и их применение в теории конечных групп» 
(Конвергенция 1.1.03.5). входящего в государственную программу научных 
исследований на 2011-2015 годы «Междисциплинарные научные исследова­
ния, новые зарождающиеся технологии как основа устойчивого инновацион­
ного развития» (ГППИ «Конвергенция»), подпрограмма «Разработка и ис­
следование математических методов и их применение для решения актуаль­
ных проблем естествознания, техники, экономики и социальных наук» («Ма­
тематические методы»), регистрационный номер БелИСА 20111880;

гранта БРФФИ на 2011-2012 гг. «Классы конечных групп с заданны­
ми свойствами канонических подгрупп», номер госрегистрации в БелИСА -- 
20114649;

гранта Министерства образования Республики Беларусь для студентов 
па 2009 г. «Классы Фишера конечных групп», номер государственной реги­
страции БелИСА 2009019 и гранта Министерства образования Республики 
Беларусь для аспирантов па 2013 г. «Инъекторы и подгруппы Фишера ко­
нечных групп», регистрационный номер БелИСА — 20130805.

Цель и задачи исследования
Целью диссертации является разработка новых методов исследования 

классов конечных групп и их применение к нахождению основных структур­
ных свойств и закономерностей алгебры классов Фишера конечных групп. 
Для достижения этой цели было необходимо решить следующие задали:

определить на множестве классов Фишера алгебраические операции за­
мыкания, умножения и посредством этих операций описать структуру клас­
сов Фишера и формаций Фишера;

разработать общие методы построения классов Фишера при помощи 
холловых операторов, па основе которых подтвердить аналог гипотезы Ше- 
меткова для классов Фишера в случае их 7г-разрешимости (см. гипотезу о 
построении насыщенных формаций12, проблема 19);

12Шеметков. Л. А. Формации коночных групп , Л. А. Шеметков. М. : Наука. Гл. род. физ.-матем. лит. 
1978. 272 г. (Соврем, алгебра).
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решить проблему Дерка-Хоукса (1992 г.) о пересечении классов Фит­
тинга, нормальных в идемпотентном классе Фиттинга, для частично разре­
шимого класса Фишера X без условия его идемпотентности: доказать, что в 
этом случае пересечение любого множества классов Фиттинга, нормальных 
в X, -- класс Фиттинга, нормальный в Х\

описать необходимое и достаточное условие совпадения подгруппы Фи­
шера и инъектора во множестве Фишера конечной группы (в общем случае 
неразрешимой) и найти в ней новый канонический класс сопряженных под­
групп Фишера.

Объектом, исследования является алгебра классов Фишера конечных 
групп.

Предмет чередования -  структурные свойства классов Фишера и их 
применение для построения классов конечных групп и канонических классов 
сопряженных подгрупп конечных групп.

Положения, выносимые на защиту

1. Описание структуры классов Фишера и формаций Фишера при помощи 
операций умножения и замыкания (теоремы 2.2.9 [2-Л] и 2.3.6 |3-Л|).

2. Подтверждение аналога гипотезы Шеметкова (Л.А. Шометков12, про­
блема 19) в случае ^-разрешимых классов Фишера: доказательство теоремы 
о том, что для любого множества простых чисел 7Г и класса Фишера £ класс 
всех 7Г- разрешимых групп, холловы 7г-подгрупиы которых принадлежат 5, 
является классом Фишера (теорема 3.3.4 |4-А|).

3. Положительное решение проблемы Дерка-Хоукса (см. проблема* 11, с. 
716) об алгебраичпости операции пересечения па множестве подклассов Фит­
тинга, нормальных в идемпотентном классе Фиттинга, для частично разре­
шимого класса Фишера без условия его идемпотентости (теорема 4.3.7 |5-А|).

4. Описание необходимого и достаточного условия совпадения F- 
нодгруппы Фишера с F -инъектором во множестве Фишера F  конечной груп­
пы с разрешимой факторгруппой по ее F -радикалу и нахождение в этой 
группе нового канонического класса сопряженных F -подгрупп Фишера (тео­
рема 5.3.2 и следствие 5.3.9 |б-А]).

Все результаты диссертации являются новыми, впервые получены авто­
ром.

12Шеметков, Л. А. Формации конечных групп /  Л. А- Шеметков. М. : Наука. Гл. ред. физ.-матем. лит. 
-  1978. -  272 г. -  (Соврем, алгебра).

l lDoerk, К. Finite Soluble Groups /  К. Doerk, Г. О. Hawkes. Berlin-New York : Walter de Gruytcr h  Co., 
1992. - 891 p. (De Gruyter Expo. Math., vol. 4).
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Личный вклад соискателя
Вес основные результаты диссертации получены автором самостоятель­

но. Научным руководителем были поставлены задачи и предложена методика 
их исследования. В совместных с. научным руководителем работах [1-Л, 2-А, 
4-Л, 7-Л, 9-А, 10-А, 12-Л, 14-А, 16-А, 24-Л] основные идеи и методы принад­
лежат научному руководителю, а их реализация соискателю. Остальные 
работы выполнены самостоятельно и опубликованы без соавторов.

Апробация результатов диссертации
Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на ал­

гебраическом семинаре кафедры алгебры и геометрии Гомельского государ­
ственного университета имени Ф. Скорины; на Международной алгебраиче­
ской конференции «Классы групп, алгебр и их приложения», посвященной 
70-летию со дня рождения Л. А. Шеметкова (Гомель, 9-11 июля 2007 г.); наХ 
Республиканской научно-методической конференции молодых ученых (Брест,
15-16 мая 2008 г.); на Международной алгебраической конференции, посвя­
щенной 100-летию со дня рождения А.Г. Куроша (Москва, 28 мая-3 июня 
2008 г.); на Международной научной конференции «X Белорусская мате­
матическая конференция» (Минск, 3-7 ноября 2008 г.), на Республиканской 
научно-практической конференции студентов, аспирантов и молодых ученых 
«Ш Машеровские чтения» (Витебск, 24-25 марта, 2009 г.); на XV(62) Ре­
гиональной научно-практической конференции преподавателей, научных со­
трудников и аспирантов «Паука образованию, производству, экономике», 
посвященной 100-летию со дня основания УО «ВГУ им. П.М. Машерова» (Ви­
тебск, 3-5 марта 2010 г.); на Международной алгебраической конференции, 
посвященной 70-летию А.В. Яковлева (Санкт-Петербург, 19-21 июня 2010 г.); 
на Международной научно-практической конференции студентов, аспиран­
тов и молодых ученых «IV Машеровские чтения» (Витебск, 28-29 октября 
2010 г.): на XVI(63) Региональной научно-практической конференции препо­
давателей, научных сотрудников и аспирантов «Наука образованию, произ­
водству, экономике» (Витебск. 16-17 марта 2011 г.); на 8-ой Международной 
алгебраической конференции в Украине, посвященной 60-лотию со дня рож­
дения профессора В.М. Усенко (Луганск, 5-12 июля 2011); на Международной 
научно-практической конференции студентов, аспирантов и молодых ученых 
«V Машеровские чтения» (Витебск, 29-30 сентября 2011 г.); па Международ­
ной научно-практической Интернет-конференции «Инновационные техноло­
гии обучения физико-математическим дисциплинам», посвященной 60-летию 
доктора физико-математических наук, профессора Н.Т. Воробьева (Витебск. 
21-22 июня 2011 г.); на XVil(64) Региональной научно-практической конфе­



ренции преподавателей, научных сотрудников и аспирантов «Наука образо­
ванию, производству, экономию;» (Витебск, 14-15 марта 2012 г.); на Между­
народной математической конференции, посвященной 70-летию профессора 
В.В. Кириченко (Николаев, 13-19 июня 2012 г.); на Международной алгебра­
ической конференции, посвященной 100-летию со дня рождения С.Н. Черни­
кова (Киев, 20-26 августа 2012 г.); па Международной научно-практической 
конференции студентов, аспирантов и молодых ученых «VI Машеровские 
чтения» (Витебск, 27-28 сентября 2012 г.); на Международной научной конфе­
ренции «XI Белорусская математическая конференция» (Минек, 4-9 ноября 
2012 г.); па XVIII(65) Региональной научно-практической конференции пре­
подавателей, научных сотрудников и аспирантов (Витебск 14-15 марта 2012 
г.); на 9-ой Международной алгебраической конференции в Украине (Львов.
8-13 июля 2013 г.); на Международной научно-практической конференции 
студентов, аспирантов и молодых ученых «VI Машеровские чтения» (Ви­
тебск, 24-25 сентября 2013 г.).

Опубликованность результатов диссертации
Основные результаты диссертации опубликованы в 6 статьях и в 21 те­

зисах и материалах докладов конференций. Общий объем опубликованных 
материалов -  5,115 авторских листа, в том числе: статьи в научных журна­
лах — 3,24 авторских листа, тезисы и материалы докладов конференций — 
1,875 авторских листа. Общее количество страниц опубликованных материа­
лов 74.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, общей 

характеристики работы, пяти глав основной части, заключения и библио­
графического списка в алфавитном порядке в количестве 82 наименований. 
Объем диссертации -  99 страниц, из них 11 страниц составляет библиогра­
фический список.

Автор выражает глубокую признательность своему научному руководи­
телю кандидату физико-математических паук, доценту Залесской Елене 
Николаевне за внимание и помощь, оказанные им при написании данной дис­
сертации.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖ АНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Все рассматриваемые в диссертационной работе группы предполагаются 
конечными. В определениях и обозначениях мы следуем11.

u Doerk, К. Finite Soluble Groups /  К. Docrk, Т. О. Hawkos. Beilin New York : Walter de Gruyter & Co., 
1992. 891 p. (De Gruyter Expo. Math., vol. 4).
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Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, общей 
характеристики работы, пяти глав основной части, заключения и библиогра­
фического списка.

Глава 1 «Постановка задач и предварительные сведения» содержит ана­
литический обзор) литературы по теме диссертации. В данной главе изложены 
этапы развития алгебры разрешимых классов Фишера и па основе проведен­
ного анализа литературных источников сформулированы основные задачи 
диссертационной работы.

Ключевым понятием диссертационного исследования является понятие 
класса Фишера. Класе Фиттинга д называется классом Фишера7, если из 
условий G £ 5, K<G. К  < II < G и I I / К  является р-гріуппой для некоторого 
простого р следует I I  £ Заметим, что семейство таких классов обширно: 
оно содержит все наследст венные классы Фиттинга.

Основные результаты диссертации представлены в главах 2-5. Глава 2 
«Операции на классах Фишера» посвящена изучению свойств операций умно­
жения и замыкания на. множестве классов Фишера произвольных групп и ха­
рактеризации классов Фишера и частично локальных формаций в тершинах 
этих операций. Напомним, что произведением классов Фиттинга (в частно­
сти, классов Фишера) 5  и Гр называют класс групп фГ) = (G : (7/G'j £ fj). 
В разделе 2.1 мы расширяем понятие класса Фишера следующим образом. 
Пусть 7г - некоторое непустое множество простых чисел и Л — такое произ­
вольное непустое множество, что выполняются следующие условия: 1) 7г(Л) 
непустое подмножество прюстых чисел из тг для всех А £ Л; 2) л = илед7г(Л); 
3) 7г(Л) П тг(д) =  0  для каждого А ф р (А, р £ Л).

Класс Фиттинга 5  назовем К-классом Фишера [1-Л|, если из условий G £ 
5, К  < G ,K  < Н < G и Н /К  является нильпотентиой 7г(А)-группой для 
некоторого А £ Л следует, что Я £

В случае, если тг =  А =  Р (Р -  множество всех простых чисел) и
л (А) — {р} для всех А £ Л и р £ Р. то Л-класс Фишера является классом 

Фишера.
2.1.3 Теорема [1-А]. Если - Л-классы Фишера, тпо их произведение 

ЗТ) является А-классом Фишера.
2.1.4 Следствие [1-А{.Произведение двух любых классов Фишера яв­

ляется. классом Фишера.
2.1.5 Следствие (Локетт!1). Произведение, двух любых разрешимых 

классов Фишера — класс Фишера.
’ Hartley. В. On Fisher’s dualization of formation theory В. Hartley / /  Proc. I.ondon Math. Soc. 1969. 

Vol. 3. ,V 2. - P. 103-207.
"Lockett. F.P. On the theory of Fitting classes of finite soluble groups -  Ph.D, thesis : University of Warwick. 

F.P. Lockett. Warwick. 1971.
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Раздел 2.2 посвящен характеризации классов Фишера в терминах опера­
ции замыкания, определяемой свойством субнормального вложения коради­
калов подгрупп в группы из класса Фишера. Напомним, что отображение С 
называю1!' операцией замыкания, если С сопоставляет каждому классу групп 
Я класс групп сЯ такой, что Я С сЯ = с(сЯ) и из Я) С Яг следует СЯ; С сЯ2 
для классов групп Яі и Я2. Класс групп Я называют С -замкнутым, если 
СЯ = Я.

Пусть Я — класс групп и X — непустой Ro-замкнутый класс групп, т.е. 
класс групп, замкнутый относительно взятия конечных подпрямых произве­
дений. Через Sp* обозначим операцию, которая сопоставляет каждой группе 
G £ Я класс групп Бр^Я-ДЯ : Я  < G £ Я и Нх < <G). Заметим, что 
в случае X  = и разрешимого класса Я такая операция была определена 
и использована Хоуксом10 для характеризации разрешимых классов Фише­
ра. Исследование возможностей применения операции Spx, в общем случае, 
приводит к следующему обобщению понятия класса Фишера.

2.2.3 Определение [2-А]. Пусть X непустой класс групп. Тогда класс 
Фиттинга 5  назовем Х-классом Фишера, если £  замкнут относительно про­
изведений нормальных ^-подгрупп и из К  < Я < G £ $, К  < G и Н /  К £ X 
следует Я  £ $

2.2.9 Теорема [2-А]. Для любой непустой наследственной формации 
X класс Фиттинга #  является X-классом Фишера тогда и только тогда, 
когда 5 S p замкнутый класс.

В случае X =  91 и $  С 6  получаем
2.2.11 Следствие (Хоукс10). Разрешимый класс. Фиттинга J явля­

ется. классом Фишера, в точности, тогда, когда $  -  Sp-замкиутый класс.
Известно, что не каждая локальная формация является классом Фише­

ра. В связи с этим возникает задача описания локальных формаций, кото­
рые являются классами Фишера, т.с. формаций Фишера. Используя концеп­
цию частичной локализации Скибы-Шеметкова10, в разделе 2.3 мы решаем 
более общую задачу в этом направлении исследований задачу описания 
w-локальных формаций Фишера.

Пусть со некоторое непустое множество простых чисел и со' = P/со и 
назовем со-функцисй отображение /  : со U {о/} — >(формации групп}. Для 
ш-функции /  через LFU(J) обозначают класс групп

{G : G/ОДС))  € /(о /) и G/FV(G) £ f (p)  для всех р £ ш П  п (G)), 

где Ou(G) и FP(G) -  со-радикал группы G и р-нильпотентный радикал груп-
10Hawkes, Т.О. A Kitting Class Construction Т.О. Hawkes ■ Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 1970. 

-  Vol. 80. -  P. 437-446.
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ііы  О соответственно. Формацию 5 называют си-локальной15 с w-локалыіым 
спутником / ,  если 5 =  LFu(f)  для некоторой w-функции / .  Если со = F, то 
w-локалыіую формацию называют локальной, а её со-локальный спу тник /  
локальным. Известно1’, что каждая сд-локальная формация д определяется 
каноническим ш-локальным спутником F  таким, что F(p) = XlpF(p) С J  
для всех р Е со и F(ui') =  J. При помощи теоремы 2.1.3 мы устанавливаем 
критерий w-локальной формации Фишера, что представляет

2.3.6 Теорема [3-А]. Пусть 0  ф ш С Р и 5 со-локальиая формация. 
Тогда справедливы следующие утверждения.

1) если /  со-локальный спутник $ такой, что f(a)  -  формация Фишера 
для всех а £ и  U {ц/}. т о  5 формация Фишера.

2) $  является формацией Фишера тогда и только тогда, когда все зна­
чения её канонического во-локального спутника -  формации Фишера.

В случае со = Р и $ С в  получаем
2.3.8 Следствие (Дерк, Хоукс11, IX.3.6). Разрешимая, локальная 

формация является формацией Фишера тогда и только тогда, когда все 
значения ее канонического локального спутника формации Фишера.

Третья глава диссертации "Классы Фиттинга с заданными свойствами 
холловых подгрупСпосвящена разработке новых методов построения клас­
сов Фишера при помощи заданных свойств холловых тг-подгрупп. Ориенти­
ром для исследований в данной главе служит следующая гипотеза из теории 
формаций.

Гипотеза (Л.А. Ш еметкова12, проблема 19). Пусть 7г — некоторое 
множество простых чисел, $  локальная формация. Доказать, что Сж$  
локальная формация.

Следуя1", группу G будем называть Д-груипой, если в G имеется хотя 
бы одна холлова л-подгруппа, и CV-группой, если G является £2-грушюй и 
любые две холловы тг-подгруппы G сопряжены. Если X - некоторый класс 
групп, то символом ЕЖХ  обозначим класс всех групп, обладающий по крайней 
мере одной холловой тг-подгруппой, принадлежащей X, а символом СЖХ 
класс групп Сж П ЕЖХ, где С„ — класс всех ОТгрупп.

Наиболее значительные результаты, относящиеся к данной гипотезе, бы­
'■’Скиба, А.Н. Кратно а;-локальные формации и классы Фитпшга конечных групп А.Н. Скипа, 

Л.А. Шеметков / Математические труды. 1999. Г. 2, Л> 2. С. 114 147.
1Г,Скиба, А Н. Кратно и-локальные формации и классы Фиттинга конечных групп /  А. Н. Скиба, 

Л.А. Шеметков / /  Математические труды. 1999. Т. 2, .V* 2. С. 114 147.
n Doerk, К. Finite Soluble Groups / К. Doerk. Т. О. Haxvkes. Berlin-New York : Walter de Gruyter Co., 

1992. 891 p. (I)e Gruyter Expo. Math., vol. 4).
12Шеметков, Л. А. Формации конечных групп /  Л. А. Шеметков. М. : Наука. Гл. ред. физ.-матем. лит. 
1978. -  272 с. - (Соврем, алгебра).
16На11, Р. Theorem's like Sylow's / Р. Hall / /  Proc. London Math. Soc. - 1956. Vol. 6. № 2. P. 286 304.
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ли достигнуты в теории формаций в работе17. Вместе с тем, аналог гипотезы 
для локальных классов Фиттинга исследовался и был подтвержден в разре­
шимом и 7Г-разрешимом случае13,18.

В разделе 3.1 нами установлено, что каждый локальный класс Фиттинга 
является классом Фишера и построены семейства классов Фишера, которые 
не являются локальными классами Фиттинга (теорема 3.2.1). В связи с этим 
естественен следующий

Аналог гипотезы Шеметкова. Пусть ж — некоторое множество 
простых чисел, класс Фишера. Доказать, что класс. Фишера.

Подтверждение указанного предположения в классе всех ж-
разрешимых групп дает

3.3.4 Теорема [4-А]. Пусть ж С Р. Тогда для любого класса Фишера (? 
класс всех ж-разрешимых Сж$-групп является классом Фишера.

В главе 4 «Классы Фишера с нормальными инъекторами» исследует­
ся нормальное строение классов Фишера. Основополагающими результата­
ми для таких исследований являются результаты Влссссноля Гашюца* 13 14, бла­
годаря которым было установлено существенное различие между теориями 
формаций и классов Фиттинга: определены, так называемые, нормальные 
подклассы Фиттинга в классе Фишера 6 , каждый из которых не является 
формацией.

Напомним, что разрешимый класс Фиттинга 5 является нормальным., 
если для любой группы G £ 6  с с J -инъектор нормальная подгруппа G. 
Кроме того, в теории классов известна теорема Блессеноля Гашюца14 о том, 
что пересечение любого множества неединичных разрешимых нормальных 
классов Фиттинга является неединичным разрешимым нормальным классом 
Фиттинга.

Поиск аналогов теоремы Блессеноля-Гашюца14 обуславливает
Проблема (Дерк, Хоукс11, с. 716). Пусть X = X2 - класс Фит­

тинга.. Верно ли, что пересечение двух X-нормальных классов Фиттинга, 
является X-нормальным классом Фиттинга?

Положительное решение данной проблемы для случая, когда X - частич­
но разрешимый класс Фигнера (в общем случае X ф X2) - основной результат

17Вдовин, Е.ТТ. Формации конечных CV-групп /  Е. П. Вдовин, Д. О. Ревин, Л. А. Шсмстков / /  Алгебра 
и анализ. 2012. Т. 24, № 1. С. 40 52.

13Загурский, В. Н. Классы Фиттинга с заданными свойствами холловых подгрупп /  В. Н. ЗагурекиЙ, 
Н.Т. Воробьев / /  Математические заметки. 2005. Т. 78, Выпуск 2. С. 284 240.

,HGuo. W. On the Shemetkov problem for Fitting class /  W. Guo, B. Li / /  Beitrage Algebra Geoin. -  2007.
Bd. 48, JV°- 1. S. 281 289.
14Blessenohl, D. Uber Formationen und Hallimtergruppen endlicher auflosbaren Gruppen /  O. Blessenohl / /  

Math. Z. - 1975. Bd. 142, № 3. -  S. 299-300.
n Doerk, K. Finite Soluble Groups /  K. Doerk, T. O. Hawkes. -  Berlin-New York : Walter do Gruyter & Co., 

1992. 891 p. (De Gruyter Expo. Math., vol. 4).
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данной главы. Основное ее содержание составляют три взаимосвязанных раз­
дела. Разделы 4.1 и 4.2 посвящены нахождению новых канонических классов 
сопряженных S’-инъекторов в любой л-разретимой группе для классов Фит­
тинга, определяемых полулокально с носителем 7Г, т.е. 7Г-насыщенных классов 
— классов Фиттинга 3 с условием 3Gv = 3 (теорема 4.2.3 |5-А|). В частно­
сти, установлено, что каждая л-разрешимая группа обладает единственным 
классом сопряженных л-замкнутых инжекторов и единственным :классом 
сопряженных л-специальных инжекторов (следствия 4.2.4 и 4.2.5 |5-А|).

Основной результат представляет
4.3.7 Теорема [5-А]. Пусть X класс Фишера, {3; : г 6 1} множе­

ство классов Фиттинганормальных в X, и 3 = П,е/3ь Тогда справедливы 
следующие утверждения:

1) если для любого г £ I  класс Фиттинга 3; определяется полуло­
кально Н- функцией /,; с носителем л  и каждая группа из X является л- 
разрешимой, то класс Фиттинга 3  нормален в X,

2) если каждая, группа G £ X такова, что G/G$ о {$)-разрешимая 
группа, то 3  нормальный подкласс Фиттинга в X.

4.3.8 Следствие (Блессеноль,Гашюц14). Пересечение любого множе­
ства неединичных разрешимых нормальных классов Фиттинга является 
неединичным разрешимым, нормальным классом Фиттинга.

Заключительная глава диссертации «Подгруппы Фишера» посвящена 
групповым аспектам развития алгебры классов Фишера: в ней найден новый 
канонический класс сопряженных подгрупп Фишера во множестве Фишера 
конечной частично разрешимой группы и установлен критерий совпадения 
подгруппы Фишера и инъектора в этих множествах.

Непустое множество F подгрупп группы G называют .множеством Фит­
тинга группы G, если F  замкнуто относительно взятия субнормальных под­
групп, нормальных произведений и внутренних автоморфизмов G. Заметим, 
что каждому непустому классу Фиттинга 3  соответствует множество Фиттин­
га {Н < G : Н £ 3}- Его называют следом 3 в G и обозначают Try(G). Одна­
ко не каждое множество Фиттинга группы является следом класса Фиттинга 
(см. книгу11, VIII.2.2). Понятия F-радикала, F-инъектора, F-подгруппы Фи­
шера и множества Фишера определяются для множества Фиттинга F  точно 
так же, как и для класса Фиттинга 3- Более того, 3-ради кал, З-инъектор и 
З-нодгрунла Фишера группы G -  это, в точности, F-радикал, F-инъектор и 
F-подгруппа Фишера группы G для случая множества Фиттинга F  =  T l^G )

14Blessenohl, D. liber normale Schunk- und Fittingklassen /  I). Blessenohl. W. Gaschiitz //  Math. Z. -  1970. 
-  Bd. 118. -  S. 1-8.

u I)oerk, K. Finite Soluble Groups / K. Docrk, T. (). Ilawkes. Berlin New York : Walter do Gruyter k  Co., 
1992. 891 p. (lie Gruyter Expo. Math., vol. 4).
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и поэтому результаты для множеств Фиттинга, относящиеся к этим подгруп­
пам, обобщают соответствующие результаты в теории классов Фиттинга.

Напомним для множества Фиттинга определение, дуальное определению 
^-покрывающей подгруппы Гашюца (5 насыщенная формация), которое 
впервые было введено Фишером5 * для разрешимого класса Фиттинга Д Пусть 
F -  непустое множество Фиттинга группы G. Тогда подгруппа F £ F  назы­
вается F-подгруппой Фишера группы G, если F  содержит все нормальные F- 
подгруппы каждой промежуточной группы между F  и G. т.е. из F < L < G 
следует'-F > Lp■

Основной результат главы критерий F-іюдгруппы Фишера для множе­
ства Фишера F  частично разрешимой группы. Для его доказательства в раз­
делах 5.1 и 5.2 изучены свойства и методы построения F-инъекторов для мно­
жества Фиттинга F  группы G такой, что G/ Gf разрешимая группа. В част­
ности, в разделе 5.1 найден следующий аналог произведения классов Фиттин­
га для множества Фиттинга группы G: если F - множество Фиттинга G и 
X класс Фиттинга, то множество F оХ = (Я  < G \ Н/ Нр  £ £} являет­
ся .множеством Фиттинга G (теорема 5.1.6). Одно из важных наблюдений 
в разделе 5.2 -  утверждение 3) теоремы 5.2.2 о том, что для любого множе­
ства Фишера F группы G £ F  о б  ее F-инъекторы нормально вложены в 
G, т.е. силовская р-подгруппа F-ипъектора является силовской р-подгруппой 
некоторой нормальной подгруппы G для каждого р £ Р.

5.3.2 Теорема [6-А]. Пусть F множество Фишера F о 6 -группы G. 
Подгруппа F группы G является F-подгруппой Фишера группы G, в точно­
сти, тогда, когда F является F-ипьектором группы G.

Многие известные результаты из теорий множеств Фиттинга и классов 
Фиттинга являются следствиями данной теоремы. Приведем некоторые из 
них.

5.3.9 Следствие [6-А]. Пусть F множество Фишера F о 0 - группы 
G. Тогда G имеет единственный класс сопряженных F-подгрупп Фишера.

5.3.10 Следствие (Андерсон19). Пусть F множество Фишера раз­
решимой группы G. Подгруппа F является F-подгруппой Фишера G в том и 
только в том случае, если F F-ипъектор группы G. Кроме того. G имеет 
F-подгруппы Фишера и любые две из них сопряжены.

5.3.11 Следствие (Хартли7). Пусть 5 разрешимый класс Фишера и 
G -  разрешимая группа. 'Тогда $ -подгруппы Фишера G -  это, в точности,

5Fischer, Б. Klassen konjugiertcr Untcrgruppen in endlichen auflosbaren Gruppen: Habilitationschrift. - 
Universitat Frankfurt (M). /  B. Fischer Frankfurt (M), 1966.

19Anderson, W. Injectors in finite solvable groups /  W. Anderson / /  J. Algebra. -  1975. - Vol. 36, .Vе 2. -  
P.333- 338.

7Hartley. B. On Fisher’s dualization of formation theory /  B. Hartley / /  Proc. London Math. Soc. 1969. 
Vol. 3, 2. -  P. 193-207.

15



ее S'- инъекторы.
5.3.12 Следствие (Фишер5). И любой разрешимой группе для любого 

разрешимого масса Фишера 5 существуют подгруппы Фишера и любые 
две из них сопряжены.

г> Fischer. В. Klassen konjugicrter Untergruppen in cndlichcn auflosbaren Gruppcn: Habilitationsehrift. 
Universitat Frankfurt (M). ’ B. Fischer Frankfurt (M). 1966.
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ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации
В диссертации описаны структурные закономерности и свойства алгеб­

ры классов Фишера, па основе которых разработаны новые методы построе­
ния классов групп и изучения их структуры, а также найдены канонические 
классы сопряженных подгрупп в частично разрешимых группах. Основные 
результаты диссертации следующие.

Во второй главе диссертации получено описание классов Фишера и фор­
маций Фишера в терминах операций умножения и замыкания. В разделе 
2.1 установлено, что произведение двух любых Л-клаееов Фишера (в частно­
сти, классов Фишера) является А-классом Фишера (классом Фишера), теоре­
ма 2.1.3 [1-Л]. В разделе 2.2 получена следующая характеризация обобщен­
ных классов Фишера (ЗЕ-класс.ов Фишера, где X  наследственная форма­
ция): класс Фиттинга 5 является ЗЕ-классом Фишера (в частности, классом 
Фишера), в точности, тогда, когда класс #  Эшс-замкнут, т.е. 5 замкнут 
относительно подгрупп. ЗЕ-корадикалы (нилыютептные корадикалы) кото­
рых субнормально вложены в группы из теорема 2.2.9 [2-AJ. Раздел 2.3 
посвящен описанию частично локальных формаций Фишера: доказано, что 
са-локальная формация является классом Фишера тогда и только тогда, ко­
гда все значения ее канонического ш-локалыюго спутника — классы Фишера, 
теорема 2.3.6 [3-А|.

В третьей главе диссертации разработаны новые методы построения 
классов Фишера при помощи заданных свойств холловых 7Г-подгрупп. Здесь 
основной результат — теорема 3.3.4 |4-А| о том. что для любого множества 
простых чисел тг и класса Фишера 5 класс всех ^-разрешимых групп, холловы 
7г-подгруппы которых принадлежат $. является классом Фишера. Этот ре­
зультат подтверждает справедливость аналога формационной гипотезы Ше- 
меткова для тг-разрешимых классов Фишера и является новым, в частности, 
для разрешимых классов Фишера.

Четвертая глава посвящена исследованию нормального строения клас­
са Фишера: здесь изучаются свойства пересечений нормальных подклассов 
Фиттинга в классе Фишера. Главный результат главы теорема 4.3.7 |5-А|, 
где, в частности, установлено, что пересечение любого множества подклас­
сов Фиттинга, нормальных в классе Фишера X, является классом Фиттинга, 
нормальным в ЗЕ в случае, когда X 7Г-разреншм и все подклассы Фиттинга, 
нормальные в X, тг-насыщены. Данная теорема положительно решает пробле­
му Дсрка-Хоукса о том, что пересечение подклассов Фиттинга, нормальных 
в идемпотентном классе Фиттинга ЗЕ. является нормальным в X для случая, 
когда X  частично разрешимый класс Фишера и без требования его идсм-
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потеитности. Кроме того, вспомогательные разделы 4.1 и 4.2 представляют 
самостоятельный интерес -  они посвящены поиску новых канонических клас­
сов сопряженных инъекторов. В частности, найдены два новых канонических 
класса сопряженных инъекторов в любой л-разрешимой группе: тг-замкнутые 
и 7г-спег;иальные иньекторы, следствия 4.2.4 и 4.2.5 [5-Л].

В заключительной главе диссертации изучаются групповые аспекты при­
менения алгебры классов Фишера: в ней найден новый канонический класс 
сопряженных подгрупп Фишера и доказан критерий совпадения таких под­
групп с инъекторами во множествах Фишера конечной частично разрешимой 
группы.

В разделах 5.1 и 5.2 описаны свойства инъекторов и множества Фишера 
F  группы с разрешимой факторгруппой по ее F-радикалу, необходимые для 
доказательства основного результата главы теоремы 5.3.2 [G-AJ. Установле­
но, что если F - множество Фишера группы G с разрешимой факторгруппой 
по се F -радикалу, то подгруппа F  группы G является F -подгруппой Фишера 
G в том и только в том случае, если F  — F-инъектор G. причем F-подгруппы 
Фишера существуют в С и  любые две из них сопряжены.

Рекомендации по практическому использованию результатов

Доказанные в диссертации результаты могут найти приложение при 
дальнейшем изучении нормального и подгруппового строения групп и их 
классов к Витебском, Гомельском, Полоцком, Белорусском госупиверситетах. 
университете науки и технологий КНР. университетах Майнца и Тюбингема 
(Германия), Валенсии и Наварры (Испания). Разработанные методы и по­
лученные в диссертации результаты позволяют подойти к целому ряду еще 
нерешенных проблем теории классов конечных групп, связанных с построе­
нием классов групп и нахождением новых классов сопряженных подгрупп.

О практической значимости полученных результатов свидетельствует 
возможность их использования в учебном процессе при чтении спецкурсов 
по теории групп для студентов математических факультетов университетов, 
при написании курсовых, дипломных работ и диссертаций, а также они могут 
служить основой для классификации формальных языков и при построении 
KOI Iеч 11 ы х ав'і оматов.
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Р Э З Ю М Э

Вараб еў Сяргей Мікалаевіч 
Класы Фішара канечных труп

Ключавыя словы: капечная трупа, холава надтрупа, аперацыя замыкан­
ия, клас Фіцінга, клас Фішара, радыкал, йітектар, падгрупа Фітпара.

Дысертацыя прысвечана распрацоўцы новых метадау даследавапня кла­
ссу Фіцінга і мностваў Фіцінга капочных труп і іх прымянешпо для апісаішя 
аспоўных структурных уласціваецяў і заканаморнасцяў алтебры класаў Фі- 
iuaj)a.

У ёй даказана алгебраічнасць аперацый множання і замыкання класаў 
Фішара і ў тэрмінах тэтых аперацый апісана іх структура; з дапамогай хо- 
лавых аператарау распрацаваны мстады пабудовы новых сямействаў класаў 
Фішара, йа асйове якіх пацверджап аналаг пиотэзы Шамяткова для кла- 
сау Фішара ў выпадку іх 7г-вырашальнасці (у прыватйасці, вырашсглыіасці); 
станоўча вырашана праблема Дзёрка-Хоукса аб алгебраічнасці аперацыі пе- 
расячэшія на мностве падкласаў Фіцінга, нармалыіых ў ідэмпатэнтным класе 
Фіцінга для часткова вырашалыіага класа Фішара без умовы яго ідзмпатчнт- 
насці; даказан крытэрый сугіадзення падтрупы Фішара і іігоктара ў мпостве 
Фішарадля часткова вырашальнай трупы, таксами знойдзен новы кананічны 
клас спалучаных падгруп Фішара ў гэтай трупе.

Усе аспоўныя вынікі дысертацыі з ’яўляюцца новымі. Яны маюць тэар- 
этычны характар і мотуць быць выкарыстаны ў даследаваннях па тэорыі 
канечных труп і іх класаў, а таксама нры чытанні спецкурсаў ва універсіт- 
зтах.
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РЕЗЮ МЕ

Воробьев Сергей Николаевич 
Классы Фишера конечных групп

Ключевые слова: конечная группа, холлова подгруппа, операция замыка­
ния, класс Фиттинга, класс Фишера, радикал, инъектор, подгруппа Фишера.

Диссертация посвящена разработке новых методов исследования клас­
сов Фиттинга и множеств Фиттинга конечных групп и их применению для 
описания основных структурных свойств и закономерностей алгебры классов 
Фишера.

В ней доказана алгебраичнос.ть операций умножения и замыкания клас­
сов Фишера и в терминах этих операций описана их структура; посредством 
холловых операторов разработаны методы построения новых семейств клас­
сов Фишера, на основе которых подтвержден анапог гипотезы Шеметкова для 
классов Фишера в случае их 7Г-разрешимоети (в частности, разрешимости); 
положительно решена проблема Дерка-Хоукса об алгебраичности операции 
пересечения на множестве подклассов Фиттинга, нормальных в идомпотент- 
ном классе Фиттинга для частично разрешимого класса Фишера без усло­
вия его идемпотентности; доказан критерий совпадения подгруппы Фишера 
и инъектора во множестве Фишера частично разрешимой группы и найден в 
этой.группе новый канонический класс сопряженных подгрупп Фишера.

Все основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют тео­
ретический характер и могут быть использованы в исследовании по теории 
конечных групп и их классов, а также при чтении спецкурсов в университе­
тах.
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S U M M A R Y

Vorobyov Sergey Nikolaevich 
Fischer classes of finite groups

Keywords: finite group, Hall subgroup, closure operation, Fitting class, 
Fischer class, radical, injector, Fischer subgroup.

Thesis is devoted to the development of new research methods of Fitting 
classes and Fitting sets of finite groups and their use to describe the basic 
structural properties and laws of Fischer classes' algebra.

It is proved algebraicity of multiplication operation and closure operation for 
Fischer classes and in terms of these operations it is described their structure; by 
Hall operators it is developed new methods for constructing families of Fischer 
classes on which ii is confirmed the analog of Shcmetkov hypothesis for Fischer 
classes if they are тг-solvable (in particular, solvable): it is positively solved the 
Doerk-Hawkes problem on the algebraicity of intersection operation on the set 
of Fitting subclasses, which are normal in idempotent Fitting class of partially 
solvable Fischer class without the conditions of its idempotent; they are proved 
criteria of the coincidence of Fischer subgroup and injector s in the Fischer set of 
partially soluble group and in this group they are found new canonical class of 
conjugate Fischer subgroups.

All the main results of the thesis are new. They are theoretical and can be 
used in research on the theory of finite groups and their classes, as well as in 
reading specialized courses at universities.
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