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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Курс «Теория вероятностей и математическая статистика» является 

составной частью цикла математических дисциплин, из которых складыва-

ется фундамент математического образования современного специалиста. 

Настоящее учебное издание основано на материале лекций, читае-

мых авторами в течение ряда лет для студентов математического и физиче-

ского факультетов ВГУ им. П.М. Машерова, обучающихся по специально-

стям «Математика. Информатика», «Математика. Физика» и «Физика. Ма-

тематика». Это издание призвано помочь студентам овладеть основами 

теории вероятностей и математической статистики в такой степени, чтобы 

они могли не только осознанно применять полученные знания в процессе 

обучения и работы, но и, по мере необходимости, углублять и расширять их 

путем дальнейшего самообразования. Следует отметить, что методы теории 

вероятностей и математической статистики находят весьма широкое при-

менение в различных приложениях, с которыми нередко сталкиваются в 

своей дальнейшей профессиональной деятельности выпускники как естест-

венных, так и гуманитарных факультетов университетов. 

Материал лекций разбит на четыре части: 1) случайные события и 

их вероятности, 2) случайные величины, 3) предельные теоремы теории ве-

роятностей, 4) элементы математической статистики. Изложение лекцион-

ного курса сопровождается демонстрационными примерами, способствую-

щими лучшему  пониманию и усвоению учебной дисциплины.  

Учебное издание методологически подходит для организации само-

стоятельной работы и будет полезным студентам дневной и, в особенности, 

заочной форм обучения. 
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Часть I. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ 

 

1.1. Случайные события. 

Пространство элементарных событий 

 

Пусть проводится некоторое испытание (опыт, эксперимент, наблюде-

ние), исход которого заранее предсказать нельзя. Такие эксперименты в 

теории вероятностей называют случайными. При этом рассматриваются 

только те случайные эксперименты, которые можно повторять, хотя бы 

теоретически, при неизменном комплексе условий произвольное число раз. 

Случайным событием (или просто: событием) называется любой факт, 

который в результате испытания может произойти или не произойти. 

События обозначаются, как правило, заглавными буквами латинского 

алфавита (при необходимости с индексами): A, B1, C3 и т.д. 

Событие называется достоверным, если оно обязательно наступит в 

данном испытании, и невозможным, если оно заведомо в данном испыта-

нии не произойдет. 

Достоверное событие будем обозначать буквой  (омега) греческого ал-

фавита, а невозможное – символом  . 

Пример 1.1. Испытание: однократное бросание игральной кости. Собы-

тие A – выпадение 4 очков, событие B – выпадение четного числа очков, 

событие C – выпадение 7 очков, событие D – выпадение целого числа оч-

ков. Событие C – невозможное, а событие D – достоверное. ● 

Непосредственные (теоретически возможные) исходы случайного экспе-

римента, из которых в результате эксперимента происходит ровно один, на-

зываются элементарными событиями (элементарными исходами). Для 

любого события A в данном эксперименте можно выделить совокупность 

элементарных событий, при наступлении которых происходит это событие. 

Такие элементарные события называются благоприятствующими событию 

A. Таким образом, любое событие, связанное с данным экспериментом, 

можно представить как совокупность всех благоприятствующих этому со-

бытию элементарных исходов. 

Пример 1.2. Испытание: один раз бросают игральную кость. Здесь 6 

элементарных событий 654321 ,,,,,  . Событие i  означает, что в 

результате бросания кости выпало i очков, 6,5,4,3,2,1i . Пусть собы-

тие A – это выпадение четного числа очков. Тогда благоприятствующими 

событию A будут элементарные события 642 ,,  , и значит, 

},,{ 642 A . ● 

Очевидно, что достоверное событие представляется совокупностью всех 

элементарных событий. 

Множество всех элементарных событий данного эксперимента называет-

ся пространством элементарных событий и обозначается, как и достовер-

ное событие, буквой  . 
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1.2. Отношения между событиями 

 

Два события называются несовместными, если появление одного из них 

исключает появление другого в одном и том же испытании. В противном 

случае события называются совместными. 

События  A1, A2, A3, …, An  называются попарно несовместными (по-

другому: взаимоисключающими), если любые два из них несовместны. 

Говорят, что событие A влечет событие B, и пишут BA  или AB , 

если при наступлении события A обязательно происходит и событие B. Это 

означает, что любой элементарный исход, благоприятствующий событию 

A, является таковым и по отношению к событию B. 

События и отношения между ними можно иллюстрировать с помощью 

диаграмм Венна. При этом пространство 

элементарных исходов (достоверное собы-

тие)   изображается прямоугольником, 

элементарные исходы – точками этого пря-

моугольника, а случайные события – облас-

тями внутри него. На рис. 1 показано отно-

шение BA . 

Пример 1.3. Испытание: однократное 

бросание игральной кости. Событие A – 

выпадение 2 очков, событие B – выпадение 

четного числа очков. При наступлении со-

бытия A наступает и событие B, т.е. BA . ● 

Если  BA   и  AB , то события  A  и  B  называют эквивалентными 

(равносильными, равными); записывают: BA . 

 
1.3. Алгебраические операции над событиями 

 

Суммой событий 
n

AAA ,,,
21
  называется событие A, которое состоит в 

появлении хотя бы одного из этих событий. Записывают: 

n
AAAA  

21
   или  




n

i
i

AA
1

. 

Произведением событий 
n

AAA ,,,
21
  называется событие A, состоящее 

в появлении каждого из этих событий. Пишут: 

n
AAAA 

21
   или  




n

i
i

AA
1

. 

Разностью двух событий  A  и  B  называется событие C, состоящее в 

том, что событие  A  произошло, а событие  B  не произошло. Записывают: 

BAC  . 

Событие AA   называется дополнительным (противоположным) 

к событию A. Оно заключается в непоявлении события  A. Очевидно, что 

 ,  , AA  .   

Операции над событиями обладают следующими свойствами: 

ABBA  , BAAB , 

A  B  

  

Рис. 1. 
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)()( CBACBA  , )()( BCACAB  , 

BCACCBA  )( , ))(( CBCACAB  , 

AAA  , AAA , 

A , AA  , 

AA  , A , 

 AA , AA , 

BABA  , BAAB  . 

В справедливости этих формул можно убедиться с помощью диаграмм 

Венна. 

 

1.4. Вероятность события. 

Классическое определение вероятности 
 

Вероятность события – это числовая характеристика степени возмож-

ности его появления в рассматриваемом опыте. Вероятность события A 

обозначается символом )(AP . 

Математических определений вероятности существует несколько, все 

они дополняют и обобщают друг друга. 

Будем рассматривать вначале так называемую классическую вероятно-

стную модель, которая используется для описания опытов с конечным чис-

лом равновозможных элементарных исходов. 

Несколько событий в данном опыте называются равновозможными, если 

ни одно из них не является объективно более возможным, чем другие. 

Равновозможность возникает обычно в силу симметрии в эксперименте 

(симметричная монета, правильная игральная кость, хорошо перемешанная 

колода карт, отсутствие оснований предпочесть один результат другому). 

Пусть пространство элементарных событий эксперимента состоит из ко-

нечного числа элементарных событий, причем все они равновозможны. 

Пусть A – произвольное событие, связанное с данным экспериментом. Ве-

роятность (классическая вероятность) события A определяется формулой 

 



A

AP )( , (1.1) 

где   – число всех элементарных событий, A  – число элементарных 

событий, благоприятствующих событию A.  

Из определения (1.1) вытекают следующие свойства вероятности: 

1. 1)(0  AP ; 

2. 1)( P ; 

3. 0)( P ; 

4. Если A и B – несовместные события (т.е. AB ), то 

)()()( BPAPBAP  ; 

5. 1)()(  APAP . 

 

 

 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 9 

1.5. Статистическое определение вероятности 

 

Классическое определение вероятности применимо лишь в случаях, ко-

гда элементарные исходы испытания равновозможны. Во многих  практи-

ческих задачах это условие не выполняется. Например, при бросании не-

правильной игральной кости выпадение ее различных граней не равновоз-

можно.  В таких случаях применяются другие способы определения веро-

ятностей. В их основе лежит эксперимент. 

Пусть произведено n испытаний, при этом некоторое событие  A  насту-

пило в k случаях. Величина 

n

k
AP  )(  

называется относительной частотой события  A. 

При проведении нескольких серий из n испытаний, когда n сравнительно 

мало, относительная частота )(AP  принимает значения, которые могут 

сильно отличаться друг от друга. Однако по мере увеличения n относитель-

ная частота )(AP  стабилизируется, т.е. приближается к некоторой посто-

янной (свойство статистической устойчивости относительной частоты). 

Статистической вероятностью события A называется число )(AP , 

около которого группируются значения относительной частоты, приближа-

ясь к нему при увеличении числа n. 

Таким образом, 

n

k
APAP   )()(  

при больших значениях n. 

Позже мы покажем, что при неограниченном увеличении числа 

испытаний относительная частота появления случайного события в 

определенном смысле (по вероятности) сходится к вероятности этого 

события (теорема Я. Бернулли). 

Относительная частота )(AP  обладает всеми приведенными в пункте 

1.4 свойствами классической вероятности: 

1. 1)(0   AP ; 

2. 1)( P ; 

3. 0)( P ; 

4. )()()( BPAPBAP   , если A и B – несовместные события; 

5. 1)()(   APAP . 

Следовательно, этими же свойствами будет обладать и статистическая 

вероятность события. 

 

1.6. Геометрическое определение вероятности 
 

Геометрическое определение вероятности является обобщением класси-

ческого определения на случай, когда пространство элементарных событий 

  не является конечным множеством. 
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Рассматривается некоторый случайный эксперимент с бесконечным чис-

лом равновозможных элементарных исходов. Допустим, что каждому эле-

ментарному исходу ставится в соответствие некоторая точка на прямой, 

плоскости или в пространстве (при этом разным исходам соответствуют 

разные точки). Пусть   – множество всех таких точек. Таким образом, 

рассматриваемый эксперимент можно интерпретировать как случайный 

выбор точки X , а множество   – как пространство его элементарных 

исходов. Случайным событиям данного эксперимента соответствуют раз-

личные подмножества множества  , при этом подмножество A интерпре-

тируется как случайное событие, заключающееся в том, что AX  .  

Будем предполагать, что и для самого множества  , и для всех рассмат-

риваемых его подмножеств определена мера   (длина, площадь, объем), 

причем предполагаем, что мера )(  конечна. 

Геометрической вероятностью события  A  называется число 

)(

)(
)(





 A
AP . 

Пример 1.4. На линии связи длиной 10 км произошел разрыв. Найти ве-

роятность того, что разрыв произошел не далее, чем в 2-х км от начала ли-

нии. Предполагается равная возможность разрыва в любых точках линии 

связи. 

Решение. ]2,0[],10,0[  A . По формуле геометрической вероятности 

находим .2,0
10

2
)( AP  ● 

Геометрическая вероятность обладает всеми перечисленными в пункте 

1.4 свойствами классической вероятности. Однако имеются также и отли-

чия в свойствах этих вероятностей. Например, если классическая вероят-

ность события равна нулю, то это событие невозможно, а для геометриче-

ской вероятности это, вообще говоря, не так: геометрическая вероятность 

любого элементарного исхода равна нулю. 

 

1.7. Формулы сложения вероятностей 

 

Как известно (см. пункты 1.4, 1.5 и 1.6), вероятность суммы двух несо-

вместных событий A и B равна сумме вероятностей этих событий:  

 )()()( BPAPBAP  . (1.2) 

С помощью метода математической индукции эта формула легко обобща-

ется на случай n попарно несовместных событий 
n

AA ,,
1
 : 

 )()()(
11 nn

APAPAAP   . (1.3) 

Теорема 1.1. Для любых событий A и B имеет место формула 

 )()()()( ABPBPAPBAP  . (1.4) 

Доказательство. ABABA  , ABABB  . Так как )( ABA  и 

))(( ABAB , то в силу формулы (1.2) имеем: 

)()()( ABPAPBAP  ,   )()()( ABPABPBP  . 
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Подставляя в первое из этих равенств вероятность )( ABP , выраженную из 

второго равенства, получаем доказываемую формулу. ◄ 

Теорема 1.2. Для любых событий 
n

AAA ,,,
21
  имеет место формула 

 
 


n

i ji
jiin

AAPAPAAAP
1

21
)()()( 

)()1()(
21

1

n

n

kji
kji

AAAPAAAP  



  .          (1.5) 

Эту формулу можно доказать методом математической индукции по n 

на основе формулы (1.4). 

Замечание 1.1. Формулы (1.2)–(1.5) часто называют формулами сложе-

ния вероятностей. ● 

 

1.8. Условная вероятность. 

Формула умножения вероятностей 

 

Пусть A и B – два события, причем 0)( BP . 

Условной вероятностью события A при условии, что произошло событие 

B, называется величина 

 
)(

)(
)|(

BP

ABP
BAP  . (1.6) 

Из формулы (1.6) следует равенство 

 )|()()( BAPBPABP  , (1.7) 

называемое формулой (теоремой) умножения вероятностей. 

Формула (1.7) обобщается на случай n событий: 

Теорема 1.3. Пусть события 
n

AAA ,,,
21
  таковы, что 

0)(
121


n
AAAP  . Тогда 

)|()|()|()()(
12121312121 


nnn

AAAAPAAAPAAPAPAAAP  . 

Эта теорема легко доказывается методом математической индукции по n 

на основе формулы (1.7). 

Пример 1.5. В урне находится 5 белых, 4 синих и 3 черных шара. Нау-

дачу последовательно вынимают 3 шара. Какова вероятность того, что 1-й 

шар будет белым, 2-й – синим, 3-й – черным? 

Решение. Введем обозначения событий: A1 – первый вынутый шар – белый, 

A2 – второй – синий, A3 – третий – черный. Находим 
12

5
)(

1
AP , 

11

4
)|(

12
AAP , 

10

3
)|(

213
AAAP . В силу теоремы 1.3 

22

1

10

3

11

4

12

5
)|()|()()(

213121321
 AAAPAAPAPAAAP . ● 

 

1.9. Независимые события 
 

События A и B, вероятности которых 0)( AP  и 0)( BP , называются 

независимыми, если 
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 )()|( APBAP    и  )()|( BPABP  . (1.8) 

Замечание 1.2. Если выполняется одно из равенств (1.8), то выполняет-

ся и другое (т.е. в определении независимости событий A и B достаточно 

потребовать выполнения одного из них). Действительно, 

)()|( APBAP     )(
)(

)(
AP

BP

ABP
    )(

)(

)(
BP

AP

ABP
     

  )()|( BPABP  . ● 

Теорема 1.4. События A и B, имеющие ненулевую вероятность, являют-

ся независимыми тогда и только тогда, когда 

 )()()( BPAPABP  . (1.9) 

Доказательство. Утверждение этой теоремы вытекает из следующей 

ниже цепочки эквивалентных равенств и замечания 1.2. 

)()|( APBAP     )(
)(

)(
AP

BP

ABP
    )()()( BPAPABP  . ◄ 

Учитывая теорему 1.4, дадим также следующее определение независи-

мости событий, распространяющееся и на события с нулевой вероятностью.  

События A и B называются независимыми, если для них выполнено ра-

венство (1.9). 

Несколько событий называют попарно независимыми, если каждые два 

из них независимы. 

События 
n

AA ,,
1
  называют независимыми в совокупности (или просто: 

независимыми), если независимы каждые два из них и независимы каждое 

событие и всевозможные произведения остальных. 

Методом математической индукции формула (1.9) может быть распро-

странена на n событий, независимых в совокупности: 

 )()()()(
2121 nn

APAPAPAAAP   . (1.10) 

 

1.10. Формула полной вероятности 

 

Говорят, что события 
n

HHH ,,,
21
  образуют полную группу, если они 

попарно несовместны (т.е. 
ji

HH  при ji  ) и 



n

i
i

H
1

. 

События 
n

HHH ,,,
21
 , образующие полную группу, называются гипо-

тезами. 

Теорема 1.5. Пусть события 
n

HHH ,,,
21
  образуют полную группу. То-

гда для любого события  A  имеет место формула 

 



n

i
ii

HAPHPAP
1

)|()()( , (1.11) 

называемая формулой полной вероятности. 

Доказательство. В силу того, что 



n

i
i

H
1

, имеем 





n

i
i

n

i
i

AHHAAA
11

. 
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Из того, что 
ji

HH  при ji  , следует, что ))((
ji

AHAH , т.е. собы-

тия 
i

AH  и j
AH  тоже несовместны. Тогда в силу формулы (1.3) для вероят-

ности суммы попарно несовместных событий 





n

i
i

AHPAP
1

)()( . 

По формуле умножения вероятностей 

)|()()(
iii

HAPHPAHP  . 

Из двух последних равенств и следует формула (1.11). ◄ 

Пример 1.6. В первой коробке содержится 20 ламп, из них 18 стандарт-

ных; во второй коробке – 10 ламп, из них 9 стандартных. Из второй короб-

ки наудачу взята лампа и переложена в первую. Найти вероятность того, 

что лампа, наудачу извлеченная из первой коробки, будет стандартной. 

Решение. Введем обозначения событий: A – из первой коробки извлечена 

стандартная лампа, H1 – лампа, переложенная из второй коробки в первую, 

была стандартной, H2 – эта лампа была нестандартной. Тогда 

10

9
)(

1
HP ,  

10

1
)(

2
HP ,  

21

19
)|(

1
HAP ,  

21

18
)|(

2
HAP . 

По формуле полной вероятности находим 

9,0
21

18

10

1

21

19

10

9
)|()()|()()(

2211
 HAPHPHAPHPAP . ● 

 

1.11. Формула Байеса (формула гипотез) 

 

Теорема 1.6. Пусть события 
n

HHH ,,,
21
  образуют полную группу. То-

гда условная вероятность события 
k

H  ),,2,1( nk   при условии, что в 

результате эксперимента произошло событие A, может быть вычислена по 

формуле 

 





n

i
ii

kk

k

HAPHP

HAPHP
AHP

1

)|()(

)|()(
)|( . (1.12) 

Эта формула называется формулой Байеса (формулой гипотез). 

Доказательство. Согласно определению условной вероятности 

)(

)(
)|(

AP

AHP
AHP k

k
 . 

Применяя к числителю этой дроби формулу умножения вероятностей, а к 

знаменателю – формулу полной вероятности, получаем равенство (1.12). ◄ 

Пример 1.7. В условиях примера 1.6 лампа, извлеченная наудачу из пер-

вой коробки после того, как в нее переложили лампу из второй, оказалась 

стандартной. Какова вероятность того, что из второй коробки в первую пе-

реложили нестандартную лампу? 

Решение. Определим вероятность события (гипотезы) H2 при условии, 

что событие A (извлеченная из первой коробки лампа стандартна) уже про-

изошло: 
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21

2

9,0

21

18

10

1

)|()()|()(

)|()(
)|(

2211

22

2








HAPHPHAPHP

HAPHP
AHP . ●  

 

1.12. Схема Бернулли. Формула Бернулли 

 

Пусть проводится серия n испытаний, в каждом из которых может про-

изойти или не произойти событие A. При этом предполагается, что вероят-

ность наступления события A в каждом отдельном испытании не зависит от 

исходов других испытаний и равна одному и тому же числу p )10(  p . 

Такая последовательность испытаний называется схемой Бернулли. 

Ставится задача: вычислить вероятность события ,
k

B  состоящего в том, 

что в n испытаниях, проведенных по схеме Бернулли, событие A произой-

дет ровно k раз )0( nk  . Искомую вероятность будем обозначать )(kP
n

. 

Пусть событие iA  означает появление события A в i-м испытании, тогда 

pAP
i
)(  для любого i. 

Если принять всю последовательность из n испытаний за один опыт, то 

элементарные исходы этого опыта можно представить как произведения 

вида 

 .
1321 nn
AAAAA


  (1.13) 

В силу сделанных выше предположений множители каждого такого произ-

ведения являются независимыми в совокупности событиями. Благоприят-

ствующими событию 
k

B  будут лишь те элементарные исходы, которые со-

держат k множителей типа iA  и kn   множителей типа i
A . Число таких 

исходов равно k

n
C , при этом вероятность каждого из них в силу формулы 

(1.10) равна 
knkqp     )1( pq  . 

Поскольку элементарные исходы опыта (произведения вида (1.13)) являют-

ся попарно несовместными событиями, то в силу формулы (1.3) получаем 

 knkk

nn
qpCkP )( . (1.14) 

Эта формула называется формулой Бернулли. 

 

1.13. Предельные теоремы в схеме Бернулли 

 

Использование формулы Бернулли (1.14) при больших значениях n за-

труднительно в вычислительном плане. Возникает необходимость в оты-

скании приближенных формул для вычисления вероятности )(kP
n

. Такие 

формулы дают нам предельные теоремы. 

Теорема 1.7 (теорема Пуассона). Пусть при неограниченном увеличе-

нии числа n испытаний )( n  вероятность p наступления события A в 

каждом испытании стремится к нулю )0( p , причем np  – постоянная 

величина. Тогда 
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 


 e

k
kP

k

n
n !

)(lim . (1.15) 

Доказательство. Преобразуем формулу Бернулли (1.14) с учетом того, 

что 
n

p


 : 

)(kP
n

 = 

knk

nnknk

n























1

)!(!

!
 = 

= 

kn

k

k

nnnk

knnnn





















 
11

!

))1(()2)(1( 
 = 

= 

knk

nnn

k

nnk




























 





















11

1
1

2
1

1
11

!
 . 

Переходя к пределу при n  и учитывая, что 





 






































 e

nn

n

n

n

n
1lim1lim , 

получаем формулу (1.15). ◄ 

Из равенства (1.15) при больших n и малых p вытекает приближенная 

формула Пуассона 

,
!

)(   e
k

kP
k

n     ,np     .,,2,1,0 nk   

Эту формулу обычно используют, когда 1,0p , а 10np . 

Пример 1.8. Завод отправил на базу 500 доброкачественных изделий. 

Вероятность того, что в пути изделие повредится, равна 0,002. Найти веро-

ятность того, что на базу прибудут 3 негодных изделия. 

Решение. Так как ,002,0,500  pn  то 1002,0500  . По фор-

муле Пуассона находим 

.06,0
!3

1
)3( 1

500
 eP  ● 

Сформулируем без доказательства еще две очень важные предельные 

теоремы, относящиеся к случаю, когда число испытаний n в схеме Бернул-

ли велико, а вероятность p не близка к нулю. 

Теорема 1.8 (локальная теорема Муавра–Лапласа). Если вероятность p 

появления события A в каждом из n испытаний постоянна и отлична от 0 и 1, то 













 


npq

npk

npq
kP

n


1
)( , 

где 

2

2

2

1
)(

x

ex





 (функция Гаусса). 

Приближение тем точнее, чем больше n. 

Для вычисления значений функции )(x  используется специальная таблица. 

Обозначим через ),(
21

kkP
n

 вероятность того, что в n испытаниях, проводи-
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мых по схеме Бернулли, событие A наступит не менее k1 и не более k2 раз. 

Теорема 1.9 (интегральная теорема Муавра–Лапласа). Если вероят-

ность p наступления события A в каждом испытании постоянна и отлична 

от 0 и 1, то 

 ,),( 1

0

2

021 











 














 


npq

npk

npq

npk
kkP

n
 (1.16) 

где 

 



x t

dtex
0

2
0

2

2

1
)(


 (нормированная функция Лапласа). (1.17) 

Равенство (1.16) тем точнее, чем больше n. 

Значения функции )(
0

x  находятся по таблице. Отметим некоторые 

важные свойства этой функции: 

1. )(
0

x  – нечетная функция, т.е. )()(
00

xx  ; 

2. )(
0

x  монотонно возрастает; 

3. 5,0)(lim
0




x
x

. 

 

Часть II. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

 

2.1. Понятие случайной величины. 

Дискретные и непрерывные случайные величины 

  

Переменная величина, которая, в зависимости от исхода опыта, т.е. в за-

висимости от случая, принимает различные действительные значения, на-

зывается случайной величиной (сокращенная запись: с.в.). 

Случайные величины будем обозначать прописными латинскими буква-

ми (при необходимости с индексами): X, Y1, Zi и т.д., а их возможные значе-

ния – соответствующими строчными буквами с индексами: 

 ,,,,,,,,
21121121 jj

zzyyxx  . 

Пример 2.1. Опыт: однократное бросание игральной кости.  

1) С.в. X – число выпавших очков. Возможные значения с.в. X: 

.6,,2,1
621
 xxx   

2) С.в. Y принимает значение 0, если выпало четное число очков, и зна-

чение 1, если число выпавших очков нечетное. Возможные значения с.в. Y: 

.1,0
21
 yy  ● 

Различают два основных типа случайных величин: дискретные и непре-

рывные случайные величины. 

Дискретной случайной величиной называют с.в., которая принимает отдель-

ные, изолированные друг от друга возможные значения. Очевидно, что мно-

жество возможных значений дискретной с.в. является конечным или счетным 

(т.е. его элементы могут быть занумерованы натуральными числами). 

Непрерывной случайной величиной называют с.в., которая может прини-

мать любые значения из некоторого конечного или бесконечного проме-

жутка. (Более строгое определение непрерывной с.в. будет дано ниже.) 
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Законом распределения случайной величины называется любое правило 

(таблица, функция, график), позволяющее находить вероятности произволь-

ных событий, связанных с этой с.в. (например, вероятность того, что она при-

мет какое-то значение или попадет в какой-то интервал). 

Замечание 2.1. Вместо термина «закон распределения» часто употреб-

ляют более простой термин «распределение». ● 

 

2.2. Закон распределения дискретной случайной величины. 

Основные дискретные распределения 

 

Пусть X – дискретная с.в., которая принимает значения ,, 21 xx . 

Законом распределения (или просто: распределением) дискретной 

с.в. X называется соответствие между возможными значениями xi 

),2,1( i  и их вероятностями )(
ii

xXPp  ; его можно задать таблич-

но, аналитически (в виде формулы) или графически. 

При табличном задании закона распределения дискретной с.в. пер-

вая строка содержит возможные значения с.в., а вторая – их вероятности: 

X x1 x2 … xn 

p p1 p2 … pn 

Такую таблицу обычно называют рядом распределения. Так как события 

1
xX  , 

2
xX  , …, 

n
xX   несовместны и образуют полную группу, то 

1
1




n

i
i

p . 

Если множество возможных значений с.в. X счетно, то ряд 


1i
i

p  сходит-

ся, причем 1
1




i
i

p . 

Закон распределения дискретной с.в. можно изобразить графически. Для 

этого в прямоугольной системе координат строят точки ),( ii px , а затем со-

единяют их отрезками. Полученную ломаную называют многоугольником 

распределения. 

Рассмотрим некоторые наиболее часто встречающиеся на практике зако-

ны распределений дискретных случайных величин. 

Биномиальное распределение. Дискретная с.в. X имеет биномиальное 

распределение (или распределена по биномиальному закону), если она при-

нимает значения nk ,,2,1,0   с вероятностями 
knkk

nk
qpCkXPp  )( , 

где ,10  p  .1 pq   

Данное определение корректно, так как 

1)(
11








n
n

k

knkk

n

n

k
k

qpqpCp . 

Как видим, вероятности kp  находятся по формуле Бернулли, получен-

ной в пункте 1.12. Таким образом, случайную величину X, распределенную 
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по биномиальному закону, можно рассматривать как число появлений со-

бытия A в n испытаниях, проводимых по схеме Бернулли; при этом  p – ве-

роятность наступления события A в каждом из испытаний. 

Распределение Пуассона. Дискретная с.в. X имеет распределение Пуас-

сона (или распределена по закону Пуассона), если она принимает значения 

,2,1,0k  с вероятностями 

  e
k

kXPp
k

k
!

)( , 

где 0  – параметр. 

Распределение Пуассона определено корректно, так как 

1
!!1 11

 













 
 

ee
k

ee
k

p
k k

kk

k
k . 

Отметим, что распределение Пуассона возникло в теореме Пуассона (п. 

1.13) как предельное распределение для числа появлений события A в n ис-

пытаниях схемы Бернулли, когда n , а 0p  так, что np  – посто-

янная величина. 

Геометрическое распределение. Дискретная с.в. X имеет геометрическое 

распределение, если она принимает значения ,2,1k  с вероятностями 
1)(  k

k
pqkXPp , 

где ,10  p  .1 pq   

Данное определение корректно, так как 

  












 



1 1 1

11 1
1

1

k k k

kk

k
p

p

q
pqppqp . 

Геометрическое распределение также связано со схемой Бернулли: по 

этому закону распределена с.в. X, равная числу испытаний, проведенных до 

первого появления события A. 

 

2.3. Функция распределения случайной величины 

 

Функцией распределения с.в. X называется функция )(xF , которая для 

любого Rx  равна вероятности события xX  : 

 )()( xXPxF  . (2.1) 

Теорема 2.1. Функция распределения )(xF  обладает следующими свой-

ствами: 

1. 1)(0  xF  для любого Rx ; 

2. )(xF  – неубывающая функция на R; 

3. 0)(lim 


xF
x

,   1)(lim 


xF
x

; 

4. )()()(
1221

xFxFxXxP  , если 
12

xx  ; 

5. )(xF  непрерывна слева в любой точке R
0

x :  )0(
0

xF )(
0

xF , где 

).(lim)0(
0

0
0

xFxF
xx 

  

Докажем свойства 2–4. 

Доказательство. 2. Пусть 
21

xx  . Событие 
2

xX   есть сумма двух не-
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совместных событий 1xX   и 21 xXx  . Поэтому 

)()()(
2112

xXxPxXPxXP  , 

т.е. 

 )()()(
2112

xXxPxFxF  . (2.2) 

В силу неотрицательности вероятности отсюда следует, что 

)()(
21

xFxF  . 

3. 0)()(lim)(lim 


XPxXPxF
xx

, 

поскольку событие X  невозможно. 

 1)()(lim)(lim 


XPxXPxF
xx

, 

поскольку событие X  достоверно. 

4. Свойство 4 следует из равенства (2.2). ◄ 

 

2.4. Непрерывные случайные величины 

 

Выше было дано понятие непрерывной с.в. Приведем теперь более стро-

гое определение. 

Случайная величина X называется непрерывной с.в., если существует та-

кая неотрицательная, интегрируемая по Риману на интервале ),(   

функция )(xp , что при всех Rx  

 



x

dttpxF )()( , (2.3) 

где )(xF  – функция распределения с.в. X. Функция )(xp  называется плот-

ностью распределения вероятностей (плотностью распределения или 

просто плотностью) случайной величины X. 

Функция распределения непрерывной с.в. непрерывна на всей числовой 

оси, так как непрерывен по переменному верхнему пределу интеграл в пра-

вой части равенства (2.3). 

Теорема 2.2. Плотность распределения вероятностей непрерывной с.в. 

обладает следующими свойствами: 

1. 0)( xp  при всех Rx ; 

2. 
b

a

dxxpbXaP )()(  при ba  ; 

3. 1)( 




dxxp  (условие нормировки); 

4. )()( xpxF   в точках непрерывности функции )(xp ; 

5. )()()( xoxxpxxXxP   в точках непрерывности )(xp . 

Докажем свойство 2. 

Доказательство. Используем свойство 4 функции распределения (тео-

рема 2.1), равенство (2.3) и свойство аддитивности сходящегося несобст-

венного интеграла:    

 



a b

a

b

dxxpdxxpdxxpaFbFbXaP )()()()()()( . ◄ 
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Замечание 2.2. Плотность распределения непрерывной с.в. называют 

также дифференциальным законом распределения (или просто законом рас-

пределения) этой с.в. ●  

Теорема 2.3. Если X – непрерывная с.в., то для любого R0x  

 .0)(
0
 xXP  (2.4) 

Доказательство. Используя свойство 4 функции распределения (п. 2.3, 

теорема 2.1), выводим 




)(lim)(
0

0
0

0

xXxPxXP
xx

 

)()0())()((lim
000

00

xFxFxFxF
xx




. 

В силу непрерывности )(xF  отсюда получаем равенство (2.4). ◄ 

Следствие. Для непрерывной с.в. X справедливы равенства 

).()()()( bXaPbXaPbXaPbXaP   

 

2.5. Основные непрерывные распределения 

 

Рассмотрим основные законы распределения непрерывных случайных 

величин. 

Равномерное распределение. Непрерывная с.в. X имеет равномерное распре-

деление на отрезке ],[ ba , если ее плотность распределения задана формулой 













].,[при0

],,[при
1

)(

bax

bax
abxp  

Находим функцию распределения с.в. X, распределенной по равномер-

ному закону: 


















 


.при1

,при

,при0

)()(

bx

bxa
ab

ax

ax

dttpxF
x

 

Графики плотности )(xp  и функции распределения )(xF  для равномерно-

го распределения на отрезке ],[ ba  изображены на рис. 2.  

 
Показательное распределение. Непрерывная с.в. X имеет показатель-

ное (экспоненциальное) распределение, если ее плотность имеет вид 

x  b  a  

)(xF  

x  b  a  

)(xp  

ab 

1
 

1 

Рис. 2. 
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








 ,0при

,0при0
)(

xe

x
xp

x
 

где 0  – параметр распределения. 

Для функции распределения с.в. X, распределенной по показательному 

закону, нетрудно получить следующее выражение: 










 .0при1

,0при0
)(

xe

x
xF

x
 

Графики плотности )(xp  и функции распределения )(xF  для показа-

тельного распределения изображены на рис. 3. 

Нормальное распределение. Непрерывная с.в. X имеет нормальное распреде-

ление с параметрами Rm  и 0 , если ее плотность имеет вид 

2

2

2

)(

2

1
)( 



mx

exp




 ,   .Rx    

Функция распределения с.в. X, распределенной по нормальному закону, 

выражается формулой 

 ,
2

1
)(

2

2

2

)(








 
 









mx
dtexF

x mt

 (2.5) 

где 

dtex
x t






 2

2

2

1
)(


 (функция Лапласа). 

Замечание 2.3. Функция Лапласа )(x  связана с нормированной функ-

цией Лапласа )(0 x  (п. 1.13, формула 1.17) равенством 

.5,0)()(
0

 xx  ● 

Графики плотности и функции распределения для нормального распре-

деления изображены на рис. 4. 

 
 

0,5 

1 

Рис. 3. 

  

x  

)(xF  
1 

x  

)(xp  

x  

Рис. 4. 

m  x  m  

)(xF  )(xp  Ре
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Найдем вероятность попадания с.в. X, распределенной по нормальному 

закону, в интервал ),( ba . Учитывая следствие из теоремы 2.3, воспользу-

емся свойством 4 функции распределения (п. 2.3) и формулой (2.5): 

.)()()( 






 








 




mamb
aFbFbXaP  

В силу замечания 2.4 имеем также 

 






 








 




mamb
bXaP

00
)( . (2.6) 

Пример 2.2. Вычислить вероятность попадания с.в. X, распределенной 

по нормальному закону с параметрами m и  , в интервал )3,3(   mm . 

Решение. Полагая в формуле (2.6) ,3 ma  3mb , получаем 

)3(2
33

)33(
000



























 mXmP  

(здесь была учтена нечетность функции )(0 x ). По таблице значений 

функции )(
0

x  находим: .49865,0)3(
0

  Следовательно, 

9973,0)33(   mXmP . 

Таким образом, практически достоверно, что с.в. X принимает свои значе-

ния в промежутке )3,3(   mm . Полученный результат называется 

«правилом трех  ». ● 

 

2.6. Понятие многомерной случайной величины 

 

Пусть в некотором эксперименте одновременно наблюдается n случай-

ных величин 
n

XXX ,,,
21
 . 

Упорядоченный набор случайных величин ),,,(
21 n

XXX   называется 

n-мерной (многомерной) случайной величиной, или n-мерным случайным 

вектором. 

Одномерные случайные величины 
i

X  ),,2,1( ni   называются компо-

нентами (составляющими) n-мерной с.в. ),,,(
21 n

XXX  . 

Многомерные случайные величины могут быть дискретными, непрерыв-

ными и смешанными в зависимости от типа их компонент. В первом случае 

все компоненты многомерной с.в. являются дискретными случайными ве-

личинами, во втором – непрерывными. Компонентами смешанной много-

мерной с.в. являются случайные величины разных типов. 

 

2.7. Закон распределения дискретной 

двумерной случайной величины 

 

Рассмотрим дискретную двумерную с.в. ),( YX . Пусть с.в. X может при-

нимать только значения ,,
21

xx , а с.в. Y – только значения ,,
21

yy . То-

гда множество возможных значений двумерной с.в. ),( YX  составляют па-

ры значений ),(
ji

yx , ,2,1i , ,2,1j  . 
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Через ),(
ji

yYxXP   будем обозначать вероятность произведения со-

бытий 
i

xX   и j
yY  . 

Перечень возможных значений пар компонент ),(
ji

yx  и соответствую-

щих каждой такой паре вероятностей 

),(
jiij

yYxXPp   

называется законом распределения (или просто распределением) дискрет-

ной двумерной с.в. ).,( YX  

Если множества возможных значений случайных величин X и Y конечны, 

то распределение дискретной двумерной с.в. ),( YX  можно задать в виде 

таблицы совместного распределения: 

 

X
      Y y1 … yj … ym 

x1 p11 … p1j … p1m 

… … … … … … 

xi pi1  pij … pim 

… … … … … … 

xn pn1  pnj … pnm 

 

Так как события, означающие одновременное выполнение равенств 

i
xX  , j

yY   ( ni ,,2,1  ; mj ,,2,1  ), являются попарно несовмест-

ными и образуют полную группу, то 

1
1 1


 

n

i

m

j
ij

p . 

Одномерные законы распределения отдельных компонент выражаются 

через вероятности совместных значений по формулам 

 





m

j
ijii

pxXPp
1

)( ,       





n

i
ijjj

pyYPp
1

)( . (2.7) 

Доказательство первой формулы (2.7) (вторая доказывается аналогич-

но). Событие ixХ   можно представить как сумму попарно несовместных 

событий 

),(),(,),,(),(),,(),(
21 miii

yxYXyxYXyxYX   . 

Воспользовавшись формулой сложения вероятностей для попарно несо-

вместных событий (формула (1.3)), получаем первое равенство (2.7). ◄ 

 

2.8. Функция распределения многомерной случайной величины 

  

Функцией распределения n-мерной с.в. ),,,(
21 n

XXX   называется 

функция ),,,(
21 n

xxxF  , которая для любых действительных 
n

xxx ,,,
21
  

равна вероятности произведения событий ,
11

xX   ,,
22
xX   

nn
xX  : 

),,,(),,,(
221121 nnn

xXxXxXPxxxF   . 

В частности, для двумерной с.в. ),( YX  функция распределения опреде-

ляется равенством 
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),(),( yYxXPyxF  . 

Геометрически функция распределения ),( yxF  означает вероятность 

попадания случайной точки ),( YX  в бесконечный квадрант с вершиной в 

точке ),( yxM , лежащий левее и ниже ее (заштрихованная область на рис. 5). 

 
Теорема 2.4. Функция распределения ),( yxF  обладает следующими 

свойствами: 

1. 1),(0  yxF  в любой токе 2),( Ryx ; 

2. ),( yxF – неубывающая функция по каждому из аргументов; 

3. 0),(lim),(lim),(lim 




yxFyxFyxF

y

xyx
; 

4. 1),(lim 




yxF

y

x
; 

5. )(),(lim xFyxF
X

y



,     )(),(lim yFyxF

Y
x




, 

где )(xFX  и )(yFY  – функции распределения случайных величин X и Y, 

т.е. ),()( xXPxF
X

  ).()( yYPyF
Y

  

6. ),( yxF  непрерывна слева в любой точке 2

00
),( Ryx  по каждому из 

аргументов x и y. 

Приведем доказательство первого равенства утверждения 5. 

Доказательство. ),(),(lim 


YxXPyxF
y

. Поскольку событие 

Y  является достоверным, то произведение событий xX   и Y  

равно событию xX   (см. п. 1.3). Таким образом, 

)()(),(lim xFxXPyxF
X

y



. ◄ 

Геометрическая интерпретация доказанного свойства следующая: при 

y  заштрихованный на рис. 5 квадрант превращается в полуплос-

кость, лежащую слева от вертикальной прямой, проходящей через точку M; 

)()( xFxXP
X

  – вероятность попадания случайной точки ),( YX  в эту 

полуплоскость. 

 

2.9. Непрерывная двумерная случайная величина 

 

По аналогии с одномерным случаем дадим строгое определение непре-

рывной двумерной с.в. 

),( yxM  

x  

y  

0  

Рис. 5. 
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Двумерная случайная величина ),( YX  называется непрерывной, если ее 

функция распределения ),( yxF  непрерывна в 2
R  и существует такая неот-

рицательная интегрируемая по Риману в бесконечных пределах по каждой 

из переменных функция ),( yxp , что 

  
 


x y

dttspdsyxF ),(),( . (2.8) 

Функция ),( yxp  называется плотностью распределения (или совмест-

ной плотностью) двумерной с.в. ),( YX . 

Теорема 2.5. Пусть ),( YX  – непрерывная двумерная с.в. с плотностью 

распределения ),( yxp . Тогда: 

1. 0),( yxp  при всех 2),( Ryx . 

2. dxdyyxpGYXP
G

 ),()),(( ,   G – область в 2
R . 

3. .1),(  








dttspds  

4. 
yx

yxF
yxp






),(
),(

2

, если ),( yx  – точка непрерывности функции 

).,( yxp  

5. .),(),( yxyxpyyYyxxXxP   

6. X и Y – непрерывные случайные величины, причем их плотности 

)(xp
X

 и )(yp
Y

 выражаются через совместную плотность ),( yxp  следую-

щим образом: 

 




 ,),()( dyyxpxp
X   





 dxyxpyp
Y

),()( . (2.9) 

Замечание 2.4. Функция распределения непрерывной n-мерной с.в. 

),,,(
21 n

XXX   по определению имеет вид 

 
 


1

111
),,(),,(

x x

nnn

n

dtdtttpxxF  . 

Свойства плотности ),,(
1 n

xxp   аналогичны свойствам плотности 

),( yxp . В частности, плотность распределения одномерной с.в. 
1

X  выра-

жается через плотность ),,(
1 n

xxp   следующим образом: 

  













nnX

dxdxdxxxxxpxp 
323211

),,,,()(
1

. ● 

 

2.10. Условные законы распределения 

компонент двумерных случайных величин 
 

Условным законом распределения одной из компонент двумерной с.в. 

),( YX , называется ее закон распределения, найденный при условии, что 

другая компонента приняла определенное значение (или попала в какой-то 

определенный интервал).   
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1. Пусть ),( YX  – дискретная двумерная с.в., компонента X которой при-

нимает значения 
n

xxx ,,,
21
 , а компонента Y – значения 

m
yyy ,,,

21
 . Как 

известно (см. п. 2.7), закон распределения двумерной с.в. ),( YX  задается 

набором вероятностей 

),(
jiij

yYxXPp        ),,2,1;,,2,1( mjni   . 

Для краткости записи условную вероятность того, что с.в. X примет зна-

чение ix  при условии, что j
yY  , обозначим через )|(

ji
yxp : 

)|()|(
jiji

yYxXPyxp  . 

Согласно определению условной вероятности (п. 1.8) 

j

ij

j

ji

ji
p

p

yYP

yYxXP
yxp









)(

),(
)|( . 

Совокупность условных вероятностей 

)|(,),|(),|(
21 jnjj

yxpyxpyxp   

представляет собой условный закон распределения с.в. X при условии, что 

j
yY  .  

Аналогично определяется условный закон распределения с.в. Y при усло-

вии, что ixX  : 

i

ij

i

ji

ijij
p

p

xXP

yYxXP
xXyYPxyp









)(

),(
)|()|(   ),,2,1( mj  . 

Замечание 2.5. Сумма вероятностей условного закона распределения 

равна единице: 

 1)|(
1




n

i
ji

yxp ,     1)|(
1




m

j
ij

xyp . (2.10) 

Доказательство первого равенства (2.10) (второе доказывается анало-

гично). С учетом того, что j

n

i
ij

pp





1

 (п. 2.7, вторая формула (2.7)), выводим 

1
1

)|(
111






 


j

j
n

i
ij

j

n

i j

ij
n

i
ji

p

p
p

pp

p
yxp . ● 

2. Пусть ),( YX  – непрерывная двумерная с.в. с совместной плотностью 

распределения ),( yxp . Через )(xp
X

 и )(yp
Y

 обозначаем, как и выше, плот-

ности распределений одномерных случайных величин X и Y. 

Условной плотностью с.в. X при условии yY   называется функция 

)|( yxp
X

, определяемая соотношением 

 
)(

),(
)|(

yp

yxp
yxp

Y

X
              ( 0)( yp

Y
). (2.11) 

Аналогично определяется условная плотность с.в. Y при условии xX  : 

 
)(

),(
)|(

xp

yxp
xyp

X

Y
              ( 0)( xp

X
). (2.12) 

В силу равенств (2.9) условные плотности можно выразить через совме-

стную плотность следующим образом:  
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






dxyxp

yxp
yxp

X

),(

),(
)|( ,         








dyyxp

yxp
xyp

Y

),(

),(
)|( . 

Как и любая плотность распределения, условные плотности обладают 

следующими свойствами: 

,0)|( yxp
X

               




 ,1)|( dxyxp
X  

,0)|( xyp
Y

               




1)|( dyxyp
Y . 

 

2.11. Независимые случайные величины 
 

Случайные величины 
n

XX ,,
1
  называются независимыми (по-другому: 

независимыми в совокупности, взаимно независимыми), если для любых 

R
n

xx ,,
1
  являются независимыми в совокупности события 

nn
xXxX  ,,

11
  (см. п. 1.9). 

Теорема 2.6. Для независимости случайных величин 
n

XX ,,
1
  необхо-

димо и достаточно, чтобы для любых R
n

xx ,,
1
  выполнялось равенство 

 )()(),,(
11 1 nXXn

xFxFxxF
n

  , (2.13) 

где ),,(
1 n

xxF   – функция распределения n-мерной с.в. ),,(
1 n

XX  , 

)(
iX

xF
i

 – функция распределения с.в. 
i

X , ni ,,1  . 

В случае 2n  утверждение теоремы 2.6 очевидно: равенство (2.13) пе-

реписывается в виде 

)()(),(
22112211

xXPxXPxXxXP  , 

что и означает независимость событий 
11

xX   и 
22

xX  . Доказательство 

теоремы в общем случае читателю рекомендуется провести самостоятельно. 

Теорема 2.7. Непрерывные случайные величины 
n

XX ,,
1
  независимы 

тогда и только тогда, когда n-мерная с.в. ),,(
1 n

XX   непрерывна и ее 

плотность ),,(
1 n

xxp   представляется в виде 

)()(),,(
11 1 nXXn

xpxpxxp
n

  , 

где )(
iX

xp
i

 – плотность с.в. iX , ni ,,1  . 

Доказательство утверждения теоремы для случая 2n  (в общем слу-

чае доказательство аналогично). В силу теоремы 2.6 независимость случай-

ных величин X1 и X2 равносильна выполнению равенства 

 .)()(),(
2121 21

xFxFxxF
XX

  (2.14) 

Необходимость. С учетом определения непрерывной одномерной с.в.  

(п. 2.4) из равенства (2.14) выводим 

tdtpspdsdttpdsspxxF
x x

XX

x

X

x

X  
 


1 2

21

2

2

1

1

)()()()(),(
21

. 

Отсюда следует, что ),(
21

XX  является непрерывной двумерной с.в. с плот-

ностью  
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  )()(),(
2121 21

xpxpxxp
XX

  (2.15) 

(см. определение непрерывной двумерной с.в. и ее плотности (п. 2.9)). 

Достаточность. Проинтегрировав обе части равенства (2.15) по 
1

x  и 
2

x  

в промежутках ),(
1

x  и ),(
2

x  соответственно, получим равенство 

(2.14). ◄ 

Для дискретных случайных величин справедлива следующая теорема. 

Теорема 2.8. Дискретные случайные величины 
n

XX ,,
1
  независимы 

тогда и только тогда, когда для любых R
n

xx ,,
1
  выполняется равенство 

)()(),,(
1111 nnnn

xXPxXPxXxXP   . 

Замечание 2.6. Из теорем 2.7 и 2.8, в частности, следует: 

1. Если компоненты непрерывной с.в. ),( YX  являются независимыми 

случайными величинами, то их условные плотности равны безусловным: 

).()|(),()|( ypxypxpyxp
YYXX

  

2. Если компоненты дискретной с.в. ),( YX  независимы, то их условные 

законы распределения совпадают с безусловными:  

jijiji
pxyppyxp


 )|(,)|( . ● 

 

2.12. Функции случайных величин. 

Закон распределения функции одной случайной величины 

 

Пусть 
n

XX ,,
1
  – случайные величины, связанные с некоторым опы-

том, и ),,(
1 n

xxf   – действительно значная функция n действительных 

переменных, область определения которой содержит все возможные значе-

ния n-мерной с.в. ),,(
1 n

XX  . Тогда можно определить с.в. Y, которая 

принимает свои значения в зависимости от того, какие значения принимают 

случайные величины 
n

XX ,,
1
 , а именно: если в результате опыта слу-

чайные величины 
n

XX ,,
1
  приняли значения 

n
xx ,,

1
 , то с.в. Y прини-

мает значение ),,(
1 n

xxfy  . При этом Y называют функцией случайных 

величин 
n

XX ,,
1
  и записывают: ),,(

1 n
XXfY  . 

Выясним, как найти закон распределения функции )(XfY  , если извес-

тен закон распределения аргумента X. 

1. Пусть X – дискретная с.в., принимающая значения 
n

xxx ,,,
21
  с соот-

ветствующими вероятностями 
n

ppp ,,,
21
 . Множество возможных зна-

чений с.в. Y составляют все различные числа среди чисел 

)(,),(),(
21 n

xfxfxf  . Пусть j
y  – одно из возможных значений с.в. Y. Со-

бытие jyY   эквивалентно сумме тех событий 
i

xX  , для которых 

ji
yxf )( . Поскольку все слагаемые в этой сумме – события несовместные, то 

jiji yxfi
i

yxfi
ij

pxXPyYP


 
)(:)(:

)()(  

(суммирование ведется по всем i, для которых ji
yxf )( ). 

2. Пусть X – непрерывная с.в. с плотностью распределения )(xp
X

. Пред-
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положим, что все возможные значения с.в. X составляют интервал ),( ba  (в 

частности, a , b ), а функция )(xf  строго монотонна и диффе-

ренцируема на интервале ),( ba . В этом случае множеством всех значений 

с.в. )(XfY   также является интервал; обозначим его ),( dc . Можно дока-

зать, что плотность с.в. Y имеет следующий вид: 

 











),,(при0

),,(при|))((|))((
)(

11

dcy

dcyyfyfp
yp X

Y
 (2.16) 

где )(1 yf   – функция, обратная функции )(xf . 

Пример 2.3. Пусть с.в. X имеет нормальное распределение с параметра-

ми m  и   (см. п. 2.5). Найти плотность распределения с.в. baXY  , где 

0,,  aba R .  

Решение. В данном случае имеем: baxxf )(  – строго возрастающая 

(при 0a ) или строго убывающая (при 0a ) на всей числовой оси функ-

ция. Находим  

a

by
yf


 )(1 ,     

a
yf

1
))(( 1  . 

Как легко видеть, множеством возможных значений с.в. Y является ин-

тервал ),(  . Согласно формуле (2.16) получаем 

2

2

2

2

)|(|2

))((

2

2||

1

||

1

2

1
)( 



a

bamy
m

a

by

Y e
aa

eyp


















 . 

Таким образом, с.в. baXY   также распределена по нормальному за-

кону с параметрами, равными bam  и || a . ● 

Замечание 2.7. Из примера 2.3, в частности, следует: если с.в. X имеет 

нормальное распределение с параметрами m  и  , то с.в. 


mX
Y


  также 

распределена  нормально с параметрами 0  и 1. Действительно, в этом слу-

чае 


1
a , 



m
b   и значит, 

0
1




m
mbam ,    1

1
||  


a . ● 

 

2.13. Числовые характеристики случайных величин 
 

Случайные величины, помимо закона распределения, могут описываться чи-

словыми характеристиками, среди которых различают характеристики поло-

жения (основные: математическое ожидание, мода, медиана) и характеристи-

ки рассеивания (основные: дисперсия, среднее квадратическое отклонение). 

Математическое ожидание. Математическим ожиданием (или средним 

значением) дискретной с.в. X, имеющей закон распределения 
ii

pxXP  )( , 

,2,1i , называется число )(XM , определяемое формулой 
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 
i

ii
pxXM )( . (2.17) 

При этом, если множество возможных значений с.в. X счетно, то условием 

существования математического ожидания является абсолютная сходимость 

ряда в правой части равенства (2.17); в противном случае считают, что дис-

кретная с.в. X математического ожидания не имеет. 

Математическим ожиданием непрерывной с.в. X с плотностью распре-

деления вероятностей )(xp  называется число 

 




 dxxpxXM )()(  (2.18) 

при условии, что интеграл в правой части равенства (2.18) сходится абсолютно. 

В дальнейшем будем предполагать, что все рассматриваемые математи-

ческие ожидания существуют. 

Теорема 2.9. Математическое ожидание обладает следующими свойствами: 

1. CCM )( , если C – константа (дискретная с.в., принимающая значе-

ние C с вероятностью 1); 

2. )()( XkMkXM  , если k – константа; 

3. )()()()(
2121 nn

XMXMXMXXXM   ; 

4. CXMCXM  )()( , если C – константа; 

5. )()()()(
2121 nn

XMXMXMXXXM    для независимых (в со-

вокупности) случайных величин 
n

XXX ,,,
21
 ; 

6. Если 0X  (т.е. с.в. X принимает только неотрицательные значения), 

то 0)( XM . 

Дисперсия. Дисперсией с.в. X называется число )(XD , определяемое 

формулой 

]))([()( 2XMXMXD   = 




















я.непрерывна  с.в. если,)())((

,дискретная  с.в. если,))((

-

2

2

XdxxpXMx

XpXMx
i

ii

 

Теорема 2.10. Дисперсия обладает следующими свойствами: 

1. 0)( XD ; 

2. 0)( CD , если C – константа; 

3. )()( 2 XDkkXD  , если k – константа; 

4. )()()()(
2121 nn

XDXDXDXXXD    для независимых (в 

совокупности) случайных величин 
n

XXX ,,,
21
 ; 

5. )()()( YDXDYXD   для независимых случайных величин X и Y; 

6. )()( XDCXD  , если C – константа; 

7. 22 )]([)()( XMXMXD  . 

Среднее квадратическое отклонение. Средним квадратическим от-

клонением с.в. X называется число 

)(XD
X
 . 

Мода и медиана. Модой дискретной с.в. X, принимающей значения 

n
xxxx 

321
, называется наиболее вероятное ее значение по сравне-
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нию с соседними, т.е. такое значение mx , что 

 )(
m

xXP )(max
11

i
mim

xxP 


. 

Модой непрерывной с.в. X  называется точка локального максимума 

плотности распределения. 

Моду с.в. X обозначают )(XM
o

. 

Медианой непрерывной с.в. X  называется число )(XM
e

, удовлетворяю-

щее условию 

2

1
))(())((  XMXPXMXP

ee
. 

 

2.14. Числовые характеристики основных распределений 
 

Найдем математические ожидания и дисперсии дискретных и непрерыв-

ных распределений, рассмотренных в пунктах 2.2 и 2.5. 

Биномиальное распределение. Как известно (п. 2.2), с.в. X, имеющую 

биномиальное распределение, можно рассматривать как число появлений 

события A в n испытаниях, проводимых по схеме Бернулли ( p  – вероят-

ность наступления события A в каждом из испытаний). Пусть с.в. 
i

X  – чис-

ло появлений события A в i-м испытании. Тогда 

n
XXX  

1
. 

Каждая с.в. 
i

X  ( ni ,,1  ) может принимать только два значения: 1
1
x  

с вероятностью p  и 02 x  с вероятностью pq 1 . Поэтому 

pqpXM
i

 01)(            ( ni ,,1  ), 

.)()()(
1

npXMXMXM
n
   

В силу независимости исходов испытаний случайные величины 

n
XX ,,

1
  независимы. Поэтому, согласно свойству 4 дисперсии (теорема 2.10), 

).()()()(
21 n

XDXDXDXD    

Дисперсию каждой с.в. iX  найдем, используя свойство 7 дисперсии: 

,01)( 222 pqpXM
i

  

.)1()]([)()( 222 pqppppXMXMXD
iii

  

Таким образом, 

npqXD )( . 

Распределение Пуассона. Последовательно находим:      

;
!)!1(!

)(
01

1

0








  


 


















 ee

m
e

k
ee

k
kXM

m

m

k

k

k

k

 







 




















1

1

1

1

0

22

)!1(
)11(

)!1(!
)(

k

k

k

k

k

k

k
ke

k
kee

k
kXM







 
 







 














1

11

1 )!1()!1(
)1(

k

kk

k k
e

k
ke





 
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,
)!2(

22

2

2

2 


  


 







 eeee

k
e

k

k

 

.)]([)()( 2222   XMXMXD  

Геометрическое распределение. Вычисляем: 

  



















1 01

1

1

1 )(
)(

k k

k

k

k

k

k

k q
dq

d
p

dq

qd
pkqpkpqXM  

;
1

)1(

1

1

1
22 pp

p

q
p

qdq

d
p 













  

 











1

1

1

122 ))1(()(
k

k

k

k pqkkkpqkXM  

 












 
0

2

2

2 1

12 )(
)(

)1(
k

k

k k

kk XM
dq

qd
pqkpqqkkpq  














 



 pq
pq

pqdq

d
pq

p
q

dq

d
pq

k

k 1

)1(

21

1

11
32

2

0
2

2

 

,
1212

223 p

q

p

pq

pp

pq 



  

.
11

)]([)()(
222

22

p

q

pp

q
XMXMXD 


  

Равномерное распределение. Для с.в. X, имеющей равномерное распре-

деление на отрезке ],[ ba , находим: 

;
2)(2)(2

1
)(

222 ba

ab

ab

ab

x
dx

ab
xXM

b

a

b

a













   

,
3)(3)(3

1
)(

22333

22 baba

ab

ab

ab

x
dx

ab
xXM

b

a

b

a













   

.
12

)(

4

)(

3
)]([)()(

2222

22 abbababa
XMXMXD








  

Показательное распределение. При вычислении интегралов используем 

метод интегрирования по частям: 

 







00

)( xx xdedxexXM  ;
11

0
0

0
0 

 











xxx edxexe  

 







0

2

0

22 )( xx dexdxexXM   

,
2122

02
2

00
0

2






  








 dxexdxxeex xxx
 

.
112

)]([)()(
222

22


 XMXMXD  

Нормальное распределение. Пусть с.в. X имеет нормальный закон рас-

пределения с параметрами m  и  . Как известно (замечание 2.7), с.в. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 33 



mX
Y


  также распределена нормально с параметрами 0  и 1. Найдем 

сначала математическое ожидание и дисперсию с.в. Y: 

0
2

1
)( 2

2








 dyyeYM
y


, 

так как интеграл сходится, а подынтегральная функция нечетная; 

 










2222

22

2

1

2

1
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yy

ydedyeyYM


 

,110
2

1

2

1
22

22

 











dyeye
yy


 

.101)]([)()( 22  YMYMYD  

Теперь с помощью соответствующих свойств математического ожидания 

и дисперсии (п. 2.13) находим математическое ожидание и дисперсию с.в. 

mYX  : 

,)()( mmYMXM         .)()( 22   YDXD  

Таким образом, выяснен теоретико-вероятностный смысл параметров 

нормального распределения: m  – математическое ожидание, )(XD  – 

среднее квадратическое отклонение. 

 

 

Часть III. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
 

3.1. Неравенства Маркова и Чебышева 
 

Теорема 3.1 (неравенство Маркова). Пусть X – неотрицательная с.в., 

имеющая математическое ожидание. Тогда для любого 0  справедливо 

неравенство 

 



)(

)(
XM

XP  . (3.1) 

Доказательство. Докажем неравенство (3.1) для непрерывной с.в. X с 

плотностью распределения )(xp . 

Учитывая неотрицательность с.в. X, получаем 

  
 


0 0

)()()()(




dxxxpdxxxpdxxxpXM )()()( 


 


XPdxxpdxxxp . 

Отсюда следует неравенство (3.1). ◄ 

Отметим, что неравенство Маркова можно записать в другой форме: 




)(
1)(

XM
XP  . 

Теорема 3.2 (неравенство Чебышева). Пусть X – с.в., имеющая матема-

тическое ожидание и дисперсию. Тогда для любого 0  справедливо не-

равенство 

2

)(
)|)((|




XD
XMXP  . 
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Доказательство. Неравенство  |)(| XMX  равносильно неравенству 
22))((  XMX .  Применяя к неотрицательной с.в. 

2))(( XMXY   

неравенство Маркова, в котором   заменено на 
2 , получаем 

 ]))([()|)((| 22  XMXPXMXP 22

2 )()(
)(




XDYM
YP  . ◄ 

Другая форма неравенства Чебышева: 

2

)(
1)|)((|




XD
XMXP  . 

3.2. Теорема Чебышева 
 

Будем говорить, что последовательность случайных величин ,,
21

XX  

является последовательностью независимых случайных величин, если при 

любом натуральном 2n  случайные величины 
n

XX ,,
1
  независимы.  

Теорема 3.3 (теорема Чебышева). Пусть ,,
21

XX  – последователь-

ность независимых случайных величин, обладающих математическими 

ожиданиями )(
i

XM  и дисперсиями )(
i

XD , причем дисперсии ограничены 

в совокупности (т.е. существует такая константа 0C , что CXD
i
)( , 

,2,1i ). Тогда для любого 0  

 0)(
11

lim
1 1









 

 



n

i

n

i
ii

n
XM

n
X

n
P . (3.2) 

Доказательство. При произвольном 2n  рассмотрим с.в. 



n

i
in

X
n

Y
1

1
. 

Легко видеть, что 



n

i
in

XM
n

YM
1

)(
1

)( , 



n

i
in

XD
n

YD
1

2
)(

1
)(  (при получении 

второго равенства учитывалась независимость случайных величин 

n
XX ,,

1
 ). Применяя к с.в. 

n
Y  неравенство Чебышева и учитывая, что 

CXD
i
)( , ,2,1i , выводим 

222
1

222
)(

1)(
)|)((|




n

C

n

nC
XD

n

YD
YMYP

n

i
i

n

nn
 



,  т.е.  

2
1 1

)(
11




n

C
XM

n
X

n
P

n

i

n

i
ii









 

 

. 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при n , получаем форму-

лу (3.2). ◄ 

Следствие. Пусть ,,
21

XX – последовательность независимых одина-

ково распределенных случайных величин, mXM
i
)( , 2)( 

i
XD , 

,2,1i . Тогда для любого 0  

 0
1

lim
1















n

i
i

n
mX

n
P . (3.3) 
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Последовательность случайных величин ,,
21

YY  называется сходящей-

ся по вероятности к числу b, если для любого 0  

  0lim 


bYP
n

n
 

(или   1lim 


bYP
n

n
); символическая запись: 

bY P

n
 . 

Замечание 3.1. Соотношение (3.3), выражающее частный случай теоре-

мы Чебышева, можно записать в виде 

 mX
n

n

i

P

i



1

1
. ● 

3.3. Теорема Бернулли 
 

Теорема 3.4 (теорема Я. Бернулли). Пусть k – число наступлений события 

A в n испытаниях, проводимых по схеме Бернулли. Тогда для любого 0  

 0lim 










p

n

k
P

n
, (3.4) 

где p – вероятность появления события A в каждом из испытаний. 

Доказательство. Пусть с.в. 
i

X  – число появлений события A в i-м испы-

тании. Тогда  

 



n

i
i

Xk
1

. (3.5) 

В силу определения схемы Бернулли (п. 1.12) ,,
21

XX – последователь-

ность независимых одинаково распределенных случайных величин. Ранее 

(п. 2.14, биномиальное распределение) мы уже установили, что при каждом i 

pXM
i
)( ,  pqXD i )(    )1( pq  . 

Таким образом, последовательность случайных величин ,,
21

XX  удовле-

творяет всем условиям следствия теоремы Чебышева значит 

0
1

lim
1















n

i
i

n
pX

n
P . 

С учетом равенства (3.5) отсюда получаем утверждение (3.4). ◄ 

Соотношение (3.4) можно заменить на эквивалентное ему соотношение 

1lim 










p

n

k
P

n
. 

Замечание 3.2. Теорема Бернулли утверждает, что относительная часто-

та 
n

k
AP  )(  сходится по вероятности к вероятности pAP )( : 

)()( APAP P
. 

Таким образом, эта теорема объясняет смысл свойства устойчивости отно-

сительной частоты, которое мы ранее приняли как экспериментальный факт 

(п. 1.5). ● 
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3.4. Центральная предельная теорема  
 

Приведем без доказательства вариант центральной предельной теоремы 

для независимых одинаково распределенных случайных величин. 

Теорема 3.5. Пусть ,, 21 XX – последовательность независимых оди-

наково распределенных случайных величин, имеющих математическое 

ожидание mXM i )(  и дисперсию 0)( 2 iXD , ,2,1i . Тогда для 

любого Rx  

 





 










 x t

n

n dtexx
n

nmXX
P 21

2

2

1
)(




. (3.6) 

Замечание 3.3. Соотношение (3.6) означает, что при n  закон рас-

пределения с.в. 

n

nmXX
Z n

n






1  

неограниченно приближается к нормальному закону распределения с пара-

метрами 0 и 1 (п. 2.5, нормальное распределение). Отсюда следует, что и 

закон распределения с.в. 



n

i
in

XS
1

 при n  неограниченно приближает-

ся к нормальному, но уже с параметрами nm и n . Действительно, 








 
 







 






n

nmx

n

nmx

n

nmS
PxSPxF

n

n

nSn 
)()( , 

т.е. функция распределения с.в. nS  при любом фиксированном x стремится 

при n  к функции распределения с.в., распределенной по нормальному 

закону с параметрами nm и n . ● 

 

 

Часть IV. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 
 

4.1. Генеральная совокупность. Выборка. 

Статистическое распределение выборки 

и ее графическое представление 
 

Будем предполагать, что каждый исход некоторого случайного экспери-

мента характеризуется одним из возможных значений с.в. X. В таком случае 

говорят, что с.в. X наблюдается в данном эксперименте.  

В математической статистике множество всех возможных значений на-

блюдаемой с.в. X называют генеральной совокупностью. При этом закон 

распределения с.в. X называют законом распределения (распределением) 

генеральной совокупности. 

Замечание 4.1. Иногда генеральной совокупностью называют саму с.в. X. ● 

Повторив n раз эксперимент в одинаковых условиях, получим последо-

вательность из n наблюденных значений с.в. X: n
xxx ,,,

21
 . Набор чисел 

n
xxx ,,,

21
  называется выборкой. 
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Числа ix  ( ),,2,1 ni   называются элементами выборки, а их количе-

ство n – объемом выборки. 

Выборку можно упорядочить, расположив ее элементы в неубывающем 

порядке: 
)()2()1( n

xxx   . 

Полученная таким образом последовательность чисел  
)()2()1(

,,,
n

xxx    на-

зывается вариационным рядом. 

Различные значения с.в. X, представленные в выборке, называются вари-

антами. 

Если в выборке объема n варианта ix  встретилась in  раз, то число in  на-

зывается частотой, а число 
n

n
w i

i
  – относительной частотой (часто-

стью) этой варианты. Очевидно, что сумма всех частот равна объему вы-

борки n , а сумма всех относительных частот равна единице. 

Статистическим рядом распределения выборки называют перечень ва-

риант и соответствующих им частот или относительных частот. Обычно 

статистический ряд записывается в виде таблицы, первая строка которой 

содержит варианты 
i

x , а вторая – их частоты 
i

n  (или относительные часто-

ты 
i

w ). При этом варианты располагаются в порядке возрастания. 

Как правило, статистический ряд распределения составляется в случае, 

когда наблюдаемая с.в. X является дискретной, причем количество вариант 

в вариационном ряду не очень велико. 

Графически статистический ряд распределения выборки изображается 

следующим образом. В прямоугольной декартовой системе координат 

строят точки с координатами ),(
ii

nx . Последовательно соединив их отрез-

ками, получают ломаную линию, называемую полигоном частот. Анало-

гично строится полигон относительных частот.   

Пример 4.1. Имеется выборка значений с.в. X объема 15n : 

1,0,1,1,3,0,0,3,1,0,1,3,5,3,0  . 

Вариационным рядом для нее будет последовательность 

– 5,   – 3,   – 3,   – 1,   0,   0,   0,   0,   0,   1,   1,   1,   3,   3. 

Статистический ряд распределения данной выборки имеет вид 
 

i
x  5  3  1  0  1 3  

i
n  1 2 2 5 3 2 

или 

 

 

 

Поли-

гон 

частот 

изо-

ix  5  3  1  0  1 3  

i
w  

15

1
 

15

2
 

15

2
 

15

5
 

15

3
 

15

2
 

1  3  5  0  1 3  
x  

in
 

1 

2  

3  

5  

Рис. 6. ● 
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бражен на рис. 6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

В случае, когда X является непрерывной с.в. или же вариационный ряд 

имеет большое количество вариант, элементы выборки объединяют в груп-

пы (разряды), представляя результаты опытов в виде интервального (груп-

пированного) статистического ряда распределения. Для этого интервал, 

содержащий все значения выборки, разбивают на k непересекающихся ин-

тервалов 

],[,),,[),,[
12110 kk

aaaaaa


 . 

Затем для каждого интервала разбиения определяют частоту – количество 

элементов выборки, попавших в этот интервал: in  – частота, соответст-

вующая i-му интервалу разбиения ),,2,1( ki  . Наряду с частотами на-

ходят также относительные частоты 
n

n
w i

i
  (n – объем выборки). Интер-

вальный статистический ряд записывают в виде таблицы, в первой строке 

которой содержатся интервалы группировки, а во второй – соответствую-

щие частоты ni или относительные частоты 
i

w . 

Интервальный статистический ряд распределения изображают с помо-

щью гистограммы частот. Для этого на оси абсцисс откладывают интер-

валы группировки и на них, как на основании, строят прямоугольники с 

высотами 
1




ii

i

i
aa

n
h  ),,2,1( ki  . Аналогично строится гистограмма 

относительных частот. 

Пример 4.2. Выборка 100 значений наблюдаемой непрерывной с.в. X 

представлена в виде следующего интервального статистического ряда рас-

пределения: 
 

 

Построить гистограмму частот. 

Интервал [22, 24] [24, 26] [26, 28] [28, 30] [30,32] [32, 34] 

Частота 2 14 34 40 8 2 
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Решение. В данном случае 2
1


ii
aa  )6,5,4,3,2,1( i . Находим высо-

ты прямоугольников: 

1
2

2
1

h ,   7
2

14
2

h ,   17
2

34
3

h , 20
2

40
4

h ,   4
2

8
5

h ,   1
2

2
6

h . 

Гистограмма частот изображена на рис. 7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.2. Эмпирическая функция распределения 
 

Пусть в результате наблюдений за с.в. X получена выборка объема n. 

Эмпирической (выборочной) функцией распределения с.в. X называют 

функцию )(xF
n

 , которая при каждом Rx  равна относительной частоте 

события xX  , т.е. 

n

n
xF x

n
 )( , 

где 
x

n  – число элементов выборки, меньших x . 

Эмпирическая функция распределения обладает следующими свойствами: 

1. 1)(0   xF
n  для любого Rx ; 

2. )(xF
n

  не убывает на R ; 

3. 0)(  xF
n  при 

min
xx  , 1)(  xF

n  при 
max

xx  , где 
min

x  и 
max

x  – со-

ответственно наименьший и наибольший элементы выборки; 

4. )(xF
n

  непрерывна слева в любой точке R
0

x . 

График эмпирической функции распределения имеет ступенчатый вид. В 

промежутках между соседними вариантами выборки )(xF
n

  сохраняет по-

стоянное значение. В точках оси Ox , равных вариантам выборки, )(xF
n

  

претерпевает скачки; величина скачка в точке 
i

xx   равна относительной 

частоте варианты 
i

x . 

26  28  30  34  x  

ih
 

7  

0  

17  

20  

Рис. 7. 

32  24  22  

4  

1  

● 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 40 

Пример 4.3. В условиях примера 4.1 найти эмпирическую функцию рас-

пределения с.в. X и построить ее график. 

Решение. В данном случае 15n . По статистическому ряду распределе-

ния находим 





































.3при1

,31при
15

13

,10при
15

10

,01при
15

5

,13при
15

3

,35при
15

1

,5при0

)(
15

x

x

x

x

x

x

x

xF  

 

График )(15 xF 
 изображен на рис. 8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.3. Числовые характеристики выборки 
 

Пусть 
n

xxx ,,,
21
  – выборка объема n, полученная в результате наблю-

дений за с.в. X. 

Выборочным средним x  называется среднее арифметическое всех значе-

ний выборки: 





n

i
i

x
n

x
1

1
. 

Выборочной дисперсией 
в

D  называют среднее арифметическое квадратов 

отклонений значений выборки от выборочного среднего x : 

1  3  5  0  1 3  
x  

)(15 xF

 

1510
 

1513
 

1 

Рис. 8. ● 
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2

1

)(
1




n

i
iв

xx
n

D . 

С помощью простых арифметических преобразований можно получить 

следующую формулу для вычисления выборочной дисперсии: 

2

1

2 )(
1




n

i
iв

xx
n

D . 

Замечание 4.2. Если выборка представлена статистическим рядом рас-

пределения, то значения x  и 
в

D  находят по формулам: 

 



k

i
ii

nx
n

x
1

1
, (4.1) 

 
2

1

22

1

)(
1

)(
1





k

i
iii

k

i
iв

xnx
n

nxx
n

D , (4.2) 

где 
i

x  – варианты, 
i

n  – соответствующие им частоты. ● 

Замечание 4.3. Для интервального статистического ряда выборочное 

среднее и выборочную дисперсию также вычисляют по формулам (4.1) и 

(4.2). В качестве 
i

x  берут середины интервалов ряда, а в качестве 
i

n  – час-

тоты соответствующих интервалов. ● 

Выборочное среднее квадратическое отклонение 
в

  определяется фор-

мулой 

вв
D . 

Размахом вариации называется число 

minmax
xxR  , 

где 
min

x  – наименьший, а 
max

x  – наибольший элементы выборки. 

Модой 

o
M  выборки называют варианту, имеющую наибольшую частоту. 

Медианой 

e
M  выборки называется число, которое делит вариационный ряд 

)()2()1(
,,,

n
xxx   

на две части, содержащие равное число элементов, а именно: если kn 2  

)( Nk , то  
2

)1()( 



kk

e

xx
M ; если 12  kn , то .

)1( 

 
ke

xM  

 

4.4. Точечные оценки неизвестных параметров распределения 
 

Пусть ),( xF  – функция распределения с.в. X,   – неизвестный пара-

метр. Предполагается, что общий вид функции ),( xF  задан. Таким обра-

зом, если бы параметр   был известен, то распределение с.в. X было бы оп-

ределено полностью. 

Пусть в результате n наблюдений за с.в. X получена выборка 

 
n

xxx ,,,
21
 . (4.3) 

По выборке требуется найти приближенное значение параметра   (или, как 

говорят, оценить параметр  ). 

Элементы выборки (4.3) можно рассматривать последовательно как ча-

стные значения n независимых случайных величин 
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n
XXX ,,,

21
 , 

каждая из которых имеет тот же закон распределения, что и сама с.в. X. 

Любая функция случайных величин 
n

XXX ,,,
21
  называется стати-

стикой. 

Важными примерами статистик являются выборочное среднее 





n

i
i

X
n

X
1

1
 

и выборочная дисперсия 





n

i
i

XX
n

S
1

22 )(
1

. 

Пусть ),,,(
21 n

XXXgg   – некоторая статистика. Если случайные ве-

личины 
n

XXX ,,,
21
  принимают значения, равные соответствующим 

элементам выборки (4.3), то статистика g  принимает значение 

),,,(
21 n

xxxg  , 

которое называется ее выборочным значением (его называют также реали-

зацией статистики g). 

Отметим, что определенные в пункте 4.3 числовые характеристики вы-

борки x  (выборочное среднее) и 
в

D  (выборочная дисперсия) являются вы-

борочными значениями одноименных статистик X  и 2S . 

Статистика ),,,(
~~

21 n
XXX   , выборочное значение (реализация) 

которой принимается за приближенное значение неизвестного параметра 

 , называется его точечной оценкой или просто оценкой. 

Основными свойствами оценок, характеризующими их качество, явля-

ются несмещенность, состоятельность и эффективность. 

Оценку 
~

 параметра   называют несмещенной, если 

 )
~

(M . 

В противном случае оценка называется смещенной. 

Оценку ),,,(
~~

21 nnn
XXX    параметра   называют состоятельной, 

если она сходится по вероятности к   при n : 

 P

n

~
, 

т.е. для любого 0  выполняется соотношение 

0)|
~

(|lim 



n

n
P . 

Несмещенная оценка 
~

 параметра   называется эффективной, если она 

имеет наименьшую дисперсию среди всех возможных несмещенных оценок 

параметра  . 

Теорема 4.1. Пусть наблюдаемая с.в. X имеет математическое ожидание 

и дисперсию. Тогда выборочное среднее X  является несмещенной и со-

стоятельной оценкой математического ожидания m с.в. X.  

Доказательство. Поскольку случайные величины iX  распределены так 

же, как и сама наблюдаемая с.в. X, то mXMXM
i

 )()( , ni ,,2,1  . В 

силу свойств математического ожидания имеем 
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












n

i
i

n

i
i

mnm
n

XM
n

X
n

MXM
11

1
)(

11
)( , 

и значит, X  – несмещенная оценка m. 

Так как последовательность 
n

XXX ,,,
21
  состоит из независимых оди-

наково распределенных случайных величин с конечным математическим 

ожиданием и дисперсией, то в силу следствия теоремы Чебышева (п. 3.2) 

mX
n

n

i

P

i



1

1
. 

Следовательно, X  – состоятельная оценка m. ◄ 

Замечание 4.4. Примем без доказательства следующий весьма важный 

для практики результат. Если наблюдаемая с.в. X имеет нормальное рас-

пределение с параметрами m  и  , то несмещенная оценка X  является эф-

фективной оценкой параметра m  (математического ожидания с.в. X). При 

этом 
n

XD
2

)(


 . ● 

Теорема 4.2. Пусть наблюдаемая с.в. X имеет математическое ожидание 

и дисперсию. Тогда выборочная дисперсия 2S  является смещенной и со-

стоятельной оценкой дисперсии 2  с.в. X. 

Ограничимся лишь доказательством смещенности оценки 
2

X
S .  

Доказательство. Преобразуем формулу выборочной дисперсии:  

 


n

i
i

n

i
i

XMXXMX
n

XX
n

S
1

2

1

22 ))](())([(
1

)(
1

 

 


n

i
i

n

i
i

XMXXMX
n

XMX
n 11

2 ))(())((
1

2))((
1

 

 2))((
1

XMXn
n

 

 


22

1

2 ))(())((2))((
1

XMXXMXXMX
n

n

i
i  

2

1

2 ))(())((
1

XMXXMX
n

n

i
i

 


. 

Таким образом, 

 


]))([(]))([(
1

)( 2

1

22 XMXMXMXM
n

SM
n

i
i  

2

2

2 1
)()(

1





n

n

n
XDXnD

n


 . 

Поскольку 22 )( SM , то 
2S  – смещенная оценка дисперсии 

2  с.в. X. ◄ 

Замечание 4.5. Из теоремы 4.2 следует, что статистика 

 
2

1

2 )(
1

1~







n

i
iX

XX
n

S  (4.4) 

является несмещенной оценкой дисперсии 
2 . Действительно, 
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22

1

2

0
1

)(
1

1
S

n

n
XX

nn

n
S

n

i
i





 



, 

и значит, 

2222

0

1

1
)(

1
)(  










n

n

n

n
SM

n

n
SM . 

Можно доказать также, что 2

0
S  является состоятельной оценкой 2 . ● 

Статистика 
2

0
S , определенная формулой (4.4), называется исправленной 

выборочной дисперсией. 

Отметим, что при больших значениях n выборочные значения статистик 
2S  и 

2

0
S  отличаются мало. Поэтому на практике оценку 

2
0S  используют для 

оценки дисперсии в основном лишь при малых объемах выборки (обычно 

при 30n ). 

Замечание 4.6. Оценки 2S  и 
2

0
S  не являются эффективными. В случае, 

когда известно математическое ожидание m наблюдаемой с.в. X, несме-

щенной, состоятельной и эффективной оценкой 2  является оценка 





n

i
i

mX
n

S
1

22

1
)(

1
. ● 

 

4.5. Метод максимального правдоподобия 
 

Рассмотрим один из наиболее распространенных методов получения то-

чечных оценок неизвестных параметров распределения – метод максималь-

ного правдоподобия. 

Предположим, что известен вид закона распределения с.в. X, но неизвес-

тен параметр  , которым определяется этот закон (параметр   может быть 

и векторным: ),,,(
21 r

  ). Пусть 
n

xxx ,,,
21
  – выборка наблюде-

ний с.в. X, по которой требуется оценить параметр  . 

Функцией правдоподобия для оценки параметра   называется функция 

),(),(),()(
21


n

xpxpxpL  , 

где ),( xp  – плотность распределения с.в. X, если X – непрерывная с.в., и 

)(),( xXPxp  , если с.в. X  дискретная. 

Метод максимального правдоподобия состоит в том, что в качестве 

оценки параметра   принимается статистика 
~

 (векторная статистика 

)
~

,,
~

(
~

1 r
  , если ),,(

1 r
  ), выборочное значение (реализация) 

которой ),,,(
~

21 n
xxx   является точкой максимума функции правдоподо-

бия. Такую оценку называют оценкой максимального правдоподобия. 

Так как максимум функций )(L  и )(ln L  достигается при одном и том 

же значении  , то часто при нахождении оценки максимального правдопо-

добия используют функцию )(ln L : эта функция более удобна для вычис-

лений. 

Пример 4.4. Найти оценку максимального правдоподобия параметра   

распределения Пуассона. 
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Решение. В данном случае X – дискретная с.в., 

  e
k

kXP
k

!
)( ,    ,2,1,0k    ( 0 ). 

Составляем функцию правдоподобия: 

!!!

1

!!!
)(

2121

1

21

n

x
n

n

xxx

xxx
ee

x
e

x
e

x
L

n

i

i
n


 


 


 

. 

Следовательно, 

)!!!ln(ln)(ln
21

1
n

n

i
i

xxxxnL 







 



 . 

Ищем точку максимума функции )(ln L :  





n

i
i

xn
d

Ld

1

0
1)(ln




. 

Отсюда получаем 

xx
n

n

i
i
 

1

1
 . 

Легко видеть, что x  является точкой максимума функции )(ln L . 

Таким образом, X
~

 – искомая оценка. ● 

 

4.6. Распределения 
2  (хи-квадрат) и Стьюдента 

 

Рассмотрим два широко распространенных в математической статистике 

распределения – распределение 2  и распределение Стьюдента. Приведем 

также используемые в дальнейшем теоремы о статистиках, имеющих эти 

распределения. 

Распределение 
2 . Пусть случайные величины 

n
XXX ,,,

21
  незави-

симы и распределены нормально с параметрами 0m  и 1 . Распределе-

нием 2  (или 2 -распределением) с n степенями свободы называется закон 

распределения с.в.  





n

i
in

X
1

22 . 

С возрастанием числа степеней свободы n распределение 2  приближа-

ется к нормальному (при 30n  распределение 
2  практически не отлича-

ется от нормального). 

Для 30n  составлена таблица, содержащая такие значения 
2

,

2

nn   , 

для которых 




  


2

,

)()( 2

,

2

n

dxxpP
nn

 

(  – заданный уровень вероятности). Значение 
2

,n  называется квантилью 

распределения 2 , отвечающей заданному уровню вероятности   и задан-

ному уровню степеней свободы n. 

Для 30n  и 5,0  применяют формулу 
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22

,
)12(5,0  nu

n  , 

где u  (квантиль уровня   нормального распределения с параметрами 

0m , 1 ) находится по таблице функции Лапласа из условия 






  




1
2

1
)( 2

2
u t

dteu . 

Теорема 4.3. Пусть наблюдаемая с.в. X распределена нормально с пара-

метрами m  и  . Тогда статистика 

2

2

0
)1(



Sn 
 

имеет распределение 2  с 1n  степенями свободы. Здесь n – объем вы-

борки, 
2

0
S  – исправленная выборочная дисперсия (п. 4.4). 

Распределение Стьюдента. Пусть 
n

XXX ,,,
10
  – независимые слу-

чайные величины, распределенные нормально с параметрами 0m  и 1 . 

Распределением Стьюдента с n степенями свободы называется закон рас-

пределения с.в. 





n

i
i

n

X
n

X
T

1

2

0

1
. 

При n  распределение Стьюдента приближается к нормальному с 

параметрами 0m , 1 . Практически уже при 30n  распределение 

Стьюдента можно считать приближенно нормальным. 

Составлена таблица квантилей n
t

,2  распределения Стьюдента, отве-

чающих числу степеней свободы n и заданному уровню вероятности  . 

Значение квантили nt ,2  определяется из условия 




  


nt

nn
dxxptTP

,2

)(2)|(|
,2 . 

Теорема 4.4. Пусть наблюдаемая с.в. X распределена нормально с пара-

метрами m  и  . Тогда статистика 

0

)(

S

nmX 
 

имеет распределение Стьюдента с 1n  степенями свободы (n – объем вы-

борки, X  – выборочное среднее, 
2

00
SS   – исправленное выборочное 

среднее квадратическое отклонение). 

 

4.7. Интервальное оценивание. Доверительные интервалы 

для параметров нормального распределения 

 

Пусть   – неизвестный параметр распределения наблюдаемой с.в. X. 

Пусть статистики ),,(
~~

111 n
XX    и ),,(

~~
122 n

XX    таковы, что 

интервал )
~

,
~

( 21   содержит (накрывает) истинное значение параметра   с 

заданной вероятностью 1p : 
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  1)
~~

(
21

P . 

Тогда интервал )
~

,
~

(
21

  называется доверительным интервалом для пара-

метра  , вероятность 1p  – доверительной вероятностью (надежно-

стью), а число   – уровнем значимости. 

Статистики 1

~
  и 2

~
  называются соответственно нижней и верхней грани-

цами доверительного интервала. 

Доверительный интервал для математического ожидания нормаль-

но распределенной с.в. Пусть с.в. X распределена нормально с параметра-

ми m  и  . Построим доверительный интервал с заданной доверительной 

вероятностью 1  для параметра m (математического ожидания с.в. X). 

Этот доверительный интервал будем искать в виде 

),(   XX , 

где X  – выборочное среднее (несмещенная оценка параметра m (см. теоре-

му 4.1)). Таким образом, необходимо найти такое 0 , чтобы выполнялось 

соотношение 

  1)( XmXP ; 

перепишем его в следующем виде: 

     1|| mXP . (4.5) 

Будем рассматривать два случая: когда параметр   (среднее квадратиче-

ское отклонение с.в. X) известен и когда этот параметр неизвестен. 

Случай 1 (параметр   известен). Известно (мы примем этот факт без 

доказательства), что с.в. 



nmX
Z

n

)( 
  

распределена нормально с параметрами 0 и 1. Поэтому 

 



























 






















n
dxe

n
ZPmXP

n

n

x

n 0
2 2

2

1
||||

2

, 

где )(
0

x  – нормированная функция Лапласа (п. 1.13). В силу условия (4.5) 

должно выполняться равенство 

2

1
0





 
















n
. 

По таблице функции )(
0

x  находим  значение 2u , для которого 

2

1
)(

20





 u  

Из равенства 2



u

n
  находим 

n
u


  2
 . Таким образом, 











n
uX

n
uX


 22

,  – искомый доверительный интервал. 

Случай 2 (параметр   неизвестен). Рассмотрим с.в. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 48 

0

)(

S

nmX
T


 , 

где 






n

i
i

XX
n

S
1

2

0
)(

1

1
 (исправленное выборочное среднее квадратиче-

ское отклонение). Согласно теореме 4.4 с.в. T распределена по закону 

Стьюдента с 1n  степенями свободы. 

Поскольку  || mX        
0

||
S

n
T


 , то   следует искать таким, 

чтобы выполнялось соотношение   















 1||

0
S

n
TP . 

По таблице квантилей распределения Стьюдента находим значение 1,2 n
t , 

для которого 

   


1||
1,2 n

tTP , 

что равносильно 

   
1,2

||
n

tTP . 

(значение 1,2 n
t  ищется в зависимости от уровня значимости   и числа 

степеней свободы 1n ). Из равенства 1,2

0




n
t

S

n



 получаем 

n

S
t

n

0

1,2 
  , 

и, следовательно, искомый доверительный интервал имеет вид 












n

S
tX

n

S
tX

nn

0

1,2

0

1,2
,  . 

Доверительный интервал для среднего квадратического отклонения 

нормально распределенной с.в. Найдем доверительный интервал с задан-

ной доверительной вероятностью 1  для среднего квадратического от-

клонения   нормально распределенной с.в. X. 

В силу теоремы 4.3 с.в. 

2

2

02 )1(



Sn
V


  

имеет распределение 
2  с 1n  степенями свободы. Выберем такие 1c  и 

2
c , для которых 

2
)(

1

2 
 cVP ,        

2
)(

2

2 
 cVP . 

Искомые значения 1c  и 2c  находятся по таблице квантилей распределения 2 : 
2

1,211 


n
c  ,   

2

1,22 


n
c  . 

Заметим, что 

 1)()(1)(
2

2

1

2

2

2

1
cVPcVPcVcP , 

т.е. 
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













 1

)1(
22

2

0

1
c

Sn
cP . 

Отсюда следует, что   












 



1

11

1

0

2

0
c

n
S

c

n
SP . Таким образом, 













 



2

1,21

02

1,2

0

1
,

1

nn

n
S

n
S

 
 – искомый доверительный интервал. 

 

4.8. Проверка гипотез о виде закона распределения. 

Критерий согласия 
2  Пирсона 

 

Статистической гипотезой или просто гипотезой называется любое 

предположение о распределении наблюдаемой с.в., проверяемое по выборке. 

Статистические гипотезы о виде неизвестного закона распределения на-

зывают непараметрическими (в отличие от параметрических гипотез, яв-

ляющихся предположениями о параметрах распределения известного вида). 

Пусть необходимо проверить непараметрическую гипотезу, состоящую в 

том, что наблюдаемая в эксперименте с.в. X распределена по некоторому 

известному закону (нормальному, биномиальному, Пуассона и т.д.). Прове-

ряемая гипотеза называется нулевой и обозначается 
0

H . 

Для проверки гипотезы 0
H  производится выборка значений с.в. X. Тре-

буется сделать заключение: согласуются ли данные выборки с высказанным 

предположением. Для этого используют специально подобранную стати-

стику ),,(
1 n

XXZ  , по выборочному значению которой судят о справед-

ливости гипотезы 0
H . 

Правило, согласно которому проверяемая гипотеза 0H  принимается или от-

вергается,  называется критерием согласия, а статистика ),,(
1 n

XXZ  , с по-

мощью которой это правило определяется, называется статистикой критерия. 

Поскольку проверка статистической гипотезы осуществляется на осно-

вании выборочных данных, носящих случайный характер, то всегда при-

сутствует возможность ошибочно отвергнуть гипотезу 0
H , когда на самом 

деле она верна. Поэтому заранее задается малое число   – вероятность, с 

которой мы можем позволить себе отвергнуть верную гипотезу 0
H . Это 

число называют уровнем значимости критерия. Обычно для   использу-

ются стандартные значения: ;001,0  ;005,0  ;01,0  ;05,0  1,0 . 

Критериев согласия существует много. Мы рассмотрим наиболее часто 

используемый на практике критерий согласия – критерий  2  Пирсона. 

Предположим, что сформулирована гипотеза 0
H , состоящая в том, что 

с.в. X имеет закон распределения известного вида, зависящий от парамет-

ров r
 ,,

1
  (например, нормальный закон с параметрами m  и   или за-

кон Пуассона с параметром  ). 
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Пусть в результате наблюдений за с.в. X получена выборка объема n: 

n
xxx ,,,

21
 . 

Для проверки гипотезы 
0

H  с помощью критерия 2  Пирсона поступают 

следующим образом. 

1. Выбирают уровень значимости  . 

2. По выборке методом максимального правдоподобия (п. 4.5) оценивают 

параметры предполагаемого закона распределения. 

3. Область возможных значений с.в. X разбивают на k непересекающихся 

множеств 
k

SSS ,,
21

. Эти множества представляют собой интервалы в 

случае, когда X – непрерывная с.в., либо группы отдельных значений, если 

с.в. X дискретная. 

4. Для каждого множества 
i

S , ki ,,2,1   подсчитывают число in  элемен-

тов выборки, попавших в это множество (т.е. находят эмпирические частоты). 

5. Используя предполагаемый закон распределения с.в. X, вычисляют ги-

потетические вероятности ip  попадания с.в. X в множества 
i

S : 

)(
ii

SXPp  ,  ki ,,2,1  . 

6. Находят теоретические частоты in  попадания значений с.в. X в 

множества 
i

S :                                    
ii

npn  . 

7. Вычисляют выборочное значение 
2

в
  статистики критерия 2  Пирсона – 

случайной величины 

 
 




k

i i

ii

n

nn

1

2

2 )(
 . (4.6) 

Применение статистики (4.6) для проверки гипотезы 0H  основано на 

следующей теореме. 

Теорема 4.5. Если гипотеза 0H  верна, то статистика (4.6) критерия 2  

асимптотически при n  распределена по закону 2  с 1 rk  сте-

пенями свободы, где k – число множеств i
S , r – число параметров предпо-

лагаемого распределения, оцененных по выборке. 

8. По таблице квантилей 2  – распределения по заданному уровню зна-

чимости   и числу степеней свободы 1 rk  находят значение 
2

, , 

удовлетворяющее условию       )( 2

,

2P . 

9. Сравнивают значения 
2

в
  и 

2

, . В соответствии с критерием 2  Пир-

сона гипотеза 0
H  принимается, если 

2

,

2

 
в  (в этом случае говорят также, 

что гипотеза 0H  согласуется с результатами наблюдений). Если 
2

,
2

 в , 

то гипотеза 0
H  отклоняется. 

Замечание 4.7. Необходимым условием применения критерия 2  Пир-

сона является выполнение неравенства 5
i

n  для всех множеств iS . Если 

для некоторых множествах i
S  это условие не выполняется, то их следует 

объединить с соседними. ● 
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