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В В Е Д Е Н И Е 

 

Настоящее учебное издание «Математический анализ. 

Ряды. Криволинейные интегралы»  является продолжением 

опубликованных ранее  учебных изданий «Математический 

анализ. Введение в анализ. Производная», «Математический 

анализ. Применение дифференциального исчисления. Инте-

гральное исчисление функции одной переменной», «Матема-

тический анализ. Дифференциальное и интегральное исчис-

ление функции многих переменных» и предназначено для 

студентов второго курса заочного отделения математическо-

го факультета. В этой части содержится теоретический мате-

риал, который обычно изучается на втором курсе заочного 

отделения и включает в себя следующие разделы: «Числовые 

ряды», «Функциональные последовательности и ряды», 

«Криволинейные интегралы», «Формула Грина». Курс лек-

ций написан в соответствии с учебным планом по математи-

ческому анализу для специальности 1-02 05 03-02 «Матема-

тика. Информатика», который предусматривает изучение ма-

тематического анализа в течение 4 семестров в объеме 764 

часов. Материал излагается в простой, доступной для само-

стоятельного изучения форме. Приводится большое количе-

ство примеров, которые способствуют более основательному, 

осмысленному изучению теоретического материала, а также 

будут полезны при решении контрольной работы за 4-ый се-

местр. 

Данный курс лекций будет полезен также студентам оч-

ного отделения, занимающимся на математическом и физи-

ческом факультетах. 

В конце данного издания приведен список основной и 

дополнительной литературы, необходимой для изучения вы-

шеназванных разделов  математического анализа.  
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I. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

 
§ 1.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ И ИХ СХОДИМОСТЬ 

 

  1. Понятие числового ряда. Основные определения 
 

Рассмотрим  бесконечную последовательность действительных 

чисел  u1, u2, u3, …, un, … . Построим из элементов этой последова-

тельности бесконечную сумму вида 

                    u1 + u2 + u3 + … + un + … = 


1n
ku .                 (1) 

Сумма (1) называется  числовым рядом. 

Отдельные слагаемые  u1, u2, …, un, … называются членами чи-

слового ряда, элемент un называется  n-ым или общим членом ряда. 

Ряд считается заданным, если известен закон, по которому для 

любого n можно найти n-ый член ряда nu . 

Способы задания рядов. Числовой ряд, так же, как и числовая 

последовательность, может задаваться следующим образом: 

1) перечислением достаточного числа членов ряда 

n

1
...

3

1

2

1
1  … ; 

2) с помощью задания  его n-го члена 

n
u

n

n

)1(
 . 

Сумма первых n элементов ряда (1) называется n-ой частичной 

суммой ряда и обозначается символом Sn 

                          Sn = u1 + u2 + u3 + … + un = 


n

n
ku

1

.  (2) 

Если последовательность {Sn} частичных сумм ряда сходится, 

то предел этой последовательности  

                                       n
n

SS


 lim   (3) 

называется суммой ряда, а ряд называется сходящимся. 

Если предел (3) не существует или равен бесконечности, то ряд 

называется расходящимся. 
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Пример 1.  Рассмотрим ряд, который является суммой элемен-

тов бесконечной  геометрической прогрессии: 







1

12 ...
n

naqaqaqa . 

Его n-ая частичная сумма будет равна 

Sn = a + aq + aq
2 
+ … + aq

n  1 
= 

q

qa n





1

)1(
,     1q . 

Найдем предел частичных сумм данного ряда 





















.1при,

,1при,
1

1

)1(
limlim

q

q
q

a

q

qa
S

n

n
n

n
 

Таким образом, если знаменатель прогрессии q по абсолютной 

величине меньше единицы, то последовательность {Sn} имеет конеч-

ный предел, т.е. ряд сходится и его сумма 
q

a
S




1
. При  1q  ряд 

расходится. 

При  q = 1 наш ряд имеет вид  а + а +… ,   n-ая частичная сумма 

ряда Sn  = na,  предел этой суммы  


n
n

Slim . Следовательно, ряд 

расходится. 

При   q = 1 наш ряд имеет вид  а  а +… . Частичные суммы 

ряда находятся по формуле 










.12при,

,2при,0

kna

kn
Sn  

Следовательно, 
n

n
S


lim  не существует,    ряд расходится. 

Таким образом, ряд 


n

n

naq
1

сходится при 1q . 

Рассмотрим ряд  rn = 


 1nk
ku ,  полученный из ряда (1) отбрасыва-

нием n первых членов ряда. Этот ряд называется n –ым остатком ря-

да (1).  

Замечание 1. Из сходимости ряда (1)  следует сходимость его n-

го остатка rn = 


 1nk
ku , и наоборот, из сходимости ряда 



 1nk
ku  следует 

сходимость ряда (1).  
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 Замечание 2. Отбрасывание конечного числа членов ряда (или 

добавление конечного числа членов ряда) не влияет на сходимость 

или расходимость этого ряда. 

Одной из основных задач теории числовых рядов является уста-

новление признаков, по которым можно решить вопрос о сходимости 

или расходимости числовых рядов, не прибегая к нахождению сумм 

этих рядов. 

 

2. Критерий Коши  

(необходимый признак сходимости ряда) 
 

Теорема 1 (критерий Коши). Для того, чтобы числовой ряд 




1n
nu  сходился, необходимо и достаточно, чтобы для любого 0  

существовал такой номер  N,  что для любого номера n > N и любого  

натурального числа p  выполнялось неравенство 

                                              




pn

nk
ku

1

 . (4) 

Доказательство. Рассмотрим последовательность  nS  частич-

ных сумм ряда (1). Для того, чтобы эта последовательность сходилась, 

необходимо и достаточно, чтобы для неѐ выполнялся критерий Коши 

сходимости числовой последовательности, то есть, для любого  0   

должен существовать  номер N такой, что для любого n > N и любого 

натурального числа  p  будет выполняться неравенство  

 npn SS . 

Учитывая, что                            

Sn = u1 + u2 + u3 + … + un, 

Sn + p = u1 + u2 + u3 + … + un + …+ un  + p, 

получим 

                        | Sn  Sn + p |  = |un + 1 + un + 1 +  … + un + p  | = 




pn

nk
ku

1

.  

Следовательно, теорема  доказана. ■  

Пример 2. Используя критерий Коши, доказать, что  ряд 







1

...
3

1

2

1
1

1

n n
 

 расходится. 
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Решение. 

Докажем,  что критерий Коши для данного ряда не выполняется, 

т.е. существуют такие   и р для которых выполняется неравенство 






pn

nk
ku

1

.  Пусть 
2

1
 ,  p = 1. Тогда  

2

1

2

1
...

2

1

2

1

2

1
....

2

1

1

11

1

2

1







 


  
  

n

pn

nk

n

nk
k

nnnnnnk
u . 

Следовательно,  критерий Коши не выполняется и ряд расхо-

дится. 

Замечание. Ряд 


1

1

n n
называется гармоническим рядом и ис-

пользуется для исследования сходимости других рядов. 
 

Теорема 2 (необходимый признак сходимости ряда). 

Для сходимости числового ряда 


1n
nu  необходимо, чтобы по-

следовательность  }{
n

u  его членов  являлась бесконечно малой, т.е. 

.0lim 


n
n

u  

Доказательство. 

Пусть ряд 


1n
nu    сходится. Следовательно, для ряда (1) вы-

полняется критерий Коши, т.е. для любого   существует такой номер 

N, что для любого n > N и для любого натурального числа р выполня-

ется неравенство (4).                                                                                  

Пусть  p = 1,  тогда  данное неравенство можно записать в виде 

.|| 1 nu  Возьмѐм  N0 = N + 1, тогда для любого n > N0 выполняется 

неравенство || nu , т.е последовательность }{
n

u  является беско-

нечно малой последовательностью. ■ 

Теорема 3. Если ряд (1) сходится, то последовательность {rn}, 

где  rn = 


 1nk
ku , является бесконечно малой, т.е. 

.0lim 


n
n

r  

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд .
1

1

1




 



n n

n
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Решение. 

Проверим, выполняется ли необходимое условие сходимости 

ряда. Рассмотрим последовательность 












1

1

n

n
 членов ряда и найдем 

ее предел: 1
1

1
lim 




 n

n
n

. Следовательно, последовательность 












1

1

n

n
 не 

является бесконечно малой и ряд расходится. 

 

 

3. Арифметические операции над рядами 
 

Рассмотрим два сходящихся ряда 

                                                   


 1n
n

u  (5) 

и 

                                                   


 1n
n

v . (6) 

Определение 1. Суммой (разностью)  рядов (5) и (6) называет-

ся ряд  

                                                     )(
1







n

nn
vu .                            (7) 

Теорема 4.  Если ряды (5) и (6) сходятся, то сходится и ряд (7) 

и сумма ряда (7)  равна сумме (разности) рядов  (5) и (6). 

Доказательство. Пусть Un ,  Vn ,  Cn соответственно частичные 

суммы рядов (5), (6) и (7), U   и  V  суммы рядов (5) и (6).  Тогда  

 )(...)()( 2211 nnn vuvuvuC  

nnnn VUvvvuuu  )...()...( 2121 . 

Перейдя к пределу, получим  

,limlim)(limlim VUVUVUC
n

n
n

n
nn

n
n

n



 

что и доказывает наше утверждение. ■ 

 Замечание . Из сходимости ряда (7) не следует сходимость ря-

дов (5) и (6). 

Например,  ряд (11)+(11)+…  можно рассматривать, как 

сумму рядов  


 1

1
n

 и 





1

)1(
n

. Данный ряд сходится, хотя ряды 


 1

1
n

 и 







1

)1(
n

  расходятся. 
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Определение 2. Произведением ряда (5)  на число c называется 

ряд 

                                                  


1n
nсu .  (8) 

Теорема 5.  Если ряд (5) сходится, то  сходится и ряд (8), и 

сумма ряда (8) равна сумме ряда (5) умноженной на число с. Если ряд 

(5) расходится, то  и ряд (8) расходится.  

Справедлива и теорема обратная теореме 5. 

Замечание. Операция произведения рядов (5) и (6) будет опре-

делена  в п. 2, § 1.3. 

 

§1.2. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ РЯДОВ 

 С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 
 

1. Необходимое и достаточное условие сходимости рядов с 

положительными членами. Признак сравнения 
 

В этом параграфе мы будем рассматривать ряды с неотрица-

тельными членами, которые принято называть рядами с положи-

тельными членами или положительными рядами. 

Рассмотрим ряд  

                                               


1n
nu ,    (1) 

где  un ≥ 0. 

Теорема 1. Для того чтобы ряд с положительными членами 

сходился, необходимо и достаточно, чтобы последовательность его 

частичных сумм была ограничена сверху. 

Доказательство. Ряд (1) сходится, если сходится последова-

тельность {Sn} его частичных сумм 

 Рассмотрим последовательность {Sn}. Это неубывающая после-

довательность 

                                     S1  ≤ S2 ≤ ... ≤ Sn ≤ ... . 

Для сходимости такой последовательности необходимо и доста-

точно, чтобы она была ограничена сверху. ■ 

Теорема 2 (признак сравнения). 

Пусть даны два положительных ряда: 

                                           


1n
nu ,                                         (2) 

                                         


1n
nv .                                           (3) 
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Ι.  Если для любого n выполняется неравенство un ≤ vn, то из 

сходимости ряда  (3)  вытекает сходимость ряда  (2),  a из расходи-

мости  ряда  (2)  следует расходимость ряда (3).  

ΙΙ.  Если существует предел  

,lim A
v

u

n

n

n



     (0 < А < ∞), 

то ряды  (2) и (3) сходятся и расходятся одновременно. 

Доказательство. 

Ι.  Пусть ряд (3) сходится и  V − сумма этого ряда. Пусть  





n

k
kn uU

1

− n-ая частичная сумма ряда (2), 





n

k
kn vV

1

− n-ая частичная сумма ряда (3). 

Тогда, так как все элементы ряда (2) не больше соответствующих эле-

ментов ряда (3), то выполняется неравенство: 

,VVU nn   

т.е. частичные суммы ряда (2) ограничены, и по теореме 1 ряд (3) схо-

дится.   

Пусть ряд (2) расходится, тогда последовательность его частич-

ных сумм неограниченна, а, следовательно, неограниченна и последо-

вательность частичных сумм ряда (3), и этот ряд также расходится. 

ΙΙ.   Пусть   .lim A
v

u

n

n

n



 Тогда, по определению предела после-

довательности, для любого  > 0 существует такое N, что для любого 

n > N выполняется неравенство 

, A
v

u

n

n  

или неравенство 

,  A
v

u

n

n  

,A
v

u
A

n

n    

)()( AvuAv nnn   . 
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Пусть ряд (2) сходится, тогда в силу первой части теоремы схо-

дится и ряд  



n

n
n

n

n
n vAAv

11

)()(  . Следовательно, сходится и ряд 

(3). 

Пусть ряд (2) расходится, тогда расходится и ряд  





n

n
n

n

n
n vААv

11

)()(  ,  следовательно, расходится и ряд (3). 

Аналогично из сходимости (расходимости) ряда (3) следует 

сходимость (расходимость) ряда (2). ■ 

 

Пример 1.  Исследовать на сходимость ряды 

а)  ....
21

1
...

21

1

21

1
2








 n

, 

б)  


 1
4 1n nn

n
. 

Решение. 

а) Так как для всех п выполняется неравенство 
nn 2

1

21

1



, то по 

теореме 2 данный ряд будет сходится, если сходится ряд 


12

1

n
n

, кото-

рый является суммой элементов бесконечно убывающей геометриче-

ской прогрессии со знаменателем 
2

1
q .  Ряд 



1 2

1

n
n

 − сходится, сле-

довательно, по признаку сравнения, сходится и ряд  


 1 21

1

n
n

. 

б) Воспользуемся признаком сравнения в предельной форме 

(вторая часть теоремы 2). В качестве ряда сравнения возьмем гармо-

нический ряд 


1

1

n n
.  Найдем предел отношения п-ых членов получен-

ных рядов  

1
1

lim
1

:
1

limlim
4

2

4






















 nn

n

nnn

n

v

u

nn
n

n

n
. 

Так как данный предел равен 1 и гармонический ряд расходится, 

то, по второй части теоремы 2, ряд 


 1
4 1n nn

n
 также расходится. 
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2. Признаки Д’Аламбера и Коши 
 

Теорема 3 (признак Д’Аламбера). 

Рассмотрим ряд (1). 

Ι Если для любого n или, начиная с некоторого номера N, выпол-

няется неравенство 

,1
1




q
u

u

n

n
 

то ряд сходится,  

если   1
1




n

n

u

u
, то ряд расходится. 

ΙΙ Если существует  предел   

                                                                  l
u

u

n

n

n






1
lim            (4) 

и    l < 1, то   ряд сходится; при   l > 1 – ряд расходится. 

Доказательство. 

I. Пусть   1
1




q
u

u

n

n
. Следовательно,  un + 1 ≤ qun . Тогда выпол-

няются неравенства 

u2 ≤ qu1, 

u3 ≤ qu2 ≤ q
2
u1 , 

............................. 

uп ≤ q
n   1

u1, 

……………….. 

Ряд 


1n

nq  является  бесконечно убывающей геометрической 

прогрессией со знаменателем  0 < q < 1, следовательно, он сходится. 

Значит, сходится и ряд  u1


1n

nq .  Тогда, по признаку сравнения, схо-

дится и ряд (1).  

Пусть  1
1




n

n

u

u
. Следовательно,  un + 1 > un . Тогда последова-

тельность {un} − возрастающая последовательность с положительны-

ми членами. Очевидно, что  

0lim 


n
n

u , 
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т.е. не выполняется необходимый признак сходимости ряда. Значит 

ряд (1) расходится.  

Первая часть теоремы доказана. 

II. Пусть  l
u

u

n

n

n






1
lim . Тогда для любого  > 0 существует такой 

номер N, что для всех п > N выполняется неравенство 

                                    


l
u

u
l

n

n 1
. 

При l < 1  можно выбрать   таким, что  l +  < 1, тогда 

1
1




l
u

u

n

n
 и,  согласно первой части теоремы, ряд сходится. 

При  l  > 1   можно выбрать   таким, что  l    > 1, тогда 

1
1




l
u

u

n

n
 и,  согласно первой части теоремы, ряд расходится. ■ 

Замечание. Если число l = 1, то о сходимости или расходимости ряда 

ничего сказать нельзя. 

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд  


1 !

2

n

n

n
. 

Решение. 

Воспользуемся второй частью теоремы 3. Рассмотрим предел 

(4), где 
!

2

n
u

n

n  ,  
)!1(

2 1

1






n

u
n

n . Тогда  

10
1

2
lim

)!1(2

!2
limlim

1
1


















 nn

n

u

u

nn

n

n
n

n

n
. 

Следовательно,  по второй части теоремы, данный ряд сходится. 

Теорема 4 (признак Коши). 

Рассмотрим ряд (1). 

Ι Если для любого n или, начиная с некоторого номера N, выпол-

няется неравенство 

,1 qun
n  

то ряд сходится;  

если   1n
nu , то ряд расходится. 

ΙΙ Если существует  предел   

                                                 lun
n

n



lim            (5) 
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и    l < 1, то   ряд сходится; при  l > 1 – ряд расходится. 

Теорема (4) доказывается аналогично теореме (3). 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд  

n

n n

n













1 13

5
. 

Решение. 

Воспользуемся признаком Коши в предельной форме (второй 

частью теоремы 4). Рассмотрим предел (5), где 

n

n
n

n
u 












13

5
. Тогда  

1
3

5

13

5
lim

13

5
lim 












  n

n

n

n

n

n

n

n
. 

Следовательно, по второй части теоремы 4, данный ряд расхо-

дится.  

 

3. Интегральный признак Коши-Маклорена 
 

 Теорема 5. Пусть функция f (x)  неотрицательна и не возрас-

тает всюду на полупрямой х ≥ т, где m   некоторое натуральное  

число. Тогда ряд 

...)(...)2()1()()( 




nmfmfmfmfnf
mn

   (6) 

сходится, если сходится несобственный интеграл  

                                                     


m

dxxf )( ,  (7) 

и расходится, если интеграл (7) расходится. 

Доказательство. 

Проведем предварительные выкладки. 

Пусть k – любое натуральное число, большее,  чем т + 1. Пусть 

x – произвольное число, удовлетворяющее неравенству k  1 ≤ х ≤ k. 

Так как функция f (x) не возрастает на отрезке [k  1, k], то выполняет-

ся неравенство 

)1()()(  kfxfkf , 

и, по свойствам определенного интеграла,  





k

k

k

k

k

k

dxkfdxxfdxkf
111

)1()()( , 

или 
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)1()()(
1

 


kfdxxfkf
k

k

. 

Это неравенство справедливо для любого натурального числа  

1 mk . 

Придавая k значения k = m + 1, k = m + 2, … , получим 

),()()1(
1

mfdxxfmf
m

m

 


 

),1()()2(
2

1

 




mfdxxfmf
m

m

 

…. 

).1()()(
1

 


nfdxxfnf
n

n

 

Просуммируем неравенства. Имеем: 

.)()()(
11 1

1

 













n

mk

n

mk

k

k

n

mk

kfdxxfkf  

Пусть Sn    частичная сумма ряда (6), тогда )()(
1

mfSkf n

n

mk




,  

1

1

)( 





 n

n

mk

Skf .  Неравенство принимает вид 

.)()( 1  n

n

m

n SdxxfmfS  

Необходимость. Пусть ряд 


 mn

nf )(   сходится. Докажем, что 

интеграл (7) также сходится. Сходимость данного интеграла равно-

сильна сходимости числовой последовательности {an}, где 


n

m

n dxxfa )( . Так как ряд (6) сходится, то, по теореме 1, последова-

тельность его частичных сумм ограничена сверху, т.е. выполняется 

неравенство SSn 1 , где S  сумма ряда.  А так как 

SSdxxfa n

n

m

n   1)( ,  то последовательность {an} также ограниче-

на сверху. Кроме того, так как функция  f (x) неубывающая на проме-

жутке [m, ∞), то для всех элементов последовательности {an}  выпол-

няется неравенство 


 
1

1 )()(
n

m

n

n

m

n dxxfadxxfa , и последователь-
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ность {an}  неубывающая.  Следовательно, {an}  сходится. Значит, 

сходится и интеграл (7). 

Достаточность. Пусть интеграл  (7)  сходится. Отсюда следует, 

что сходится и последовательность {an}. Тогда последовательность 

{an} ограничена сверху, а так как   nn amfS  )( , то  

)(mfaS nn  . Следовательно, последовательность  nS  так же ог-

раничена, и ряд (6)  сходится по теореме 1. ■ 

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд  


 1

1

n n
. 

Решение. 

При   0  предел  
 nn

1
lim , следовательно, не выполняется 

необходимый признак сходимости ряда и ряд расходится. При 0  

получаем ряд 


 1

1
n

, который тоже расходится. 

Пусть  0 . При таких значениях   функция 
x

1
  положи-

тельная и убывает на промежутке [1; ).  Следовательно, ряд сходит-

ся, если сходится интеграл dx
x



1

1


. 

dx
x



1

1


 = 


R

R
dx

x1

1
lim


. 

Если 1 , то  dx
x



1

1


= 


Rx
R

R

R
lnlimlnlim

1
. 

Если 1 , то  

dx
x



1

1


= 




































 1.если,
1

1

1,если,

1

1

1
lim

1
lim

1

1

1








 Rx

R

R

R
 

Следовательно, можно сделать вывод, что ряд 


1

1

n n
 сходится, 

если 1 ,  и расходится, если 1 . 

Замечание. Ряд 


1

1

n n
 называется рядом Дирихле и часто ис-

пользуется для исследования на сходимость других рядов с помощью 

признака сравнения. При 1  ряд Дирихле является гармоническим 

рядом. 
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Пример 5. Исследовать на сходимость ряд  
















1

2

21

1

n n

n
. 

Решение. 

Исходя из вида п-го члена ряда, построим функцию 

f (x) = 

2

21

1













x

x
. Функция  f (x) > 0 и непрерывна при  х ≥ 1. Можно 

доказать также, что эта функция убывает при х ≥ 1 (для этого надо оп-

ределить знак производной функции на данном промежутке). 

Для исследования ряда на сходимость воспользуемся инте-

гральным признаком . 



























dx
x

x
dx

x
dx

x

xx
dx

x

x

1
22

1
2

1
22

2

1

2

2 )1(
2

1

1

)1(

2)1(

1

1
 



























 



R
R

R

RR

R x

xd
xdx

x

x
dx

x 1
22

2

1
1

22
1

2 )1(

)1(
arctglim

)1(
2

1

1
lim = 































 2

1

1

1

4
arctglim)

1

1
arctg(lim

2

1

2 R
R

x
x

R

R

R


 

.
2

1

42

1

42



 

Так как интеграл сходится, то ряд 
















1

2

21

1

n n

n
также сходится. 

 

§ 1.3. РЯДЫ С ЧЛЕНАМИ  

ПРОИЗВОЛЬНОГО ЗНАКА 
 

1. Понятие абсолютно и условно сходящихся рядов 
 

Будем рассматривать ряд с членами произвольного знака 

                                                            


1n
nu                                       (1) 

и ряд, составленный из модулей элементов ряда  (1) 

                                                            ||
1




n
nu .                                (2) 

Теорема 1. Из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда 

(1). 
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Доказательство. Пусть ряд (2) сходится, следовательно, для 

этого ряда выполняется критерий Коши, т.е. для любого  > 0 сущест-

вует  такой номер  N,  что  для любого Nn   и любого Np  вы-

полняется неравенство: 






||
1

pn

n

k

k

u . 

Учитывая свойства модулей, получим 

 






 

||
11

pn

n

k

pn

n

k

kk

uu . 

Следовательно, критерий Коши выполняется и для ряда (1), зна-

чит, этот ряд сходится. ■ 

Определение 1. Если ряд (2) сходятся, то говорят, что ряд (1) 

сходится абсолютно.  

Определение 2.  Ряд (1) называется условно сходящимся, если 

ряд (1) сходится, а ряд (2)  расходится. 

Пример 1. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

ряд  

                                                


1
2

cos

n n

n
.  (3) 

Решение. 

Рассмотрим ряд, составленный из модулей  членов ряда (3): 




1
2

cos

n n

n
. 

Так как для всех п выполняется неравенство 
22

1cos

nn

n
 , а ряд 




1
2

1

n n
 cходится,  как ряд Дирихле с показателем  = 2 > 1, то, по 

признаку сравнения, сходится и ряд 


1
2

cos

n n

n
. Следовательно, по 

теореме 1, ряд (3) сходится абсолютно. 

Замечание. Рассмотрим ряды (1) и (2). Для установления абсо-

лютной сходимости ряда (1) к ряду (2) могут быть применены призна-

ки сходимости рядов с положительными членами, например , призна-

ки Д’Аламбера и Коши. Но если ряд (2) окажется расходящимся и 

расходимость будет доказана с помощью этих признаков, то ряд (1) 
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также расходится, так как для этого ряда не будет выполняться необ-

ходимый признак сходимости ряда (теорема 2, п. 2, §1.1).  

Действительно, если, например, 1
||

||
lim

1





l

u

u

n

n

n
, то по свойству 

пределов последовательностей, существует номер N, что для всех 

n > N, выполняется неравенство  

1
||

|| 1




n

n

u

u
    или   |||| 1 nn uu  . 

Последовательность |}|{ nu  имеет неотрицательные элементы  и явля-

ется неубывающей, тогда .0||lim 


n
n

u  Следовательно, .0lim 


n
n

u  

Поэтому признаки Д’Аламбера и Коши могут быть сформули-

рованы применительно к рядам произвольного знака. 

Теорема 2 (признак Д’Аламбера для произвольного ряда). 

Если для ряда (1) существует  предел   l
u

u

n

n

n




 ||

||
lim

1
,  то при 

l < 1 ряд (1) абсолютно сходится, при  l > 1  ряд (1) расходится. 

Теорема 3 (признак Коши для произвольного ряда). Если для 

ряда  (1)  существует  предел   lun
n

n



||lim ,  то при l < 1, ряд (1) аб-

солютно сходится, при  l > 1  ряд (1) расходится. 

Пример 2. Исследовать на абсолютную и условную  сходимость 

ряд .
2

!
)1(

1

2

)1(









n

n

nn
n

 

Решение. 

Данный ряд является знакопеременным. Исследуем на сходи-

мость ряд, составленный из модулей элементов данного ряда, т.е. ряд 

вида .
2

!

1




n
n

n
 Применим признак Д”Аламбера 

1
2

)1(
lim

!2

2)!1(
lim

||

||
lim

1

1














n

n

n

u

u

nn

n

n
n

n

n
. 

Следовательно, по теореме 2, ряд  


1 2

!

n
n

n
расходится,  значит расхо-

дится и ряд .
2

!
)1(

1

2

)1(









n

n

nn
n
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2. О перестановке членов абсолютно и условно 

сходящихся рядов 
 

Одним из законов суммы конечного числа действительных сла-

гаемых является переместительный закон, который  говорит о том, 

что при перестановке слагаемых сумма не меняется. Возникает во-

прос: справедлив ли этот закон и в случае бесконечного числа слагае-

мых, т.е может ли сумма сходящегося ряда изменится при переста-

новке членов этого ряда? Приведем без доказательства две теоремы, 

дающие ответ на этот вопрос. 

Теорема 4 (теорема Римана).  Если ряд сходится условно, то, 

какое бы ни было число L, можно переставить члены ряда так, что-

бы ряд сходился к числу L (S = L). 

Теорема 5 (теорема Коши). Если ряд сходится абсолютно, то 

любой ряд, полученный из данного перестановкой его членов, также 

сходится абсолютно и имеет ту же сумму, что и исходный ряд. 

В п.3, §1.1. мы ввели понятие суммы и разности двух рядов. 

Введем понятие произведения двух рядов. 

Определение 3. Произведением двух рядов 


1n
nu и  



 1n
n

v  назы-

вается ряд  


1n
nc , элементами которого являются всевозможные 

произведения вида uivj ( ...,2,1i , ...,2,1j ), занумерованные в каком 

угодно порядке.   

Теорема 6. Если два ряда  


1n
nu и  



 1n
n

v  сходятся абсолютно и 

имеют суммы соответственно равные U и V, то ряд, являющийся 

произведением этих двух рядов, также сходится абсолютно и его 

сумма равна  UV. 

 

3. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница 
 

Определение 4. Ряд вида  

                              р1  р2 + р3  … + (1)
п + 1

рп + … (4) 

называется знакочередующимся рядом.  

Числа рi > 0, где i = 1, 2, 3, …  называются членами  ряда (4). 

Теорема 7 (признак Лейбница). Если члены знакочередующего-

ся ряда (4) образуют последовательность, удовлетворяющую сле-

дующим условиям: 

1) последовательность {рп}   невозрастающая; 

2) предел 0lim 


n
n

p , 
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то этот ряд сходится. 

Доказательство. 

Пусть последовательность  {рп}   невозрастающая и бесконеч-

но малая. Рассмотрим четную частичную сумму этого ряда  

S2n = р1  р2 + р3  …+  р2n  1   р2n = 

= (р1  р2) + (р3  p4) + … + (р2n   1  р2n). 

Так как последовательность {рп}   невозрастающая, то все скобки в 

правой части данного равенства неотрицательные, следовательно, по-

следовательность {S2n} является неубывающей последовательностью. 

С другой стороны: 

S2n = р1  (р2  р3)  …  (р2n  2   р2n  1)   р2n. 

Следовательно,  12 pS n  . Значит, последовательность {S2n}  

ограничена. По теореме Вейерштрасса (п. 1, §2.3 [9]), существует  

предел  SS n
n




2lim . 

 Кроме того,  так как S2n  1 = S2n   
р2n 

  и, по второму условию 

теоремы, 0lim 


n
n

p , то  

SpSS nn
n

n
n







)(limlim 2212 . 

Следовательно, последовательность {Sn} сходится к S. ■ 

Замечание 1. Ряд, удовлетворяющий условиям теоремы 7, назы-

вается рядом Лейбница.  

Замечание 2.  Из доказательства теоремы следует, что последо-

вательность {S2n} сходится к пределу S не убывая. Аналогично, из ра-

венства 

S2n  1 = р1  (р2  р3)  …  (р2n  2   р2n  1) 

вытекает, что последовательность нечетных частичных сумм сходится 

к пределу S не возрастая.  

Таким образом, для всех элементов последовательности выпол-

няется неравенство 

S2n ≤ S ≤ S2n  1. 

А так как   S2n  1   S2n =  р2n , то можно сделать вывод, что 

S  S2n ≤ р2n   и  S2n  1  S ≤ р2n ≤ р2n  1. 

Следовательно,  справедливо неравенство 

                                                   |S  Sn| < pn.  (5)   
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Это неравенство широко используется при приближенных вы-

числениях. Если ряд заменить его частичной суммой, то погреш-

ность вычислений не превзойдет первого из отброшенных членов. 

Пример 3. Исследовать на абсолютную и условную сходимость 

ряд 






1

1)1(

n

n

n
. 

Решение. 

Рассмотрим ряд 


1

1

n n
, составленный из модулей элементов 

данного ряда. Этот ряд  гармонический, следовательно, он расходит-

ся.   

Исследуем на сходимость ряд 






1

1)1(

n

n

n
. Этот ряд  ряд Лейб-

ница, так как последовательность 








n

1
, составленная из членов ряда, 

монотонно убывает и 0
1

lim 
 nn

. Следовательно, этот ряд условно схо-

дится.   

Пример 4. Вычислить сумму ряда 






1

1)1(

n

n

n
 с точностью до 

310

1
. 

Решение. 

Из замечания 2 следует, что погрешность вычисления при заме-

не суммы ряда его частичной суммой не превосходит первого из от-

брошенных членов.  Поэтому посмотрим, какой из членов ряда удов-

летворяет неравенству un ≤ 
310

1
.  Очевидно, что такое неравенство 

выполняется при п ≥ 10
3
. Следовательно, для того, чтобы вычислить 

сумму ряда с указанной точностью, необходимо сумму ряда заменить 

999-ой частичной суммой 

999

1
...

3

1

2

1
1999  SS . 
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II. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 
 

§ 2.1. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ 
 

1. Понятие функциональной последовательности 

и функционального ряда 
 

Определение 1. Если любому натуральному числу п ставится в 

соответствие некоторая функция fn (x), заданная на множестве Х, 

то множество занумерованных функций называется функциональ-

ной последовательностью 

                         {fn (x)} ≡ f1 (x), f2 (x), …, fn (x), … . (1) 

Функции  )(xfn  называются элементами функциональной по-

следовательности. Множество  Х  называется областью определения 

этой функциональной последовательности.  

Определение 2.   Сумму 

                     ...)(...)()()( 21
1






xuxuxuxu n
n

n  (2) 

бесконечного числа членов функциональной последовательности 

)}({ xun  будем называть функциональным рядом. 

Множество Х  на котором определены функции )(xun называется 

областью определения функционального ряда. 

Так же, как и для числового ряда, сумма первых n элементов ря-

да (2) называется n-ой частичной суммой ряда и обозначается сим-

волом Sn(х) 

       Sn (х) = u1 (х) + u2 (х) + u3 (х) + … + un (х)= 


n

k
k xu

1

)( .  (3) 

Пусть  Sn (х)= 


n

k
k xu

1

)(   n-ая частичная сумма ряда (2). Тогда 

любому  функциональному ряду соответствует последовательность 

его частичных сумм  {Sn (х)}. И, наоборот,  любой функциональной 

последовательности соответствует функциональный ряд с элементами 

...),()()(...,),()()(),()( 112211 xSxSxuxSxSxuxSxu nnn   , 

для которого последовательность {Sn (х)} является последовательно-

стью его частичных сумм. 

Поэтому функциональные ряды и функциональные последова-

тельности имеют аналогичные свойства. 
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2. Сходимость функциональной последовательности 

и функционального ряда в точке и на множестве 
 

Рассмотрим функциональную последовательность  {fn (x)}, оп-

ределенную на множестве Х. Зафиксируем произвольную точку  

х0  Х и получим числовую последовательность  {fn (x0)}. 

Если в точке х0  последовательность {fn (x0)} сходится, то точка 

х0 называется точкой сходимости числовой последовательности 

{fn (x)}. Множество всех точек сходимости называется областью схо-

димости функциональной последовательности. Эта область может 

совпадать с областью определения Х, а может быть подмножеством 

множества X.   

Пусть последовательность {fn (x)} сходится на множестве D. 

Следовательно, в любой точке х  D последовательность {fn (x)} имеет 

предел при п  ∞, зависящий от выбора точки х, значит, являющийся 

функцией f (x) от аргумента х. Функцию f (x) называют предельной 

функцией последовательности {fn (x)}  

).(lim)( xfxf n
n 

  

Аналогичные понятия вводятся для функционального ряда. 

Точка х0 в которой сходится числовой ряд 


n

n
n xu

1

)(  к своей сум-

ме S (x0) называется  точкой сходимости данного ряда. 

 Множество всех точек  сходимости образует область сходимо-

сти ряда. В любой точке х из области сходимости числовой ряд 




n

n
n xu

1

)( сходится к функции S (x), которая, является предельной функ-

цией последовательности его частичных сумм {Sn (х)} и называется 

суммой ряда.  Таким образом 

).(lim)( xSxS n
n 

  

Ряд  

uп + 1 (х) + u п + 2 (х) + u п + 3 (х) + … + un  + k (х) + … = 


 1

)(
nk

k xu ,  

полученный из ряда (2) отбрасыванием п первых членов ряда называ-

ется п-ым остатком ряда и обозначается rn(x). Очевидно, что в точ-

ках сходимости 0)(lim 


xrn
n

. 

Пример 1.  Найти предельную функцию последовательности 
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n

n

x
1 . 

Решение. 

Зафиксируем произвольное х, Найдем предел полученной чи-

словой последовательности. Так как при п  ∞ для любого фиксиро-

ванного значения х исходное выражение представляет неопределен-

ность вида [1
∞
] то, используя второй замечательный предел, имеем 

.1lim1lim1lim x

x

x

n

n

x
x

n

n

n

n
e

n

x

n

x

n

x













































 

Следовательно, предельной функцией последовательности явля-

ется функция у = е
 х
. 

Пример 2.  Найти область сходимости функциональных рядов  

а) 


1

cos

n nn

nx
; 

б) 


1
22

1

n
nxn

;  

в) 


 1 )3(2

1

n
nn x

. 

Решение. 

а) Так как при любом х выполняется неравенство |cos nx| ≤  1, то  

nnnn

nx 1cos
 .  Ряд 










1

2/3
1

11

nn nnn
 сходится, так как является рядом 

Дирихле с показателем  = 1
2

3
 . Следовательно, для любого дейст-

вительного числа х по признаку сравнения сходится и ряд 


1

cos

n nn

nx
, 

тогда ряд 


1

cos

n nn

nx
 при любом х  (∞, ∞) сходится абсолютно. Зна-

чит область сходимости данного ряда  вся числовая прямая. 

б)   Воспользуемся признаком Д’Аламбера (теорема 2, п.1, §1.3). 

Учитывая, что для любых х члены ряда принимают только положи-

тельные значения, получим, что |un| = un,  |un + 1| = un + 1, 

.
)1(

lim
)1(

lim
||

||
lim

22

2

)1(22

22
1

xn

n

xn

xn

u

u

nn

n

n
n

n

n 
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В данном пределе х рассматривается, как постоянное число, то-

гда множитель 
2

1

x
 можно вынести за знак предела 

22

2

2

1 1

)1(
lim

1

||

||
lim

xn

n

xu

u

n
n

n

n










. 

Ряд сходится, если  выполняется неравенство 1
1

2


x
.  Это нера-

венство выполняется при  х  (∞, 1)   (1, ∞). Ряд расходится при 

1
1

2


x
, т.е. на интервале х  (1, 1). При  х= ± 1 вопрос о сходимости 

ряда остается открытым, так как    1lim
1





n

n

n u

u
. 

Исследуем ряд на сходимость в точках  х = ± 1. Получим число-

вой ряд 


1
2

1

n n
, который сходится как ряд Дирихле с показателем 

 = 2 > 1.  

Следовательно, ряд сходится при х  (∞, 1]   [1, ∞). 

в) Для нахождения области сходимости ряда воспользуемся 

признаком Коши (теорема 3, п.1, §1.3).  

.
|3|2

1

|3|2

1
lim

)3(2

1
limlim










 xxx
u

nn nnn

n
n

n
 

Ряд сходится, если выполняется неравенство 
|3|2

1

x
 < 1 или нера-

венство 
2

1
|3| x , т.е. ряд сходится при х  (∞, 

2

5
)   (

2

7
, ∞). Ряд 

расходится при х  (
2

5
, 

2

7
). 

Рассмотрим точки х = 
2

5
 и х = 

2

7
. 

В точке х = 
2

7
 ряд имеет вид ...1111

1




n

. Этот ряд расхо-

дится, так как не выполняется необходимый признак сходимости ря-

да:  011limlim 
 n

n
n

u . Значит, точка х = 
2

7
 не является точкой схо-

димости функционального ряда. 
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В точке х = 
2

5
 ряд имеет вид ...111)1(

1




n

n
. Этот ряд рас-

ходится, так как для него также не выполняется необходимый признак 

сходимости ряда.   

Следовательно, ряд сходится при х  (∞, 
2

5
)   (

2

7
, ∞). 

 

3. Равномерная сходимость. Признак Вейерштрасса 
 

Пусть последовательность {fn (x)} сходится  к предельной  

функции f (x) на множестве Х. 

Определение 3.  Последовательность {fn (x)} называется рав-

номерно сходящейся  к  f (x) на множестве Х, если  для любого  > 0 

существует такой номер N, что  для любого п > N и для всех  x  Х 

выполняется неравенство 

| fn (x)  f (x)| < . 

Замечание 1. Из сходимости 

последовательности {fn (x)} не выте-

кает ее равномерная сходимость. 

Замечание 2. Пусть функции  

fn (x) (п = 1, 2, …) и f (x) определены 

на отрезке [a, b]. Рассмотрим полосу 

П: {a ≤ x ≤ b,  f (x)   < y < f (x) + }, 

шириной 2. 
 Тогда последовательность 

{fn (x)} равномерно сходится на от-

резке [a, b] к функции f (x), если для 

любого  > 0 найдется такое N, что графики функций fn (x) с номерами 

п > N попадают в полосу П на отрезке [a, b] (рис. 1).  

Сформулируем необходимый и достаточный признак равномер-

ной сходимости функциональной последовательности {fn (x)}. 

Теорема 1 (критерий Коши сходимости функциональной по-

следовательности). 

Для того чтобы функциональная последовательность {fn (x)} 

равномерно сходилась к функции f (x) на множестве Х необходимо и 

достаточно, чтобы для любого  > 0  существовал такой номер N, 

что для любого п > N, любого натурального числа р и  для всех  x  Х 

выполнялось неравенство: 

| fn  + р (x)  f n (x)| < . 

 f (x) +  

f (x)  

f (x)    

f n (x) 

 y 

 0  a  b  x 

 Рис. 1. 
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Рассмотрим теперь функциональный ряд (2). Пусть этот ряд 

сходится на множестве Х. Дадим определение равномерной сходимо-

сти этого ряда. 

Определение 4.  Функциональный ряд 

                     ...)(...)()()( 21
1






xuxuxuxu n
n

n  

 называется равномерно сходящимся на множестве Х к своей сумме  

S(x), если последовательность его частичных сумм {Sп (x)} равномер-

но сходится на множестве Х  к функции S(x). 

Из определения равномерной сходимости функционального ря-

да и из теоремы 1 следует необходимый и достаточный признак рав-

номерной сходимости функционального ряда. 

Теорема 2 (критерий Коши сходимости функционального ря-

да). Для того чтобы ряд  


1

)(
n

n xu  равномерно сходился к функции 

S(x) на множестве Х необходимо и достаточно, чтобы для любого 

 > 0   существовал такой номер N, что для любого п > N, любого на-

турального числа р и  для всех  x  Х выполнялось неравенство: 






pn

nk
k xu

1

)( . 

Действительно, для равномерной сходимости ряда (2) необхо-

димо и достаточно, чтобы последовательность {Sп (x)}  его частичных 

сумм равномерно сходилась на множестве Х , т.е. для этой последова-

тельности должен выполняться критерий Коши: для любого  > 0 су-

ществует  такой номер N, что  для любого п > N и  для любого  нату-

рального числа р выполняется неравенство: 

| Sn + p (x)  Sn (x)| <  

или 

 


 

pn

k

n

k
kk xuxu

1 1

)()( , 






pn

nk
k xu

1

)( . 

 

4. Признак Вейерштрасса 

 

Критерий Коши является необходимым и достаточным призна-

ком сходимости функциональной последовательности и функцио-

нального ряда, но при решении задач им пользоваться достаточно 
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сложно. Сформулируем достаточный признак сходимости функцио-

нального ряда. 

Теорема 3 (признак Вейерштрасса).  Если функциональный ряд 




1

)(
n

n xu определен на множестве Х и если существует сходящийся 

числовой ряд 


 1n
nc  такой, что для всех х  Х и для любых номеров п 

справедливо неравенство  

                                                    nn cxu )( , (4) 

то функциональный ряд (2) сходится равномерно на множестве Х. 

 

Доказательство. 

Если ряд 


1n
nc  сходится, то для него выполняется критерий 

Коши сходимости числового ряда (теорема 1, п.2, §1.1.), т.е. для лю-

бого  > 0   существует такой номер N, что для любого п > N и любого 

натурального числа р выполняется неравенство: 






pn

nk
kc

1

. 

Так как по условию nn cxu )( , то 

 








pn

nk
k

pn

nk
k cxu

11

)( . 

Следовательно,  для функционального ряда (2) выполняется 

критерий Коши и ряд (2) сходится. ■ 

Замечание. Можно сформулировать теорему аналогичную тео-

реме 3 для функциональной последовательности. 

Теорема 4. Последовательность {fn (x)} равномерно сходится к 

функции  f (x) на множестве Х, если  существует такая последова-

тельность положительных чисел {n}  0, при п  ∞, что для всех  

x  Х и для всех функций  fn (x)  выполняется неравенство: 

| fn (x)  f (x)| < n. 

Пример 3.  Исследовать на равномерную сходимость ряд  




 1
3

sin

n n

nx
. 

Решение. 

Так как при любом х выполняется неравенство |sin nx| ≤ 1, то  
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1sin

nn

nx
 . 

Ряд 


 1
3

1

n n
 сходится как ряд Дирихле с показателем  = 3 > 1. 

Следовательно, по признаку Вейерштрасса, ряд 


 1
3

sin

n n

nx
 сходится 

равномерно на всей числовой прямой. 

 

 5. Свойства равномерно сходящихся  

последовательностей и рядов 
 

Рассмотрим множество Х  и точку a – предельную точку данно-

го множества. 

Теорема 5. Пусть 

1) функциональный ряд  


1

)(
n

n xu равномерно сходится к функ-

ции  S(x) на множестве Х;   

2) для любого п существует предел  nn
ax

bxu 


)(lim .  

 Тогда существует предел функции S(x) в точке а и выполняется 

равенство 

















111

)(lim)(lim)(lim
n

n
n

n
ax

n
n

axax
bxuxuxS , 

т.е. если ряд сходится равномерно на множестве Х, то знак предела 

и знак суммы можно менять местами. 

Следствие. Если элементы ряда  


1

)(
n

n xu непрерывны в точке 

a и  ряд  


1

)(
n

n xu равномерно сходится к функции S(x), тогда функ-

ция  S(x)  непрерывна в точке а. 

Теорема 6.  Пусть ряд 


1

)(
n

n xu равномерно сходится к своей 

предельной функции  S (x) на отрезке [a, b] и для любого члена ряда  

существует интеграл 
b

a

n dxxu )( , тогда существует интеграл 


b

a

dxxS )(  и справедливо равенство  
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11

)()(
n

b

a

n

b

a n
n dxxudxxu . 

Теорема 7.  Пусть для функционального ряда  


1

)(
n

n xu выпол-

няются следующие условия: 

1) все элементы ряда имеют производные )(xun
  на отрезке 

[a, b], 

2) ряд   





1

)(
n

n xu равномерно сходится, 

3) ряд 


 1

)(
n

n xu сходится хотя бы в одной точке; 

тогда ряд 


 1

)(
n

n xu равномерно сходится на отрезке [a, b] к своей 

сумме S (x), которая имеет производную на отрезке [a, b] и выполня-

ется равенство 







1

)()(
n

n xuxS . 

Замечание. Теоремы, аналогичные теоремам 5, 6, 7 справедли-

вы и для функциональных последовательностей. 

 

§2.2. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 
 

1. Понятие степенного ряда. Область сходимости 
 

Степенным рядом называется ряд вида 

  





0

0 )(
n

n

n xxa = а0 + a1 (x  x0) + a2(x  x0)
2
 + …+ an(x  x0)

n
 +…    (1) 

где a0, a1, a2, …, an, …  постоянные числа, которые называются ко-

эффициентами ряда (1). Очевидно, что ряд (1) всегда сходится в точке 

х = х0. 

При х0 = 0 ряд (1) имеет вид 

                         


0n

n

nxa = а0 +  a1x  +  a2x 
2
 + …+ anx

n
 + …  . (2)  

Ряд (2) всегда сходится в точке х = 0. 

Теорема 1 (Абеля). Если ряд (2) сходится в некоторой точке х  

отличной от нуля, то этот ряд сходится абсолютно при любом х, 

удовлетворяющем неравенству хx  . 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



33 

Доказательство.  Так как ряд (2) сходится в точке х , то для  

числового ряда  




 0n

n

n xa = а0 +  a1 х  +  a2 х
2
 + …+ an х

n
 + … 

последовательность }{
n

n xa  его членов является бесконечно малой (не-

обходимый признак сходимости ряда (теорема 2, п.2, §1.1), а, следова-

тельно, ограниченной. Значит, существует такое действительное чис-

ло М, что для всех элементов последовательности }{
n

n xa  выполняется 

неравенство 

Mxa
n

n  . 

Рассмотрим произвольное число х, удовлетворяющее неравен-

ству хx  , и составим ряд из модулей членов ряда (2) 

              ||
0




n

n

n xa = |а0 | +  |a1x|+  |a2x
2
| + …+ |anx

n
 |+ … (3) 

Так как  

|anx
n
 | = 

nn
n

n
x

x
M

x

x
xa  ,     

то члены ряда (3) являются меньшими, чем члены ряда,  являющегося 

сходящейся геометрической прогрессией со знаменателем q = 

n

x

x
< 1, 

следовательно, по признаку сравнения  (теорема  2, п.1, §1.2) сходится 

ряд (3). Таким образом, ряд (2) сходится абсолютно в выбранной точ-

ке х. Так как точка х  произвольная точка, удовлетворяющая нера-

венству  хx  , то теорема доказана. ■ 

Следствие 1.  Если ряд (2) расходится в некоторой точке x  

отличной от нуля, то этот ряд расходится при любом х, удовлетво-

ряющем неравенству xx  . 

Предположим противное. Пусть ряд (2) сходится в точке х, 

удовлетворяющей неравенству xx  . Тогда, по теореме Абеля, ряд 

должен сходиться и в точке x , что противоречит условию. ■ 

Следствие 2.  Для каждого степенного ряда (2), если только он 

не является сходящимся в единственной точке х = 0, существует та-

кое положительное действительное число R (оно может быть рав-

ным  ∞), что  
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1) ряд абсолютно сходится для Rx  ; 

2) ряд расходится для Rx  . 

Доказательство.  Обозначим через х  точки сходимости ряда 

(2), и рассмотрим множество {| х |}. Это множество обязательно со-

держит точку х = 0. По условию, это множество содержит также точ-

ки отличные от нуля. 

Возможны два случая.  

1) Множество  {| х |} ограничено сверху. 

2)  Множество  {| х |} сверху не ограничено. 

В первом случае множество {| х |} имеет точную верхнюю гра-

ницу. Обозначим ее через R (0 < R < ∞).  Тогда при |x| > R ряд (2) рас-

ходится, так как точки х, удовлетворяющие этому неравенству, не яв-

ляются точками сходимости данного ряда. Пусть х произвольное чис-

ло, удовлетворяющее неравенству  |x| < R. По определению точной 

верхней границы,  для этой точки х, существует такое х , что  

|x| < | х | ≤ R. Поэтому ряд (2)  абсолютно сходится в точке х.  

Во втором случае для любого х всегда существует такое х , что 

|x| < | х |. Следовательно, ряд (2) абсолютно сходится на всей числовой 

прямой. В этом случае говорят, что R= .■ 

Число R называется радиусом сходимости ряда (2). 

Интервал (R, R) называется интервалом сходимости ряда (2). 

Во всех точках этого интервала ряд (2) сходится абсолютно. Если ряд 

сходится только в точке х = 0, то R = 0, и интервал сходимости состо-

ит из одной точки. 

 На концах интервала (R, R), т.е. в точках Rx   ряд может 

сходиться, а может расходиться. Поэтому сходимость этого ряда ис-

следуется дополнительно.  

Определим формулы для нахождения радиуса сходимости ряда 

(2).  

Пусть существует предел Lan
n

n



lim . Рассмотрим ряд из мо-

дулей членов ряда (2) и воспользуемся теоремой 3, § 1.3. Найдем  

xLaxxa n
n

n

n n

n
n




limlim . 

Ряд сходится для всех значений х, для которых выполняется не-

равенство xL  < 1, или для х, удовлетворяющих неравенству .
1

L
x   

Тогда для нахождения радиуса сходимости можно воспользоваться 

формулами 
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                                 ,
1

L
R     n

n
n

aL


 lim . (4) 

Замечание 1.  Для нахождения радиуса сходимости можно так-

же  пользоваться формулами 

                                 ,
1

L
R     

n

n

n a

a
L

1
lim




 .  (5) 

Замечание 2.  Если пределы (4) и (5) не существуют, то радиус 

сходимости можно найти по формуле 

                                         .
lim

1

n
n

n
a

R



  (6) 

Замечание 3.  Из сказанного выше следует, что если  

L = 0, т.е.    R = ∞, то ряд сходится на всей числовой прямой, 

L = ∞, т.е. R = 0, то ряд сходится только в точке х = 0. 

Замечание 4.  Формулы для нахождения радиуса сходимости 

ряда (1), такие же,  как и для ряда (2). Интервал сходимости ряда (1), 

если R ≠ ∞, R ≠ 0, имеет вид (х0  R, х0 + R). 

 

2. Свойства степенных рядов 
 

Сформулируем свойства для ряда (2), для ряда (1) свойства ана-

логичны.  Пусть ряд (2) имеет радиус сходимости R > 0. 

Теорема 2. Пусть степенной ряд (2) имеет радиус сходимости 

отличный от нуля, т.е. R > 0. Тогда для любого  0 < r < R степенной 

ряд равномерно сходится на отрезке [r, r]  ( rx  ). 

Доказательство. Так как  r < R, то ряд (2) сходится в точке х = r 

абсолютно, т.е. сходится ряд 


1n

n

n ra . При rx   члены ряда (2) по 

абсолютной величине не превосходят соответствующих членов этого 

ряда. Тогда, по признаку Вейерштрасса, ряд (2) сходится равномерно 

для rx  .■ 

Следствие 1.  Сумма степенного ряда является непрерывной 

функцией внутри интервала сходимости. 

Доказательство. 

Пусть ряд 
n

nxa  сходится к функции S(x) на интервале (R, R). 

Рассмотрим произвольную точку х  (R, R). Тогда,  для данной 

точки найдется такое r, что Rrx  .  Ряд (2) равномерно сходится 

на отрезке  [r, r], и, по свойству равномерно сходящихся функцио-
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нальных рядов, функция S(x) – непрерывна на отрезке [r, r], т.е. в 

выбранной нами точке х. Так как точка х -  произвольная точка интер-

вала (R, R), то функция S(x) непрерывна на интервале (R, R). ■ 

Замечание. Если степенной ряд на одном из концов интервала 

сходимости сходится хотя бы условно, то сумма ряда является непре-

рывной функцией на интервале сходимости с включенным концом. 

Теорема 4.  Степенной ряд (2) на отрезке [0, х], где Rx 0  

([x, 0], где 0 xR ) можно почленно интегрировать. При этом 

получим ряд 









1

1121
0

0

......
2

)(
n

nnnn
x

x
n

a
x

n

a
x

a
xadxxS , 

который  имеет тот же радиус и интервал сходимости, что и ис-

ходный ряд. 

Теорема 5.  Степенной ряд (2) внутри его промежутка сходи-

мости можно почленно дифференцировать, так что для суммы S(x) 

выполняется равенство 







1

1)(
n

n

nxnaxS . 

Полученный в результате почленного дифференцирования ряд имеет 

тот же радиус и интервал сходимости, что и исходный ряд. 

Пример 1. Найти сумму ряда  





1

1)1(
n

n
n

n

x
. 

Решение. 

Для нахождения радиуса сходимости воспользуемся формулами 

(5), где 
nn

a
n

n

1)1( 1







,  
1

1
1




n
an . 

1
1

limlim
1









 n

n

a

a
L

n
n

n

n
,  

тогда  R = 1. Следовательно, ряд сходится на интервале (1, 1). 

При  x = -1, получим ряд  














1

1

n n
, который расходится (это 

гармонический ряд).  

При  x = 1 получим ряд  






1

1)1(

n

n

n
, который является рядом 

Лейбница, следовательно, он сходится. Так как ряд из модулей членов 

данного ряда расходится, то данный ряд сходится условно. 
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Областью сходимости данного степенного ряда является                                   

промежуток (1, 1]. 

Пусть сумма ряда есть некоторая функция S(x). По свойству 

степенных рядов ряд можно почленно дифференцировать внутри ин-

тервала сходимости. При этом выполняется равенство 

...)1(...1)( 112   nn xxxxS  . 

Этот ряд является геометрической прогрессией со знаменателем 

q = x. Тогда 

x
xS




1

1
)( . 

Найдем функцию S(x) 

xt
t

dt
dxxSxS

xxx




  1ln1ln
1

)()(
0

00

. 

 

3. Разложение функций в степенные ряды 
 

Определение 1.  Будем говорить, что функция f (x) на множе-

стве X может быть разложена в степенной ряд на интервале 

(х0  R, х0 + R) если существует степенной ряд, сходящийся к f (x) на 

указанном интервале. 

Теорема 6 (необходимое условие).  Для того, чтобы функция 

f (x) была разложена в степенной ряд на интервале (х0  R, х0 + R) не-

обходимо, чтобы она имела на указанном интервале непрерывные 

производные любого порядка. 

Доказательство. Степенной ряд внутри своего интервала схо-

димости можно почленно дифференцировать сколь угодное число раз, 

при этом полученные в результате дифференцирования ряды сходятся 

внутри этого же интервала. Следовательно, сумма данного ряда также 

должна быть непрерывно дифференцируемой функцией сколь угодное 

число раз  на интервале (х0  R, х0 + R). ■ 

Теорема 7.  Если функция f (x) на интервале (х0  R, х0 + R)  мо-

жет быть разложена в степенной ряд, то это разложение единст-

венное. 

Доказательство. 

Пусть f (x) раскладывается в степенной ряд на интервале 

(х0  R, х0 + R).  Дифференцируя этот ряд почленно п раз,  получим 

f 
(n) 

(x) = ann! + an + 1(n + 1)!(x  х0) + … . 

Отсюда при х = х0 найдем 

f 
(n) 

(x0) = ann!, 
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 тогда коэффициенты ряда находятся по формуле: 

                                                   
!

)( 0

)(

n

xf
a

n

n  . (7) 

Таким образом, коэффициенты степенного ряда, в который мо-

жет быть разложена функция f (x) на интервале (х0  R, х0 + R), одно-

значно определяются формулой (7). ■ 

Степенной ряд 

                  

,...)(
!

)(

...)(
!2

)(
))(()(

0
0

)(

2

0
0

000








n
n

xx
n

xf

xx
xf

xxxfxf

 (8) 

коэффициенты которого определяются формулой (7), называется ря-

дом Тейлора для функции f (x). При х0 = 0 ряд Тейлора называется 

рядом Маклорена. 

Теорема 8.  Для того,  чтобы функция f (x) могла быть разло-

жена в степенной ряд на интервале (х0  R, х0 + R), необходимо и 

достаточно, чтобы остаточный член в формуле Тейлора для этой 

функции стремился к нулю при n на указанном интервале.  

Теорема 9. Пусть функция f (x) бесконечно дифференцируема и 

все ее производные равномерно ограничены на интервале 

(х0  R, х0 + R) (т.е. существует такая постоянная M > 0, что в лю-

бой точке x принадлежащей интервалу (х0  R, х0 + R) и для любого n 

выполняется неравенство: Mxf n |)(| )( ,  n = 0, 1, 2, …),  тогда на 

интервале (х0  R, х0 + R) функция f (x) раскладывается в ряд Тейлора 

(8). 

 

4. Разложение некоторых элементарных функций 
 

Рассмотрим разложение некоторых элементарных функций в 

ряд Маклорена. Для этого используем выкладки, аналогичные приве-

денным в п.4, §1.3, [10]. 

1. Ряд Маклорена для функции у =  е 
х  

 имеет вид 







1

2

!!
...

!2
1

n

nn

n

x

n

xx
x . 

Для того, чтобы доказать, что этот ряд сходится к функции е 
х
, 

воспользуемся теоремой 7. На любом отрезке  [r, r], где  r  произ-

вольное действительное положительное число, для производных 

функции  у =  е 
х  

 выполняется неравенство е 
х
 ≤ e

 r
 . Следовательно, 

производные данной функции равномерно ограничены на отрезке 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



39 

[r, r], и ряд Маклорена равномерно сходится к функции е 
х
 на этом 

отрезке. В силу произвольности выбора числа  r, можно сделать вы-

вод, что данный ряд сходится к функции у =  е 
х  

на всей числовой 

прямой и выполняется равенство 

                          





0

2

!
...

!
...

!2
1

n

nn
x

n

x

n

xx
xe . (9) 

2. Для функций y = sin x  и  y = cos x  ряд Маклорена имеет вид  

              sin x = x – 
!3

3х
 + 

!5

5x
 
 
+ … + (1)

k + 1

)!12(

12





k

x k

 + … , (10) 

                cos x = 1 – 
!2

2х
 + 

!4

4x
 
 
+ … + (1)

k 

)!2(

2

k

x k

 + … . (11) 

Сходимость этих рядов соответственно к функциям sin x и cos x 

на всей числовой прямой следует из теоремы 9, и из того факта, что 

для производных этих функций любого порядка выполняются нера-

венства 

1
2

sin)(sin )( 







 xnx n 

, 

1
2

cos)(cos )( 







 xnx n 

. 

3. Ряд Маклорена для функции  у = ln (х + 1) имеет вид 

     ln (х + 1) =  x – 
2

2х
 + 

3

3x
 
 
 

4

4x
 + … + (1)

n  1

n

x n

 + … . (12) 

Этот ряд сходится к данной функции на интервале (1, 1]. 

4. Функция у = (1 + x)
α
 раскладывается в ряд 

    (1+ x)
α
 = 1+ х +

!2

)1( 
х

2
 + … +

!

)1(...)1(

n

n 
х

n
 + ...(13) 

всюду на интервале (1, 1). 

5. Используя формулы (9)  (13), можно получить разложение 

других функций. 

Рассмотрим, например, функции y = sh x = 
2

xx ee 
, 

y = ch x = 
2

xx ee 
. Для разложения этих функций в ряд воспользуем-

ся разложением (9) функции е 
х 
. Для того, чтобы получить разложе-

ние функции е 
– х

 в разложении (9) вместо х подставим   х. Получим      
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                         ...
!
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x .  (14) 

Тогда 

ch x = 
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sh x = 
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Найдем разложение функции arcsin x в ряд. Заметим, что  

21

1
)(arcsin

x
x


 . 

Разложим функцию 2

1

2

2
)1(

1

1 




 x
x

y  в ряд, используя ряд (13) 












1

2

2 !2

!)!12(
1

1

1
)(arcsin

n

n

n
x

n

n

x
x , 

(здесь (2п  1)!! = 135…(2п  1) ). Радиус сходимости получившего-

ся ряда равен единице. Проинтегрируем ряд от 0 до х, где |x| < 1. По-

лучим 
















1

12

0
2 !)12(2

!)!12(

1
arcsin

n

n

n

x

x
nn

n
x

x

dx
x . 

 

§2.3.  ПРИМЕНЕНИЕ СТЕПЕННЫХ  РЯДОВ 
 

1. Нахождение значений функций 
 

Пусть требуется вычислить значение функции y = f (x) в точке 

х = х0 с заданной степенью точности. Предположим, что функция f (x) 

может быть разложена в степенной ряд 

f (x) = а0 + a1 (x  x0) + a2(x  x0)
2
 + …+ an(x  x0)

n
 +…   
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в интервале (x0  R, x0  R)  и точка х  (а  R, a  R). Тогда прибли-

женное значение функции f (x) в точке х  можно найти с помощью ра-

венства 

               f (x)  а0 + a1 (x  x0) + a2(x  x0)
2
 + …+ an(x  x0)

n
 , (1) 

точность которого увеличивается с возрастанием п. Абсолютная по-

грешность приближенного равенства  (1) равна модулю остатка ряда 

|rn (x)| = |f (x)  Sn (x)|, 

где rn (x) = an + 1(x  x0)
n + 1

 +  an + 2(x  x0)
n + 2

 + ... .  

В зависимости от конкретной задачи применяются различные 

методы оценки остатка ряда. Например, если ряд знакочередующийся, 

то его п-ый остаток по абсолютной величине не превосходит модуля 

первого из отброшенных членов (замечание 2 к теореме 7, п.3, § 1.3, 

п.3). 

В приближенных вычислениях используются также свойства 

степенных рядов. 

Пример 1. Вычислить cos 10 с точностью до 0,0001. 

 

Решение. 

Так как 174,0
18

10 


53, то используя разложение функции 

cos х  в ряд (см. формулу 11, п.4, §2.2), получим 

...
18!6

1

18!4

1

18!2

1
1

18
cos10cos

642






























 

Полученный ряд является знакочередующимся. Последователь-

ность 




















n

n 18!

1 
 его элементов является убывающей и стремится к 

нулю при п  ∞, следовательно, ряд удовлетворяет условиям теоремы  

теореме 7, п.3, § 1.3. Поэтому остаток ряда не превосходит первого 

отброшенного члена. Так как 

0001,000006,0
24

0016,0

24

)2,0(

24

)17453,0(

18!4

1 444








 
, 

то для достижения требуемой точности, достаточно взять два члена 

ряда, т.е. 

.9848,098477,001523,01
2

03046,0
1

2

)17453,0(
110cos

2

  

 Пример 2. Вычислить ln 1,1 с точностью до 0,0001. 
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Решение. 

Используем  разложение функции ln x в ряд (формула 12, п. 4,  

§ 2.2). Тогда  

ln 1,1 =  ln (1 + 0,1) = 

=  0,1 – 
2

0,12

 + 
3

0,13

 
 
 

4

0,14

 + … + (1)
n  1

n

n0,1
 + … . 

Получился знакочередующийся ряд, элементы которого обра-

зуют убывающую бесконечно малую последовательность. Следова-

тельно, это ряд Лейбница, и погрешность замены суммы ряда его час-

тичной суммой не превосходит первого из отброшенных членов. Так 

как 

0001,0
4

0001,0

4

0,14

   и   0001,000033,0
3

001,0

3

0,13

 , 

то для достижения требуемой точности достаточно взять три первых 

члена ряда. Тогда имеем: 

ln 1,1 =  ln (1 + 0,1)   0,1 – 
2

0,12

 + 
3

0,13

  0,0953. 

Замечание. С помощью формулы 12 можно найти значение на-

турального логарифма для чисел, лежащих в промежутке между 0 и 2. 

Получим формулу для нахождения логарифмов от произвольного по-

ложительного числа. 

Кроме ряда (12) будем рассматривать ряд  

ln (1  х) =  x – 
2

2х
  

3

3x
 
 
 

4

4x
  …  

n

x n

  … . 

Найдем разность первого и второго ряда 

ln (1 + х)  ln (1  х) = 
)1(

)1(
ln

x

х




 = 

                                  =  2(x + 
3

3х
 + 

5

5x
 
 
+ 

7

7x
 + …). (2) 

Данный ряд абсолютно сходится при |x| < 1, так как его радиус 

сходимости равен  R = 1. Это легко установить с помощью формулы 5, 

п.1, §2.2. 

Положим, что n
x

х






1

1
, откуда  

1

1






n

n
x , тогда при любом 

п > 0, выполняется неравенство |x| < 1.  Следовательно, используя ряд 

(2) можно находить приближенное значение логарифмов любых по-

ложительных действительных чисел. Однако, обычно формула (2) ис-

пользуется для нахождения логарифмов чисел больших 1.  
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Пример 3. Вычислить ln 3 с точностью до 0,001. 

 

Решение. 

Используем  разложение 2.  Положим 3
1

1






x

х
, тогда  

2

1

13

13





x . По формуле 2 























 ...

27

1

25

1

23

1

2

1
2

)2/11(

)2/11(
ln3ln

753
. 

Для нахождения суммы ряда с указанной точностью, надо най-

ти такое п, при котором модуль п-го остатка ряда меньше 0,001, т.е. 

при котором выполняется неравенство 

001,0...
2)32(

1

2)12(

1
2

3212

















 nnn
nn

r . 

Поскольку  числа  2п + 3, 2п + 5, … больше, чем 2п + 1,  то заменив их 

на 2п + 1, мы увеличим каждую дробь в данном равенстве, т.е. 



























...

2

1

2

1
1

2)12(

2
...

2

1

2

1

12

2
42123212 nnnn

nn
r  

2212 2)12(3

1

4/11

1

2)12(

2
 








nn nn

. 

Путем подбора  значений п находим, что при  

п = 3,    001,0
336

1

2)132(3

1
232


 

, 

п = 4,    001,0
1728

1

2)142(3

1
242


 

. 

Значит, для нахождения 3ln  с точностью  до 0,001 надо взять 

четыре слагаемых ряда.Тогда  

0981,0
27

1

25

1

23

1

2

1
23ln

753

















 . 
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2. Нахождение интегралов 
 

Так как степенные ряды сходятся равномерно на любом отрезке, 

лежащем внутри интервала сходимости, то с помощью разложения 

подынтегральных функций в степенные ряды можно находить при-

ближенное значение  определенных интегралов.  

Пример 3. Вычислить 
1

0

2sin dxx  с точностью до 0,001. 

 

Решение. 

Используем  разложение 10 п.4, §2.2, заменив в нем х на х
2
. По-

лучим 

...
!5!3

sin
106

22 
xx

xx  . 

Он сходится на всей числовой прямой, поэтому его можно почленно 

интегрировать. Следовательно: 









  dx

xx
xdxx

1

0

106
2

1

0

2 ...
!5!3

sin  

...
11!5

1

7!3

1

3

1
...

11!57!33

1

0

1173























xxx
 . 

Этот ряд является рядом Лейбница и уже третий член данного 

ряда меньше 0,001. Значит, для нахождения приближенного значения 

определенного интеграла, достаточно взять два слагаемых полученно-

го ряда. 

2952,00381,03333,0
7!3

1

3

1
sin

1

0

2 


 dxx = 0,295 

 

III. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

§ 3.1. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ  

ПЕРВОГО РОДА 
 

1. Понятие криволинейного интеграла первого рода 
 

Рассмотрим плоскую непрерывную спрямляемую кривую L и 

функцию f (М) = f (x, y), заданную на этой кривой. Предположим для 

начала, что кривая L  незамкнута и  ограничена точками A и B. 
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Разобьем  кривую L на n частей 

точками  А0 = А,  А1, А2, …, Ап = В. Выбе-

рем на каждой частичной дуге Аk  1Аk 

произвольную точку Nk (ξk, ηk). Обозна-

чим через lk длину дуги Аk  1Аk,  через 

 = max lk. Составим сумму 

             



n

k
kkk lf

1

),(  ,      (1) 

которая называется интегральной. 

Определение 1.  Число I называет-

ся пределом интегральной суммы   при  

  0, если для любого  > 0, существу-

ет такое  > 0, что при  любом разбие-

нии, при котором  , выполняется неравенство | I |  . 

Определение 2.  Если предел интегральной суммы   при    0 

существует, то этот предел называется криволинейным интегралом 

первого рода от функции f (x, y) по кривой L. 

Обозначение: 
L

dlyxf ),(  или 
AB

dlyxf ),( . 

Следовательно:  

                                
0

lim),(



L

dlyxf . (2) 

Из построения криволинейного интеграла по кривой AB вытека-

ет геометрический смысл интеграла (2): длина l кривой L равна ин-

тегралу 
L

dl  

                                                  
L

dll . (3) 

Физический смысл криволинейных интегралов первого ро-

да.  Пусть вдоль кривой AB распределена масса с линейной плотно-

стью  (x, y). Для вычисления массы этой кривой, разобьем кривую на 

малые участки Аk  1Аk, считая, что на каждом участке плотность изме-

няется  незначительно. На каждом частичном участке разбиения вы-

берем произвольную точку Nk  и вычислим плотность  (Nk) кривой в 

этой точке.  Приближенно считаем, что такова же плотность кривой 

во всех точках данного участка. Обозначим длину дуги Аk  1Аk через 

lk, а наибольшую из длин lk через  . Тогда масса дуги Аk  1Аk при-

ближенно равна   mk     (Nk)lk , а для массы всей кривой справедли-

во приближенное равенство 





n

k
kk lNm

1

)( . 

x 

y 

0 

B =Аn 

Аk 

Аk  1 
А1 

A =А0 

Рис. 2. 
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Погрешность нахождения массы по данной формуле стремится 

к нулю при   0. Следовательно, точная формула  имеет вид 







n

k
kk lNm

1
0

)(lim  . 

Под знаком предела стоит интегральная сумма для функции 

 (x, y), и если данный предел существует, то он равен криволинейно-

му интегралу по кривой AB от функции  (x, y), т.е. масса кривой AB 

находится по формуле 

                                      
AB

dlyxm ),( . (4) 

 

2. Нахождение криволинейного интеграла первого рода 
 

Рассмотрим на плоскости кривую L, заданную параметрически 

                                           








),(

),(

tyy

txx
  a  t  b,  (5) 

где  функции х (t) и у (t) имеют непрерывные на отрезке [a, b] произ-

водные, для которых выполняется неравенство 0)()( 22  tytx . Та-

кую кривую будем называть гладкой. 

 Кривую L мы будем называть кусочно-гладкой, если она не-

прерывна и распадается на конечное число кусков, каждый из кото-

рых представляет собой гладкую кривую. 

Теорема 1. Пусть кривая L=AB гладкая кривая,  а функция  

f(x, y) непрерывна вдоль этой кривой. Тогда для f(x, y) существует 

криволинейный интеграл первого рода и справедливо равенство 

                  
AB

b

a

dttytxtytxfdlyxf )()())(),((),( 22 . (6) 

Доказательство. Разобьем отрезок [а, b] на n частей точками 

a = t0 < t1 < …< tk – 1 <  tk  < … < tn = b, что вызывает разбиение кривой 

AB на n дуг Аk - 1Аk.  Длину lk  дуги  Аk - 1Аk можно найти по формуле 





k

k

t

t

k dttytxl
1

)()( 22 . 

Тогда интегральную сумму (1) можно записать следующим об-

разом: 







k

k

t

t

n

k
kk dttytxf

1

)(')('),( 22

1

 . 
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Так как )(),( kkkk   ,  где k   некоторое значение парамет-

ра t, удовлетворяющее условию kkk tt  1 , то 

  




n

k

t

t

kk

k

k

dttytxyxf
1

22

1

)(')('))(),((   

 





n

k

t

t

kk

k

k

dttytxyxf
1

22

1

)(')('))(),((  . 

Рассмотрим интеграл 

 
b

a

dttytxtytxfK )(')('))(),(( 22  

 





n

k

t

t

k

k

dttytxtytxf
1

22

1

)(')('))(),(( . 

Тогда 

 





n

k

t

t

kk

k

k

dttytxtytxfyxfK
1

22

1

)(')('))](),(())(),(([  . 

Функция f (x, y) непрерывна на кривой АВ, а функции  х (t) и у (t) 

непрерывны на отрезке [a, b], то, по свойству сложной функции, 

функция  f (x (t), у (t)) непрерывна на отрезке [a, b] и, следовательно, 

эта функция равномерно непрерывна на данном отрезке. Кроме того, 

разбиение отрезка [a, b] на части, влечет за собой разбиение кривой 

АВ на частичные дуги. При этом,  при стремлении к нулю наибольшей 

из длин lk частичных дуг, стремится к нулю наибольшая из разностей 

kkk ttt  1 .  Тогда, для любого действительного числа  > 0 сущест-

вует действительное число  > 0, что для всех разбиений кривой АВ на 

части (отрезка [a, b] на части), для которых Δ <  (  наибольшая из 

длин lk), колебание функции f (x (t), у (t)) на отрезке [a, b] меньше 
l


. 

Так как ),( 1 kkk tt  , то выполняется неравенство 

l
tytxfyxf kk


  |))(),(())(,)((| . 

Следовательно,  для любого  разбиения кривой AB, для которого 

Δ<   верно неравенство 




   




l
l

dttytx
l

dttytx
l

K
b

a

n

k

t

t

k

k

)(')(')(')(' 22

1

22

1

.  

В силу произвольности числа  можно утверждать, 

что K



0
lim . Так как  

0
lim


 существует, то этот предел равен кри-

волинейному интегралу (1) и для этого интеграла справедливо равен-

ство (6). ■ 
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Замечание 1. Если кривая L   кусочно-гладкая, то интеграл по 

этой кривой определяется как сумма интегралов по ее гладким кус-

кам. 

Аналогично находится интеграл в случае если f (x, y) имеет раз-

рывы первого рода в конечном числе точек кривой L. 

Замечание 2. Если кривая L   кривая, заданная явно уравнени-

ем y = y (x),  a ≤ x ≤ b, то  формула для нахождения криволинейного 

интеграла (2) имеет вид  

                          
AB

b

a

dxxyxyxfdlyxf )(1))(,(),( 2 . (7) 

Замечание 3. Если L пространственная кривая, заданная пара-

метрически уравнениями 

x =  (t),   y =  (t),   z =  (t),    а  t  b, 

то криволинейный интеграл 
AB

dlzyxf ),,(   находится по формуле  

  
AB

b

a

dttztytxtztytxfdlzyxf )()()())(),(),((),,( 222
. 

Пример 1. Найти криволинейный интеграл 
L y

dl
, если L есть 

кривая, заданная уравнением )(
2

1 xx eey  ,  10  x . 

 

Решение. 

Кривая L задана явно, поэтому воспользуемся формулой   (7), 

учитывая, что )(
2

1
)(

2

1 xxxx eeeey   ,  тогда 

.)(
2

1

4

)(

4

2
)(

4

1
11

2

22

dxeedx
ee

dx
ee

dxeedxydl

xx
xx

xx
xx

















 


L y

dl
 = dxee

ee

xx

xx
)(

2

121

0







  = 

1

0

dx  = 
1

0
x = 1. 

 

Пример 2. Найти криволинейный интеграл  
L

dlyx )( , где L  

четверть окружности, полученной в результате пересечения сферы  

x
2
 + y

2
 + z

2
 = R

2
 и плоскости у = х, лежащей в первом октанте (рису-

нок 3 ). 
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Решение. 

Кривая L задана пересечени-

ем двух поверхностей: сферы 

x
2
 + y

2
 + z

2
 = R

2
 и плоскости у = х. 

Зададим эту кривую параметриче-

ски. Положим х = t. Тогда у = t, 
22 2tRz   . 

.
2

2

2

4
11

)()()(

2222

2

222

tR

dtR
dt

tR

t

dttztytxdl









 

Определим пределы интегрирования. Из параметрических 

уравнений линии находим, что для точки А(0, 0, R) t = 0,   

B 







0,

2
,

2

RR
 

2

R
t  . Тогда, по формуле (6), 

 



2

0
22 2

2
)()(

R

L tR

dtR
ttdlyx

  222
2

2
2

2
2 2

2

0

2

1
22

2

0
22

22

0
22

RtRR
tR

dt
R

tR

tdt
R

RRR







  . 

Пример 3. Найти массу дуги эллипса 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, лежащей в 

первом квадранте, если линейная плотность распределения массы 

равна .xy  
 

Решение. 

По формуле (4) масса дуги эллипса находится с помощью кри-

волинейного интеграла первого рода 
L

dlxy . 

Зададим эллипс параметрически x = a cos t, y = b sin t,  
2

0


 t . 

Тогда, по формуле (6), имеем 

m = 
L

dlxy  =  
2

0

22 )sin()cos(sincos



dttbtatbta  = 

 
2

0

2222 cossin2sin
2



dttbtat
ab

 = 

y = x 

0 

B 

A 

z 

y 

x 

Рис 3. 
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= 



2

0

22

2

2cos1

2

2cos1
2sin

2



dt
t

b
t

at
ab

 = 
dttdu

tu

2sin
2

1

,2cos




 = 

= 








1

1

2222

224
duu

babaab
 = 

= 

1

1

2

3
2222

22 223

2

)(2









 






u

baba

ab

ab
= 

ba

babaab






22

3
. 

 

3. Свойства криволинейных интегралов первого рода 

1. Криволинейные интегралы первого рода не зависят от на-

правления обхода кривой АВ, т.е. 

 
BAAB

dlyxfdlyxf ),(),( . 

2. Если функции  f(x, y) и g(x, y) интегрируемы на кривой AB,  и 

λ и β  любые постоянные, то функция  ),(),( yxgyxf    также ин-

тегрируема на кривой АВ и выполняется равенство 

    
ABAB AB

dlyxgdlyxfdlyxgyxf ),(),()],(),([  . 

2. Если кривая AB разбита точкой С на две кривые АС и  CВ,  и 

для функции f(x, y) существует криволинейный интеграл по дуге AB, 

то для этой функции существует интеграл и по дугам AC и CB, причем  

 
CBACAB

dlyxfdlyxfyxf ),(),(),( . 

3. Если существует 
AB

dlyxf ),( , то существует и 
AB

dlyxf |),(| , 

причем  
ABAB

dlyxfdlyxf |),(||),(|  

4. Если функция f (x, y) непрерывна на кривой AB, то на этой 

кривой существует точка *M , такая что выполняется равенство  

                                 lМfdlyxf
AB

)(),( * , (8) 

где l-длина кривой АВ. 

Формула (8) называется формулой среднего значения. 
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§ 3.2. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

ВТОРОГО РОДА 

 
1. Понятие криволинейного интеграла второго рода 

 

Рассмотрим плоскую непрерывную спрямляемую кривую L и 

функции  P(x,y) и Q(x,y) –определенные на кривой L. 

Как и в случае криволинейного интеграла первого рода, предпо-

ложим, что кривая L  незамкнута и  ограничена точками A и B (см. 

рисунок 2). 

Разобьем  кривую L на n частей точками  А0 = А,  А1, А2, …, Ап 

= В. Выберем на каждой частичной дуге Аk  1Аk произвольную точку 

Nk (ξk, ηk). Обозначим через lk длину дуги Аk  1Аk,  через  = max lk. 

Составим суммы 

                ,),())(,(
1 1

11  
 

 
n

k

n

k
kkkkkkk xPxxP    (1) 

         .),())(,(
1 1

12  
 

 
n

k

n

k
kkkkkkk yQyyQ   (2) 

которые называются интегральными суммами. 

Определение 1.  Число Ik (k=1,2) называется пределом инте-

гральной суммы  k (k=1,2) при    0, если для любого  > 0, сущест-

вует такое  > 0, что при любом разбиении,  при котором  , вы-

полняется неравенство | Ik  k|   (k = 1, 2). 

Определение 2.  Если предел интегральной суммы  1 ( 2)  при  

  0 существует, то этот предел называется криволинейным ин-

тегралом второго рода от функции P(x,y) (Q(x,y)) по кривой L. 

Обозначение: 
L

dxyxP ),(  ( 
L

dyyxQ ),( ). 

Тогда 

 



L

n

k
kkk dxyxPxP ),(),(lim

1
0

 , 

 



L

n

k
kkk dyyxQyQ ),(),(lim

1
0

 . 

Сумму 
L

dxyxP ),(  + 
L

dyyxQ ),(  принято называть общим кри-

волинейным интегралом второго рода и обозначать символом 

                              dyyxQdxyxP
L

),(),(   (3) 

Замечание 1.  Из построения криволинейного интеграла второго 

рода следует, что он зависит от  направления обхода кривой  АВ. Из-
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менение направления обхода кривой ведет к изменению знака инте-

грала, т.е. 

 

,),(),(  
BAAB

dyyxPdxyxP  

.),(),(  
BAAB

dyyxQdyyxQ  

Замечание 2. Для пространственной кривой  аналогично вво-

дятся три криволинейных интеграла второго рода 


ABABAB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(,),,(,),,(  

и общий интеграл 

.),,(),,(),,( 
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxP  

2. Нахождение криволинейного интеграла второго рода 

Теорема 1. Пусть кривая L задана параметрически уравнения-

ми       









),(

),(

tyy

txx
  bta   

и является гладкой, а функции P (x, y) и Q (x, y) непрерывны вдоль  

этой кривой. Тогда существуют криволинейные интегралы второго 

рода для функций P (x, y) и Q (x, y),  сводящиеся к определенным инте-

гралам по формулам: 

                                 ,)('))(),((),(  
b

aAB

dttxtytxPdxyxP  (4)  

                                 .)('))(),((),(  
b

aAB

dttytytxQdyyxQ   (5) 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре-

мы 1, п.2, §3.1.  

Замечание 1.  В случае кусочно-гладкой кривой L криволиней-

ные интегралы по этой кривой определяются как сумма интегралов по 

всем гладким кускам, составляющим кривую L. Таким образом, ра-

венства (4) и (5) оказываются справедливыми и для кусочно-гладкой 

кривой. 

Замечание 2.  Если кривая L задана явно уравнением y = f (x),  

а  x  b, где функции P (x, y) и Q (x, y) непрерывны вдоль  этой кри-

вой, а функция f (x) непрерывна вместе со своей производной f (x) на 
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отрезке [a, b], то формулы для нахождения криволинейных интегра-

лов второго рода имеют вид 

                                      ,))(,(),(  
b

aAB

dxxyxPdxyxP  (6) 

                                  .)('))(,(),(  
b

aAB

dxxyxyxQdyyxQ  (7) 

Замечание 3.  Для пространственной кривой L, заданной пара-

метрически уравнениями x =  (t),   y =  (t),   z =  (t),    а  t  b, 

справедливы формулы 

,)('))(),(),((),,(  
b

aAB

dttxtztytxPdxzyxP  

,)('))(),(),((),,(  
b

aAB

dttytztytxQdxzyxQ  

.)('))(),(),((),,(  
b

aAB

dttztztytxRdxzyxR  

Замечание 4. Если кривая L 

замкнута (точки А и В совпадают), то  

под положительным  направлением 

обхода данной кривой будем понимать 

такое направление, при котором об-

ласть, ограниченная данной кривой, ос-

тается слева по отношению к точке со-

вершающей обход (на рисунке 4 поло-

жительное направление обхода указано 

стрелками). 

Будем считать, что в криволи-

нейных интегралах второго рода по 

замкнутой кривой, если не оговорено 

противное, кривая обходится в положительном направлении. 

Замечание 5. Криволинейный интеграл вто-

рого рода  обладает свойствами, аналогичными 

свойствам сформулированным для криволинейного 

интеграла перового рода, за исключением свойства, 

касающегося изменения направления обхода. 

Пример 1.  Даны точки А (0, 1), В (2, 5), 

С (0, 5). Вычислить интеграл  
L

ydydxyx 2)( : 

а) по прямой АВ; б) по ломаной АСВ (см. рисунок 

L 

x 

y 

0 

Рис. 4. 

y 

B C 

A 

0 2 x 

Рис. 5.  
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5).  
 

Решение. 

а) Пользуясь уравнением прямой, проходящей через две точки 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









, 

находим, что уравнение прямой АВ имеет вид у = 2х + 1 (0  х  2). 

Тогда, по формулам  (6) и (7) сводим данный интеграл к определен-

ному 

 

2

0

)2)12(2)12((2)( dxxxxydydxyx
L

 

.163
2

5
)35(

2

0

2

2

0









  xxdxx  

б) Ломаная АСВ состоит из отрезков АС и СВ, тогда по свойст-

вам криволинейных интегралов второго рода получим  

 
CBACACB

ydydxyxydydxyxydydxyx 2)(2)(2)( . 

Уравнение прямой АС имеет вид х = 0. Тогда  dx = 0 и, учиты-

вая, что при движении от точки А к точке В переменная у изменяется 

от 1 до 5, имеем 

.24125)()2(2)(
5

1

2
5

1

  ydyyydydxyx
AC

 

Уравнение прямой СВ имеет вид у = 5 (0 ≤ х ≤ 2). Тогда  dу = 0 

и получаем 

.125
2

)5(2)(

2

0

22

0









  x

x
dxxydydxyx

CB

 

Следовательно, 

.1224122)( 
ACB

ydydxyx  

Пример 2.  Найти  ,)()2( 
L

dyyadxya  где L  первая арка 

циклоиды х = а(t  sin t), 

y = a(1  cos t) (a > 0) (см. рису-

нок 6). 
 

Решение. 

Кривая L в этом случае за-

дана параметрически, следова-

тельно, криволинейный инте-
Рис. 6. 

2а 0 

у 

х 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



55 

грал сводится к определенному по формулам (4), (5). При этом,  

dx = a(1  cos t)dt,  

 dy = a sin tdt. 

Так как при движении из начальной точки О (0, 0) в конечную А (2а, 

0) переменная интегрирования t в определенном интеграле изменяется 

от 0 до 2 , то по формулам (4), (5) 

 
L

dyyadxya )()2( = 

 
2

0

))sin))cos1(()cos1())cos1(2(( dttataatataa  = 

=  
2

0

22 )sincoscos1( dtttta  =  
2

0

22 )sincos(sin dtttta  = 

=  
 2

0

2
2

0

2

)(coscos)2cos1(
2

tdtadtt
a

 =

 2

0

2

22

0

2

2

cos
)2sin

2

1
(

2

t
att

a
 = 2a . 

Пример 2.  Найти  ,)1( 
L

dzyxydyxdx  где L  отрезок 

прямой, соединяющей точки А (1, 1, 1) и В (2, 3, 4). 
 

Решение. 

Пользуясь уравнением прямой, проходящей через две точки 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














, 

составим уравнение прямой АВ 

3

1

2

1

1

1 





 zyx
. 

Зададим прямую АВ параметрически уравнениями  x = t + 1,  

y = 2t + 1,  z = 3t + 1. При движении из точки А к точке В параметр t  

меняется от 0 до 1, тогда  

 
L

dzyxydyxdx )1(  = 

=  
1

0

)3)1121(2)12()1( dttttt = 

.13)67()614(
1

0

2

1

0

  ttdtt  
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3. Физический смысл криволинейного интеграла 

 второго рода 
 

Рассмотрим одно из физических приложений криволинейного ин-

теграла второго рода. 

Работа силового поля.  Пусть материальная точка М (х, у) с еди-

ничной массой движется по кривой  L, заданной уравнениями 









),(

),(

tyy

txx
          где а ≤ t ≤ b, 

под действием силы  

jyxQiyxPF


),(),(  . 

Если сила F


 постоянна и под действием этой силы точка М пе-

ремещается прямолинейно из точки А в точку В, то работа силы F


 по 

перемещению точки М  находится по формуле 

ABFA 


. 

 В случае непостоянной си-

лы и непрямолинейного движе-

ния работа определяется с по-

мощью некоторого предельного 

процесса.  

Разобьем дугу АВ на п час-

тей точками А0 = А,  А1, А2, …, Ап 

= В. Выберем на каждой частич-

ной дуге Аk  1Аk произвольную 

точку Nk (ξk, ηk). При достаточно 

малой длине дуги  Аk  1Аk движе-

ние материальной точки по дуге 

Аk  1Аk можно рассматривать как 

прямолинейное, а силу, дейст-

вующую на точку, как постоянную силу, равную значению силы  F


 в 

точке Nk (ξk, ηk). Тогда работа по перемещению материальной точки М 

по отрезку Аk  1 Аk под действием силы F


находится следующим обра-

зом: 

  ))(,())(,()( 111 kkkkkkkkkkkk yyQxxPAAMFA 


 

kkkkkk yQxP  ),(),(  . 

Следовательно, работа по перемещению материальной точки М 

по кривой АВ  под действием переменной силы F


 равна  

F (Nk) 

Мk 

y 

0 x 

B = An 

Аk - 1 

А1 

Аk 

А = А0 

Рис. 7. 
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n

k
kkkkkk yQxPA

1
0

),(),(lim   

dyyxQdxyxP
AB

),(),(   , 

где lk  длина дуги Аk  1Аk,  = max lk.  

Аналогично находится работа силы 

kzyxRjzyxQizyxPF


),,(),,(),,(   

по перемещению материальной точки по пространственной кривой 

АВ, заданной параметрически уравнениями 















),(

),(

),(

tzz

tyy

txx

 где а ≤ t ≤ b. 

В этом случае  

 
AB

dzzyxRdyzyxQdxzyxPA ),,(),,(),,( . 

 

4. Формула Грина 
 

Рассмотрим область D,  одно-

связную конечную область с ку-

сочно-гладкой границей  L ориен-

тированной в положительном на-

правлении (см. замечание 4, п.2). 

Пусть граница L  является объеди-

нением графиков непрерывных 

функций, однозначно проекти-

рующихся как на ось ОХ, так и на 

ось ОУ, и, может быть, отрезков 

прямых, параллельных координат-

ным осям (см. рис 8). Такую об-

ласть будем называть элементарной областью.    

Теорема 2. Пусть  D элементарная область,ограниченная кусоч-

но-гладкой кривой L, ориентированной положительно. Если на замы-

кании области D заданы функции P (x, y) и Q (x, y), непрерывные вме-

сте со своими частными производными 
x

Q

y

P








, , то имеет место 

формула  

Рис. 8. 

N M 

L 

E 

D C 

B 

A 

y 

d 

c 

 x  b а 0 
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LD

dyyxQdxyxPdxdy
y

P

x

Q
),(),()( .    (8) 

Доказательство. 

Так как область D элементарная,  то ее границу можно предста-

вить как объединение двух кусочно-дифференцируемых функций 

у = φ (х) и у = ψ (х), где  bxaxx  ),()(  , и, может быть, отрез-

ков прямых x = a,  x = b (на рис. 8 графиком функции у = φ (х) являет-

ся кривая ANML,  а графиком функции у = ψ (х)   кривая BCDE). 

Кроме того, границу L можно представить,  как объединение графиков 

двух кусочно-дифференцируемых функций х = α (y) и х = β (y), где 

dycxx  ),()(   и, может быть, отрезков прямых y = c,  y = d 

(на рис. 8 графиком функции х = α (y) является кривая NABC,  а гра-

фиком функции х = β (y)   кривая DELM). 

Рассмотрим двойной интеграл 





















DDD

dxdy
y

P
dxdy

x

Q
dxdy

y

P

x

Q
)( . 

Если рассматривать область D как  область, ограниченную графиками 

функции у = φ (х) и у = ψ (х), где  bxaxx  ),()(  ,  то двойной 

интеграл 




D

dxdy
y

P
 можно свести к повторному следующим образом: 










 dxxxPxxPdy

y

P
dxdxdy

y

P b

a

x

x

b

aD

))](,())(,([
)(

)(






 

 
b

a

b

a

dxxxPdxxxP ))(,())(,(   

 
BCDELMNABCDEANML

dxyxPdxyxPdxyxPdxyxP ),(),(),(),( . 

Так как 0),(),(  
DLAB

dxyxPdxyxP , то  







ABLMNAD

dxyxPdxyxPdxdy
y

P
),(),(  

                         
LELBCDE

dxyxPdxyxPdxyxP ),(),(),( . (*) 

Аналогично доказывается, что  

                                 




LD

dyyxQdxdy
x

Q
),( . (**) 
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Вычитая из равенства (*) равенство (**) получим формулу Гри-

на (8). ■ 

Замечание 1. Формула (8) 

называется формулой Грина. 

Замечание 2. Пусть грани-

ца области D состоит из внешне-

го кусочно-гладкого контура Г0, 

ориентированного против часо-

вой стрелки, и внутренних кусоч-

но-гладких контуров Г1,  Г2, …, 

Гп, ориентированных по часовой 

стрелке. Пусть область D может 

быть разбита на конечное число 

элементарных областей. Тогда 

формула Грина имеет вид 

                .)(
1

0

 










 n

i ГГD i

QdyPdxQdyPdxdxdy
y

P

x

Q
 (9) 

Функции P (x, y) и Q (x, y) как и выше предполагаются  непре-

рывными вместе со своими частными производными 
x

Q

y

P








,  на за-

мыкании области D. 

Замечание 3.Так как двойной интеграл от единичной функции 

по области D равен площади области D, то выбирая функции ),( yxP  и 

),( yxQ  так, чтобы 1









y

P

x

Q
, мы можем получить различные вы-

ражения площади данной области через криволинейный интеграл. В 

частности, если 
2

),(
y

yxP  , а 
2

),(
x

yxQ  , имеем:  

                                     
L

xdyydxS
2

1
.  (10) 

Пример 3. Применяя формулу Грина, найти криволинейный ин-

теграл 2-го рода  
L

dxxdyxy 22 , где кривая  L  окружность x
2 
+ y

2 
= a

2
. 

Решение. 

Воспользуемся формулой (8), где 22 ),(,),( xyyxQxyxP  ,  

область G - это круг x
2 
+ y

2 
≤ a

2
: 



















 

GGL

dxdyydxdyx
y

xy
x

dxxdyxy 22222 )()(   

у 

0 
х 

Гп 

Г1 

Г0 

Рис. 9 
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.
42

)2cos(1

4
sin

),(

),(

,sin

,cos
42

0

4

0

3

2

0

2 












a
d

a
dd

D

yxD

y

x
a












   

Пример 4. Вычислить площадь ограниченную эллипсом 
.20,sin,cos  ttbytax  

Решение. 

Согласно формуле (10) имеем: 

.
2

1
)cossin(

2

1

2

1 2

0

2

0

22 abdtabdttabtabxdyydxS
L




   

 

5. Условие независимости криволинейного интеграла 

второго рода от пути интегрирования 
 

Теорема 3. Пусть функции P (x, y) и Q (x, y) непрерывны вместе 

со своими частными производными в односвязной области D , тогда 

следующие условия эквивалентны: 

1) криволинейный интеграл второго рода по любой замкнутой 

(возможно самопересекающейся) кусочно-гладкой кривой L, 

лежащей в D, равен нулю, т.е. 

0
L

QdyPdx ; 

2) для любых двух точек А и В, лежащих в области D, значение 

интеграла 




AB

QdyPdx  не зависит от кусочно-гладкой кривой 

АВ, соединяющей точки A и В и расположенной в D. 

3) выражение Pdx + Qdy является полным дифференциалом не-

которой функции u (x, y), т.е. в области D, существует функ-

ция u (M) = u (x, y), такая что du = Pdx + Qdy. При этом для 

любой кусочно-гладкой кривой АВ, лежащей в области D, имеет 

место равенство:   

                       )()( AuBuQdyPdx
AB

 . (11) 

4) в области D выполняется тождество 
x

Q

y

P









. 

Доказательство. 

Проведем доказательство по схеме 1  2  3  4  1. 

I. Докажем, что из первого условия следует второе условие  

(1  2).  
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Пусть выполняется условие 1. Рас-

смотрим А и В – две произвольные точки 

области D. 


AmB  и 


AnB   любые две ку-

сочно-гладкие кривые, соединяющие ука-

занные точки и расположенные в D (рис. 

10). 

Объединение этих кривых представ-

ляет собой замкнутую, возможно самопересекающуюся кривую L, 

расположенную в области D. 


 BnAAmBL . 

Так как первое условие теоремы выполняется, то имеет место 

равенство 

0 
BnAAmBL

QdyPdxQdyPdxQdyPdx . 

Учитывая, что при изменении обхода на кривой, знак криволинейного 

интеграла второго рода меняется на противоположный, получим 


L

QdyPdx 0 
AnBAmB

QdyPdxQdyPdx , 

или  

 
AnBAmB

QdyPdxQdyPdx . 

Значит, выполняется второе условие. 

2. Докажем, что из второго условия теоремы следует третье 

(2 3).  

Пусть М0(x0, y0) – произвольная фик-

сированная точка области D, а М (х, у) – лю-

бая другая точка области. M0M  любая ку-

сочно-гладкая кривая, соединяющая точки 

М0 и М (х, у) и целиком расположенная в об-

ласти D. 

Из второго условия следует, что кри-

волинейный интеграл по кривой M0M 






MM

QdyPdxMu

0

)(  зависит от выбора точ-

ки М и не зависит от пути интегрирования M0M. Поэтому в области D 

этот интеграл  представляет собой функцию u (М). 

Докажем, что в любой точке DM  существуют частные произ-

водные  
x

u




 и 

y

u




, причем 

A 

m 

n 

B 

Рис. 10. 

0 

y 

x 

М 

N 

Рис. 11. 
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D 
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                                       ),( yxP
x

u





, ),( yxQ

y

u





. (*) 

Зафиксируем точку М (х, y) и придадим аргументу х приращение 

Δх, так, чтобы отрезок NM , где N (x+ Δх, y), целиком лежал в области 

D. 

Получим: 

 
MNNMMNM

QdyPdxQdyPdxQdyPdxyxuyxxuu
00

),(),( . 

На отрезке MN переменная  у имеет постоянное значение, и по-

этому 0
MN

Qdy . Следовательно, 





xx

xMN

dtytPPdxu ),( . 

Применяя в последнему интегралу теорему о среднем, получим  

,),( xyxxPu    

где 10  .  

Тогда ),( yxxP
x

u





, 10  . 

Так как ),( yxP   непрерывна  в области D, то правая часть дан-

ного равенства имеет предел при 0x , равный значению этой 

функции в точке М (х, y). Следовательно, частная производная 
x

u




 су-

ществует, и выполняется равенство 

),()),((limlim
00

yxPyxxP
x

u

y

u
xx












 . 

Аналогично доказывается, что ),( yxQ
y

u





. 

Докажем теперь формулу (11).  

Пусть А и В – произвольные точки области D.  АВ  произволь-

ная кусочно-гладкая кривая, соединяющая точки А и В и расположен-

ная в области D. Эта кривая определяется параметрическими уравне-

ниями х = х (t), y = y (t), где  bta  . Тогда  

 
b

aAB

dttytytxQtxtytxPQdyPdx )]('))(),(()('))(),(([  





























b

a

t

b

a

dtudt
t

y

y

u

t

x

x

u
'  

).()())(),(())(),(( AuBuayaxubybxu   
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3. Докажем, что из третьего условия следует четвертое (3 4). 

Пусть в области D существует функция u (x, y), такая, что 

du = P(x, y)dx + Q(x, y)dy,  тогда ),(),,( yxQ
y

u
yxP

x

u










. 

Так как функции ),( yxP  и ),( yxQ непрерывны вместе со своими 

частными производными в области D, то функция u (x, y) дважды 

дифференцируема в области D. Следовательно, 

x

Q

yx

u

y

P

xy

u


















 22

. 

Значит, условие 4 выполнено. 

4) Докажем, что из четвертого условия следует третье(4  1).  

Пусть в области D выполняется равенство 

x

Q

y

P









. 

Рассмотрим произвольный замкнутый контур L (кусочно-

гладкий без самопересечений) ограничивающий область DD  . То-

гда по формуле Грина (формула 8) получим: 

0)(
*










 

DL

dxdy
x

P

y

Q
QdyPdx . 

Если кривая L имеет конечное число точек самопересечения, то 

для каждой петли τ кривой L справедливо равенство 

0


QdyPdx , это равенство справедливо и для всей кривой L. ■ 

Пример 5. Вычислить 





L

dy
yx

y
dx

yx

x
2222

, где кривая L  

кривая, соединяющая точки А (2, 1) и 

В (3, 3). 

 

Решение. 

Так как для данного интеграла 

функции 
22

),(
yx

x
yxP


  и 

 
22

),(
yx

y
yxQ


   определены и дифференцируемы на всей плоско-

сти, за исключением начала координат, кроме того,  

Рис. 12.  
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y 
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B 

C 
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y

Q

yx

xy

x

P












222 )(

2
. 

то, по теореме 3, этот интеграл не зависит от вида кривой, соединяю-

щей точки А и В. В качестве кривой возьмем ломаную АСВ со звенья-

ми параллельными координатным осям (рис.12). Тогда интеграл по 

кривой L равен сумме интегралов по отрезкам АС и СВ. 

Отрезок АС задается уравнением у = 1, где переменная 2 ≤ х ≤ 3 

Тогда dy = 0, значит 











3

2
22222 1x

xdx
dy

yx

y
dx

yx

x

AC
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)5ln10(ln
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1
)1(ln

2
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1

)1(

2

1 3

2

2
3

2
2

2





  x

x

xd
. 

Отрезок СВ задается уравнением х = 3, где переменная 1 ≤ у ≤ 3 

Тогда dх = 0, значит 











3

1
22222 9 y

ydy
dy

yx

y
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yx

x

AC
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1
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1 3
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2
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  y

y

yd
. 

Следовательно,  

5

18
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2

1
)

5

9
ln2(ln

2
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AC

dy
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y
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yx
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