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ВВЕДЕНИЕ 
 

Данное издание предназначено для проведения лабораторных заня-
тий и организации самостоятельной работы студентов третьего курса фа-
культета математики и информационных технологий, обучающихся  по 
специальностям «Прикладная математика» и «Программное обеспечение 
информационных технологий». Его основное назначение – помочь студен-
там при подготовке к лабораторной работе и дать рекомендации по выпол-
нению самой лабораторной работы. 

Издание охватывает вопросы методов оптимизации, относящиеся к 
разделу «Нелинейное программирование», а именно: аналитические мето-
ды нахождения безусловных экстремумов функции одной и нескольких 
переменных, методы нахождения условного экстремума функции несколь-
ких переменных при различных видах ограничений, а также вычислитель-
ные методы нахождения безусловного экстремума. В нем  содержатся ме-
тодические рекомендации и задания к 7 лабораторным работам. В каждом 
параграфе приведен необходимый теоретический материал, дан алгоритм 
выполнения работы, разобраны примеры, иллюстрирующие применение 
алгоритма, и приведены задания для лабораторной работы. 

Материал, приведенный в методических рекомендациях, соответ-
ствует учебным программам по предмету «Методы оптимизации» для спе-
циальности «Прикладная математика» и предмету «Методы оптимизации и 
алгоритмы принятия решений» для специальности «Программное обеспе-
чение информационных технологий». 

Издание может быть полезно для студентов специальности «При-
кладная информатика» при изучении предмета «Методы оптимизации». 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



5 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 1 
Необходимые и достаточные условия 

безусловного экстремума 
 

1. Безусловный экстремум функции одной переменной. Пусть 
функция f (x) определена на интервале (a, b).  

Определение 1. Точка x0 ∈(a, b) называется точкой максимума 
(минимума) (или точкой локального максимума, локального минимума) 
функции, если существует такая δ-окрестность точки x0, содержащаяся 
в интервале (a, b), что для всех точек x ∈ Uδ (x0) (x ≠ x0) выполняется не-
равенство f (x0) > f (x) (f (x0)<f (x)).  

Напомним, что δ-окрестностью точки x0 называется интервал 
(х0 − δ, х0 + δ ). Обозначение: Uδ (x0)). 

Точки максимума и минимума называются точками экстремума 
функции.  

Теорема 1 (необходимое условие экстремума дифференцируемой 
функции). Если функция f (x) дифференцируема в точке x0 и имеет в этой 
точке экстремум, то f ´(x0) = 0. 

Замечание 1. Функция f (x) может иметь экстремум в точке х0, в ко-
торой f (x) непрерывна, но не является дифференцируемой. 

Точки, в которых функция определена, непрерывна, а производная 
функции равна нулю или не существует, называются критическими точ-
ками функции. Критические точки не всегда являются точками экстрему-
ма функции. Для определения их характера необходимо дальнейшее ис-
следование. 

Первое достаточное условие экстремума. Пусть точка х0 является 
критической точкой функции f (x). 

Теорема 2. Пусть f (x) дифференцируема всюду в некоторой  
δ-окрестности точки х0, за исключением, может быть, самой  точки x0. 
Если производная функции при переходе через точку х0 меняет знак, то 
точка x0 является точкой экстремума функции. В частности 

− если f ´(x) > 0 при х ∈ (х0 − δ, 0), а f ´(x) < 0, при х ∈ (0, х0 + δ), то 
точка х0  является точкой максимума функции; 

− если f ´(x) < 0 при х ∈ (х0 − δ, 0), а f ´(x) > 0, при х ∈ (0, х0 + δ), то 
точка х0  является точкой минимума функции; 

− если при переходе через точку х0 производная не меняет знак, то 
экстремума в точке х0 функция не имеет. 

Второе достаточное условие экстремума.  
Теорема 3. Пусть функция f (x) имеет в точке x0 вторую производ-

ную и f ´(x0) = 0 . Тогда, если f ´´(x0) >0, то точка x0 является точкой ми-
нимума функции. Если f ´´(x0)<0, то точка x0 – точка максимума функции. 
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Пример 1. Найти точки экстремума функции
54

)1(3 2

−
−

=
x

хxу .
 

Решение. Область определения функции 

D(f): x ∈ 





 ∞∪






 ∞− ,

4
11

4
11, . 

Найдем производную функции:
23 )54(3
)2)(58(

−
−−

=′
xx

xxу . 

Найдем нули производной и точки, в которых производная не суще-
ствует. Для этого решаем уравнение 

23 )54(3
)2)(58(

−
−−

xx
xx  = 0. 

Производная функции равна нулю в точках х1 = 
8
5 , х2 = 2. Производная не 

существует в точках х3 = 0 и  х4 =
4
5 . При этом функция непрерывна в точке 

х2 = 0, а в точке х3 = 4
11  функция не определена. Следовательно, критиче-

скими точками функции являются точки  х1 = 
8
5 , х2 =2 и х3 = 0. 

 
 
 
 
 
 

Проверим  достаточные условия экстремума. Воспользуемся первым 
достаточным условием. Изобразим координатную ось и нанесём на неё все 
найденные точки. 

Точка х4 =
4
11  не может быть точкой экстремума функции, так как в 

этой точке функция не является непрерывной. Точки х3 = 0 и х2 = 2 явля-
ются точка миминимума функции, так как при переходе через эту точку  

знак производной меняется с «−» на «+». Точка х1 = 
8
5 является точкой 

максимума функции, так как при переходе через эту точку  знак производ-
ной меняется с «+» на «−». 

Ответ. Точки х3 = 0 и х2 = 2 − точки минимума функции. Точка  

х1 = 
8
5

− точка максимума. f (0) = 0,   f(2) = 
3
43

,
3 232
3

8
5

=





f . 

 

0 
 8

5  
y′  − − − 

Рис.  1. 

4
11  

+ + 
2 
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Пример 2. Исследовать на экстремум функцию  
y = 2x3 − 15x2 + 36x − 14, 

воспользовавшись вторым достаточным условием экстремума. 
Решение. Область определения функции D(f): x ∈ ( )., ∞∞−  
Находим точки подозрительные на экстремум. Так как  

)(xf ′ = 36306 2 +− xx , то критические точки: x1 = 2 и x2 = 3.  
)(xf ′′ = 12x − 30.    )2(f ′′ = − 6 < 0, значит, х = 2 – точка максимума.  

)3(f ′′ = 6 > 0, значит, точка х = 3 – точка минимума.  
Ответ. х = 2 – точка максимума, х = 3 – точка минимума. 

f (2) = 14,  f (3) = 13. 
2.  Безусловный экстремум функции многих  переменных. 
Квадратичные формы. Пусть в некоторой окрестности точки М0 

задана функция u = f (x1, …, xn), которая имеет в этой точке непрерывные 
производные второго порядка. Тогда второй дифференциал функции

∑
= ∂∂

∂
=

n

ji
ji

ji
M dxdx

xx
Muud

1,

0
2

2 )(
0

 является симметричной квадратичной фор-

мой от переменных dx1, dx2, …, dxn. 

Обозначим .)( 0
2

ji
ij xx

Mua
∂∂

∂
= Тогда матрица квадратичной формы имеет 

вид 

















=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

. 

Определители 
333231

232221

131211

3
2221

1211
2111 ,,

aaa
aaa
aaa

aa
aaa === δδδ , … , 

nnn

n

n
aa

aa

...
.........

...

1

111
=δ  называются главными минорами матрицы A. 

Квадратичная форма Q(x1, …, xn) называется положительно опреде-
ленной, если для любых значений переменных x1, x2, …, xn, одновременно 
не равных нулю, Q(x1, …, xn) > 0. 

Квадратичная форма Q(x1, …, xn) называется отрицательно опреде-
ленной, если для любых значений переменных x1, x2, …, xn, одновременно 
не равных нулю, Q(x1, …, xn) < 0. 

Положительно или отрицательно определенные квадратичные фор-
мы называются знакоопределенными квадратичными формами.  

Квадратичная форма, принимающая как положительные, так и отри-
цательные значения, называется знакопеременной формой. 
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Теорема 4. Для того чтобы квадратичная форма Q(x1, …, xn) была 
положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все глав-
ные миноры были положительные, т.е. 0,,0,0 21 >>> nδδδ  . 

Для того чтобы квадратичная форма была отрицательно опреде-
ленной, необходимо и достаточно, чтобы знаки главных миноров чередо-
вались, причем 01 <δ , т.е. ,0,0,0,0 4321 ><>< δδδδ . 

Определение локального экстремума. 
Определение 2. Пусть функция u = f (x1, …, xn) определена в неко-

торой окрестности точки ),...,( 00
10 nxxM . Точка M0 называется точкой ло-

кального максимума (минимума) данной функции, если существует та-
кая окрестность точки M0, в которой выполняется неравенство: 

f (M) < f (M0)  (f (M) > f (M0)), для всех M≠M0. 
Точки локального максимума и минимума называются точками экс-

тремума функции u = f (M). 
Теорема 5 (необходимое условие локального экстремума). Пусть 

функция u = f (M) имеет в точке M0 локальный экстремум. Тогда, если в 
этой точке существуют частные производные первого порядка, то все 
эти частные производные равны нулю. 

Замечание 2. Если функция f (x1, x2, …, xn) имеет в точке 
),...,( 00

10 nxxM  локальный экстремум и дифференцируема в этой точке, то 

0...
000 1

1

≡
∂
∂

++
∂
∂

= nM
n

MM dx
x
udx

x
udu  \ 

при любых значениях дифференциалов независимых переменных. 
Точки, в которых все частные производные функции (дифференциал 

функции) равны 0, называются точками возможного экстремума функ-
ции.  

Для отыскания этих точек необходимо решить систему уравнений: 










=′

=′
=′

.0)...,,,(
..............

,0)...,,,(
,0)...,,,(

21

21

21

2

1

nx

nx

nx

xxxf

xxxf
xxxf

n

  

 

Теорема 6  (достаточное условие локального экстремума). 
Пусть функция u = f (x1, …, xn) определена и дважды дифференци-

руема в некоторой окрестности точки ),,( 00
10 nxxM  (M0 − точка воз-

можного экстремума). Пусть все частные производные второго порядка 
данной функции непрерывны в точке М0. Тогда, если 

0

2
Mud  - знакоопре-

деленная квадратичная форма от дифференциалов nxdxd ,,1  , то точка 
М0 - точка экстремума. 
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При этом, если d 2 u(M0) < 0( ,0,0,0 321 <∆>∆<∆ ), то точка М0 - 
точка максимума; если d 2 u(M0) > 0 ( 0,,0,0 21 >∆>∆>∆ n ), то точка 
М0 - точка минимума. 

Если d 2 u(M0) знакопеременная квадратичная форма, то точка М0 
не является точкой экстремума. 

Пример 3. Найти точки локального экстремума функции 
u = 2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2. 

Решение 1. Находим точки возможного экстремума функции. Для 
этого находим частные производные функции и приравниваем их к нулю: 







=+=′
=+−−=′

=+−=′

.022
,031

,024
2

zxu
yxu
zyxu

z

y

x

 

Решаем эту систему. Получим точки  возможного экстремума функ-

ции:  ),
3
1,

3
2,

3
1(1 −M )

4
1,

2
1,

4
1(2 −−M . 

2. Проверяем достаточные условия экстремума в этих точках, при 
этом воспользуемся теоремой 6. Найдем частные производные второго по-
рядка в произвольной точке: 

.2,0,2

,6,1,4

332

2

32

2

23

2

31

2

13

2

222

2

21

2

12

2

112

2

==
∂
∂

==
∂∂

∂
==

∂∂
∂

==
∂∂

∂
==

∂∂
∂

==
∂
∂

−==
∂∂

∂
==

∂∂
∂

==
∂
∂

a
z
ua

yz
ua

zy
ua

xz
ua

zx
u

ya
y
ua

yx
ua

yx
ua

x
u

Рассмотрим точку 





 −

3
1

,
3
2

,
3
1

1M . Найдем значения частных производных 

функции в точке М1: 
2,0,4,2,1,4 333223223113211211 ======−=== aaaaaaaaa . 

Рассмотрим второй дифференциал функции в точке М1: 
d2u(M1) = 4dx2 − 2dxdy + 4dxdz + 4dy2 + 2dz2. Это  − квадратичная форма от 
переменных dx, dy, dz.. Построим матрицу квадратичной формы: 
















−

−
=
















=

202
041
214

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A  

и найдем миноры матрицы:  

,041 >=δ 01511641
14

2 >=−=−
−=δ ,  014

202
041
214

3 >=−
−

=δ . 
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Значит, 
1

2
Mud  является положительно определенной квадратичной 

формой, и точка )
3
1,

3
2,

3
1(1 −M  − точка минимума функции. 

Находим значение частных производных в точке )
4
1,

2
1,

4
1(2 −−M :  

2,0,4,2,1,4 332322131211 ====−== aaaaaa . Матрица для второго диффе-
ренциала функции в точке M2 имеет вид: 














−−
−

=
202
031
214

A . 

Находим миноры матрицы:  

,01331
14,04 21 <−=−−

−=>= δδ 014
202
031
214

3 <−=−−
−

=δ . 

Значит, 
2

2
Mud  не является знакоопределенной квадратичной фор-

мой и  точка М2 не является точкой экстремума. 
Пример 4. Найти точки локального экстремума функции 

4323 yxyxz −−= . 
Решение 1. Находим точки возможного экстремума. Проверяем не-

обходимые условия экстремума. 





−=′
=−=′

.43
,036

32

2

yxz
xxyz

y

x  

Из этой системы находим точки возможного экстремума: М1(0, 0),  
М2(6, 3). 

2. Проверяем достаточные условия экстремума. Найдем частные 
производные второго порядка функции. 

.12,6,66 2
222

2

12

2

112

2

ya
y
zxa

yx
zxya

x
z

−==
∂
∂

==
∂∂

∂
−==

∂
∂  

Находим значение частных производных в точке M1 (0, 0): 
0,0,0 221211 === aaa , 

следовательно, 02
122211 =−=∆ aaa , т.е. требуются дополнительные иссле-

дования. 
Найдем значение функции в точке M1: z (0, 0) = 0. Рассмотрим пря-

мую y = 0. На этой прямой z(х, 0) = − x3, тогда z(х, 0) > 0 при 
x < 0,  z(х, 0) < 0 при x > 0, т.е.  в любой окрестности точки М1 существуют 
точки, в которых функция принимает как значения большие, чем )( 1Mz , 
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так и значения меньшие, чем )( 1Mz . Следовательно, точка М1 не является 
точкой экстремума.  

Находим значение частных производных в точке  М2(6, 3): 
108,36,18 221211 −==−= aaa , 

06482
122211 >=−=∆ aaa  (a11 < 0), значит, по теореме 6, точка М2 − точка 

максимума. 
 

3. Задания для лабораторной работы 
 

1. Найти точки экстремума функции одной переменной 

1. а)y=x4 – 2x – 3; b)
xx

xy
2
1

2 −
−

= . 

2. а)y = x3 (10 – 3x2); b)  y = x 2 - lnx. 

3. а) 32 )1( −= xy ; b)  13)1( −−= xexy . 

4. а) 22 )32( +−= xxy ; b) 3 2xxy −= . 

5. а) 32 )4( −= xy ; b)
13

4

−
=

x
xy . 

6. а) 12 4 −−= xxy ; b)
22 xxey −= . 

7. а) 23 )1( −= xy ; b)
xx

xxy
2

1
2

2

−
−−

= . 

8. а) xxxy 240403 23 +−= ; b)
x
xy ln

= . 

9. а) xxxy 3
5

35

+
+

= ; b)
)1(4

)3( 2

−
−

=
x

xy . 

10. а)y=x2 (x3-20) ; b) 3 2)5( xxy −= . 

11. а) ;)53( 6−= xy  b) xarctgxy 2= . 

12. а) 12 24 +−= xxy ; b)  y = x ln x. 

13. а)y = 36 x (x - 1)3; b) y = x3 e-4x . 
14. а)y = 32 x2 (x2 - 1)3; b) y = x2 e-x . 

15. а) 2
2 1

x
xy += ; b) 

22 xexy −= . 

16. а) 2)1(
12

−
−

=
x
xy ; b) )1(ln 2 += xy . 

17. а)
12

2

−
=

x
xy ; b) xxy sin+= . 
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18. а) 2

3

3 x
xy
−

= ; b)  y = ln cos x. 

19. а)
12 −

=
x

xy ; b)  y = x e-x . 

20. а)y = x 3 – 3x;2 b)  3+= xxy . 

21. а) )393(
4
1 23 −−+= xxxy ; b)  

x
ey

x

−
=

−

1
. 

22. а) 2

3

)2(4 x
xy
−

= ; b)  
24 xxey −= . 

23.a) 43 23 +−= xxy ; b)  xxy 2ln= . 

24. а)
12

1
2

2

+−
−+

=
xx
xxy ; b) xxy ln2= . 

25. а) )2()1( 2 +−= xxy ; b) 
21 xey −= . 

26. а) 22 )1()2( −+= xxy ; b) arctgxxy −=
2

. 
 

2. Найти точки локального экстремума следующих функций двух пе-
ременных: 

 

1) ,3 xyyxz −+=  14) ,264 22 yxyxyxz −−−−=  

2) ,22151 22 yxyxxz −−−+=  15) ),2(2 yxyxz −−=  

3) ,8422 yxxyxz +−+=  16) ,66 23 xyyxz −+=  

4) ,10933 33 +−+= xyyxz  17) ,333 xyyxz −+=  

5) ,35 22 yxyxz +−=  18) ,22233 22 +−−+= yxyxz  

6) ,42 22 xyxyxz −−+=  19) ,168 33 +−+= xyyxz  

7) ,122 +−+++= yxyxyxz  20) ,1642 22 −−+−= xxyyxz  

8) ,82222 +−−+= yxyxz  21) ,2 yxyxz −−=  

9) ,2 223 yxyxz +−=  22) ,132 22 ++= yxz  

10) ,22 yxxyyxz ++−+=  23) ,22233 22 +−−+= yxyxz  

11) 22 215 yxyx+x=z −− , 24) ,3 xyy+x=z −  

12) ,10933 233 +−++= xyyyxz  25) yxxy+x=z 822 −− , 

13) 10933 33 +xyy+x=z − , 26) .42 22 xyxy+x=z −−  
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3. Найти точки локального экстремума следующих функций трех пе-
ременных: 

1) 16422 222 +zy+xz+y+x=u −− ;  

2) 2
3

2
221

2
12)( хxxxxxf −++= ;  

3) zyxxyz=u 2
16

−−− ;                           

4) 2
22256 z+

z
y+

y
x+

x
=u . 

5) 3121
2
3

2
2

2
1 cos322)( xxxxxxxxf ++−++= ;   

6) 23132
2
3

2
2

3
1 22)( xxxxxxxxxf −+−++= ;       

7) 23121
2
3

3
2

2
1 22)( xxxxxxxxxf −+−++= ;    

8) zz+yxxy+x=u 132636393 223 −−− ;  
9) )63()(10)1()( 3

2
3

2
12

2
1 ххxxxxf −+−+−= ; 

10) 3
2

3
2

221
2
1 2)( ххxxxxxf +−−+−= ; 

11) ;463)( 21
2

3
2

232
3
1 ++−+++= хххxxxxxf  

12) ;42)( 2
3

2
221

2
1 хxxxxxf −−+−=  

13) ;48326)( 3231
2

3
2

221
2
1 хххххxxxxxf −+−+−=  

14) ;22354)( 3132
2

3
2

221
2
1 хххххxxxxxf −−+++=  

15) 32
2

3
2

221
2
1 32)( хххxxxxxf +−++= . 

 
ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2 
Условный экстремум функции  
при ограничениях-равенствах 

 

1. Постановка задачи. Даны дважды непрерывно дифференцируе-
мые целевая функция )...,,()( 1 nxxff =x и функции ограничений

),...,,()( 1 njj xxgg =x ).,,1( nmmj <=  Для функций gj (x) справедливы ра-
венства, называемые уравнениями связи 

),1(,0)...,,()( 1 mjxxgg njj ===x ,                                      (1) 

определяющие множество допустимых решений X. 
Требуется исследовать функцию )(xf на экстремум на множестве 

{ }mjgX j ,1,0)(/ === xx . 
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Если найдется точка 0x , удовлетворяющая системе уравнений (1) и 
дающая минимум (максимум) функции )(xfz = при всех x ∈ X, то ее 
называют точкой глобального условного минимума (максимума). 

Задача на локальный условный экстремум ставится следующим об-
разом: найти точку х0, удовлетворяющую ограничениям (1), такую, что при 
некотором достаточно малом ε> 0, для всех допустимых векторов x  
из ε-окрестности точки х0: ε≤− 0xx , выполняется неравенство 
f (x0)  ≥  f (x) для точки максимума (f (x0) ≤f(x) для точки минимума).  

Есть два метода решения данной задачи. 
2. Метод исключения части переменных. При решении задачи 

этим методом: 
а) разрешают уравнения связи относительно каких-либо m перемен-

ных, например mxx ...,,1 ; 
б) подставляют эти переменные в функцию )(xf и получают 

)...,,()( 1 nm xxFf +=x ; 
в) исследуют на безусловный экстремум новую функцию n−m пере-

менных; 
г) Подставляют координаты полученных точек экстремума в выра-

жения для ),1(, mjx j =  и находят точки экстремума функции )(xf . 

3. Метод Лагранжа. Задача об условном экстремуме функции )(xf
решается с помощью обобщенной функции Лагранжа  

)()()()(),,( 221100 xgxgxgxfF mmλλλλλ ++++= λx , 

где jλ ˗ произвольные числа. 
Теорема 1 (необходимые условия экстремума первого порядка). 
Пусть 0x есть точка условного экстремума функции )(xf . Тогда 

найдутся числа 0
0λ , 00

1 ...,, mλλ , не равные одновременно нулю и такие, что 
выполняются условия: 

– условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x 

),1(,0),,( 00
0

0

ni
x

F
i

==
∂

∂ λx λ ; 

– условие допустимости решения: ),1(,0)( mjg j ==x . 
Замечание 1. Из условия стационарности следует, что число 0

0λ и 
вектор Лагранжа λ0 = ( 0

0λ , …, 0
mλ ) находятся неоднозначно, причем, если 

0
0λ  ≠ 0,то всегда можно считать, что 0

0λ  >0. 
Замечание 2. Если 0x  точка условного экстремума функции )(xf  и 

для всех векторов Лагранжа, соответствующих этой точке, выполняется 
0
0λ  ≠ 0, то точку х0 называют нормальной точкой условного экстремума,  
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а задачу на условный экстремум – нормальной задачей на условный экс-
тремум. 

Замечание 3. Точки, удовлетворяющие условиям теоремы 1, назы-
вают условно-стационарными. 

Можно показать, что точка х0 − нормальная точка условного экстре-
мума тогда и только тогда, когда в этой точке выполняются условия регу-
лярности, т.е. линейно независимы градиенты функций  

gj(x) (j=1,m) (векторы ),1(
)(

,...,
)()( 0

1

00

mj
x

g
x

g
x

g
T

n

jjj =







∂

∂
∂

∂
=

∂
∂ xxx

). 

Если в точке 0x  выполняются условия регулярности, то можно счи-
тать что 0

0λ = 1, и вместо обобщенной функции Лагранжа рассматривать 
классическую функцию Лагранжа  

)()()((),( 2211 xxxx)λx mm gggfL λλλ ++++=  . 

Теорема 2 (необходимые условия экстремума второго порядка). 
Пусть 0x  − регулярная точка условного экстремума функции )(xf  и 

λ0 = ( 0
1λ , …, 0

mλ ) соответствующий ей вектор Лагранжа. Тогда  
1) если 0x  − точка условного минимума, то 0),( 0.02 ≥λxLd ; 
2) если 0x  − точка условного максимума, то 0),( 0.02 ≤λxLd для всех

n
ndxdx Rdx ∈= ),,( 1  , таких что 

.),1(,0
)(

)(
1

0 ∑
=

==
∂

∂
=

n

i
i

i

j
j mjdx

x
g

dg
0x

x                      (2) 

Теорема 3 (достаточные условия экстремума). 
Пусть ),( 0.0 λx  − точка, удовлетворяющая условиям: 

а) ),1(,0),( 00

ni
x

L
i

==
∂

∂ λx ,               б)  ),1(,0)( 0 mjg j ==x . 

Если в этой точке )0),((0)( 0.020.02 <> λxλ,x LdLd для всех ненуле-
вых nd Rx ∈ таких, что выполнено условие (2), то точка 0x является точкой 
локального условного минимума (максимума). 

4. Алгоритм решения задачи. 
Шаг 1. Найти градиенты функций gj(x) (j=1,m) и проверить их на ли-

нейную независимость в области Х. Если они всюду линейно независимы, 
то переходим к шагу 3. Если градиенты функций в некоторых точках ли-
нейно зависимы или задача определения линейной зависимости вызывает 
затруднения, то переходим к шагу 2.  

Шаг 2. Составить обобщенную функцию Лагранжа:
)()()()(),,( 221100 xgxgxgxfF mmλλλλλ ++++= λx  и записать необходи-

мые условия первого порядка:
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),1(,0),,( 00
0

0

ni
x

F
i

==
∂

∂ λx λ ; ).,1(,0)( mjg j ==x  
Решить полученную систему для случая λ0 = 0 и найти точки 

),0,( 0λxo . 
Шаг 3. Положить λ0 = 1 и составить классическую функцию Лагран-

жа: ∑
=

+=
m

j
jj gfL

1
).()(),( xxλx λ  

Записать необходимые условия первого порядка: 

а) ),1(,0),( 00

ni
x

L
i

==
∂

∂ λx ,        б) ),1(,0)( 0 mjg j ==x . 

Решить систему и найти регулярные условно стационарные точки 
),( 00 λx . 

Шаг 4. Для полученных на шаге 3 точек проверить достаточные 
условия экстремума: 

а) Найти ∑∑
= = ∂∂

∂
=

n

i

n

j
ji

ji

dxdx
xx

LLd
1 1

002
002 ),(),( λxλx ; 

б) Продифференцировать уравнения связи: 

∑
=

==
∂

∂
=

n

i
i

i

j
j mjdx

x
g

dg
1

0
0 ),1(0

)(
)(

x
x ; 

в) Из полученной системы выразить любые m дифференциалов через 
остальные (n− m) и подставить в ),( 002 λxLd ; 

г) Если 0),( 002 >λxLd  при ненулевых xd , то в точке 0x − условный 
локальный минимум, если 0),( 002 <λxLd  при ненулевых xd , то в точке  

0x − условный локальный максимум. Если достаточные условия не выпол-
няются, следует проверить выполнение необходимых условий второго по-
рядка (теорема 2). Если они  выполняются, то требуется дополнительное 
исследование, а если не выполняются, то в точке 0x  нет  условного экс-
тремума. 

Шаг 5. Вычислить значения функции в точках условного экстрему-
ма, а также в точках, полученных в шаге 2. Наименьшее из этих значений и 
есть значение глобального минимума, а наибольшее – значение глобально-
го максимума. Соответствующие точки 0x являются точками глобального 
минимума и максимума соответственно. 

Пример 1. На эллипсоиде x2 + 2y2 + 4z2 = 8 найти точку, наиболее 
удалённую от точки (0, 0, 3). 

Решение. Возьмем произвольную точку M (x, y, z), лежащую на эл-
липсоиде. Расстояние от точки (0, 0, 3) до точки M (x, y, z) определяется 
формулой 222 )3( −++= zyxρ . Поэтому исходная задача равносильна 
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задаче об условном максимуме функции u = ρ2 = x2 + y2 + (z − 3)2 при усло-
вии связи x2 + 2y2 + 4z2 = 8. 

Найдем решение задачи методом исключения части переменных.  
Из уравнения связи выражаем х2 через у и z, получаем 

                                                 х2 = 8 − 2у2 − 4z2.            (3) 
Подставляем полученное значение в целевую функцию и получаем 

функцию от двух переменных 
u (y, z) = 8 − 2у2 − 4z2  + y2 + (z − 3)2  = 17 − y2 − 3z2 − 6z ,   

которую исследуем на безусловный экстремум. 
Находим точки возможного экстремума функции u (y, z), для этого 

решаем систему уравнений  





=−−=′
=−=′

.066
,02

zu
yu

z

y
 

Точка N0 (0,  −1) – точка возможного экстремума функции u (y, z). 
Проверим, выполняются ли для этой точки достаточные условия ло-

кального экстремума, для этого находим второй дифференциал  функции. 

d 2 u  = 2
2

22
2

2

2

2 dz
z
udydz

zy
udy

y
u

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂  = −2dy2 − 6dz2 . 

Очевидно, что d 2 u  = −2dy2 − 6dz2 < 0, для всех dyи dz одновременно 
не равных нулю, значит точка N0 (0, −1) – точка локального максимума 
функции u (y, z). 

Подставим координаты точки N0 в равенство (3), получим значение 
х = 2± . Итак, функция 2222 )3( −++== zyxu ρ имеет две точки условного 
максимума: )1,0,2(1 −M и )1,0,2(2 −−M .  

Следовательно, точками эллипса, наиболее удаленными от точки 
(0, 0, 3), являются точки  )1,0,2(1 −M и )1,0,2(2 −−M . 

Пример 2. Методом Лагранжа найти экстремум функции 
2zyxu ++= при условиях связи 





=−
=−

.1
,1

xzy
xz

                                                              (4) 

Решение. Шаг 1. g1 (x, y, z) = 1−− xz , g2 (x, y, z) = y − xz− 1. 
Найдем градиенты этих функций:  

,)1,0,1(,,grad 111
1

T
T

z
g

y
g

x
gg −=








∂
∂

∂
∂

∂
∂

= .),1,(,,grad 222
2

T
T

xz
z

g
y
g

x
gg −−=








∂

∂
∂
∂

∂
∂

=

Полученные векторы являются линейно независимыми в пространстве R3, 
следовательно, можно перейти к шагу 3. 

Шаг 3. Составим классическую функцию Лагранжа 
)1()1( 21

2 −−+−−+++= xzyxzzyxL λλ  и рассмотрим систему уравнений: 
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=−−==−−=
=−+=′

=+=′
=−−=′

.01,01
,02

,01
,01

21

21

2

21

xzygxzg
xzL

L
zL

z

y

x

λλ
λ

λλ

 

Она имеет единственное решение: x = −1, y = 1, z = 0, λ1 = 1, λ2 = −1, 
значит, точка М0 (−1, 1, 0) − единственная точка возможного экстремума 
функции u = x + y + z2 при условиях связи (2). 

Шаг 4. Дифференцируя уравнения связи, приходим к равенствам  





=−−
=−

.0
,0

zdxxdzdy
dxdz

        
или 





+=
=

.)(
,
dxzxdy

dxdz  

Теперь находим второй дифференциал функции Лагранжа 
d 2L = 2x

L ′′ dx2 + 2y
L ′′ dy2 + 2z

L ′′ dz2 + 2 xyL ′′ dxdy + 2 xzL ′′ dxdz + 2 yzL ′′ dydz =  

= 2dz2 − 2λ2dxdz. 
Подставляя координаты точки М0 (−1, 1, 0), значение  12 −=λ  и выражения 
dz = dx, dy = (x + z)dx, dy (M0) = −dxв d 2L, получаем положительно опреде-
лённую квадратичную форму от одной переменной dx: d 2L = 4dx2 > 0. От-
сюда следует, что функция 2zyxu ++=  при условиях связи (4) имеет в 
точке 0M  условный минимум.  

Шаг 5. В точке условного минимума М0 (−1, 1, 0) значение функции 
umin= 0. 
 

5. Задания для лабораторной работы 
 

1.Найти точки условного экстремума функции u = f (x) при наличии 
условий связи )(xjg  = 0: 

№ u = f (x) Уравнения связи )(xjg  = 0 

1. ,21xxu =  .063 21 =−+ xx  
2.  ,21xxeu =  .0121 =−+ xx  
3. ,2 2

2
2
1 xxu +=  .012 21 =−+ xx  

4. 2
321 xxxu ++= , .0131 =−+− xx  

5. 323121 xxxxxxu ++= , .03321 =−++ xxx  
6, u 2

4
2
3

2
2

2
1 xxxx +++= , ,06421 =−−+ xxx .09431 =−++ xxx  

7. u = ,)2()3( 2
2

2
1 −+− xx  .021 =−+ axx  

8. ,2
2

2
1 xxu −=  .01021 =−− xx  

9. ,32
2

2
1 ++= xxu  .013

2
3
1 =−+ xx  

10.  ,2 21 хxu +=  .03 21
3
2

3
1 =−+ xxxx  
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11. ,4 21xxu =  .092
2

2
1 =−+ xx  

12. ,3322 21
3
2

3
1 xxxxu +++=  .012

2
2
1 =−+ xx  

13. ,321 xxxu ++=  .01111
321

=−++
xxx

 

14. ,3 21 хxu −=  .09 2
2

3
1 =− xx  

15. ,3 21 xхu −=  ,01)1( 2
2

2
1 =−+− xx .01)1( 2

2
2

1 =−++ xx  
 

2.Найти условный экстремум функции u = f (x) при данных уравне-
ниях связи. Решение проиллюстрировать геометрически. 

 

 u = f (x) Уравнения связи 
1. ,21 xxu +=  .082

2
2
1 =−+ xx  

2. ,2
2

2
1 xxu +=  .082 2

2
2
1 =−+ xx  

3. ,2
2

2
1 xxu +=  .01

2
2 =− xx  

4. ,3842 2
2
21

2
1 +−+−= xxxxu  .0621 =++ xx  

5. ,42 2
2
21 xxxu +−=  .623 21 =−− xx  

6. ,384 21
2
1 ++−−= xxxu  .221 =−− xx  

7. ,5844 2
2
21

2
1 +−++= xxxxu  .62 21 =− xx  

8. ,71248 2
2
21

2
1 −+−+−= xxxxu  .632 21 −=+ xx  

9. ,2
3

2
2

2
1 xxxu ++=  .03

2
2

2
1 =−+ xxx  

10. ,2
2

2
1 xxu +=  .221 =+ xx  

11. ,21 xxu +=  .22
2

2
1 =+ xx  

12. ,2
2

2
1 xxu +=  .04)1( 2

2
2

1 =−+− xx  
13. ,2

2
2
1 xxu −=  .012

2
2
1 =−+ xx  

14. ,2
3

2
2

2
1 xxxu ++=  ,03

2
2

2
1 =−+ xxx .04321 =−++ xxx  

15. ),)1((5,0 2
2

2
1 xxu +−=  .02 2

21 =+− xx  
 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 3 
Условный экстремум функции  

при ограничениях-неравенствах 
 

 1. Постановка задачи. Даны дважды непрерывно дифференцируемые 
целевая функция )...,,()( 1 nxxff =x и функции ограничений ),(xjg ).,1( mj =  
Функции )(xjg  удовлетворяют неравенствам ,0)...,,()( 1 ≤= njj xxgg x

),1( mj = , определяющим множество допустимых решений X. 
Требуется исследовать функцию )(xf на экстремум на множестве Х. 
Замечание. В случае ограничений-неравенств число m может быть 

любым. 
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2. Основные теоретические сведения. Строится обобщенная функ-
ция Лагранжа )()()()(),,( 221100 xgxgxgxfF mmλλλλλ ++++= λx , где λ0 ─ 
неизвестное произвольное число, а )...,,( 1 mλλ=λ − некоторый неизвестный 
числовой вектор (множитель Лагранжа). 

Теорема 1 (необходимые условия экстремума первого порядка). 
Пусть 0x − точка условного локального минимума (максимума) в 

данной задаче. Тогда найдётся такое число 0
0λ  и такой вектор 0λ  (не рав-

ные нулю одновременно), что будут выполняться следующие условия: 
– условие стационарности обобщенной функции Лагранжа по x 

),1(,0),,( 00
0

0

ni
x

F
i

==
∂

∂ λx λ
;            (1) 

– условие допустимости решения 

),1(,0)( 0 mjg j =≤x ;                                                         (2) 

– условие неотрицательности для условного минимума (условие не-
положительности для условного максимума) 

);,1(00 mjj =≥λ    ( ),1(00 mjj =≤λ  );      (3) 

– условие дополняющей нежёсткости 

).,1(,0)( 00 mjxg jj ==λ       (4) 

Замечание 1. Точки 0x , удовлетворяющие системе (1)–(4), называ-
ются условно стационарными. 

Замечание 2. Ограничение )(xjg  называется активным в точке 0x , 
если 0)( 0 =xjg , и пассивным в этой точке, если 0)( 0 <xjg . 

Множество индексов ограничений, активных в точке ,0x обозначим 
через aJ . 

Говорят, что в точке х0 выполняются условия регулярности, если 
градиенты активных в этой точке ограничений линейно независимы. В 
этом случае, если х0 – точка условного экстремума функции 

)...,,()( 1 nxxff =x при ограничениях ),1(,0)( 0 mjg j =≤x , то ей соответ-

ствуют множители Лагранжа с 00
0 ≠λ  и можно считать, что 10

0 =λ . Тогда 
вместо обобщенной функции Лагранжа можно брать классическую функ-
цию Лагранжа )()()((),( 2211 xxxx)λx mm gggfL λλλ ++++=  . 

Теорема 2 (достаточные условия экстремума первого порядка). 
Пусть точка ),( 0.0 λx  удовлетворяет системе (1)–(4). Пусть в этой точке 
выполняются условия регулярности и число активных ограничений в этой 
точке  совпадает с числом  переменных, т.е. равно п. 
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Если 00 >jλ для всех aJj ∈ , то точка 0x  – точка условного локального 
минимума.  

Если 00 <jλ для всех aJj ∈ , то точка 0x  – точка условного локального 
максимума. 

Теорема 3 (необходимые условия экстремума второго порядка). 
Пусть 0x регулярная точка экстремума в рассматриваемой задаче и име-
ется решение ),( 00 λx системы (1)–(4). Тогда второй дифференциал клас-
сической функции Лагранжа, вычислений в точке ),( 00 λx , неотрицателен 
(для минимума) (неположителен (для максимума)): 

)0),((0),( 0.020.02 ≤≥ λxλx LdLd ,        (5) 

для всех nd Rx∈ , таких что 

)0(0,,0)( 000 <>∈= jjaj Jjdg λλx ,     (6) 

0,,0)( 00 =∈≤ jaj Jjdg λx .         (7) 

Теорема 4 (достаточные условия экстремума второго порядка). 
Пусть .0x  – регулярная точка. Пусть точка ),( 0.0 λx удовлетворяет 

системе (1)–(4). Если в этой точке )0),((0),( 0.020.02 <> λxλx LdLd для 
всех ненулевых nd Rx ∈ , удовлетворяющих условиям (6) и (7), то точка 0x
является точкой локального минимума (максимума). 

3. Алгоритм решения задачи. 
Шаг 1. Найти градиенты функций gj(x) (j=1,m) и проверить их на ли-

нейную независимость в области Х. Если они всюду линейно независимы, 
то переходим к шагу 3. Если градиенты функций в некоторых точках ли-
нейно зависимы или задача определения линейной зависимости вызывает 
затруднения, то переходим к шагу 2.  

Шаг 2. Составить обобщенную функцию Лагранжа
)()()()(),,( 221100 xgxgxgxfF mmλλλλλ ++++= λx  и записать необходи-

мые условия первого порядка:
 а) ),1(,0),,( 00

0
0

ni
x

F
i

==
∂

∂ λx λ ; 

б) ),1(,0)( 0 mjg j =≤x ; 
в) ),1(,0)( 00 mjxg jj ==λ . 
Решить полученную систему для случая λ0 = 0 и найти точки 

),,( 00.0
0

λx λ . Решение необходимо начинать с условия в) и рассмотреть 2m 
возможных вариантов выполнения условий дополняющей нежесткости. 

Шаг 3. Положить λ0 = 1 и составить классическую функцию Лагран-

жа: ∑
=

+=
m

j
jj gfL

1
).()(),( xxλx λ  
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Записать необходимые условия первого порядка: 

а) ),1(,0),( 00

ni
x

L
i

==
∂

∂ λx ;  б) ),1(,0)( 0 mjg j =≤x ; 

в) ),1(,0)( 00 mjxg jj ==λ . 

Решить систему и найти регулярные условно стационарные точки 
),( 00 λx . Решение необходимо начинать с условия дополняющей нежестко-

сти.  
Замечание. Нельзя забывать, что множители Лагранжа должны удо-

влетворять условию неотрицательности для условного минимума
),1(00 mjj =≥λ , условию неположительности для условного максимума
),1(00 mjj =≤λ  . 

Шаг 4. Для полученных на шаге 3 точек проверить достаточные 
условия экстремума первого порядка. Для этого нужно определить количе-
ство активных ограничений в точке х0. Если их число равно числу пере-
менных и 00 >jλ  для всех aJj ∈ , то точка 0x  – точка условного локального 
минимума. Если 00 <jλ  для всех aJj ∈ , то точка 0x  – точка условного ло-
кального максимума. Если число активных в точке х0 ограничений меньше 
числа переменных или соответствующие множители Лагранжа не удовле-
творяют достаточным условиям первого порядка, то переходим к шагу 5. 

Шаг 5. Проверяем достаточные условия второго порядка. 
Для этого необходимо: 
а) записать выражение для второго дифференциала функции Ла-

гранжа в точке ),( 0.0 λx : ∑∑
= = ∂∂

∂
=

n

i

n

j
ji

ji

dxdx
xx

LLd
1 1

002
002 ),(),( λxλx ; 

б) записать условия, накладываемые на первые дифференциалы ак-
тивных в точке х0 ограничений: 











=∈≤
∂

∂
=

<>∈=
∂

∂
=

∑

∑

=

=

;0,,0
)(

)(

),0(0,,0
)(

)(

0

1

0
0

00

1

0

ja

n

i
i

i

j
j

jja

n

i
i

i

j
j

Jjdx
x

g
dg

Jjdx
x

g
dg

λ

λλ

x
x

x
x0

       (8) 

в) исследовать знак второго дифференциала функции Лагранжа для 
ненулевых xd , удовлетворяющих системе (8). Если 0),( 02 >λx0Ld , причем

),1(00 mjj =≥λ , то в точке 0x – условный локальный минимум, если 

0),( 002 <λxLd  и ),1(00 mjj =≤λ , то в точке 0x – условный локальный мак-
симум. 

Если достаточные условия первого и второго порядка не выполняют-
ся, следует проверить выполнение необходимых условий второго порядка. 
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Если они  выполняются, то требуется дополнительное исследование, а если 
нет, то в точке 0x  нет  условного экстремума. 

Шаг 6. Вычислить значения функции в точках условного экстрему-
ма, а также в точках, полученных на шаге 2. Наименьшее из этих значений 
и есть значение глобального минимума, а наибольшее – значение глобаль-
ного максимума. Соответствующие точки 0x являются точками глобально-
го минимума и максимума соответственно. 

 

Пример 1. Найти условный минимум целевой функции
2
3

2
2

2
1 2)( xxxf ++=x  при наличии ограничений 





≥+
≥++

.33
,1

21

321

xx
xxx

 

Решение. 
Шаг 1.  Очевидно, что g1(x) = 1–x1–x2 –x3 , g2(x) =  3 –x1 –3x2 .   

TT

x
g

x
g )0,3,1(,)1,1,1( 21 −−=

∂
∂

−−−=
∂
∂ . Градиенты ограничений линейно не-

зависимы всюду, следовательно, если у функции есть точки условного экс-
тремума, то они являются регулярными. Перейдем к шагу 3. 

Шаг 3. Запишем ограничения в виде 




≤−−
≤−−−

.033
,01

21

321

xx
xxx

и составим 

классическую функцию Лагранжа 

)33()1(2),( 2123211
2
3

2
2

2
1 +−−++−−−+++= xxxxxxxxL λλλx . 

Выпишем необходимые условия экстремума первого порядка: 
а) 02 2111

=−−=′ λλxLx ;    032 2122
=−−=′ λλxLx ; 

04 133
=−=′ λxLx . 

б) 01321 ≤+−−− xxx ; 033 21 ≤+−− xx . 
в) 0)1( 3211 =+−−− xxxλ ; 0)33( 212 =+−− xxλ . 

Рассмотрим 4 варианта, которые удовлетворяют условию в) допол-
няющей нежёсткости: 

1) 0,0 21 == λλ . 
Тогда из а) следует 0321 === xxx . При этом условия б) не выпол-

няются. 
2) 0,0 21 =≠ λλ .  
Тогда 0)(1 =xg  и имеет место система  









=−
=−
=−

=+−−−

,04
,02
,02

,01

13

12

11

321

λ
λ
λ

x
x
x

xxx
 

решая которую, получим 
5
1,

5
2,

5
4

3211 ==== xxxλ  . 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



24 

Подставив полученные значения во второе неравенство условия б), 
видим, что оно не  выполняется. 

3) 0,0 21 ≠= λλ . Тогда 0)(2 =xg . 

Аналогично 2), находим ,
5
3

2 =λ ,
10
3

1 =x   ,
10
9

2 =x 03 =x . 

Проверяем условие б). Первое неравенство в условии б) выполняет-

ся. Имеем условно-стационарную точку 
5
3,0,0,

10
9,

10
3

21 ==





 λλA . 

4) 0,0 21 ≠≠ λλ . Тогда 0)(1 =xg , 0)(2 =xg . 

Решая полученную систему, находим 
9
7,

9
4

21 =−= λλ . Так как множи-

тели Лагранжа разных знаков, то не выполняются условия (3) теоремы 1.  
Итак, получена одна условно стационарная точка 

5
3,00,

10
9,

10
3

21 ==





 λλA . 

Шаг 4. Проверим первое достаточное условие экстремума. В точке  
А одно активное ограничение, а именно ограничение 033 21 ≤+−− xx . По-
этому 31 =<= nk  и достаточные условия  первого порядка не выполняют-
ся.  

Шаг 5. Проверим достаточные условия второго порядка. Второй 
дифференциал функции Лагранжа равен 2

3
2
2

2
1

2 422)( dxdxdxALd ++= . Диф-

ференцируем активное ограничение, причем, так как 
5
3

2 =λ , то ограниче-

ние дифференцируем как ограничение-равенство: 03)( 212 =−−= dxdxAdg . 
Отсюда получаем 21 3dxdx −= . Подставляя выражение для dx1 в формулу 
для d 2L(A), имеем 042)3(2)( 2

3
2
2

2
2

2 >++−⋅= dxdxdxALd  при 0≠xd и 
)2,1(00 =≥ jjλ . Значит, в точке А целевая функция имеет условный локаль-

ный минимум. 
Шаг 6. Находим значение функции в точке условного локального 

минимума .
10
90

100
81

100
9)( =++=Af  

 

4. Задания для лабораторной работы 
 

1. Найти точки условного экстремума целевой функции )(xf , при 
ограничениях-неравенствах. 

 

 )(xf  Ограничения 

1. 1)4()4()( 2
2

2
1 +−++= xxxf , 




≥≤−
≤−−

.0,0
,022

21

21
xx

xx  
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2. 2
2

2
1 )2()2()( −++= xxxf , 





≤≥
≤+

.0,0
,1

21

2
2

2
1

xx
xx  

3. 2
2

2
1)( xxxf += , 





≥≥
≤+

.0,0
,164

21

2
21
xx

xx  

4. 2
2

2
1)( xxxf += , 164)2( 2

2
2

1 ≤+− xx . 

5. 2
2

2
1)( xxxf += , 1)4(2 2

2
2
1 ≤−+ xx . 

6. 21)( xxxf += , 



≥≥
≤+

.0,0
,42

21

21
xx

xx  

7. ,)4()( 2
2

2
1 −+= xxxf  





≥+
≤+

.44
,4

2
2

2
1

2
2

2
1

xx
xx  

8. ,2)( 2
2

2
1 xxxf +=  





≥+
≤+

.44
,4

2
2

2
1

2
2

2
1

xx
xx  

9. ,)2()( 2
2

2
1 xxxf +−=  




≥≥
≤+

.0,0
,1

21

21
xx

xx  

10. ,2)3()3()( 2
2

2
1 ++++= xxxf  





≥≤
≤−+

.0,0
,01

21

2
2

2
1

xx
xx  

11. ,)( 321 xxxxf −−−=  




≤
≤−+

.2
,0

3

3
2
2

2
1

x
xxx  

12. ,)3()1()( 2
2

2
1 −+−= xxxf  







≥≥
≤+
≤+

.0,0
,2054
,2123

21

21

2
2

2
1

xx
xx
xx

 

 

2. Найти точки условного экстремума целевой функции )(xf , при 
ограничениях-неравенствах. 

 

 )(xf  Ограничения 

1. ,)3()1()( 2
2

2
1 −+−= xxxf  







≥≥
≤+
≤+

.0,0
,2054
,2123

21

21

2
2

2
1

xx
xx
xx

 

2. ,543)( 2
221

2
1 xxxxxf ++=  




≥≥
≥+

.0,0
,4

21

21
xx

xx  

3. ,10)2()2()( 2
2

2
1 −+++= xxxf  





≥≥
≤−+

.0,0
,01

21

2
2

2
1

xx
xx  

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



26 

4. ,)4()4()( 2
2

2
1 −++= xxxf  




≥≥
≤−

.0,0
,02

21

21
xx

xx  

5. ,)4()3()( 2
2

2
1 −+−= xxxf  









≥≥
≤+−

≤−
≥+

.0,0
,12418

,810
,723

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx

 

6. ,6)( 2
2
11 xxxxf +−=  









≤≤≥
≤+

≤+
≤+

.40,0
,2423

,152
,2432

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx

 

7. ,)3()4()( 2
2

2
1 −+−= xxxf  









≥≥
≤+−

≤−
≥+

.0,0
,82
,1823

,632

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx

 

8. ,)( 21 xxxf +=  .012
2

2
1 ≤−+ xx  

9. ,)3()2()( 2
2

2
1 −+−= xxxf  .0522

2
2
1 ≤−+ xx  

10. ,)2()( 2
2

2
1 xxxf +−=  





≥
≤+

.0
,1

1

2
2

2
1

x
xx  

11. ,)1()( 2
2

2
1 xxxf +−=  





≥
≤+

.0
,1

1

2
2

2
1

x
xx  

12. ,)2()( 2
2

2
1 −+= xxxf  





≥≥
≤+

.0,0
,1

21

2
2

2
1

xx
xx  

 
ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 4 

Условный экстремум при смешанных ограничениях 
 

1. Постановка задачи. Пусть даны дважды непрерывно дифферен-
цируемая целевая функция  ),...,()( 1 nxxffu == x и функции ограничения 

)(xih ),1( mi = , )(xkg ),1( lk = . Требуется найти экстремум функции )(xfu = при 
выполнении условий 

0)( =xih , ),1( mi = ,            (1) 
0)( ≤xkg , ),1( lk = .            (2) 

Множество 








=≤
===

lkg
mihX

k

i

,1,0)(
,,1,0)(

x
xx называется множеством до-

пустимых значений, или множеством планов. Точки X∈*x , для кото-
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рых выполняется )*)( (xx fextrf = , X∈x , называются точками условно-
го экстремума. 

2. Основные теоретические сведения. Задачу на нахождение 
условного экстремума функции )(xfu =  сводим к эквивалентной задаче 
на нахождение экстремума обобщенной функции Лагранжа 

∑ ∑
= =

++=
m

i

l

k
kkii ghfF

1 1
0 )()()(),,( xxxλμx λµλ ,            (3) 

где T
m ),...,( 1 µµ=μ , T

l ),...,( 1 λλ=λ − некоторые неизвестные числовые век-
торы, λ0 – некоторое неизвестное число. 

Теорема 1 (необходимые условия экстремума первого порядка). 
Пусть 0x точка условного локального экстремума в рассматривае-

мой задаче. Тогда найдутся такое число 0
0λ и такие вектора 0μ и 0λ , не 

равные одновременно нулю, что будут выполняться условия: 
− условие стационарности функции Лагранжа по x 

0),,( 000

=
∂

∂

jx
F λμx , ),1( nj = ,            (4) 

− условие допустимости решения 

)(xih = 0 ),1( mi = , )(xkg ≤ 0 ),1( lk = ,            (5) 

− условие неотрицательности для условного минимума 

00 ≥kλ , ),1( lk = ,            (6) 

− условие неположительности для условного максимума 
00 ≤kλ ),1( lk = , 

− условие дополняющей нежёсткости 

0)( 00 =xgkkλ ,  ),1( lk = .            (7) 

Точку 0x , удовлетворяющую условиям (4) – (7) называют условно 
стационарной. 

Замечание. Если в точке 0x  выполняются условия регулярности, т.е. 
градиенты ограничений-равенств и градиенты активных ограничений-
неравенств линейно-независимы, то ей соответствуют множители Лагран-
жа с 00

0
≠λ  и можно считать, что 10

0
=λ . Тогда вместо обобщенной функции 

Лагранжа можно брать классическую функцию Лагранжа  

∑ ∑
= =

++=
m

i

l

k
kkii ghfL

1 1
)()()(),,( xxxλμx λµ . 
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Теорема 2 (достаточные условия экстремума первого порядка). 
Пусть точка ),,( 000 λμx  удовлетворяет условиям (4)–(7) и суммар-

ное число ограничений-равенств и активных ограничений-неравенств в 
точке 0x  совпадает с числом переменных (при этом выполняются условия 
регулярности). Если 00 >kλ  для всех aJk ∈ , то точка 0x − точка условного 
локального минимума. Если 00 <kλ  для всех aJk ∈ , то точка  

0x  − точка условного локального максимума. 
Теорема 3 (необходимые условия экстремума второго порядка). 

 Пусть точка ),,( 000 λμx удовлетворяет условиям (4)–(7) (точка  
0x  − регулярная точка условного экстремума). Тогда второй дифференци-

ал функции Лагранжа, вычисленный в точке ),,( 000 λμx неотрицателен для 
минимума (неположителен для максимума): ,0),,( 0002 ≥λμxLd  
( 0),,( 0002 ≤λμxLd ) для всех nd Rx∈  таких, что  

0)( 0 =xidh , ),1( mi =  

 0)( 0 =xkdg , aJk ∈ , 00 >kλ  ( 00 <kλ )  

0)( 0 ≤xkdg , aJk ∈ , 00 =kλ . 

Теорема 4 (достаточные условия экстремума второго порядка). 
 Пусть точка ),,( 000 λμx  удовлетворяет системе (4)–(7). Если в 
этой точке 0),,( 0002 >λμxLd , ( 0),,( 0002 <λμxLd ) для всех ненулевых

nd Rx∈ таких, что   
0)( 0 =xidh , ),1( mi = , 

0)( 0 =xkdg ,  aJk ∈ , 00 >kλ  ( 00 <kλ ). 

0)( 0 ≤xkdg , aJk ∈ , 00 =kλ , 

то точка 0x является точкой локального условного минимума (максиму-
ма).  

Замечание 1. Так как точка х0 заранее неизвестна, то проверка вы-
полнения условий регулярности в случае задачи на условный экстремум 
при смешанных ограничениях обычно вызывает затруднения, и поэтому 
решение задачи следует начинать с построения обобщенной функции Ла-
гранжа и ее исследования на экстремум. 

Замечание 2. В случае, если все ограничения являются линейными, 
исследование функции на условный экстремум следует начинать с постро-
ения классической функции Лагранжа. 

3. Алгоритм решения задачи. 
Шаг 1. Составить обобщенную функцию Лагранжа  

∑ ∑
= =

++=
m

i

l

k
kkii ghfF

1 1
0 )()()(),,( xxxλμx λµλ . 
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Шаг 2. Записать необходимые условия экстремума первого порядка, 
т.е. условия (4)–(7). 

Шаг 3. Решить полученную систему для случая 00
0 =λ . 

Начинать решение следует с рассмотрения всевозможных вариантов 
удовлетворения условия (7) дополняющей нежёсткости.  

Шаг 4. Положить 10
0 =λ , построить классическую функцию Лагран-

жа и записать для нее необходимые условия экстремума первого порядка, 
аналогичные условиям (4)–(7). Решить систему и получить условно стаци-
онарные точки. 

Шаг 5. Для выделенных на шаге 4 точек проверить достаточные 
условия первого порядка. Для этого необходимо: 

а) определить число p активных в точке 0x  ограничений-неравенств; 
б) найти число p + m и сравнить его с n; 
в) если n = p + m и 00 >kλ  для всех aJk ∈ , то в точке 0x есть услов-

ный локальный минимум, если 00 <kλ  для всех aJk ∈ , то в точке 0x есть 
условный  локальный максимум; 

г) если какое-то условие не выполняется, то переходим к шагу 6. 
Шаг 6. Проверим достаточные условия второго порядка. Для этого 

необходимо: 
а) записать выражение для второго дифференциала классической 

функции Лагранжа в точке ),,( 000 λμx  

ji

n

i

n

j ji

dxdx
xx

LLd ∑∑
= = ∂∂

∂
=

1 1

0002
0002 ),,(),,( λμxλμx , 

б) записать условия, накладываемых на первый дифференциал огра-
ничений: 

для ограничений- равенств 

0)()(
1

0
0 =

∂
∂

= ∑
=

i

m

i i

i
i dx

x
hdh xx ,  ),1( mi = ;           (8) 

для активных ограничений-неравенств: 










=∈≤
∂

∂
=

<>∈=
∂

∂
=

∑

∑

=

=

l

k
kak

k

k
k

l

k
kkak

k

k
k

Jkdx
x

gdg

Jkdx
x

gdg

1

0
0

0

1

00
0

0

.0,,0)()(

),0(0,,0)()(

λ

λλ

xx

xx
   (9) 

в) исследовать знаки второго дифференциала функции Лагранжа для 
ненулевых dx, удовлетворяющих условиям (8) и (9). Если 

0),,( 0002 >λμxLd , то в точке 0x  условный локальный минимум, если 
0),,( 0002 <λμxLd , то в точке 0x - условный локальный максимум. 

Если достаточные условия первого и второго порядка не выполняют-
ся, следует проверить выполнение необходимых условий второго порядка. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



30 

Если они выполняются, то требуется дополнительное исследование, а если 
нет, то в точке 0x  нет условного экстремума. 

Шаг 7. Вычислить значение функции в точках условного экстремума. 

Пример 1.Решить задачу extrxxf →−= 2
2
1 , 








≤−+
≤−

=−+

.026
,01

,06

2
2

2
1

1

21

xx
x
xx

 

Решение проиллюстрировать геометрически. 
Решение. Шаг 1. Составим обобщенную функцию Лагранжа: 

)26()1()6()(),,( 2
2

2
1211212

2
10 −++−+−++−= xxxxxxxF λλµλµ λx . 

Шаг 2. Выпишем необходимые условия первого порядка: 

а) ;022 12110
1

=+−+=
∂
∂ xх
x
F λλµλ ;02 220

2

=++−=
∂
∂ x
x
F λµλ  

б) ;0)1( 11 =− xλ ;0)26( 2
2

2
12 =−+ xxλ  

в) ;0621 =−+ xx ;01 1 ≤− x .0262
2

2
1 ≤−+ xx  

Шаг 3. Решим полученную систему для случая λ0 = 0. Рассмотрим 
варианты, удовлетворяющие условиям дополняющей нежёсткости. 

а) 01 ≠λ , 02 =λ . Из условий стационарности получаем, что μ = 0 и  
λ1 = 0. Это противоречит условию 01 ≠λ . 

б) 01 =λ , 02 ≠λ . Из условий стационарности получаем, что 
;02 12 =+ xλµ .02 22 =+ xλµ  

Так как 02 ≠λ , то х1 = х2. Подставив это в уравнение 0621 =−+ xx , 
получаем, что х1 = х2 = 3. Поскольку 02 ≠λ , то из условия дополняющей 
нежесткости 0)26( 2

2
2
12 =−+ xxλ следует, что 0262

2
2
1 =−+ xx . Очевидно, что 

х1 = х2 = 3 не удовлетворяет этому уравнению. 
в) 01 ≠λ , 02 ≠λ . Тогда из условий дополняющей нежёсткости 11 =x , 
52 ±=x . Первому из условий в) удовлетворяет только точка (1, 5). Подста-

вим ее в условия стационарности. Получаем ;02 21 =+− λλµ .010 2 =+ λµ
Из данной системы следует, что 21 8λλ −= , т.е. числа λ1 и λ2  разных знаков. 
Это противоречит условиям теоремы 1.  

Итак, условно стационарных точек, соответствующих случаю λ0 = 0 
нет. 

Шаг 4. Положим λ0 = 1 и построим классическую функцию Лагранжа   

)26()1()6(),,( 2
2

2
1211212

2
1 −++−+−++−= xxxxxxx λλµµ λxL . 
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Запишем для нее необходимые условия первого порядка: 

а) ;022 1211
1

=+−+=
∂
∂ xх
x
L λλµ ;021 22

2

=++−=
∂
∂ x
x
L λµ  

б) ;0)1( 11 =− xλ ;0)26( 2
2

2
12 =−+ xxλ  

в) ;0621 =−+ xx ;01 1 ≤− x .0262
2

2
1 ≤−+ xx  

Решим эту систему. При этом рассмотрим 4 варианта условий до-
полняющей нежесткости. 

а) 01 =λ , 02 =λ . Тогда 1=µ , 
2
1

1 −=x  и не выполняется условие

01 1 ≤− x . 
б) 01 ≠λ , 02 =λ . Так как 01 ≠λ , то 11 =x , 1=µ , 31 =λ , 52 =x . Имеем 

условно стационарную точку )5,1(1M , 31 =λ , 02 =λ , 1=µ . 
в) 01 =λ , 02 ≠λ .  













≥
=−+
=−+
=++−
=++

.1
,026
,06
,021
,022

1

2
2

2
1

21

22

121

x
xx
xx

x
xx

λµ
λµ

 

Тогда для точки M1 (1, 5) имеем 31 =λ ,  
8
3

2 =λ , 
4

11
−=µ . Для точки 

)1,5(2M  имеем 01 =λ , 
8
11

2 −=λ , 
4

15
=µ . 

г) 01 ≠λ , 02 ≠λ . Тогда из условий дополняющей нежёсткости 11 =x , 
52 ±=x .  
Первому из условий в) удовлетворяет только точка (1, 5). Она нами 

уже получена. 
Шаг 5. Проверим достаточные условия экстремума первого порядка.  

В точке 1M  активны оба ограничения-
неравенства, причем одному из них соот-
ветствует 01 >λ . Кроме этого, у нас есть 
одно ограничение-равенство. Следователь-
но, по достаточному условию первого по-
рядка 1M - точка условного минимума.  

Аналогично для точки 2M  получа-
ем, что это точка условного максимума.  

Шаг 6. Найдем значение функции в 
точках условного экстремума: 
f (M1) = 1 − 5 = −4, f (M2) = 25 − 1 = 24.  

Проиллюстрируем решение задачи 
геометрически (рисунок 1). 

grad f 
x 

y 

6 

 1M  

2M
 

Рис. 1. 
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Нарисуем линии, задающие область допустимых значений. Учитывая 
условия системы ограничений 

;0621 =−+ xx ;01 1 ≤− x    ,0262
2

2
1 ≤−+ xx  

можно заметить, что областью допустимых значений является отрезок 
М1, М2. 

Штриховыми линиями изобразим линии уровня целевой функции
Cxx =− 2

2
1 , т.е. Cxx −= 2

12 . Это множество парабол.  
Найдем градиент функции: grad )1,2( 1 −= xf .  
Вычислим gradf в точке (0, 0): gradf  (0, 0) = (0, −1) и изобразим его 

на рисунке. Этот вектор указывает направление наибольшего возрастания 
функции. 

Из рисунка видно, что максимум возможен в точке )1,5(2M , а ми-
нимум в точке )5,1(1M . Находим значение функций в этих точках 
f (5, 1) = 24, f (1, 5) = − 4.   

 

4. Задания для лабораторной работы 
 

1. Найти точки условного экстремума функции f (x). Решение проил-
люстрировать геометрически. 

1) ,)( 2
2

2
1 extrxxxf →+=  2) ,)( 2

2
2
1 extrxxxf →−=  

   



≤−+=
=−=

.02
,01)(

212

11

xxg
xxg

 






≤−+=
≤−=

=−+=

.026
.01)(

,06)(

213

12

211

xxg
xxg
xxxg

  

3) ,)( 2
2

2
1 extrxxxf →−=  4) ,)2()( 2

2
2

1 extrxxxf →+−=  





≤−+=
=−−=
.05

,01)(
212

211

xxg
xxxg  





≤−=
=−−=

.0
,01)(

12

2
2

2
11

xg
xxxg  

5) min,43)( 21
3
1 →+−= xxxxf  6) min,

2
1

4
1)( 2

2
1

4
1 →−−= xxxxf  





=+=
≥+=

.52
,1825)(

2
212

211

xxg
xxxg  





≤−=
=+=
.2

;4)(
212

2
2

2
11

xxg
xxxg  

7) ,)1()( 2
2

2
1 extrxxxf →++=  8) ,)( 2

2
2
1 extrxxxf →+=  





≤−=
=−+=

.0
,01)(

12

2
2

2
11

xg
xxxg  





≤−+=
=−=

.03
,02)(

212

11

xxg
xxg  

9) ,2)( 2
2

2
1 extrxxxf →+=  10) ,)1()( 2

2
2

1 extrxxxf →+−=  





≤−+=
=−=

.042
,01)(

212

21

xxg
xxg

 




≤−+=
=−=

.062
,02)(

212

21

xxg
xxg  

11) ,)( 2
2

2
1 extrxxxf →+=  12) ,)2()1()( 2

2
2

1 extrxxxf →+++=  
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≤−+=
=−=

.04
,01)(

2
2

2
12

11

xxg
xxg





≤+=
=−=

.9
,03)(

2
2
12

21

xxg
xxg

 
13) ,)3()1()( 2

2
2

1 extrxxxf →++−=  14) ,)2(2)( 2
2

2
1 extrxxxf →−+=  





≤−+=
=−=

.94
,02)(

12
2
12

21

хxxg
xxg  





≤−+=
=−=

.94
,03)(

2
2
12

21

xxg
xxg  

15) extrxxxf →+= 2
2

2
1)( , 16) ,)1()( 2

2
2

1 extrxxxf →+−=  





≤−=
=−+=

.0
,04)(

12

2
2

2
11

xg
xxxg  





≤=
=−+=

.0
,09)(

12

2
2

2
11

xg
xxxg  

 
ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 5 

Методы поиска точек экстремума  
функции одной переменной 

 

1. Постановка задачи. Пусть на отрезке [a, b] задана функция f (x) и 
требуется найти  значение глобального экстремума этой функции на этом 
отрезке с определенной точностью, причем у функции на данном отрезке 
может быть несколько локальных экстремумов. Заметим, что нахождение 
максимума функции f (x) эквивалентно нахождению минимума функции  
–f (x), поэтому рассматривается только задача нахождения минимума 
функции. Предположим, что минимизируемая функция f (x) на отрезке  
[a, b] удовлетворяет условию Липшица с известной константой L: 

],[,,)()( baxxxxLxfxf ∈′′−≤′− . 

Замечание 1. Если функция f (x) имеет на отрезке [a, b] ограниченную 
производную, то она удовлетворяет на этом отрезке условию Липшица с 
константой 

[ ]
)(max

,
xfL

bа
′≥  

Считаем, что задано либо число N вычислений значений функции, ли-
бо точность ε> 0 отыскания значения минимума. 

Замечание 2. Если функция достигает минимального значения f (x*) в 
некоторой точке x*, а в качестве приближенного значения берем f (x0) , то его 
погрешностью будем считать величину f (x0) – f (x*) , при этом расстояние 
точки  x0  до точки глобального минимума x* во внимание не принимается. 

2. Методы решения. 
Метод  перебора.   
а) Пусть задано число вычислений N. Положим xi = a + (2i − 1)h, 

Ni ,1= , где h – шаг разбиения: 
N

abh
2
−

= . Вычислив значения f (x) в точках 

xi, путём сравнения найдём точку x0, для которой выполняется 

)(min)(
N10 ii

xfxf
≤≤

= . Легко проверить, что 0 ≤  f (x0) – f (x*)  ≤ 
N

ab
2
− .  
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б) Пусть указана погрешность ε > 0. Возьмем δ = 
L
ε и разобьём отре-

зок [a, b] на n равных частей точками xi = a + ih, ni ,1= , где h – шаг разби-

ения, 
n

abh −
= ,  

δ
abn −

≥ . Взяв в качестве x0 точку, удовлетворяющую  

условию )(min)(
00 iпi

xfxf
≤≤

= , получим, что 0 ≤ f (x0)  – f (x*) ≤ ε. 

Метод ломаных. Метод ломаных рассчитан на минимизацию произ-
вольных функций одной переменной, удовлетворяющих условию Липши-
ца.  

Пусть функция f (x) удовлетворяет условию Липшица на отрез-
ке [a, b] с константой L. Положим  

))()()((
2
1*

1 baLbfaf
L

x ++−= , ))()()((
2
1*

1 baLbfafp −++= . 

Шаг 1. Вместо пары чисел ),( 11
∗∗ px  образуем две новые пары ),( 11 px′  

и ),( 11 px ′′  следующим образом:  

1
*
11 ∆−=′ xx , 1

*
11 ∆+=′′ xx , ))((

2
1 *

1
*
11 pxfp += , где ))((

2
1 *

1
*
11 pxf

L
−=∆ . 

Шаг 2. Из полученных двух пар ),( 11 px′  и ),( 11 px ′′  выберем ту, у кото-
рой вторая компонента минимальна. Обозначим её ),( 22

∗∗ px  и исключим из 
рассматриваемого множества. Вместо пары ),( 22

∗∗ px  добавляем две новые 
пары ),( 22 px′  и ),( 22 px ′′ , компоненты которых находятся по формулам:  

2
*
22 ∆−=′ xx , 2

*
22 ∆+=′′ xx , ))((

2
1 *

2
*
22 pxfp += , где ))((

2
1 *

2
*
22 pxf

L
−=∆ . 

Получим множество, состоящее из трех пар. 
Шаг n. Пусть на предыдущих шагах получено n пар (x, p). Выбираем 

из них ту, у которой вторая компонента минимальна. Обозначим её 
),( ∗∗

пп px  и исключим из рассматриваемого множества. Вместо пары ),( ∗∗
nn px  

добавляем две новые пары ),( nn px′  и ),( nn px ′′ , компоненты которых нахо-
дятся по формулам:  

nnn xx ∆−=′ * , nnn xx ∆+=′′ * , ))((
2
1 **

nnn pxfp += , где ))((
2
1 **

nnn pxf
L

−=∆ . 

Полагая )(, ****
nn xffxx ≈≈ , получим приближенное решение задачи 

минимизации. Точность определения *f характеризуется неравенствами 

nn Lfxf ∆≤−≤ 2)(0 ** . 
Замечание 3. Число вычислений N задается заранее. Если же нужно 

обеспечить поиск значения минимума с точностью не хуже ε, то вычисле-
ния прекращают, как только ε≤∆ nL2 . 
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Пример 1. Найти минимум функцииf(x) = 2x2 − 6x на отрезке 
[a1, b1] = [−1, 4] методом перебора приε = 0,1. 

Решение. Найдем ]4,1[,10|64||)(| −∈≤−=′ xxxf . Функция удовлетворя-
ет условию Липшица с константой  L=10. Возьмем δ = ε/L = 0,1/10 =0,01 и 
найдем (b−a)/δ =5∙10/0,1 =500. Разобьём отрезок [a, b] на 500 равных ча-
стей точками xi = −1+ih, i=0,1,…,n, где h =5/500 =0,01 – шаг разбиения. 
Получаем:    

x0 = −1,f(x0) = 8; x250 = 1,5, f(x250) = −4,5; 
х1 = −0,99, f(x1) = 7,9002; x251 = 1,51, f(x251) = −4,4998; 
x2 = −0,98, f(x2) =7,8008; x252 = 1,52, f(x252) = −4,4992; 
x3 = −0,97, f(x3) =7, 7018; …, x253 = 1,53, f(x253) = −4,4982;…, 
x247 = 1,47, f(x247) = −4,4982; x499 = 3,99,  f(x499) = 7,9002; 
x248 = 1,48, f(x248) = −4,4992; x500 = 4, f(x500) = 8. 
x249 = 1,49,  f(x249) = − 4,4998;  
Минимальное значение функции равно f (x250) = −4,5. 

Пример 2. Найти точку минимума функции f (x) = 
x

xcos  на отрезке 

[a1,  b1] =  [10, 15]: а) методом перебора при N = 10, б) методом ломаных 
при ε = 0,01.  

Решение. Функция f (x) дифференцируема на указанном отрезке. 

|)(| xf ′  = 11,01cossincossin
222 ≤

+
<

+
<

−−
x

x
x

xxx
x

xxx   при ]15,10[∈x . 

Следовательно, функция f (x) удовлетворяет условию Липшица с 
константой L=0,11. 

а) Найдем значение минимума методом перебора. 
Положим xi = 10 + (2i − 1)h, i=1,…, 10, где h – шаг разбиения, 

h=5/20=0,25. 
х1 = 10,25; f (х1) = −0,054; х6 = 12,75; f (х6) = 0,077; 

х2 = 10,75; f (х2) = −0,023; х7 = 13,25; f (х7) = 0,059; 

х3 = 11,25; f (х3) = 0,022; х8 = 13,75; f (х8) = 0,027; 

х4 = 11,75; f (х4) = 0,058; х9 = 14,25; f (х9) = −0,008; 
х5 = 12,25; f (х5) =0,078; х10 = 14,75; f (х10) = −0,039. 
Сравнив значения функции, можно заметить, что

.054,0)25,10(* −≈≈ ff  При этом ошибка не превзойдет числа равного 

20
55,0

2
)(

=
−
N

abL = 0,0275 <  0,1. 
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б) Найдем минимум этой же функции методом ломаных. Результаты 
вычислений приведены в таблице 1. 

Искомая точка минимума – .083,0)018,10(,018,10 * −≈≈≈ ffx .  
 

          Таблица1. 

3. Задания для лабораторной работы 
 

1. Найти минимум функции f (x) на отрезке [a, b]: а) методом лома-
ных с точностью ε; б) методом перебора (n = 100). 

1) 2
cos)(

x
xxf = , [7; 11], ε = 0,01. 

2) 2
cos)(

x
xxf = , [6; 10],ε = 0,01. 

3) xxxxf sin01,020)( 2 +−−= ,[9; 11], ε = 0,05. 
 

4) xxxxf sin01,020)( 2 +−−= , [10; 12], ε = 0,05. 

5) xxxxf sin01,020)( 2 +−−= , [8; 10], ε = 0,05. 

6) xxxf 02,0cos)51,0()( 8 +−= , [49; 51], ε = 0,02. 

7) xxxf 02,0cos)51,0()( 8 +−= , [50; 52], ε = 0,02. 

8) xxxf 1,0sin1,0ln)( += , [10; 12], ε = 0,01. 

9) xxxf 1,0sin1,0ln)( += ,[9; 11], ε = 0,01.  

10) xxxf 1,0sin1,0ln)( += , [8; 10], ε = 0,01. 

11) 42 )1,1()9,0()( −+−= xxxf , [0,8; 1,2], ε = 0,05. 

12. 42 )1,1()9,0()( −+−= xxxf , [0,7; 1,1], ε = 0,05. 

n 
 

Исключаемая па-
ра (x,p) Δn 

 
2LΔn 

Включенные пары (x,p) 

xn
* pn

* nx′  nx ′′  pn 
1 12,349 −0,342 1,914 0,421 10,435 14,263 −0,131 
2 10,435 −0,131 0,364 0,08 10,355 10,071 −0,091 
3 14,263 −0,131 0,556 0,122 13,707 14,819 −0,070 
4 10,355 −0,091 0,151 0,033 10,204 10,506 −0,074 
5 10,071 −0,091 0,053 0,012 10,018 10,124 −0,085 
6 10,018 −0,085 0,010 0,002<ε 10,008 10,028 −0,084 
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13. 2
cos)(

x
xxf =  , [5; 10], ε = 0,01. 

14. xxxf 02,0cos)51,0()( 8 +−= , [52; 54], ε = 0,02. 

15. 42 )1,1()9,0()( −+−= xxxf , [0,6; 1,0], ε = 0,05. 
 

ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 6 
Методы поиска точек минимума 

унимодальных функций 
 

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу ],[min,)( baxxf ∈→ . 
Определение. Непрерывная функция f (x), ],[ bax∈ , называется уни-

модальной, если существует такая точка ],[ bax ∈∗ , что на отрез-
ке[a, x*] функция f (x) убывает, а на отрезке [x*, b] – возрастает. 

В дальнейшем будем считать, что функция f (x) является унимодаль-
ной. 

Точный локальный минимум функции f (x) на отрезке [a, b] неизве-
стен, поэтому отрезок [a, b] называется интервалом локализации точки ми-
нимума. Цель далее рассматриваемых методов поиска – уменьшить интер-
вал локализации. Для унимодальных функций интервал локализации мо-
жет быть сокращён с помощью вычисления значения функции f (x) в двух 
точках, принадлежащих отрезку [a,b]. 

2. Методы решения.  
Метод дихотомии. К началу решения задаются: константа различи-

мости ɛ > 0, длина конечного интервала локализации точки минимума 
l > 0, начальный интервал локализации [a1, b1].  

Алгоритм поиска решения. Пусть на k-й итерации интервал локали-
зации [ak, bk]. 

Шаг 1. Если bk − ak < l, то  процесс решения задачи заканчивается. 
Точка минимума локализована в интервале длины l. В качестве прибли-

женного решения можно взять середину последнего интервала: 
2

* kk bax +
=

В противном случае полагаем, что εε +
+

=−
+

=
2

,
2 21

kkkkkk baxbax .  

Шаг 2. Вычисляем значения )(),( 21
kk xfxf . Если выполняется нера-

венство )()( 21
kk xfxf ≤ , то полагаем ak+1= ak, bk+1= kx2 . В противном случае, 

полагаем ak+1= kx1 ,  bk+1=bk. Переходим к шагу 1. 

Пример 1. Найти минимум функции f (x) = 2x2  − 12x на отрезке 
[a1, b1]= [−9, 5] методом дихотомии при l = 1; ε = 0,1. 

Решение. 
Шаг 1. Начальный интервал [a1, b1] = [−9, 5].   b1 − a1 = 14 > 1.  
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Шаг 2. Вычислим ;1,2
2

111
1 −=−

+
= εbax ;9,1

2
111

2 −=+
+

= εbax

;02,34)( 1
1 =xf 02,30)( 1

2 =xf . 
Шаг 3. Так как )()( 1

2
1
1 xfxf > , то a2 = 1

1x =−2,1,  b2 =b1=5. Переходим к 
шагу 1. Дальнейшие результаты вычислений приведены в таблице 1. 
 

Таблица 1. 
 

k ak bk bk−ak x1
k x2

k f (x1
k) f (x2

k) 
1 −9 5 14 −2,1 −1,9 34,02 30,02 
2 −2,1 5 7,1 1,35 1,55 −12,555 −13,795 
3 1,35 5 3,65 3,075 3,275 −17,989 −17,849 
4 1,35 3,275 1,925 2,21 2,41 −16,75 −17,3 
5 2,21 3,275 1,065 2,64 2,84 −17,74 −17,95 
6 2,64 3,275 0,635<1     
 

Конечный интервал локализации: [2,64; 3,275]. 

96,2
2

275,364,2* ≅
+

=x ,  f (x*) ≈17,997. 

Метод «золотого сечения». В основе метода лежит понятие золото-
го сечения. Золотое сечение – деление отрезка на две неравные части, при 
котором отношение длины большей части отрезка к длине меньшей части 
отрезка равно отношению длины всего отрезка к длине большей части от-
резка. Если рассмотреть отрезок [a0,b0], то на нем имеются две симметрич-
ные относительно его концов точки a1и b1, такие что будет выполняться: 

618,1
2

51
10

01

01

00

01

10

10

00 ≅
+

=
−
−

=
−
−

=
−
−

=
−
−

bb
ab

ab
ab

aa
ab

ab
ab . 

Кроме того, точка a1 производит золотое сечение отрезка [a0,b1], а 
точка b1 – отрезка [a1,b0] (рисунок 1). 

 
 
 
 
 
Алгоритм решения задачи. 
Шаг 1. Пусть [a0,b0] – начальный интервал локализации. Зададим 

длину конечного интервала локализации l > 0.  
Шаг 2. Полагаем k = 0. 

а0 b0 а1 b1 

Рис. 1   

а0 а1 b1 

а1 b1 b0 Ре
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Шаг 3. Вычислим ))(1( 000
0
1 abax −−+= α и )( 000

0
2 abax −+= α , где 

618,0≅α . 
Шаг 4. Вычислим )(),( 21

kk xfxf .  
Шаг 5. Сравним значения )(),( 21

kk xfxf : 
а) если ),()( 21

kk xfxf ≤  то положим ak+1= ak, bk+1= x2
k  и  

x1
k+1 = ak+1 + bk+1− x1

k,  x2
k+1 = x1

k,  перейдем к шагу 6. 
б) если )()( k

2
k
1 xfxf > , то положим ak+1= x1

k, bk+1= bk и x1
k+1 = x2

k , 
x2

k+1 =ak+1 + bk+1− x2
k. 

Шаг 6. Если  lab kk ≤− ++ 11 , то задача решена (в качестве точки мини-
мума можно взять середину интервала). В противном случае, можно поло-
жить k = k+1 и перейти к шагу 4. 

Пример 2. Найти минимум функции f (x)=2x2 − 12x на отрезке 
[a0, b0] = [−9, 5] методом «золотого сечения».  l =1. 

Решение. Шаг 1.  [−9,5] – начальный интервал локализации. Длина 
конечного интервала локализации l = 1.  

Шаг 2. Положим  k = 0. 
Шаг 3. Вычислим 66,314382,090

1 −=⋅+−=x  и 35,014618,090
2 −=⋅+−=x . 

Шаг 4. Вычислим 45,4)(,71,70)( 21 == 00 xfxf .  
Шаг 5. Сравним значения ),( 1

0xf ).( 2
0xf  Так как )()( 0

2
0
1 xfxf > , то по-

ложим  a1= x1
0 = −3,66, b1= b0 =5 и x1

1 = x2
0 = −0,35, x2

1 =a1 + b1− x2
0 = 1,69. 

Шаг 6. Находим 166,811 =>=− lab . Полагаем k =1 и переходим к шагу 4. 
Результаты остальных вычислений приведены в таблице 2. 
 

Таблица2. 
k ak bk bk−ak x1

k x2
k f(x1

k) f(x2
k) 

0 −9 5 14 −3,66 −0,35 70,71 4,45 
1 −3,66 5 8,66 −0,35 1,69 4,45 −14,57 
2 −0,35 5 5,35 1,69 2,96 −14,57 −18,00 
3 1,69 5 3,31 2,96 3,73 −18,00 −16,93 
4 1,69 3,73 2,04 2,46 2,96 −17,42 −18,00 
5 2,46 3,73 1,27 2,96 3,23 −18,00 −17,89 
6 2,46 3,23 0,77<1     

 

Конечный интервал локализации: [2,46; 3,23]. 

85,2
2

23,346,2* ≅
+

=x . f(x*) ≈17,98. 
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Метод Фибоначчи. Данный метод основан на применении последо-
вательности чисел Фибоначчи:  

F0 = F1=1,      Fk+1= Fk + Fk-1, k = 1, 2, … . 

Эта последовательность имеет вид 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, … 

Алгоритм решения задачи. 
Шаг 1. Задаем начальный интервал неопределенности [a0, b0], выби-

раем длину конечного интервала локализации l> 0, константу различимо-
сти ε > 0. 

Шаг 2. Число N вычислений функции f (x) выбирается из условия 

FN > l
ab 00 − , где  FN – число Фибоначчи. 

Шаг 3. Полагаем k = 0. 

Шаг 4. Находим 0
1x = a0+

N

N

F
F 2− (b0 –a0), 0

2x = a0+ 
N

N

F
F 1− (b0 −a0). 

Шаг 5. Находим )()( 21
kk xf,xf .  

Шаг 6. Сравниваем значения  )()( 21
kk xf,xf : 

а) если ),()( 21
kk xfxf ≤  то следует положить ak+1= ak, bk+1= kx2  и  

)( 11
1

3
1

1
1 ++

−−

−−
+

+ −+= kk
kN

kN
k

k ab
F
F

ax , 1
2

+kx  = kx1 , перейти к шагу 7. 

б) если )()( k
2

k
1 xfxf > , то положить ak+1= kx1 , bk+1= bk и 1

1
+kx  = kx2 , 

)( 11
1

2
1

1
2 ++

−−

−−
+

+ −+= kk
kN

kN
k

k ab
F
F

ax . 

Шаг 7. а) если k ≠ N−3, то положить k = k+1 и перейти к шагу 5; 
б) если k = N−3, то 2

2
2

1
−− = NN xx , т.е. отсутствует точка нового вы-

числения функции. Нужно взять 2
2

2
1

1
1

−−− == NNN xxx , 1
2

−Nx = 1
1

−Nx + ε. Вы-
числяем значения функции в точках  1

1
−Nx и 1

2
−Nx  и находим границы ко-

нечного интервала неопределенности: 
− если f ( 1

1
−Nx )  ≤  f ( 1

2
−Nx ), то берем aN−1 = aN−2, bN−1 =  1

2
−Nx ; 

− если f ( 1
1

−Nx )  >  f ( 1
2

−Nx ), то берем aN−1 = x1
N−1 , bN−1 = bN−2 . 

Точка минимума принадлежит отрезку  [aN−1 , bN−1 ]. В качестве при-
ближенного решения можно взять любую точку последнего интервала, 
например, его середину. 

Пример 3. Найти минимум функции f (x) = 2x2 − 12x на отрезке 
[a0, b0]= [−9, 5] методом Фибоначчи при l = 1, ε = 0,01. 

Решение. Шаг 1. Начальный интервал неопределенности 
[a0, b0] = [−9, 5],  длина конечного интервала локализации l = 1.  
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Шаг 2. Число N вычислений функции f (x) выбираем из условия  

FN > l
ab 00 − = 14, т.е. N=7. 

Шаг 3. Полагаем k = 0. 

Шаг 4. Вычислим 0
1x = a0+

N

N

F
F 2−  (b0 –a0) = −9 + 14∙

21
8 ≈ −3,67,  

0
2x = a0+ 

N

N

F
F 1−  (b0 −a0) = −9 + 14∙

21
13 ≈ −0,33. 

Шаг 5. Находим 18,4)(,98,70)( 21 == 00 xfxf .  
Шаг 6. Сравним значения )(),( 21

00 xfxf . 
Так как )()( 21

00 xfxf > , то положим a1= 0
1x   = −3,67, b1= b0 = 5 и 1

1x  = 
0
2x  = −0,33 , 1

2x  =a1 + 
1

2

−

−

N

N

F
F

(b1  – a1)=−3,67 + 8,67∙
13
8 = 1,67. 

Шаг 7. Так как k = 0 ≠ N−3 = 4, то положим  k = 1 и перейдем к шагу 
5. 

Дальнейшие результаты вычислений приведены в таблице 3. 
 

Таблица 3. 
k ak bk bk−ak x1

k x2
k f(x1

k) f(x2
k) 

0 −9 5 14 
 

−3,67 −0,33 70,98 4,18 

1 −3,67 5 8,67 
 

−0,33 1,67 4,18 −14,46 

2 −0,33 5 5,33 
 

1,67 3,00 −14,46 −18,00 

3 1,67 5 3,33 
 

3,00 3,67 −18,00 −17,10 

4 1,67 3,67 2,00 
 

2,34 3,00 −17,13 −18,00 

5 2,34 3,67 1,33 
 

3,00 3,01 −18,00 −17,9998 
6 2,34 3,01 0,67<l=1     

 

Конечный интервал локализации: [2,34; 3,01]. 

68,2
2

01,334,2* ≅
+

=x .  f(x*) ≈17,80. 
 

3. Задания для лабораторной работы 
 

Задание 1. Пусть функция  f (x) = 3x2 − 12x задана на отрезках:  
а) ]10,[ +−− nn  при ]6,1[∈n ; б) ]16;8[ +−+− nn  при ].15,7[∈n  Найти ми-
нимум функции методами: 

1) дихотомического поиска; 
2) «золотого сечения»; 
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3) методом Фибоначчи, взяв константу различимости 1,0=ε , длину 
конечного интервала 5,0=l . 

Задание 2. Найти минимум функции f (x) =e− x + nx2 заданной на от-
резке ]1,0[  методами 

1) дихотомического поиска; 
2) «золотого сечения»; 
3) методом Фибоначчи, взяв константу различимости 01,0=ε и дли-

ну конечного интервала 1,0=l . 
Замечание. n – номер варианта. 

 
ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 7 

Методы нахождения безусловного экстремума функции  
нескольких переменных 

 

1. Градиентные методы. Рассмотрим следующую задачу: 
nf Rxx ∈→ min,)( , где .)1(Cf ∈  

Градиентные методы основаны на свойстве вектора-градиента функ-
ции )(xf . Градиент xffgrad ∂∂= /)(x  функции )(xf  указывает направ-
ление наискорейшего возрастания функции )(xf  в точке x  (век-
тор  )(xfgrad−  называют антиградиентом, он указывает направление 
наискорейшего убывания функции )(xf  в точке x ). 

Реализация алгоритмов, использующих направление градиента (ан-
тиградиента), начинается с выбора начального приближения nRx ∈1 , зада-
ния констант остановки 0,0 21 >> εε  и предельного числа итераций N. 

Точки последовательности {хk} вычисляются по правилу 
).(1 k

k
kk fgrad xxx θ−=+ Выбор величины шага θk вдоль направления 

)( kk fgradl x−=  является вспомогательной задачей. Существуют следую-
щие способы построения шага kθ : 

а)  шаг постоянен: θθ ≡k ; 
б) величина шага находится из условия 

)(min)(
0

kkk
k

k lflf θθ
θ

+=+
≥

xx . 

Замечание 1. Метод с выбором шага по правилу а) называется гра-
диентным методом; если шаг выбирается по правилу б), то метод назы-
вается методом наискорейшего спуска. 

В градиентном методе шаг θk задается пользователем и постоянен до 
тех пор, пока выполняется неравенство f (xk+1) < f (xk). Если это неравен-

ство не выполняется, то берут  θk+1 = 
2
kθ . Построение последовательности 

{хk} заканчивается в точке хk, для которой 1)( ε<kfgrad x , или k ≥N, или 
при двукратном одновременном выполнении двух неравенств 
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2
1 ε<−+ vv xx и 2

1 )()( ε<−+ vv ff xx , которые выполняются при 1−= kv  и 
kv = . 

Алгоритм градиентного спуска. 
Шаг 1. Задать nRx ∈1 , константы остановки 0,0 21 >> εε  и предель-

ное число итераций N. Найти градиент функции в произвольной точке 
Т

1 )/...,,/()( пxfxffgrad ∂∂∂∂=x . 
Шаг 2. Положить k = 1. 
Шаг 3. Вычислить )( kfgrad x . 
Шаг 4. Проверить выполнение критерия остановки 1)( ε<kfgrad x : 
а) если критерий выполнен, то расчет закончен: х* = хk; 
б) если критерий не выполнен, то перейти к шагу 5. 
Шаг 5. Проверить выполнение неравенства k ≥N: 
а) если неравенство выполнено, то расчет окончен: х* = хk; 
б) если неравенство не выполнено, то перейти к шагу 6. 
Шаг 6. Задать величину шага θk. 
Шаг 7. Вычислить )(1 k

k
kk fgrad xxx ⋅−=+ θ . 

Шаг 8. Проверить выполнение условия f(xk+1) < f(xk): 
а) если условие выполнено, то перейти к шагу 9; 
б) если нет, то положить θk = θk/2 и перейти к шагу  7. 
Шаг 9. Проверить  выполнение условий  

2
1 ε<−+ vv xx , 2

1 )()( ε<−+ vv ff xx , 

а) если оба условия выполняются при 1−= kv  и ,kv =  то расчет 
окончен: х* = хk; 

б) если хотя бы одно условие не выполнено, то положить k = k + 1 и 
перейти к шагу 3. 

Пример 1. Методом градиентного спуска найти минимум функции 
2121

2
2

2
1 772)( xxххxxхf −−++= . 

Решение. Итерация 1. Шаг 1. Зададим Т)0,0(1 =x , константы оста-
новки 1,021 == εε  и предельное число итераций N = 4. Найдем градиент 
функции в произвольной точке: Т

1221 )74;72()( −+−+= ххххfgrad x . 
Шаг 2. Положим  k = 1. 
Шаг 3. Вычислим Т1 )7;7()( −−=xfgrad . 
Шаг 4. Проверим выполнение критерия остановки  

1,0<4949)( 1
1 =+= εxfgrad . 

Критерий не выполнен,  перейдем к шагу 5. 
Шаг 5. Проверим выполнение неравенства k ≥N:   k =1 ≥N=4. 

Неравенство не выполнено, перейдем к шагу 6. 
Шаг 6. Зададим величину шага θ1 = 1. 
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Шаг 7. Вычислим ТТТ1
1

12 )7,7()7,7()0,0()( =−−−=−= xxx fgradθ . 
Шаг 8. Проверим выполнение условия  

f (х2)  <  f (x1):          f (х2) = 98 > f (x1) = 0. 
Условие не выполнено, положим θ1 = 1/2 и перейдем к шагу  7. 
Шаг 7. Вычислим 

.
2
7,

2
7)7,7(

2
1)0,0()( ТТ1

1
12 






=−−−=−= xxx fgradθ  

Шаг 8. Проверим выполнение условия f (х2)  <  f (x1):f (х2) = 0. 
Условие не выполнено, положим θ1 = 1/4 и перейдем к шагу 7. 

Шаг 7. Вычислим 

.
4
7,

4
7)7,7(

4
1)0,0()( ТТ1

1
12 






=−−−=−= xxx fgradθ  

Шаг 8. Проверим выполнение условия  
f (х2)  <  f (x1):     f (х2) =−12,25 < 0. 

Условие  выполнено, перейдем к шагу 9. 
Шаг 9. Проверим  выполнение условий  

2
1 ε<−+ vv xx , 2

1 )()( ε<−+ vv ff xx . 

Эти условия не выполняются. Положим k = 2 и перейдем к шагу 3. 
Итерация 2. Шаг 3. Вычислим Т2 )75,1;75,1()( −=xfgrad . 
Шаг 4. Проверим выполнение критерия остановки  

1,0<)75,1()75,1()( 1
222 =+−= εxfgrad . 

Критерий не выполнен, перейдем к шагу 5. 
Шаг 5. Проверим выполнение неравенства k ≥N: k =2 ≥N = 4. Нера-

венство не выполнено, перейдем к шагу 6. 
Шаг 6. Зададим величину шага θ2=1/4. 

Шаг 7. Вычислим Т2
2

23 )75,1;75,1()( =−= xxx fgradθ − =− Т)75,1;75,1(
4
1

Т)3125,1;1875,2(= . 
Шаг 8. Проверим выполнение условия f (х3) < f (x2): 

f (х3) = −13,398 < −12,25 =  f(x2). 
Условие выполнено, перейдем к шагу  9. 

Шаг 9. Проверим  выполнение условий  

2
1 ε<−+ vv xx , 2

1 )()( ε<−+ vv ff xx . 

Эти условия не выполняются. Положим k = 3 и перейдем к шагу 3. 
Итерация 3. Шаг 3. Вычислим Т3 )4375,0;3125,1()( −=xfgrad . 
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Шаг 4. Проверим выполнение критерия остановки  

1,0<)4375,0()3125,1()( 1
223 =+−= εxfgrad . 

Критерий не выполнен,  перейдем к шагу 5. 
Шаг 5. Проверим  выполнение неравенства k ≥N:  k = 3 <N = 4. Усло-

вие не выполнено, перейдем к шагу 6. 
Шаг 6. Зададим величину шага θ3=1/4. 
Шаг 7. Вычислим Т3

3
34 )2031,1;5156,2()( =−= xxx fgradθ . 

Шаг 8. Проверим выполнение условия  
f(х4) < f(x3):f(х4) ≈−13,77<−13,398= f(x3). 

Условие выполнено, перейдем к шагу 9. 
Шаг 9. Проверим  выполнение условий  

2
1 ε<−+ vv xx , 2

1 )()( ε<−+ vv ff xx . 

Эти условия не выполняются. Положим k = 4 и перейдем к шагу 3. 
Итерация 4. Шаг 3. Вычислим Т4 )328,0;7657,0()( −=xfgrad . 
Шаг 4. Проверим выполнение критерия остановки  

1,0<)328,0()7657,0()( 1
224 =+−= εxfgrad . 

Критерий не выполнен, перейдем к шагу 5. 
Шаг 5. Проверим выполнение неравенства k ≥N: k =4=N=4. Неравен-

ство выполнено, расчет окончен: 
х* = х4=(2,5156;  1,2031)Т,         f*= f(х4) ≈−13,77. 

Алгоритм метода наискорейшего спуска. 
Шаги 1-5 алгоритма метода наискорейшего спуска совпадают с ша-

гами 1-5 метода градиентного спуска.  
Шаг 6. Вычисляем шаг kθ  из условия )(min)(

0

kkk
k

k lflf ⋅+=⋅+
≥

θθ
θ

xx . 

Шаг 7. Находим )(1 k
k

kk fgrad xxx θ−=+ .  
Шаг 8. Проверяем условия 2

1 ε<−+ vv xx , 2
1 )()( ε<−+ vv ff xx : 

а) если оба условия выполнены при 1−= kv  и kv = , то задача реше-
на: kx  требуемое приближение к оптимальному плану.  

б) если хотя бы одно из указанных условий не выполняется, то пола-
гаем k = k + 1 и переходим к шагу 3. 

Пример 2. Методом наискорейшего  спуска найти минимум функции 
2121

2
2

2
1 772)( xxххxxхf −−++= . 

Решение. Итерация 1. Шаг 1. Зададим Т1 )0,0(=x , константы оста-
новки 1,021 == εε  и предельное число итераций N = 4. Найдем градиент 
функции в произвольной точке Т

1221 )74,72()( −+−+= ххххfgrad x . 
Шаг 2. Положим  k = 1. 
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Шаг 3. Вычислим Т1 )7,7()( −−=xfgrad . 
Шаг 4. Проверим выполнение критерия остановки  

1,0<4949)( 1
1 =+= εxfgrad . 

Критерий не выполнен, перейдем к шагу 5. 
Шаг 5. Проверим выполнение неравенства   k ≥N:    k = 1 ≥N = 4. 

Неравенство не выполнено, перейдем к шагу 6. 
Шаг 6. Вычисляем шаг 1θ  из условия )(min)( 11

0

1
1

1 lflf ⋅+=⋅+
≥

θθ
θ

xx . 

Найдем ТТТ11 )7,7()7,7()0,0()( θθθθ =−−−=− xx fgrad . Рассмотрим 
функцию  Ф (θ) = )( 11 lf ⋅+θx = 98(2θ 2 − θ).     Ф′(θ) = 98(4θ −1).       Ф′(θ) = 0  
при  θ  = 0,25. При этом значении θ  функция Ф (θ) достигает минимума. 

Шаг 7. Находим  







=−−−=−=

4
7,

4
7)7,7(

4
1)0,0()( ТТ1

1
12 xxx fgradθ . 

Шаг 8. Проверяем условие 2
1 ε<−+ vv xx , 2

1 )()( ε<−+ vv ff xx . Усло-
вия не выполняются, полагаем  k = 2 и переходим к шагу 3. 

Итерация 2. Шаг 3. Вычислим Т2 )75,1;75,1()( −=xfgrad . 
Шаг 4. Проверим выполнение критерия остановки 

1,0<)75,1()75,1()( 1
222 =+−= εxfgrad . 

Критерий не выполнен,  перейдем к шагу 5. 
Шаг 5. Проверим выполнение неравенства k ≥N:   k = 2 ≥N = 4. 

Неравенство не выполнено, перейдем к шагу 6. 
Шаг 6. Вычисляем шаг 2θ  из условия ).(min)( 22

0

2
2

2 lflf ⋅+=⋅+
≥

θθ
θ

xx

Найдем Т22 )75,175,1;75,175,1()( θθθ −+=− xx fgrad .  
Рассмотрим функцию  

Ф(θ) = )( 22 lf ⋅+θx  =  
16
9  (1 +θ)2 + 

8
49 (1 −θ)2 + 

+ 
16
49 (1 −θ 2) − 

2
49  =

16
49  (2θ 2 − 3θ − 4) , 

Ф′(θ) =
16
49 (4θ −3).     Ф′(θ) = 0    при    θ  = 0,75. 

При этом значении θ  функция Ф (θ) достигает минимума. 
Шаг 7. Находим ТТ2

2
23 )75,1;75,1(75,0)75,1;75,1()( −−=−= xxx fgradθ = 

( )Т4375,0;0625,3= .  
Шаг 8. Проверяем условия 2

1 ε<−+ vv xx , 2
1 )()( ε<−+ vv ff xx . Усло-

вия не выполняются, полагаем k = 3 и переходим к шагу 3. 
Итерация 3. Шаг 3. Вычислим Т3 )1875,2;4375,0()( −−=xfgrad . 
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Шаг 4. Проверим выполнение критерия остановки  

1,0<)1875,2()4375,0()( 1
222 =−+−= εxfgrad . 

Критерий не выполнен, перейдем к шагу 5. 
Шаг 5. Проверим выполнение неравенства k ≥N:  k  = 3 ≥N = 4. Нера-

венство не выполнено, перейдем к шагу 6. 
Шаг 6. Вычисляем шаг 3θ . Найдем 

Т33 )1875,24375,0;4375,00625,3()( θθθ ++=− xx fgrad . 

Рассмотрим функцию  

Ф (θ) = )( 33 lf θ+x = 
256
49 (56θ 2 − 34θ −70), 

Ф′(θ) = 
256
49 (112θ −34).   Ф′(θ) =0   при   θ  ≈ 0,3. 

При этом значении  θ  функция Ф (θ)  достигает минимума. 
Шаг 7. Находим −=−= Т3

3
34 )4375,0;0625,3()(grad xxx fθ

( )ТТ 09,1;19,3)1875,2;4375,0(3,0 =−− .  
Шаг 8. Проверяем условие 2

1 ε<−+ vv xx , 2
1 )()( ε<−+ vv ff xx . Усло-

вия не выполняются, полагаем k =  4 и переходим к шагу 3. 
Итерация  4. Шаг 3. Вычислим Т4 )55,0;47,0()( =xfgrad . 
Шаг 4. Проверим выполнение критерия остановки 

1,0<)55,0()47,0()( 1
224 =+= εxfgrad . 

Критерий не выполнен,  перейдем к шагу 5. 
Шаг 5. Проверим выполнение неравенства k ≥N: k =4 ≥N=4. Неравен-

ство выполнено. Расчет окончен: х* = х4 = (3,19; 1,09)Т. f*= f(х4) ≈−13,93.  
2. Метод Ньютона. В градиентных методах для определения 

направления убывания функции использовалась линейная часть разложе-
ния функции в ряд Тейлора. Если же использовать квадратичную часть 
разложения Тейлора, то она аппроксимирует функцию гораздо точнее, чем 
линейная. Следовательно, методы, основанные на квадратичных аппрок-
симациях, сходятся быстрее, чем методы первого порядка. 

Метод Ньютона применяется для безусловной минимизации вы-
пуклых дважды дифференцируемых функций. 

Пусть задано некоторое приближение х1. Если известно k -е при-
ближение хk, то приближение хk+1 определим следующим образом: 

хk+1= хk+θk⋅ lk. 
Здесь kk

k bAl −= , где xfb k
k ∂∂= /)(x , 22 /)( xfA k

k ∂∂= x ; шаг kθ удовлетворя-
ет неравенствам 10 ≤≤ kθ . Вектор kk

k bAl 1−−=  называется направлением 
Ньютона. 
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Если kl − направление Ньютона, шаг 1≡kθ , то метод называется 
методом Ньютона. Если шаг выбираем из условия 

)(min)( 1

0

1
kk

k
kk

k bAxfbAxf −

≥

− −=− θθ
θ

, то метод называется методом Нью-
тона–Рафсона. 

Метод Ньютона обычно применяется на завершающем этапе вы-
числений, при этом начальное приближение находят при помощи методов, 
использующих первые производные. 

Алгоритм метода Ньютона. Задаем начальное приближение 1x , 
константу остановки 0>ε , предельное число итераций N. Пусть k -е при-
ближение kx  найдено. Опишем итерацию метода. 

Шаг 1. Проверяем условие Nk ≥ . Если оно выполнено, то kx  может 
рассматриваться как приближение минимума. В противном случае перехо-
дим к шагу 2. 

Шаг 2. Вычисляем k
k bfgrad =)(x  и матрицу вторых производных

k
k Axf =∂∂ 22 /)(x . 
Шаг 3. Вычисляем матрицу 1−

kA . 
Шаг 4. Определяем kk

k bAl 1−−=  и полагаем kkk
kk bA 11 −+ −= θxx , где 

1≡kθ  (метод Ньютона). 
Шаг 5. Проверяем условия εε <−<− ++ )11 ()(, vvvv ff xxxx . Если оба 

условия выполнены при 1−= kv  и kv = , то решение задачи завершено: 1+kx - 
требуемое приближение к оптимальному плану. Если хотя бы одно из 
условий не выполнено, переходим к шагу 1. 

Пример 3. Сделать одну итерацию методом Ньютона в примере 1, 
взяв в качестве начальной точки приближение, полученное методом 
наискорейшего спуска. 

Решение. Шаг 1. В примере 1 получено х* = (3,19; 1,09)Т. Возьмем 
эту точку в качестве х1. 

Шаг 2. Вычислим Т1 )55,0;47,0()( =xfgrad  и матрицу вторых про-

изводных 1
212 /)( Axf =∂∂ x . Получим 








=

41
12

1A . 

Шаг 3. Вычислим  матрицу 







−

−
=−

21
14

7
11

1A . 

Шаг 4. Определим Т
1

1
1

1 )09,0;056,0( −−=−= − bAl  и полагаем 
Т

1
1

1
12 )00,1;134,3(=−= − bAxx . Расчет окончен: х* = х2 = (3,134; 1,00)Т. 

f*= f(х2) ≈−13,98. 
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3. Задания для лабораторной работы 
 

Задание 1. Решить задачи градиентным методом (методом гради-
ентного спуска (подъема)), начиная оптимизационный процесс с указанной 
точки 0x  и сопровождая решение графической иллюстраций. 

1. min244 21
2
2

2
1 →−−+= xxxxf , )3,1(0 =x . 

2. min2222 21
2
2

2
1 →−−+= xxxxf , )8,2(0 =x . 

3. min2046 21
2
2

2
1 →+−−+= xxxxf , )1,1(0 =x . 

4. max51010 2
221 →−+= xxxf , )0,0(0 =x . 

5. max55 2
2

2
121 →−−+= xxxxf , )0,0(0 =x . 

6. max1364 2
121 →−−+= xxxf , )2,1(0 =x . 

7. max2285 2
2

2
121 →−−+= xxxxf , )1,3(0 =x . 

8. max22 1
2
2

2
1 →−+= xxxf , )0,0(0 =x . 

9. max2268 2
2

2
121 →−−+= xxxxf , )1,2(0 =x . 

10. min244 21
2
2

2
1 →−−+= xxxxf , )1,1(0 =x . 

11. max48 2
2

2
121 →−−+= xxxxf , )2,1(0 =x . 

12. min2222 21
2
2

2
1 →−−+= xxxxf , )1,1(0 =x . 

13. min2046 21
2
2

2
1 →++−+= xxxxf , )0,0(0 =x . 

14. max51010 2
221 →−+= xxxf , )1,1(0 =x . 

15. min55 2
2

2
121 →−−+= xxxxf , )0,1(0 =x . 

Задание 2. Решить задачи задания 1 методом наискорейшего подъ-
ема (спуска). 

Задание 3. Сделать одну итерацию методом Ньютона в задании 1, 
взяв в качестве начальной точки приближение, полученное градиентным 
методом.  
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