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ВВЕДЕНИЕ 

 
Настоящее учебное издание «Математический анализ. Диффе-

ренциальное и интегральное исчисление функции многих перемен-

ных» является продолжением опубликованных раннее учебных изда-

ний «Математический анализ. Введение в анализ. Производная», «Ма-

тематический анализ. Применение дифференциального исчисления. 

Интегральное исчисление функции одной переменной» и предназначе-

но для студентов второго курса заочного отделения математического 

факультета. В этой части содержится теоретический материал, кото-

рый обычно изучается на втором курсе заочного отделения и включает 

в себя следующие разделы: «Понятие функции нескольких перемен-

ных», «Дифференцируемость функции нескольких переменных», «Ло-

кальный экстремум», «Неявные функции», «Двойной интеграл», 

«Тройной интеграл», «Применение двойных и тройных интегралов». 

Курс лекций написан в соответствии с учебным планом по математи-

ческому анализу для специальности 1-02 05 03-02 «Математика. Ин-

форматика». Материал излагается в простой, доступной для самостоя-

тельного изучения форме. Приводится большое количество примеров, 

которые способствуют более основательному, осмысленному изуче-

нию теоретического материала, а также будут полезны при решении 

контрольной работы за III семестр. 

Данный курс лекций будет полезен также студентам очного от-

деления, занимающимся на математическом и физическом факульте-

тах. 

В конце данного издания приведен список основной и дополни-

тельной литературы, необходимой для изучения вышеназванных раз-

делов  математического анализа.  
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I. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

§ 1.1. ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ  

ПЕРЕМЕННЫХ 
 

1. Понятие n – мерного евклидова пространства 
 

Будем называть  n-мерной точкой М упорядоченную сово-

купность n действительных чисел (х1, х2, …, хn). Сами числа 

х1, х2, …, хn называются координатами точки М(х1, х2, …, хn). Множест-

во всевозможных n-мерных точек называется n - мерным арифме-

тическим (координатным) пространством  A
n
. 

Определение 1. Арифметическое n-мерное пространство A
n
 

называется евклидовым n-мерным пространством, если для любых 

двух точек ),...,,( ''

2

'

1 n
xxxM   и ),...,,( ''''

2
''

1 nxxxM   арифметического про-

странства A
n
  определено расстояние (метрика) по формуле:  

    (М ' , М ́´) = .)(...)()( 2'''2'

2

''

2

2'

1

''

1 nn
xxxxxx    (1) 

Евклидово n-мерное пространство обозначается символом R
n
. 

При n = 1 евклидово пространство R
1
 представляет собой коор-

динатную прямую. Применим формулу (1) для нахождения расстояния 

между точками  M1( x1) и M2( x2): 

 (M1, M2) = 2

21
)( xx  = | x1  x2|. 

При n = 2 евклидово пространство R
2
 представляет собой коор-

динатную плоскость и точки пространства R
2
  это точки координат-

ной плоскости, координаты которых обычно обозначаются (х, у). Рас-

стояние между этими точками M1 (x1, y1) и M2 (x2, y2) находится по 

формуле 
2

12

2

1221
)()(),( yyxxMM  . 

При n = 3 получим знакомое нам координатное пространство, 

точки которого имеют координаты (х, y, z). 

При n > 3 пространство R
n
 уже не имеет геометрической интер-

претации. 

Будем обозначать символом {M} некоторое множество точек n-

мерного евклидова пространства  R
n
. Введем определения некоторых 

важных множеств. 

1. Множество {M} точек пространства R
n
, координаты которых 

удовлетворяют неравенству  (M, M0)  R (R  0) или 
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222
11 )()( 00 Rxxxx nn   , где точка M0 ),...,,( 000

21 nxxx   некото-

рая фиксированная точка множества {M}, а точка М(х1, х2, …, хn)  

произвольная точка этого множества, называется n-мерным замкну-

тым шаром радиуса R с центром в точке M0. 

Множество {M} точек пространства R
n
, удовлетворяющее стро-

гому неравенству  (M, M0) < R, называется открытым n-мерным 

шаром. 

Так, в пространстве R
3
 это множество является шаром радиуса 

R с центром в точке M0(x0, y0, z0). В пространстве R
2
  кругом радиуса R 

с центром в точке M0(x0, y0). В пространстве R
1
  отрезком длинной 2R 

с серединой в точке M0(x0). 

2. Множество {M} точек пространства R
n
, удовлетворяющих 

равенству  (M, M0) = R, называется n – мерной сферой радиуса R с 

центром в точке M0. 

3. Множество {M} точек пространства R
n
, координаты которых 

удовлетворяют неравенствам nnn dxxdxx  00 ,,111  , (di   0, i = 

1, 2, …,n) называется n-мерным координатным параллелепипедом. 

При этом точка 0M ),...,,( 000
21 nxxx  называется центром этого паралле-

лепипеда. 

Если координаты множества {M} удовлетворяют строгим  не-

равенствам 
nnn

dxxdxx  00 ,,
111
 , то множество {M} называется 

открытым n-мерным координатным параллелепипедом. 

4.  - окрестностью точки M0 пространства R
n
 называется от-

крытый n-мерный шар с центром в точке M0 и радиусом равным  . 
5. Прямоугольной окрестностью точки M0 пространства R

n
 

называется открытый n-мерный координатный параллелепипед с цен-

тром в точке M0. 

Пусть {M} некоторое множество точек n-мерного евклидова 

пространства  R
n
. Введем следующие понятия. 

1. Точка M множества {M} называется внутренней точкой это-

го множества, если существует   – окрестность этой точки, принад-

лежащая множеству {M}. 

2. Точка А называется предельной точкой  множества {M}, ес-

ли в любой    - окрестности точки содержится хотя бы одна точка это-

го множества, отличная от А. 

3. Точка А называется граничной точкой множества {M}, если 

любая  - окрестность этой точки содержит как точки, принадлежащие 

множеству {M}, так и точки, не принадлежащие ему. 

4. Множество {M} называется открытым множеством, если  

любая точка этого множества внутренняя. 
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5. Если все граничные точки множества {M} принадлежит это-

му множеству, то множество {M} называется замкнутым. 

Можно дать определение, эквивалентное приведенному выше: 

если все предельные точки множества {M} принадлежит этому множе-

ству, то множество {M} называется замкнутым. 

6. Если множество {M} является открытым множеством, то 

множество  M , полученное присоединением к {M} всех граничных 

точек этого множества, называется замыканием множества {M}. 

7. Множество {M} называется ограниченным, если существу-

ет такое действительное число R > 0, что все точки множества лежат 

внутри шара RM ),0( . 

8. Множество {M} называется компактным, если оно ограни-

чено и замкнуто. 

9. Непрерывной кривой L в пространстве R
n
 называется мно-

жество {M}  точек этого пространства, координаты  х1, х2, …, хn  кото-

рых представляют собой непрерывные функции параметра t: 

).,(),(,),(),(
2211

  ttxtxtx
nn

  

10. Множество {M} пространства R
n
  называется связным, ес-

ли две любые его точки можно соединить непрерывной кривой, все 

точки которой принадлежат этому множеству. 

11. Областью называют открытое и связное множество. 

 

2. Предел последовательности точек пространства R
n 

 

Рассмотрим последовательность точек }{ kM  пространства R
n
. 

Понятие последовательности точек n-мерного евклидова пространства 

вводится аналогично понятию последовательности точек числовой 

прямой (пространства R
1
) (определение 1, § 2.1, гл. II, [9]). 

Определение 2. Точка  A  R
n
  называется пределом последо-

вательности }{ kM , если для любого действительного числа   > 0 

найдется такое натуральное число K, что для любого элемента по-

следовательности с номером k  K выполняется неравенство  

                                         ),( AM k .   (2) 

Последовательность, имеющую предел, называют сходящейся. 

Обозначение: AM k

k



lim , или kM   А при k  . 

Докажем следующую лемму. 

Лемма 1. Рассмотрим последовательность точек }{ kM  евк-

лидова пространства R
n
. Пусть 

)()(

2

)(

1
,,,

k

n

kk
xxx   - координаты точки 
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 kk MM  , а1, а2, …, аn  координаты точки A. Тогда, для того, что-

бы последовательность }{ kM  сходилась к точке A, необходимо и 

достаточно, чтобы числовые последовательности 

     )()(
2

)(
1 ,,,

k
n

kk
xxx  , составленные из координат точек kM ,  схо-

дились соответственно к числам а1, а2, …, аn. 

Доказательство. 

Необходимость. Пусть АM k }{ , тогда для любого действи-

тельного    > 0 найдется такое натуральное число K, что для любого 

номера  k  K выполняется неравенство   ),( AM k
 или  

 2)(2

2

)(

2

2

1

)(

1
)()()(

n

k

n

kk
axaxax  . 

Тогда справедливо неравенство 


1

)(

1
ax

k
 2)(2

2

)(

2

2

1

)(

1
)()()(

n

k

n

kk
axaxax  . 

Следовательно,  для любого  > 0 найдется такое натуральное 

K, что для любого номера k  K  выполняется неравенство 

 1

)(

1 ax
k

 , т.е. последовательность  )(
1

k
x  сходится к числу а1. 

Аналогично доказывается сходимость последовательностей 

 )(
2

k
x , …,  )(k

nx  к числам а1, а2, …, аn соответственно. 

Достаточность. Пусть   i
k

i ax 
)(

, i = 1, … , n. Значит, суще-

ствуют такие числа Ki, что при k  K, где K = max {K1, K2,, …, Kn), вы-

полняются неравенства 

n
ax

k 


1

)(

1
, …,  

n
ax

n

k

n




)(
. 

Получаем, 

),( AM
k

  2)(2

2

)(

2

2

1

)(

1
)()()(

n

k

n

kk
axaxax    

.
222





nnn

   

Таким образом, доказали, что последовательность  }{ kM   сходится к 

точке A(а1, а2, …, аn).  

Теорема 2 (критерий Коши). Для того, чтобы последователь-

ность }{ kM  точек n-мерного евклидова пространства сходилась, не-

обходимо и достаточно, чтобы для любого   > 0 существовал такой 

номер K, что для любых k  K  и для всех натуральных чисел p выпол-

нялось неравенство 
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                                     ),( kpk MM . (3) 

Доказательство.  

Необходимость. Пусть последовательность }{ kM  сходится, 

следовательно, сходятся числовые последовательности 

     )()(
2

)(
1 ,,,

k
n

kk
xxx  . Значит, для этих последовательностей вы-

полняется критерий Коши сходимости числовых последовательностей 

(теорема 3, § 2.4. [9]), т. е. для любого   > 0, существуют такие нату-

ральные числа K1, K2,, …, Kn, что для любого k  K, где 

K = max {K1, K2,, …, Kn), и для любого натурального p выполняются 

неравенства: 
n

xx
k

i

pk

i




 )()(
,   i = 1, … , n. 

Найдем ),( kpk MM   = 2

1

)()(
)(






n

i

k

i

pk

i
xx  < n

n

2


= , значит, 

выполняется неравенство (3). Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть выполняется неравенство (3). Тогда, для  

любого   > 0 существует такое натуральное число K, что для любых 

номеров k  K и любого натурального p выполняются неравенства 

,)()()( 2)()(2)(

2

)(

2

2)(

1

)(

1

)()(


 k

n

pk

n

kpkkpkk

i

pk

i
xxxxxxxx   

i = 1, … , n. Значит,  последовательности )(k

i
x   фундаментальные, а, 

следовательно, сходятся. Тогда и последовательность }{ kM является 

сходящейся.  

Последовательность точек пространства R
n
, удовлетворяющая 

критерию Коши, называется фундаментальной. 

Замечание. Если последовательность }{ kM  принадлежит 

замкнутому множеству {M}, то и предел этой последовательности 

также принадлежит этому множеству. Действительно, в любой окрест-

ности точки А имеются элементы последовательности }{ kM , т.е. точки 

множества {M}. Следовательно, точка А является или внутренней, или 

граничной точкой множества  {M}, а, так как данное множество замк-

нуто, то А  принадлежит этому множеству.  

Пример 1. Найти предел последовательности }{ kM ,  где 

)
1

,(
k

kM k
k . 

Решение. 

Для нахождения предела последовательности }{ kM , находим 
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пределы  k

k
k


lim  и 

kk

1
lim


. 

 Очевидно, что 0
1

lim 
 kk

. 

 Рассмотрим k

k
k


lim . 

k

k
k

k

k

k

k

keek
ln

limln
1

limlim 


 = е
0 = 1. 

(Для нахождения предела 
k

k

k

ln
lim


 воспользуемся правилом Лопиталя 

для функции :
ln

x

x
y   

x

x
x

ln
lim


 = 

'

'

)(

)(ln
lim

x

x
х 

= 0
1

lim 
 xх

. Тогда, по опре-

делению предела функции по Гейне, получаем, что .0
ln

lim 
 k

k
k

)  

Воспользовавшись леммой 1, получим, что  ).0,1(lim AM
k

k



 

 

3. Понятие функции нескольких переменных 
 

Введем понятие функции n-переменных. 

Определение 3. Если каждой точке M из множества {M} то-

чек пространства R
n
 ставится в соответствие по некоторому закону 

действительное число u из множества {u}, то говорят, что на мно-

жестве {M} задана функция u = u (M)  или  u = f (M). 

При этом множество {M} называется областью определения 

функции u = f (M). Обозначение: D (u) или D (f). 
Число u, соответствующее точке M, будем называть значением 

функции u (M) в точке M. Множество {u} всех значений функции на-

зывается множеством значений функции u = u (M). Обозначение: 

E (u) или E(f). 

Так как точка M пространства R
n
 определяется координатами 

х1, х2, …, хn, то для функции u = u (M) используется также обозначение 

u = u (х1, х2, …, хn). 

Замечание 1. В пространстве R
1
 (координатная прямая) поня-

тие функции соответствует понятию функции одной переменной 

y = y (x) или y = f (x), которая изучалась ранее. 

Замечание 2. В пространстве R
2
 (координатная плоскость) за-

дается функция двух переменных z = z (x, y) или z = f (x, y). 

Для функции двух переменных можно ввести понятие графика 

функции. Графиком функции z = f (x, y) называют множество точек 

пространства R
3
 , которые имеют координаты (x, y, f (x, y)). 
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Замечание 3. В пространстве R
3
  (координатное пространство) 

задается функция трех переменных u = f (x, y, z).  

Рассмотрим примеры функций двух и трех переменных 

1. u = x
2
 + y

2
 + z

2
. Областью определения данной функции явля-

ется множество всех точек пространства R
3
, т.е. D (u) = R

3
.   E(u) = [0, + 

). 

2. u = ln xyz. 

D (u) – множество точек пространства, координаты которых 

удовлетворяют неравенству xyz > 0. 

E(u) = (,  + ). 

3. 224 yxz  .Область определения этой функции задается 

неравенством  4  x
2
  y

2 
 0 или x

2
 + y

2
   4. Это круг с центром в нача-

ле координат и радиусом 2. E(u) = [0, 2]. 

4. 
4

1
22 


yx

z .Область определения задается неравенством 

x
2
 + y

2
  4 > 0 или x

2
 + y

2
 > 4. Это часть плоскости вне круга радиуса 2 с 

центром в точке 0.  E(u) = (0, + ). 

5. )cos( 22 yxu  . Область определения функции задается 

неравенством: cos (x
2
 + y

2
)  0 или  неравенством 

kyxk 





2
2

2
2

22  . 

Это система концентрических колец с центром в точке O (0, 0) 

и радиусами k


2
2
  (рис. 1.1). Множество значений  отрезок [0, 1]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5

2
 

х

у

Рис. 1.1. 

3

2
 

2
  

0
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4. Предел функции n - переменных 
 

Рассмотрим функцию u = f  (M), определенную на множестве 

{M}, M (х1, х2, …, хn)  R
n
  и точку A (а1, а2, …, аn)  – предельную точку 

множества {M}. 

Определение 4. Число b называется предельным значением 

функции    u = f(M) в точке A (или пределом функции f (M) при  M  A), 

если для любой сходящейся к A последовательности {M
k
}  точек мно-

жества {M} (M
k
   A) соответствующая ей последовательность зна-

чений функции f  (M k) сходится к b. 

Приведенное определение называется определением предела 

функции на языке последовательностей. Сформулируем определение 

предела функции на языке «» 

Определение 5. Число b называется предельным значением 

функции u = f (M) в точке A, если для любого действительного числа 

 > 0 можно найти такое действительное число  > 0, что для всех 

точек M из области определения функции u = f (M), удовлетворяющих 

условию 0 <  (M, A) < , выполняется неравенство: 

| f  (M)  b| < . 

Замечание. Можно доказать, что определения 4 и 5 эквива-

лентны. 

Обозначение: 
AM 

lim f (M) = b  или  .),,(lim
1

........
11

bxxf
n

ax

ax

nn






  

Дадим определение предела функции в бесконечной точке. 

Определение 6. Число b называется предельным значением 

функции f (M) при M  , если для любого   > 0 найдется такое К > 0, 

что для любой точки M из области определения функции f (М), удов-

летворяющей неравенству  (O, M)  > К,  выполняется неравенство 

| f  (M)  b| < . 
Для предела функции от нескольких переменных справедливы 

все свойства и теоремы аналогичные свойствам и теоремам сформули-

рованным для предела функции одной переменной (см.[9] гл.III, § 3.2.). 

Замечание. Предел функции u = f (M) в точке A существует, 

если его значение не зависит от пути, по которому точка M стремится к 

точке A. 

Теорема 3. Пусть  
AM 

lim f (M) = b,  
AM 

lim g (M) = c. Тогда 

1.   )(lim)(lim)()(lim MgMfMgMf
AMAMAM 

 . 

2. )(lim)(lim)()(lim MgMfMgMf
AMAMAM 

 . 
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3. 
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

Mg

Mf

Mg

Mf

AM

AM

AM






 ,  0)(lim 


Mg

AM
. 

Теорема 4. Если 
AM 

lim f (M) = b, и b < 0 (b > 0),  то существует 

окрестность точки A,  в которой выполняется неравенство f (M) < 0 

(f (M) > 0). 

Определение 7. Функция f(M) называется бесконечно малой в 

точке A, если 
AM 

lim f (M) = 0. 

Теорема 5. Если 
AM 

lim f (M) = b, то функция  (M) = f  (M)  b 

является бесконечно малой в точке A. 

Сравнение бесконечно малых функций производится так же, 

как и в случае функции одной переменной. Для бесконечно малых 

функций нескольких переменных справедливы свойства, аналогичные 

свойствам бесконечно малых функций одной переменной. 

Теорема 6 (критерий Коши). Для того, чтобы функция f (M) 

имела конечное предельное значение в точке  A, необходимо и доста-

точно, чтобы для любого   > 0  существовало такое   > 0, что для 

всех точек MиM   из области определения функции удовлетворяю-

щих неравенствам   ),(0,),(0 MAMA , выполнялось 

неравенство 

  ))(),(( MfMf . 

Повторные пределы функции. Для функции многих пере-

менных вводится понятие повторного предела, т. е. предела, при кото-

ром изменяется только одна переменная, а остальные остаются фикси-

рованными. 

Рассмотрим это понятие на примере функции двух переменных 

u = f (x, y). 

Пусть эта функция определена в прямоугольной окрестности  

Q = {|x  x0| < d1, |y  y0| <  d2} точки М0 (х0, у0) за исключением, может 

быть, самой точки М0. 

Зафиксируем переменную y, удовлетворяющую неравенству 

0 < |y  y0| <  d2. Тогда функцию f  (x, y) можно рассматривать как функ-

цию от одной переменной x. Пусть для любого зафиксированного та-

ким образом значения y, существует предел )(),(lim
0

yyxf
xx




. 

Пусть также существует by
yy




)(lim
0

 . 

Тогда говорят, что в точке М0 (х0, у0)  существует повторный 
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предел функции f (x, y) и пишут  .),(limlim
00

byxf
xxyy




 

Аналогично определяется предел byxf
yyxx




),(limlim
00

. 

Теорема 7. Пусть функция u = f (x, y) определена в некоторой 

прямоугольной окрестности |x  x0| < d1, |y  y0| <  d2   точки M0 (x0, y0) и 

имеет в этой точке предельное значение b. Пусть, кроме того, для 

любого фиксированного значения х, такого что 0 < |x  x0| < d1  суще-

ствует предел  (x) = ),(lim
0

yxf
yy

, и для любого фиксированного у,  

0 < |y  y0| <  d2, существует  (х) = ),(lim
0

yxf
xx

 Тогда существуют по-

вторные пределы функции и справедливо равенство 

byxfyxf
yyxxxxyy




),(limlim),(limlim
0000

. 

Пример 2. Найти пределы: 

а)  
yx

yx

y
x

1
sin

1
sin)(lim

0
0






;          б) xyx

y
x

xy 





2

2

2
0

)1(lim . 

 

Решение. 

а) Так как (x + y)  0, при x  0 и у  0, а 
yx

1
sin

1
sin  ограни-

ченная функция, то  
yx

yx

y
x

1
sin

1
sin)(lim

0
0






 = 0 ([9], гл.III, § 3.2, п.3). 

б) Под знаком предела стоит неопределенность 1

. Преобразу-

ем выражение, стоящее под знаком предела. 

xyx

xy

xyxyx xyxy














2

2

2
12

)1()1( . 

Тогда 

xyx

y
x

хy 





2

2

2
0

)1(lim = 
xyx

xy

xy

y
x

y
x

xy


















2

2
0

2
lim

1

2
0

)1(lim . 

Найдем 












xy

y
x

xy

1

2
0

)1(lim . Введем новую переменную: z = xy.  Так 

как ху  0 при х  0 и у  2, то 

ezxy z

z

xy

y
x







1

0

1

2
0

)1(lim)1(lim . 
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Найдем 2
2

lim
0

02
lim

2
02

2
0

















 yx

y

xyx

xy

y
x

y
x

. 

Значит, 2

2

2
0

2

)1(lim exy xyx

y
x

 




. 

Пример 3.   Доказать, что 
22

22

0
0

lim
yx

yx

y
x 






 не существует. 

 

Решение. 

Если функция f (M) имеет предел в точке О, то значение преде-

ла не зависит от пути, по которому точка M стремится к точке O (0, 0). 

Пусть точка M (x, y)  O (0, 0)  по прямой  y = kx.   

),(),( kxxfyxf   = 
222

222

xkx

xkx




 = 

2

2

1

1

k

k




, 

и 

2

2

2

2

0

022

22

0
0 1

1

1

1
limlim

k

k

k

k

yx

yx

y

x

kxy

y
x 






















. 

Величина этого предела зависит от углового коэффициента 

прямой y = kx, т.е, величина предела зависит от пути по которому точ-

ка M стремится к точке O, а значит предел не существует. 

 

5. Непрерывность функции n – переменных 
 

Пусть точка A (а1, а2, …, аn)  внутренняя точка области опре-

деления функции u = f (M). 

Определение 8. Функция u = f (M) называется непрерывной в 

точке A, если предел функции в точке А существует и равен значению 

функции в этой точке, т.е. 

                                     
AM 

lim f (M) = f (A). (4) 

Точки, в которых равенство (4) не выполняется, называются 

точками разрыва функции. 

Определение 9. Функция u = f (M) называется непрерывной на 

некотором множестве {M}, если она непрерывна в каждой точке 

этого множества. 

Назовем полным приращением функции u = f (M) в точке A (а1, 

…, аn) разность 

u = f (M)  f (A), 
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где M(х1, х2, …, хn) – произвольная точка из области D(f) определения 

функции. 

Обозначим через 
111

axx  , …, 
nnn

axx    приращения 

аргументов функции u = f (M), тогда приращение функции в точке А 

можно задать в виде u = ),,(
11 nn

xaxaf     f  (а1, а2, …, аn). 

Очевидно, что для непрерывности функции необходимо и дос-

таточно, чтобы 0lim 


u
AM

. 

Частным приращением функции f (M) по аргументу xi в точке 

M называется разность  

u
ix  = f (х1, х2, …, xi + xi, …, хn)   f (х1, х2, …,xi, …, хn) . 

Таким образом, частное приращение функции u
ix   это приращение, 

при котором изменяется только переменная xi, а все остальные пере-

менные остаются неизменными. 

Определение 10. Функция u = f (M) называется непрерывной в 

точке M по переменной xi, если выполняется равенство 

0lim
0




u
i

i

x
x

. 

Пример 4. Доказать, что функция  














0,0

,0,

24

24

24

2

yx

yx
yx

yx

u  

непрерывна в точке O(0, 0) по переменным x и y, но не является непре-

рывной в точке O(0, 0) в смысле определения 8. 
 

Решение. 

Докажем, что функция непрерывна в точке О по переменной х, 

для этого найдем частное приращение функции в точке О по этой пе-

ременной  

)0,0(
u

x
 = )0,0( xu    u (0, 0) = u (x, 0)  u (0, 0)  = 

0

0
4

2





x

x
 0 = 0, 

значит, 0lim
0




ux
x

и функция непрерывна в точке O по переменной x. 

Аналогично доказывается, что функция непрерывна по пере-

менной y. 

Можно также доказать, что функция непрерывна на любой 

прямой y = kx. 
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)0,0(0limlimlim
220224

2

024

2

0
f

kx

kx

xkx

kxx

yx

yx
xx

kxy
x










 



. 

Докажем, что функция не является непрерывной в точке 

O (0, 0). Для этого докажем, что предел функции в этой точке не суще-

ствует, т.е. зависит от пути, по которому точка О стремится в начало 

координат. Рассмотрим предел функции по параболам y = kx
2
.  

24

2

0
0

lim
yx

yx

y
x 



 = 
0

2





x

kxy
 = 

424

22

0
2

lim
xkx

kxx

kxy

x 






 = 

)1(
lim

24

4

0 kx

kx

kxy
x 



 = 

= 
20 1

lim
k

k
x 

 = .
1 2k

k


 

Предел зависит от вида параболы y = kx
2
, значит предел не суще-

ствует и определение 8 не выполняется. Следовательно, точка (0, 0) – 

точка разрыва функции. 

 

6. Основные теоремы о непрерывных функциях  

n – переменных 
 

Сформулируем основные теоремы о непрерывных функциях 

многих переменных. 

Теорема 8 (арифметические свойства непрерывных функций). 

Сумма, разность, произведение и частное двух непрерывных в точке A 

функций, есть функция непрерывная в этой точке (в случае частного 

функция, стоящая в знаменателе дроби,  не равна нулю в точке A). 

Теорема 9 (о сохранении знака непрерывной функции). Если 

функция u = f (M) непрерывна в точке A пространства R
n
  и если 

f (A)  0, то существует такая -окрестность точки A, во всех точ-

ках которой  функция u = f (M) не обращается в нуль и имеет тот же 

знак, что и  f (A). 

Теорема 10 (о прохождении непрерывной функции через лю-

бое промежуточное значение). Пусть функция u = f (M) непрерывна 

на множестве {M}  ({M}  - связное множество из пространства R
n
). 

и  f (A) и f (B) – значения этой функции в точках A и B этого множе-

ства. Пусть c – число лежащее между числами f (A) и f (B). Тогда на 

любой непрерывной кривой, соединяющей точки A и  B и целиком ле-

жащей во множестве {M} найдется такая точка C, что f (C) = c. 

Для непрерывных функций многих переменных справедливы 

теоремы, аналогичные первой и второй теоремам Вейерштрасса об ог-

раниченности функции одной переменной на отрезке и достижении ею 

своей точной верхней и точной нижней граней.  
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Определения ограниченной сверху, снизу, ограниченной на 

множестве {M}  функции  u = f (M) аналогичны соответствующим оп-

ределениям, введенным для функции одной переменной (см. [9], гл. III, 

§3.1, п.2 ). 

Теорема 11 (первая теорема Вейерштрасса). Если функция 

u = f (M) непрерывна на компактном множестве {M}, то она ограни-

чена на этом множестве.  

Теорема 12 (вторая теорема Вейерштрасса). Если функция 

u = f (M) непрерывна на компактном множестве {M}, то она дости-

гает на этом множестве своих точной верхней и точной нижней гра-

ней. 

Введем понятие сложной функции многих переменных. 

Пусть функции 

                             



















)...,,,(

.....................

),...,,,(

),...,,,(

21

2122

2111

mnn

m

m

tttx

tttx

tttx







 (5) 

заданы на множестве {T} пространства R
m
. Тогда каждой точке Т (t1, 

t2, …, tm)  {T} ставится в соответствие с помощью формул (5) точка 

М (х1, х2, …, хn)  {M} пространства R
n
. Пусть на множестве {M}  оп-

ределена функция u = f (х1, х2, …, хn) = f (M). Тогда говорят, что на 

множестве {Т}  т-мерного евклидова пространства определена слож-

ная функция  

u  =  f (1(t1, t2, …, tm), 2(t1, t2, …, tm), …, n(t1, t2, …,tm)). 

Замечание. Для краткости будем обозначать соотношения (5) 

следующим образом: x =  (t), где (х) = (х1, х2, …, хn)  точка простран-

ства   R
n
 , а (t) = (t1, t2, …, tm)  точка пространства   R

т
. Тогда сложную 

функцию  

u = f ( 1(t1, t2, …, tm) ,  2(t1, t2, …, tm) , …,  n(t1, t2, …, tm)) 

можно записать следующим образом:  u = f ( (t)). Справедлива сле-

дующая теорема. 

Теорема 13 (о непрерывности сложной функции). Пусть 

функции х1 =  1(t1, t2, …, tm),  х2 =  2(t1, t2, …, tm), 

 …, хn =  n(t1, t2, …, tm) непрерывны в точке В (t1, t2, …, tm)  R
m
,  

u = f (х1, х2, …, хn) непрерывна в точке A (а1, а2, …, аn)  R
n 

, где 

)...,,,(
21 mii

ttta  . Тогда сложная функция u = f ( (t)) непрерывна в 

точке B. 
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Введем понятие равномерной непрерывности функции мно-

гих переменных. 

Определение 11. Функция u = f (M) называется равномерно 

непрерывной на множестве {M} пространства R
n
, если для любого 

 > 0 найдется такое  > 0, что для любых двух точек M   и M   из 

множества {M}  таких, что   ),( MM  справедливо неравенство  

 )()( MfMf . 

Теорема 14  (о равномерной непрерывности). Непрерывная на 

компактном множестве {M} функция равномерно непрерывна на 

этом множестве. 

Назовем диаметром ограниченного множества {M}  точную 

верхнюю грань чисел ),( MM  , где M   и M   любые точки из мно-

жества {M}. Колебанием функции u = f (M) на замкнутом множестве 

{M} называется разность между точной верхней и точной нижней гра-

ницами этой функции на данном множестве    = sup f (M)  inf f (M). 

Следствие. Если функция f(M) непрерывна на компактном 

множестве {M}, то для любого  > 0  найдется такое  > 0, что на 

каждом принадлежащем множеству {M} замкнутом подмножестве, 

диаметр которого меньше , колебание функции  < . 
 

§ 1.2 ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

1. Частные производные функции  n-переменных 

Пусть функция u = f (х1, х2, …, хn) определена на множестве 

{М}  R
n
. Рассмотрим точку M0 ),...,,( 00

2
0
1 nxxx   внутреннюю точку об-

ласти определения функции и найдем частное приращение функции по 

переменной xi в точке М0: 


ix u = ),...,,,,...,( 00

1
00

1
0
1 niiii xxxxxxf     

 ),...,,,,...,( 00
1

00
1

0
1 niii xxxxxf  . 

Приращение xi выбирается таким образом, чтобы точка  

M ),...,,,,...,( 00
1

00
1

0
1 niiii xxxxxx    

принадлежала области определения функции u. 

Рассмотрим предел 
i

x

x x

u
i

i 



 0
lim . 
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Определение 1. Если предел 
i

x

x x

u
i

i 



 0
lim  существует и конечен, то 

он называется частной производной функции по переменной xi  в 

точке М0. 

Обозначение: '

0

0 ),(,,
)(

ii xx

ii

uМf
x

u

x

Мf









. 

Так как при нахождении частной производной функции по пере-

менной xi все координаты точки М0, за исключением координаты xi, 

фиксированы, то функция u = f (х1, х2, …, хn) рассматривается как 

функция от одной переменной xi. Следовательно, частные производ-

ные функции находятся по тем же правилам, что и производные функ-

ции одной переменной. 

Пример 1. Найти частные производные функции 

u = x
3
 + xy

2
 + xy

2
z в произвольной точке. 

 

Решение. 

Считая y и z постоянными, находим  

u x́  = (x
3
 + xy

2
 + xy

2
z) ́ x  = 3x

2
 + y

2
 + y

2
z. 

Затем, полагая х и z постоянными, находим 

u ý = (x
3
 + xy

2
 + xy

3
z) ́ y = 2xy + 3xy

2
z. 

Полагая х и у постоянными, находим 

 u ź  = (x
3
 + xy

2
 + xy

3
z) ́ z  = xy

3
. 

Пример 2. Найти частные производные функции  

u = 1ln 222  zyx  в точке М (0, 2, 1). 

 

Решение.  

Найдем частные производные функции u = 1ln 222  zyx  в 

произвольной точке 

u x́ = 
1222  zyx

x
,  u x́y= 

1222  zyx

y
, u ź = 

1222  zyx

z
. 

Найдем значение частных производных в точке M(0, 2, 1). 

u x́  (M) = 0,   u ý  (M) = 
3

1
,   u ź  (M) = 

6

1
. 

Замечание. В отличие от функции одной переменной, из суще-

ствования у функции u = f (х1, х2, …, хn) в данной точке частных произ-

водных,  не следует непрерывность функции в данной точке. 
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2. Дифференцируемость функции n-переменных 
 

Рассмотрим функцию u = f (х1, х2, …, хn) определенную на мно-

жестве {М} и точку М (х1, х2, …, хn)  {М}.  

Определение 2. Функция u = f (х1, х2, …, хn)   называется диф-

ференцируемой в точке М, если ее полное приращение в этой точке 

можно представить в виде 

           u = A1 x1 + A2 x2 + … + An xn + 1 x1 + … + n xn, (1) 

где  Ai  некоторые постоянные числа, а функции i  0 при xi   0 

(i = 1, 2, …, n). 

Можно доказать, что 1 x1 + … + n xn =  о( ), где 
22

2

2

1
...

n
xxx  . Поэтому формула (1) может быть также 

записана в виде  

                           u = A1 x1 + A2 x2 + … + An xn + о( ). (2) 

Главная часть приращения функции  u = f (х1, х2, …, хn)  называ-

ется дифференциалом функции в точке М и обозначается  du, т.е. 

                      du = A1 x1 + A2 x2 + … + An xn .  (3) 

Теорема 1. Если функция u = f (х1, х2, …, хn) дифференцируема в 

точке М, то в этой точке существуют частные производные функ-

ции по всем аргументам. 

Доказательство. Рассмотрим частное приращение функции u по 

аргументу xi  в точке М 


ix u =  f (х1, х2, …, xi + xi, … хn)  f (х1, х2, …, хn). 

Так как функция дифференцируема в точке M, то приращение 


ix u можно найти по формуле (1), где приращения всех аргументов, за 

исключением приращения ix , будут равны 0. Следовательно, 
ix u 

 =  Ai xi +  i xi. Тогда  

ix

u




 = 

0
lim
 ix i

iiii

x

xxA



 
 = 

0
lim
 ix

(Ai +  i ) = Ai . 

Значит, у дифференцируемой в точке M функции существуют в этой 

точке частные производные по всем аргументам и 
ix

u




 = Ai .  

Замечание 1. Из доказательства теоремы следует, что прираще-

ние дифференцируемой в точке M функции можно записать в виде 
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                   u = 
1x

u




 x1 + 

2x

u




 x2 + … + 

nx

u




xn + о( ), (4) 

а дифференциал  следующим образом:  

du = 
1x

u




 x1 + 

2x

u




 x2 + … + 

nx

u




xn. 

Замечание 2. Дифференциал функции u = f (х1, х2, …, хn) в точке 

M является функцией, зависящей от приращений x1, x2, …, xn аргу-

ментов этой функции. 

Учитывая, что dxi = xi, получим 

                                du = 
1x

u




  dx1 + 

2x

u




 dx2 + … + 

nx

u




dxn.  (5) 

Замечание 3. Частные производные в формулах (4) и (5) нахо-

дятся в точке М0. 

Пример 1. Найти дифференциал функции  

u = sin ( x2
 +  y2

 +  z2
 + ) 

в точке M0 (1, 1, 1). 
 

Решение. 

Найдем частные производные функции в произвольной точке 

x

u




 = 2 x cos ( x2

 +  y2
 +  z2

 + ), 

y

u




 = 2 y cos ( x2

 +  y2
 +  z2

 + ), 

z

u




 = 2 z cos ( x2

 +  y2
 +  z2

 + ). 

Найдем значение этих производных в точке M0 

x

Мu



 )( 0  = 2,   
y

Мu



 )( 0  = 2,   
z

Мu



 )( 0  = 2. 

Тогда, по формуле (5),  

du(М0) = 2 dx + 2 dy + 2 dz = 2 (dx + dy + dz). 

Теорема 2. Пусть у функции u = f (х1, х2, …, хn) в некоторой ок-

рестности точки М существуют частные производные по всем аргу-

ментам, непрерывные в точке М. Тогда функция u = f (х1, х2, …, хn) 

дифференцируема в точке М. 
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Замечание. Эта теорема говорит о том, что в отличие от функ-

ции одной переменной, для дифференцируемости функции многих пе-

ременных в точке M не достаточно существования  в этой точке част-

ных производных функции по всем переменным. Требуется: 

а) существование частных производных в некоторой окрестно-

сти точки  M, 

б) непрерывность частных производных в точке М. 

Пример 2. Доказать,  

1) что функция  z = xy  имеет частные производные  z '
x   и z '

y   в 

точке О(0, 0), но не является дифференцируемой в этой точке; 

2) что частные производные функции не являются непрерывны-

ми в точке О. 
 

Решение. 

1. Докажем, что функция  z = xy  не является дифференцируе-

мой в точке О(0, 0), но частные производные  z '
x   и z '

y   в этой точке 

существуют.  

Частные производные функции z = xy  в точке О(0, 0) найдем 

исходя из определения 1. Для этого найдем частные приращения 

функции в точке О(0, 0): 

х z = z (х, 0)  z (0, 0) = 0, 

у z = z (0, у)  z (0, 0) = 0. 

Тогда  z '
x  = 

x

z
x

x 




)0,0(
lim

0
 = 

xx 

0
lim

0
 = 0, аналогично, z '

y  = 0. 

Докажем, что функция не является дифференцируемой в точке 

О(0, 0). Для этого рассмотрим приращение функции в этой точке. 

.00)0,0(),()0,0( yxyxyxzyxzz   

Докажем, что 
22

0y
0x )y()x(

yx
lim








 не существует. Для этого 

можно показать, что данный предел зависит от углового коэффициента 

k прямой у = kx, по которой точка M ( ,x y )  О (0, 0) (доказательст-

во аналогично доказательству, приведенному в примеру 3, п. 4, §1.1). 

Тогда )(oyx  . Значит, приращение функции   xyz   нельзя 

представить по формуле (4), т.е. функция не дифференцируема в точке 

О(0, 0). 
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2. Докажем, что частные производные функции в этой точке 

О(0, 0) на являются непрерывными, т.е. не выполняются равенства 

0

0

lim





y

x

 z '
x (х, у) = z '

x (0, 0), 

0

0

lim





y

x

 z '
y (х, у) = z '

y (0, 0). 

Найдем частные производные функции в произвольной точке М 

области определения функции отличной от точки  О(0, 0): 

z '
x  = 

x

y

2

1
,     z '

y  = 
y

x

2

1
. 

Аналогично примеру 3, п. 4, §1.1 можно доказать, что 

0

0

lim





y

x

 z '
x (х, у) = 

2

1

0

0
lim





y

x x

y
 и  

0

0

lim





y

x

z '
y (х, у)  = 

y

x

y

x

0

0
lim

2

1




 не существуют. 

Значит,  частные производные функции в точке О(0, 0) не являются 

непрерывными. Тогда, по теореме 2 функция  xyz   не является 

дифференцируемой в этой точке. 

 

3. Геометрический смысл частных производных и  

дифференцируемости функции n-переменных 

Геометрический смысл частных производных функции n-

переменных. 

Рассмотрим функцию 

z = f (x, y), определенную на мно-

жестве {M}. Графиком функции 

является некоторая поверхность в 

пространстве. Пусть точка 

М0 (х0,  у0, 0)  это проекция точки 

N0 (х0,  у0, f (x0, y0)), принадлежа-

щей данной поверхности. 

Пусть в точке M0  {M} 

функция имеет частную производ-

ную 
x

z




. Для нахождения данной 

частной производной функции зафиксируем переменную y = y0. На 

поверхности плоскость y = y0 отсекает кривую l1, и на этой кривой 

функция z = f (x, y) является функцией от одной переменной 

z = f (x, y0). Тогда   

 

z 
 у  

у0 

 у  

N0 

 у  

x0                  

M

0 

x 

у 
 у  

Рис. 1.2. 
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x

Mz



 )( 0  = 
0

),( 0 xx
yxf


 = tg , 

где   угол между касательной к кривой l1 и положительным направ-

лением оси OX. 

Аналогично, геометрический смысл частной производной 

у

Mz



 )(
0  определяется как тангенс угла, образованного касательной к 

кривой l2, в точке N0. Кривая l2  линия пересечения графика функции 

z = f (x, y) с плоскостью x = x0. 

Геометрический смысл дифференцируемости функции n-

переменных. 

В случае функции 

двух переменных усло-

вие дифференцируемости 

имеет следующий гео-

метрический смысл. 

Рассмотрим по-

верхность, являющуюся 

графиком функции 

z = f (x, y), точку 

N0(х0,  у0, f (x0, y0)) по-

верхности и произволь-

ную точку N (х,  у, f (x, y)) 

также принадлежащую 

данной поверхности. 
 

Определение 3. Плоскость , проходящая через точку N0 по-

верхности, называется касательной плоскостью к данной поверхно-

сти в точке N0, если угол  между секущей NN0 и плоскостью  стре-

мится к 0 при N  стремящейся к  N0 (см. рисунок 1.3). 

Теорема 3. Если функция z = f (x, y) дифференцируема в точке 

М0(х0,  у0), то существует касательная плоскость, проведенная к гра-

фику этой функции в точке  N0(х0,  у0, z0),  где z0 = f (x0, y0), уравнение 

которой может быть записано в виде 

                  z  z0 = 
x

Mz



 )( 0
(x  x0) + 

y

Mz



 )( 0
(y  y0) . (6) 

 

 

 

Рис. 1.3. 

 N0 

n


 
 z 

z0 

z 

 

M 

M0 

O                                  y0       y       y 

 x0 

x 
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Нормальный вектор n = 
















 1,

)(
,

)(
00

y

Mz

x

Mz
 касательной 

плоскости принято называть нормалью к поверхности  z = f (x, y) в 

точке  N0(х0,  у0, z0). 

Пример 2. Составить уравнение касательной плоскости к графи-

ку функции z = x
2
 + y

2
 в точке N0(1, 2, 5) и найти нормаль к этой по-

верхности в точке N0. 
 

Решение. 

Поверхность, задаваемая уравнением z = x
2
 + y

2
, является пара-

болоидом. Проекцией точки N0(1, 2, 5) на плоскость ХОУ является точ-

ка М0(1, 2). Найдем частные производные функции z = x
2
 + y

2
 в точке 

М0. 

,22
)(

0

0 



M

x
x

Mz
          .42

)(

0

0 



M

y
y

Mz
 

Учитывая также, что в уравнении (6) z0 = z (M0) = 5, получим уравне-

ние касательной плоскости  

2(x  1) + 4(y  2) = (z  5),   или      2x + 4y  z  5 = 0. 

Вектор )1,4,2( n  является нормалью к параболоиду в точке N0. 

 

4. Дифференцируемость сложной функции 
 

Пусть дана сложная функция u = f (х1, х2, …, хn), определенная на 

множестве {M}  R
n
,  где х1,  х2, …, хn функции от m переменных, зада-

ваемые уравнениями 

                                               



















),,...,,(

.............................

),,...,,(

),,...,,(

21

2122

2111

mnn

m

m

tttx

tttx

tttx







  (7) 

(t1,  t2, …, tm )  {T}  R
m
, т.е. на множестве {T} задана сложная функ-

ция (Понятие сложной функции было введено в п.5 § 1.1).
 
  

Теорема 4. Пусть функции (7) дифференцируемы в точке  

Т0 ),...,,( 00
2

0
1 mttt , а функция u = f (х1, х2, …, хn) дифференцируема в точке  

M0 ),...,,( 00
2

0
1 nxxx ,  где 0

ix =  i ),...,,( 00
2

0
1 mttt , i = 1, 2, …, n, тогда слож-

ная функция u = f ( 1(t1, t2, …, tm) ,  2(t1, t2, …, tm) , …,  n(t1, t2, …, tm)) 

дифференцируема в точке Т0 ),...,,( 00
2

0
1 mttt , при этом частные произ-
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водные этой функции в точке Т0 находятся по формулам 
 

                      













































































































....

......................

,...

,...

2

2

1

1

22

2

22

1

12

11

2

21

1

11

m

n

nmmm

n

n

n

n

t

x

x

u

t

x

x

u

t

x

x

u

t

u

t

x

x

u

t

x

x

u

t

x

x

u

t

u

t

x

x

u

t

x

x

u

t

x

x

u

t

u

 (8) 

Рассмотрим частный случай, когда функции (7) зависят только 

от одного параметра t: х1 =  1(t),  х2 =  2(t), …, хn =  n(t). Тогда слож-

ная функция  зависит от одной переменной t и ее производная опреде-

ляется следующей формулой 
 

dt

dx

x

u

dt

dx

x

u

dt

dx

x

u

dt

du n

n












 ...2

2

1

1

               .(9) 

Пример 1. Найти 

а) производную сложной функции u = x y, если ),(tx  );(ty   

б) частные производные функции u = f (x, xy, xyz) по переменным 

x, y, z. 
 

Решение. 

а)  Производную сложной функции u = x y 
будем находить по 

формуле (9) 
dt

dy

x

u

dt

dx

x

u

dt

du









 ,  тогда, 

 

,1


 yyx
x

u
       .ln xx

y

u y



 

Следовательно, 

).(ln)(1 txxtyx
dt

du yy     

б) Функция u = f (x, xy, xyz) может быть записана в виде 

u = f (t, v, w), где t = x,  v = xy,  w = xyz. Тогда на основании формул (8) 

получим 

 

 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

 

28 

.

,

,

хy
w

u

z

w

w

u

z

v

v

u

z

t

t

u

z

u

xz
w

u
x

v

u

y

u

w

u

y

v

v

u

y

t

t

u

y

u

yz
w

u
y

v

u

t

u

x

w

w

u

x

v

v

u

x

t

t

u

x

u



























































































































 

Замечание. Функции 
w

u

v

u

t

u












,,  являются функциями от тех 

же аргументов, что и функция f (x, xy, xyz). 

 

5. Инвариантность формы первого дифференциала 
 

В п. 2 данного параграфа введено понятие дифференциала du 

функции u = f (х1, х2, …, хn) и установлено, что если  х1, х2, …, хn явля-

ются независимыми переменными, то дифференциал функции нахо-

дится по формуле 

                    du = 
1x

u




  dx1 + 

2x

u




 dx2 + … + 

nx

u




dxn. (10) 

Докажем, что дифференциал функции u = f (х1, х2, …, хn) можно 

найти по формуле (10) и в случае, если аргументы х1, х2, …, хn сами яв-

ляются дифференцируемыми функциями от m переменных t1,  t2, …, tm, 

задающимися формулами (7) п.4. Это свойство называется свойством 

инвариантности формы первого дифференциала. 

Пусть функции (7) дифференцируемы в точке  Т0 ),...,,( 00
2

0
1 mttt , а 

функция u = f (х1, х2, …, хn) дифференцируема в точке  

M0 ),...,,( 00
2

0
1 nxxx ,  где 0

ix =  i ),...,,( 00
2

0
1 mttt , i = 1, 2, …, n. Тогда, по тео-

реме 4, сложная функция  

u = f ( 1(t1, t2, …, tm) ,  2(t1, t2, …, tm) , …,  n(t1, t2, …, tm)) 

является дифференцируемой в точке Т0 ),...,,( 00
2

0
1 mttt  и дифференциал 

этой функции находится по формуле 

m

m

dt
t

u
dt

t

u
dt

t

u
du














 ...2

2

1

1

, 

где производные  
it

u




 находятся по формулам (8) п.4. Тогда имеем 

du = 
1

11

2

21

1

1

... dt
t

x

x

u

t

x

x

u

t

x

x

u n

n


































 + 
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+ 
2

22

2

22

1

1

... dt
t

x

x

u

t

x

x

u

t

x

x

u n

n


































 + …  

…+ 
m

m

n

nmm

dt
t

x

x

u

t

x

x

u

t

x

x

u


































...2

2

1

1

 = 























































    
21

2
2

2

2
1

1

2

2

1
2

2

1
1

1

1

1

......

xd

m

m

xd

m

m

dt
t

x
dt

t

x
dt

t

x

x

u
dt

t

x
dt

t

x
dt

t

x

x

u

n

n

xd

m

m

nnn

n

dx
x

u
dx

x

u
dx

x

u
dt

t

x
dt

t

x
dt

t

x

x

u

n









































 ......... 2

2

1

1

2

2

1

1   

. 

Значит, дифференциал сложной функции может находиться по 

формуле (10), в которой дифференциалы  dxi, будут дифференциалами 

функций  xi =  i(t1, t2, …, tm) (i = 1, 2, …, n). 

Пример 1. Найти дифференциал функции  

u = cos (х 2
1  + х 2

2  + х 2
3  + х1 х2x3 + a1x1 + a2x2 + a3x3). 

 

Решение. 

Для упрощения вычислений, используем свойство инвариантно-

сти формы первого дифференциала. Введем промежуточные перемен-

ные: 

t1 = х 2
1  + х 2

2  + х 2
3  ,    t2 = х1 х2x3,  t3 = a1x1 + a2x2 + a3x3 

Получим сложную функцию   u = cos (t1 + t2 + t3), дифференциал 

которой по свойству инвариантности найдем по формуле (10) 

3

3

2

2

1

1

dt
t

u
dt

t

u
dt

t

u
du














  =  

=  sin (t1 + t2 + t3)dt1  sin (t1 + t2 + t3)dt2  sin (t1 + t2 + t3)dt3 = 

=  sin (t1 + t2 + t3)( dt1 + dt2 + dt3). 

Учитывая,  что 

dt1 = 2x1dx1 + 2x2dx2 + 2x3dx3,   dt2 = x2 x3dx1 + x1 x3dx2 + x1 x2dx3, 

dt3 = a1dx1 + a2dx2 + a3dx3, 

получим 

du =  sin (х 2
1  + х 2

2  + х 2
3  + х1х2x3 + a1x1 + a2x2 + a3x3)((2x1  + x2x3+  

+ a1) dx1 + (2x2  + x1x3  + a2) dx2 +  (2x3  + x1x2 + a3) dx3). 
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С помощью свойства инвариантности можно доказать следую-

щие правила дифференцирования. 

Пусть u и  v  дифференцируемые функции нескольких перемен-

ных, тогда  

1) d (сu) = c du (c = const);   

2) d(u ± v) = du ± dv;      

3) duv = v du + u dv;   

4) d 








v

u
 = 

2v

dvuduv 
 (v  0). 

Для примера докажем  свойство 3. Рассмотрим функцию w  = uv, 

которая является функцией двух  переменных u и v. Найдем диффе-

ренциал этой функции dw = 
u

w




du + 

v

w




dv = v du + u dv.  В силу инва-

риантности формы первого дифференциала, выражение v du + u dv яв-

ляется дифференциалом функции uv и в случае, если переменные  u и v 

являются дифференцируемыми функциями каких-либо переменных. 

 

§ 1.3. ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ  

И ГРАДИЕНТ ФУНКЦИИ 
 

1. Производная по направлению и градиент 

функции трех переменных 
 

Пусть на множестве {M} задана функция u = f (x, y, z). Возьмем 

точку M0 (x0, y0, z0 )  {M} и единичный вектор )cos,cos,(cos l , 

задающий направление в точке M0. Выберем точку M (x, y, z) так, что-

бы вектор l  был направляющим вектором прямой  M0M (рис. 1.4).  

Длину вектора MM
0

 обозначим через l (|M0M | = l), если векторы 

MM0  и l  одинаково направлены, и через l (|M0M| = l), если MM
0

 и 

l  направлены в противоположные стороны. Тогда величину l можно 

рассматривать как параметр или ко-

ординату на прямой. В этом случае 

прямую M0M можно задать парамет-

рически уравнениями     

      





















cos

cos

cos

0

0

0

lzz

lyy

lxx

.        (1) 

                 z 

                               l                    M 

 

 

                                M0 
 

 

                0                                   x 

 

 

y 

                 Рис 1.4. 
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Тогда функцию u = f (x, y, z) на прямой  M0M  можно рассматри-

вать как сложную функцию от одной переменной l: 

u = f (x, y, z) = f (x0+ l cos , y0 + l cos , z0 + lcos γ). 

Если эта функция имеет в точке l = 0 производную, то эта произ-

водная называется  производной по направлению l  от функции 

u = f (x, y, z) в точке  M0 и обозначается  символом 
l

u




.  

Рассмотрим приращение )()(
0

MfMfu  , где точки М0 и М 

 точки, лежащие на прямой l. Тогда можно дать также следующее оп-

ределение производной по направлению.  

Определение 1. Производной функции u = f (x, y, z) в точке М0 в 

направлении вектора )cos,cos,(cos l называется предел  

                                  ,lim
0

0 MM

u

l

u
MM









 (2) 

если этот предел существует. 

Эту производную можно найти как производную сложной  

функции u = f (x, y, z), аргументы которой являются функциями, задан-

ными уравнениями (1) и зависящими от переменной l: 

l

u




 = 

dl

dz

z

u

dl

dy

y

u

dl

dx

x

u














. 

Так как 
dl

dx
 = cos ,  

dl

dy
 = cos , 

dl

dz
 = cos γ, то 

                                   
l

u




 = 

x

u




cos  +  

y

u




cos  +  

z

u




cos γ. (3) 

Производные 
x

u




,  

y

u




, 

z

u




 в формуле (3) находятся в точке М0. 

Рассмотрим вектор, обозначаемый символом grad u и имеющий 

координаты 

                       




















z

Mu

y

Mu

x

Mu )(
,

)(
,

)( 000 , (4) 

который называется градиентом функции u = f (x, y, z) в точке M0. То-

гда формулу (3) можно записать в виде 

                                             
l

u




 = l   grad u, (5) 
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или, по формуле скалярного произведения двух векторов, учитывая, 

что l   единичный вектор, имеем  

l

u




 = l   grad u = cosgrad lu   = |grad u|  cos  , 

где   угол между векторами grad  u  и l . Так как величина 

|grad u|  cos   является наибольшей при  cos   = 1 ( = 0), то можно 

сделать вывод, что производная функции u  по направлению l  в точке  

M0 будет наибольшей, если направления векторов grad u и l  совпада-

ют. 

max














l

u
 = |grad u|. 

В этом случае говорят, что функция u = f (x, y, z) в точке M0 име-

ет наибольшую скорость роста в направлении вектора grad u. Величина 

наибольшего роста функции равна |grad u|.  

Определение 2. Поверхностью уровня функции u = f (x, y, z) на-

зывается поверхность, во всех точках которой функция f (x, y, z) со-

храняет постоянное значение. 

Следовательно, поверхность уровня задается формулой  

f (x, y, z) = C,  где С = const. Величина С в уравнении поверхности 

уровня, проходящей через точку M0 x0, y0, z0 ), равна f (x0, y0, z0 ). 

Нетрудно убедиться, что градиент функции u = f (x, y, z)  в точке 

M0 является нормальным вектором к поверхности уровня данной 

функции, проходящей через точку M0. 

Пример 1. Для функции 
494

222 zyx
u   найти  

1) производную функции по направлению вектора 








2

1
;

2

1
;

2

1
l  в 

точке M0(0, 3, 1), 

2) величину и направление наибольшего роста функции в точке 

M0,  

3)  поверхность уровня функции в точке M0. 
 

Решение. 

1. Найдем координаты единичного вектора e


 сонаправленного с 

вектором l . Так как 
2

3
l , то вектор e


 имеет координаты 










3

1
,

3

1
,

3

1
.  Значит,  cos  = 

3

1
,  cos  = 

3

1
, cos γ = 

3

1
. 
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Найдем значение частных производных функции в точке М0:  

x

Mu



 )( 0  = 
0

2 M

x
= 0,   

y

u




 = 

0
9

2

M

y
= 

3

2
,   

z

u




 = 

0
2 M

z
= 

2

1
. 

Тогда  по формуле (3)  

18

37

6

3

9

32






l

u
. 

2. Найдем координаты и абсолютную величину вектора  grad u. 

Координаты вектора grad u в точке M0(0, 3, 1) находятся по фор-

муле (3):  























z

Mu

y

Mu

x

Mu
ugrad

)(
,

)(
,

)(
000  = 









2

1
,

3

2
,0 . 

Этот вектор указывает направление наибольшего роста функции в точ-

ке M0.  

Величина наибольшего роста функции равна 

|grad u| = 
36

25

4

1

9

4
  = 

6

5
. 

3. Поверхности уровня функции задаются уравнением 

С
zyx


494

222

, где С  произвольная постоянная. Найдем значение 

этой постоянной соответствующей поверхности уровня, проходящей 

через точку М0. Для этого подставим координаты точки в данное урав-

нение. Получим  25,1
4

1
1 С . Тогда, уравнение поверхности уров-

ня, проходящей через точку М0, имеет вид .25,1
494

222


zyx

 

 

2. Производная по направлению и градиент функции  

двух и n-переменных 
 

Для функции z = f (x, y) двух переменных единичный вектор l , 

определяющий направление в точке М0, имеет координаты cos , sin . 

Поэтому в указанном случае формула (3) имеет вид 

dl

dz
 = 

x

z




cos  +  

y

z




 sin . 

В случае функции двух переменных градиент функции опреде-

ляется как вектор с координатами 
















y

z

x

z
, . 
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Определение 3. Линией уровня функции z = f (x, y) называется 

линия на плоскости, задаваемая уравнением f (x, y) = C, где C = const. 

Аналогично функции двух и трех переменных определяется по-

нятие производной по направлению и градиента функции  

n-переменных u = f (х1, х2, …, хn). А именно, производная 
l

u




 данной 

функции  в точке  00
2

0
10 ,...,, nxxxM  по направлению, задаваемому еди-

ничным вектором )cos,...,cos,(cos 21 nl  , определяется как произ-

водная сложной функции u = f (х1, х2, …, хn), где x1 = 0
1x + l cos 1,  

x2 = 0
2x + l cos 2, …,  xn = 0

nx + l cos n.  Если функция u = f (х1, х2, …, хn) 

дифференцируема в точке М0, то производная по направлению опреде-

ляется по формуле 

n

nx

u

x

u

x

u

l

u
 cos...coscos 2

2

1

1 

















.   

Градиентом функции u = f (х1, х2, …, хn) в точке М0 называется вектор  




























000

,...,,grad
21 MnMM

x

u

x

u

x

u
u . 

 

§ 1.4. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 

1. Частные производные высших порядков 
 

Пусть частная производная 
ix

u




 функции u = f (х1, х2, …, хn) оп-

ределена в области {M}. Тогда 
ix

u




 на множестве {M} является функ-

цией от n переменных 
ix

u




 =  (х1, х2, …, хn). 

Пусть функция  (х1, х2, …, хn) имеет в свою очередь в некоторой 

точке М0  {M} частную производную по аргументу хk. Тогда эта про-

изводная называется частной производной второго порядка (второй 

частной производной) функции  u = f (х1, х2, …, хn). 
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Обозначение: .,
2

ik
xx

xx

u
u

ki 


  

Если ki  , то частная производная 
ik xx

u



2

 называется смешан-

ной частной производной второго порядка. При i = k частная произ-

водная обозначается следующим образом: 
2

2

ix

u




. 

Для функции z = f (x, y) можно найти следующие частные произ-

водные второго порядка: 

),(),(
2

2

yxfyxf
x

z

xx

z
xx

x
x









 






















; 

),(),(
2

2

yxfyxf
y

z

yy

z
yy

y
y










 






















; 

),(),(
2

yxfyxf
x

z

yxy

z
xy

y
x










 






















; 

),(),(
2

yxfyxf
y

z

xyx

z
yx

x
y










 






















. 

Пример 1. Найти частные производные второго порядка для 

функции f (x, y, z) = x
2
 y

2
 z

2
. 

 

Решение. 

Найдем первые частные производные данной функции. 

.2,2,2 222222 yzxfzyxfzxyf zyx   

Найдем частные производные второго порядка, как производные 

от первых производных этой функции. 

;2)2(

;2)2(

;2)2(

2222

2

2

2222

2

2

2222

2

2

yxzyx
z

f

zxyzx
y

f

zyzxy
x

f

z

y

x

























              

;4)2(

;4)2(

;4)2(

222
2

222
2

222
2

xyzyzx
yx

f

zxyzxy
xz

f

xyzzxy
xy

f

x

z

y
























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;4)2( 222

2

yzxyzx
yz

f
z







 

;4)2( 222

2

zxyzyx
zx

f
x







 

.4)2( 222

2

yzxzyx
zy

f
y







 

Заметим, что для данной функции смешанные частные произ-

водные второго порядка равны, т.е. 

.,,
222222

yz

f

zy

f

xz

f

zx

f

xy

f

yx

f



























 

Введя понятие второй частной производной функции 

u = f (х1, х2, …, хn), и, предположив, что эта производная определена на 

некотором множестве, мы можем ввести понятие третьей частной 

производной функции или производной третьего порядка, как произ-

водную от функции 
ik xx

u



2

 по некоторому аргументу xj: 

.
23























ikjikj xx

u

xxxx

u
 

Аналогично вводится понятие n-ой частной производной как 

производной по аргументу 
ni

x  от (n  1) частной производной по ар-

гументам 
1ni1i

x,,x


  (отдельные или даже все номера аргументов мо-

гут совпадать), т.е. 

.
......

1111

1
































ii

n

iiii

n

xx

u

xxxx

u

nnnn

 

Замечание. В примере 1 смешанные частные производные равны 

друг другу. В общем случае значение смешанных производных зави-

сит от порядка дифференцирования. 

Пример 2. Найти частные производные 
yx

z



 2

 и 
xy

z



 2

 функции 

















.0,0

,0,
)(

22

22

22

22

yx

yx
yx

yxxy

z  

в точке О(0, 0). 
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Решение. 

Найдем частную производную 
x

z




функции в произвольной точ-

ке (х, у) отличной от точки О. 

 










222

2222222

)(

2)())(2(),(

yx

xyxxyxxyxy

x

yxz
 

,
)(

4
222

2244

yx

yxyx
y




  

Теперь найдем частную производную 
x

z




функции в точке О, 

используя определение (см. определение 1, п.1, §1.2). Учитывая, что 

z (0, 0) = 0 и z (х, 0) = 0 для любого х. получим 
 

.0
)0,0()0,(

lim
),(),(

lim
)0,0(

0

0000

0
















 x

zxz

x

yxzyxxz

x

z

xx
 

Значит, частная производная ),( yx
x

z





может быть записана в виде  

 


















.0,0

,0,
)(

4

),(

22

22

222

2244

yx

yx
yx

yxyx
y

yx  

Найдем производную функции  (x, y) по переменной у в точке 

О(0, 0). 















 y

yxyyx

xy

z

y y

),(),(
lim

)0,0()0,0(
0000

0

2 
 

.1)1(lim
))y(0(y

)y(04)y(0
ylim

y

)0,0()y,0(
lim

0y22

24

0y0y














 

Аналогично находим .1
)0,0(2






yx

z
 

Значит, 

.
)0,0()0,0( 22

yx

z

xy

z









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Выясним достаточные условия независимости значений смешан-

ных производных от порядка, в котором проводится дифференцирова-

ние. 

Теорема 1. Предположим, что:  

1) функция z = f(x, y) определена в некоторой окрестности точ-

ки M0(x0, y0); 

2) в этой окрестности существуют производные 


yxxyyx ffff ,,, ; 

3) производные 


yxxy ff ,   - непрерывны в точке M0 . 

Тогда эти смешанные производные равны в точке M0  и выпол-

няется равенство .
)()(

0

2

0

2

xy

Mz

yx

Mz









 

Доказательство.  

Рассмотрим вспомогательную функцию )(x  = f (x, y0 + h) 

 f (x, y0), где h – любое сколь угодно малое число, такое, что точка 

(x0 + h, у0 + h) принадлежит указанной окрестности точки M0. 

Приращение этой функции в точке х0 имеет вид 

 )()( 00 xhx   

= f (x0 + h, y0 + h)  f (x0 + h, y0)  f (x0, y0 + h) + f (x0, y0). 

Так как по условию 2 теоремы в окрестности точки M0 существу-

ет производная 


xf , то функция )(x  на промежутке (x0, x0 + h) имеет 

производную: 

).,(),( 00 yxfhyxf xxx








  

Следовательно, эта функция  непрерывна на отрезке [x0, x0 + h] и 

дифференцируема на интервале (x0, x0 + h). Тогда, по теореме Лагран-

жа, ее приращение, вызванное приращением аргумента x, можно пред-

ставить в виде: 

  ,),(),()( 00000 hyhxfhyhxfhhx xx 





   

где 10  . 

В скобках на этот раз записано приращение функции 

),(
0

yhxf
x




, которая является  функцией от переменной y на отрезке 

[y0, y0 + h]. Так как в окрестности точки M0 существует 


xy
f , непрерыв-

ная в точке M0, то, применяя формулу Лагранжа к функции 

),( 0 yhxfx 


на отрезке [y0, y0 + h], получим: 
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,),( `2

100
hhyhxff

xyx
 





  

следовательно, 
2

100
'' ),( hhyhxfxy   , 

 где 10 1  , 10  . 

Рассмотрим теперь функцию ),(),()(
00

yxfyhxfy  . 

Рассуждая аналогично, получим, что  

2

3020 ),( hhyhxf yx 


  . 

Учитывая, что 

  ),(),(),(),()( 00000000 yxfyhxfhyxfhyhxfy , 

получим ),(),( 3020100 hyhxfhyhxf yxxy  





.  

Перейдем к пределу при 0h  и, учитывая непрерывность 

функций 


xyf  и 


yxf , получим: 

),(),( 0000 yxfyxf yxxy





. 

Определение 1. Функция u = f (х1, х2, …, хn) называется n раз 

дифференцируемой в точке  00
2

0
10 ,...,, nxxxM , если все частные произ-

водные (n-1)-го порядка этой функции являются дифференцируемыми 

функциями в точке M0. 

Замечание. Из данного определения и теоремы 2, п.1, § 1.2. сле-

дует, что функция u = f (х1, х2, …, хn) будет n раз дифференцируемой в 

точке  00
2

0
10 ,...,, nxxxM , если все частные производные n-го порядка 

этой функции будут непрерывны в точке M0. 

Теорема 2. Если функция u = f (х1, х2, …, хn) n раз дифференци-

руема в точке  00
2

0
10 ,...,, nxxxM , то в этой точке значения смешанных 

частных производных не зависят от порядка, в котором производит-

ся дифференцирование. 

 

2. Дифференциалы высших порядков 

 

Рассмотрим сначала функцию от двух переменных z = f (x, y). 

Пусть эта функция дважды дифференцируема в точке M0(x0, y0), тогда 

существует первый дифференциал dz в окрестности точки M0: 

dy
y

z
dx

x

z
dz









 . (1) 
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Будем обозначать дифференциал как буквой d, так и буквой , т. 

е. формулу (1) можно записать следующим образом: 

y
y

z
x

x

z
z 









 .     (1') 

Предположим, что dx и dy – имеют фиксированные значения в 

окрестности точки M0. Так как функция z = f (x, y) дважды дифферен-

цируема в точке M0, то производные 
x

z




 и 

y

z




 являются дифференци-

руемыми функциями от переменных x и y в этой окрестности, значит в 

данной окрестности дифференциал dz есть функция от переменных x и 

y, дифференцируемая в точке М0. 

Найдем дифференциал от дифференциала dz, учитывая, что в си-

лу двукратной дифференцируемости функции z = f (x, y), смешанные 

производные этой функции второго порядка равны. 






































































 dy

y

z
dx

x

z
dy

y

z
dx

x

z
dy

y

z
dx

x

z
dz  )(  




















































































 dyy

y

z

y
x

y

z

x
dxy

x

z

y
x

x

z

x
  




















 ydy

y

z
xdy

yx

z
ydx

xy

z
xdx

x

z


2

222

2

2

 

  ydy
y

z
xdyydx

yx

z
xdx

x

z


2

22

2

2














 . 

Пусть dxx   и dyy  . Тогда выражение 

           2

2

22
2

2

2
2 2 dy

y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z
zd














  (2) 

называется вторым дифференциалом функции z = f (x, y). 

Аналогично вводится понятие третьего дифференциала для три-

жды дифференцируемой в точке М0 функции. Для этого находят диф-

ференциал от второго дифференциала функции )( 23 zdzd  , считая 

dx и dy фиксированными,  а dxx  ,  dyy  . В результате получает-

ся формула 

                3

3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dy

y

z
dxdy

yx

z
dydx

yx

z
dx

x

z
zd



















 . (3) 
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Для сокращения записи второго и последующих дифференциа-

лов функции z = f (x, y) введем в рассмотрение символ, который назы-

вается оператором  дифференцирования:  dy
y

dx
x

d








 . При дей-

ствии этого оператора на функцию z = f (x, y) получаем первый диффе-

ренциал функции dy
y

z
dx

x

z
dz









 . Определим n-ю степень оператора 

дифференцирования, как n-ю степень двучлена dy
y

dx
x 







. В част-

ности, при n = 2 имеем 

.2 2

2

22
2

2

22

2 dy
y

dxdy
yx

dx
x

dy
y

dx
x

d































  

При действии оператора d
2
 на функцию z получим второй дифферен-

циал этой функции, т.е. формулу (2). 

Пусть функция z = f (x, y) n раз дифференцируема в точке М0, то-

гда определим n-ый дифференциал этой функции в точке М0, как диф-

ференциал от (n  1)-го дифференциала: d
n
z =d(d

n1
z), считая dx и dy 

фиксированными. В операторном виде эта формула задается следую-

щим образом: 

zdy
y

dx
x

zd

n

n


















 . 

Аналогично рассматривается второй, третий, n-ый дифференци-

ал от функции многих переменных ),,( 1 nxxfu  : 

udx
x

dx
x

du n

n

















 ...1

1

. 

                                               …………… (4) 

       udx
x

dx
x

ud

n

n

n

n


















 ...1

1

.   

Рассмотрим сложную функцию u = f (х1, х2, …, хn), где аргументы 

х1,  х2,  …,  хn сами являются функциями 

).,,(

..............................

),,,(

),,,(

1

122

111

mnn

m

m

ttx

ttx

ttx


















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В этом случае  для второго дифференциала справедлива формула 

n

n

n

n

xd
x

u
xd

x

u
udx

x
dx

x
ud 2

1

2

1

2

1

1

2 ......


























 , 

где  d 
2
x1  второй дифференциал функции ),,( 111 mttx  , d 

2
xn - 

второй дифференциал функции ),,( 1 mnn ttx  . Следовательно, 

форма второго дифференциала функции многих переменных, в отли-

чие от первого дифференциала, не является инвариантной. 

Замечание 1. Если 



j

k
kkii tbax

1

  линейные функции от пере-

менных t1, t2, …, tm,  то d 
2
xi = 0. В этом случае дифференциал d 

2
u име-

ет инвариантную форму и может быть записан в форме  (2).  
 

3. Формула Тейлора для функции многих переменных 
 

Теорема 3. Пусть функция ),,,()( 21 nxxxfMfu   задана в 

некоторой  -окрестности точки ),...,( 00

10 nxxM   и 1n  раз диффе-

ренцируема в указанной  -окрестности. Тогда полное приращение 

функции в точке M0 может быть представлено в форме: 

,
)!1(

1

!

1
...

!3

1

!2

1
)()( 132

0

000

0

N

n

M

n

MM
M

ud
n

ud
n

ududduMfMfu 


  

где M – любая точка  -окрестности точки M0, 

),...,,( 0

1

0

1 nn
xxxxN   10    некоторая точка  -

окрестности, зависящая от выбора точки M. Дифференциалы dxi 

(i = 1, 2, …, n) независимых переменных, входящие в выражения 

00 M

n

M ud...,,du  равны 
0

iii xxx  .  

Эта формула называется формулой Тейлора для функции 

)(Mfu   с центром разложения в точке M0. 

 

§ 1.5. ЛОКАЛЬНЫЙ ЭКСТРЕМУМ 
 

1. Квадратичные формы 

 

Функция вида 

Q (x1, …, xn) = 



n

j
i

jiij xxa

1
1

, 
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где jiij aa  , называется симметричной квадратичной формой отно-

сительно переменных x1, x2, …, xn. Постоянные ija  называются коэф-

фициентами квадратичной формы. 

Например, второй дифференциал функции n-переменных   


 




n

ji
jiM

ji

M dxdx
xx

u
ud

1,

2
2

00
 

является квадратичной формой от переменных dx1, dx2, …, dxn, числа 

0

2

Mji xx

u




   коэффициенты квадратичной формы. 

Матрица 


















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 называется матрицей квадра-

тичной формы. 

Определители 

333231

232221

131211

3
2221

1211
2111 ,,

aaa

aaa

aaa

aa

aa
a   , … ,  

nnn

n

n

aa

aa

...
.........

...

1

111

  называются главными минорами матрицы A. 

Квадратичная форма Q(x1, …, xn) называется положительно оп-

ределенной, если для любых значений переменных x1, x2, …, xn, одно-

временно не равных нулю, она принимает положительные значения 

(Q(x1, …, xn) > 0). 

Квадратичная форма Q(x1, …, xn) называется отрицательно оп-

ределенной, если для любых значений переменных x1, x2, …, xn, одно-

временно не равных нулю, она принимает отрицательные значения 

(Q(x1, …, xn) < 0). 

Положительно или отрицательно определенные квадратичные 

формы называются знакоопределенными квадратичными формами.  

Квадратичная форма, принимающая как положительные, так и 

отрицательные значения, называется знакопеременной формой. 

Например,  квадратичная форма 
2

2

2

121 ),( xxxxQ   является по-

ложительно определенной, так как 
2

2

2

1 xx   > 0 для любых x1 и x2 од-

новременно не равных нулю. Квадратичная форма 

)(),(
2

2

2

121 xxxxQ    отрицательно определенная. Квадратичная 
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форма 
2

221

2

121 ),( xxxxxxQ    знакопеременная квадратичная фор-

ма. 

Теорема 1. Для того чтобы квадратичная форма Q(x1, …, xn) 

была положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы 

все главные миноры были положительные, т.е. 0,,0,0 21  n  . 

Для того чтобы квадратичная форма была отрицательно опре-

деленной, необходимо и достаточно, чтобы знаки главных миноров 

чередовались, причем 01  , т. е. ,0,0,0,0 4321   . 

 

2.  Определение локального экстремума.  

Необходимые условия локального экстремума 
 

Определение 1. Пусть функция u = f (x1, …, xn) определена в не-

которой окрестности точки ),...,( 00

10 nxxM . Точка M0 называется точ-

кой локального максимума данной функции, если существует такая 

окрестность точки M0, в которой выполняется неравенство: 

f (M) < f (M0), 

для всех M M0. 

Точка  M0  называется точкой локального минимума функции, 

если существует такая окрестность точки M0, в которой выполня-

ется неравенство: 

f (M) > f (M0), 

для всех M  M0. 

Точки локального максимума и минимума называются точками 

экстремума функции u = f (M). 
Теорема 2 (необходимое условие локального экстремума). 

Пусть функция u = f (M) имеет в точке M0 локальный экстремум. То-

гда, если в этой точке существуют частные производные первого по-

рядка, то все эти частные производные равны нулю. 

Доказательство.  

Пусть функция u=f(x1,…,xn)  имеет в точке ),...,( 00

10 nxxM  первые 

частные производные. Докажем, что 0

0
1






M
x

u
. 

Зафиксируем переменные 
00

22 ,, nn xxxx   , тогда 

),,,()(
00

21 nxxxfMfu    функция от одной переменной 1x , 

которая в точке 
0

11 xx   имеет локальный экстремум. Следовательно, 
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производная функции по аргументу 1x  в данной точке равна нулю. А 

это значит, что  

                                                   0

0
1






M
x

u
.  (1) 

Аналогично доказывается равенство нулю всех остальных част-

ных производных первого порядка. 

Замечание 1. Если функция ),,( 1 nxxfu   имеет в точке 

),...,( 00

10 nxxM  локальный экстремум и дифференцируема в этой точ-

ке, то 

       0...
000 1

1










 nM

n

MM dx
x

u
dx

x

u
du  (2) 

при любых значениях дифференциалов независимых переменных. 

Точки, в которых все частные производные функции (дифферен-

циал функции) равны 0, называются точками возможного экстрему-

ма функции.  

Для отыскания этих точек необходимо решить систему уравне-

ний: 

       
























.0),,(

.............................

,0),,(

,0),,(

1

1

1

2

1

nx

nx

nx

xxf

xxf

xxf

n






   (3) 

 

3. Достаточное условие локального экстремума 
 

 Рассмотрим случай функции двух переменных z = f (x, y). Пусть 

в точке M0(x0, y0) частные производные функции ),( yxf  равны нулю. 

Пусть функция ),( yxf  дважды дифференцируема в некоторой окре-

стности точки M0. 

Обозначим:  222

2

12

2

112

2

000
,, a

y

z
a

yx

z
a

x

z
MMM 














. 

Теорема 3 (достаточное условие локального экстремума). 

Пусть в некоторой окрестности точки M0 функция z = f (x, y) дваж-

ды дифференцируема и все вторые частные производные этой функ-

ции непрерывны в точке M0. Тогда, если в точке возможного экстре-

мума M0  выполняется условие 0
2

122211
2221

1211  aaa
aa

aa
, то функ-
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ция z = f (x, y)  имеет в точке M0 локальный экстремум (максимум при 

011 a , и минимум при 011 a ). Если же в этой точке  

0
2

122211  aaa , то функция z = f (x,  y)  в точке M0 экстремума не 

имеет.  

 

Доказательство.  
Согласно формуле Тейлора для n = 1, приращение функции 

z = f (x, y) в точке М0 можно записать в виде: 

z = f (x,  y)   f (x0,  y0) ,
!2

1 2

0 NM
zddz   

где 
N

zd 2

2

1
  остаточный член формулы Тейлора. Точка 

10),,( 00   yyxxN   точка из некоторой окрестности 

точки M0, зависящая от выбора точки ),( yxM . Так как точка M0(x0, y0) 

 точка возможного экстремума, то 0
0

Mdz  (при dx и dy одновре-

менно не равных нулю). Тогда 

.2
!2

1

!2

1 2

2

22

2

2

2

2























 dy

y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z
zdz

NNNN
 

Так как частные производные второго порядка непрерывны в 

точке M0, то в точке N эти производные можно представить в виде: 

11112

2





a

x

z
N ,   1212

2





a

yx

z
N ,  22222

2





a

y

z
N , 

где 011  , 012  , 022   при 0x , 0y . Кроме этого 

 dx = x = x  x0,   dy = y = y  y0. 

Тогда 

 )2(
2

1 2

2212

2

11
yayxaxaz  

+ )2(
2

1 2

2212

2

11 yyxx   . 

Пусть x =  cos ,  y =  sin ,   [0, 2], где 22 yx   

 расстояние между точками M0 и M. 

Тогда 

)sinsincos2cos(
2

2

2212

2

11

2




aaaz  + 
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)sinsincos2cos(
2

2

2212

2

11

2




 . 

I. Пусть 011 a . Тогда умножим и разделим первое слагаемое на 

11a : 

  
 22

122211

2

1211

11

2

sin)()sincos(
2

aaaaa
a

z

)sinsincos2cos(
2

2

2212

2

11

2




 . 

Введем следующие обозначения:  

I1 = (a11cos
   + a12 sin

 )
2
 + (a11a22  a12

2
)sin

 2 , 

I2 = .sinsincoscos  2

2212

2

11 2    

а). Пусть 0
2

122211  aaa , 011 a . Тогда 

I1 = 0sin)()sincos( 22

122211

2

1211   aaaaa . 

Так как 1I   это непрерывная функция от одной переменной  , 

определенная на отрезке  2;0 , то эта функция достигает своего наи-

меньшего значения на этом отрезке. Значит, найдется такое число m, 

что 

|I1| = 0sin)()sincos( 22

122211

2

1211  maaaaa  . 

 Кроме того,  

|I2| = 02sinsincos2cos 22

2

1211

2

2212

2

11   , 

при x  0, y  0, а, следовательно, и при    0. Выберем   на-

столько малым, чтобы m 22

2

1211 2  . Тогда знак приращения 

z определяется знаком первого слагаемого. 

При a11 > 0, z = f (M)  f (M0) > 0. Тогда,  f (M) > f (M0)  в некото-

рой окрестности точки M0. Следовательно, M0  точка минимума. 

При a11 < 0, z < 0, т. е. точка M0  точка максимума. 

б). Пусть 0
2

122211  aaa , 011 a . 

Рассмотрим  22

122211

2

12111 sin)()sincos( aaaaaI  .  

0cos
2

11

22

111  aaI  ,  при  = 0.  0sin)( 2

22

1222111  aaaI , ес-

ли   угол, при котором, 0sincos 1211   aa . 

Трехчлен  2

2212

2

112 sinsincos2cos I  можно сде-

лать сколь угодно малым. Следовательно, знак  z определяется зна-
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ком первого трехчлена I1, который может быть и больше, и меньше 

нуля, в зависимости от значения угла .  Значит,  в окрестности точки 

M0 есть точки M, для которых выполняется неравенство 

f (M)  f (M0) < 0,  и точки M, для которых  справедливо  неравенство 

f (M)  f (M0) > 0. Следовательно, точка M0 не является точкой экстре-

мума. 

II. Пусть 0,0 1211  aa . Тогда 0
2

122211  aaa  и  

 )sincos2(sin)sincos2(sin
2

22122212

2




 aaz  

и так как I2 = sin
  (212cos

  + 22sin
 )  0 при   0, то знак  z оп-

ределяется знаком выражения 1I . 

При sin
  = 0, I1 

 
= sin

  (2a12cos
  + a22sin

 ) = 0. 

Пусть 0sin  , тогда )2(sin 2212

2

1 actgaI   . Рассмотрим 

угол  при котором 
12

22

2a

a
ctg  , т.е. 










12

22
1

2a

a
arcctg , тогда 

02 2212  actga  , а значит 01 I . Если 
12

22

2a

a
ctg  , т.е.   











12

22
1

2a

a
arcctg , то 01 I ,. 

Значит, в окрестности точки M0 приращение функции z  может 

быть как положительным, так и отрицательным, следовательно, точка 

M0 не является точкой экстремума.  

Замечание 1.  При выполнении условия a11a22  a12
2
 = 0, для оп-

ределения характера точки М0  требуются дополнительные исследова-

ния.  

Замечание 2. Учитывая то, что дифференциал d
 2 

z(M0) является 

симметричной квадратичной формой, а знак z  определяется знаком 

этого дифференциала, то теорема может быть сформулирована сле-

дующим образом. 

Теорема 4. Пусть в некоторой окрестности точки M0(x0, y0)   

точки возможного экстремума, функция z = f (x,  y) дважды диффе-

ренцируема и все вторые частные производные этой функции непре-

рывны в точке М0. Тогда, если в этой точке второй дифференциал 

функции 
0

2

Mzd  представляет собой знакоопределенную квадратич-

ную форму от дифференциалов dx и dy, то функция z = f (x,  y)  имеет 

локальный экстремум в точке М0 (если d
 2 

z(M0) < 0, то точка М0  

точка максимума, если d
 2 

z(M0) > 0, то точка М0  точка минимума). 
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Если в точке М0 дифференциал функции является знакопеременной 

квадратичной формой, то точка М0  не является точкой экстремума.  

Рассмотрим функцию u = f (x1, …, xn). Обобщим теорему 4 на 

случай функции n-переменных. 

Теорема 5. Пусть функция u = f (x1, …, xn) определена и дважды 

дифференцируема в некоторой окрестности точки ),,(
00

10 nxxM   

(M0  точка возможного экстремума). Пусть все частные производ-

ные второго порядка данной функции непрерывны в точке М0. Тогда, 

если 
0

2

Mud  - знакоопределенная квадратичная форма от дифферен-

циалов ndxdx ,,1  , то точка М0 - точка экстремума. 

При этом, если d
 2 

z(M0) < 0 ( ,0,0,0 321  ), то точка 

М0 - точка максимума; если d
 2 

z(M0) > 0 ( 0,,0,0 21  n ), то 

точка М0 - точка минимума. 

Если d
 2 

z(M0) знакопеременная квадратичная форма, то точка 

М0 не является точкой экстремума. 

Пример 1. Найти точки локального экстремума функции 

u = 2x
2
  xy + 2xz  y + y

3
 + z

2
. 

 

Решение. 

1. Находим точки возможного экстремума функции. Для этого 

находим частные производные функции и приравниваем их к нулю: 






























.022

,031

,024

2

zx
z

u

yx
y

u

zyx
x

u

 

Решаем эту систему. Получим точки  возможного экстремума 

функции:  ),
3

1
,

3

2
,

3

1
(1 M  )

4

1
,

2

1
,

4

1
(2 M . 

2. Проверяем достаточные условия экстремума в этих точках, 

при этом воспользуемся теоремой 5. Найдем частные производные 

второго порядка в произвольной точке: 

     

,6,2

,1,4

222

2

31

2

13

2

21

2

12

2

112

2

ya
y

u
a

xz

u
a

zx

u

a
yx

u
a

yx

u
a

x

u






























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2,0
332

2

32

2

23

2















a

z

u
a

yz

u
a

zy

u
. 

Рассмотрим точку 









3

1
,

3

2
,

3

1
1M . Найдем значения частных 

производных функции в точке М1: 

2,0,4,2,1,4
333223223113211211
 aaaaaaaaa . 

Рассмотрим второй дифференциал функции в точке М1: 

d
2
u(M1) = 4dx

2
  2dxdy + 4dxdz + 4dy

2
 + 2dz

2
.  Это   квадратичная фор-

ма от переменных dx, dy, dz.. Построим матрицу квадратичной формы: 








































202

041

214

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

и найдем миноры матрицы:  

,041   015116
41
14

2 



 ,  014

202
041
214

3 


 . 

Значит, 
1

2

Mud  является положительно определенной квадра-

тичной формой, и точка )
3

1
,

3

2
,

3

1
(1 M   точка минимума функции. 

Находим значение частных производных в точке )
4

1
,

2

1
,

4

1
(2 M :  

2,0,4,2,1,4 332322131211  aaaaaa . Матрица для второго 

дифференциала функции в точке M2 имеет вид: 























202

031

214

A . 

Находим миноры матрицы:  

,013112
31
14

,04 21 



   

014
202
031
214

3 


 . 
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Значит, 
2

2

Mud  не является знакоопределенной квадратичной 

формой и  точка М2 не является точкой экстремума. 

Пример 2. Найти точки локального экстремума функции 
4323 yxyxz  . 

 

Решение. 

1. Находим точки возможного экстремума. Проверяем необхо-

димые условия экстремума. 






















.043

,036

32

2

yx
y

z

xxy
x

z

 

Из этой системы находим точки возможного экстремума: 

М1(0, 0),  М2(6, 3). 

2. Проверяем достаточные условия экстремума. Найдем частные 

производные второго порядка функции. 

.12,6,66 2

222

2

12

2

112

2

ya
y

z
xa

yx

z
xya

x

z















 

Находим значение частных производных в точке M1 (0, 0): 

0,0,0 221211  aaa , 

следовательно, 02

122211  aaa , т.е  требуются дополнительные ис-

следования (замечание 1 к теореме3). 

Найдем значение функции в точке M1: z (0, 0) = 0. 

Рассмотрим прямую y = 0. На этой прямой z(0, y) =  x
3
, тогда 

при x < 0,  z(0, y) > 0, при x > 0,  z(0, y) < 0, т.е.  в любой окрестности 

точки М1 существуют точки, в которых функция принимает как значе-

ния большие, чем )( 1Mz , так и значения меньшие, чем )( 1Mz . Следо-

вательно, точка М1 не является точкой экстремума.  

Находим значение частных производных в точке  М2(6, 3): 

108,36,18 221211  aaa , 

06482

122211  aaa  (a11 < 0), значит, по теореме 3, точка М2  точ-

ка максимума. 
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4. Наибольшее и наименьшее значение функции 
 

Пусть функция u = f (x1, …, xn) определена и непрерывна на за-

мыкании D  ограниченной области D. По теореме Вейерштрасса ([9],  

§ 3.3, п.4, теорема 8) эта функция достигает на множестве D  своего 

наибольшего и наименьшего значения. 

Рассмотрим метод отыскания наибольшего и наименьшего зна-

чения функции в случае, когда функция дифференцируема в области 

D. Если функция принимает свое наибольшее (наименьшее) значение 

во внутренней точке множества D , то эта точка является точкой ло-

кального максимума (минимума) функции. Значит,  частные производ-

ные первого порядка этой функции в данной точке равны 0. 

Поэтому, для нахождения наибольшего и наименьшего значения 

функции в области необходимо: 

1) найти все точки возможного экстремума функции u = f (M) 

лежащие в области  D (т.е. найти частные производные функции; най-

ти точки, в которых частные производные равны нулю; выбрать те 

точки, которые принадлежат области D);  

2) найти значения функции в этих точках;  

3) найти наибольшее и наименьшее значение на границе области;  

4) сравнить все полученные значения.  

Пусть область   D  плоская область, и ее граница задается кри-

вой  .
)(

),(
 








t

tyy

txx
 Тогда вопрос о нахождении наибольшего и 

наименьшего значения функции на границе сводится к исследованию 

функции одной переменной f (x(t), y(t)) на отрезке ],[  . 

Пример 3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

)sin(sinsin yxyxz   в треугольнике, ограниченном осями OX, 

OY и прямой 2 yx . 

Решение. 

Найдем точки подозрительные на экстремум. Для этого рассмот-

рим необходимое условие экстремума функции:  










,0)cos(cos

,0)cos(cos

yxyz

yxxz

y

x
 


















.0
2

sin
2

2
sin2

,0
2

sin
2

2
sin2

xxy

yyx

 
х 

2π 

2π 

y 

Рис. 1.5. 
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Из системы получаем, что: nxky  2,2  , где  Zkn , , или 

.,,
3

2
,

3

2
,

,22

,22
Zkn

k
x

n
yZkn

nxy

kyx








 




 

Выбираем точки, которые лежат в рассматриваемом треугольни-

ке. Получаем одну точку )
3

2
;

3

2
(1


M .  Находим значение функции 

)sin(sinsin yxyxz   в этой точке:    
2

33
)( 1 Mz . 

Рассмотрим функцию на границе области. 

На прямой х = 0 значение функции z = 0. 

На прямой у = 0 значение функции z = 0.  

Рассмотрим функцию на прямой х + у = 2π:  

z = sin x + sin y   sin (x + y) = 

= sin x + sin (2π  x )  sin 2π = sin x  sin x = 0. 

Значит, в точке )
3

2
;

3

2
(

1


M  функция достигает наибольшего 

значения. Наименьшее значение достигается функцией на границе об-

ласти. 

 Пример 4. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 

zyx  22
 внутри области ограниченной 12  xy  и 1 yx . 

 

Решение. 

 

Найдем точки подозрительные 

на экстремум. Для этого решим сис-

тему: 

               










.02

,02

yz

xz

y

x
   

Следовательно, точка О (0, 0)  

точка подозрительная на экстремум. 

Найдем значение функции в этой 

точке: z (O) = 0. 

Рассмотрим функцию на пря-

мой 1 yx . На этой прямой функция имеет вид z (х, 1х) = 

х
2
 + (1х)

2
 = 2х

2
  2х + 1 = 0, где х  2; 1, и является функцией одной 

переменной. Найдем значение функции в критических точках, принад-

лежащих отрезку 2; 1, и на концах этого отрезка. 

1 -2 х 

3 

у 

Рис. 1.6. Ре
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Так как 022  xz
x

, то 1x   критическая точка функции 

z (х, 1х). Значение функции в этой точке  z (1, 0) = 1. Найдем значение 

функции в точке х = 2:     z (2, 3) = 13.  

Рассмотрим функцию на кривой  12  xy . 

].1,2[где,112)1,( 242242  хxxxxxxxz  

.
2

2
,

2

2
,0тогда,024

321

3  xxxxxz
x

 

Найдем значение функции )1,( 2 xxz  в этих точках  

.
4

3

2

1
,

2

2

,
4

3

2

1
,

2

2

,1)1,0(



























z

z

z

 

Сравнивая все полученные значения функции, делаем вывод, что 

наибольшее значение функции  z = 13 достигается в точке (2, 3). Наи-

меньшее значение z = 0 достигается в точке (0, 0). 

 

§ 1.6. НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ 
 

1. Понятие неявной функции 
 

В математике и в ее приложениях часто приходится сталкиваться 

с задачами, в которых переменная u, зависящая по смыслу задачи от 

переменных х1, х2, …, хn, задается посредством функционального урав-

нения 

                                   F(u, x1, х2, …, хn) = 0. (1) 

В этом случае говорят, что функция u переменных x1, х2, …, хn задана 

неявно уравнением (1). 

Например, функция xy 1   функция от одной переменной x, 

может быть задана неявно с помощью уравнения 01 yx . Функция 

221 yxz    функция от двух переменных x и y, может быть за-

дана в неявном виде формулой 

                                      x
2
 + y

2
 + z

2
 = 0. (*) 

Однако, с помощью уравнения (*) может быть задана также и  

функция 221 yxz  . Поэтому возникает вопрос  об условиях од-

нозначной разрешимости уравнения (1) относительно переменной u. 
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Этот вопрос особенно актуален в случае, когда из уравнения (1) выра-

зить переменную u бывает сложно или вообще невозможно. Например, 

уравнение (1) задано в виде 01cos 2  yxxy  или 

0122 2  xyx . 

 
2. Теорема о существовании неявной функции. Свойства 

неявной функции. 
 

Рассмотрим вопрос об условиях, которым должна удовлетворять 

функция F (x, y), чтобы уравнение   

                                               F(x, y) = 0 (2)  

определяло некоторую функцию у = f (x).  

Теорема 1. Предположим, что 

1) функция F(x, y)  непрерывна вместе со своими частными про-

изводными 
yx

FF ,  в некоторой окрестности точки M0 (x0, y0);  

2) функция F(x, y)  в точке M0 обращается в нуль, т.е. 

F(x0, y0) = 0; 

3) производная функции по переменной y не равна нулю, т.е. 

0),(
00
 yxF

y
. 

Тогда 

1) в некоторой окрестности точки M0  

);(:
00000

  yyyxxxD  уравнение (1) однозначно 

разрешимо относительно переменной  y и определяет y как функцию 

от x: y = f (x); 

2) при x =  x0 функция f (x) принимает значение y0 = f (x0); 

3) функция f (x) непрерывна для любого x из интервала 

),( 00   xx ; 

4) функция f (x) имеет непрерывную производную на этом ин-

тервале, которая находится по формуле 

                        .
))(,(

))(,(

),(

),(
)(

xfxF

xfxF

yxF

yxF
xf

y

x

y

x









  (3) 

Доказательство.  

1. Прежде всего докажем, что найдется такая прямоугольная ок-

рестность точки  M0, в которой существует единственная функция 

y = f (x), являющаяся решением уравнения (2). 

Ради определенности будем считать, что 0),( 00  yxFy . Тогда, 

так как yF   непрерывна в некоторой окрестности точки M0, то сущест-

вует прямоугольник  
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y0 +  
 

 

y0 

 

 
y0   

 

 
 
  

 

  A1                        A        A0                     A2 

 

x0    
  x0    

     x0     x0 +   
   x0 +   

   

 

  B1                          B     B0                     B2 

 

Рис. 1.7.   
 

М0  

 

  
0000

,: yyyxxxD , 

целиком лежащий в этой окрестности, в котором данная производная 

сохраняет знак. Значит, во всех точках прямоугольника D производ-

ная yF >0. Следовательно, при любых постоянных x из отрезка 

]','[ 00   xx  функция F(x, y), как функция от одной переменной y, 

будет монотонно возрастающей. 

Обозначим вершины прямоугольника D: ),,(
001

  yxA  

),,(
002

  yxA ),,(
001

  yxB ),(
002

  yxB (см. рисунок 

1.7). 

 Зафиксируем 0xx  , тогда ),(),( 00

yxFyxF xx    возрастаю-

щая функция. При этом в точке 0y : 0),( 00 yxF . На отрезке А0, М0, 

где ),,(
000

 yxA  выполняется неравенство y < y0, следовательно, 

0),(),( 000  yxFyxF . На отрезке M0, B0, где  ),,(
000

 yxB вы-

полняется неравенство y   y0, следовательно, 

0),(),( 000  yxFyxF . 

Следовательно, ,0),()(
000

 yxFAF  .0),()(
000

 yxFBF  

Рассмотрим отрезки А1, А2 и В1, В2, На отрезке А1, А2 функ-

ция ),( 0  yxF  является функцией от одной переменной x. При 0xx   

функция 0),( 00 yxF . А так как функция ),( 0  yxF   непре-

рывна в точке х0, то существует некоторая окрестность  ),,(
00

  xx  

в которой эта функция будет отрицательна. 

Аналогично, на отрезке на В1, В2 функция 0),(
0

yxF  в не-

которой окрестности ).,(
00

  xx  

Зафиксируем произвольную точку ).,(
00

  xxxx   
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Рассмотрим функцию ),( yxF   на отрезке  BA, . 

В точке ),(
0

 yxA  функция 0),(),( 0  yxFyxF
A

. 

В точке ),(
0

 yxB  функция 0),(),( 0  yxFyxF
B

. 

По свойству непрерывных функций, существует такое значение 

yy   из интервала )','( 00   yy , при котором функция ),( yxF  

обращается в нуль: 0),( yxF . 

А так как функция ),( yxF  монотонна, то y   единственное 

значение, принимаемое переменной y на интервале )','( 00   yy , 

при котором данная функция равна нулю. 

Следовательно, мы доказали, что для любого xx   из интервала 

),( 00   xx  существует единственное значение yy   из интервала 

),( 00   yy , удовлетворяющее уравнению (2). 

То есть в окрестности   
00000

,: yyyxxxD  

точки 0M  уравнение (2) определяет однозначно функцию y = f (x).  

2. Так как 0),( 00 yxF , то )( 00 xfyy   - единственное зна-

чение переменной y в интервале ),( 00   yy , удовлетворяющее 

уравнению 0),( yxF . 

3. Рассмотрим уравнение 0),( yxF , где функция F (x, y) удов-

летворяет условиям теоремы. Докажем, что функция f (x), неявно за-

данная этим уравнением, непрерывна на интервале ),( 00   xx . 

Придадим x приращение x  так, чтобы точка 

);( 00   xxxx . Тогда функция y = f (x) получит приращение 

)()( xfxxfy  . При этом значения xx   и yy   удовлетво-

ряют уравнению 0),(  yyxxF . 

Рассмотрим полное приращение F  функции F(x, y) 

),(),(),( yxFyyxxFyxF  . 

При y = f (x) 0),(  yxF , т.е. 0),(),(  yxFyyxxF . 

Преобразуем данное равенство: 

   ),(),(),(),(),( yxFyyxFyyxFyyxxFyxF  ; 

Применим теорему Лагранжа к первой и второй скобке. По этой 

теореме на отрезке  xxx ;  существует точка 1c , такая что  

xyycFyyxFyyxxF  ),(),(),(
1

. На отрезке  yyy ;  
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существует точка 2c , такая что ycxFyxFyyxF
y

 ),(),(),(
2

. То-

гда  

0),(),(),( 21  ycxFxyycFyxF yx , 

где ),,(
1

xxxc    ),(
2

yyyc  . Значит, x
cxF

yycF
y

y

x 





),(

),(

2

1 . 

Так как функции ),( yxFx
  и ),( yxFy

  - непрерывны в прямо-

угольнике 0D , то они ограничены в этом прямоугольнике и 

1),( MyxFx  . Так как 0),(  yxFy , то  

22 ),(0 MyxFm y  . 

Следовательно, x
m

M
y 

2

1 .  При 0x  приращение 

0y , значит функция  y = f(x) – непрерывна. 

г) Докажем, что функция y = f (x) дифференцируема в точке М0. 

Рассмотрим 
),(

),(

2

1

cxF

yycF

x

y

y

x









. Так как ),,(

1
xxxc   

),(
2

yyyc  , то при 0x , а значит и при 0y , получаем, что 

,
1

хc   ,
2

yc  . Тогда, из непрерывности частных производных функ-

ции  F (x, y), следует, что ),(),(
1

yxFyycF
xx
 и 

),(),(
2

yxFcxF
yy
 .  

Следовательно,   

            
))(,(

))(,(

),(

),(
lim)(

0 xfxF

xfxF

yxF

yxF

x

y
xf

y

x

y

x

x 















.     

Сформулируем теорему о существовании неявной функции для 

функции ),,,(
21 n

xxxfu  , заданной уравнением 

0),,,,( 21 nxxxuF  . 

Теорема 2. Пусть 

1) функция ),,,(
1 n

xxuF   непрерывна вместе со своими част-

ными производными в некоторой окрестности точки 

),,,(
00

1

0

0 n
xxuM  ; 

2) 0,0)(
00


Mu
FMF ; 

Тогда 

1) в некоторой окрестности  
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),

,,(:

000

1

0

1

0

11

0

1

00

0

nnnnn
xxxxx

xxxxxuuuuuD






 

точки 0M  уравнение 0),,,( 1 nxxuF   определяет однозначную 

функцию ),,( 1 nxxfu  ; 

2) ),,(
00

10 n
xxfu  ; 

3) функция ),,( 1 nxxfu    непрерывна по совокупности своих 

аргументов и имеет непрерывные частные производные по всем аргу-

ментам. Частные производные данной функции могут быть найдены 

по формулам: 

                              .,,1

1

u

F

x

F

x

u

u

F

x

F

x

u
n

n


























  (4) 

Геометрическая интерпретация теоремы 1. Уравнение 

0),( yxF  задает кривую на плоскости и называется неявным урав-

нением кривой. Если в окрестности 0D  точки 0M  функция ),( yxF  

удовлетворяет условию теоремы 1  0
0


MyF , то в этой окрестности 

уравнение (2) однозначно разрешимо относительно переменной y и 

кривая может быть задана явным уравнением )(xfy  , где f (x) – од-

нозначная функция.  

Геометрически это означает, что кривая пересекается с прямыми, 

параллельными оси OY лишь в одной точке, а, следовательно, часть 

кривой, лежащая в указанной окрестности точки 0M , однозначно про-

ектируется на ось OX (если в условии теоремы 0
0


Mх
F , то уравнение 

однозначно разрешимо относительно x, )(yx  ). 

Пример 1. Уравнение 01 yx  задает прямую на плоскости. 

1),(  yxyxF  – непрерывна вместе со своими частными произ-

водными в любой точке плоскости ХОУ. Кроме того 01),(  yxFy . 

Очевидно, что данное уравнение однозначно разрешимо относительно 

переменной y. Следовательно, у произвольной точки 0M , лежащей на 

прямой, любая ее окрестность однозначно проектируется на ось OX.  
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Кроме того, 01




x

F
, следовательно, уравнение однозначно 

разрешимо относительно x: yx 1 . 

Пример 2. Рассмотрим уравнение 122  yx . Так как функция 

1),( 22  yxyxF    непрерывна на всей плоскости  ХОУ,  и ее част-

ные производные y
y

F
x

x

F
2,2 









 также являются непрерывными 

функциями, кроме того 0




y

F
 только в точках  )0,1(

1
M  и )0,1(

2
M , 

то для любой точки кривой  (за исключением точек 1M  и 2M ) сущест-

вует окрестность, в которой уравнение 122  yx  однозначно разре-

шимо относительно переменной у: 
21 xy   (для всех точек кривой 

для которых у  0) и 
21 xy   (для всех точек кривой для которых 

у  0). У точек 1M  и 2M  таких окрестностей не существует, следова-

тельно, в окрестности этих точек функция неразрешима однозначно 

относительно y. Аналогично можно выяснить условия разрешимости 

уравнения относительно переменной x. 

 

3. Неявные функции, определяемые системой уравнений 
 

Предположим, что функции  

                                                 



















),,(

...........................

),,,(

),,,(

1

122

111

nmm

n

n

xxfu

xxfu

xxfu







  (5) 

ищутся как решения системы m функциональных уравнений: 

                                          



















.0),,,,,(

.........................................

,0),,,,,(

,0),,,,,(

11

112

111

nmm

nm

nm

xxuuF

xxuuF

xxuuF







  (6) 

Изучим вопрос об разрешимости системы функциональных 

уравнений (6) относительно переменных muu ,,1  , т. е. условия суще-

ствования однозначных функций ),,,( 2111 nxxxfu  , 
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),,,( 2122 nxxxfu  , …, ),,,( 21 nnn xxxfu  , удовлетворяющих сис-

теме (6). 

Рассмотрим m функций mFF ,,1  , стоящих в левых частях сис-

темы (6). Составим из частных производных этих функций следующий 

определитель: 

                                              

m

mm

m

u

F

u

F

u

F

u

F



















...

.........

...

1

1

1

1

  (7) 

Этот определитель называется «якобианом» системы (6) по пе-

ременным muu ,,1   и кратко обозначается символом 

),,(

),,(

1

1

m

m

uuD

FFD




 . 

Имеет место следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть m функций  

                                           

),,,,,(

.........................................

),,,,,(

),,,,,(

11

112

111

nmm

nm

nm

xxuuF

xxuuF

xxuuF







   (8) 

дифференцируемы в некоторой окрестности точки 

),,,,,(
00

1

00

10 nm
xxuuM   и частные производные этих функций по 

переменным muu ,,1   непрерывны в точке 0M . Тогда, если в точке 

0M  все функции (8) обращаются в нуль, а якобиан 0
0

 M , то в не-

которой окрестности точки 0M  существуют единственные m функ-

ций (5), являющиеся решением системы уравнений (6). Причем эти 

функции непрерывны и дифференцируемы в точке ),,(
00

10 n
xxM  . 

Замечание 1. Если m = 1, то теорема 3 переходит в теорему 2 

предыдущего пункта, так как якобиан (7) в этом случае равен 
y

F




. 
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II. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

§ 2.1. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 
 

1. Задача об объеме цилиндрического тела 
 

Рассмотрим тело (V), ограниченное сверху графиком непрерыв-

ной функции  

z = f (x, y),                                              (1) 

с боков  цилиндрической поверхностью с образующими, параллель-

ными оси OZ, снизу  плоской фигурой (Р) на плоскости XOY (рис. 

2.1). Требуется найти объем этого тела.  

Разобьем область (Р) сетью 

кривых на n частей (Рi) 

(i = 1, …, n). В каждой частичной 

области  (Рi) выберем произволь-

ным образом точку Mi (i, i). 

Этой точке на графике функции 

соответствует точка Ni (i, i, i), 

где i = z (Mi) = = f (i, i). По-

строим цилиндрические столби-

ки, которые имеют своим основа-

нием области (Рi) и в совокупно-

сти составляют данное тело. Если 

приближенно принять каждый 

столбик за цилиндр с высотой  f (i, i), то объем Vi каждого столбика 

оказывается приближенно равным 
iii

Sf ),(  , где 
i

S   площадь фи-

гуры (Рi). Тогда приближенное значение объема тела (V) будет: 

.),(
1

ii

n

i
i

SfV 


  

Для нахождения точного значения объема тела перейдем в дан-

ном равенстве к пределу при 0 , где   наибольший из диамет-

ров всех областей (Рi): 

                                      .),(lim
1

0
ii

n

i
i

SfV  



  (2) 

Предел (2) называется двойным интегралом от функции 

z = f (x, y) по области (Р). Двойной интеграл обозначается символом  

.),(
)(

P

dSyxf  

z = f (x, y) 

(V) 

(P) 

z 

y 

x 

Mi              

Ni                        

Рис. 2.1. 
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Следовательно, объем тела (V) может быть найден по формуле  

                                        .),(
)(

P

dSyxfV  (3) 

Мы видим, что также как задача о нахождении площади криво-

линейной трапеции привела нас к понятию определенного интеграла, 

так и аналогичная ей задача о нахождении объема цилиндрического 

тела привела нас к новому понятию  двойного интеграла. Таким об-

разом, двойной интеграл является прямым обобщением понятия опре-

деленного интеграла на случай функции двух переменных. 

 

2. Определение двойного интеграла  

Введем  точное понятие двойного интеграла с более общей точки 

зрения. Рассмотрим функцию z = f (x, y) определенную в некоторой 

квадрируемой области (Р) двумерного евклидова пространства 

R
2
 (функция z = f (x, y) не обязательно является непрерывной). Разо-

бьем область (Р) сетью кусочно-непрерывных кривых на n частичных 

областей (Рi) (i = 1, 2, …, n) площади которых равны .
i

S  В каждой 

частичной области (Рi) выберем произвольным образом точку 

Mi (i, i) и найдем значение функции в этой точке: z (Mi) = f (i, i). 

Составим сумму  

,),(
1

ii

n

i
i

Sf 


  

которую будем называть интегральной суммой для функции f (x, y). 

Обозначим через  наибольший из диаметров всех областей (Рi). 

Определение 1. Число I называется конечным пределом инте-

гральных сумм   при 0 , если для любого 0  существует та-

кое 0 , что для любого разбиения области (Р) на части (Рi), при 

котором  , выполняется неравенство  |   I | <  . 

Определение 2. Предел 

                                      .),(lim
1

0
ii

n

i
i

SfI  



  (4) 

называется двойным интегралом от функции f (x, y) по области (Р) и 

обозначается символом  

.),(
)(

P

dSyxfI  

Функция, имеющая конечный предел (4), называется интегри-

руемой в области (Р). 
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3. Условия существования двойного интеграла  

и классы интегрируемых функций 
 

Далее мы будем рассматривать только ограниченные в области 

(Р) функции. 

Как и в случае функции от одной переменной, здесь также удоб-

но ввести в рассмотрение суммы, которые называются  нижней и верх-

ней суммами Дарбу. 

Обозначим через mi и Mi  точную нижнюю и точную верхнюю 

грани функции  f (x, y) в области (Рi). Тогда суммы  

                          
i

n

i
i

Sms 
 1

    и    
i

n

i
i

SMS 
 1

 

называются  нижней и верхней суммами Дарбу для функции f (x, y) в 

области (Р). 

Теорема 2.  Для того, чтобы функция f (x, y) была интегрируема 

в  области (Р), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равен-

ство 

                                          0)(lim
0




sS . (5) 

Определение 2. Колебанием функции  f (x, y) в области (Рi) назы-

вается величина  

iii
mM  . 

Тогда равенство (5) можно записать следующим образом: 

                                          .0lim
1

0





i

n

i
i

S  (6) 

Замечание. Теоремы 1 и 2 доказываются аналогично таким же 

теоремам для определенного интеграла. 

Классы интегрируемых функций. 

1. Всякая непрерывная в области (Р) функция f (x, y) интегрируе-

ма в этой области. 

2. Если ограниченная в области (Р) функция f (x, y) имеет разры-

вы разве лишь на конечном числе кривых с нулевой площадью, то она 

интегрируема. 

 

4. Свойства интегрируемых функций и двойных интегралов 
 

1. Если произвольным образом изменять значения интегрируе-

мой в области (Р) функции  f (x, y) вдоль какой-либо кривой (L) с нуле-

вой площадью (с тем лишь условием, чтобы и изменѐнная функция ос-

тавалась ограниченной), то вновь полученная функция также интег-

рируема в (Р) и ее интеграл равен интегралу от  f (x, y). 
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Таким образом, существование и величина двойного интеграла 

не зависят от значений, принимаемых подынтегральной функцией 

вдоль конечного числа кривых с нулевой площадью. 

2. Если область (Р), в которой задана функция  f (x, y), кривою 

(L)  с нулевой площадью разбита на две области )(P  и  )(P  , то из  

интегрируемости функции  f (x, y) во всей области (Р) следует ее ин-

тегрируемость в частичных областях )(P  и  )(P  , и обратно — из 

интегрируемости функции f (x, y) в обеих областях )(P  и  )(P   выте-

кает интегрируемость этой функции в области (Р). При этом выпол-

няется равенство  





)()()(

),(),(),(
PPP

dSyxfdSyxfdSyxf . 

3. Если функции f (x, y) и g (x, y)  интегрируемы в области (Р), 

то функция  ),(),( yxgyxf    также будет интегрируема в этой 

области, и при этом выполняется равенство 

      
)()()(

.),(),()),(),((
PPP

dSyxgdSyxfdSyxgyxf   

4. Если для интегрируемых в области (Р) функций f (x, y) и 

g (x, y) выполняется неравенство   f (x, y)   g (x, y), то  

.),(),(
)()(
 
PP

dSyxgdSyxf  

5. Если для интегрируемой в области (Р) функции f (x, y) выпол-

няется неравенство  m   f (x, y)   M, то  

,),(
)(

SMdSyxfSm
P

   

где S   площадь области (Р) 

6. Если функция f (x, y) непрерывна в области (Р), то в области 

(Р) существует точка ),( yx , такая что  

.),(),(
)(

SyxfdSyxf
P

  

Это наиболее часто встречающаяся форма теоремы о среднем 

для двойного интеграла. 

 

5. Повторные интегралы 
 

Рассмотрим функцию z = f (x, y) определенную в некотором 

прямоугольнике (П) = {a   х   b,  c   y   d} (рис. 2.2). 
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Зафиксируем произвольное х из от-

резка [a, b]. Тогда на отрезке АВ функция  

f (x, y) является функцией от одной пере-

менной у [c, d]. Пусть существует опреде-

ленный интеграл от данной функции по от-

резку [c, d], который зависит от выбора пе-

ременной х  и является функцией от пере-

менной х 

                    .),()( 
d

c

dyyxfxI             (7) 

Функция  )(xI  определена на отрезке [a, b]. Пусть существует опреде-

ленный интеграл от данной функции по отрезку [а, b] 

.),()(
1   










b

a

d

c

b

a

dxdyyxfdxxII  

Этот интеграл называется повторным интегралом от функции  

f (x, y) по прямоугольнику (П) и обозначается  

                                           .),(
1  

b

a

d

c

dyyxfdxI  (8) 

Аналогично вводится понятие повторного интеграла 

                     .),(),(
2    










d

c

d

c

b

a

b

a

dydxyxfdxyxfdyI  (9) 

Пример 1. Найти повторный интеграл .
8

4

2

1

  xydydx  

Решение. 

Найдем  интеграл 
2

1

xydy , считая х постоянной. 

.
2

3
)14(

22

2

1

22

1

x
xy

xxydy   

Тогда 

.36)1664(
4

3

22

3

2

3
8

4

28

4

8

4

2

1

 
x

xdxxydydx  

  

6. Приведение двойного интеграла к повторному 

в случае прямоугольной области 
 

Теорема 3.  Пусть функция  f (x, y)  определена в прямоугольнике 

(P) = {a   х   b,  c   y   d} и  для этой функции существует двойной 

В 

А 

x 

d 

c 

b a x 

Рис. 2.2 
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интеграл 

.),(
)(

P

dSyxf  

Пусть для любого значения x из отрезка [a, b] существует опре-

деленный интеграл 

.),()( 
d

c

dyyxfxI  

Тогда для  функции  f (x, y) существует и повторный интеграл 

 
b

a

d

c

dyyxfdx ),(  

и выполняется равенство: 

                                    .),(),(
)(

  
b

a

d

c

dyyxfdxdSyxf
P

 (10) 

Доказательство. 

Разобьем отрезки  ba,  и  dc, , определяющие прямоугольник 

(P), на части точками: 

dyyycy

bxxxax

m

n





,,,,

,,,,,

210

210




 

на n m частичных прямоугольников  

   
iikkik

yyyxxxP 
 11

;  

(k = 1, 2, …, n;  i = 1, 2, …, m), 

площади которых 
ikik

yxS  . 

Пусть M k i  и m k i  точная верхняя и точная нижняя границы 

функции   f (x, y)  на частичном прямоугольнике (Pk i). Тогда на этом 

прямоугольнике выполняется неравенство 

                                             
ikik

Myxfm  ),( . (11) 

Зафиксируем произвольно kx   из отрезка  kk xx ,1 . Проинтег-

рируем неравенство (11) по y на промежутке  ii yy ,1  (считая kx  ). 

Получим 

iik

iy

iy

kiik

iy

iy

ik

iy

iy

k

iy

iy

ik

yMdyyfym

dyMdyyfdym













1

111

),(

,),(





 

по свойству 9 определенных интегралов (п.2, §3.2, [10]).  

Просуммируем данное неравенство по i от 1 до n 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

 

68 

.),(
111

1

 





n

i
iik

n

i

y

y

k

n

i
iik

yMdyyfym
i

i

  

Так как  )(),(),(
1

1

k

d

с

k

n

i

y

y

k
Idyyfdyyf

i

i

   




, то неравенство будет 

иметь вид  

                                    .)(
11





n

i
iikk

n

i
iik

yMIym   (12) 

Умножим неравенство (12) на kx  и просуммируем по k от 1 до 

n. Получим  

  
  


n

k

n

i
iikk

n

k
kk

n

k

n

i
iikk

yMxxIymx
1 111 1

)( . 

Учитывая, что  

sSmyxmymx
n

k

n

i
ikik

n

k

n

i
ikik

n

k

n

i
iikk

  
    1 11 11 1

, 

где s   нижняя сумма  Дарбу для функции f (x, y), 

SSMyxMyMx
n

k

n

i
ikik

n

k

n

i
ikik

n

k

n

i
iikk

  
    1 11 11 1

, 

где S  верхняя сумма  Дарбу для функции  f (x, y), 



n

k
kk

xI
1

)(    инте-

гральная сумма для функции I (x), получим неравенство 

SxIs
n

k
kk 

1

)( . 

Перейдем к пределу при 0
k

x  и 0
k

y . Пусть d  наи-

больший из диаметров прямоугольников (P k i),  тогда 0d . Так как 

для функции f (x, y) существует двойной интеграл, то 

SdSyxfs
d

P
d 0

)(
0

lim),(lim


  . Кроме того 

  














d

c

b

a

b

a

d

c

b

a

n

k
kk

y

x
dyyxfdxdxdyyxfdxxIxI

i

k

),(),()()(lim
1

0

0
 , 

значит, .),(),(
)(

 
d

c

b

aP

dyyxfdxdSyxf    

Замечание 1. Пусть для функции f (x, y) существует двойной 

интеграл 
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,),(
)(

P

dSyxf  

и пусть для любого значения у из отрезка [с, d] существует опреде-

ленный интеграл 

K(x) = 
b

a

dxyxf ),( , 

тогда для функции  f (x, y) существует и повторный интеграл 

 
d

c

b

а

dxyxfdy ),(  

и выполняется равенство 

                                    .),(),(
)(

  
d

c

b

à

dxyxfdydSyxf
P

 (13) 

Замечание 2. Если функция  f (x, y) непрерывна в прямоугольнике 

(P), то существование двойного интеграла и двух повторных инте-

гралов для этой функции обеспечено, и выполняется равенство  

                  .),(),(),(
)(

   
d

c

b

а

b

a

d

c

dxyxfdydyyxfdxdSyxf
P

  

Замечание 3. Так как ,dxdyyxPdS
ikik
  то двойной ин-

теграл по прямоугольнику (Р) обозначается следующим образом: 

                                         
)(

),(
P

dxdyyxf  (14) 

или   
b

a

d

c

dxdyyxf ),( . 

Пример 2. Найти  


1

0

1

0
222 )1( yx

xdxdy
. 

 

Решение. 

Так как функция  
222 )1( yx

x
y


  непрерывна в прямоугольни-

ке    10;10  yxP , то двойной интеграл можно находить как 

по формуле (10), так и по формуле (13). Воспользуемся формулой (10)  

















  
1

0

1

0

222

1

0

222

1

0

1

0

1

0

222 )1()1()1(
dy

yx

xdx

yx

xdx
dy

yx

xdxdy
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




























  

1

0

1

0

22

1

0

1

0

222

22

)1(2

1

)1(

)1(

2

1
dy

yx
dy

yx

yxd
 























 

1

0

1

0

22
2

arctg
2

1
arctg

2

1

2

1

1

1

2

1 y
ydy

yy
 

2

1
arctg

2

2

82

1
arctg

2

2

2

1arctg



. 

 

7. Приведение двойного интеграла к повторному  

в  случае криволинейной области 
 

Рассмотрим область (D), ограниченную снизу и сверху двумя непре-

рывными кривыми у = g1(x), у = g2(x), 

а с боков — двумя прямыми х = а и 

х = b (рис. 2.3).  Такая область облада-

ет следующим свойством: любая пря-

мая, параллельная оси ОУ, пересекает  

область (D) не более чем в двух точ-

ках, ординаты которых g1(x),  g2(x), 

где g1(x)   g2(x). 

 
 

Теорема 3. Если для функции z = f (x, y), определенной в области (D),  

1) существует двойной  интеграл 
)(

),(
D

dSyxf ; 

2)  при каждом постоянном значении х из отрезка [а, b] суще-

ствует определенный интеграл 

)(
2

)(
1

),()(

xg

xg

dyyxfxI ; 

 

то существует также повторный интеграл 

 
b

a

xg

xg

dyyxfdx

)(
2

)(
1

,),(  

и выполняется равенство 

                       .),(),(

)(
2

)(
1)(

  
b

a

xg

xg

dyyxfdxdSyxf
D

 (15) 

Доказательство.  

Обозначим через (P) прямоугольник со сторонами параллельны-

ми координатным осям и содержащий в себе область (D). Пусть 

d 

с y = g2 (x) 

y = g1 (x) 

0 b a 

y 

x 

(D) 

Рис. 2.3. 
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F (x, y)  функция, совпадающая с функцией f (x, y) в области (D), и 

равная нулю в остальной части прямоугольника (P). Для функции 

F (x, y) выполняются все условия теоремы 3, а, значит, выполняется 

формула (10).  Тогда 

  
b

a

d

cP

dyyxFdxdxdyyxF ),(),(
)(

, 

но, т. к. 









,\),(,0

,),(),,(
),(

DPyx

Dyxyxf
yxF  

то получим: 

 
)(

)()(

)(

)(

)( 2

12

2

1

1

.),(),(),(),(),(
xg

xg

d

xg

xg

xg

xg

c

d

c

dyyxfdyyxFdyyxFdyyxFdyyxF  

Следовательно,  
)(

)(

2

1

.),(),(
)(

xg

xg

b

a

dyyxfdxdxdyyxF
P

 

Кроме того,  

.),(),(
)()(
 
DP

dSyxfdxdyyxF  

Значит,  
)(

)()(

2

1

),(),(
yg

xg

b

aD

dyyxfdxdSyxf .   

Замечание 1. Если область (D) 

ограничена кривыми x = x1(y), x = x1(y), 

и прямыми y = c, x = d (рис. 2.4),  то  

 
)(

)()(

2

1

),(),(
yx

yx

d

cD

dxyxfdydSyxf . (16) 

В этом случае любая прямая, па-

раллельная оси ОХ, пересекает  область 

(D) не более чем в двух точках, ордина-

ты которых х1(у) и  х2(у),  где х1(у) 

  х2(у). 

Замечание 2. Так же как и в случае прямоугольной области, ин-

теграл 
)(

),(
D

dSyxf  принято обозначать 
)(

),(
D

dxdyyxf . Тогда формула 

(15) будет иметь вид 

.),(),(

)(
2

)(
1)(

  
b

a

xg

xg

dyyxfdxdxdyyxf
D

 

x = x1 (y) 

d 

с 

x = x2 (y) 

0 

y 

x 

(D) 

Рис. 2.4. 
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Пример 3. Двумя способами расставить пределы интегрирова-

ния в двойном интеграле 
)(

,),(
D

dxdyyxf  если область  (D) ограничена 

линиями: y = 0,  y + 2x = 3, .xy    (рис. 2.5)  

           

Решение. 

Приведем двойной интеграл к повторному с внешними предела-

ми интегрирования по переменной х. Рассмотрим прямые, проходящие 

через область (D) и параллельные оси ОУ. Эти прямые  пересекают 

сначала ось ОХ, а затем или кривую xy  , или прямую y + 2x = 3, 

т.е. область (D) ограничена снизу одной линией у = 0, сверху двумя 

линиями: y + 2x = 3, .xy     

Разобьем область (D) прямой 

х = 1 на две области (D1) и (D2), где 

область (D1) ограничена линиями: 

y = 0,  x = 1, ,xy    область (D2) ог-

раничена линиями: y = 0,  y = 3  2x,  

x = 1. Тогда, по свойству 2 двойных 

интегралов,  

 
)(

),(
D

dxdyyxf  

 
)()( 21

),(),(
DD

dxdyyxfdxdyyxf  

.),(),(
23

0

23

10

1

0





xx

dyyxfdxdyyxfdx  

Приведем двойной интеграл к повторному с внешними предела-

ми интегрирования по переменной у. Рассмотрим прямые, проходящие 

через область (D) и параллельные оси ОХ. Эти прямые  пересекают 

сначала кривую xy  , а затем прямую y + 2x = 3, т.е. область (D) ог-

раничена слева одной линией xy  , которую можно задать также 

формулой  х = у
2
, 

 
справа прямой y + 2x = 3 (или )3(

2

1
yx  ). Таким 

образом, получим  

.),(),(
2

3

1

0 2)(






y

y

dxyxfdуdxdyyxf
D

 

Пример 4. Найти двойной интеграл  
)(

22 )(
D

dxdyyxyx , если 

область  (D) ограничена линиями: y = x
2
,   y = 1.     

(D) 

1 3/2 

3 

1 
xy   

0 

y 

x 

y = 3 – 2x 

Рис. 2.5. 
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Решение. 

Область (D) изображена на рисунке 

2.6. В данном случае любая прямая, па-

раллельная оси ОУ, пересекает область 

(D) в двух точках. Следовательно, двой-

ной интеграл по этой области можно 

найти по формуле (15), где g1(x) = x
2
, 

 g2(x) = 1. 


)(

22 )(
D

dxdyyxyx  

 
 











1

1

1

1

132

2
1

22

22 32
)( dx

y
x

y
yxdyyxyxdx

xx

 

.
105

88

21125343323

1

2

1

1

765231

1

65

42 





















xxxxxx

dx
xx

x
x

x  

Замечание. Данный интеграл можно также найти и по формуле 

(16), так как любая прямая, параллельная оси ОХ, пересекает область 

(D) в двух точках. В этом случае: ,)(
1

yyx   .)(
2

yyx   Тогда  

  











1

0

1

0

2

23

22

)(

22

23
)()( dxxyy

xx
dxyxyxdydxdyyxyx

y

y

y

yD

 

.
105

88

7

4

15

4
2

3

2
2

3

2 1

0

2
7

2
5

1

0

2
5

2
3

1

0

2

3













































 

yy
dxy

y
dxyy

y
 

 

8. Замена переменных в двойном интеграле 
 

Пусть функция f (x, y) интегрируема в области (D). Рассмотрим 

две функции, задающие взаимно однозначное отображение области 

(G) плоскости UOV в область (D) плоскости ХОУ. 

                            








),,(

),,(

vuy

vux




   где ).(),( Gvu   (17) 

Пусть функции (17) имеют непрерывные производные в области 

(G), и якобиан системы (17) 

                                  
vu

vu

yy

xx

vuD

yxD






),(

),(
 (18) 

 не равен нулю в области (G). Тогда, по теореме 3, п.3, § 1.6, система 

(17) однозначно разрешима относительно u и v. Задание пары пере-

y = x
2 

0 1 -1 

1 

у 

х 

Рис. 2.6. 
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менных u и v из области (G) однозначно определяет некоторую точку 

М (х, у)  (D) плоскости ХОУ.  Поэтому u и v называют криволиней-

ными координатами на плоскости. Для двойного интеграла от функ-

ции  f (x, y) по области (D) справедлива формула замены перемен-

ных: 

                    
)()(

.
),(

),(
)),(),,((),(

GD

dudv
vuD

yxD
vuvufdxdyyxf   (19) 

Примером криволинейных координат на плоскости являются по-

лярные координаты 









.sin

,cos





y

x
     )(),( G  

В этом случае u , v , 
),(

),(

vuD

yxD
. Формула замены переменных 

(19) в полярных координатах имеет вид  

                    
D

dxdyyxf ),( = 
G

ddf  )sin,cos( . (20) 

Замечание. Если область (G) (рис. 2.7) ограничена лучами, обра-

зующими с полярной осью углы  ,
1

  ,
2

   и кривыми ),(
1
    

),(
2
   )),()((

21
   то  

            









)(

)(

2

1

)sin,cos()sin,cos( dfdddf
G

. (21) 

Если область (G) (рис. 2.8) охватывает начало координат, то  

           
 


2

0

)(

0

)sin,cos()sin,cos( dfdddf
G

. (22) 

  

)(   

Рис. 2.8. 

0   

0   

)(
2
   

)(
1
   

  
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Пример 4. Найти двойной интеграл  
)(

22 )(
D

dxdyyx , если об-

ласть  (D) ограничена линиями: y = x, xy 3  и дугой окружности 

x
2
 + y

2
 = 8, лежащей в первой четверти.       

     

Решение. 

Подставим полярные координа-

ты в уравнения линий, ограничиваю-

щих область интегрирования. Тогда 

уравнение прямой y = x имеет вид 

 cossin   или .1tg  Следо-

вательно, данная прямая в полярных 

координатах задается уравнением 

.
4


   Прямая xy 3  в полярных 

координатах задается уравнением .
3


   Подставляя полярные коор-

динаты в уравнение окружности, получим .22  

Таким образом, область (G) ограничена лучами 
4


   и 

3


   и 

графиком функции .22  Тогда, по формуле (21), имеем 

  
3

4

22

0

2222

)(

22 )sincos()(





 dddxdyyx
D

 

.
3

4
16

4

3

4

3

4

22

0

43

4

22

0

3 

















   dddd  

 

9. Применение двойных интегралов 
 

Из пункта 1 §2.1 следует, что объем цилиндрического тела (V), 

ограниченного сверху графиком непрерывной функции z = f (x, y), с 

боков  цилиндрической поверхностью с образующими, параллельны-

ми оси OZ, снизу  плоской фигурой (D) на плоскости XOY (см. рис.1) 

находится по формуле   

                                      
D

dxdyyxfV ),( . (23) 

0 x 

y  

x
2
 + y

2
 = 8 

xy 3  

y = x 

Рис. 2.9. 
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Если f (x, y)  1 в области (D), то объем прямого цилиндра, по-

строенного на этой области, будет равен площади  основания, т.е пло-

щади области (D). Следовательно, площадь области (D) находится по 

формуле 

                                               .
D

dxdyS  (24) 

Рассмотрим некоторую плоскую область (D), в которой распре-

делена масса с поверхностной плотностью ),( yx . Тогда,  масса дан-

ного тела находится по формуле 

                                    
D

dydxyxM .),(  (25) 

Координаты центра тяжести тела находятся по формулам 

                                          ,.),(
1

0 
D

dydxyx
m

x   (26) 

                                          
D

dydxyx
m

y .),(
1

0
   

Пример 5. Найти объем тела ограниченного плоскостями: z = 0, 

x = 0, y = 0,  x + 2y + z = 2. 
 

Решение. 

Данное тело является тре-

угольной пирамидой, ограниченной 

сверху плоскостью  x + 2y + z = 2 или 

z = 2  x  2y, с боков плоскостями 

x = 0, y = 0, снизу плоскостью   z = 0. 

Плоскости x = 0, y = 0, 

z = 2  x  2y пересекаются с плоско-

стью ХОУ (z = 0) по прямым x = 0, 

y = 0,  
2

2 x
y


  , образующим тре-

угольник АОВ. 

Объем тела можно найти по формуле (23), где область (D) есть 

треугольник АОВ. 

 
)(

)22(
D

dxdyyxV  

 



2

2

0

2

0

)22(

x

dyyxdx  

В 

А 

2 

2 

1 

z 

x 

y 

Рис. 2.10. 
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.
3

2

3

)2(

4

1
)2(

4

1
)2(

2

0

32

0

2

2

0

2

2

0

2 


 
 x

dxxdxyxyy
x

 

Пример 6. Найти площадь фигуры, ограниченной лемнискатой 

Бернулли: )(2)( 222222 yxayx  . 
 

Решение. 

Запишем уравнение кривой в полярных координатах, полагая  

.sin,cos   yx  

Тогда в полярной системе координат уравнение лемнискаты имеет вид 

 2cos2 22 a  или  2cos2a . Решая неравенство 02cos  , 

получим пределы изменения переменной  : .
4

5
,

4

3

4
,

4 














  

   Фигура, ограниченная 

лемнискатой Бернулли изо-

бражена на рисунке 2.11. В 

силу симметрии можно вы-

числить четверть площади 

данной фигуры, для  

4
0


  .  

Учитывая формулу (20) перехода к полярным координатам в 

двойном интеграле, площадь фигуры в полярных координатах имеет 

вид 

                                       
G

ddS  . (27) 

В нашем случае область интегрирования (G) задается неравенст-

вами 

4
0


  ,  2cos20 a . 

Тогда 















 

4

0

2
4

0

2cos2

0

22cos2

0

4

0

2cos4
2

44









 dadddS

aa

 

.22sin22cos4 24

0

2
4

0

2 aada  




  

y 

a2  

x 

Рис. 2.11. 
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Пример 7. Найти массу фигуры (D), ограниченной эллипсом 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 и координатными осями x = 0, y = 0 ( )0,0  yx . если 

плотность данной фигуры  kxyyx ),( , constk  . 
 

Решение. 

Уравнение эллипса в этом примере равносильно уравнению 

22

2

2

1 xa
a

b

a

x
by  . Тогда по формуле (25) массу фигуры (D) на-

ходим следующим образом: 

 

 22

00)(

xa
a

b

a

D

dyxydxkdydxkxym  

  










a a

xa
a

b

a

dxxxa
a

bk
dxxa

a

b
xkdyхydxk

0 0

32

2

2

22

2

2

00

)(
2

)(
2

1
22

 

.
842422422

224

2

244

2

2

0

422

2

2 kbaa

a

bkaa

a

bkxxa

a

bk
a


















  

Замечание. Массу фигуры (D) можно найти также, перейдя к 

обобщенным полярным координатам .sin,cos  byax   Тогда 

якобиан перехода имеет вид  


ab
D

yxD


),(

),(
, подставляя координаты в 

уравнение эллипса получим: 12  . Значит, 
2

0


  , 10   . Фор-

мула (25) в обобщенных полярных координатах запишется в виде: 

 
1

0

3
2

0

22322 sincossincos 



ddbkaddbkam
G

 

84
2cos

4
22sin

4

22
1

0

42

0

221

0

3
2

0

22 kbaba
kdd

ba
k  






. 

 

§ 2.2. ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 
 

1. Понятие тройного интеграла 
 

Пусть в пространстве R
3
 задано некоторое кубируемое тело (V). 

С помощью произвольных поверхностей разобьем его на части (Vi) 

(i = 1, 2, …, n), таким образом, что )()(
1

VV
i

n

i




  и части (Vi) не имеют 
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общих внутренних точек. Обозначим через 
i

V  объем тела (Vi), через d 

 наибольший из диаметров тел (Vi) данного разбиения. 

Пусть в области (V) задана функция u = f (x, y, z). Выберем в ка-

ждой части (Vi) произвольную точку ),,( iii  . Составим интеграль-

ную сумму 

                                                



n

i
iiii

Vf
1

),,(  . (1) 

Предел этой суммы при d  0 называется тройным интегралом 

от функции u = f (x, y, z) и обозначается 

 
VV

dxdydzzyxfdVzyxf .),,(),,(  

В дальнейшем будем рассматривать функции f (x, y, z), ограни-

ченные в области (V).  

По аналогии с двойным интегралом можно ввести понятие верх-

ней и нижней суммы Дарбу 

 
i

n

i
i

Vms 
1

    и    
i

n

i
i

VMS 
1

, 

где mi и Mi  точная нижняя и точная верхняя грани функции f (x, y, z) в 

области (V).  

Справедлив критерий интегрируемости функции f (x, y, z): функ-

ция f (x, y, z) интегрируема в кубируемой области  (V) тогда и только 

тогда, когда выполняется равенство  

0)(lim
0




sS
d

 

или 

,0lim
1

0





n

i
ii

d
V  

где 0
iii

mM  есть колебание функции f (x, y, z) в области (Vi). 

Классы интегрируемых функций те же, что  и для двойного инте-

грала, а именно: 

1) любая непрерывная на кубируемой замкнутой области  (V) 

функция интегрируема на этой области. 

2) если функция ),,( zyxf  разрывна на конечном числе поверх-

ностей нулевого объема, содержащихся в области  (V), то эта 

функция интегрируема в области  (V). 

Для тройного интеграла справедливы свойства, аналогичные 

свойствам, введенным для двойного интеграла.  
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1. Если произвольным образом изменять значения интегрируе-

мой в области (V) функции  f (x, y, z) вдоль какой-либо поверхности  

нулевого объема (с тем лишь условием, чтобы и изменѐнная функция 

оставалась ограниченной), то вновь полученная функция также ин-

тегрируема в (V) и ее интеграл равен интегралу от  f (x, y, z) . 

Таким образом, существование и величина тройного интеграла 

не зависят от значений, принимаемых подынтегральной функцией 

вдоль конечного числа поверхностей с нулевым объемом. 

2. Если  (V) = (V1) + (V2), то    

 
21

.),,(),,(),,(
VVV

dVzyxfdVzyxfdVzyxf  

3. Если функции f (x, y, z) и g (x, y, z)  интегрируемы в области 

(V), то функция  ),,(),,( zyxgzyxf    также будет интегри-

руема в этой области, и при этом выполняется равенство      


V

dVzyxgzyxf )),,(),,((   

.),,(),,(  
VV

dVzyxgdVzyxf   

4. Если для интегрируемых в области (V) функций f (x, y, z) и 

g (x, y, z) выполняется неравенство   f (x, y, z)   g (x, y, z), тo 

.),,(),,(  
VV

dVzyxgdVzyxf  

5.  Если функция  f (x, y, z) интегрируема в области (V), то 

функция | f (x, y, z) | также интегрируема в этой области, и имеет ме-

сто неравенство   

.|),,(|),,(  
VV

dVzyxfdVzyxf  

6. Если для интегрируемой в области (V) функции f (x, y,z) вы-

полняется неравенство  m   f (x, y, z)   M, то  

,),,( VMdVzyxfVm
V

   

где  V   объем области (V). 

7. Если функция f (x, y,z) непрерывна в области (V), то в об-

ласти (V) существует точка ),,( zyx , такая что  

.),,(),,( VzyxfdVzyxf
V

  
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2. Вычисление тройного интеграла 
 

Пусть задан прямоугольный параллелепипед  

(V) = { bxa  , dyc  , fze  } и на этом параллелепипеде зада-

на функция ),,( zyxf , интегрируемая  в области (V). 

Зафиксируем переменные x[a, b] и y[c, d]. Получаем функ-

цию одной переменной z . Допустим, что она интегрируема на отрезке  

[e, f] т.е. существует ),(),,( yxIdzzyxf
f

e

 . Может оказаться, что эта 

функция интегрируема в прямоугольнике  dycbxaП  ,)( , 

т.е. существует  

  
П

f

eП

dzzyxfdydxdydxyxI ),,(),( . 

Такой интеграл называется повторным. Тогда 

                               .),,(),,(   
П

f

eV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf  (2) 

Заменим двойной интеграл по прямоугольнику (П) повторным и 

получим окончательную формулу для нахождения тройного интеграла 

по прямоугольному параллелепипеду 

                   .),,(),,(   
f

e

b

a

d

cV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf  (3) 

Понятие повторного интеграла можно ввести и по-другому. 

Зафиксируем произвольное  z[e, f]. Тогда функция ),,( zyxf  

будет функцией двух переменных х и у.  Если она интегрируема в пря-

моугольнике  dycbxaП  ,)( , то существует двойной инте-

грал 

)(),,( zФdydxzyxf
П

 . 

Если эта функция в свою очередь интегрируема на отрезке  [e, f] 

то существует интеграл 

     .),,()(  
П

f

e

f

e

dydxzyxfdzdzzФ  

Такой интеграл также называется повторным. Тогда 

                                 .),,(),,(  
П

f

eV

dydxzyxfdzdxdydzzyxf  (4) 

Допустим, что область интегрирования  не является параллеле-

пипедом. 

Рассмотрим первый вид области, а именно: цилиндрическое тело 
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(V1), ограниченное сверху графиком непрерывной функции 

),(
2

yxz  , снизу графиком непрерывной функции ),(
1

yxz  , с бо-

ков  цилиндрической поверхностью с образующими, параллельными 

оси OZ. Пусть это тело проектируется в квадрируемую область (G) 

плоскости ХОУ (см. рисунок 2.12) 

Тогда, фиксируя x  и y , мы можем рассматривать интеграл 

),(),,(
),(

),(

2

1

yxIdzzyxf
yx

yx






. 

Если функция ),( yxI  интегрируема в области G , то можно рас-

сматривать повторный интеграл  
),(

),(

2

1

),,(
yx

yxG

dzzyxfdydx




и, если функ-

ция ),,( zyxf  интегрируема в области  (V1), то справедливо равенство 

                     .),,(),,(
),(

),(

2

11

 
yx

yxGV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf




 (5)  

Если  )()(,)(
21

xyxbxaG   , то  

 
2

1

2

11

),,(),,(








dzzyxfdydxdxdydzzyxf
b

aV

. 

Замечание. Порядок интегрирования в тройном интеграле может 

быть изменен. Например, если тело (V2), ограничено слева графиком 

непрерывной функции ),(
1

zxy  , справа графиком непрерывной 

функции ),(
2

zxy  , а также цилиндрической поверхностью с обра-

зующими, параллельными оси OY. Пусть это тело проектируется в 

квадрируемую область (D) плоскости ХОZ (рис. 2.13).  

z 

x 

),(
2

zxy 

 

),(
1

zxy 

 

y 

Рис. 2.13. 

(V2) (D) 

z 

x 

),(
2

yxz 
 

),(
1

yxz 
 

y 

Рис. 2.12. 

(V1

) 

(G) 
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Тогда                     

              .),,(),,(
),(

),(

2

12

 
yx

yxDV

dyzyxfdzdxdxdydzzyxf




 (6) 

Пусть тело (V3) ограничено графиками непрерывных функций 

),(
1

zyx   и ),(
2

zyx  , а также цилиндрической поверхностью с об-

разующими, параллельными оси OX. Пусть это тело проектируется в 

квадрируемую область (Q) плоскости YОZ . Тогда 

                    .),,(),,(
),(

),(

2

13

 
yx

yxQV

dxzyxfdzdydxdydzzyxf




 (7) 

Пример 1. Найти интеграл   
2

0

1

0

3

0

)( dzzyxdydx . 

 

Решение. 

Это интеграл вида (3), где область интегрирования  прямо-

угольный параллелепипед  (V) = { 10  x , 30  y , 20  z } с реб-

рами, параллельными координатным осям, одна из вершин которого 

находится в начале координат. 

dxdydzzyxdzzyxdydx )))((()(
2

0

1

0

3

0

2

0

1

0

3

0

    . 

Найдем сначала внутренний интеграл 

).1(2222
2

)(

2

0

22

0















 yxyx
z

yzxzdzzyx

z

z

 

Находим второй интеграл 

.156)3
2

9
3(2

2
2)1(2

3

0

23

0















 xxy
y

xydyyx

y

y

 

Находим внешний интеграл 

.18)153(215
2

6
)156(

1

0

21

0

















x

x

x
x

dxx  

Пример 2. Найти интеграл 
V

dxdydzxy , где (V)  треугольная 

пирамида, ограниченная плоскостью 2х + y + z = 4, и координатными 

плоскостями (рис. 2.14). 
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Решение. 

Расставим пределы интегри-

рования в этом тройном интеграле. 

Это тело можно рассматривать, 

как тело, ограниченное сверху 

плоскостью z = 4  2х  y,  снизу  

плоскостью z = 0. Проекция данно-

го тела на плоскость ХОУ есть 

треугольник АОВ, ограниченный 

осями ОХ и ОУ, а также прямой 

2х + y = 4, являющейся линией пе-

ресечения плоскостей 2х + y + z = 4 

и z = 0. Следовательно, тройной интеграл можно найти по формуле (5), 

где область (G)  это внутренние точки треугольника АОВ. 

 
G

х -  y - 
х -  y - 

GV

dydxxyzdzхуdydxdxdydzxy
24

0

24

01

 

 
GG

dydxxy -  yх - dydxх -  y - xy )24xy()24( 22  






  dx
y

xyxxydyx  yy х  dx

x
x

24

0

3

222

2

0

2

0

24

8

22 )
3

2()24xy(  

.
15

2
2)

52

3
44(

3

4
)6128(

3

4
2

0

54

32

2

0

432  
xx

xxdxxxxx  

Замечание. Тот же результат можно получить, меняя пределы ин-

тегрирования. В частности, проецируя пирамиду на плоскость УОZ, 

сводим интеграл к следующему повторному интегралу 

,
2

)4(

0







zy

DV

dxхуdzdydxdydzxy  

где область (D)  это внутренние точки треугольника ВОС, располо-

женного в плоскости  УОZ. 

 

3. Замена переменных в тройном интеграле 
 

Рассмотрим кубируемую область (V) пространства OXYZ и ин-

тегрируемую в этой области функцию ),,( zyxf . Пусть область (V) с 

помощью взаимно однозначного отображения, задаваемого дифферен-

цируемыми функциями  

С 

В 

А 

4 

2 

4 

z 

x 

y 

Рис.  2.14. 
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













),,,(

),,,(

),,,(

3

2

1

wvuz

wvuy

wvux







 (8) 

для которого якобиан  

                                      0
),,(

),,(










uuu

uuu

wvu

zzz

yyy

xxx

wvuD

zyxD
I  (9) 

переходит в область )( пространства OUVW. Тогда замена перемен-

ной в тройном интеграле осуществляется по формуле 


V

dxdydzzyxf ),,(  

          


 .||)),,(),,,(),,,((
321

dudvdwIwvuwvuwvuf   (10) 

Координаты u, v, w называются криволинейными координата-

ми. 
Наиболее часто встречающиеся криволинейные координаты в 

пространстве  это цилиндрические и сферические координаты. 

Цилиндрические координаты. Эти координаты задаются фор-

мулами 

                      
),,20,0(

,sin,cos





z

zzyx




 (11) 

якобиан преобразования I , поэтому   




 .),sin,cos(),,( dzddzfdxdydzzyxf
V

  

Сферические координаты. Эти координаты задаются формула-

ми 

                      
),0,20,0(

cos,sinsin,sincos







 zyx
 (12) 

якобиан преобразования  sin2I , поэтому   




 .sin)cos,sinsin,sincos(),,( 2 dzddfdxdydzzyxf
V

  

Пример 3. Вычислить тройной интеграл ,)( 222

 
V

dxdydzzyx  
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где область (V)  часть шара 2222 Rzyx  , отсекаемая конусом 

.0,222  zyxz  
 

Решение. 

Перейдем к сферическим координатам по формулам (12). Най-

дем пределы изменения переменных  ,, , для этого запишем урав-

нения поверхностей, ограничивающих область (V) в сферических ко-

ординатах. Тогда уравнение сферы 2222 Rzyx   будет иметь вид 

R , а уравнение конуса:  sincos  или 
4


  . Для точек области 

(V) выполняются неравенства 








,

,
222

2222

yxz

Rzyx
 или в сферических 

координатах эти неравенства имеют вид 








.sincos

,



 R
  Поэтому коор-

динаты  ,,  изменяются в следующих пределах: 

4
0,20,0


  R .  Подставляя сферические координаты 

в подынтегральную функцию, и, учитывая якобиан преобразования 

 sin2I , получим   

 
R

V

ddddxdydzzyx
0

4
4

0

2

0

222 sin)( 





 

.
5

)22(
sin

5

0

4
4

0

2

0

R
ddd

R 
 








 

Пример 4. Вычислить тройной интеграл ,
V

zdxdydz  где область 

(V) ограничена частью конуса 
2

22

22

h

Rz
yx   (z  0) и плоскостью z = h 

(h и R  постоянные, h   0, R   0). 

 

Решение. 

Введем цилиндрические координаты по формулам (11). Уравне-

ние конуса принимает вид 
2

22

2

h

Rz
  или 

R

h
z


 , уравнение плоскости 

z = h останется прежним. Тогда новые переменные в области (V) изме-

няются следующим образом: ,0 R   ,20    hz
R

h



. Полу-
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чим  

.
4

22

0

2

0

  
V

h

R

h

R Rh
zdddzdxdydz








 

4. Приложения тройных интегралов 

 Из определения тройного интеграла легко видеть, что объем V 

области (V): 

                                                     
V

dzdydxV . (13) 

Рассмотрим некоторое тело (V), в котором распределена масса с 

объемной плотностью ),,( zyx . Масса данного тела находится по 

формуле 

                                    


 dzdydxzyxM ),,( . (14) 

Координаты центра тяжести тела находятся по формулам 

,),,(
1

0 
V

dzdydxxzyx
m

x   

                                     ,),,(
1

0 
V

dzdydxyzyx
m

y    (15) 

,),,(
1

0 
V

dzdydxzzyx
m

z   

Пример 4. Найти объем тела, ограниченного поверхностями:  

x
2 
+ y

2 
= 1,    y + z = 1,    z = 0. 

 

Решение. 

Поверхности, ограничи-

вающие данное тело, это: ци-

линдр x
2 
+ y

2 
= 1 с образующими, 

параллельными оси OZ, и плос-

кость y + z = 1, параллельная оси 

OX. Тело изображено на рисунке 

2.15. Объем тела находится по 

формуле: 


V

dxdydzV . 

Перейдем к цилиндриче-

ским координатам по формулам 

Рис. 2.15. 
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(11). Для этого запишем уравнение цилиндра и уравнение плоскости в 

цилиндрических координатах. Тогда уравнение плоскости 

z = 1   cos , уравнение цилиндра  = 1. 

В нашем случае  0    1,    0    2,    0  z  1   cos  

V = 
V

dxdydz = 
'V

dzdd  = 

 



 


2

0

cos1

0

1

0

dzdd  








2

0

1

0

cos1

0
dzd   




2

0

1

0

)cos1( dd  









  




2

0

1

0

cos
32

32

d 







 




2

0

cos
3

1

2

1
d  

  



2

0

cos23
6

1
d   .sin23

6

1 2

0




  
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