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Отъ редактора.

Настояпцй переводъ перваго тома изв'Ьстнаго руководства 
■Go u t s  at сд-Ьланъ съ разр^шешн автора съ перваго француз- 
«каго издатя 1902 г. съ тЬми дополнетями, который были 
внесены авторомъ въ англгйск1й переводъ его книги, сделанный 
НесЫск’омъ, профессоромъ университета въ Миссури. Когда 
уже почти вся книга была напечатана, авторомъ были при- 
•сланы оттиски перваго выпуска второго издатя; заключаю- 
ицяся въ немъ дополнешя обработаны переводчикомъ въ вид^ 
■особаго приложетя въ концк тома.

Б. Млодатьевстй.

1 поля 1910 г.





Предшнкш автора къ первому изданш.

Этотъ трудъ представляетъ изложеше съ незначительными 
изм-Ьнетями курса, читаемаго мною на Faculte des Sciences. 
Въ н’Ькоторыхъ м-Ьстахъ я нисколько измЯшиль порядокъ, ко- 
тораго держался въ преподавания, чтобы соединить въ одномъ 
том-Ь все, касающееся функцяй д-Ьйствительнаго перем’Ьннаго 
за исключен1емъ дифференщальныхъ уравнен!й. Такъ какъ 
дифференщальное обозначеше не входитъ въ программу спе- 
щальнаго математическаго класса, то оно изложено мною 
съ самаго начала, и я предполагаю у читателя только ум'Ьте 
находить производный.

Такъ какъ математичестй аиализъ есть, по существу, уче
т е  о непрерывныхъ многообраз1 яхъ, то, казалось бы, что ло
гически всякий курсъ анализа долженъ начинаться съ изучения 
ирращональныхъ чиселъ. Однако, я считалъ поняие объ ирра
щональныхъ числахъ уже изв-Ьстнымъ. Teopin несоизм’Ьримыхъ 
величинъ изложена въ общеизв'Ьстныхъ прекрасныхъ трудахъ, 
и притомъ такъ хорошо, что я считалъ безполезнымъ къ ней 
возвращаться. Что касается до другихъ понятий, лежащихъ 
въ основа анализа, каковы поняйя верхняго предала, опре- 
д-Ьленпаго интеграла, двойного интеграла и проч., то я по
старался ввести ихъ со всею желательною строгостью, оставляя 
изложеше элементарнымъ и не стремясь къ излишней для 
учебника общности. .

Некоторые параграфы, напечатанные мелкимъ шрифтомъ, 
содержатъ или разобранные подробно примеры, или дополне- 
т я ;  читатель безъ ущерба можетъ ихъ пропустить при пер- 
вомъ чтенш книги. Въ концЪ каждой главы приведено нй-
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сколько упражнетй. Большинство изъ нихъ было предложено 
на экзаменахъ и составляетъ непосредственное п ри лож ен !?  

методовъ, изложенныхъ въ соответствующей главе. Друг1 я 
упраж нетя, отмеченный звездочкою, несколько труднее; они 
большею частью заимствованы изъ оригинальныхъ мемуаровъ, 
на который я и ссылаюсь.

Э. Гурса.

27 января 1902 г.
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К У Р с ъ

М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Г О  А Н А Л И З А .

Г Л А В А  I.

Производныя и дифференц1алы.

I. — ФУНКЦ1И ОДНОГО ПЕРЕМЪННАГО.

1. Пределы.— Когда последовательный значетя перемен
на го х все более и бол'Ье приближаются къ постоянному количе
ству а, такъ что абсолютное значеше разности х —а наконецъ 
делается и остается менынимъ всякаго заранее даннаго числа, 
то говорятъ, что переменное х имеетъ своимъ пределомъ посто
янное а. Это определен]е даетъ намъ п р и з н а к и ,  по которому 
мы можемъ узнать, является ли а пределомъ переменнаго х. 
Чтобы а было пределомъ переменнаго х, необходимо и доста
точно, чтобы, при данномъ сколь угодно маломъ положитель- 
номъ числе в, наступили такой моментъ, начиная съ котораго 
абсолютное значеше х —а оставалось постоянно меньше в при 
всехъ значешяхъ, которыя можетъ принять переменное х.

Въ геометрш и алгебре мы имеемъ много примеровъ пре-

деловъ. Напримеръ, переменное количество х = -ni“
а — т имеетъ

пределомъга,когда т стремится къа; въсамомъ деле, достаточно 
взять абсолютное значеше т —а меньшими е, чтобы абсолютное 
значеше х —2а было также меньше в. Точно также переменное

х = а—~ при п целомъ и положительномъ имеетъ пределомъ а, 

когда число п неограниченно возрастаете, действительно, доста

точно взять п больше i ,  чтобы а —х  было меньше в. Изъ этихъв
примеровъ видно, что последовательный значетя перемен
наго х, когда оно стремится къ своему пределу, могутъ соста
влять или непрерывную или прерывную последовательность.

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 1



2 ГЛАВА I . ----  ПРОИЗВОДНЫ Й И ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц 1А Л Ы . §§ 1 — 2 .

Вообще, очень трудно найти пред'кть переменная количе
ства. Следующее предложеше, которое мы принимаемъ, какъ 
очевидное, позволяетъ во многихъ случаяхъ утверждать, что 
пред'Ьлъ существуетъ.

В с я к о е  п е р е и н о е  к о л и ч е с т в о ,  к о т о р о е  н и 
к о г д а  не  у б ы в а е т ъ  и к о т о р о е  о с т а е т с я  м е н ь ш е  
п о с т о я н н а г о  к о л и ч е с т в а  L , с т р е м и т с я  к ъ  п р е 
д е л у  I, м е н ь ш е м у  и л и  р а в н о м у  L.

В с я к о е  п е р е м е н н о е  к о л и ч е с т в о ,  к о т о р о е  н и 
к о г д а  н е  в о з р а с т а е т ъ  и к о т о р о е  о с т а е т с я  больш е 
п о с т о я н н а г о  к о л и ч е с т в а  L' ,  с т р е м и т с я  к ъ  п р е 
д е л у  I', б о л ь ш е м у  и л и  р а в н о м у  L ' .

Напримеръ, если члены знакоположительная ряда относи
тельно меньше членовъ другого сходящагося ряда, также 
знакоположительная, то можно утверждать, что и первый 
рядъ сходящшся; въ самомъ д-Ьл-Ь, сумма JSn п первыхъ чле
новъ перваго ряда, очевидно, возрастаетъ вм’ЬстЬ съ указа- 
телемъ «, и въ то же время эта сумма всегда меньше суммы S 
второго ряда.

2. Функцш.— Если два перемгЬнныхъ количества связаны 
такимъ образомъ, что значеше одного зависитъ отъ значешя 
другого, то говорить, что эти количества суть функцш одно 
другого. Одно изъ нихъ, измгЬнен1я котораго мы считаемъ про
извольными, называется п е р е м е н н ы м ъ  н е з а в и с и м ы м ъ .  
Пусть будетъ х  это переменное, и пусть оно можетъ прини
мать, напримеръ, все значешя, заключаюпцяся между двумя 
данными числами а и Ъ (а < 6). Обозначимъ черезъ у другое 
переменное, такое, чтобы каждому значенш х,  заключенному 
между а и Ъ, — равно какъ и каждому изъ предельныхъ зна
ченш а,Ъ, — соответствовало вполне определенное значеше у. 
Въ этомъ случае у  называется функщею отъ х , определенною 
въ промежутке (а, Ъ), и эта зависимость обозначается равен- 
ствомъ y= f(x ) .  Напримеръ, можетъ быть, что значеше у  есть 
результата некоторыхъ аривметическихъ действ1й, выполнен- 
ныхъ надъ значешемъ ж; такъ получаются простейшая функцш, 
изучаемый въ элементарной математике: многочлены, рацюналь- 
ныя функцш, радикалы и проч.

Функщя можетъ быть также определена графически. Возь- 
мемъ на плоскости две оси координата Ох и Оу. Проведемъ 
черезъ две точки А  и В  этой плоскости дугу кривой АС В  
произвольная вида, такъ чтобы каждая прямая, параллельная 
оси Оу, встречала эту дугу не более, чемъ въ одной точке;



тогда ордината точки этой кривой будетъ функщею абсциссы. 
Дуга АСВ  можетъ даже состоять изъ Н'Ьсколькихъ отд'Ьльныхъ 
частей, принадлежащихъ различнымъ кривымъ, какъ-то: изъ 
отр'Ьзковъ прямой, дугъ круга и проч. Короче сказать, можно 
установить совершенно произвольный законъ, по которому полу
чаются значетя переменная у изъ соответствующая значетя 
переменная х. Слово ф у н к ц 1 я ,  взятое въ наиболее широкомъ 
смысл^, значить не что иное, какъ следующее: каждому зна
чение переменная х  соответствуешь значете переменная у.

3. Непрерывность. — Опред-Ьлете т-Ьхъ функщй, къ которымъ 
прилагается исчислеше безконечно малыхъ, более ограничено. 
Пусть будетъ y=f(x)  функщя, определенная въ промежутке 
(а, Ь) ; возьмемъ значете х0, заключающееся въ этомъ промежутке, 
и соседнее съ нимъ значете x0 + h, заключающееся въ томъ же 
промежутке. Если при приближения абсолютнаго значетя h 
къ нулю разность f(x0 + h) — f(x0) также стремится къ нулю, то 
функщя f(x) называется н е п р е р ы в н о ю  п р и  з н а ч е н 1 иж0. 
На основании опр еде л етя  предела можно также сказать, что 
ф у н к ц 1 я f(x) н е п р е р ы в н а  п р и  х = х 0, е с л и  д л я  в с я -  
к а г о  с к о л ь  у г о д н о  м а л а г о  п о л о ж и т е л ь н а г о  
ч и с л а  е м о ж н о  н а й т и  т а к о е  с о о т в е т с т в у ю щ е е  
п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о » / ,  ч т о б ы  было

\ f (x0+ h )~ f (x 0) \<e

д л я  в с я к а г о  з н а ч е н 1 я  А, м е н ь ш а г о  rj по а б с о л ю т 
н о м у  з н а ч е н 1 ю* ) .  Функщя f(x) называется непрерывною 
въ промежутке (а, Ъ), если она непрерывна при всякомъ значенш 
х, заключающемся въ этомъ промежутке, и если разности

f (a+h)—f(a), f (b—h)—f(b)

стремятся къ нулю, когда разность h стремится къ нулю, оста
ваясь положительною..

Во всехъ курсахъ алгебры доказывается, что многочлены, 
ращональныя функцш, функции показательный, логариемиче- 
сшя, тригонометричестя и обратный непрерывны при всехъ 
значетяхъ переменная, кроме некоторыхъ особыхъ, при ко- 
торыхъ эти функцш перестаютъ быть непрерывными. Изъ опре- 
делешя непрерывной функцш следуетъ также, что сумма или 
произведете произвольная числа непрерывныхъ функций есть 
также функщя непрерывная; то же самое относится и къ част
ному двухъ непрерывныхъ функщй за исключетемъ техъ зна

*) Символъ | а | обозначаешь абсолютное значеше числа а.
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ченш перем’Ьннаго, который обращаютъ знаменатель въ 
нуль.

Я не буду зд'Ьоь объяснять, почему мы принимаемъ, что 
функщи, определяемый физически, непрерывны, по крайней 
м ^ре вообще.

Изъ свойствъ непрерывныхъ функцш мы укажемъ здесь на 
два следующихъ; они кажутся очевидными, но темъ не менее 
они составляютъ настоящей теоремы, строгое доказательство 
которыхъ будетъ приведено далее*).

I. Е с л и  ф у н к ц 1 я  у =f(x)  н е п р е р ы в н а  в ъ  п р о м е 
ж у т к е  (а, Ъ), и е с л и  N  е с т ь  ч и с л о ,  з а к л ю ч а ю щ е е с я  
м е ж д у  Да)  и f(b), то у р а в н е н 1 е  f(x) = N  и м е е т ъ ,  п о  
к р а й н е й  м е р е ,  о д и н ъ  к о р е н ь ,  з а к л ю ч а ю щ е й с я  
м е ж д у  а и Ъ.

II .  С у щ е с т в у е т ъ ,  п о  к р а й н е й  м е р е ,  о д н о  з н а ч е -  
Hi  е ж, п р и н а д л е ж а щ е е  п р о м е ж у т к у  (а, Ъ) ( в к л ю ч а я  
а и й ) ,  п р и  к о т о р о м ъ  у п р и н и м а е т ъ  з н а ч е н 1 е  Ж,  
б о л ь ш е е  и л и ,  по  к р а й н е й  м е р е ,  р а в н о е  в с я к о м у  
д р у г о м у  з н а ч е н 1 ю ф у н к ц 1 и в ъ  т о м ъ  же  с а м о м ъ  
п р о м е ж у т к е .  Т о ч н о  т а к ж е  с у щ е с т в у е т ъ  з н а ч е -  
Hi e ж, п р и  к о т о р о м ъ  у п р и н и м а е т ъ  з н а ч е т е  т ,  
м е н ь ш е е  и л и ,  по  к р а й н е й  м е р е ,  р а в н о е  в с я к о м у  
д р у г о м у  з н а ч е н 1 ю ф у н к ц 1 и в ъ  т о м ъ  же  с а м о м ъ  
п р  о м е ж у т к е .

Числа Ж и т  суть наибольшее и наименьшее значешя функщи 
Д*) въ промежутке (а, Ъ). Понятно, что значете х,  при кото
ромъ f(x) принимаетъ свое наибольшее значете Ж, можетъ 
совпадать съ однимъ изъ пределовъ а или 6 ; то же относится 
и къ значенпо ж, соответствующему наименьшему значенпо 
функщи. Изъ соединетя предыдущихъ предложений непосред
ственно вытекаетъ, что уравнеше f ( x ) = N  имеетъ, по крайней 
м ере, одинъ корень, заключающейся между а и Ь, если N  заклю
чается между Ж  и т.

4. Примеры прерывности. — Функщи, которыя мы будемъ 
изучать, вообще, непрерывны, но оне могутъ не быть такими 
при некоторыхъ исключительныхъ значешяхъ переменнаго. 
Вотъ несколько наиболее часто встречающихся примеровъ 
прерывности.

Функщя у —— — непрерывна при всякомъ значенш х = х 0, 

отличномъ отъ а. Действ1 е, при помощи котораго мы выводимъ

*) См. главу IV.
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значение у изъ значешя ж, не имеетъ никакого смысла, если х 
принимаете значеше а; но мы зам-Ьчаемъ, что, при х  очень 
близкомъ къ а, у очень велико по абсолютному значению, и 
притомъ положительно или отрицательно смотря по тому, 
будетъ ли х  больше или меньше а. Когда разность х —а все 
бол'Ье и более уменьшается, абсолютное значеше у неопре
деленно возрастаетъ и становится больше всякаго заранее 
даннаго числа. Кратко это выражаютъ, говоря, что функ

щ я — — безконечна при х —а. Этотъ родъ прерывности имеетъ 

въ анализе очень важное значеше.

Разсмотримъ еще функцпо у =  sin — Когда х  приближается
Iкъ нулю, -  неограниченно возрастаетъ, и у не стремится ни
ОС

къ какому пределу, оставаясь при этомъ заключеннымъ между 

— I и + i ;  уравнеше s in - = J . ,  где | J . | < i ,  всегда имеетъX
безчисленное множество корней, заключающихся между о и е, 
какъ бы s ни было мало. Какое бы значеше мы ни выбрали 
для у при ж =о, наша функщя не можетъ быть непрерывною 
при х=о.

Примерь другого родъ прерывности представляетъ сумма 
сходящагося ряда

8 (ж)— ж2 + ; г«+ ■1 +  Ж2 (1 +  ж2)я
При ж =о все члены этого ряда равны нулю, и S  (о)=о. 

При ж отличномъ отъ нуля, мы имеемъ убывающую геоме-
Iтрическую прогресшю съ знаменателемъ 1 +Ж‘■а’ поэтому

S(X):
Ж2 ( 1 + Ж 2) =  1 +Ж2

I —
1 + Ж 2

Когда ж стремится къ нулю, S (ж) имеетъ пределомъ еди
ницу, между темъ какъ S  (о)=о. Такимъ образомъ, хотя 
функщя стремится въ этомъ случае къ пределу при прибли- 
жен1и ж къ нулю, но этотъ пределъ отличенъ отъ значешя, 
принимаемаго функщею при ж=о.

5. Производныя. — Пусть будетъ f(x) непрерывная функц1я 
отъ ж; разсмотримъ отношен1 е

f(x+h) — f(x)
h
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Будемъ, оставляя х  постоянным!., неограниченно уменьшать 
абсолютное значете А; числитель и знаменатель этого отноше
ния будутъ стремиться къ нулю; если самое отношете стре
мится при этомъ къ пределу, то этотъ пред'Ьлъ называется 
производною отъ функцш f (x) .  Производная обыкновенно 
обозначается черезъ у' или, по обозначению Лагранжа (La
grange), черезъ f'{x).

Съ аналитическимъ понятаемъ производной т-Ьсно связано 
важное геометрическое понятае. Пусть будетъ f(x) функщя, 
непрерьшная въ промежутка (а, Ъ), Разсмотримъ на плоскости 
точку съ координатами (х, у). При изм^ненш х  отъ а до Ь, 
эта точка описываетъ дугу кривой АШВ,  графически пред
ставляющую ходъ функцш f(x) въ промежутка {а, Ь). Возь- 
мемъ на этой дуг£ дв^ сос/Ьдтя точки Ж  и Ш' съ абсцис
сами х  и х+Ъ.  Угловой коэффищентъ прямой М М '  равенъ

f ( x + h )~ f ( x )
А

когда li стремится къ нулю, точка М ’ неопределенно прибли
жается къ точк-Ь Ж, и если функщя f(x) им-Ьетъ производную, 
то угловой коэффищентъ прямой М М '  стремится къ пределу у'. 
Такимъ образомъ прямая М М '  стремится къ некоторому 
предельному положенно М Т,  называемому к а с а т е л ь н о ю  
к ъ  к р и в о й ;  на основанш предыдущаго, уравнеше этой каса
тельной будетъ

У - у = у '  { Х - х ) ,

гдЬ X  и У — текупця координаты.
Распространимъ этотъ выводъ на кривьш двойной кривизны. 

Пусть будутъ
« =  /•(*), y=<p(t), z=y{t )

выражения координата любой точки какой-нибудь кривой 
двойной кривизны въ функцш перем’Ьннаго параметра t. Возь- 
мемъ на этой кривой две точки Ж  и М',  соотвгЬтствующ1я 
двумъ значешямъ параметра t и t+h;  уравнешя хорды М М  
будутъ

X - f ( i )  y-<p(t) Z ~ V ( t )
f ( t  + h)~ f{ t) -<p( t  + h)-<p(t) y>{t+h)-v{t )

Разд^ливь делителей этихъ отношешй на А и приближая 
зат4;мъ А къ нулю, мы найдемъ, что хорда М М '  стремится 
къ предельному положетю, которое представится уравнешями

X —f(t) y~q>(t) Z —ip(t)
4 fW ~ ~ l p rV) *'(*) ’
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предполагая, разумеется, что три функцш f(t), <p(t) и гр (t) 
им1;ютъ производныя. Такимъ образомъ определете касатель
ной къ кривой приводится аналитически къ вычислению произ- 
водныхъ.

Всякая функщя, имеющая производную, необходимо непре
рывна, но обратное положете не всегда справедливо. Нетрудно 
привести примеры непрерывным. функщй, не имеющихъ 
производной при известныхъ частныхъ значетяхъ перемен-

наго. Такова функщя y=a;sm  — при х= о .  Если х  стре-ОС
мится къ нулю, у также стремится къ нулю, и функщя

непрерывна, но отношете - = s i n —> какъ мы уже видели,' ОС ос
не стремится ни къ какому пределу.

2

Пусть будетъ далее у = х г\ эта функщя непрерывна при 
всякомъ значении х  и равна ;нулю при х=о-, но, если х

!_«1

стремится къ нулю, отношете ——х  3 неопределенно возра-ОС
стаетъ. Для краткости мы будемъ говорить, что здесь произ
водная безконечна при ж=о;  кривая, изображающая ходъ 
функцш, касается р е и  у въ начале координата.

1

Функщя у = х ----- - равна нулю при х —о\ но отноше-
i  +  e*

H ie  — стремится къ двумъ различнымъ пределамъ смотря
ОС

по тому, приближается ли х  къ нулю, оставаясь лоложитель- 
нымъ или оставаясь отрицательнымъ. Если х  положительно и

- - Уочень мало, то ех положительно и очень велико; отношете —х
стремится къ единице. Напротивъ, если х  отрицательно и

1
очень мало по абсолютному значетю, то е* очень близко

Укъ нулю, и отношете -  имеета пределомъ нуль. 'Такимъ
ОС

образомъ производная имеета два различныхъ значетя 
въ зависимости отъ того, какимъ образомъ х  приближается 
къ нулю; кривая, изображающая ходъ функцш, имеета въ на
чале координата у г л о в у ю  т о ч к у .

Мзъ этихъ примеровъ видно, что легко составить функщй, 
не имеюпця производныхъ при некоторыхл, частныхъ значетяхъ 
переменнаго. Между те.чъ изобретатели исчисления безконечно
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малыхъ и ихъ последователи никогда не сомневались въ томъ, 
что непрерывная функщя вообще имеетъ производную. Было 
даже несколько попытокъ доказательствъ, правда, недостаточ- 
ныхъ, пока Вейерштрассъ (W eierstrass) не разрешилъ вопроса, 
давъ примеры непрерывныхъ функцш, который не тпгЬютъ 
производныхъ ни при какихъ значетяхъ переменнаго*). Такъ 
какъ эти функцш до сихъ поръ не получили никакого прн- 
лгЬнетя, то мы ими заниматься не будемъ. Въ дальнейшемъ, 
когда мы будемъ говорить, что функщя f(x)  гогЬетъ производ
ную въ промежутке (а, 5), то при отсутствш особыхъ указаний 
это будетъ всегда означать, что эта функщя имеетъ единствен
ную и конечную производную при каждомъ значенш пере
меннаго х, заключающемся между а и Ь.

6. Выснйя производный. — Производная отъ f(x) есть вообще
сама некоторая функщя отъ #, f '(x)\  если въ свою очередь 
f ' (x)  имеетъ производную, то эта новая функщя называется 
второю производною отъ f(x)  и обозначается символомъ у" или 
f"(x) .  Третья производная у'" илу f"'(x) определяется подоб- 
нымъ же образомъ, какъ производная отъ второй производ
ной и т. д. Вообще, п-ая производная у(п\  или есть про
изводная отъ производной (п — i)-ro порядка. Можетъ слу
читься, что, составляя такимъ образомъ выснпя производный, 
мы никогда не дойдемъ до функцш, не имеющей производной. 
Въ этомъ случае мы можемъ представить себе, что этотъ 
рядъ действш продолжается до безконечности, и мы полу- 
чаемъ безконечньш рядъ последовательныхъ производныхъ 
отъ функцш f(x) .  Такимъ безконечнымъ рядомъ производныхъ 
обладаютъ все функции, имеющ1 я до сихъ поръ какое-нибудь 
практическое значете.

Приведенное выше обозначеше производной принадлежитъ 
Лагранжу. Чтобы представить производную «-го порядка, 
иногда употребляютъ также символъ Коши (Cauchy): Dny или 
DJ'ipo). Ниже мы познакомимся съ обозначетемъ Лейбница 
(Leibniz).

7. Теорема Ролля. — П рименете производныхъ къ изученш 
уравнетй основывается на с.тЬдующемъ предложены!, извест- 
номъ подъ назватемъ т е о р е м ы  Р о л л я  (Rolle).

*) Докладъ, читанный въ Берлинской Академш Наукъ 18 ш ля  1872 г. 
Другие примеры можно найти въ  мемуар-Ь Дарбу (Darboux) о прерьгв- 
ныхъ функщяхъ (Annales de l’Ecole Normale Superieure, томъ IV, 
2-я cepia). ПримЬръ Вейерштрасса приведенъ далЬе (глава IX).
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П у с т ь  б у д у т ъ  я и Ъ д в а  к о р н я  у р а в н е н 1 я  Дж) =  о. 
Е с л и  ф у н к ц 1 я  f(x)  н е п р е р ы в н а  и и м е  е т ъ п р о и з 
в о д н у ю  в ъ  п р о м е ж у т к а  (я, Ъ), то у р а в н е н 1 е f'{x) = о 
и м 4 е т ъ ,  по  к р а й н е й  мере, о д и н ъ  к о р е н ь ,  з а к л ю 
ч а ю щ е й с я  м е ж д у  я и Ъ.

Въ самомъ Д'Ьл-fc, функщя f(x),  по предположению, равна 
нулю при х —а и при х=Ъ. Если она постоянно равна нулю 
въ промежутке (я, Ъ), то и ея производная также будетъ 
постоянно равна нулю въ этомъ промежутка, и теорема оче
видна. Если же функщя f  (ж) неравна постоянно нулю, то она 
будетъ иметь положительный или отрицательный значешя. 
Предположимъ, наприм'Ьръ, что функщя f(x) им-Ьетъ положи- 
тельныя значешя; тогда она непременно имеетъ наибольшее 
значете J. при некоторомъ значенш х = х г, заключающемся въ 
промежутке (я, Ъ) (§ 3; теорема II). Отношете

/•(ж1 + Л ) - / ,(ж1)
h

где /г>о, будетъ необходимо или отрицательно, или равно 
нулю; поэтому пределъ этого отношешя, т.-е. не можетъ
быть положительнымъ числомъ, и, следовательно, /'(ау) =  о. 
Точно также, разсматривая /’,(ж1), какъ пределъ отношешя

—h

где 7г>о, мы увидимъ, что / -/(ж1) =  о. Сравнеше этихъ двухъ 
результатовъ доказываетъ, что необходимо f ' (x1) = o.

8 . Формула конечныхъ приращешй.— Изъ теоремы Ролля 
легко можетъ быть выведена важная формула конечныхъ при- 
ращ етй.

П у с т ь  б у д е т ъ  f(x) н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц 1 я ,  и м е ю 
щ а я  п р о и з в о д н у ю  въ п р о м е ж у т к е  (я, Ъ); т о г д а

m - f ( a )  = (b-a) f ' ( c) ,  (I)

г д е  с е с т ь  ч и с л о ,  з а к л ю ч а ю щ е е с я  м е ж д у  я и Ъ.
Чтобы вывести эту формулу, разсмотримъ вторую функщю 

<р (ж), обладающую теми же свойствами, какъ и первая функщя, 
т.-е. непрерывную и имеющую производную въ промежутке 
(я, Ь). Введемъ вспомогательную функщю

гр (x)—A f ( x ) + B  <р (х) +  С,

где А, В,  С — постоянный, и определимъ эти постоянныя та- 
кимъ образомъ, чтобы функщя гр (х) обращалась въ нуль при
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х —а и при х = Ь. Необходимый и достаточный услов!я этого 
будутъ

A  f  (а) + В  (р (а) + С=о, Af(h)+B<p(b) + C= о; 

мы удовлетворимъ этимъ условзямъ, положивъ

A  = <p(a)-<p(b), B = f ( b ) - f ( a ), С= f (а) <р (b)-  f  (Ъ) <р {а).

Определенная такимъ образомъ функщя гр (х) непрерывна и 
шгЬетъ производную въ промежутке (а, Ъ). Такъ какъ при х = а  
и при х=Ь  эта функщя гр (ж) обращается въ нуль, то ея произ
водная гр '(х) — A  f'(x) +  В  фг (х) должна быть равна нулю при 
некоторомъ значенш с, заключающемся между а и Ъ. Отсюда, 
заменяя А  и В  ихъ значешями, мы приходимъ къ соотно
шение вида

[<Р [Ъ) - (р (a)]ff (с) =  [f (Ъ) -  f(a)]<p' (с). (i')
Полагая въ этомъ соотношения (р (х)=х,  мы получаемъ то ра
венство, которое требовалось доказать. Обратимъ внимаше на 
то, что при этомъ доказательстве мы не предполагали, что 

, производная f ’{x) непрерывна.
Изъ формулы конечныхъ приращетй следуетъ, что, если 

производная f \ x )  равна нулю въ промежутке (а, Ъ), то фуншця 
f  (х) сохраняетъ въ этомъ промежутке постоянное значеше; 
въ самомъ деле, приложивъ эту формулу къ двумъ значетямъ 
хг и ж2, принадлежащимъ промежутку (а, Ь), мы приходимъ 
къ соотношенш f ( x1) = f (x2). Отсюда, далее, следуетъ, что раз
ность двухъ функщй, имеющихъ одну и туже производную, 
постоянна; очевидно, справедливо и обратное предложеше. 
Е с л и  и з в е с т н а  ф у н к ц 1 я . Р ( ж ) , и м е ю щ а я  п р о и з в о д 
н о й  д а н н у ю  ф у н к ц 1 ю/ ( ж ) , т о м ы  п о л у ч и м ъ в с Ь д р у -  
r i a  ф у н к г щ и ,  и м ^ ю п и я  т у  же  с а м у ю  п р о и з в о д н у ю ,  
п р и б а в л я я  п р о и з в о л ь н о е  п о с т о я н н о е  к ъ  ф у н - 
к ц 1 и F (x)* ) .

*) Нельзя применять эту теорему, не обращая вниманья на все за
ключающаяся въ ней услов1я. Пусть, напримеръ, /'(ж) и <р{х) две непре
рывный функцш, им-Ькпщя производныя Г(х)  и <р'(х) въ промежутка 
(а, Ъ). Если между этими четырьмя функщями существуетъ соотно- 
шеше f'(x)<p(x)—f(x)<p '(х)= о, то мы выведемъ изъ формулы конечныхъ

приращ етй, что производная отъ функцш — ■> т .-е . '  r  w  2 N ,

равна нулю, и, следовательно, отношеше — въ промежутке (а, Ъ) по-Ч>
стоянно. Но это заключен!е вполне законно только въ томъ случае, 
если (р{х) не обращается въ нуль въ  промежутке (а, Ъ). Въ самомъ 
дФле, предположимъ, что <р(х) вместе съ производною <р'(х) обра
щаются въ нуль при значенш с, заключающемся между а  и Ь. Пусть
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Формула (i) допускаетъ простое геометрическое истолко
вание. Въ самомъ деле, разсмотримъ кривую АЖВ,  изобра

жающую ходъ функцш f(x) въ промежутка (а , Ъ)\

есть угловой коэффищентъ хорды АВ ,  a f'(c) есть угловой 
коэффищентъ касательной въ точке С, причемъ абсцисса 
этой точки равна с. Формула (i) показываетъ, что н а  д у г е  
А М В  с у щ е с т в у е т ъ  т о ч к а  С, въ  к о т о р о й  к а с а т е л ь 
н а я  п а р а л л е л ь н а  х о р д е  АВ.

Предположимъ, что производная f'(x) непрерывна; если мы 
будемъ приближать а и Ъ къ общему пределу хй по какому- 
нибудь закону, то и число с, заключающееся между а и Ъ, будетъ 
также стремиться къ х0; формула (i) показываетъ, что отношеше

т -т
Ъ—а

им4етъ пред’Ьломъ f '(x0). Геометрически это значитъ следую
щее. Разсмотримъ на кривой y=f(x)  точку Ж  съ абсциссою х0

и две точки А  и В  съ абсциссами а и Ь. Отношеше ——)—о—а
равно угловому коэффищенту хорды АВ,  тогда какъ f '(x0) 
представляетъ угловой коэффищентъ касательной въ точке Ж. 
Изъ предыдущаго видно, что когда две точки А  я В  безпре- 
дельно приближаются къ точке Ж по какому угодно закону, 
то секущая А В  всегда имеетъ пределомъ касательную 
въ точке Ж.

Этого, вообще, не будетъ, если производная f'(x) прерывна.
2

Напримеръ, если мы возьмемъ на кривой y=x'd две точки, без- 
конечно близюя къ началу координатъ и лежапця по разныя 
стороны отъ оси Оу, то на чертеже ясно видно, что направле- 
т е  прямой, соединяющей эти две точки, остается совершенно 
неопределеннымъ, когда обе эти точки приближаются къ на
чалу координатъ.

функция f(x) равна Cj<p{x) въ промежутка между а и с и равна С2<р(х) 
между с и Ь, гд* С?! и Сг — два различныхъ постоянныхъ количества. 
Ясно, что f(x) непрерывна и имеетъ производную въ промежутка (а, Ъ), 
и что кром-Ь того

f'(x) <р(х) -  f(x) <р \ х ) = о

при всякомъ значенш а?, заключающемся въ этомъ промежутка. Однако 
f

функщя ~  равна Сг въ промежутка (а, 6) и раана С2 въ промежутка 

(с, Ь). Не трудно дать этому примеру геометрическое истолковаше.
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Уравнеше (i') иногда называется о б о б щ е н н о ю  ф о р 
м у л о ю  к о н е ч н ы х ъ  п р и р а щ е н 1 й. Изъ нея можно легко 
вывести теорему Лопиталя (L’Hopital), позволяющую находить 
пределы неопред’Ьленныхъ выражетй. Предположимъ, что при 
х — а  мы им^емь f { a ) = о, <р(а) = о. Заменяя въ (i') Ъ черезъ ж, 
получимъ

<р(х) ф ' ^ ) ’

где х г заключается между а и х .  Это уравнеше показываетъ, 
что е с л и ,  п р и  х = а ,  мы и м ^ е м в  f ( a )  — о, ф(а) =  о, и е с л и  

f ' ( x )о т н о ш е н х е
<р'(х)

с т р е м и т с я  к ъ  н е к о т о р о м у  п р е 

д е л у ,  к о г д а  х  с т р е м и т с я  к ъ  а, то о т н о ш е н 1 е 

с т р е м и т с я  к ъ  т о м у  же  с а м о м у  п р е д е л у .

f(%)
<р(х)

9. Обобщеше формулы конечныхъ приращешй.— Оуществуютъ раз
личный обобщения формулы конечныхъ приращешй. Следующее обоб- 
щ е т е  этой формулы принадлежите Стильтьесу (Stielfcjes) (Bulletin de 
la Soci6te  Mathematique, t. XYI, стр. юо). Разсмотримъ, для определен
ности, три непрерывныхъ функцш f(x), д(х), h(x), имЬющихъ производ- 
ныя перваго и второго порядковъ, и пусть будутъ а, Ъ, с три частныхъ 
значешя перем-Ьннаго (а <  Ъ <  с). Онред'Ьлимъ число А  равенствомъ:

т 9(a) h(a) I a a2
т дф) т - A I b Ъ-
т дф) h(c) I c c2

разсмотримъ вспомогательную функцш:

f(a) 9(a) h(a) I a a2
<р{х) = f(b) дф) МР) - A I b Ъ2

fix ) 9(х) h(x) I X X2

Эта функщя равна нулю при х=Ъ  и при ж = с; следовательно, ея про
изводная должна обращаться въ нуль при значенш ?, заключающемся 
между б и с ;  это даетъ:

f(a) 9(a) h{a) i  a a2
fib ) 9(b) Mb) - A i  b Ъ2
m 9 % ) 0 1 2 ?

Заменивъ въ этомъ соотношенш Ъ черезъ х ,  мы получаемъ функцш 
отъ х ,  равную нулю при х = а  и при х=Ь.  Ея производная должна об
ращаться въ нуль при значенш §, заключающемся между а и Ъ\ это 
намъ даетъ новое соотношеше:

f(a) 9(a) h(a) г a a2
m 9'Ф) W(S) - A О I 2 |
m 9 % ) Л'й) 0 X 2?

Заменяя ? .черезъ х  въ левой части этого равенства, мы опять по
лучаемъ функцш отъ х ,  которая обращается въ нуль при ж=£ и
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при х = 'С; ея производная должна быть равна нулю при значенш ц, 
заключающемся между { и 5, а, следовательно, заключающемся и между 
а и с. Такимъ образомъ мы получаемъ следующее выражея1е для А:

А= —I . 2
f(a) д(а) Ца)
Г($) д'в) А'«) 
f"(v) ff"h) h"{n)

где |  заключается между а и Ъ, и г) — между а и с.
Это доказательство не предполагаетъ непрерывности вторыхъ про- 

изводныхъ f"(x), д"(х), /г"(ж); если эти вторыя производныя непре
рывны, и если значешя а, Ь, с стремятся къ одному и тому же пре
дельному значенш ж0, то въ пределе:

lim А = -I . 2
/X® о) Цх„)
f'(xо) <J\x „) h'(x0) .
f ”(xо) д"{хо) 7г"(аг0)

Для п функцш существуютъ аналогичный формулы, которыя можно 
вывести такимъ же образомъ. Въ случае только двухъ функщй f(x) 
и д(х) достаточно положить д{х)= г, чтобы получить обыкновенную 
формулу конечныхъ приращетй.

Аналогичное обобщение формулы конечныхъ приращенШ принадле
жать Шварцу (Schwarz) (Annali di Mathematica, 2-я cepin, томъ X).

II. — ФУНКЦШ МНОГИХЪ ПЕРЕМ'ВННЫХЪ.

10. ОбшДя замечашя.— Переменное количество со, значеше 
котораго зависитъ отъ значенш нГсколькихъ другихъ незави- 
симыхъ другъ отъ друга перем'Ьнныхъ количествъ х , у ,  
называется фу н к х Це ю н е з а в и с и м ы х ъ  п е р е м ’Ь н н ы х ъ  
х, у , z,..., 7; эту связь обозначаютъ символомъ a>=f(x,y, 
Разсмотримъ, для определенности, функцию oo—f(x ,y)  двухъ 
независимыхъ перем'Ьнныхъ х  и у.; если мы примемъ ж и у за 
декартовы координаты точки на плоскости, то всякой системе 
значенш (ж, у) будетъ соответствовать точка Ж, и обратно. Если 
всякой точке площади А,  ограниченной однимъ или нисколь
кими контурами любого вида, соответствуете значеше функцш со, 
то говорятъ, что /‘(ж, у) определена въ части А  плоскости.

Пусть будутъ (ж0, у 0) координаты точки М 0, взятой въ этой 
части плоскости. Ф у н к ц 1 я f ( x , y )  н а з ы в а е т с я  н е п р е 
р ы в н о ю  п р и  с и с т е м е  з н ач  ен ift ж0, у0, е с л и  д л я  в с я - 
к а г о  п о л о ж и т е л ь н а г о  ч и с л а  е м о ж н о  н а й т и  т а 
к о е  д р у г о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о  ?/, ч т обы,  п р и  
|A |< j?, | А | < 9 , было

\ f (x0+h, tj0+Jc)-f{x0, у0) | < е .

Этому определешю непрерывности можно дать следующее 
истолковаше. Представимъ себе въ плоскости ху квадратъ
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съ центромъ въ точке Ж0; пусть стороны его параллельны 
осямъ и равны 2 у; точка Ж'  съ координатами f ( x0 + h, у0 +  /с) 
будетъ расположена внутри этого квадрата, если \h\<,y,  
Ъ \< у .  Когда мы говоришь, что функщя непрерывна при 

х = х 0, у —у0, то это значить, что можно взять сторону этого 
квадрата настолько малою, чтобы разность значешй функцш 
въ точке Ж 0 и  в ъ  какой-нибудь другой точке квадрата была 
по абсолютному значение меньше е. Изъ этого видно, что квад
рата можно заменить кругомъ съ центромъ въ точке (ж0, у0); 
въ самомъ деле, если предыдущее услов1 е удовлетворяется 
для веЬхъ точекъ, расположенныхъ внутри квадрата, то оно 
удовлетворяется также и для всЬхъ точекъ, лежащихъ внутри 
вписаннаго круга. Обратно, если услов1е удовлетворено для 
всгЬхъ внутреннихъ точекъ круга, то оно будетъ также удовле
творено и для всЬхъ внутреннихъ точекъ квадрата, вписаннаго 
въ кругъ. Поэтому можно было бы определить непрерывность 
функцш еще сл-Ьдующимъ образомъ: функщя непрерывна, 
если возможно найти ташя соответствуюпця положительный 
числа е жу ,  чтобы неравенство } /Jr &2 < у имело следств1 емъ 
неравенство

\f{.x0 + h, y0 + Jc)- f(xQ, у0) |< s .

Подобными же образомъ определяется непрерывность функ- 
щй отъ 3, 4 независимыхъ переменныхъ.

Очевидно, что всякая непрерывная функщя двухъ перемен
ныхъ есть также непрерывная функщя каждаго изъ этихъ 
двухъ переменныхъ въ отдельности; но обратное положеше 
не всегда справедливо*).

11. Частный производный.— Дадимъвъ непрерывной функцш 
f ( x , у) какое-нибудь постоянное значеше одному изъ перемен
ныхъ, напримеръ, переменному у. Мы получимъ функцию только 
одного независимаго переменнаго х ; обозначимъ производную

*) Разсмотримъ, наприм'Ьръ, сл-Ьдующую функцш f(x, у) двухъ не-

завиеимыхъ перем&нныхъ: функщя f (x ,  у) равна 2 ху  
х 2-\-у“ если, по край

ней м-бр^, одно изъ значешй х  или у  отлично отъ нуля, и она равна 
нулю, если х = у  = о. При постоянном-!, у  эта функщя будетъ, очевидно, 
непрерывною функщею отъ х ,  и обратно. Но эта же самая функщя не 
будетъ непрерывною функщею двухъ независимыхъ переменныхъ при 
системе значеш й х = у = о .  Въ самомъ д-Ьл-Ь, если точка (х, у) прибли
жается къ  началу, оставаясь на прямой у = х ,  то функщя f  (ж, у) им-Ьетъ 
пред'Ьломъ не о,, а х. Функцш этого рода разсматриваются въ диссер
тации Вера (Baire).
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отъ этой функцш, если только эта производная существуетъ, 
черезъ f ' x{x, у) или <о'х. Подобнымъ же образомъ обозначишь 
черезъ т'у или f ' y(x, у) производную отъ функцш f (x ,  у), 
въ которой х  разсматривается, какъ постоянное, а. у — какъ 
независимое переменное; f ' x{x, у) и f '  ( х , у ) называются ч а с т 
н ыми  п р о и з в о д н ы м и  отъ функцш f (x,  у). Эти частныя 
производный, въ свою очередь, являются вообще функщями 
переменных! х, у; если вновь мы возьмемъ отъ нихъ частныя 
производныя, то получимъ четыре частныхъ производныхъ 
второго порядка f"&, f " xy, f " yx, f Подобнымъ же обра
зомъ определяются частныя производныя третьяго, четвертаго 
и т. д. порядковъ. Вообще, если намъ дана функщя н-Ько- 
тораго числа независимыхъ перемгЬнныхъ co=f(x, у, е,..., t), 
то мы получимъ частную производную п-то порядка отъ этой 
функцш, если возьмемъ отъ нея последовательно п производ
ныхъ по любымъ изъ входящихъ въ нее независимыхъ пере- 
менныхъ х, у, z, . . . ,  t. Мы докажемъ, что конечный резуль
тата не будетъ зависеть отъ того, въ какомъ порядке мы будемъ 
брать эти производныя.

Докажемъ предварительно следующую лемму:
П у с т ь  б у д е т ъ  со—f{x, у) ф у н к ц 1 я  д в у х ъ  н е з а в и 

с и м ы х ъ  п е р е м е н н ы х !  х  и у; мы и м е е м ъ  f"xy= f " yx, 
е с л и  т о л ь к о  э т и  ч а с т н ы я  п р о и з в о д н ы я  н е п р е -  
р ывны.

Разсмотримъ выражеше
U = f(x + A x , y + A y ) - f { x ,  y + A y ) - f ( x + A x ,  y)+f(x,  у),

где х , у, Ах, Ау имеютъ определенный значешя. Мы можемъ 
представить выражеше U въ двухъ различных! видахъ. Обо
значим! черезъ v вспомогательное переменное и положимъ:

<p(v)=f(x+Ax, v)—f(x,  v).
Тогда

U=<p(y + Ay)-<p(y).
Приложив! къ функцш gp(v) формулу конечныхъ приращенш, 
находимъ

U=Ayg>'y(y+b Ау), где о < 6 < 1 .
Заменим! <р'у ея значешемъ:

Ц=Ау [f'y(x+Ax,  У+Ь Ay}—f ry(x, у+Ь Ау)].
Приложим! формулу конечныхъ приращешй къ функцш 
Z7  («, 2/ +  6 Лу), принимая въ ней и за независимое переменное. 
Мы будемъ имТть новое выражеше для U:

U = A x A y f " yx(x+b'Ax, у+Ь Ау), о < 6 '< 1 -



Это выражеше для U симметрично относительно х , г/, Ах и Ау 
поэтому, перем'Ьнивъ роль переменныхъ х и у , мы получили 6i

£7 =  Ay Ах f " X)j{x + (1\А х ,  у +  6х//у),

гдгЬ множители 0Х, 0 'х положительны и меньше единицы. При- 
равняемъ между собою эти два значешя U, разд-Ьпивь ихъ 
предварительно на АхАу ,

f " X)J{x + %\Ax, y + b1Ay) = f " v,(x+b'Ax, у + ЪАу).

По предположение, производный f "  и f n непрерывны; по
этому, при приближения Ах и Ау къ нулю, обе части преды- 
дущаго равенства будутъ стремиться соответственно къ f " xy 
и и мы получимъ то равенство, которое требовалось до
казать .

Следуетъ заметить, что это доказательство не содержитъ 
никакихъ предположен!!! относительно другихъ частныхъ про- 
изводныхъ второго порядка f"& и оно остается справед- 
ливымъ также и въ томъ случае, если f(x, у) зависитъ еще отъ 
другихъ независимыхъ переменныхъ. Число этихъ независи- 
мыхъ переменныхъ можетъ быть какимъ угодно, такъ какъ 
при образования частныхъ производныхъ f " xy, f " yx мы должны 
обращаться съ этими переменными, какъ съ постоянными.

Пусть будетъ теперь co=f(x, у, 8 , . . . ,  t) функцйя произволь
ного числа независимыхъ переменныхъ, и пусть будетъ S2 част
ная производная и-го порядка отъ этой функция. Эта производ
ная получилась после п последовательныхъ дериваций (взят1й 
производной) по определеннымъ переменнымъ. Выполнимъ 
теперь п деривацш по темъ же независимымъ переменнымъ, 
изменивъ только порядокъ этихъ деривацш. Всякая такая 
перемена въ порядке дериващй, приводящихъ къ £2 , можетъ 
быть достигнута рядомъ перестановокъ между двумя после
довательными деривациями; но мы уже доказали, что ташя 
перестановки не вл1яютъ на окончательный результата; следо
вательно, не можетъ измениться результата и отъ всей раз- 
сматриваемой перемены *). Отсюда следуетъ, что частная про
изводная п-то порядка будетъ обозначена съ полною опреде
ленностью , если будетъ указано число дериващй относительно 
каждаго изъ независимыхъ переменныхъ. Такимъ образомъ

l 6  ГЛАВА I . ----  ПРОИЗВОДНЫ Й II  Д И Ф Ф ЕРЕ Н Щ А Л Ы . § I X .

*) Наприм-Ьръ, чтобы доказать равенство частныхъ производныхъ

отъ функцш /(ж, у, г), мы составимъ рядъ равенствъ 
/•"  V - = = Г " - . х у = Г "- .у * (Ред.)
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Участныя производныя п-го порядка отъ функцш трехъ неза- 
1 висимыхъ перем-Ьнныхъ w — f{ x , у , г) могутъ быть изображены 
сл'Ьдующимъ образомъ:

fxPyW (х, у, z) или D nxpyq:r f(x ,  у, z),

где p + q + r = n .  Какъ то, такъ и другое обозначеше предста- 
вляетъ собою результатъ, который получится, если мы возьмемъ 
последовательно р  разъ частныя производныя относительно 
x ,q  разъ — относительно у и г разъ— относительно я, причемъ 
все эти операцш мы можемъ выполнить въ произвольномъ по
рядке. Функщя oo = f ( x , y , z )  имеетъ всего три разныхъ част- 
ныхъ производныхъ перваго порядка f ' x, f ' y, f ' z, шесть разныхъ 
частныхъ производныхъ второго порядка f"&, f " y*, f".*, f " m  
f" r -> f"*> и т - Д-

Вообще, функщя отъ p  независимыхъ переменныхъ имеетъ 
столько частныхъ производныхъ и-го порядка, сколько различ- 
ныхъ членовъ существуетъ въ однородномъ многочлене по
рядка п съ р переменными, т.-е., на основанш теорш соеди-
нешй, .

(w+i)(re + 2 ) . . .(п+р — г)
1.2.  . , { р - 2 ) ( р - 1)

П р а к т и ч е с к 1 я п р а в и л а .  — Во всехъ элементарныхъ 
курсахъ Анализа даются практичесгая правила для вычислешя 
производныхъ. Все эти правила могутъ быть представлены сле
дующею таблицею, въ которой на одной и той же строке поме
щена функщя вместе съ ея производной.

У=х*, y' = axa~
» =  «*, у' =  a* log a;

знакъ log обозначаетъ неперовъ логариемъ;

2/—log#,

у = sin х, y=cosx;
y= cosx , у '— — sin x\

, iy= arcs inx , У -  /± y i - x 2

у = arc tg#, v' 1 • У 1 +X2'
y=uv, y'=u'v + uv';

u . u'v—uv'
y = - i y - — s— ;V Vм

II y'x= f(u)u 'x\
y=f(-u, V, to), <  f 'u  + V'x f \  +  <  f 'w-

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 2

/Сомова адукацм 
■'Btueficxt дзярха^кы jH iw p c im  

ш* П.М.Ммирн*’
51 БД1ЯТЭКА



Предпоследняя формула даетъ производную функцш отъ 
функцш, а последняя — производную отъ сложной функцш, 
причемъ въ этой последней формуле по крайней мвре две 
изъ производныхъ f ' u, f ' v, f ' w должны быть непрерывны. Съ 
помощью этихъ формулъ можно получать выспня производныя 
отъ всехъ элементарныхъ функщй, именно: многочленовъ, 
функций ращональныхъ и ирращональныхъ, показательныхъ и 
ло. ариемическихъ, функщй круговыхъ и функщй обратныхъ, 
а также и отъ сочетанш всехъ перечисленныхъ функцш.

Для функщй многихъ независимыхъ переменныхъ можно 
также вывести формулы, аналогичный формуле конечныхъ 
приращ етй. Разсмотримъ, для определенности, функцш f  (ж, у) 
двухъ независимыхъ переменныхъ х  и у, и возьмемъ разность 
f { x  + h, y + k) — f(x ,  у)-, мы можемъ представить эту разность 
въ виде

f { x  + h, y + k ) - f { x ,  y) = [f(x + h , y + k ) - f { x ,  y + k)]
+ [ f(x ,y  + k ) - f ( x ,  y)].

П рименяя формулу конечныхъ приращенш къ каждой изъ 
разностей, стоящихъ въ правой части, получимъ

f ( x + h ,  y + k ) - f ( x ,  y)=hfx {x + bh, y + k)+kfy (x, y + b'k),

где 6 и S' заключаются между нулемъ и единицею.
Эта формула остается верною, будутъ ли производныя fx и /  

непрерывны или прерывны. Если эти производныя fx, f  не 
прерывны, то можно вывести формулу, подобную предыдущей, 
но содержащую только одно неопределенное число 6. Чтобы 
получить эту новую формулу, разсмотримъ вспомогательную 
функцш <р ( t)= f(x+ h t,  у + Ы), где ж, у, h, к имеютъ опреде
ленный значешя, a t есть вспомогательное переменное. При
меняя къ этой функщй <р (() формулу конечныхъ приращетй, 
имеемъ

9 > ( i ) — <р(о)^<р'(Ь),  о < 6 < 1 .

Но <p(t) есть сложная функщя отъ t, и ея производная 9/ (t) 
равна hfx (x+ht, y + kt)+Jcfy (x + ht , y+kt)- следовательно, преды
дущая формула можетъ быть представлена въ виде

i *
f ( x + h ,  y + k ) —f(x ,  y)=hfx (г +  вй, y+bk) + kfy (x + bh, y + U).

12. Касательная плоскость къ поверхности.— Мы видели, 
что первая производная отъ функцш одногоЩеременнаго даетъ 
касательную къ кривой; точно также чаетныя производныя
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отъ функцш двухъ независимыхъ перем-Ьнныхъ входите въ урав
нение касательной плоскости къ поверхности. Пусть будетъ

0=F(x, у)
уравнете поверхности S. Мы предположимъ, что функщя F  не
прерывна и тгЪетъ непрерывныя частныя производный въ точк-Ь 
(х0, у й) плоскости ху\ пусть этой точкЬ соответствуете значеше 

для й и, следовательно, точка Ш0(х0, у0, z0) поверхности S. 
Разсмотримъ какую-нибудь кривую С, расположенную на по
верхности 8  и проходящую черезъ точку М0. Пусть будутъ

У—9 ^)i 0 =V{t)

координаты точки этой кривой, выраженный въ функцш пере
менного параметра #; f(t), <p(t), y)(t) суть три непрерывныя 
функцш параметра t, принимающая при значенш t0 параметра t 
значешя х0, у0, г0. Касательная къ кривой С въ точке М 0 
определяется уравнешями (§ 5 )

-̂ ■~~жо Y —y0
. т  м )  tp\t) w

Такъ какъ кривая С расположена на поверхности S , то мы 
имеемъ соотношен1е

которое должно удовлетворяться при всякомъ значенш t. Та
кими образомъ обе части этого равенства должны быть тожде
ственны между собою. Составимъ производную отъ второй части, 
какъ огъ сложной функцш, и положимъ t = t0. Мы найдемъ

9 % ) = f % ) F f̂ + fp % )F fya. (5 )

Исключивъ изъ уравнетй (4) и (5 ) <p'(t0), y>'(t0), по-
лучимъ

Z - z 0 = { X - x 0)F ’xM Y - y Xo) F ’yo. (б)

Это уравнете представляете плоскость, составляющую гео
метрическое место касательныхъ ко всеми кривымъ, располо
женными на поверхности S  и проходящими черезъ точку Ж0. 
Эта плоскость называется к а с а т е л ь н о ю  п л о с к о с т ь ю  
к ъ  п о в е р х н о с т и .

13. Переходи отъ разноетей къ производными. — Мы определяли 
выедая производный последовательно, выводя производную и-го по
рядка изъ производныхъ (п— 1 )-го порядка. Естественно возникаете 
вопроси, нельзя ли непосредственно определить производную и-го 
порядка, какъ предали н'бкотораго отнош етя, не переходя постепенно 
отъ производныхъ порядка ниже п  къ производной и-го порядка. Мы

2*
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уже реш или это утвердительно для f " Xy (§ и ) ,  такъ какъ приведенное 
тамъ разсуждеше доказываете, что f " Xy есть прел/Ьлъ дроби

f [ x + d x ,  y + d y ) - f ( x + d x ,  y ) - f ( x ,  y + d y )+ f( x ,  у ), 
d x d y

когда d x  и  d y  оба стремятся къ нулю. Такимъ же образоыъ легко 
показать, что f " x> есть пределъ отношешя

Я гИ /ц -Н О  ■- f  (ж+7ц) -  f  (x +J)2)+ f(  х)

когда 7ц и 7ц стремятся оба къ нулю.
Въ самомъ д еле, положивъ

fi(x) = f ( x + h j - f ( x ) ,
можно представить предыдущее OTHOmeBie въ виде

f i ( B + h ) - f i ( x ) = f \ { x + b h )  ^

или, иначе,
о < 9 < I,

Г{Х+Ь1+Ь у  - Г ( * + 9 7ц) = г ( ж + 9 ,Й1+0 ^  о < в , <г> 
'h

Отсюда видно, что пределъ этого отношешя есть производная вто
рого порядка f"x*, если только эта производная непрерывна.

Перейдемъ теперь къ общему случаю. Пусть будетъ, для определен
ности,

a>=f(x, у, z)

функщя трехъ незавиеимыхъ переменныхъ. Положимъ

dla> = f{x+ h , у, z ) - f ( x ,  у, г), 

dl<o=f\x, у+ к ,  z ) - f { x ,  у, z), 

dl<a=f(x, у , z + l ) - f { x ,  у ,  z);

dz<o, dy<0 , d [ о; суть п е р в ы й  р а з н о с т и  отъ ш. Если мы будемъ 
разсматривать h, 7с, I, какъ данныя постоянныя количества, то эти три 
первыя разности будутъ сами функциями отъ х , у, Z, огь которыхъ 
можно взять въ свою очередь разности, соответствуюзщя приращешямъ 
7ц, 7ц, 7Х переменныхъ; такимъ образомъ получаются в т о р ы я  р а з 
н о с т и  d x‘ui d hxw, d hJ  dyio, ... Этотъ процессъ можетъ быть продолженъ 
до безконечности; каждая разность и-го порядка определится, какъ 
первая разность отъ некоторой разности (и — i)-ro порядка. Такъ какъ 
порядокъ каждыхъ двухъ изъ предыдущихъ операцШ можетъ быть 
зам-Ьненъ обратнымъ, то достаточно будетъ указать последовательны» 
приращешя, даваемыя каждому переменному. Разность и-го порядка 
представится символомъ следующаго вида

d w <o=dhJdl* . . .  d%> d*' - • . d f t d l ‘ . .  . d lrf(x,  у , г),

где  p + q + r = n ,  и приращ етя hi, ki, к могутъ быть равны или не
равны. Эта разность можетъ быть выражена посредствомъ частной 
производной и-го порядка; она равна произведение 
hths . . .  7l j) 7i"̂  .«■ к 71г . . .  7 г

X /’1ругг''(а:+® Л+-• Лркр, 37+ 9̂ + . . . + ^ ^ ,  ^+ 9j



гд4 всЬ 0; заключены между нулемъ и единицею. Эта формула уже 
была нами выведена для первыхъ и вторыхъ разностей. Чтобы дока
зать, что она в-Ьрна при всякомъ п, допустимъ, что она вЬрна для 
разности (и — i)-ro порядка, и пусть

<р(ж, у, 0 ) == А *■. . . . . . A kyiAlj . . .  A l/ f ;

мы имЬемъ, по предположен!ю,

<р(ж, 2/» = • •T'r f^ Z x yqzAxJf ^ h + -  • -+hhp,  У+* • •)•
Но разсматриваемая и-ая разность равна

<Р{Х+К, у, z)-<p(x, у, г),
и достаточно приложить еще разъ формулу конечныхъ приращешй 
кь  этой разности, чтобы получить ту формулу, которую мы хотЬли 
доказать.

Обратно, частная производная f ^ q . r  есть предЬлъ отнотешя

л ?  л * . . . 4 р 4 1 * « 7
Ьфг.. .hp.1Cx.kg. . .kq .li . .  Лг

когда всЬ приращ етя h, Тс, I стремятся къ нулю.
Интересно заметить, что это опредЬлеше частныхъ нроизводныхъ 

высшаго порядка иногда шире обычнаго опред-Ьлешя. Разсмотримъ, 
напримЬръ, функцйо

v= f(x , .y )  = <f(x)+y(y),

гд'Ь функцш <р(х) и хр(у) не им-Ьютъ производныхъ. Функщя со.также 
не имЬстъ частныхъ нроизводныхъ перваго порядка; тЬмъ болЬе для 
нея не можетъ быть.рЬчи о частныхъ производныхъ второго порядка. 
Однако, если бы мы приняли новое опредЬлеше частныхъ произ
водныхъ, то нахождеше f " Xjj привелось бы къ разыскашю предала 
отношешя

f(x+li, y + k ) - f ( x + h ,  y ) - f ( x ,  y+ k)+ f(x ,  у) 
hk

равнаго
<p(x+h)+y(y+k) - <p(x+h) -  tf>(y)-cp{x)~y(y+k)+<p(x)+rp(y)

hk
Числитель этого отыошетн всегда равенъ нулю, поэтому предЬлъ от- 
ношешя также равенъ нулю, и мы находимъ f " xy = о*)-

*) Аналогичный замЬчашя можно сделать и для функцш одного 
церемЬннаго. НапримЬръ, функщя

f (x )= x3 cos-
SC

имЬетъ производную
f'(x) = зхг cos -  + х  sin i ,

J  X  X

но f'(x) не имЬетъ производной при а?=о. Между тЬмъ отношение
f ( 2a) — г/~(и)+/(о)

“2 ’
или 8а cos — - г а cos i  имЪетъ предЬломъ нуль, когда а стремится 
къ нулю.
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III .  — ДИФФЕРЕНЩ АЛЬНОЕ ОБОЗНАЧЕШ Е.

Дифференщальное обозначеше, первое по времени изъ всехъ 
обозначешй, употребляемыхъ въ анализе, принадлежите Лейб
ницу. Въ этомъ обозначенш нгЬтъ необходимости, однако оно 
имеете преимущество всл,Ьдств1е большей симметричности фор- 
мулъ и большей общности; эти преимущества особенно ценны 
при изучении функщй многихъ перем-Ьнныхъ. Идея этого обо- 
значешя вытекаетъ изъ разсмотрешя безконечно малыхъ.

14. Дифференщалы.— Б е з к о н е ч н о  м а л ы м ъ  к о л и ч е -  
с т в о м ъ  или, просто, б е з к о н е ч н о  м а л ы м ъ  называется 
всякое переменное количество, стремящееся къ нулю. Въ выс
шей степени существенно то ycnoBie, чтобы это количество 
было перемгЬннымъ; постоянное количество, какъ бы мало оно 
ни было, не есть безконечно малое.

Обыкновенно разсматриваютъ вместе несколько безконечно- 
малыхъ количествъ, одновременно стремящихся къ нулю, и 
сравниваютъ все эти количества съ однимъ изъ нихъ; послед
нее называется г л а в н ы м ъ  б е з к о н е ч н о  м а л ы м ъ .  Пусть 
будетъ а главное безконечно малое и /3 — какое-нибудь другое

безконечно малое количество. Если отношеше ^  стремится къ

нулю, то говорятъ, что /3 безконечно мало относительно «..

Если же отношеше — стремится къ пределу К , отличному

отъ нуля, то /3 называется безконечно малымъ перваго порядка.. 
Въ этомъ случае мы имеемъ

- -Я Д -* ,а

где е — также безконечно малое. Отсюда 

/? =  а (К-\- t) — a K -f ае,

и а К  называется г л а в н о ю  ч а с т ь ю  безконечно малаго ft. 
Добавочный членъ ае безконечно малъ относительно главной 
части. Вообще, если можно найти такую положительную сте-

О
нень а: а”, чтобы отношеше ^  стремилось къ конечному

пределу К ,  отличному отъ нуля, то 0  называется безконечно- 
малымъ м-го порядка. - Въ этомъ случае будетъ

или
/9= ап(К+ е) =  апК  +  апе;
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Ка” называется и въ этомъ случае г л а в н о ю  ч а с т ь ю  пе
ременная /?.

Пусть будетъ y ~ f ( x )  непрерывная функщя, имеющая про
изводную f'(x); дадимъ переменному х приращете Ах и обо- 
значимъ черезъ Ау соответствующее приращеше у. По самому 
определенно производной имеемъ

4 / _ , ,
Ах = f '(x )+ € ,

где £ стремится къ нулю одновременно съ Ах\ если мы при- 
мемъ Ах за главное безконечно малое, то Ау также будетъ без- 
конечно малымъ, главная часть котораго равна f r(x)Ax. Эту 
главную часть называюсь д и ф ф е р е н ц ! а л о м ъ  у и изобра
ж аю т ее символомъ dy:

dy—f'(x)Ax.
Если функция f(x)  равна х, то предыдущая формула обра
щается въ dx=Ax; поэтому.для большей симметричности, пишутъ

dy=f'(x)dx
съ темъ услов1емъ, чтобы приращеше dx независимая пере- 
меннаго разсматривалось, какъ постоянное количество, впро- 
чемъ, вполне произвольное.

Разсмотримъ на кривой С, представляемой уравнешемъ 
y = f{x ), две точки съ абсциссами х  и x + dx. Изъ треуголь
ника M T N  имеемъ

N T =  M N  tg TM N = dx f '(x ) ;
N T  представляетъ дифференщалъ dy, тогда какъ Ay равно NM'. 
Изъ чертежа видно, что при неограничен- 
номъ приближенш точки М ' къ точке Ж 
часть М ' Т  делается безконечно малою У 
относительно NT.

Дифференщалы высшихъ порядковъ 
определяются последовательно одинъ за 
другими такъ же, какъ и выснпя про
изводный. Такъ, дифференщалъ отъ днф- 
ференщала первая  порядка называется 
д и ф ф е р е н ц 1 а л о м ъ  в т о р о г о  п о р я д к а ,  причемъ dx 
всегда разсматривается, какъ постоянное количество; диффе
ренщалъ второго порядка обозначается черезъ Т у  

d2y  =  d (dy) =  [ f"(x) dx ] dx=f"(x) dx2.
Точно также для дифференц1ала третьяго порядка напишемъ 

d3y = d (<Ту) = [ f "  (х) dx2] d x= f" '  (ж) dx? 
и т. д. Вообще, дифференщалъ п-то порядка, который опре-
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Д'Ьляется, какъ дифференщалъ отъ дифференщала (п-  г)-го по
рядка, им’Ьетъ выражение

сГ у = т{"\х) дхп,

Обратно, можно выразить производныя /  '(х), f"  (х),.. ■f>n) (х) , • ■ • 
съ помощью дифференщаловъ, и мы получаемъ такимъ обра- 
зомъ новыя обозначетя для производныхъ

у '=
dy
Ax’ У -

d2y
dx2'

, . dny

Каждой формул!; для вычислетя производной соотв-Ьт- 
ствуетъ формула для вычислен1я дифференщала. Наприм-Ьръ, 
мы, имЪемъ

d(xm)= m x m~1dx, dax—a lo g a d x ,

dloga, =  -^-’ d sin x = cos x dx,
, . dxa arc sm x = -----— : - >

± } / i - x 2
d arc tg x dx

1+ж2

Остановимся на случай функцш отъ функцш. Пусть бу- 
детъ y= f(u ) ,  гд’Ь и есть функщя независимаго перемгЬн- 
наго х\ мы тгЬемъ

y'x= f ' ( u )  < ;
умножая об'Ь части на dx, получаемъ

y'xdx=f'(u) u'xdx,
т.-е.

dy=f'(u) du.
Такимъ образомъ формула для dy имеете такой видъ, какъ 
если бы и было не функщей отъ х, а независимымъ перемТн- 
нымъ. Это одно изъ преимуществъ дифференщальнаго обо
зн ачетя . Изображая производную отъ у относительно х,  мы 
имТли дв'Ь различныхъ формулы *

/* = /' (* ) ,  y rx = f ' ( u ) u'x

въ зависимости отъ того, дано ли у непосредственно въ функ
ции х, или у  зависите отъ х  при посредств’Ь другой функцш и.

Налротивъ, при дифференщальномъ обозначении одна и та же 
формула применима къ обоимъ случаямъ.

Если y= f(u ,  v , w) есть сложная функщя, то мы им'Ьемъ

у 'х  — U' J ' u  +  V'x  f ' v  +  W'x  f ’w >
или, по умноженш на dx,

dy = f ' udu + f \ d v + f  \  dw.
Подобнымъ же образомъ

d(u v)= udv+ vdu , ^  I и \ vdu—udv
v
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Те же самый правила позволять намъ вычислить дифферен- 
щалы высшихъ порядковъ. Пусть, наприм’Ьръ, надо найти 
дифференщалы высшихъ порядковъ функцш отъ функцш
У= f(u) J мы уже им'Ззли

dy=f'(u) du.

При вычислении d2y слТдуетъ заметить, что du не должно 
быть принимаемо за постоянное, такъ какъ и не есть неза
висимое переменное. Такимъ образомъ мы должны будемъ 
вычислить дифференщалъ отъ сложной функцш f'(u) du, где и 
и du будутъ двумя посредствующими функщями; это даетъ

d2y = f"(u) du2 + f'(u) d2u .

Чтобы вычислить d?y, нужно разсматривать d2y, какъ слож
ную функцш съ тремя посредствующими функщями и, du, dhr, 
мы найдемъ

dsy  =  f " '( u )  du3 +  3 f " ( u )  du d2u  +  f f (u) d?u

и т. д. йгбдуетъ заметить, что формулы, даюнця дифферен
щалы d2y, d3y , . . . ,  вследств1е присутствия членовъ съ сРи, 
d3n , . . .  будутъ им^ть не тотъ видъ, какой оне имели бы, 
если бы и было независимыми переменными.

Частныя производныя отъ функцш многихъ независимыхъ 
переменныхъ обозначаются такимъ же образомъ. Такъ, част
ная производная п-го порядка отъ f(x, у, г), изображавшаяся
по Лагранжу черезъ Дщ/Ь'к по Лейбницу изобразится черезъ

dnf
dxpdytdsr

Для функщй многихъ переменныхъ это обозначете— чисто 
символическое и отнюдь не представляетъ дроби, какъ это 
имело место для функщй одного переменнаго. Буква д для 
изображетя частной производной отъ функцш многихъ пере
менныхъ введена Якоби (Jacobi). До него употребляли букву d.

15. Полные дифференщалы. — Пусть будетъ co=f(x, у , и) 
функщя трехъ независимыхъ переменныхъ х , у , z\ п о л н ы м и  
д и ф ф е р е н ц 1 а л о м ъ  doo называется следующее выражете

7 d f j  df d fdm =  -7— dx+ -y~ du + ~  idx dy 9 ds

где dx, dy, ds три произвольныхъ постоянныхъ приращешя, 
данныя независимыми переменнымъ х, у, г. Три произведе-

d f ,  df ы1я ■— dx, — < dx dy
К
de ds называются частными дифференщалами.
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Полный дифференщалъ второго порядка есть полный диф
ференщалъ отъ полнаго дпфференц1ала перваго порядка, 
причемъ п рн ращ етя  dx, dy, dz остаются постоянными и 
всегда одними и теми же, когда мы переходимъ отъ одного 
дифференщала къ следующему. Такимъ образомъ

, . ,  . ddoj ,  ddco ,  ddoa 7

или, раскрывая,

^ “  ( £  *= +  щ , d,J+ * )  *

+ { ^ / * + U i ’J + W ‘ ,h) ‘hj

дЧ д- f  дЧ
+  2 -г~г- dxdy + 2 ----- dxdz + 2 -r—~  dy dz дхду я dxdz dydz

Если въ правой части мы зам'Ьнимъ d2f  черезъ df2, то будемъ

иметь въ раскрытомъ виде квадратъ отъ ^  dx+^j- dy + % cfe;ox oy dz
поэтому мы можемъ написать символическое равенство

ерю = df , d f d f , \ ™~ d x + - —d y+ 4 -dz\ »дх ду dz j

причемъ должно после возведешя въ квадратъ везде вместо 
df2 поставить d2f. Это правило общее; если мы назовемъ пол-  
н ы м ъ  д и ф ф е р е н ц 1 а л о м ъ  и-го п о р я д к а  полный диффе
ренщалъ отъ полнаго дифференщала (и —i)-ro порядка, то при 
всякомъ п мы будемъ иметь символическое равенство

1Г а - { % * х + щ *> + % л ')' ’’
где, после возведешя въ степень, df '1 должно быть заменено 
черезъ d"f. Мы видели, что это правило верно при п = I , п = 2, 
и потому достаточно показать, что если оно будетъ верно для 
d nm, то оно будетъ также верно и для (Г+1ео.

Допустивъ этотъ законъ для dnoo, мы будемъ иметь

dnf
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гД’Ь p + q + r —n. Коэффиц1ентъ -dpqr равенъ коэффициенту при 
dxv chf dzT въ п-ой степени трехчлена

т.-е.
(dx+dy + dz)n,

. 1 .2 . .  .п
= — ------------------------— ----------------------------..

pir I . 2 . . . р . 1 . 2 . . . q . 1 . 2 . . , r

Изъ предыдущей формулы мы выведемъ

+ * 4 w + !“ !'w + ‘j-
Зам-Ьнивъ теперь t»n+1/' черезъ (?/'"+1, мы можемъ написать 

правую часть символически въ виде
dfn , df ,

или
Ыр ^ х ^ у Ш  dx” dyi d*{ dxdx+d i p  + Jyds

T j x + T j y + T , A ( T dA d x + d4 y y + didy \dx dy
Такимъ образомъ мы будемъ иметь, при сохраненш преж- 
нихъ условий, символическое равенство:

7„4-i ( df , df df , \("+D
й " “ ( * * + * ,Й!Нт / ' )  •

П р и м ^ ч а н 1 е.— Предположимъ, что мы получили какимъ- 
нибудь образомъ выражете полнаго дифференщала dco

dco =  Pdx +  Qdy+Rdz, (у)
где P , Q, It суть фyнкцiи отъx,y , z. Такъ какъ, по определенно,

, dco 7 dco dco,da>=-r-dx+^-dy+-4-dz, dx dy dz
то отсюда мы имеемъ соотношение

dco l  dco
\ 0y

/ dco~ - Р ) а х + [ - ^ - Я ) й у + [  - . ~ B ¥ z =o-\ dz
но dx, dy, dz суть, по условш, к а т я  угодно постоянный. По
этому должно быть отдельно

£ = « ,  х = « -dx dy dz (8)

Такимъ образомъ уравнеше (7) равносильно тремъ отдельнымъ 
соотношешямъ (8), и даетъ намъ все три частныхъ производ-
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ныхъ перваго порядка. Вообще, если мы нашли какимъ-либо 
образомъ полный дифференщалъ п-го порядка

dnm =  2 Cpgr dxp dy4 dzr,
то коэффищенты Спг будутъ равны частнымъ производнымъ 
н-го порядка отъ со, умноженнымъ на некоторые определенные 
числовые множители. Такимъ образомъ мы сразу получимъ всЬ 
частный производныя одного и того же порядка. Ниже мы 
встрФтимъ приложете этого зам-Ьчатя.

16. Высппе дифференщалы сложной функщи. — Пусть бу- 
детъ m—F(u, v , го) сложная функц1я, гдф и, v, го суть функцш 
независимыхъ переменныхъ х, у , z, t ; напишемъ вы раж етя част- 
ныхъ производныхъ перваго порядка

дсо _  dF ди dF dv dF dw 
dx du dx dv dx~^ dw dx’ 
dm _ d F  du dF dv dF dw 
dy du dy dv dy dw dy 
dm _  dF du dF dv dF dtv 
dz du ds dv dz dw dz ’ 
dm _  dF du dF dv dF dw 
dt du dt dv dt dw dt

Умножая эти четыре уравнешя соответственно на dx, dy, dz, dt 
и складывая, получимъ въ левой части

з dx -f~ 3— dy -р -—dz -]——dt, dx dy J dz dt ’
dF dF dFг.-e. dm, тогда какъ коэффициенты при ^  будутъ <

ответственно равны du, dv, dw-, отсюда

, d F ,  d F j  d F ,dm =  — - du +  -3- dv + 3—«гг. du . dv dw (9)

Такимъ образомъ в ы р а ж ё н 1 е п о л  н а г о  д и ф ф е р е н -  
ц i а л а п е р в а г о  п о р я д к а  о т ъ  с л о ж н о й  ф у н к ц i и 
б у д е т ъ  и м е т ь  т о т ъ  ж е  в и д ъ ,  к а к ъ  е с л и  бы по-  
с р е д с т в у ю п щ я  ф у н к ц i и б ы л и  н е з а в и с и м ы м и  п е 
р е м е н н ы м и .  Въ этомъ состоитъ одно изъ главныхъ преиму- 
ществъ дифференщалънаго обозначетя: соотношете (9) не за- 
виситъ ни отъ числа, ни отъ выбора независимыхъ перемен- 
ныхъ и оно равносильно столькимъ различнымъ соотношентямъ 
сколько въ него входить независимыхъ переменныхъ.

Чтобы .вычислить d2m, мы приложимъ правило, только что 
установленное для dm, заметивъ при этомъ, что въ правую
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часть формулы (9) входятъ шесть посредствующихъ функщй 
и , v , w , d u , dv, dw.

Поэтому имеемъ:

<?г«2 сй(2 d2F  ff-F dF+  . , du dv +  3—3- cfot +  __  dhidu dv du dw du
d2F, , - du dv  + -3 -5- dv2 du dv dv2

dF+ 3—5- £& div + —  d2v dv div dv
d2F  d2 F  d2F+ 3—3— dtt dw +  3—3- dv dw + -3—;  dw2 dn div dv dw dw2 +

dF
dw

или, сдгЬлавъ приведете и пользуясь прежнимъ символиче- 
скимъ обозначешемъ,

я ,'dF  , dF dF . у®) dF л  dF та (JF то й2ю = з— с?« +  з— cfo +  —  йю + —  Л  +  - —(?« +  -— cPw. , да dv dco I du dv div

Эта формула сложнее, ч’Ьмъ въ томъ случай, когда и, v, w 
были независимыми переменными, такъ какъ въ нее входятъ 
члены съ сРи, d2v, dhv, которые исчезаютъ, если и, v, w обра
щаются въ независимый переменный. Чтобы получить dPco, 
нужно снова приложить то же самое правило къ d2w, заме- 
тивъ, что d2co зависитъ отъ девяти посредствующихъ функщй 
и , v, w, du, dv, dw, d2u, d2v, d2w и т. д. Общее выражеше 
этихъ дифференщаловъ становится все более и более слож- 
нымъ; dna> есть целая функщя отъ du, dv, div, сРи, . . . ,  dnu, 
d"v, dnw, и члены, содержание dnu, dnv, dnw, равны

~  dnu +  dnv + ^ - d nw. du dv div

Если въ dnoo мы заменимъ и, v, w, du, dv, d iv ,...  ихъ выраже- 
тям и  черезъ независимый переменный, то dnw сделается дЬ- 
лымъ многочленомъ отъ dx, dy, dz,. . . ,  коэффищенты котораго 
будутъ равны (см. примечате къ § 15) частнымъ производ- 
нымъ п-то порядка отъ со, умноженнымъ на некоторые число
вые множители. Такимъ образомъ мы сразу получаемъ все 
частныя производныя «-го порядка.

Положимъ, напримеръ, что намъ нужно вычислить частныя 
производныя перваго и второго порядка отъ сложной функцш 
to=/■(«), где и есть функщя двухъ независимыхъ перемен- 
ныхъ и=<р(х, у). Если мы будемъ вычислять эти производныя 
отдельно, то сначала найдемъ две частныхъ производныхъ 
перваго порядка

dco dco du dco dco du
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если отъ этихъ уравнешй мы возьмемъ производныя по ж и 
по у, то получимъ только три различныхъ соотношешя, ко
торый дадутъ производныя второго порядка

второе изъ соотношенш ( и )  получается отъ дифференциро
в а л и  перваго изъ уравненш (то) по у или второго по х. При 
помощи полныхъ дифференщаловъ эти пять соотношений (ю) 
и (и )  могутъ быть заменены только двумя

dx и dy въ первой фурмул-f; дадутъ намъ частныя производныя 
перваго порядка отъ со, а коэффищенты при dx-, 2 dx dy, dy2 
во второй дадутъ въ свою очередь частныя производныя вто
рого порядка отъ со.

17. Дифференщалъ произведешя.— Формула, дающая пол
ный дифференц1алъ п-го порядка отъ сложной функцш, зна
чительно упрощается въ. н'Ькоторыхъ случаяхъ, часто встре
чающихся на практике. Пусть, напримеръ, нужно найти пол
ный дифференц1алъ ?г-го порядка отъ произведешя двухъ 
множителей co=u.v .  Для первыхъ значений п мы имеемъ

по самому закону образовашя этихъ дифференщаловъ видно, 
что мы будемъ вообще иметь

где Сг, С2, . . .  целыя положительный числа. Можно было бы 
показать последовательно, что эти коэффищенты тождественны 
съ коэффищентами разложешя (а+Ь)п- но это можно сделать 
более изящнымъ способомъ, пользуясь следующимъ щиемомъ,

(II)

dm=v du + udv, dr со =  v ddu + 2 cfo du +  и d2v ,. . .;

d"w=vd”u+ C 1dvd” ‘u+ C2dzv d” 2u+ . . .  + u d Hr,



прим'Ьнимымъ ко множеству вопросовъ подобнаго рода. Зам'Ь- 
тимъ, что числа Сх, С2, . . . ,  Сх, .. . не зависать отъ свойствъ 
функщй и и V] поэтому достаточно определить эти числа для 
какого-нибудь одного частнаго вида этихъ функщй. Возьмемъ 
для этого y —ex,v = e y, гдгЬ х  и у — независимыя переменный; 
мы будемъ им’Ьть

ю=ех+\  d(o = ex+,J(dx + dy), . . .  ,dnсо= ех+‘\ й х + dy)n, 
dii = <i dx, d2u = ex dx2, . . .  
dv = cydy, d2v = eydy2, . ..

Общая формула после разделешя на е*™ обращается въ
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(dx +  dy)” =  dx + Сх dy d%n~xCi dy2 dxn~% + . . .+ d y n.

Такъ какъ dx и dy произвольны, то мы должны иметь

п п ( п - 1) п  n ( n - i ) . . . (п -р + 1 )О-* =  -> =  ---------? * • • ? = --------------------------- ) • • •
1  I  2 1 .2 р I . 2 . . . P

и, следовательно, общая формула им-Ьетъ видь

dn(uv)~vdnu + - сГ-1г< + —— cPv d’l~2u+ . . . +w (i3)
1.2

Эта формула приложима при всякомъ числе независимыхъ 
переменныхъ; въ частномъ случае, если и и v будутъ функ- 
щями только одного переменнаго ж, то, разделивъ ( i3 ) на dx", 
мы получимъ выражеше производной п-ro порядка отъ про
изведена двухъ множителей.

Формулы, аналогичный (хЗ), существуютъ и для любого 
числа множителей.

Ихъ можно вывести такимъ же способомъ.
Формула для- dn(o упрощается также въ томъ случае, если 

посредетвуюпця функцш и, v, w будутъ целыми линейными 
функщями независимыхъ переменныхъ х, у , z,

и=ах +Ъу +cz +f, 
v = a'x -f-Ъ'у +c'z + f  

iv = а"х + b"y + c"g+f",

где коэффшценты а, а', а", Ъ,Ъ',___  постоянны. Мы имеемъ

du=adx +bdy + cdz, 
dv=a! dx + b' dy + c'dg, 

dw=a" dx + b" dy +  c" dz,

и все дифференц1алы dnu, d”v, dd'w, при b> i , равны нулю.
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Въ этомъ случай формула для dnco будетъ такою же, какъ 
если бы и, v, w были независимыми переменными,

сГ(о = д Р  ,  д Р  ,  6 F  7 \с«)
- у -  c lu + -^ -  d v + - r —d w \  -
0U OV Idw

1 8 . Однородный функцш.— Функщя ф(х,у ,я)  называется 
однородною функщею m-ой степени, если имФетъ место то
жество

сt{tx, ty, tz) = tm<f{x, у, я).

Примемъ на время, что переменный х, у , я имеютъ опреде- 
ленныя значетя, и будемъ разсматривать t, какъ единствен
ное независимое переменное; полагая

u — t x , v = t y , iv= tz ,

мы можемъ представить предыдущую формулу въ виде 

q>{u,v,w)=tm<p{x,y,0).

Приравняемъ между собою дифференщалы п-то порядка отъ 
обеихъ частей этого равенства. Замечая, что u , v ,w  суть ли- 
нейныя функцш отъ #, и что

du=xdt, dv=ydt, div=zdt,

мы получимъ на основанш замФчатя въ конце § 17 и после 
сокращения на обпцй множитель dtn

Х% +У 5 ® ) = т (о т _ 1 )- • - ( m - n + i )  tm~"<p(x, у,я).

Если теперь мы положимъ t =  1, то и, v, w обратятся въ х, у, я, 
и любой членъ раскрытой левой части последняго равенства

обратится въ

дРю
A w  diPdifidW ХРуЧ*Г

д"ф ~хРу1ягpqr дх?ду1дяг
Такимъ образомъ мы придемъ къ символическому равенству

. . ( т - п  + 1)<р(х,у,я),

которое, при п — I ,  переходить въ известную формулу
dtp { д(р { ду>

яг-

Р а з л и ч н ы й  о б о з и а ч е н i n .  — Мы имели три раэличныхъ 
обозначешя для частныхъ производныхъ различныхъ порядковъ 
отъ функцш многихъ переменныхъ: обозначен1я  Лейбница,
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Лагранжа и Коши. Общш недостатокъ этихъ обозначешй — 
ихъ сложность, особенно заметная при сколько-нибудь значи- 
тельныхъ вычислешяхъ. Поэтому были придуманы различныя 
бол'Ье сокращенныя обозначешя. Одно изъ наиболее унотре- 
бительныхъ обозначешй для частныхъ производныхъ перваго 
и второго порядковъ отъ функции двухъ перемЬнныхъ принад
лежишь Монжу (Monge): если z есть функщя двухъ перем'Ьн
ныхъ х н у ,  то полагаютъ

_дг „ д а  _ d2z л d2z d2z _
^  дх ® ду Г дх2 ’ S дхду ду2'

тогда полные дифференщалы сЬ и d2z выразятся слЬдующимъ 
образомъ dz= pdx+ qdy ,

cPz=rdx2 + 2sdxdy + tdy2.
Въ настоящее время входитъ въ употреблеше также слЬ- 

дующее обозначеше. Если z есть функщя какого-нибудь числа 
п независимыхъ перемЬнныхъ х1, х2, . . . ,  хя, то полагаютъ

(?«1+Я2+••• +  “„£

dxi'dx"1. .  . дхпп
причемъ нЬкоторые изъ указателей а15 а2, . . . ,  ап могутъ быть 
и нулями.

19. П рилож ена.— Пусть будетъ y —f(x) уравнеше плоской кривой С, 
отнесенной къ прямоугольнымъ осямъ координатъ. Касательная въ 
точк-Ь М(х, у) къ этой кривой будетъ иметь уравнеше

Y -y = y > { X -x ) .

Черт. 2.

Нормаль, т.-е. перпендикуляръ къ касательной, проведенный черезъ 
точку касашя, будетъ иметь угловой коэффищентъ следовательно,
уравнеше нормали будетъ

( Y - y ) y ’+ ( X - x ) = o .
Пусть будетъ Р  основаше ординаты, Т  и N  точки перееЬчешя оси х  

съ касательною и съ нормалью; длина P N  называется поднормалью, 
Р Т  есть подкасательная, M N  — нормаль 
и М Т — касательная.

Изъ уравнешя нормали мы находиыъ 
для абсциссы точки N  значеше х+уу',  
что показываетъ, что поднормаль равна 
±уу '.  Если условимся принимать за под
нормаль длину РЖ, взятую съ ея зна- 
комъ, т.-е. брать знакъ +  или — смотря 
по тому, совпадаетъ ли направлеше отъ Р  
къ Ж съ положительнымъ или съ отри- 
цательнымъ направлешемъ оси х, то под
нормаль будетъ равна уу ' , какъ бы ни была расположена кривая С от
носительно осей координатъ. Точно также подкасательная Р Т  равна ——

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКЛГО АНАЛИЗА. 3



Что касается длинъ и М Т,  то изъ прямоугольныхъ треугольниковъ 
M P N  и  М Р Т  имЪемъ

M N= V m p *+PN 2 = у V H Y \

m t = v m p  + i y ? = l y + t f i .
у' J

Мы можемъ искать кривыя, для которыхъ между этими четырьмя дли
нами им'Ьли бы м-Ьсто заданныя соотнотенХя. Пошцемъ, напртгЬръ, 
iicfe кривыя, у которыхъ поднормаль постоянна и равна данной длинЬ а; 
это приводить къ разыскание веЬхъ функщй y=f(x), удовлетворяю- 
щихъ условно уу' =  а. Первая часть этого равенства есть производная

у '1отъ а вторая — отъ ах; поэтому эти двЪ функции могутъ разниться 

только на постоянное, и мы нолучаемъ

у- = 2ах+ С

уравнение параболы, имеющей ось главною осью. Точно также, если 
мы будемъ искать кривыя, у которыхъ постоянна подкасательная, то 
придемъ къ уравнение

У а'
отсюда

X
logy  =  -+ lo g  С, или у  = Сеа, а

ур авн ете  трансцендентной кривой, у которой ось ж-овъ служить асим
птотою. Чтобы найти кривыя съ постоянною нормалью, мы должны 
разсмотр'Ьть уравнете у  У i + y ,2=a; его можно представить въ вид-Ь

л 1 =1,
У а2 — у2

ЛФвая часть есть производная отъ —Уа2 —у2, и потому мы находимъ

—У а2—у2 =х+ С,
или

(х+С)2+у2=а2,

уравнеше окружности съ радгусомъ а  и съ центромъ на оси ох.
Кривыя съ постоянною касательною суть трансцендентныя кривыя, 

и  мы ихъ изучимъ позднее.
Пусть будутъ далФе y=f(x) ,  Y —F(x) у равн етя  двухъ кривыхъ, а 

М  и Ы! двгЬ соотвФтствуюпця точки этихъ кривыхъ, имФюпця одну 
и ту же абсциссу х.

Для того чтобы поднормали къ обтЕшмъ кривымъ въ еоотвФтствующихъ 
точкахъ им-Ьли одну и ту же длину, необходимо и достаточно, чтобы

Y T = ± y y f,

откуда Y2= ± j /2 +  C; двойной знакъ происходить зд/Ьсь оттого, что 
поднормали могутъ быть направлены или въ одну сторону или

З 4 ГЛАВА X. ----  ПРОИЗВОДНЫЙ И ДНФФЕРЕНЦХАЛЫ. § 19 .
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въ противоположный. Предыдущиыъ соотношешямъ можно удовлетво
рить, положивъ

Ь2
-М -х* ) , а2
Ь2
~2 (ж2 — а8), а2 9

отсюда получается простой способъ ностроешя нормалей къ эллипсу 
и къ гиперболе.

УПРАЖНЕШЯ.

1. Пусть будетъ р=/'(ш) уравнеше плоской кривой въ полярныхъ 
координатахъ. Провёдемъ черезъ полюсъ О прямую, перпендикулярную 
къ pafliycy вектору ОМ и пересекающуюся 
съ касательною М Т  и нормалью MN. Требуется 
выразить различный лиши ОТ, ON, MN, М Т  
въ функцш отъ f(w) и f'(ai).

Каковы будутъ кривыя, для которыхъ одна 
изъ этихъ лишй постоянна?

2. Пусть будутъ y=f(x), z —<p(x) уравнешя 
кривой двойной кривизны Г ; пусть N  будетъ 
точка, въ которой нормальная плоскость въ 
точке М, т.-е. плоскость, перпендикулярная къ касательной прямой 
въ этой точке, встречает-!, ось z, и Р — основаше перпендикуляра, опу- 
щеннаго изъ точки М  на Oz. Каковы те кривыя, для которыхъ одна 
изъ лишй P N  или M N  постоянна?

Отв. Эти кривыя расположены на параболоидахъ вращешя или на 
сферахъ,

3. Определить целый многочленъ седьмой степени f(x) по х, зная, 
что f ( x ) + 1 делится на (ж — i)4, a f(x) — i на (ж+ i ) 4. Обобщить вопросъ.

4. Пусть будутъ Р  и Q два целыхъ многочлена по х, для которыхъ

Vi — P* = Q V i —x 2.
Тогда, обозначая черезъ п  целое число, будемъ иметь

dP п dx 
Ki—P 2_F i—ж2*

Отв. Дифференцируя еоотношеше

I -Р 2=<22 (i-ж8),
находимъ

^ - 2 P P '= Q [ 2 Q '( 1 - X * ) - 2 Q x]-,

еоотношеше (а) показываешь, что Q первое съ Р , а (6) ,—что Р '  д е 
лится на Q.

5*. Пусть будетъ Р(ж) многочленъ четвертой степени, имеющей простые 

корни, и ж = -^  ращональная функщя отъ t, удовлетворяющая соотно
шение р ...

(а)

Ф)

Перт. 3.

3*
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ГД'Ь i?i(t) есть многочленъ четвертой степени, и — ращональная
У

функщ я. Показать, что функщя -у  удовлетворяетъ соотношешю вида

dx kd t
VE(x) Y E S )

где  /с постоянное количество. [Якоби.]
Отв. Сл-Ьдуетъ обратить внимаше на то, что все корни уравнешя

д ( £ ) = о ,  который не обращаютъ въ нуль E S ) ,  должны обращать

въ нуль вы раж ете U V — VU', а, следовательно, и dx
dt

6*. Производныя л-го порядка функцш отъ функции у=<р(и), где 
и  есть функщя независимаго перем-Ьннаго х, выразится въ виде

£ ! = л у (и )+  А  ф "00+ .. . + -  А _  9 f \ U),
1.2 1.2 . . .11

гд£

Ак= dxn
d nuk к ( T V - 1  , k (k ~ i )  , d nuk~ 2 ,
--------- - -  и  — г -s— — —— ~ “  , „  - fi  dxn i . 2  da;’1

(a)

Ф)
(fC= I, 2, ,

Заметимъ сначала, что выражеше производной w-го порядка будетъ 
вида (а), причемъ коэффищенты А 1г Я 2, . . . ,  А п не зависятъ отъ вида 
функции <р{и). Чтобы получить эти коэффициенты, достаточно положить 
последовательно <р(и) = и, <р(и)—и2, . . . ,  <р{и)=ип и решить полученный 
уравнения относительно коэффище нтовъ А 1У Л2, . . . ,  А п; отсюда полу
чаются значеш я (&).

7*. Производная n -го порядка отъ <р(хг) имеетъ вы раж ете 

- =  (2х)п<р(п\ х 2)+п (п— х) (2x)n~ 2<pin~ 1\ x i) + . ..

• • • + П («- I). ..(П-2Р + 1) {2xr_ 2}1j n_p)ffri
ЧР' (Ж2) +1.2. . .р

где  число р  изменяется отъ нуля до наиболыпаго целаго числа, за- 
ключающагоея въ —, и <р^(х2) обозначаетъ производную порядка г 
относительно х 1.

Приложешо къ функвдямъ e- *2, arc sin х, arc tg х.
8*. Если мы положимъ x=cos и, то получимъ 

1ш—-
2 т — Х ,  .а (i-ж2) , . 1.3.5...(2»г-х) .1 ------= ( — т) —— ---- i am mu

dafm— 1 m
[Олиндъ Родригъ (Olinde Rodrigues).] 

9. Полиномъ Лежандра (Legendre)

X  = ----- 1 ------- i - ( x 2- i ) n" 2.4.6.. 2« dxn

удовлетворяетъ дифференщальному уравнению

,. d2X n d X n , , , v  
(1- ж )1 ^ - 2Ж1гГ+,г(и+1)Х«=о;

вывести отсюда коэффищенты этого полинома.
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10. Четыре функцш

Ух= sin (п arc sin х ), у3 = sin (п arc cos ж), 
у3 = cos (п arc sin х), yl = cos (п arc cos х),

удовлетворяютъ дифференщальному уравнение

(i —ж2) у " —ху'+п* у=о.

Вывести отсюда разложенья этихъ функщй въ тЬхъ случаяхъ, когда 
онЬ приводятся къ многочленами.

11*. Доказать формулу

dn I
dx"

12. Всякая функщя z=xcp<-

[Альфенъ (Halphen).] 

каковы бы ни были функцш

<р и ip, удовлетворяетъ соотношению

г  ж2+ 2  s х y + t  уг= о.

13. Функщя z = x  <p(xJry)+y Ц’{х-\-у), каковы бы ни были функцш <р,Ц>, 
удовлетворяетъ соотношение

r —2S+t=o.

14. Функщя z=f[x+<p(y)], каковы бы ни были функцш f  ж <р, удовле
творяетъ соотношешю

p s - q r .

15. Функщя z=x* <p(j^J+y~ ‘ каковы бы ни были функцш <р 

и у , удовлетворяетъ соотношешю

г хг+ 2  s х  у + 1 ?/2 +jp х + q у = м2г .

16. Функщя

2/=  I ж - « 11 Vi(aO+ | х - а 3 ! у2(ж )+ .. . +  | я - а п | <рп(х),

ГД& <Рх(х), </>2(х), . . . ,(рп(х), а также и производныя <р\(х),<р’2{х ) , . . , ,<р'п{х) 
суть функцш непрерывный, им-Ьетъ производную, прерывную при зна- 
чешяхъ аи  я2> • • ■, «„•

17. Найти соотношение между производными перваго и второго по- 
рядковъ по x lt ж2, ж3 отъ функщиz —f{xx, и),гд’Ъи=<р(х2, х3), количества 
Хх, х3, х 3 суть три независимыхъ перем&нныхъ, a f(xly и) и <р(х3, х3) — 
двА произвольный функщи.

18. Пусть будетъ f(x) какая-нибудь функщя отъ х  и f (x )  ея произ-
_ i  _ 1

водная. Положивъ и = [f'(x)\ 2> v —f(x)[f'{x)\ 2, будемъ им^ть

х d2u _  1 dpv 
и dx*~v dx‘
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19*. Производная п -го порядка функцга отъ функцш и — <р(у), гд-Ь 
у = *Р(х), им-Ьетъ видъ

" > - 2 i«.л л и  41»

придемъ знакъ 2  долженъ быть распространенъ на всЬ рЬ теш я 
въ  цйлыхъ и положительныхъ числахъ уравнешя i + 2j + ^ h + . . .  +1к — щ  
а р равно i + j + . . . +й.

[Фаа де Бруно (Paa de Bruno), Quarterly Journal of Mathematics, 
t . I, стр. 359.]



ГЛАВА II.

Неявный ФункцЫ. —  Функцюнальный определитель. —  
Зам ена переменныхъ.

I. — н е я в н ы й  ф у н к ц ш .

2 0 . Изсл-Ьдоваше одного чаетнаго случая. — Въ анализ-Ь 
часто приходится им'Ьть д'Ьло съ функщями, которыя не 
даются въ вид’Ь явныхъ выражений, но которыя определяются 
нерешенными уравяешями. Разсмотримъ, напримеръ, соотно- 
шеше между тремя переменными у, г

F {x ,y ,z )  = o. (i)

При некоторыхъ услов1яхъ, которыя МЫ вскоре точно 
выразимъ, это уравнеше определяешь некоторую функцш 
двухъ независимыхъ переменныхъ. Чтобы это видеть, мы до- 
кажемъ следующую теорему.

П у с т ь  б у д е т ъ  х = х 0, у= у0, z= z 0 с и с т е м а  p i n i e Hi f i  
у р а в н е н 1 я  (i), и п у с т ь  ф у н к ц 1 я  F  и ея  ч а с т н ы я  
п р о и з в о д и  ыя  п е р в а г о  п о р я д к а  н е п р е р ы в н ы  
в б л и з и  э т о й  с и с т е м ы  з н а ч е н 1 й. Е с л и  п р о и з в о д 
н а я  F ,  не  р а в н а  н у л ю  п р и  ж=ж0, У=У0, z= z0, то су- 
щ е с т в у е т ъ  о д н а  и т о л ь к о  о д н а  н е п р е р ы в н а я  
ф у н к в щ я  н е з а в и с и м ы х ъ  п е р е м е н н ы х ъ  ж, ^ у д о в л е 
т в о р я ю щ а я  у р а в н е н 1 ю  (i) и п р и н и м а ю щ а я  з на че -  
Hie z0, к о г д а  ж и у п р и н и м а ю т ъ  с о о т в е т с т в е н н о  
з н а ч е н 1 я  х0 и у0.*)

Производная F'z не . равна нулю при значешяхъ х0, у0, z0: 
предположимъ, для определенности, что она положительна. 
Съ другой стороны, такъ какъ F, F 'x, F'y, F',, непрерывны 
вблизи системы значеши х0, у0, z0, то мы можемъ взять на
столько малое положительное число I, чтобы четыре функцш

*) Пользуясь методомъ послЪдовательныхъ приближений, Гурса далъ 
въ B u l l e t i n  d e  l a  S o c i e t y  M a t h e m a t i q u e  d e  F r a n c e  
(1903; т. XXXI, стран. 184—192) другое доказательство этой теоремы, 
не содержащее никакихъ предположенш относительно пройзводныхъ 
F  и F  и даже не требующее ихъ существовашя. ‘—
I. . (Прштчате англ, пер.) -
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F ,  F 'x, F 'y, F ft были непрерывны, пока значетя перемгЬн- 
ныхъ х, у , z удовлетворяютъ неравенствамъ

\ х - х й \ ^ 1, |y =  y0 |sSZ, \z = z0 \ s ^ l ,  (2)
и чтобы для этой системы значений х, у, г было

F ' M > У, г ) > Р ,
гд’Ь Р  — какое-нибудь положительное число. Обозначимъ точно 
также черезъ Q другое положительное число, большее, ч-Ьмъ 
абсолютный значения двухъ другихъ частныхъ производныхъ 
F 'x и F '  въ той же самой области.

Дадимъ теперь х, у , z значетя, удовлетворяющая неравен
ствамъ (2). Очевидно, можно написать

F{x, у , z) — F (x 0, у0, z0) — F (x ,  у, z ) - F { x 0, у, z) + F (x0, у , z) 
F(xо, у0, z) +  F(x0, г/д, z) F(x0, у0, 20).

Прилагая къ каждой изъ разностей формулу конечныхъ при- 
ращенш и замечая, что F(x0, у0, z0) = о, получимъ

У> ^) =  (^-a;o)F '!c[^o +  6 (ж-ж0), у, я] 
З Д у - У о ^ К ,  2/о +  ®'(У-Уо)7 
+  (« -^ 0)-F'2 [*о> г0 +  6" (* -* 0)].

Такимъ образомъ функщя F(x, у, z) будетъ им£ть видъ

F { x ,y , z ) = A { x ,y ,  z ) { x - x 0) \
+ jB ( x ,y , z ) ( y - y 0) + C ( x ,y , z ) ( z - z 0), f  (>

причемъ абсолютный значетя функций А(х, у, г), В{х, у, z), 
С(х, у, z) удовлетворяютъ неравенствамъ

\A \< Q ,  | B \< Q ,  I С\> Р,
при всЬхъ значешяхъ переменныхъ х, у, z, удовлетворяющихъ 
неравенствамъ (2). Пусть будетъ е положительное число, 
меньшее I, и у другое положительное число, меньшее обоихъ 

Ре
чиселъ I и —— • Предположимъ, что въ уравнении (i) мы дали

перем1шнымъ х я  у  определенный значения, удовлетворяюпця 
услов1ямъ

1 * - * о \ < V ,  IУ ~ У о  \ < У г

и найдемъ число корней этого уравнения относительно не- 
известнаго z , заключающихся между z0—e и z0 + e. Зам-Ьнимь 
въ выражении (3 ) для F (x , у, г) z черезъ г0 + г; тогда сумма 
двухъ первыхъ членовъ будетъ по абсолютному значенш 
меньше 2Qy, тогда какъ абсолютное значеше после дняго 
члена больше Р е .  По свойству числа у, знакъ всего выраж етя 
зависитъ отъ знака послЪдняго члена. Поэтому мы им-Ьемь 
F(x,  у, z0 — s)<o, F ( x , y , z 0-Ье)>о и отсюда заключаемъ, что
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уравнеше (i) им'Ьет'ь, по крайней м’Ьр-Ь, одинъ корень, заклю
чающейся между zg — е и г'0 +  с. Этотъ корень будетъ притомъ 
единственнымъ, такъ какъ производная F'г остается положи
тельною при изм'Ьненш z отъ г0—е до ,c0 f  е. Такимъ образомъ 
мы приходимъ къ заключешю, что уравнеше (i) им^етъ одинъ 
и только одинъ корень, который стремится къ z0, когда ж и у 
стремятся соответственно къ значетямъ х0 и у0.

Посмотримъ, для какихъ системъ значешй переменныхъ х  и у 
корень, существовате котораго мы доказали, будетъ вполне 
определеннымъ. Пусть будетъ h меньшее изъ двухъ чиселъ I

Черт. 4.

Г * г \  !
!

^ 1

В

. (X.Y)

Р1и ■ —; предыдущее разсуждете показываетъ, что если значенш

переменныхъ х  и у удовлетворяю™ неравенствамъ |ж—ж0| < 7г,
1 у — г/0: <  А, то уравнеше (i) имеетъ одинъ единственный 
корень, заключенный между zg— I 
и z0 + 1. Пусть будетъ В  квадратъ 
съ центр омъ въ точке Ж0(ж0, у0) и 
со сторонами, параллельными осямъ 
координатъ; длину каждой стороны 
возьмемъ равною г/г. Если точка (ж, у) 
лежитъ внутри этой области, то ура- 
внеше (i) даетъ вполне определен
ную функцш z двухъ переменныхъ 
х  и у, содержащуюся между г0 — I 
и #0 + 1. По предыдущему, эта фуикщя будетъ непрерывна' 
въ точке Ж0; то же самое будетъ иметь место и для каждой 
другой точки М\ области В, потому что, на основанш сде- 
ланныхъ допущенш относительно функцш F  и ея производ- 
ныхъ, производная F'z(xj, у1, гл) въ точке Ж, будетъ поло
жительною , такъ какъ мы будемъ иметь | — х0 | < I, \у1—у0 \< 1, 
\zi — zQ\<l- Такимъ образомъ въ точке Шг мы будемъ нахо
диться въ техъ же самыхъ услов1яхъ, какъ и въ точке Ж0, и, 
следовательно, разсматриваемый корень будетъ непрерывенъ 
при ж=ж1? у = у х.

Такъ какъ разсматриваемый нами корень определенъ только 
внутри области J?, то мы имеемъ такимъ образомъ только 
одинъ э л е м е н т ъ  неявной функцш. Чтобъ определить эту 
функцш вне области В , мы будемъ последовательно поступать 
следующимъ образомъ. Пусть будетъ L  непрерывный путь, 
выходяпцй изъ точки (ж0, у0) и кончающшся въ точке (X, У), 
лежащей вне области В. Предположимъ, что переменный ж и у 
изменяются одновременно такимъ образомъ, что точка съ ко
ординатами (ж, у) опнсываетъ путь L. Если мы выйдемъ изъ



точки (ж0, у0) со значешемъ г0 для неизв-Ьстнаго г, то мы 
будемъ иметь вполне определенное значете для этого корня 
до техъ  поръ, пока не выйдемъ изъ области В. Пусть будетъ 
М х[хг, уг) точка этого пути, находящаяся внутри В,  и пусть 
будетъ е1 соответствующее значете для г; услов1я основной 
теоремы удовлетворятся при х —хх, у = у х, г = г х, и, следова
тельно, существуетъ другая область В х съ центромъ въ точке Ых, 
внутри которой будетъ вполне определенъ корень, обращаю
щейся ВЪ Зх при Х = хх, у — ух. У ЭТОЙ НОВОЙ области By будутъ 
вообще точки, лежапця вне В] взявъ опять на пути L  другую 
точку М2, расположенную вне В  и внутри В х, мы можемъ 
снова повторить то же самое построеше и получимъ новую 
область В 2, внутри которой корень уравнешя (i) будетъ 
вполне определеннымъ, и т. д. Этотъ процессъ мы можемъ 
продолжать до техъ поръ, пока не придемъ къ системе зна- 
чешй для х, у , г, при которой F'e= о. Я ограничусь здесь 
только этими общими указашями; въ следующихъ главахъ 
мы будемъ иметь случай подробнее остановиться на этого 
рода вопросахъ.

21. Производный отъ неявныхъ Функщй. — Возвратимся 
къ области jB и къ корню г=д>{х, у) уравнешя (i), который 
въ этой области будетъ непрерывною фуншцею двухъ пере- 
менныхъ х ж у. Эта фуншця имеетъ частныя производный 
перваго порядка. Въ самомъ деле, оставимъ у постояннымъ 
и дадимъ х  приращеше Ах, вследств1е чего для г получимъ 
приращеше Аг.

По предыдущему имеемъ

F ( x + A x , у , z + A z ) - F ( x ,  у, г) =
= Ах F 'x(x + 6 Ах, у, z + Az) + AzF 'z{x, у, г+Ь'Аг) = о.

Отсюда
А г_  F 'J x  + fjAx, у, z+ A z) '
Ах В 'г(х, у ,  г+Ь'Аг) ’

когда Ах  стремится къ нулю, Аг стремится также къ нулю, 
такъ какъ г есть непрерывная функщя отъ х. Такимъ обра- 
зомъ правая часть последняго равенства стремится къ пре
делу, и г имеетъ частную производную по х

ду F \

Точно также мы будемъ иметь
дг  F '

4 2  ГЛАВА I I . ----  Н ЕЯВН Ы Й  Ф У Н К Ц Ш  И П Р О Ч . § § 2 0 — 2 1 .
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П р и м ;Ь ч а н 1 е. — Если степень уравнешя F = о относи
тельно ^ равна т ,  то это уравненie определяете т  функцш

отъ перем'Ьнныхъ х  и у. Частныя производныя ~  > ^  бу-

дутъ точно также иметь т  значетй для каждой системы зна
четй  перем’Ьнныхъ х  и у\ т4 мъ не менее предыдущщ формулы 
даютъ для этихъ частныхъ производныхъ вполне определен
ный выражешя, если только въ правыхъ частяхъ мы за- 
м4шимъ g  значетемъ той изъ т  функцгй, отъ которой мы 
ищемъ производную.

Напримеръ, уравнете
x 2+ y 2+ 0 2 — 1 =  0  

определяете две функцш

+ ] / 1 —х2—у2 И — ] / 1 — х2—у2,
который непрерывны, если х 2+ у 2< 1 .  Частныя производныя 
отъ первой функцш будутъ

-ж  - у ___
] / 1 — X2 — у2 У I  — X2 — у2

а частныя производныя отъ второй будутъ иметь обратные 
знаки. Т е же самыя значешя мы нолучимъ, исходя изъ формулъ

дг х  дг у

дх z ’ ду 0

и заменяя въ нихъ 0 его двумя значешями.

22 . Приложеше къ поверхностямъ. — Если мы будемъ раз- 
сматривать х, у, 0 , какъ декартовы координаты точки въ про
странстве, то всякое уравнете

F(x, у , 0) =  о  (4)
будетъ представлять поверхность S .  Пусть будутъ (х0 , у 0, 0О) 

координаты точки А  этой поверхности; если функщя F  не
прерывна вместе со своими частными производными перваго 
порядка вблизи значетй х0, у0, 0О, и если эти частныя про
изводныя не обращаются одновременно въ нуль для точки А, 
то поверхность S  имеетъ въ точке А  определенную касатель
ную плоскость. Положимъ, напримеръ, что частная производ
ная F \  не будетъ равна нулю при х = х 0, у= у0, 0=0О. Пред
полагая уравнеше поверхности решеннымъ относительно я, мы 
можемъ, на основаши общей теоремы, представить его около 

-точки А  въ виде
а = ф ,  У),
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где функщя q (x ,y )  непрерывна. У равнете касательной плос
кости въ точке А  будетъ

ду

Зам'Ьпимъ ^  и ~  ихъ значешями изъ предыдущихъ формулъ; 

тогда уравн ете касательной плоскости приметь видь

+  f ) „ <  Г -  »°>+  ( £ ) . < * - * > ■ - ° -  (5)

Если бы бы ло(-т-] = о , но 
*  /о

<НЛ у^О, ТО МЫ приняли бы

г/ и г за независимыя переменный, а ж за ихъ функщю; въ этомъ 
случай мы пришли бы къ тому же самому уравнение (5), что 
можно было предполагать заранее на основании симметрш 
левой части. Точно такъ же можно написать уравнете каса
тельной въ точке (ж0, у0) къ плоской кривой, представляемой 
уравнешемъ F (x , у) — о,

( Х - х 0)( dF
\дх . +  <Г " * > ( £ ) .  - о -

Если мы им-Ьемъ одновременно
'd_F\ _ ( d F \  _ / d F \  _
,дг )о \ д у  )0 \дв )0- ° '

то точкаХ  есть о с о б а я  т о ч к а  поверхности S] касательный 
къ различнымъ кривымъ, расположеннымъ на поверхности и 
проходящимъ черезъ точку А ,  образуюсь вообще здесь не 
плоскость, а конусъ. Этотъ случай мы разсмотримъ впос.тЬд- 
ствш (глава III).

При доказательстве основной теоремы о неявныхъ функц!яхъ 
мы предполагали, что производная F rt не равна нулю. Геоме
трически ясно видно, почему это ycnoeie необходимо. Въ самомъ

д'Ьл'Ь, если мы им'Ьемъ 7=0 и  ̂̂  j  -ф ° , то касательная

плоскость къ поверхности S  параллельна оси г, и прямая, па
раллельная оси z и проходящая вблизи прямой х = х 0, у = у 0, 
в стр еч ать  поверхность вообще въ двухъ точкахъ, лежащихъ 
около точки прикосновешя. Такимъ образомъ уравнен!е (4) 
им-Ьетъ зд'Ьсь два корня, которые оба стремятся къ г0, когда 
х  и у стремятся соответственно къ х0 и у0.

Наприм^ръ, если мы пересЬчемъ сферу ж2+ у2+ я2 — I = о пря
мою у =  о , х  — I +  s , то мы будемъ иметь два значетя для г, стре
мящихся къ нулю вместе съ е, — действительныхъ, если £ отри
цательно, и мнимыхъ, если е положительно.
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2 3 . Выеипя производный. — Въ формулахъ для производныхъ 
перваго порядка

дг
дх

Ем
' F '

дг
ду'

F '. -_У
F '

можно разсматривать правыя части, какъ сложный функцш, 
въ которыхъ г служить посредствующею функщею. Такимъ 
образомъ можно было бы вычислять выспня производный по
степенно, прилагая правило дифференцироватя сложныхъ 
функцш. При этомъ сугцествовате этихъ высшихъ производ
ныхъ зависитъ отъ существовали частныхъ производныхъ 
различныхъ порядковъ отъ функцш F(x, у , г).

Эти производныя можно получить более простымъ способомъ 
применяя следующее' предложеше: Е с л и  н и с к о л ь к о
ф у н к ц 1 й  н е з а в и с и м а г о  п е р е м - Ь н н а г о  у д о в л е т в о -  
р я ю т ъ  cooTHoni e i i i i o  F —о, то и х ъ  п р о и з в о д н ы я  
б у д у т ъ  у д о в л е т в о р я т ь  с о о т н о ш е н ! ю ,  к о т о р о е  
п о л у ч и т с я ,  е с л и  п р и р а в н я т ь  н у л ю п р о и з в о д н у ю ,  
в з я т у ю  о т ъ  л е в о й  ч а с т и  F,  к а к ъ  отъ сложной 
ф у н к ц 1 и. Въ самомъ д-Ьл'Ь, если функщя F  приводится то
ждественно къ нулю, когда зам'Ънимъ въ ней переменный, отъ 
которыхъ она зависитъ, функщями независимаго переменнаго, 
то будетъ тождественно равна нулю и производная отъ функ
щи F .  Эта теорема остается верною и въ томъ случае, когда 
функцш, связанный соотношешемъ F = о, зависятъ отъ многихъ 
независимыхъ переменныхъ.

Предположимъ теперь, что намъ нужно вычислить выснпя 
производныя отъ неявной функщи у одного независимаго 
переменнаго х, определенной соотношешемъ

F(x, у) —о.
Мы находимъ последовательно

OF SF . 
дТ + ду У = ° ’

д Ч  
дх2

д Ч д Ч  
дхдуу ду 

д Ч

— + 2 'уг5Г.У' + л л У ,2 + л7 У"=°,
d_F
ду

d ^ F , . d 4 __ , ,  о ___
дх3 дх2дуУ дхду У'2 + 3 д Ч

дхду У
/?з р  д Ч  dF

+ ду3 У + 6  ду” УУ ^  ду У _ ° ’

Отсюда можно постепенно определить у', у", у " ' , . . .

П р и м £ р ъ. — Если дана функщя y=f(x), то можно, обратно, раз
сматривать у, какъ независимое переменное, а х, какъ неявную
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функцпо отъ у, определенную уравнешемъ y = f(x). Если при значешиж0, 
для котораго ya — f{x0), производная f'(x)  не равна нулю, то, по основ
ной теореме, существуетъ единственная функцш отъ у, удовлетворяю
щ ая соотношение y = f(x) н принимающая при у —у й значеше ж0; эта 
функщ я носитъ назваш е функцш о б р а т н о й  относительно /(ж). Чтобы 
вычислить производныя разлпчныхъ порядвовъ х'у, х"у3, x ' " f , . . .  отъ 
этой функцш, достаточно ее несколько разъ продифференцировать, 
разсматривая у , какъ независимое переменное. Это даетъ

1 = Р (х )х '
о = f ' (x )  {x'y)2+ f'(x)  x"yt 
о =f"'{x)  (ж'у)3 +  3 /■"(*) х'у х"у*+Р{х) х'"у*,

откуда
з [ Г 'Ш 2-Г ( х ) Р " ( х )

х у i m p
Следуешь заметить, что эта система формулъ не меняется, когда пере
став ляютъ х ’у ж f'(x), x",j* и f"(x), х " ’уъ и f" '(x),  . . . ,  такъ какъ связь 
между двумя функщями y = f(x )  и х=<р(у), очевидно, взаимная.

Чтобы дать приложеше этихъ формулъ, найдемъ все функцш y —f{x), 
удовлетворяюшдя соотнош ент

у 'у " ' - З У " 2= о .

П ринявъ у  аа независимое переменное, а ж за функщю, мы дадимъ 
предыдущему уравнению видъ

Х’"у* — 0.

Но единственными функциями, для которыхъ производная третьяго 
порядка равна нулю, будутъ многочлены не выше второй степени. 
Поэтому мы имеемъ для ж выражеше следующаго вида:

x= C 1y2+Ciy+ C 3,

где  Сх, С2, С3— три произвольныхъ постоянныхъ. Реш ая это уравнен1е 
относительно у, мы заключаемъ, что все функцш, удовлетворяющая 
выставленному условто, содержатся въ формуле

y = a ± V b x + c ,

гд е  а, 6, с — три произвольный постоянный. Это уравнеше предста
вляешь параболу, главная ось которой параллельна оси х.

2 4 . Чаетныя производныя. — Разсмотримъ теперь неявную 
функцш двухъ перем'Ьнпыхъ, определяемую уравнешемъ

F ( x , y , z ) = o .  ( б )

К акъ мы уже знаемъ, чаетныя производныя перваго порядка 
определятся изъ соотношений

dF dF<te_ dF dFdf__
дх  "**dz d x ~ ° ’ ду дг ду °" ^

Чтобы получить чаетныя производныя второго порядка, до
статочно вновь продифференцировать оба уравнешя (7) относи
тельно х  и у; это даетъ только три разлпчныхъ соотношения,
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такъ какъ производная отъ перваго уравненш по у тожде
ственна съ производною отъ второго по х.

d2F

d2F
- +

dx2 
d2F  dz

d2F  dz & F ( d z \ 2 dFd*z_. 2 -----------J- _
dx dz dx dz2 \  dx ) dz dx2 ° ’

d2F  dz d2F  dz dz dF d2z
+  -ЗПГ — ~  + - — ;——= o ,dx dy dx dz dy dy dz dx ' dz2 dx dy ' dz dx dy 

d2F  d2F  dz d ^ F f d z V  dFd*z_  
dy2 2 dy dz dy dz2, \ d y )  dz dy2~ ° ‘

(8)

Такимъ же образомъ мы можемъ найти производныя третъяго 
и высшихъ порядковъ.

Употреблеше полныхъ дифферешцаловъ позволяетъ и здбсь 
определить одновременно все частныя производит одного и 
того же порядка. Для этого достаточно воспользоваться следую
щею теоремою: Е с л и  н е с к о л ь к о  ф у н к ц ! й  u , v , w , . . .  
с к о л ь к и х ъ  у г о д н о  н е з а в и с и м ы х !  п е р е м е н н ы х !  
x , y , z , . . .  у д  о в л  етв  о р я ю т ъ  с о о т н о ш е н 1 ю F = о, то 
п о л н ы е  д и ф ф е р е н ц 1 а л ы  у д о в л е т в о р я т ь  с о о т н о -  
ш е н ! ю  dF=  о, к о т о р о е  п о л у ч и т с я ,  е с л и  мы в о з ь 
м е м !  п о л н ы й  д и ф ф е р е н ц 1 а л ъ  от ъ  F,  п р и н и м а я  
все п е р е м е н н ы й ,  от ъ  к о т о р ы х ъ  з а в и с и т ъ  F , за 
п е р е м е н н ы й  н е з а в и с и м ы й .  Чтобы доказать эту тео
рему, предположимъ, что мы имеемъ уравнеше F(u, v, w)=o, 
где и, v, w суть функцш независимыхъ переменишь х, у , z, t. 
Частныя производныя отъ и, v, w удовлетворяютъ четыремъ 
уравнешямъ

dF du dF dv dF dw _  
du dx^~ dv d x ^  dw dx ° ’ 
dF du dF dv ^  dF dw _  ̂  
du dy dv dy div dy ° ’ 
dF du dF dv dF dw _  
du dz~^ dv dz dw dz ° ’ 
dF du dF dv dF dw _  
du dt ^  dv dt~^ dw d t ° ’

умножая ихъ соответственно на dx, dy, dz, dt и складывая, по- 
лучимъ

dF dF dF~ d u  + ~ d v + 4 -dw = dF = o.du dv dw

Здесь еще разъ видно преимущество дифференщальнаго обо- 
вначешя, такъ какъ предыдущее соотношете не зависитъ ни 
отъ выбора, ни отъ числа независимыхъ переменныхъ. Чтобы 
иметь соотношете между дифференщалами второго порядка,
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достаточно приложить основную теорему къ уравненио dF = o ,  
разсматривая его, какъ уравнеше между it, v, tv, du, dv, div 
и т. д . ; при этомъ нужно только заменять нулями всЬ диф- 
ференщалы порядка выше перваго отъ т^хъ перем'Ьнныхъ, 
который приняты за независимый.

Приложимъ этотъ способъ къ вычисленш полныхъ дифферен- 
щаловъ различныхъ порядковъ отъ неявной функцш, опреде
ленной уравнешемъ (6), причемъ примемъ х и у  8а независимый 
переменный. Мы имеемъ

д F  т d F  ,  dF 7-т— ах+-5~ау-\—=—cfe = о , dx dy dz
dF  , dF  , dF  ,
-5— dx + - r -  dy +  -3- dz dx dy 9 dz

(2) d F

два первыхъ уравнешя могутъ заменить собою пять соотноше- 
нш  (7) и (8). Изъ выражешя для d z  получаются две- произ- 
водныхъ перваго порядка, изъ выражешя для d 2z — три произ- 
водныхъ второго порядка и т. д. Разсмотримъ, напримеръ, 
уравнеше

А х 2 +  А ' у 2 4- A " z 2 =  1; 
дифференцируя его два раза, находимъ

A x d x + A ' у  d y  +  A " s d z — o ,

A  d x 2 4- Л ! d y 2 4- A " d z 2 4- A " z  d 2z = о; 
изъ перваго соотношетя имеемъ

 ̂ _  A x d x  +  A '  у  dy

и, внося это значение dz во второе, получимъ

j., А( Ах2 + A"z2) dx2 4- 2А А ' ху dx dy 4- А'{А'у2 4 A!'z2) dy2
d 2 ~  Ж ~ ?  "
Такимъ образомъ, воспользовавшись обозначетями Монжа, 

мы будемъ иметь
А х
Ж г й =

А 'у
Ж я

_ A ( A x 2+ A " z 2) А А 'х у  t А ' ( А ' у 2 +  A " z 2)
Г~  Ж ?  ’ 8 - — д т * ' - ~  Ж ?

Изложенный методъ, очевидно, вполне общих; онъ при- 
менимъ, каковы бы ни были число независимыхъ переменныхъ 
или порядокъ искомыхъ частныхъ производныхъ.

П р и м  е р  ъ . — Пусть будетъ z —f(x ,  у) функвдя двухъ перем-Ьн- 
ныхъ х  и  у .  Примемъ въ посл-Ьднемъ соотношенш у  и z  за перемен
ным независнмыя, а х  за неявную фуекдно этихъ двухъ переменныхъ,
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и найдемъ дифференщалы перваго и второго порядковъ dx и d3x. 
Мы им4емъ

dz=Txdx+fy'с1У'
такъ какъ мы приняли у  и 2 за независимый переменным, то должно 
положить

d3y = d3z=o;

потому, дифференцируя вновь последнее соотношеше, находимы

0 = S  fc3+2 Ш у dx
Пользуясь обозначетями Монжа для частныхъ производныхъ перваго 
и второго порядковъ отъ функщи f(x, у), мы можемъ представить 
предыдущая уравнетя въ виде

dz=p dx+qdy,
о—г Ас2-)-2 s dx dy+t dy3+p йгх; 

изъ перваго выводимъ
d x = d z - q d y .

Р
внося вто выражеше dx во второе соотношеше, получимъ 

г̂х _ rdz2+2 (ps—qr)dydz+(q2r-2pqs+p4) dy1
~  р3 ’

Частный производный перваго и второго порядковъ отъ х, разсматри- 
ваемаго, какъ функщя переменныхъ z ж у, будутъ иметь следутопйя 
выраяеетя:

дх_1 дх_ q
dz~~р  0у~ р

дгх_ г д~х _qr—ps д3х _ 2pqs—p4—q3r 
dz3~  р3’ dydz~ р 3 ’ ду3~  р 3

Чтобы иметь приложеше этихъ формулы, найдемъ все функцш f(x , у), 
удовлетворяющая уравнешю q3r+ p 2t= 2pqs.Ecim въсоотношенш z= f(x ,  у) 
мы прпмемъ х  за функвдю независимыхъ переменныхъ у  и г, то

предыдущее уравнеше обратится въ = о. Это уравнеше показываетъ,
дх 
ду

дх . .

где <p(z) — произвольная J функщя отъ z. Это новое уравнеше можетъ 
быть представлено въ виде

^  [х-у<р{е)] = о,

оно выражаетъ, что x~y<p{z) не завиеитъ отъ у. Поэтому

x=y<p(z)+ip(e),

где \p(z) есть другая произвольная функщя отъ z.  Мы получимъ все 
искомыя функцш z= f(x ,  у), решая предыдущее уравнеше относи
тельно z. Это уравнеше предетавляетъ поверхность, образованную 
движешемъ прямой, остающейся параллельною плоскости ху.

КУРСЪ МАТЕМАТЙЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 4
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2 5 . Общая теорема. — Пусть будетъ (Е ) система п уравнений
V ( г т----  х  ; ?iр1

ХГ  пF *2> 1
2? • •

2 ’ ’ ' ч  «,) =  0 ,

l 2 i  • • JS т о

M l, м 2 1 W3 )• • •

(Е)

м е ж д у  n +_р п е р е м е н н ы м и
. . . ,  хр. П р е д п о л о ж и м ъ ,  ч т о  э т и  у р а в н е н 1 я  у д о в л е -

х.=х°: и, =и\— -9/ОТ В О р Я  10 Т С Я  п р и  — Ж” , .  . . , м р  —  л р , w-i — , .  . . , Ии —  ю п ,м„ =  м° ЧТО
ф у н к ц i и F .  н е п р е р ы в н ы  и и м ^ ю т ь  н е п р е р ы в 
н ы й  ч а с т н ы й  п р о и з в о д н ы й  п е р в а г о  п о р я д к а  
в б л и з и  э т и х ъ  з и а ч е н i й п е р е м е н н ы х ъ ,  
н е ц ъ ,  ч т о  о п р е д е л и т е л ь

dFx dFx 3F,

и, и а к о -

дпх ди2 
д*\ dF\ 
диг ди2

< 4
dF\
ди_

д1*  дЕ± . . .  д1 ~
дих ди2 дип

не  р а в е н ъ  н у л ю  п р и

м*=м£ (г =  1, 2 , . . . ,  р \  &=1, 2,. . ., п).

П р и  э т и х ъ  у с л о в л я х ъ  с у щ е с т в у  е т ъ  о д н а  и 
т о л ь к о  о д н а  с и с т е м а  ф у н к ц 1 й  и1= ф 1 (х±, х 2, . . . ,  х р), 

. . . ,  и п= ф ю (хх, ж2, . . . ,  х р),  т о ж д е с т в е н н о  у д о в л е т в о 
р я ю щ а я  у р а в н е н 1 я м ъ  (Е ) и п р и в о д я щ а я с я  с о 
о т в е т с т в е н н о  к ъ  и°и  Мг,.. . ,  Ми п р и  xx= xl,  . . . ,  хр=х^*)ш

Определитель А называется я к о б 1 ев ы м ъ * * ), я к о б 1 а-  
н о м ъ  и л и  ф у н к ц 1 о н а л ь н ы м ъ  о п р е д - Ь л и т е л е м ъ  п 
функщй -^1: -^21 • • * 5 п относительно перем'Ьнныхъих, м2, . . ., ип\ 
его изображаюсь символомъ

F 2„ . . , F n)
I )  {их , и 2 , . . . ,  и п)

Мы докажемъ эту теорему сначала въ частномъ случай для 
системы двухъ уравнений съ тремя независимыми переменными 
х, у, z и двумя неизвестными и и г

F x{ x , y , e , u , v )  = о, (9)
__________ F 2(x , у, z, м, г ;)= о . (ю)

*) Гурса показалъ (см. примЬчаше къ § го), что можно доказать эту 
теорему, не д-Ьлая никакихъ предположений относительно произзод-
Н Ы Х Ъ  5—  о т ъ  F  п о  х .  ,  „

ох{ ( Примгъчанге англ. пер.).
**) Якоби, C r e l l e ’s J o u r n a l ,  т . 22 .
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По предположению, эти уравнешя удовлетворяются приж=ж0,
у= у0, z= z0, и= и0, v=v0, и определитель

dF\ ()F2 dF1dFi 
ди dv dv ди

не равенъ нулю при этой системе значешй пяти переменныхъ 
х, у, z, и , v; отсюда следуетъ, что, по крайней мере, одна изъ 

d l \  dF2производныхъ ~ ~  не равна нулю при техъ же значе-

т я х ъ  переменныхъ. Для определенности, положимъ, что
dF не будетъ нулемъ. По доказанной выше теореме (§ 20),

соотношеше (9) определить функцйо v переменныхъ х, у, г, и,
v = f ( x ,y ,  z, и),

которая принимаетъ значеше v0 при х = х 0, у= у0, z= zQ, и=и0. 
Заменимъ въ уравнеши (10) v этою функщею; мы придемъ 
къ соотношенш между х, у, z и и

Ф{х, у , я, u )= F 2[x, у, z ,  и, f ( x , у , z, м)] =  о,

которое удовлетворяется при х = х 0, y= yQ, z —z, и= и0. Мы
имеемъ

ди ди ‘ dv ди'
но изъ соотношешя (9) мы выводимъ

ди dv ди
. d f дФопределяя отсюда значеше ^  и вставляя его въ по-

лучимъ

дФ_  D(u, v) 
ди ~~ дРг 

dv
Мы видимъ, что эта производная не равна нулю при зна- 

чешяхъ х0, у0, z0l и0 переменныхъ; поэтому соотношенш Ф—о 
можно удовлетворить, взявъ для и непрерывную функцш 
и=<р(х, у, z), равную и0 при х = х 0, у= у0, z= z0. Заменивъ 
въ f(x , у , z, и) переменное и черезъ у(х, у, z), мы и для v полу- 
чимъ также непрерывную функцш переменныхъ х, у , z. Такимъ 
образомъ для системы двухъ уравнений предложеше доказано.

Совершенно такъ же, какъ и прежде, можно доказать суще- 
ствован1е частныхъ производныхъ перваго порядка отъ этихъ 
функщй. Оставляя у и л постоянными, дадимъ переменному х

4 *
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приращеше А х, и пусть будутъ Ли  и Av соответствующая при- 
ращ еш я функщй и  и v. Уравнешя (9) и (ю) можно тогда 
представить въ виде

Лх^ i u  ( 5 + 4 + i v  ( ? ! ■+1 ' ) -  ° •

гд’Ь е, ь', е", rj, 7/,  г/' стремятся къ нулю одновременно съ Ах, 
А и , Av. Отсюда находимъ

Аи
А х '

d F x
дх +  «

dF_?
dv + ь '

dF_?
дх +V

d F \
ди +  *'

щ
dv + V '] - ( ^ + « » ] ( - J r ! + , 'dv

d F 9
ди

Когда Ax  стремится къ нулю, Аи и Av стремятся также 
къ нулю, а, следовательно, стремятся къ нулю и е. tr, г/, у".

/I'llТакимъ образомъ, отношеше —  тгЬетъ пределъ, т.-е. функщя/3 ос
и  имеетъ частную производную перваго порядка по х

ди
дх

d F x д_1\ 
дх dv

d F \d F \  
dv дх

ди dv dv ди
Такимъ же образомъ можно было бы доказать, что отношеше
Av у dv ^стремится къ конечному пределу -  j который выразится

аналогичною формулою. На практике эти частный производныя 
вычисляются при помощи двухъ уравнений

dFx дТ‘\  ди dF1 dv _  
дх ди д х dv дх~~°'

dF0 . dF,, ди dF0dv— f -]----- ------ р
дх ди дх dv дх °  ‘

Такимъ же способомъ мы получимъ частныя производныя пер
ваго порядка относительно независимыхъ переменныхъ у  и е.

Чтобы доказать теперь нашу основную теорему въ общемъ 
случае, достаточно показать, что если она верна для системы 
(и—i) уравнешй, то она будетъ также верна и для системы 
п уравнешй. Такъ какъ, по допущение, функцшнальный опре
делитель не равенъ нулю при начальныхъ значешяхъ перемен
ныхъ, то, по крайней мере, одинъ изъ миноровъ, соответ
ствующий элементамъ последней строки, будетъ отличенъ отъ
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нуля при т'Ьхъ же самыхъ аначешяхъ переменныхъ. Предпо-
ложимъ, что это будетъ иметь место для минора, соотв’Ьтствую-

d F n 1щаго элементу этотъ миноръ можно написать въ виде

D { F X, F ^ . .  . F n - i )  .
D (t^, W2, • • • ) 1)

Такъ какъ, по допущение, теорема верна для системы (п—i) 
уравнешй, то изъ (п—i) первыхъ уравнешй (Е) мы выведемъ

Ml  =  9 >l ( * U  ^ 2 ;  ■ • • l ^ p ' l  % ) ,  •  •  • > и п —1 = ф « — l ( ^ l » ®р> Ми)>

где Bcf, функцш ф„_! непрерывны. Заменяя въ послед
нем ъ изъ уравнешй (£) г^, м2, . . ., мя-1 функщями , . . . ,  g>n~i,
мы для определетя г*я придемъ къ новому соотношение

* ( * ! ,  * * ,  • • • 5 ® р )  ® п )  =  ■ f п (® 1 »  ^2 >  • • • J Я 'р ) Ф и  ^ 2  1 • ■ • 5 ф п —1) м к )  = 0  .

Все д^ло сводится къ тому, чтобы показать, что производ-
д Фпая -jj— не равна нулю при разсматриваемыхъ значен1яхъ

ж®, ж®, . . . ,  я£, м®. Действительно, въ такомъ случае изъ по- 
следняго уравнешя можно будетъ вывести для ип 

ип — , ж2, . . . ,  жД,
где гр есть непрерывная функщя независимыхъ переменныхъ 
ж15 х2, ..., гс ; вставляя это значеше ип въ функцш <р1, у2, 
мы найдемъ, что и ,, w2, . . . , m„_i будутъ также непрерывными 
функщями независимыхъ переменныхъ яу, ж2, . .  
рема будетъ доказана. Мы имеемъ

,хр, и тео-

< ^ = <^d<Pi+ 1 dFn (??„_! dFn
дип дих ди„ "Г ’ ' * дип^х ди„ +  ди„ ’

д(р, ду2 д<р„ -1причемъ производныя • . . ,  ^ даются

ношешями
|

(?мх е?ми
*£  =о

дип ~ ди„ ’

г ^ я-1  t d F n —1  дер»—х
ди„ “  ’ dun~~\ дин ди„

( 1 1 )

> —I) соот-

(12)

Соотношешя (и )  и (12) можно разсматривать, какъ п линей-

ныхъ уравнешй между 
они дадутъ

п  неизвестными
дип

д<Рп~:
дип

дФ -D (F l t F t ; . \ • , - F » - . )  D ( F l f F 2, . . . , -Р7»)
• > W'2> * * * , м«)
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Мы видимъ, что производная з — отлична отъ нуля при раз-оип
сматриваемыхъ значешяхъ переменныхъ, такъ какъ оба вхо- 
дящихъ въ эту формулу функщональныхъ определителя от
личны отъ нуля при этихъ значешяхъ; следовательно, основная 
теорема доказана.

Высшая производный отъ неявныхъ функцш, определенныхъ 
многими уравнешями, вычисляются совершенно такъ же, какъ 
въ случае одного уравнешя. Должно и тутъ заметить, что 
въ случае многихъ независимыхъ переменныхъ выгоднее вы
числять полные дифференщалы и затемъ получать изъ нихъ 
все частныя производныя того же порядка.. Предположимъ, 
напримеръ, что мы имеемъ две функцш и и v трехъ незави
симыхъ переменныхъ х, у , л, определенныя двумя уравнешями

F (x , г/, г, и , v)=o,  
Ф{х, у , д, и , v)=o.

Полные дифференщалы перваго порядка du и dv будутъ даны 
уравнешями

dF  . dF  , dF  , dF  , dF  7 -dx+ -^-dy + ам-f—-  dv= o,dx du dvdy
d<P d < P d < P  7 d<P 7 d<P 7 _ <fo +  _ d 2/+_  —  d u + -^ d v = o .
dx dy dz du dv 

Далее, мы найдемъ d?u и d2v изъ уравнешй
(dF
\дх

(дФ
, d с

dF  7 >\(2) dF Л2 dF-г—.<fo от у) + d u CpU + dv
7 >1(2) ^ dФ-Г- ОТ ОТ ,) + ^ d u + dv

<Fv—o, 

d2v = о,

и т. д. Въ уравнешяхъ для dnu и определитель изъ коэффи- 
щентовъ при этихъ дифференщалахъ при всякомъ п равенъ

D (F  Ф)якоб1евому определителю ^  , который, по допущенш, 
отличенъ отъ нуля.

26 . Обрашеше функцш.— Пусть будутъ щ, щ, щ, 
отъ п независимыхъ перем-Ьнныхъ х1, xt , хг, . . . ,  х ;

., ип п функцш 
предположимъ,

что якоб1анъ 

п  уравнешй

■Р(М11 2̂> • • • >
■®(*И Ж2> • • •) Ж„)

 ̂ не равенъ тождественно нулю. Тогда

% =  • ■, *„), м2 = ?р2(а?х. . . ,  1
M« =  <P»(*i. *2, • • • . *„)  /

определяю т. обратно х 1, х 2, . . . , х „  въ функцш иг, щ , . . ип. 
момъ дЪлЬ, достаточно разсмотр-Ьть систему значешй х[, х \ , . . . ,

(13)

Въ са- 
ж®, для
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которой опред-Ълитель Якоби не равенъ нулю; если и®, и°2, . .  , и°п бу- 
дутъ обозначать соответствующая значешя и1( иг, . . . ,  ип, то, по основ
ной теорем^, существуетъ система функщй

X l  =  XPl(Ull  • • • >  Utt)> Х2 =  Ч,2(Щ> ■ • ■ > * * „ ) > • • • >

Яп = Ч>п(и .........м«).
удовлетворяющихъ соотношешямъ (13) и принимающихъ значешя

Ж®....... ПРИ и1~ и 1> Щ=Ы%- ■ ■, и„=ип- Функцш гр называются об-
р а т н ы м и  относительно функцш <р. ЕГахоясдеше этихъ функщй назы
вается о б р а щ е н 1 е м ъ  или n H B e p c i e f i .

Для вычислешя производныхъ отъ обратныхъ функций достаточно 
приложить основныя правила. Такъ, въ случай двухъ функщй

u=f ( x , y ) ,  V=<p(x,y),
разсматривая обратно и и v, какъ независимый перемйнныя, а х и у, 
какъ ихъ функцш, мы и.зъ двухъ еоотношеюй

получимъ

, df  , , d f ,  
du = T x d x + d y dy’

dvJ£ dx+Ty dy
dtp df йм-— dv

dx =_ d y
" df dtp df dtp ’ 
dx dy dy dx

Отсюда им'Ьемъ формулы:

dtp , df  -т -  d u + - —dv  , _ dx dx
J ~ ~ d £ d jp _ d fd f '

dx dy dy dx

dtp _ d f
dx _ dy dx______ dy
dw~df  dtp_df_dv’ dv~dfdtp df  dtp' 

dx dy dy dx dx by dy dx
dtp df

dy _ dx dy _  dx
du~dfdtp df^dtp’ dv~dfdtp df  dp 

dx dy dy dx dx dy dy dx

2 7 . Касательная нъ кривой въ пространств .̂ — Разсмотримъ 
кривую С, представленную системою двухъ уравнений

Щ х ,  У,е) = о, I
F 2(x , y , g )  =  o . f (14)

Пусть будутъ х0, у0, г0 координаты точки М 0 этой кривой; 
предположимъ, что, по крайней мере, одинъ изъ трехъ опре
делителей Якоби

d I \d F 2 
ду dz

dh dh y
dz ду

dF1 dF2 
dz дх

д1± д*Л,
дх dz

dJF\dF, 
дх ду

c)F1 dF2 
ду дх

будетъ отличенъ отъ нуля, если заменимъ въ немъ х, у, е че- 

резъ х0, у0, г0. Для определенности положимъ, что
Щу, г)
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не равенъ нулю для координатъ точки Ж0; тогда изъ уравне- 
нш (14) можно вывести

У = Ф ) ,  г=У>{х),
гд'Ь <р и яр суть непрерывныя фуикцш отъ х, обращающаяся 
соответственно въ у0 и z0 при х — х0. Въ этомъ случае каса
тельная къ кривой С въ точке М 0 представится двумя ураг.- 
нешями

X  ~~хо _ ^~~Уо _  ̂  ;
I у'(х0) ~у>'(х0)’

где производныя <р'(х) и ю'(х) определятся пзъ соотношений

dF, , dF, „  . dF, „ ч 
1 F + * r » 'W + ^ r «.V ) - o ,

d F 2 dF,, d F 2 .
- d + W *  w + i t f ^ ) = 0 '

Положимъ въ нихъ a? =  .r0, y = y0, z = и заменимъ дс/(:г0) и <//(ж0)

соответственно черезъ ^  -  — и ^  — • Тогда
X —ж0 Х —хп 

тельной можно представить въ виде

уравненш каса-

Ш  ) + ( д4 г) ( Г -^о) +  ( ^ )  (Z — 9)=o,дх
dF,
дх

&У )  о

,( Х ~ М т

(1 5 )

или
X  х0   ___ 1  у о _ Z  £’q  

D(F i,  F 2) I “ Г D i F ^ F J l  -
. -D(y, *) Jo l #(*, Ж) J0 |_ D(x, y) Jo

Легко дать геометрическое истолковаше полученнаго резуль
тата. У равн етя  (14) представляютъ соответственно две по
верхности S t и S2, л и т я  пересечетя которыхъ есть кривая О; 
уравнешя (15) представляютъ две касательный плоскости 
къ этимъ двумъ поверхностямъ'въ точке Ж0, такъ что каса
тельная къ кривой С есть прямая пересечетя этихъ двухъ 
касательныхъ плоскостей.

Формулы теряютъ смыслъ, когда три выше написанныхъ 
определителя Якоби обращаются одновременно въ нуль для 
координатъ х 0, у0, г0. Если это имеетъ место, то два уравне
т я  (15) приводятся къ одному, и поверхности S±, S2 касаются 
другъ друга въ точке Ж0. Какъ мы увидимъ ниже, въ этомъ 
случае л и т я  пересечетя этихъ двухъ поверхностей слагается 
вообще изъ несколькихъ раздельныхъ ветвей, проходящихъ 
черезъ точку Ж0.
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I I . — ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ОПРЕДЪЛИТЕЛИ.

2 8 . О с н о в н о е  с в о й с т в о . — Какъ мы видели, функциональ
ный определитель играетъ важную роль въ теорш неявныхъ 
функщй. При всРхъ доказательствахъ мы исходили изъ пред- 
подожешя, что некоторый определитель Якоби не равенъ 
тождественно нулю. Если же этотъ определитель тождественно 
равенъ нулю, то дело совершенно меняется, какъ это выте- 
каетъ изъ следующей основной теоремы:

П у с т ь  б у д у т ъ  их, и2, . . . ,  ип п ф у н к и д й  от ъ  п н е з а 
в и с и м  ы х ъ п е р е м е  н н ы х ъ хх, х2, . . . ,  хп. Ч т о б ы м еж д у 
э т и м и  п ф у н к ц и я м и  с у щ е с т в о в а л о  с о о т н о ш е н ! е  
П(щ, и2, =о ,  не  с о д е р ж а щ е е  п е р е м е н н ы х ъ
хх, х2, . . . ,  хп, н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы

ф у н к ц и о н а л ь н ы й  о п р е д е л и т е л ь
D(% 1» #2» ■ * ' 7 *̂«)

былъ

р а в е н ъ  т о ж д е с т в е н н о  нулю.
Прежде всего это ycnoBie н е о б х о д и м о .  Въ самомъ деле, 

если между п функщями иг, и2> . . . ,  ип существуетъ соотно- 
шеше Я(и,, и2, . . ., и„) = о, то, дифференцируя его последова
тельно относительно каждаго изъ переменныхъ х., мы получимъ 
v уравнетй

дПди, , дПди.г дПди„
■ — — ------- — - J -  ,  ,  * ' ------- Q
дих дхх ди2 дхх дип дхх '

дП дих ̂ д П  ди2 ̂  ^дП диа
дих дхп ~  ди2 дхп ‘ дип дх„

Такъ какъ одновременно не можетъ быть

дП дП д П
дих ди2 ‘ ' '  du„ ° ’

потому что предполагаемое соотношеше между функщями и 
обратилось бы тогда въ тожество, то необходимо, чтобы опре

делитель, образованный коэффшцентами при ^  >• • • > ~  былъ 
равенъ нулю.

Это ycnoBie вместе съ темъ д о с т а т о ч н о .  При дока
зательстве этого мы будемъ опираться на некоторый заме- 
чан!я, который непосредственно вытекаютъ изъ основныхъ 
теоремъ.

i) Пусть будутъ «, v, w три ташя функщй трехъ независи-

мыхъ переменныхъ х , у, s, что определитель —  не ра-
1)(х, у , г)
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венъ тождественно нулю. Между полными дифферешцалаыи 
du, dv, dw не можетъ существовать никакого соотношетя вида

Xdu-\- fidv+v dw = о,

гдЬ Я, у, v не равны одновременно нулю. Въ самомъ дЬлЬ, 
замЬнивъ въ предыдущемъ соотношенш du, dv, dw ихъ выра- 

ди 1 dv 7 dw ,женшми - ^ d x +  . . . ,  ~^dx + . . . ,  —  d x + . . .  иприравнявънулю

коэффициенты при dx, dy, dz, мы получимъ три уравн етя, ко
торый удовлетворятся только при Я =(и = г  =  о.

2) Пусть будутъ со, и, v ,  w четыре такихъ функцш трехъ 
, D(u, v, w)независимыхъ перемЬнныхъ х, у, z, что - —-—  ̂ не равенъ

1)\х, у, г)
нулю. Мы можемъ, обратно, х, у, z выразить въ функцш и, v, w , 
и, внося эти значешя въ со, мы получимъ функцш

со =  Ф(и, V, w )

трехъ перемЬнныхъu ,v ,  w. Е с л и  к а к и м ъ - н и б у д ь  с п о с о -  
б о м ъ  п о л у ч е н о  м е ж д у  п о л н ы м и  д и ф ф е р е н ц 1 а -  
п а м и  dw, du, dv, dw, в з я т ы м и  о т н о с и т е л ь н о  н е з а в и 
с и м ы х ъ  п е р е м ' Ь н н ы х ъ  x , y , z ,  с о о т н о ш е н 1 е  в и д а

dw = P du+ Q dv+ R dw ,  (16)

то  к о э ф ф и ц 1 е н т ы  P , Q , P  б у д у т ъ  с о о т в Ь т с т в е н н о  
р а в н ы  ч а с т и ы м ъ  п р о и з в о д и ы м ъ  о т ъ  Ф(и, v, w),

a - t t
^  dv ’ dw

Въ самомъ дЬлЬ, по правилу дифференцирования сложной 
функцш (§ i6 ), имЬемъ

, dФ п dФ 7 dФ п dw=-r— du+ dv + -г— dw: du dv dw

при этомъ между dw, du, dv, dw не можетъ существовать ни
какого соотношетя иного вида, чЬмъ (i6); въ противномъ 
случаЬ, исключая изъ обоихъ соотношешй dw, мы получили бы 
равенство вида

Я du + у. civ-t-г dw = о,

въ которомъ коэффищенты Я, у ,  v не были бы всЬ нулями, 
что невозможно на основанш перваго замЬчашя.

Очевидно, что всЬ эти замЬчашя могутъ быть распространены 
на любое число независимыхъ перемЬнныхъ.
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(17)

по предположение,

Разсмотримъ теперь, для определенности, систему четырехъ 
функцш отъ четырехъ независимыхъ переменныхъ

X = F t{x, у , z, t),
Y = F 2{x , у , z, t),
Z  = F z(x, у , г, if),
T  = Fi{x, у , <», *).

Определитель Якоби ^ 3’ —Х>(ж, у , л, *)
тождественно равенъ нулю.

Предположимъ сначала, что одинъ изъ миноровъ перваго
-F2, -F3) „порядка, напримеръ ■ ^  ^  ; отличенъ отъ нуля. Въ этомъ

случае, изъ трехъ первыхъ уравнешй (17), можно вывести 
х, у, z въ функцш X ,  Y, Z, t\ внося полученныя выраже- 
ш я для х, у , z въ последнюю формулу (17), мы будемъ 
иметь Т  въ функцш X , Г, Z , t

Т= Ф{Х, Y, Z, t). (18)

дФМы докажемъ, что -^ -= о , т.-е. что эта функщя Ф не содер- 

житъ переменнаго t. Для этого разсмотримъ определитель

dX

d T
Д =

dF1 dF1 dFr
dx dy ~di

'  0F\ OF, OF,
dx dy dz

OF3 OFs o r \
dx dy dz

OF, 0F \ dFi
dx dy dz

dZ

dT

Если мы заменимъ здесь dX, dY, dZ, dT  ихъ выражешями

0F t d F x 0 l<\ , OF'dX. — r— dx -j—r— dy —̂ dz -]— dt,Ox dy y dz dt

и затРмь разложимъ Л по dx, dy, dz, dt, то увидимъ, что коэф
фициенты при этихъ четырехъ дифференщалахъ будутъ равны 
нулю. Въ самомъ деле, три первыхъ коэффищента будутъ 
определители съ двумя тождественными столбцами, а коэффи- 
щентомъ при dt будетъ самъ функщональный определитель 
U(F F  F  F )

 ̂ Щх ^ акимъ °бразомъ Л =  о. Съ другой стороны,

если мы разложимъ этотъ определитель по элементамъ послед-
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няго столбца, то коэффищентъ при dT, равный — ’ ^ а’ ,D(;v,y,z)
не будетъ нулемъ, по предположение, и мы получимъ соотно- 
шеше вида

d T = P d X  + Q d Y + R d Z .

По предыдущему, коэффищентъ при dt во второй части ра-
дФ ' 'венъ -гг- Но эта вторая часть не содержишь «г; такимъ оора-ОЬ

дФзомъ мы имФемъ -^ -= о , п соотношеше (18) будетъ вида

Т =  Ф(Х, Г, Z),
что и доказываешь нашу теорему.

Можно заметить, что между четырьмя функщями X , Y, Z, 1 
не существуетъ иного соотношешя, независящаго отъ ж, у, ,г, t, 
которое было бы отлично отъ предыдущаго соотношешя. 
Въ самомъ дФиФ, если бы такое соотношеше существовало, то, 
зам’Ьнивъ въ немъ Т  черезъ Ф(Х, Y ,Z ) ,  мы получили бы со- 
отношеше вида П(Х, Y, Z) = о и должны были бы имфть

Р (Х ,  Y , Z )
-D(x , У ,г )  :

что противно положенно.
Перейдемъ теперь къ случаю, когда вей; миноры перваго 

порядка якобхеваго определителя тождественно равны нулю, 
но, по крайней м^ре, одинъ изъ миноровъ второго порядка,

напримеръ 1 не равенъ нулю. Въ этомъ случае, изъ
d J \ x i У )

двухъ первыхъ соотношешй (17) мы можемъ определить ж и у 
въ функцш X , В, z , t, и два последнихъ соотношешя обра
тятся въ

г = Ф х{Х, Y ,* , t ) ,  Т= Ф 2(Х , Y ,e , t ) .

Разсмотримъ определитель
АТ?

йХ  

d Y  

dZ

Мы можемъ показать такимъ же способомъ, какъ и прежде, 
что этотъ определитель равенъ нулю; разлагая его по элемен- 
тамъ последней строки, получимъ соотношеше вида

d Z = P d X + Q d Y ,

д ! \ дРг
дх дУ

д ! \ дР\
дх ду

dF, дФ\
дх ду
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откуда дФ, дФх
дг = о , dt — о.

Точно также найдемъ
дФ2 дФ2

~ Ж ~ °‘
Такимъ образомъ, въ этомъ случае существуютъ два раз

личными соотношетя между четырьмя функщями X , Y, Z, Т 
2 =Фх(Х,  Г), Т=Ф 2(Х, Y).

Между X , Y, Z, Т  не можетъ существовать никакого третьяго 
соотношетя, отличнаго отъ этихъ двухъ, такъ какъ, въ про- 
тивномъ случае, мы вывели бы соотношение между I  и Г

и должны были бы иметь что противно положение.П (х ,у )
Наконецъ, если бы всгЬ миноры второго порядка якоб1ана 

были равны нулю, но четыре функщи X , Y, Z, ТD{Fг, F s, F ^ F i)
D(x, у, g, t)

не были бы постоянными, то мы увидали бы подобными же 
образомъ, что три изъ этихъ функщй суть функции четвертой. 
Приведенное разсуждеше, очевидно, имЪетъ вполне обпцй ха- 
рактеръ. Если определитель Якоби для п функщй F x, Ъ'г, . . . ,  F n 
отъ п независимыхъ переменныхъ хх, ж2, . . . ,  хп равенъ нулю, 
равно какъ и все его миноры о (n—r + i) строкахъ, но, по край
ней мере, одинъ изъ миноровъ о (п —г) строкахъ отличенъ отъ 
нуля, то существуетъ равно г различныхъ соотношетй между 
п функщями, и г изъ этихъ функщй могутъ быть выражены 
черезъ (п — г) остальныхъ, причемъ между этими последними не 
существуетъ никакого отношешя, не содержащаго перемен- 
ныхъ хх, ж2, . . ., хп.

Мы предоставляемъ читателю доказать следующее предло- 
ж ете, которое можетъ быть установлено подобными же обра
зомъ. Д л я  т о г о  ч т о б ы  п ф у н к ц 1 й отъ п-\-р н е з а в и 
с и мы х ъ  п е р е м е н и ы х ъ  б ыл и  с в я з а н ы  с о о т н о ш е -  
н1емъ,  не  с о д е р ж а щ и м и  э т и х ъ  п е р е м е н н ы х ъ ,  н е 
о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  в с е  о п р е д е л и т е л и  
Я к о б и  от ъ  э т и х ъ  п ф у н к ц i й о т н о с и т е л ь н о  п л ю - 
б ы х ъ  и з ъ  н е з а в и с и м ы х ъ  п е р е м е н н ы х ъ  был и  т о ж 
д е с т в е н н о  р а в н ы  н улю.  Въ частности, для того чтобы 
две функцш F x(xx, х2, . . . ,  х„) и F 2, (хх, гг2, . . .  ,ж») были функщями 
одна другой, необходимо и достаточно, чтобы соответствуюпця

dFx oF.2 .частныя производныя и - - -  были пропорщональны.

II р и м е  ч а н i е. — Входяпця въ основную теорему функщи 
F x, F 2, . . , ,  F n могутъ зависеть, кроме того, еще и отъ неко-
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торыхъ переы'Ьнныхъ ул, у2, . .  ., у„, отличныхъ отъ х1: х , , . . ., х„.
D (F F  F y)Если определитель Якоби  ̂ 1-— — * ‘ —— тождественно ра-
U \Хi ? } • • « ) хп)

венъ нулю, то функцш F lf F 2, . . . ,  F n связаны однимъ или 
нисколькими соотношетями, не содержащими перем'Ьнкыхъ 
жг, х 2,. . . ,  х„; но остальныя перемгЬнныя г/г, у2, . . . ,  уп, вообще, 
войдутъ въ эти соотношешя.

Приложешя. — Предыдущая теорема иы^етъ весьма важное значеше 
въ  анализе. Она позволяетъ, напримбръ, доказать основное овойство 
логариома, не пользуясь его аривметическимъ определешемъ. Въ са- 
момъ д'Ьл-Ь, въ начале интегральнаго исчиелешя будетъ доказано, что 
существуетъ функщя, вполне определенная для всехъ полоясительныхъ 
зн а ч е тй  перемЬннаго, которая принимаетъ значеше нуль при х  — i,  и

производная которой равна — • Пусть будетъ f(x)  эта функщя; положимъX
u= f{x)+ f(y ) ,  v= xy .

Мы имеемъ
В  (и, у)
ТПхГу)

I
X

I
У — О.

У ®
Следовательно, существуетъ соотыошете вида

f(x)+f(y)=<p(xy);
чтобы определить функцпо <р, достаточно положить у= г ;  это даетъ 
f ( x )—<p(x), и  такъ какъ х  произвольно, то мы имеемъ

f{x)+f(y)=f{xy).
Мы видимъ, какимъ образомъ предыдущее <шред£лете логариема 
могло бы привести къ основнымъ свойетвамъ логариемовъ, если бы 
ихъ открьгпе не предшествовало и зо б р етет»  интегральнаго исчиелешя.

Чтобы дать другое приложение, возьмемъ систему п  уравненш съ п  не
известными щ , иг, . . . ,  ип,

7‘ 1 {Щ, Щ - ■ ■ ■ > ип) В i ,
1'2 (,Щ.у ^2’ •••? Сп) - Во,
. .......................... .
^»(%i w2, ип) = Ип,

где  Н г, Н 2, . . . ,  Н п — постоянный или функцш другихъ переменныхъ 
Xlt x t , х п, который могутъ также входить и въ функцш F (. Если

определитель Якоби д  ^
В (Fi, F2, . . . ,  Ря)

- тождественно равенъ нулю, тоМ2, • • •, Un)
между п функциями F( есть некоторое число, положимъ п —7с, различ- 
ныхъ соотнотеш й вида

........f k) ......... Fn- n n- hF i ,  •••> Fk).
Чтобы уравнения (19) были совместны, очевидно, необходимо, чтобы было

. . . ,  Я *), . . . .  Н п = П п_ к(Нх, . . . ,  Н ку,
въ этомъ случае п  уравнешй (19) приведутся къ 7с различнымъ урав- 
нешямъ. Такимъ образомъ мы имеемъ здесь те же самые частные 
случаи, какъ и при решенш системы линейныхъ уравнешй.
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29. Другое свойство определителя Якоби. — Определитель
Якоби системы, п функщй съ п переменными обладаетъ свой
ствами, алогичными свойствамъ производной отъ функцщ одного 
перем'Ьннаго. Такъ, предыдущая теорема можетъ быть разсмат- 
риваема, какъ обобщеше теоремы § 8.

Формула для производной функцш отъ функщй можетъ 
также быть распространена на определитель Якоби. Пусть 
будетъ F x, F 2, . . ., F„ система п функщй отъ переменныхъ 
их, и2, . .  ., и„] предположимъ, что их, м2, . . . ,  ип сами суть функ
цш п независимыхъ переменныхъ хх, х2, . .  ., хп. Мы имеемъ 
следующую формулу:
D (F^ F 2, . . . , F J  D(F ,, F 2, . . . , F n) _ D(ux, u2, . ■ ■ , u j  
F>{xx, ж2, . . . , x„) D ( u x, u 2, . . . ,  un) " D(xx. x 2, . . . ,  x j ’

доказательство которой непосредственно вытекаетъ изъ пра
вила умножеюя определителей и изъ формулы для производной 
отъ сложной функцш. Действительно, напишемъ оба опреде
лителя, столице во второй части предыдущаго равенства,

dFx dFx dFx дих ди2 дип
дих ди2 дип дхх дхх дхх

dFп d F n дих ди2 dtin
дих ди2 дхп дх„ дхп

переставивъ строки и столбцы второго. Первый элементъ про- 
изведетя равенъ

т.-е. равенъ

d j \
дих
dFx
дхх

дих dFx ди 2 ^  ^  dFx дип
дхх ди2 дхх ди„ дхх

, и то же самое получимъ для другихъ.

30. Определитель Гееее. — Пусть будетъ f ix ,  у , z) фунвщя трехъ 
переменныхъ ж, у, z; функщонаяьный определитель трехъ частныхъ

производныхъ называется о пред ' Ьлителемъ Гессе  (Hesse),

дГ d2f d2f
дх2 дхду dxdz
d2f d2f c)2f

Охду ду2 dydz
д V d2f (flf

дхде дудя dz2

Подобнымъ же образомъ составляется определитель Гессе для функ
цш отъ п  перем-Ьнныхъ; роль его аналогична роли производной вто
рого порядка отъ функщй одного независимаго перем'Ьннаго. Мы сей- 
часъ покажемъ, что этотъ определитель обладаетъ замечательнымъ
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с в о й ств о м ъ  и н в а р 1 а н тн о с т и . П р е д п о л о ж и м ъ , ч то  н ад ъ  п е р е м е н н ы м и  х , у ,  z  
в ы п о л н е н а  л и н е й н а я  п о д с та н о в к а

х-а. X  + Р Г +  у Z,\ 
У = * '  Х +  Р '  Y + y '  Z ,  \  
z=a"X + f"Y.+  y"Z,\

(I9)/

ч то  о п р е д е л и т е л ь  п о с т а н о в к и

d =

, а <*, Р, У , •

а Р У

и ' Р ' у ’
а " Р " У "

, у " — т а к гя  п о с то я н н ы я ,

отличенъ отъ нуля. После этой постановки, функщя f  ( х ,  у ,  г )  обра
тится въ новую функщю F  (X, Y ,  Z )  отъ трехъ переменныхъ X ,  Y ,  Z .  
Пусть будетъ Н  ( X ,  Г, Z )  определитель Гессе для этой новой функцш; 
мы докажемъ, что если заменимъ х ,  у ,  z  въ h  (ж , у ,  z )  ихъ выраже- 
т я м и  ( i g ) ' ,  то тождественно будемъ иметь

Н  ( X ,  Y ,  Z ) = d 2h  (х , у ,  z ) .
Действительно,

d F  d F \

Н=
n  I d F  d F  d F  
В [ Ш ’ д Г  d Z  

В  { X ,  Y ,  Z )

D i * £ , _____
\ d X '  d Y '  d Z  

В  (ж , у ,  z)
В ( х ,  у ,  z )  
В ( Х ,  Y ,  Z )

тт df  d f  d f  . .П ринявъ на время — за посредствующая перемйнныя, мы мо-

жемъ еще написать

Я =

^  f d F  d F  d F \  
D ' d X ’ d Y ’ d Z

В df.
M i l ' l l

D  ( x ,  y ,  z)d f t d f  
, d x  d y  Oz

Но изъ соотношешя F  ( X ,  Y ,  Z ) = f ( x ,  y ,  z )  находимъ

d F _  d f  , , d f  . „  d f  
d X ~ a d x + a  d y + a  dz

d- l =Bd± + 8' —A-S" —  
d F  *  d x  *  d y  ** d z  ’
d F

B ( ж, y ,  z)  
В  ( X ,  Y ,  Z )

и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,

- = ydl +y.* L + y » v
d Z  7  d x ^ 7 d y ^ 7 dz

В
d F  d F  
d Y ’ d Z

В

a a
p  p '
У Y'

a"
fi" =Z;, ( d f ,  d f ,  d f '

\ dx’ dy d z )
такимъ образомъ

H =  dh  ^ X’ У’—?* =  d 2h 
В  ( X ,  Y ,  Z )  a  tu

О ч е в и д н о , ч то  э та  тео р ем а  и м е е т ъ  в п о л н е  о б щ Ш  х а р а к т е р ъ .
Дадимъ приложеше этого свойства определителя Гессе. Разсмотриыъ 

кубическую бинарную форму
f ( x ,  у) = ах?+ зЪ хг у + з с х у 2+с1у3,

где  коэффищенты а, Ъ, с, d суть каюя-нибудь постоянныя количества. 
Пренебрегая числовымъ множителемъ 3 . 2  =  6, имеемъ 

ах+Ъу, Ъх+еуh =
Ь я ь + с у ,  c x + d y = (а с  -  Ь2) ж2+ ( a d  -  Ьс) х у +  ( bd  -  с2) у 2
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такимъ образомъ определитель Гессе есть квадратичная бинарная 
форма. Отбросимъ сначала тотъ частный случай, когда определитель 
Гессе есть точный квадратъ; въ общемъ случае этотъ определитель 
можно разложить на произведете двухъ различяыхъ линейныхъ мно
жителей

h-(mx+ny)(px+qy).
Если мы выполнимъ линейную подстановку 

тх.+пу=Х, p x+ q y= Y ,  
то форма f (x ,  у) обращается въ новую форму

Р ( Х ,  Г) = ДХ 3+ 3 5 Х 27+ЗС 'Х Г2+.О Г3; 
для нея определитель Гессе

Н (X ,  Y ) = (A C - B 3)X 2+ ( A D - B C ) X Y + ( B D - C 3)Y 3,
по только что доказанному свойству инвар1антности, долженъ принять 
видъ K X Y .  Поэтому коэффищенты А, В, С, D  должны удовлетворять 
двумъ соотношешямъ

В 2- А С =  о, BD-C* = о.
Отсюда видно, что если одинъ изъ двухъ коэффищентовъ В, С бу- 
детъ отличенъ отъ нуля, то будетъ отличенъ и другой; такимъ обра
зомъ, въ этомъ случае мы имеемъ

А =В 2
С ’ D ~ B '

(B X + C Y )3F (X, 7) =  ̂  {В3Х 3+ з B 3CX*Y+  з BC3X Y 3+C3Y 3) = j f g

такъ что F (X, Y), а, следовательно, и f(x, у), будетъ точнымъ кубомъ. 
Отбрасывая этотъ исключительный случай, мы видимъ, что В=  С=о, 
и многочленъ F ( X ,  Y)  приводится къ каноническому виду

A X 3+ D Y 3.
Такимъ образомъ, приведете формы f  (х, у) къ каноническому виду 
требуетъ только решения уравнешя второй степени, которое мы полу- 
чимъ, приравнявъ определитель Гессе нулю. Два множителя, на кото
рые распадается определитель Гессе, и будутъ каноническими пере
менными X, Y.

Если определитель Гессе есть точный квадратъ, то подобнымъ же 
образомъ мы найдемъ, что форма f (x ,  у) можетъ быть приведена 
къ виду A X 3+ B X 3Y; если определитель Гессе равенъ тождественно 
нулю, то f  (х, у) есть точный кубъ

f (x ,  у) = {их+ру)3.

I I I . — ЗАМЪНА ПЕРЕМ'ВННЫХЪ.

При рФшенш многихъ вопросовъ анализа часто бываетъ 
нужно заменять независимый переменный другими независи
мыми переменными. Для этого необходимо уметь выражать 
производный, взятыя относительно старыхъ переменныхъ, че- 
резъ производныя, взятыя по новымъ независимымъ перемен- 
нымъ. Говоря объ обращеши функщй, мы уже встречались 
съ подобнаго рода задачей. Теперь мы поставимъ вопросъ 
шире и съ другой точки зр е т я , иперейдемъ къ разсмотрешю 
наиболее часто встречающихся задачъ.

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА. 5
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3 1 .  З а д а ч а  I. —  П у с т ь  б у д е т ъ  у  ф у н к ц ! я  н е з а в и с и -  
м а г о  п е р е м  -Ь н н а г о х. В о з ь м е м  ъ новое  н е з а в и с и м о е  
п е р е м е н н о е  t , с в я з а н н о е  съ х с о о т н о ш е н 1 е м ъ  
х — <p(t); т р е б у е т с я  в ы р а з и т ь  п р о и з в о д н ы й  о т ъ у 
о т н о с и т е л ь н о  х  ч е р е з ъ  t и ч е р е з ъ  в ыс  ш i я п р о и з 
в о д н ы й  о т ъ  у по  t.

Пусть будетъ y = f(x)  разоматривасмая функщя и пусть, 
посл-fe замены х  черезъ <р (/), эта функщя обращается 
въ F  (t) = f[<p (t)\. По правилу дифференцировашя функщи 
отъ функщи находимъ

л “ § Х ( р 'м ,
откуда

У'*

cly
М _  y 't

(p'(t)

Полученный результатъ можно выразить сл-Ьдующимъ обра- 
зомъ: ч т о б ы  п о л у ч и т ь  п р о и з в о д н у ю  о т ъ  у  о т н о с и 
т е л ь н о  ж, д о л ж н о  в з я т ь  п р о и з в о д н у ю  о т ъ  э т о й  
ф у н к ц 1 и  по  t и р а з д е л и т ь  ее н а  п р о и з в о д н у ю  
О Т Ъ  X по  t.

Прилагая предыдущее правило къ полученному выше выра- 
женпо производной перваго порядка, мы найдемъ производную 

d2y
второго порядка ^

d*y _ d t [y
dx2 <p'(t) [

Прилагая снова то же самое правило, мы получимъ произ
водную третьяго порядка

d3y d i  (У"х2) 
dx3^  <p'{t) ’ 

или, выполняя вычислешя,
d2y _  у"\з [ у Ш -  3у"е<р' (t)y"{t) + 3 у'Л<р"т>-у\<р' {t)<p'"{t)
at* [<е№
Такимъ же способомъ мы можемъ последовательно получить 

вс-Ь остальныя производныя высшихъ порядковъ. Вообще, 
производная тг-го порядка отъ у  по ж выразится черезъ <р' (t), 
<р" {t), . . . ,  <р (п) (t) и черезъ высппя производныя отъ у по t 
до порядка п включительно. Предыдущая формулы можно 
привести къ бол-fee симметричному виду. Обозначимъ черевъ
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dx, dy, d2x, d2y, . . . , dnx , <Гу дифференщалы отъ ж и у, взя
тые по переменному t, и черезъ у', у", . . . ,  у(") производный 
отъ у по х\ предыдущая формулы можно тогда привести 
къ виду

_ d y
У dx’

У

г

dx d2y — dy d2x 
dx3

d3y dx2—3d2y dxd2x  + 3 dy (d2x)2—dyd3xdx 
dx5

{20,

Независимое переменное t, по которому берутся все диф- 
ференц1алы, столице во вторыхъ частяхъ предыдущихъ фор- 
мулъ, можетъ быть выбрано совершенно произвольно; мы 
переходимъ отъ любой производной къ следующей по закону, 
выражаемому формулою

где вторая часть есть частное двухъ дифферешцаловъ.

32. Прилозкеше. — Данными въ предыдущемъ § формулами 
пользуются при изучении плоской кривой, когда координаты 
точекъ этой кривой выражены чрезъ вспомогательное пере
менное t

x= f(t), V=<p{t)-
Для изучетя этой кривой вблизи одной изъ ея точекъ, необ

ходимо уметь вычислять зпачешя производныхъ у', у", у'", . . .  , 
отъ у по а; для разсматриваемой точки. Но предыдунця фор
мулы даютъ намъ эти производныя, выраженный черезъ произ- 
водныя отъ функций f(t) и <р (t), такъ что нетъ необходимости 
находить явное выражение у въ фунгари х, что иногда практи
чески и невозможно. Первая формула

dy <p\t) 
у dx f{ t)

даетъ угловой коэффищентъ касательной къ кривой; зна- 
чеше у" входить въ важный геометрический элементъ, р а д i у с ъ 
к р и в и з н ы ,  который выражается, какъ мы это увидимъ 
дальше, черезъ
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Чтобы им'Ьть значеше В ,  когда координаты х  и у даны 
въ функцш параметра t, нужно только заменить у' и у" вы
веденными выше выражениями; такимъ образомъ мы получимъ

(dx2 + dy2y  
\d x d 2y ~ d y d 2x \  ,

Зд-Ьсь вторая часть содержитъ только производный перваго 
и второго порядка отъ х  и у по t.

По поводу этого вопроса я  приведу зд'Ьсь следующее интересное 
зам’Ь ч ате , заимствованное мною изъ Tradte de Calcul differentiel et inte
gral Бертрана (Bertrand) (т. I, стран. 170).

Предположимъ, что вычисляя геометрическШ элементъ плоской кри
вой, координаты х, у точекъ которой мы предположимъ выраженными 
чрезъ параметръ t, мы получили выражеше

F  (х, у, dx, dy, d?x, d2y,. . .  dnx, dny),

гд!, вс'Ь дифференциалы взяты относительно t.
Такъ какъ, по предполож ент, этотъ  элементъ им'Ьетъ геометриче- 

скгй смыслъ, то его значеше не должно зависать отъ выбора незави- 
симаго перемЬннаго t. Если мы примеыъ t—х, то должно положить 
dx=dt, d2x =сРх = . . .  =dnx=o, и предыдущее выражеше обращается въ

f(pc, у, у', у " , . . . , у {‘п)).

Это тотъ результата, который мы получили бы, предполагая съ са- 
магоначала,что уравнеш еразсматриваемойкривойим4етъвидъу=Ф (х),  
т.-е. что оно решено относительно у .  Чтобы отъ этого частнаго случая 
снова перейти къ общему случаю, достаточно заменить у \  у", у ' " , . . .  
пхъ значешями, выведенными изъ формулъ (20). Выполнивъ эту под
становку въ

f ( x , y , y ' , y " , . . . , y (n)),

мы должны снова получить выражеше F  {х, у, dx, dy, d'lx, d?y, . . . ) ,  отъ 
котораго исходили. Если этого не будетъ, то можно утверждать, что 
полученный результата нев'Ьренъ*). Наприм'Ьръ, выражеше

dxd*y+dyd2x

(dx2+dy2) 2

не можемъ имйть для плоской кривой никакого геометрическаго 
значеш я, независимаго отъ выбора перемЬннаго; въ самомъ дЗигб,

при х =  t это уравнеше обращается въ— —— - ,  и заменяя въ немъ у ’ и у"
(I +у'гУ

ихъ значешями, выведенными изъ формулъ (20), мы не нридемъ 
обратно къ  предыдущему дифференщальному выражение.

*) To-есть что 
мента кривой.

(Ред.)

F  {х, у, у’, у " , . . . )  не выражаетъ геометрическаго эле-
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3 3 . Формулами (20) также часто пользуются при изученш 
дифференщальныхъ уравненш. Предположимъ, наприм'Ьръ, 
что мы хотимъ найти все функции у отъ одного независимаго 
переменнаго х, который удовлетворяютъ соотношенш

(21)

где п — постоянное. Возьмемъ новое независимое переменное t, 
полагая x=cost-, мы имеемъ

dy
dy _  dt 
dx —sin t

■ j. <№у *
sm‘ w - costi

dx2 sin3^

и уравнете (21) после подстановки обращается въ

5  + <А/=о. (22)

Легко найти все функции отъ t, который удовлетворяютъ 
этому соотношению; въ самомъ деле, умножая его на 2^—, мы 
найдемъ

Я * 3 ? +2Я«.
dt dt2 +

следовательно, должно быть
(dy
dt + п2у2=п2а2,

где а обозначаешь произвольное постоянное. 
Такимъ образомъ

dy

или

= п \ /а 2- у 2,

dy
di

У а2-у*
— п=о.

Первая часть есть производная отъ arc sin - —nt\ поэтому эта(t
разность должна быть равна новой постоянной Ъ, и мы имеемъ

y=asin(nt+b)]
это можетъ быть еще представлено въ виде 

у = A  sin nit + В  cos nt.
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Переходя къ первоначальному переменному х, мы заключаемъ, 
что все функцш отъ х,  удовлетворяющая соотношение (21), 
будутъ заключаться въ формуле

у = A  sin (п arc cos х) +  В  cos (п arc cos х ) , 

где А  ж В  обозначаютъ два произвольныхъ постоянныхъ.

34. ЗадачаII. — Д л я  в с я к а г о  с о о т н о ш е н 1 я м е ж д у  
х  и у ф о р м у л ы  п р е о б р а з о в а н 1 я  x = f( t ,  и), у = ср (t, и) 
д а ю т ъ  с о о т в е т с т в у ю щ е е с о о т н о ш в 1 п е  м е ж д у  г! им.  
Т р е б у е т с я  в ы р а з и т ь  п р о и з в о д н ы й  о т ъ  у по  х  
ч е р е з ъ  t , u  и п р о и з в о д н ы й  о т ъ  и по  t.

Эта задача непосредственно приводится къ предыдущей. 
Въ самомъ деле, предположимъ, что въ формулахъ преобра- 
зо ватя

x = f{ t ,u ) ,  y=(f> (t, и)

мы заменили и его значетемъ въ функцш тогда эти фор
мулы дадутъ намъ первоначальныя переменыя х  и у въ функцш 
переменнаго t. Поэтому достаточно применить здесь обнцй 
способъ, принявъ однако а; и у за сложный функцш отъ t, 
причемъ переменное и должно играть роль посредствующей 
функцш. Такимъ образомъ мы получимъ

далее найдемъ

dy_
dx

dy _ dx 
d t ' dt

d(p d<p du 
dt du dt _ 
df df du ’ 
dt ~r  du dt

d2y _  dfdy\ _ dx 
dx2 dt\dx) ' dt ’

или, выполняя вычислеюя,

<Ay_
da?~

Id f d f  du\ Г д-ip d2<p d u  d2<p ld u\2 dip d2u~\ Idip d<p du\ Гd,2f

[ M + ^ d t j l d ¥ + 2̂ t T t + du2 [ d t l  + d u d t* J [ T t + du d t ) l d t 2 +

(d f  d f d u \3 
\cW du d t }

и производный i

Вообще-, производная и-го порядка yw выразится чрезъ t, и
du rPu dnu

а 2 ’ ‘ ‘ ■’ W
Предположимъ, напримеръ, что мы имеемъ уравнете кри

вой въ полярныхъ координатахъ Q = f {<*>). Следующая формулы 
даютъ прямоугольный координаты точки (у), со):

x —pcos со, y =  psin®.
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Пусть будутъ gr, д", . . . производныя отъ д, взятыя относи
тельно со, разсматриваемаго, какъ независимое переменное. 
Изъ предыдущихъ формулъ мы имеемъ

dx=  cos со dg, — д sin со cloo, 
cly =  sin со dg +  д cos со dco, 

d2x=  cos со d2g —2 sin со dco dg—g cos со dco2, 
dry =  sin cod*g + 2 cos codcodg — g sin со dco1, 

и , следовательно,
dx2 +  dy2 = dg2 +  g2dco2

dx d2y —dy d2x = 2  dco dg2 — g dm d2g+g2 dm3.
Такимъ образомъ, приведенное выше выражете для papiyca 
кривизны обращается въ s

р  , (е2+ е '2)~2
р2 +  2р/2 — дд"

3 5 . Преобразовашя плоскихъ кривыхъ.— Предположимъ, 
что по определенному построение мы установили для всякой 
точки плоскости т другую соответствующую точку Ж  той же 
самой плоскости. Если черезъ (х, у) мы обозначимъ координаты 
точки т и черезъ (X, ¥ ) — координаты точки М, то въ силу 
нашего преобразовашя между этими четырьмя координатами 
будутъ существовать два соотношешя вида

-£ = /> >  2/). Y=cp(x,y).
Эти формулы определяютъ т о ч е ч н о е  преобразовате. Мы 

имеемъ въ геометрш многочисленные примеры такихъ преобра- 
зоватй; таковы, напримеръ, томографическое преобразовате, 
преобразовате обратными pafliycaMH векторами (инвершя) ипр. 
Если точка т описываетъ кривую с, то соответствующая 
точка М  опишетъ другую кривую С, свойства которой можно 
вывести изъ свойствъ кривой с и изъ свойствъ употребленнаго 
преобразовашя. Пусть будутъ у', у", . . .  производныя отъ у 
по х , a Y', Y " , . .  . — производныя отъ Y  по X .  Чтобы изучать 
кривую С, необходимо уметь выразить Y', Y" , . .  . черезъ 
х, у, у', у" . . .  Но это именно та задача, которую мы только что 
разсматривали; мы имеемъ

d Y  dm dec ,---  —— _]----t- yr
Y, dx dx dy

dx dx~ dya
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и т. д. Мы видимъ, что У  зависитъ только отъ х,  у, у';  по
этому, если мы приложимъ преобразовате (гЗ) къ двумъ кри- 
вымъ с, сг, касающимся другъ друга въ точкЬ (ж, у), то нреобра- 
зованныя кривыя С, С\ будутъ также касаться одна другой 
въ разсматриваемой точк^ (X, Т). Это зам’Ьчате позволяетъ 
заменить кривую с всякою другою касающеюся къ ней кривою, 
если д'Ьло идетъ только объ отысканш касательной къ преобра
зованной кривой С.

Разсмотримъ, напртгЬръ, преобразовате, определяемое фор
мулами

Т у -. h2V .
х2 + у2' ж2 +  у2’

э т о  преобразовате есть не что иное, какъ преобразовате 
обратными рад1усами векторами или и н в е р с i я, съ полюс-омъ 

Черт. 5. въ начале координата*). Пусть
будетъ т точка кривой с, Ж  — 
соответствующая точка кри
вой С. Чтобы найти касательную 
къ этой кривой С въ точке Ж, мы 
должны воспользоваться темъ 
свойствомъ, что при преобра
зованы! обратными радаусами 
обратная фигура для прямой 

есть окружность, проходящая черезъ полюсъ инверсш.
Если мы заменимъ кривую с касательною mt, то фигура, 

обратная для mt, будетъ окружность, проходящая черезъ две 
точки Ж  и О, центръ которой лежитъ на перпендикуляре Ot, 
опущенномъ изъ начала на mt. Касательная М Т  къ этой окруж
ности перпендикулярна къ AM ,  и углы Mmt, m M T  будутъ 
равны, какъ дополнительные къ углу тОТ. Такимъ образомъ 
касательный mt и М Т  будутъ антйпараллельны относительно 
радауса вектора**).

*) Преобразовашемъ обратными рад1усами или инверйей относи
тельно даннаго круга рад1уса h называется такое преобразовате, при 
которомъ каждая точка переходить въ другую, лежащую на томъ же 
радаусЬ крута, причемъ разстояшя г, г\ этихъ точекъ отъ центра круга 
связаны соотношев1емъ rrt =h2. Изъ итого соотношешя видно, что 
отр’Ьзокъ между этими точками делится гармонически концами того 
дааметра крута, на которомъ онЪ лежать, и потому каждая изъ двухъ 
точекъ лежитъ на поляр-Ь другой точки относительно управляющаго 
круга. (Ред.)

**) Это значить, что m t  и Ж Т образуюсь съ радоусомъ векторомъ От 
утлы равные, но лежание по разныя стороны радауса вектора.
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3 6 . Преобразовашя прикосновен1я. — Предыдущая преобра- 
зовашя не будутъ самыми общими изъ тйхъ, которыя обращаютъ 
дв-Ь касаюпцяся другъ друга кривыя въ двй друпя кривыя, 
также касаюпцяся другъ друга. Предположимъ, что для вся
кой точки т кривой с мы находимъ другую точку М  опредй- 
леннымъ построетемъ, зависящимъ не только отъ положетя 
самой точки т, но и отъ направлетя касательной - къ кри
вой с въ этой точкй т. Опредйляюнця это преобразовате 
формулы будутъ имйть видъ

X = f{ x ,y , y ' ) ,  Y=<p(x,y,yf). (24)

Угловой коэффищентъ Y' касательной къ преобразованной 
кривой выразится такъ:

Т - -
d Y  д х ^ д у у + ду'¥ 

д х ^  ду У ^  ду,У

Вообще, Y '  зависитъ отъ четырехъ перемйнныхъ х , у, у', уп \ 
поэтому, если мы приложимъ преобразовате (24) къ двумъ 
кривымъ, касающимся другъ друга въ точкй (х,у), то соот- 
В'ЬтСТВуЮНЦЯ кривыя С, С'J будутъ имйть общую точку (X , Y), 
но вообще не будутъ касаться другъ друга въ этой точкй, 
если только у"  не будетъ имйть одного и того же значешя 
для обйихъ кривыхъ с, сг. Чтобы преобразованныя кривыя 
С и Сг касались другъ друга всегда, когда касаются другъ 
друга кривыя с и сх, необходимо и достаточно, чтобы Y ' не 
зависало отъ у",  т.-е. чтобы функцш f ( x ,  у, у') и у > ( х ,у ,у /) 
удовлетворяли условно

dj_  (dJ P , dJP ,.i\= dJP (d_ L , fK. 
ду' \дх ду у ) ду' \дх ^  ду

Въ этомъ случай разсматриваемое преобразовате называется 
п р е  о б р а з о в а н ! е м ъ  п р и к о с н о в е н !  я. Ясно, что точечное 
преобразовате есть частный случай преобразованы! прикосно- 
вешя**).

dp dtp 
/h rfoi1 > dJE+d.± у» 

_ d x T d y y

*) Это уолов1е даетъ 
dtp dtp
di+frjb
д± + д±уГ*±ГКу'< 0 1 + V , + K y»
dx+ dyy dy1 d y d x ^ d y ' J ^ d y ' y

(Ped.)
**) Лежандръ и Амперъ (Ampere) дали многочисленные дрим-Ьры 

этихъ преобразованШ, Софусъ Ли (Sophus Lie) въ различныхъ рабо-
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Разсмотримъ, наприм'Ьръ, преобразоваше Лежандра, состоя
щее въ томъ, что всякой точк^ (х , у) кривой с соответствуете 
точка Ж  съ координатами

X = y f, Y = x y '—y ;

изъ этихъ формулъ мы получаемъ

~ (1Х ~  у" '

откуда ясно видно, что это преобразоваше есть въ самомъ 
дЗытЬ преобразоваше прикосновешя. Мы будемъ также им'Ьть

_ d Y '  _  tlx _  i
1  ~ Ш ~ ^ га х ~ у 'г

dX  ~  у" 2

и т. д. Изъ предыдущихъ формулъ находимъ

х = Г ,  y = X Y ' — Y, у '= Х ,

что указываете на взаимность преобразовашя. Вой эти свой
ства легко объясняются, если мы зам'Ьтимъ, что точка съ коор
динатами Х = у \  Y = x y '—y есть полюсъ касательной въ точк-Ь 
(;х , у) къ кривой с относительно параболы х2 — 2у=о. Вообще, 
если мы примемъ Ж  за полюсъ касательной въ точке m  къ кри
вой с относительно управляющаго коническаго с'Ьчешя Л, то 
место точекъ Ж есть кривая G, касательная къ которой 
въ точке Ж  есть поляра точки гп относительно 2 . Такимъ 
образомъ, между двумя кривыми с и С устанавливается взаим
ное соотв,Ьтств1е . Сверхъ того, если мы заменимъ кривую с 
другою кривою Cj, касающеюся с въ точке от, то и взаимная 
кривая Сх будетъ касаться кривой С въ точке Ж.

П о д а р н а я  к р и в а я .  — Если изъ данной точки О, взятой въ плос
кости кривой с, мы опустимъ перпендикуляръ ОМ на касательную 
въ  точке m  къ  этой кривой, то м'Ьсто основанш этого перпендикуляра 
есть кривая С, которая называется кривою п о д а р н о ю  о т н о с и 
т е л ь н о  п е р в о й  к р и в о й .  Легко получить вычиелешемъ коорди
наты точки М  и убедиться, что полученное такимъ образомъ преобра-

тахъ развилъ общую теорпо. Ом., въ частности, Geometrie der Beriih- 
rungstransformationen; см. также Якоби: Vorlesungen tiber Dynamik.

Teopia преобразоваюй прикосновешя изложона также въ книгЪ 
Гурса: Lemons sur les Equations aux derivees partielles (гл. XI)
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Черт. 6.

зоваш е есть п р ео б р азо в ать  прикосновеш я, но прощ е можно придти 
к ъ  этому слйдую щ имъ образомъ. Разсм отрим ъ кругъ  у рад1уса R , съ цен- 
т р о м ъ в ъ  О, и  возьм ем ъ н а  ОМ такую точку т t, чтобы Om1x O M = R t. 
Т очка тг есть полю съ касательной mt относительно круга у. Такимъ 
образом ъ, п р ео б р азо в ат е , приводящ ее отъ с к ъ  С, слагается и зъ  
п реоб разоваш я взаимны ми поля
рам и  и  и з ъ  и н версш . Е сли  точка т 
описы ваетъ  кривую  с, то точка тл, 
полю съ касательной  mt, описы ваетъ 
кривую  cv  касаю щ ую ся поляры  точ
ки  т  относительно кр у га  у, то-есть 
прям ой  » tj fx, перпендикулярной 
к ъ  От. К асател ьн ая  М Т  к ъ  кривой  О 
и  к асател ьн ая  nt{ti къ  кривой  сг 
образую тъ  равн ы е углы  съ  рад1у- 
сом ъ вектором ъ От^М; поэтому, 
если мы проведем ъ  норм аль МА, 
то углы  AMO, АОМ будутъ равны , какъ  дополнеш я равны хъ угловъ , 
и  точка А  будетъ срединою  pafliyca От. Отсюда сл'Ьдуетъ, что мы по- 
л учи м ъ  норм аль к ъ  подарной кривой, соединивъ точку М съ  среди
ною От.

37. Г ом ограф и ч ееш я п реоб разоваш я. — В сякая функция у ,  у д о 
влетворяю щ ая уравнение у " —о, есть линейная ф ун кщ я перемйн- 
наго  х , и  обратно. Н о если надъ  переменными х  и  у  мы вы полним ъ 
том ограф ическое п реоб разовате*)

а Х + Ъ У + с а'Х +Ъ 'У +С
а”Х +Ъ " У +с'” У~ а ”Х +Ъ "У +с"’

то п рям ая л и ш я и зм ен и тся  въ  прямую  лиш ю ; поэтому уравнеш е у ' '= о
&Yд олж н о  обратиться в ъ  ^ р - = о .  Чтобы убедиться в ъ  этомъ, мы зам-Ь-

ти м ъ , что общ ее томографическое п р ео б р азо в ате  можетъ быть при ве
д ен о  к ъ  р я д у  частны хъ преобразоваш й бол'Ье простого в и д а . Е сли  
оба коэф ф ищ ента а", Ъ" не равны  нулю , то мы положимъ Х 1= а " Х +  
4 -6" Y + c" . Т акъ  к ак ъ , кромй того, н ел ьзя  сразу имйть a b "—Ъа"= о, 
а'Ь"—Ъ’а"=о**), то мы полож им ъ вмйстй съ  т-Ьмъ Y ^ a 'X + b '  
п редп олагая  а'Ъ"—Ъ'а" отличны мъ отъ  н уля . Зам й н и въ  X , Y  и х ъ  зна- 
чеш ям и  въ  ф ун кщ и  отъ  Х г, Ylt мы можемъ написать преды дупня 
ф орм улы  в ъ  видЬ

х=_аХ1+^У1+у „ Y t  у
--------Тг— - ^ Х + Х г

*) Гомограф ическим ъ п р ео б р азо в атем ъ  н азы вается  такое точечное 
п р е о б р а з о в а т е , п ри  к о ю р о м ъ  прям ы я л и ш и  обращ аются в ъ  прям ы я. 
А налитически  такое п р ео б р азо в ат е  вы раж ается  дробны м и линейны м и 
ф орм улам и относительно X ,  Y  съ  общ имъ знам енателем ъ.

**) В ъ  таком ъ случай и зъ  обйихъ ф орм улъ можно было бы исклю 
чить « " X -f  b"Y, такъ  что ж и  у  не бы ли бы независим ы .

(Ред.)
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М ы  в и д и м ъ  та к и м ъ  о б р азо м ъ , что  общ ее то м о гр аф и ч еско е  пр ео б р а - 
з о в а т е  моисетъ быть п р е д с та в л е н о , к а к ъ  с о е д и н е ш е  ц Ь л а го  л и н е й н а го  
п р е о б р а з о в а т я  о б щ аго  в и д а

ж = аХ+ЬГ+с, y = a ' X + b ' Y + c ' ,

и  ч а с т н а го  п р е о б р а з о в а т я

В ы п о л н и в ъ  э ту  п о с л е д н ю ю  п о д с т а н о в к у , мы най д ем ъ

и  дал-Ье

, d y  X Y ' - Y . - 1 
y ' ~ d x ~  X 2 Y - X Y ' ,

- X Y " ( - X 2) =  X 3Y " .

Е с л и  мы  в ы п о л н и м ъ  цфлое то м о гр аф и ч еско е  п р е о б р а зо в а ш е , то будем ъ  
им Ь ть

. _ d y _ a ' + V J '  
у  d x ~  a + b Y ’  ’

v „ _ d y ’  _ ( a V ~ b a ' ) Y "  
У d x  (a + b Y ' f

В ъ  о б о и хъ  с л у ч а я х ъ  у р а в н е ш е  у "  = о о б р ащ ается  въ Y ” —о.
М ы  те п е р ь  пер ей д ем ъ  к ъ  разсм отрЬ гпю  ф у н к го й  м н о ги х ъ  н е зав и с и -  

м ы хъ  перем 'Ь нны хъ , и ,  д л я  о п р е д е л е н н о с ти , мы и зл о ж и м ъ  н а ш и  р а з -  
сунсд еш я в ъ  п р и м Ь н е ш и  к ъ  ф у н к щ я м ъ  д в у х ъ  перем 'Ь нны хъ .

38. Задача I I I .  — П у с т ь  б у д е т ъ  сo=f ( x , y )  ф у н к ц 1 я 
д в у х ъ  н е з а в и с и м ы х ъ  п е р е м ' Ь н н ы х ъ  ж, у. В о з ь - 
м е м ъ  д в а  н о в ы х ъ  н е з а в и с и м ы х ъ  п е р е м е н н ы х ъ  
м, v ,  с в я з а н н ы х ъ  с ъ  п р е ж н и м и  п о с р е д с т в о м ъ  
ф о р м у л ъ

x  =  <p(u,v) ,  у=у > {и,  V)]

т р е б у е т с я  в ы р а з и т ь  ч а с т н ы й  п р о и з в о д н ы я  отъсо 
о т н о с и т е л ь н о  п е р е м ’Ь н н ы х ъ  ж и у  ч р е э ъ  и ,  v  и 
ч а с т н ы я  п р о и з в о д н ы я  о т ъ  а», в з я т ы  я о т н о с и 
т е л ь н о  и  и V .

Пусть послЬ подстановки ж=<р(м, v ) ,  у = у>(и, v )  функщя 
/■(ж, у )  обращается въ co=F{u , v ) .  По правилу дифференциро- 
в а т я  сложныхъ функщй им'Ьемъ
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Якоб1анъ '̂ Р)—■ не можетъ быть нулемъ; въ самомъ дгЬлгЬ, D(n, v )

если бы было =  то произведенная нами замена пе-

рем’Ьнныхъ не имела бы никакого смысла, такъ какъ функцш 
ср и гр зависали бы тогда одна отъ другой (§ 28). Поэтому изъ

у дсо дозпредыдущихъ уравнетй мы можемъ определить ^  и
дсо . дю -.дсо 
-5-- = i r + 5 r  дх ди ov
дсо_  „дсо дсо 
~dy~L dii+JJdv’

(25)

где A , В , С, В  суть определенный функцш отъ и и v\ эти 
формулы решаютъ нашу задачу для производныхъ перваго по
рядка. Онг1з показыв;потъ, что д л я  п о л у ч е П я  п р о и з в о д 
н о й  по х о т ъ  ф у н к ц 1 и  со, н а д о  п р о и з в о д н у ю  отъ 
со по и у м н о ж и т ь  н а  i ,  п р о и з в о д н у ю  отъ  со ПО V 
у м н о ж и т ь  н а  В  и н о л у ч е н н ы я  п р о и з в е д е н а  с л о 
ж и т ь .  Чтобы получить частную производную по у, должно 
поступить такимъ же образомъ, заменивъ только А  и В  со- 
отвественно черезъ С и В.  Для вычислешя производныхъ вто
рого порядка достаточно применить къ производнымъ перваго 
порядка правила, выраженныя предыдущими формулами; такъ, 
мы будемъ иметь

д2ю _  д (доо\_ д 
дх2 дх\дх) дх]

. д ( . дю -г,дю\ д ( .дсо дсо
= ^ u s + B *

или, выполняя вычислешя,
д2ю _  / ,д2со д2оо
дх2 “  X д ^  + В дШ

дсо дВ дю
ди ди'1*' ди dv

I в ( а  d2g> 1 В ^ 2<°  + —  d-В- дсо 
\ ди dv dv2 dv ди dv dv

д2со д2со -
! —v и последующхя про-Точно также мы получимъ

дх ду дуг
изводныя. При всехъ дифференцировашяхъ достаточно заме- 

. д днить операцш j -  и щ  соответственно операц1ями

. д д
А Ы + В Ъ '

такимъ образомъ все сводится къ вычислешю коэффищентовъ 
А, В, С, D.
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П р и м - Ь р ъ  I . — Разсмотримъ уравнеше

д2х  , д2ш д2ш 
а дх2̂ 2 дхду^~Сду2 ~ ° ’

§ 38,

(2б)

съ постоянными коэффшцентами а, Ь, с. Мы постараемся привести это 
уравнеш е къ возможно болйе простому виду. Замйтимъ прежде всего, 
что если бы одновременно а= с= о,  то не было бы надобности упро
щать это уравнеше; поэтому мы можемъ предположить, что, яапри- 
мйръ, с не равно нулю. Введемъ два новыхъ независимыхъ пере- 
мйнныхъ и  и о,

и = х + а у ,  v= x+ 0 y ,

гдй а и fi — два постоянныхъ неопредйленныхъ коэффищента. Мы 
имйемъ

дш дш дш 
дх ~~ди ‘ dv ’ 
ди> _  дш дш 
д у ~ а ди " dv

такъ что въ этомъ случай А = В =  i, С = а ,  1) =  р .  Общш способъ даетъ 
намъ

д2ш д2ш , д2ш , д2ш 
d t f=W*+ 2d u d v ^ 'W ’ 

дгш д2ш д*ш д2ш
д х д у ~ а ди2 й ** ди Ov1^  dv3 ’ 

д2ш . „„ дгшд2ш д2Ш
•2 -----1-2 a/Sду2 ди2

и уравнеше (26) принимаетъ видь 
. д2ш

ди dv +'?21 Р ’

(a+ 2ba+ca2) ^ + 2[ a + b ( a + p ) + c a f l j ~ + ( a + 2bp+cfi2) ^  = °-

Здйсь нужно будетъ различить нисколько случаевъ.

П е р  в ы й  с л у ч а й .  — Пусть Ъ2 — ас> о; принявъ за а и /S оба корня 
уравнешя

a + 2br+rz=o,

мы приведемъ наше уравнеше къ простому виду
д2ш _  

ди d v ~ ° '

Такъ какъ последнее уравнеше можно представить въ видй

д 1дш\ _
дгДдм I

то отсюда видно, что ^  должно быть фушидей только одного перем-Ьн-

наго и; пусть —  = f(u). Обозначимъ черезъ F  (и) функщю отъ и, про-

изводная которой F '  (и) равна f  (и), такъ какъ производная отъ ш -  F  (и) 
по и  равна нулю, то эта разность не зависитъ отъ и, и, следо
вательно, ш = Р ( и ) + Ф  ( у ) .  Обратное предяожеше очевидно. Возвра
щаясь къ перемйннымъ х  и у, мы заключаемъ, что вей функции ш, 
удовлетворяюпця уравнение (26), будутъ вида

ш = Р(х+ау)-\-Ф (x+fiy),
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где функцш F  и Ф произвольны. НапримЬръ общш интегралъ урав-
нешя

д2а> _  2 д2а> 
дуг ~ а дх1 ’

встр’Ьчающагося въ теорш колебашя струнъ, будетъ
m=f(x+ay)+<p(x~ay).

В т о р о й  с л у ч а  й .—Пусть 52 —ас=о. Возьмемъ а равнымъ двукрат
ному корню уравнешя а + 2бг+сг2=о, и £ — отличнымъ отъ а; тогда

коэффищентъ при дгш 
ди dv будетъ о, такъ какъ онъ равенъ a-yba+ft(Ъ+са). 

Такимъ образомъ, наше уравнеше приметь видъ = о . Мы видимъ,

что а) долясна быть линейною функщею отъ v, <o=vf (u)+ip(u), где функ- 
цш f(u)  и <р(и) произвольны. Возвращаясь къ нерем'Ьннымъ х  и у, 
мы получимъ для ш выражеше

<a = (X+Py)f (х+ау)+<р(х+ау), 
которое можно представить въ виде

о» = [X+ ау+(Р -  а)у] (f (х+ ау)+ <р(х+ ау) ,
или, иначе,

<о = y F (х+ау)+ ф (х+ау).

Т р е т i й с л у ч а й . — Если Ь-—ас<о, то нельзя бол-Ье приложить 
предыдущее преобразоваше, не вводя мнимыхъ перемФнныхъ. Но 
можно определить а и /9 такимъ образомъ, чтобы 

а+ гб а+ са2= a-\-2bft+cj32, 
а+ 5 (а+ £ )+ еа£ = о ;

это даетъ
гЬ „ гЬ2 — ас

«/*='
а и ft будутъ действительны, такъ какъ уравнеше второй степени

, . 2 5  , гЬ2—ас
г* + т г+ — *-=°>

корнями котораго служагь a. a ft, им'Ьетъ действительные корни. 
Разсматриваемое дифференщальное уравнеше принимаетъ тогда видъ

52а> д2ш 
2<и — ди2~̂  dv2~ ° '

Это уравнеше Л2ш=о, известное подъ именемъ у р а в н е н и я  Л а 
п л а с а  (Laplace), играетъ основную роль въ очень многихъ вопросахъ 
анализа и математической физики.

П р и м е р ь  II. Найдемъ, какой видъ приметь предыдущее уравне- 
т е ,  если мы положимъ x —Qcostp, у —р sin <р. Мы имеемъ 

да) дш д ш .- = - C0S<p+TySm<p,

да) да) да)

„ . да) дшили, решая эти уравненш относительно —  и

да>
дх
дш
да

- cos дш
d j '

дх “  ду ’ 
sin (р ди> 

dtp'
дшsm <р з—|-

Q

е
cos <р дш

д<р
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дх1

О тсю да
ш д I

— cos <р x ; ( cos fдо\
,  д2ш= oos^ _  +

дш

s m 2<p (
ду2

sin у  дю\ sin у  д I дш sin у  дш\
9 ду) 9 dq>\COS<P 9 9 д у )~

ш 2 sin у  cos у  д2ш , 2 sinrp cos у  дш 1 siп 2у  дш.
+ х ; л69 д<р

ан а л о ги ч н о е  вы раясеш е м ы  п ол учи м ъ  и  д л я  ^ - 5  ск л ад ы вая  н х ъ , 

им-Ьемъ

д2ш.
ду2

ду де ’

д2ш д2ш
дх2~^ду'

&>ш
:д9*Л-.2“Ьля.2 Н

J_d^«
р2 д у2

1 дш 
9 д9

39. Другой епособъ. -— Предыдущей способъ наиболее удо- 
бенъ въ томъ случае, если функщя, частный производныя ко
торой мы ищемъ, будетъ неизвестна. Но иногда выгоднее поль
зоваться огЬдующимъ npieMOMb:

Пусть будетъ z = f ( x , y )  функщя двухъ независимыхъ пере- 
менныхъ х  и у\ если мы предположимъ, что х, у и z выражены 
черезъ два вспомогательныхъ перем1шныхъ и и v, то мы будемъ 
иметь между полными дифференщалами dx, dy и dz соотношете

л df  ,7 df  J dz= — dx +  4 -du, ox oy

которое равносильно двумъ соотношеншмъ

dz _ d f  dx df ду 
ди дх д и ^ д у  ди 
dz _ d f  дх t df ду 
dv

. ____(-_!--- —,
дх dv ду dv

изъ которыхъ, какъ и въ первомъ способе, мы выведемъ ^  и ~

въ функцш и, v, —  f Но для вычислетя следующихъ про-

изводныхъ мы будемъ поступать далее по тому же правилу.
дЧ дЧ

Такъ, чтобы вычислить ^  и мы будемъ исходить изъ

тожества

которое равносильно двумъ соотношешямъ

дх d2f  дх ^  d2f  ду
ди дх2 ди дхду ди

И ) d2f  дх d2f  ду
dv дх2 dv дхду dv'
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причемъ въ л-Ьвыхъ частяхъ этихъ равенствъ производная

- у . дг дгдолжна быть заменена ея выражетемъ черезъ м, v, - —
Исходя изъ тожества

<1
d2f  7 dtf  7

- d2f  d-f ймы такимъ же образомъ получимъ ^  и оба полученныхъ

выражетя для <?2f  
дх ду должны быть тождественны между собою,

что можетъ служить поверкою вычисления. Производныя выс- 
шихъ порядковъ вычисляются такимъ же способомъ.

П р и л о ж е н 1 е к ъ  п о в е р х н о с т я м ъ . — Предыдущее ме
тоды применяются при изучении поверхностей. Предположимъ, 
что координаты точки поверхности 8  выражены въ функцш 
двухъ перемгЬнныхъ параметровъ и, v посредствомъ формулъ

x = f ( u , v ) ,  y=<p(u,v), z = y ( u , v ) . (27)
Мы получимъ уравнеше этой поверхности, исключивъ пере
менный и и v изъ трехъ уравнений (27); но мы можемъ поста
вить себе задачей непосредственно по самимъ уравнешямъ (27) 
изучать свойства поверхности S, не производя исключешя 
переменныхъ и, v, которое практически можетъ оказаться и 
невозможнымъ. Заметимъ прежде всего, что три определителя 
„ D ( f , v )  D(q>,ii>) D ( f , p )  -

I) {и, v) D ( u , v )  D (и, v) J ^
нулями, такъ какъ въ этомъ случае исключеше и и v при
вело бы къ двумъ различнымъ соотношетямъ между ж, у, z, 
и точка съ координатами (ж, у , г) описала бы не поверхность, 
а кривую. Пусть, напримеръ,.

-Р  (f,  У)
I) (*(, v) '

тогда мы можемъ предположить, что изъ первыхъ двухъ урав- 
нешй (27) мы выразили и и v въ функцш ж, у и, внося ихъ 
значетя въ третье уравнеше (27), получили уравнеше поверх
ности S, z —F  (ж, у). Чтобы изследовать эту поверхность вблизи 
одной изъ ея точекъ, необходимо иметь выражешя частныхъ 
производныхъ.р, q, г, s , t , . . .  отъ функцш F(x ,  у) черезъ пара
метры и и V .  Производныя перваго порядка р, q получатся 
изъ соотношешя _ _ .

d z = p d x + q d y ,
КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАТО АНАЛИЗА.
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которое равносильно двумъ уравнешямъ

(28)

позволяющимъ вычислить р  и q. Найдя р и q, мы получимъ 
уравнеше касательной плоскости, внося ихъ выражеше въ 
уравнеше

Z - z = p { X - x )  + q ( Г - у ) .
Это даетъ

{ Х - х ) Р(У, г)
Щ и , v) ( Y - y ) D(u,v)  " D(u,v) o. (29)

Соотношешя (28) имеютъ простое геометрическое значеше. 
Они показываютъ, что касательная плоскость проходить черезъ 
касательный прямыя къ двумъ кривымъ, расположеннымъ на 
поверхности S '  эти кривыя получатся, если мы, оставляя 
v постояннымъ, будемъ изменять ?(., или наоборотъ, оставляя 
постояннымъ и, будемъ изменять v*).

Получивъ р  и q, р=^{гс, v), q = f2(u, v), мы найдемъ г, s, t 
изъ равенствъ

dp= rdx+sdy ,  
dq = sdx + tdy,

прнчемъ каждое изъ этихъ равенствъ даетъ два различныхъ 
соотношешя и т. д.

4 0 . Задача IV. — Е с л и

x = f ( u , v , w ) ,  у = < р ( и ,  V,  w ) ,  Z = l f ) [ и,  V , w ) , (Зо)

то  д л я  в с я к о г о  с о о т н о ш е н 1 я  м е ж д у  п е р е м е н 
н ы м и  х , у , в э т и  ф о р м у л ы  д а ю т ъ  с о о т в е т с т в у ю 
щ е е  с о о т н о ш е н ! е  м е ж д у  м, v, w. Т р е б у е т с я  в ы р а 
з и т ь  ч а с т н ы й  п р о и з в о д и ы я  отъ г по  п е р е м е н н ы м ъ  

у  ч е р е з ъ  и , v , w и ч е р е з ъ  ч а с т н ы я  п р о и з в о д н ы й  
о т ъ  w  п о  п е р е м е н н ы м ъ  м, v .

*) Къ уравнешю касательной плоскости можно также придти непо
средственно. Всякая кривая, расположенная на поверхности, опреде
ляется соотношетемъ между и  и v: г> = П(и), и касательная къ этой 
кривой представится уравнешями

Исключивъ отсюда П'(и), мы придемъ къ уравненпо касательной плос
кости (29).
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Эта задача приводится къ задача, разсмотр^нной въ преды- 
дущемъпараграфе. Въ самомъ деле, попожимъ,что въформулахъ 
(Зо) w заменено функщею отъ и и v; тогда мы будемъ иметь 
выражетя х, у, z черезъ два параметра и, v , и достаточно при
менить прежней способъ (§ З9), принявъ f, <р, гр за сложный 
функцш отъ и, v, причемъ переменное w разсматривается, 
какъ посредствующая функщя отъ и, v. Напримеръ, для вы- 
числешя производныхъ перваго порядка р, д, мы будемъ иметь 
два соотношетя

й то же самое для сл-Ьдующихъ производныхъ.
Предыдущую задачу можно выразить геометрически следую- 

щимъ образомъ. Для всякой точки пространства т съ коорди
натами (х, у , z) можно опредгЬленнымъ построешемъ найти 
другую соответствующую точку Ж съ координатами (X , Y, Z). 
Если точка т описываетъ поверхность S, то точка Ж описы- 
ваетъ поверхность Л, все свойства которой требуется вывести 
изъ свойствъ первой поверхности.

Формулы, определяюпця это преобразоваше, шНлотъ видъ

уравнешя двухъ поверхностей S, Л.
Намъ надо выразить частныя производныя Р , Q, Jt ,  S, Т, . . .  

отъ функцш Ф(Х,  Y) черезъ x , y , z  и черезъ частныя произ
водныя р, q, г, s, t, . . .  отъ функцш F ( x , y ) .  Но это именно 
та задача, которую мы только что разсматривапи: вся разница 
только въ обозначетяхъ.

Производныя перваго порядка Р  и Q зависятъ только отъ 
х, у , z ,p ,  д, такъ что разсматриваемое преобразоваше преобра- 
зуётъ две касательный другъ къ другу поверхности также 
въ две касательный. Но, какъ мы сейчасъ увидимъ на при- 
мерахъ, предыдунця преобразовашя не будутъ самыми общими 
изъ техъ, который обладаютъ указаннымъ свойствомъ.

41. Преобразоваше Лежандра. — Пусть будетъ z = f (x ,  у) 
уравнеше поверхности S. Свяжемъ каждую точку гп(х, у, г) 
поверхности S  съ соответствующею точкою Ж (X,  Г , Z),  по- 
ложивъ:

X = f { x , y , g ) ,  Y —q>(x, у, z), Z —rp(x, у, z)\
пусть будутъ

z = F ( x , y ) ,  Z =  Ф(Х, Y)

Х = р ,  Y=q,  Z = p x + q y —z;
6



84 ГЛАВА I I . ----  НЕЯВНЫ Й Ф У Н К Ц Ш  И П Р О Ч . § 4-1 •

пусть будетъ Z — 0 { X ,Y )  уравнеше поверхности X,  описанной
точкою Ж. Если мы

дх ду

предположимъ, что g, р, q заменены че- 

резъ f , 4 -i %-■> то мы получимъ выражешя трехъ координата

точки Ж  въ функщи двухъ независимыхъ перемгЬиныхъ ж, у.
Обозначимъ черезъ Р, Q, Р , S, Т  частныя производный отъ 

функщи Ф(Х, Y)  по X , Г; соотношете

даетъ

или

d Z = P d X  + Q d Y

pdx  + qdy + xdp + ydq — dg=Pdp + Qdq, 

х  dp + у dq=Р  dp + Q dq.

Предположимъ, что для разсматриваемой поверхности р  и q 
будутъ независимы между собою, т.-е. что не можетъ быть тор
жества вида Xdp+pdq = o, въ которомъ бы одновременно не 
было А = ^ = о . Тогда изъ предыдущаго соотношешя мы найдемъ

Р = х ,  Q=y.
Ч т о б ы  п о л у ч и т ь  В ,  S ,  Т ,  мы в о с п о л ь зу е м с я  со о т н о ш е ш я м и

d P = R d X + S d Y , 
d Q = S d X + T d Y ,

к о т о р ы я , п о с л е  за м ен ы  X ,  Y ,  Р ,  Q и х ъ  з н а ч е ш я м и , о б р а 
щ а ю т ся  въ

d x = R ( r d x + s d y )  +  S { s d x + t d y ) ,  
d y = S ( r d x + s d y )  +  T ( s d x + t d y ) .

О т сю д а  п о л у ч и м ъ
R r + S s =  i ,  R s + S t = о ,
S r  +  T s  =  о ,  Ss +  T t — i ,

и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,

R = - t— T = ~ r —* r t—s2 T t—s2 r t  — s 2

И зъ  п р е д ы д у щ и х ъ  ф ор м ул ъ  н а х о д и м ъ  о б р а т н о

ж = Р ,  y = Q , s = P X + Q Y - Z ,  р = Х ,  q = Y ,
1  - 8  4_ R

Г R T — S2' S~ R T - S 2’ l ~ R T - S 2
П о с л е д ш я  ф орм ул ы  п о к а зы в а ю т ъ , ч то  п р е о б р а з о в а ш е  Л е 

ж а н д р а — в за и м н о е . К р о м е  т о г о , э т о — п р е о б р а з о в а ш е  п р и к о с н о 
в ен и я , т а к ъ  к а к ъ  X , Y , Z , P , Q  за в и с я т ъ  т о л ь к о  отъ  x , y , g , p , q .  
Э т и  с в о й с т в а  п р е о б р а з о в а ш я  Л е ж а н д р а  б у д у т ъ  я сн ы  геом етриг  

ч е с к и , е с л и  мы за м е т и м ъ , ч то  п р е д ы д у п ц я  ф ор м ул ы  о п р е д е л я ю т ъ  

п р е о б р а з о в а ш е  взаим ны м и п о л я р а м и  о т н о с и т е л ь н о  п а р а б о л о и д а

Х2 + у2 — 2.2 — 0.
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П р и м о ч а т  е .— Выражешя В, S, Т  обращаются въ без- 
конечность, если для вс^хъ точекъ поверхности, описанной 
точкою т, существуетъ соотношение rt —sa= o . Въ этомъ случай 
точка Ж  опишетъ не поверхность, а кривую, такъ какъ

D (X , Г) DCp.gr)'
D (х, у) D(x,  у)

Z ) = Р {р ,р х  + ду—г) 
D {x ,  у)

rt—s2= о,

-~y{rt—s2) =  o.D(x,  у)

Это именно тотъ случай, который мы выше исключили изъ
разсмотр'Ьтя.

, 42. П реобразовате Ампера. — Сохраняя обозначетя предыдущаго
пар агр аф а , по л о ж и м ъ

Х - х ,  Y=q, Z = q y —s.

d Z = P  d X + Q d Y  

q d y+ y  d q - d z = P  dx+Q dq, 

у  dq—p  d x= P d x+ Q  dq.

Т а г^ м ъ  образомъ  мы имЪемъ

P = -V . Q=y,

x = X ,  y=Q, z = Q Y —Z, p = - P ,  q=Y;

С о о тн о ш е ш е  

о б ращ ается въ 

и л и  въ

и  обратно

отсю да в и д н о , что п р е о б р а зо в а те  А м п ер а  есть п р е о б р а зо в а те  п р и к о -  
с н о в е т я  и  к р о м £  того  —  в заи м ное. С о о т н о ш е т е

даетъ

т . -е .

о т к у д а  наход им ъ

d P = R d X + S d Y  

—г d x—s dy =  B  dx+ S  (s dx+ t dy), 

R + S s ~ —r, S t = - s ,

R= s*—rt S = -
s

t ’ —  t
И з ъ  с о о т н о ш е т я  d Q = S d X + T d Y  мы та к ж е  найдемъ

Какъ прилож ете этихъ формулъ, найдемъ веЬ функщи f(x, у), удо- 
влетворяюпця соотношешю r t—s'*=o. Пусть будетъ 8  поверхность, пред
ставляемая уравнешемъ z= f(x , у), 2 —преобразованная поверхность, 
и  Z= Ф(Х, У)—уравнеше поверхности 2 .  Изъ выражешя для .й ки^емь

„  <№
B ~ d X ? ~ ° '

■следовательно, Ф должно быть линейною функщею отъ X:
Z=X<f(Y)+y>(Y),
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где  <р и гр суть произвольныя функцш отъ У. й з ъ  посл-Ьдняго уравне- 
ш я находимъ

р=9(У), я=х9'(Т)+ч>'(Т),
и координаты (х, у, z) точки поверхности S' выражаются обратно- 
въ  функцш двухъ перемФнныхъ X , Y  формулами

х = Х ,  y=X<p'(Y)+y'(Y), z= Y [X < p '(Y )+ y (Y )] -X < r(Y ) -4’(Y).

Мы получимъ уравнен1е этой поверхности, исключивъ X ,  Y, или, 
что то же самое, исключивъ переменный параметръ а изъ двухъ 
у равн етй .

z —a y —xtp ( с с ) - г р  ( а ) ,  

о = у - Х < р ' ( а ) - х р ' ( о),

изъ которыхъ первое представляетъ подвижную плоскость съ пара- 
метромъ а, а второе получается отъ дифференцирован!я перваго отно
сительно этого параметра. Такимъ образомъ мы получаемъ р а з г н -  
б а ю п и я с я  п о в е р х н о с т и ,  который будутъ изучены дальше.

48. Уравнейе потеншала въ криволинейныхъ координатахъ. — Вы-
чиелешя, нужныя при зам ене переменныхъ, могутъ быть въ боль
шинстве случаевъ упрощены различными искусственными пр1емами. 
Д ля примера возьмемъ уравпеше потенщала въ криволинейныхъ орто- 
гональныхъ координатахъ р, *). Пусть будутъ

F ( x , y , z )  = g,
Fi(x, у,

у, z)=Qi,

уравнеш я трехъ семействъ поверхностей, образующихъ тройную орто
гональную систему, такъ что две кагая-нибудь поверхности, принад- 
лежапця къ  двумъ различнымъ семейстзамъ, пересекаются всюду подъ 
прямымъ угломъ. Реш ивъ эти уравнешя, мы получимъ х, у ,  г  въ функ
цш  параметровъ р, р2,

х=<р (q, Pl, р2), Ч
0=?i(P> Pi. Рг)> [ (3 1 )
*=Уа(Р. Pi, Р2); J

р, Pi, Р2 образуютъ систему криволинейныхъ ортогональныхъ коор- 
динатъ.

Такъ какъ поверхности трехъ предыдущихъ семействъ ортогональны,, 
то касательный къ лишямъ пересечетя  этихъ поверхностей, взятыхъ. 
попарно, должны образовать трехгранный уголъ съ тремя прямыми 
плоскими углами; поэтому должно быть

8 <>Ф &Р
д</ dpj о, 8 dtp dtp 8dtp dtp _

w>-°’ (32)

причемъ знакъ указываетъ, что должно заменить tp черезъ <ру, 

потомъ черезъ <р2 и взять сумму этихъ трехъ произведенШ.

*) Ламе (Lame), T r a i t s  d e s  c o o r d o n n e e s  c u r v i l i g n e  s. 
См. также Бертранъ, T r a i t e  d e  C a l e u l  d i f f e r e n t i a l ,  t .  I, 
стр. 1 8 1 .
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Эти услов1я ортогональности могутъ быть еще представлены въ та- 
комъ вид’Ь:

др dp, до dp, ар dQi_o
дх дх~^ду d y ^ d z  dz ’

dp dp.
дх дх 1 ° ’ Ал. А/» 3" • • • °*

dPi др2
дх дх

(33)

Посмотримъ, какой видъ приметь уравнеше потенщала

. „  a2F ,  a2F ,  d2V

*V~ дх2 + ду2 + дг2

при перем’Ьнныхъ р, pt , р2. Мы им-Ьемъ

дал'Ье

d V ^ d V  d g . d V  dp, d F  dp, 
дх dp д х^ д р , дх ~ др2 д х ’

д2 V  _ d 2V  jdp\2 , д2У  dp dp, d V  a2?
дх2 dp2 (dx 2' dp dp, dx dx ~ dp dx2 

^F /d£j\2 d2V  dft dpt  d V  tfp , 

' dp,2 [dx J 2 dp,dp2 dx d x + dg, dx2 

, d2 V ld p 2\2 , d2V  dp dp2 , d V  d2g2 
+ др22(дж/ +2 дрдр2 дх дх др2 дх2

Если мы сложимъ три аналогичныхъ уравнешя, то, всл£дств1е соот-
d2Fношешй (зз), исчезнуть воЬ производный вида , и мы получимъ

д Я ор,
62У  d2V , d2V . . , d 2V  , . . . d2V  , . , , a2F  
a ^ + a ^ + a ^ =  Jl(e)^ +/*l(Pl)a tf+Jl(?2) a ^

+ //2(?) fT?- +^»(fc)a£

гдЬ и J 2 обозначаютъ д и ф ф е р е н г Д а л ь н ы е  п а р а м е т р ы  
Ламе (Lame):

л т  №  /ал* /ая*
а^ )= (as) + (ау) + [ЭД ’ ^ - a ^ + a ^ + a F 2- •

Дифференщальные параметры перваго порядка d,(p), d,(Pi)> d,(Qt) 
легко вычислить.

Изъ соотношенШ (зх) находимъ

dJ t  a £ i, а̂ Р ^£?= 1
ар дх’’ др, дх ^др2 дх ’ 
djp, dp д<р, dp, dtp, ар2_ с 
dp даг^ар! дх~*~др2 дх ’ 

д<р2 dp д<р2 dp, а% a£ j_ 0 . 
ар д х ^  др, дх~^дд2 дх ’

дер да>, дхр,умножая эти три уравнешя на ~  и складывая, получимъ

д<р
арdp________ ар_______ .
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„ йр дотакимъ же образомъ мы вычислимъ ^  и и наидемь

Положив ъ
я=- 8 6 9 '- * - 8

д<р д<ру
<W ’

причемъ знакъ означаетъ всегда, что должно заменить <р черезъ <рх, 

потомъ "черезъ <р2, и сложить полученныя выражешя, мы будет, иметь

^  = Н ’
Выражешя J 2(g), ^ 2(?i)> въ Функции р, р1( р2 получаются у Ламе

путемъ довольно утомительныхъ вычисленШ, которыя можно упростить 
следующими образомъ. Въ тожествЬ (34)

л  / т/"\_ 1 й2 Г  , I  й * Г  I  й2 Г  , . . . Й Г ,  . , , Й 7 ,  . . , Й 7
F) ~  Я  йр2 + H t дд\ + Я а йр2 +Z?z(e) йр 

положимъ последовательно V= x, Y = y ,  V =z;] мы будеыъ иметь три 
соотношения

I d2<p I й2ф i дг(р : , ,д(р . . , ,д<р , . , .д<р
"  А~2 + Н Х йр2 + Я 2 йрI + ^ г(е)ддЯ  йр1

1 dVi , 1 ^ 5Pi , _L aVi 1 4 /„ч £̂1 
Я  йр2 T I I r dg\ ' Я 2 6g\ dg '  1
1  й> 2 , г d*<p2 , 1  й2<р2 , л , л д<рг d<pt , ■ rty2-л2(р2)^—=0,

+  и  A/.2 + и  a„2 +ЖР) д„ +^2(?1)лГ1+^2(Рг) 2^-°>
* i n  I * v У2 , 4 11? I ^ /л\ ^ /л Л
я  й^+я  Ж +Э, м + " 2™йр,

которыя остается только решить относительно Я2(о), /12(д1), Л2(р2). На-
. йср йу, й<ю2прим ерь, умножая ихъ на ^ , —  и складывая, мы получимъ

j t  /л \т т  I 1 C W  й2?  , I ^ й ?  д 2ч> , I а й ?  й2̂
^ (е)Я+я О й ?  w + H 2 b r g  д д ! = ° -

Кроме ТОГО

8йр> й2р>_х йЯ
йр Йр2 2 йр

и, дифференцируя первое изъ соотношений (32) по р,, находимъ

8Й? Й^р_ _  П  Й£ Й2у  _ 1  ЙЯ1 
Йр Йр̂  О й р х Йр1 Йр_  2 Йр

Такнмъ же образомъ получимъ

8д<р д2<р 
йр йр̂

и, следовательно,
... I ЙЯ, т 

^г(р)— ~~аъ — +

X йЯа
2 Йр

дНг
2Я 2 йр ~г г Н Д 1 йр + гЯ Я 2 "йГ

йЯ,

Положивъ

Я = £ ’ Я -=/Т  Я = й ’
мы можемъ представить последнюю формулу въ виде

, йz/2(p) = fe2Йр (108> ж )-
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Точно также найдемъ 

д h.
1 о ё Ш ’ ^ = щ  k l l o s w ) '

д_
Vi \ «па/ ,_i.

Такимъ образомъ формула (34) окончательно принимаетъ следующей
ви дь:

£ 1 + £ 1 + £ Г _ л.
дх2 ~  ду2+ дг2 1

+ У

+ V

Fd2F <6
(log

Jl \ dV~
dp dp

'd2 F d м dF
d?i (log JlJl2j dpi

~daF , d
(log

JiA d F =
> 7 + dp2 JlJltl d&n

(35)

или, короче,

J sF=M 1̂ a ГА l _ h _  дП _ д_  l ] h  dF\ , A. i h .
L<lp \ \ к г d g )+ dg  ̂ [JiJh  d p j+ dp2 \hh1 dp2/J*

Прим^нимъ эту формулу къ полярнымъ координатамъ. Заменяя 
«! и о2 черезъ 0 и <р, мы получимъ сл'Ьдуюпця формулы преобразовашя:

ж = р sin0 cos <р, y= g  sin0 simp, 2 =  pcos6;

коэффивденты Ji, Jilt h2 примутъ значешя

l — I, Jl. — " > Jin — : i1 p ! jl smi
и общая формула обращается въ

[ | ( ?2 sin 9 w ) +да(8йп 6 ж) +ц [ ш  IJ)]’
. „  d2V 1 d2V

V  dp* +  р2 с'1"2 +
daF 2 д У . ctg 6 дУ 

р2 sin2 0 д<р2~̂~ е dp р2 (60 ’

какъ это легко вывести и непосредственно.

УПРАЖНЕН1Я.

1. Полагая u —x2+ y2+g~, v=x-\-y+z, ю=ху-{-Уг + гх , имЬемъ тожде

ственно V>Ĵ )_ =Q' д айти coOTHomeHie между и, V, го.
П{х, y ,z )

О б о б щ и т ь  э т у  з а д а ч у .
2. Если

хг
м, = -

V i - x \ - . .. - а?2

2̂> •• . ^?')_
Ж2, "О  Ж«)

Мя = • • • -ж2

I

3. Если положимъ
a:1=cos <pv
ic2=sin (рх cos <р2,
ха= sin <pt sin <p2 cos </>3,
,**•........,
a?n=sin <px sin <pt , .. sin cos
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то будемъ иметь

р  {хг, ж2, . .  ■, Хп) _  sin„ ^  sin »-i tp2 sin«-2 <р3 . . . sin2 <?„_ i sin <р„.
*-) vPu Фа • • • » Ф’Ч
4. Проверить непосредственнымъ вычислешемъ, что функщя 

z = F ( x ,  у), определяемая двумя уравнен1ями

z = a x + y f ( a ) + t p  (а), 
о  =  Х  + y f ' ( a )  +  t p '  ( я ) ,

где а есть вспомогательное переменное, удовлетворяетъ соотношешю 
rt — s- = о при провзвольныхъ функщяхъ f(а) и <р(а).

5. Показать, что всякая неявная функщя z=F(x, у), определяемая 
уравнешемъ вида

y = x < p { z )  + у (г), 
удовлетворяетъ соотношешю

rq2 — 2p q s + tp 2=o 
при произвольныхъ функщяхъ (р {г) и у  (г).

6. Функщя z=F(x, у ) ,  определяемая двумя уравнешями

Z ( p ' { а )  =  [ у - t p { a ) f ,  ( x + a ) t p ' ( a )  = у -  < р ( а ) ,

где а есть вспомогательное переменное, удовлетворяетъ соотношешю 
pq=z при произвольной функцш 95(a).

7. Функщя z — F ( x , у), определяемая двумя уравнешями
[ z -< p { a ) Y  =  х 2( у 2 -  а2), \ z-tp {a )\ tp '{a ) =  а х 2,

удовлетворяетъ соотношешю
p q = x y .

8. Ф о р м у л а  Л а г р а н ж а . — Пусть будетъ у  неявная функщя 
двухъ переменныхъ х  и а , определяемая соотношешемъ

y = a + x t p ( y ) .

и и = f ( y ) —какая-нибудь функщя отъ у .  Мы имеемъ вообще

dm —1 Г „ ч ди 1
дхп ~  даю—1 I ^  <)а\ '

[Лапласъ.]
Отв. Доказательство основывается на двухъ формулахъ

д_
да

ди 
да ’

где  и  есть произвольная функщя отъ у,  a F(u) — произвольная функ
щ я отъ щ  затемъ нужно показать, что если формула верна для какого- 
нибудь значешя п, то она будетъ также верна и для значешя и + i .

П ри х = о, у  обращается въ а, и  — ■въf{a), и производная и-го порядка 
отъ и  по х  принимаетъ видъ

дпи\ Ли—i
5SS=i 1'К“)И/,,(а)|-

9. Если х = f{u, V) , у=(р(и, v), и функцш f(u, v) <р[и, v) удовлетворяютъ 
соотношешямъ

df _  dtp df dtp
d u ~  d v ’ dip du’

то будемъ иметь тождественно
д2 V  d2V  _  ( W  P V \  Г  I d f y  ldf\*~l 
du2 dv2 \ dx2 ' dy2j \_ \d u j  ~^[dvj J *
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10. Если функщя V (х, у , z) удовлетворяетъ уравненш

. v _d*V d2V  , d*V 
**V- d t f  + d f + - № - 0>

то ему удовлетворяетъ и функщя

S f (*. А),

гдЬ к постоянное, а гг= х2-{-уг-\-г2. Лордъ Кельвинъ (Lord Kelvin.)
11. Пусть будутъ V ( x , y , z )  и F] (х, у, z) два интеграла уравнешя 

HaF =  о; функщя
U = У(х, у , z)+(x2+ y2+ s2) Уг(х, у, г)

удовлетворяетъ уравнение
АЛ, U=о.

12. Какой видъ принимаетъ уравнеше

(ж—ж2) у"-\~и -З * 2) у '—ху=о,
если сделать зам-Ьну независимаго перемйннаго ж= El — <2 ?

13. Какой видъ приметъ уравнешо

й2 + 2а̂  Ш  + 2 ( - У ~ ^  Ту + до
вели сделать замену лерем'Ьнныхъ x=uv, У=~?

14. Пусть будетъ <p(xv  х2, . . .  хп; щ, щ, . . .  ип) функщя 2 п незавиеи-
мыхъ нерем'Ьнпыхъ хг, х2, . . . , х п щ , щ ........ ип, однородная, второй
степени относительно переыйнныхъ г^, и2 . . . , и п. Если положимъ

d u T Pl>
dy>
дй2= Рг,

д<р
ш=**>

и примемъ ри  р 2, . . . ,  рп за независимыя nepeMfcHHbiH вместо 
щ, щ, . . . ,  ип, то функщя <р обратится въ функщю

1р(х1г Х 2 ,  • • ., #„> Pi> Ргг • • • > Рп)-
Показать, что

ду
<>Рк—ик>

ду _  д<р 
дхк~ дхк'

15. Въ каждой точк-Ь М  поверхности S  проведена нормаль N M  
къ этой поверхности; пусть будетъ N  точка пересЬчешя этой нормали 
съ данною плоскостью Р. Отложимъ на перпендикуляр!; къ плоскости Р, 
проведенномъ черезъ точку N,  длину N m ^ N M .  Найти касательную 
плоскость къ поверхности, описанной точкою т.

Это преобразоваше есть преобразовать прикосноветя. Изучить 
обратное преобразоваше.

16. Отложимъ на каждой нормали къ поверхности S, считая отъ ея 
оеновашя, постоянную длину I; полученныя такимъ образомъ точки 
образуютъ, поверхность X ( п а р а л л е л ь н ы й  п о в е р х н о с т  и);найти 
касательную плоскость къ этой поверхности X.

Та же задача для плоской кривой.
17*. Даны поверхность S  и точка 0 ; соединимъ О съ какою-нибудь 

точкою М  поверхности S. Проведемъ плоскость 0 M N  чрезъ радаусъ ОМ
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и нормаль M N  къ поверхности S  въ точке М ; въ точке 0  возставимъ 
въ плоскости O M N  перпендикуляръ къ рад1усу О М  и отложимъ на 
немъ длину 0Р =  О М . Точка Р  опишетъ поверхность 2 , которая назы
вается а п с и д а л ь н о ю  относительно первой поверхности S .  Найти 
касательную плоскость къ этой поверхности.

Предыдущее преобразоваше есть преобразован!© прикоеновешя, и 
связь между поверхностями S  и 2  — взаимна. Если поверхность S  
представляетъ эллипеоидъ, и точка О находится въ его центре, то 
поверхность 2  есть поверхность волнъ.

18*. Д и ф ф е р е н ц 1 а л ь н ы й  и н в а р 1 а н т ъ  А л ь ф е  н а  (Н а 1- 
р h  е п). — Дифференщальное уравнеше

9
№ Л 2 < В у _ . . ^ У ^ У  d*y ld3y \ 3 
\dx2j da? 45 dx2 da? ~dxl 4 \dx3j

не мЬняетъ вида, если надъ х  и у  будетъ выполнено произвольное 
томографическое преобразоваше (§ 37).

19. Въ выраженш
Р  d x + Q d y + R d z ,

Г Д 'Ь  Р, Q, R  суть функция отъ х ,  у, Z ,  положимъ

x = f { u , v , w ) ,  y ~ < p { u , v , w ) ,  z = y { u , v , w ) ,

где  u , v , w  — новыя переменный. Тогда предыдущее выражеше обра
тится въ  выражеше того же вида

Pl du+Q1dv+Rl dw,
где  Р 1г Qlt R t суть функцш отъ и ,  v ,  W . Доказать тожество

_  В  (х, у, г) гг 
1 В  (w, v ,  w) 1

20*. Б и л и н е й н ы й  к о в а р i а н т ъ. — Пусть будетъ 0d линейная 
форма дифференщаловъ

Од =  Х кdxi~\-Х% dx%-\-. .  Хп dxn,

гдА X lt  X j, . . .  , Х п  — функцш п переменныхъ хи х 2, . . . ,  хп. Разсмот- 
римъ выражеше п п

/ /= 2  ^L°&dxi Sxk'
i=l к= 1

содержащее дв-Ь системы дифференщаловъ d, 6, и гдЪ

= дХ {_ д Х к'
,к дхк дх(

Если мы сделаемъ какую-нибудь замену переменныхъ

V а?,.= <pt(y1, У г, • • • . ?/„)> (*= I, 2 , . . .  ,п),

то выражеше 0d обратится въ выражеше того же вида 

- ' О1’d= Y jd y i+ . . .-\-Yvdyn,
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гдЬ Yj, У2, . . .  , Уи суть функцш ylt уг, . .  . ,  у„; пусть будетъ также

ft дУк ду. -
И  1

я ' = 2 2 я' а ^ ^ 'i к
ПослЬ замЬны в-ъ Н  dx( и дхк черезъ

дуг
tyi

дфк
dyl

^ , + Й ^ 2 + ' ' ’+ W »dy"’ 

^ , + й ^ + - - - + | ^ к’

будемъ им'Ьть тождественно Н = Н '.
Н' называется б и л и н е й н ы м ъ  к о в а р 1 а н т о м ъ  выражешя в л. 
21*. Д и ф ф е р е н ц 1 а л ь н ы е  п а р а м е т р ы  Б е л ь т р а м и  ( B e l 

t r a m i ) . — Дано выражеше
Е й х г+ 2 F d x d y + G  dy2,

гд'Ь Е, F, G суть функцш перемЬнныхъ х  и у; если мы ед-Ьлаемъ за
мену перемЬнныхъ x=f(u, v), у=<р(и, v), то получимъ выражеше того же 
вида

Е г с/м2 4-2 F t du dv+Gx dv2,
гдЬ E 1, F 1,G 1 суть функцш отъ и и v. Пусть будетъ в (х,у)  какая- 
нибудь функщя перем'Ьнныхъ х, у, обращающаяся въ (u, v) послЬ 
такой замЬны перемЬнныхъ. Доказать

в  C T -3Jpi? м + е  № Y  g  B Y - 2 f  ^4- f  B Y\дх)_____ дх ду \dy) _  1\ди/ 1 du dv^~ 1
E G -F 2

( g » f *I ox dy
VEG-F2 dx\  у  E G -F 2 J +VEG-b '2 dy V VEG-F2

E1G1- F 12 

d ( E dy~F dx

dv
VEfi-y-F2 ди V V E ^ - F 2 J +VE1G1- F 2 d v V V E f i ^ F 2

22. Ш в a p ц i а н ъ .— Если мы положимъ гдЬ х  есть функ

щ я отъ t, и а, Ъ, с, d суть кашя-нибудь постоянныя, то 
х’" з /се"'2

' e B - f ^1 OV 1 ом

2
Л _ 3  / Л 2, 

е '/. У' 2 \У ’Г
здЬсь х', х", х"', у', у”, у'" обозначаютъ производныя, взятыя по пере- 
мЬнному /.

23. Пусть будетъ м и »  двЬ какая-нибудь фуйкцш двухъ незави- 
симыхъ перемЬнныхъ се и у. Положимъ

77_ дм+Ье+с a'u+b'v+c'
~ a" u+b" v-\-с"’ ~ а" и+Ъ" vJfC”'

гдЬ а, Ъ, с, . . .  , с" — постоянныя. Полагая

,_du dv du dv „  ,r dU dV dV dU 
(u, v> — dx dy dy dx' (U’ v)~dx d$~fa



доказать сл’Ьдунлщя равенства

д2и dv d2v ди д2 U д V д2 V д U 
дх2 Ох дх2 дх _ Ох2 дх Ох2 дх 

(и,"й) ~~~ (U, V)
(Ри dv dav ди jdv д2и ди d2v \
дх2 ду дх2 ду~^2 \дх дх ду дх  дх ду) _

(и,®) ~
d2U dJV_d2V d_U, IdV JP U  _ d U  d2F \

_  дх2 ду dx2 dy 2 \ дх дх ду дх dx dyj
W 7 v)

и аналогичный равенства, получающшся отъ перестановки х  и у.

[Гуроа и Пенлеве (Pamlevi), Comptes rendus, 1887. ]
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Г Л А В А  III.

Формула Тэлора. —  Элементарныя прилошетя. Maxima
и minima.

I. — ФОРМУЛА и РЯДЪ ТЭЛОРА. — ОБЩ1Я ТЕОРЕМЫ.

44. Общая формула. — Изъ алгебры известно, что если f(x) 
есть целый многочленъ и-ой степени, то, каковы бы ни были 
числа аж h, мы всегда им'Ьемъ

7, 7)2 /,«
f(a +  Л) = №  + -f'(a) + —  Г  (а) + . . . +  — ——  /<«>(а); (i)

разложете (i) конечно, такъ какъ всЬ производный, начиная 
съ (и +  1)-ой, равны нулю. Если бы мы захотели приложить 
эту формулу не къ многочлену, а къ какой-нибудь другой 
функцш f(x), то мы получили бы во второй части неограни
ченное число членовъ. Чтобы узнать, какое значеше мы должны 
приписать полученному такимъ образомъ разложение, найдемъ 
предварительно выражеше разности

предполагая только, что функщя f(x) вм-ЬстТ со своими п 
первыми производными f'(x), f"{x) , . . .  , f^n\x)  непрерывна при 
изм^нвши х  отъ а до a+h,  и что Дп>(ж) им'Ьетъ производную 
f(n+i) (ж) въ томъ же промежутка. Предполагая, что числа а и h 
имТютъ определенный значетя, положимъ

7, 7,2
А« + Л)= Да) +  г fifl) -Ь г—  /■"(«) +  • • •JL 1 • а

ы
-fW(a) + :

hp
Р,

(2)

I . 2 . . .  77 I . 2 . . . W . p

где р есть какое-нибудь целое положительное число. Опреде-
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ливъ число Р  при помощи посл’Ьдняго равенства, разсмотримъ 
вспомогательную функцш

Ф (ж) = f { a + 11) -  f ( x ) - ~ + h ~ X  f \ x ) -  & + h  ~ ̂  f'fo) - .  . .1 X • a
_  (а +  й-ж)« _  (а+й-ж)» p

1 . 2  . . . n  ' ' 1 . 2  . .  .11 . p

Легко видеть, что
<jp(a) =  о, <p (а +  7») =  о,

причемъ первое равенство вытекаетъ изъ формулы (2), опре
деляющей число Р . Изъ сделанныхъ относительно f(x) до
пущений сл^дуетъ, что д>{х) имеетъ производную въ проме
жутке (a, a + h); следовательно, по теореме Ролля, уравнение 
<р'(х) =  о должно иметь корень a + %h, заключенный съ томъ же 
промежутке, где 6 обозначаетъ положительное число, заклю
чающееся между нулемъ и единицею. Вычисливъ <р'(х), после 
приведетй, найдемъ

у/(ж)=— 1— [ Р— (« +  7г — х)п-^+г /(«+1) (*)].

Первый множитель (a + h —x y - 1 не можетъ обратиться въ нуль 
при значенш х , отличномъ отъ а +  /ц поэтому необходимо, 
чтобы

Р=й«-?+1 (х_0)«-гч-1 f {n +\ )  (а4_0й), где о <  0 <  i.

Заменивъ въ формуле (2) Р  полученнымъ значешемъ, 
ходимъ

h 7,2
А« +  ]г) = А«) +  г / »  +  —  /"(а) + .  . . + — ----- - /*•> («) +  Р„,

где
hn+1 (1 — 0)"-г>-н

I .2  . . .П .р
/■(«-И) (сг-Ь 07i).

на-

(3 )

Мы будемъ называть эту формулу (3 ) о б ще ю ф о р м у л о ю  
7  э л о р a (Taylor); последтй членъ Вп называется о с т а т о ч -  
н ы м ъ  ч л е н о м ъ .  Этотъ остаточный членъ зависитъ отъ 
целаго положительнаго числа р,  которое мы оставили неопре- 
деленнымъ. Обыкновенно для этого числа р  берутъ два зна- 
чеш я:_р= и+ 1 или р  = г. Полагая р = и  + 1 , мы найдемъ выра- 
ж е т е  остаточнаго члена, данное Лагранжемъ,

Р .
7(”+’

1 . 2 . . п (п + х)
f ( n + i )  (04-672);
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полагая же р =  i , получимъ

к =
7t»+*( 1-6)"

1 .2  . . .  И. /■('•+« (а +  (№);

этотъ впдъ остаточнаго члена принадлежитъ Коши. Понятно, 
что число 6, вообще, не им-Ьетъ одного и того же значешя 
въ об-Ьихъ формулахъ остаточнаго члена. Предполагая f(n+1’> (х) 
непрерывною при х = а, мы можемъ также написать

В. hn+1
1 .2 . . .(и+ х)

[/’(п-Ы) (а) +  г],

гд-fe s безконечно мало одновременно съ h.
Разсмотримъ остаточный членъ въ форм’Ь, данной Лагран- 

жемъ. Если въ общей формул^ (3 ) мы будемъ последовательно 
полагать п = 2, п —-3 , 11=4, . . . , то будемъ получать различный 
формулы, который при безконечно малыхъ значешяхъ h будутъ 
давать значешя, все болгЬе и бол'Ье близгая къ f(a + Ji). Такъ, 
при п = 2 мы им'Ьемъ

/г 7,2
f(a + Ji) = f (a )+ -  f f(а) + —  f"{a + 6 Ji);

эта формула показываетъ, что разность 

f{a + h ) - f ( a ) - ^ f ( a )

есть безконечно малое второго порядка. Дал'Ье, разность 

f{a + l b ) - f ( a ) - \ f ' { a ) - ^ f " ( a )

есть безконечно малое третьяго порядками, вообще,

f(a + h) — f(a) — ̂  f'{a) - .  . .  - ^  fW (а)

есть безконечно малое (и+ i)-ro порядка относительно h. Но 
чтобы им"Ьть точное представлеше о приближение, которое мы 
получимъ, пренебрегая членомъ Вп, необходимо имЕть верхний 
пред’Ьлъ этого остаточнаго члена. Если мы обозначимъ черезъ М  
верхшй предгЬлъ абсолютнаго значешя /,(и+1)(ж) вблизи х=а,  
наприм’Ьръ, между a — rj и a+tj, то, при | 7г|<?;, очевидно, бу
демъ им'Ьть

\В. I h | ft+1
1 . 2 . . .  (и + 1) Ж.

45. Приложеше къ кривымъ. — Выводамъ, полученнымъ 
въ § 44, можно дать геометрическое истолковаше. Предполо- 
жимъ, что требуется изсл-Ьдовать кривую С, уравнете кото-

7КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА.
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рой есть y = f(x) ,  вблизи точки А  съ абсциссою а. Разсмотримъ 
вм-Ьст-fe съ кривою С вспомогательную кривую С', представляе
мую уравнетемъ

г = /“(«)-
"Г‘

I . 2
/ »  +  ••• +

{х — а)г‘
1 . 2 . , П

Прямая х —a + h, параллельная оси у , встр-Ьчаетъ об-Ь кривыя 
С, С  въ двухъ точкахъ М, М лежащихъ вблизи точки А; 
по общей формул-fe, разность ордината этихъ точекъ равна

у - Г
h,,+1 I

I . 2 . . . (п + т) Ля+1)(а +  6й).

Эта разность есть безконечно малое (и-ы)-го порядка; поэтому, 
ограничиваясь достаточно малымъ промежуткомъ {а —у, а+?/), 
мы видимъ, что кривая С близка къ совпаденпо съ кривою С . 
Д авая ц-Ьлому числу п все болыи1я и больная значетя, мы 
будемъ получать кривыя С", все мен-Ье и мен-Ье отличакжцяся 
отъ кривой С, и, сл-Ьдовательно, будемъ имЬть все болЬе и 
болЬе точное представлеше о ходЬ кривой С вблизи точки А.

Возьмемъ сначала я =  i ; кривая С' совпадаетъ тогда съ ка
сательною къ кривой С въ точкЬ А

Y= f(a)  + {x -a) f ' (a ) ,

и мы получпмъ для разности ордината точекъ Ж, Ж ' кривой 
и касательной, соотвЬтствующихъ одной и той же абсциссЬ 
а + 7г, вы раж ете

1А
У - ¥ = ~ Г ' { а  + ЬК).

Предположпмъ, какъ это будетъ им-Ьть мЬсто въ общемъ случаЬ, 
что f " ( a ) ^ o \  въ этомъ случаЬ предыдущую разность можно 
представить въ впдЬ

y - Y = ^ \ f " ( a )  +  6],

гдЬ s безконечно мало вмЬстЬ съ h. Такъ какъ е стремится 
къ нулю одновременно съ /г, то мы можемъ взять такое поло
жительное число у ,  чтобы, при пзмЬненш h отъ — у  до + у ,  

было | £ | <  1 f "  («) | . При этихъ значетяхъ h количество f "  (а) + е 
будетъ пмЬть знакъ, одинаковый со знакомъ f " [а), и, слЬдо- 
вательно, y — Y будетъ им-Ьть также знакъ f  (а). Если f "  (а)> о , 
то ордината у кривой больше ординаты Y  касательной, ка- 
ковъ бы ни былъ знакъ /г; сл-Ьдовательно, вблизи точки А  
кривая С расположена надъ касательною. Напротивъ, если
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/"  (а)<о, то y < Y ,  и вблизи точки прикосноветя кривая рас
положена подъ касательною.

Предположимъ теперь, что f " (a )= о, и пусть будетъ f№ (а) 
первая производная, которая не равна нулю при х=а.  Тогда

hp
У - Г = — ------ ГД /™  (* )+ * ],1 . 2 , ■V

и, по-прежнему, можно доказать, что въ достаточно маломъ про
межутка (а — т/, а+у)  разность у — Y  имТетъ знакъ произведе- 
ш я ]il’f(p>(a). Если р число четное, то эта разность не мТияетъ 
знака при измТнеши h отъ —у до +  у , и вблизи точки прикос
новетя кривая расположена по одну сторону касательной. 
Если же р  нечетное, то разность y —Y  м'Ьняетъ знакъ одно
временно съ 1г, и кривая С въ точке прикосноветя пересЬ- 
каетъ касательную. Точка А  есть точка перегиба; такъ будетъ, 
наприм’Ьръ, если р"(а)фо.

Положимъ, далее, п = 2. Кривая С  есть парабола

Г =  f(a) f  (х -  a)f(a) + ,

ось которой параллельна оси Оу, и мы им'Ьемъ
7,з

У - Г =  — Т з [Г{а) + е]-

Если f"'(a) не равно нулю, то при безконечно малыхъ зна- 
четяхъ  h разность y — Y  имТетъ знакъ h3f'"(a), и кривая С 
пересЬкаетъ параболу С' въ точке А.  Эта парабола С  назы
вается с о п р и к а с а ю щ е ю с я  съ кривою О; изъ вс^хъ пара- 
болъ, представляемыхъ уравнетемъ вида

Y = m x 2+nx+p,

эта паробола наиболее приближается къ кривой С вблизи 
точки А.

4 6 . 0бщ1й методъ разложешя. — Формула (3 ) даетъ разло- 
ж ете безконечно малой разности f(a+h) — f(a) по возрастаю- 
щимъ степенямъ Ь. Переходя къ более общему виду разложе- 
ш я, примемъ х  за главное безконечно малое; чтобы избежать 
неопределенности, мы будемъ предполагать х  положительными. 
Пусть будетъ у другое безконечно малое, связанное съ х 
выражешемъ вида

у = А гхп> +  А гх"* + . . . +  х>ЦАр +  «), (4)

причемъ И], «2, . . ., « суть положительный возрастаюпця числа, 
который могутъ быть и не целыми, A L, А 2, . .  . ,  Ар — постоян-

7*
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ныя, отличныя отъ нуля, и £ — третье безконечно малое. Числа 
»lt А х, ??2, Ч 2, . .  . могутъ быть определены последовательно 
однимъ и темъ же пр1емомъ. Прежде всего ясно, что пх равно 
порядку малости у относительно ж, а А х равно пределу отно-

изъ этого равенства следуетъ, что п2 равно порядку малости их,

поступать и для получешя следующихъ членовъ. Отсюда видно, 
что безконечно малое у не можетъ иметь двухъ существенно 
различныхъ разложешй вида (4); если оба разложешя имеютъ 
одинаковое число членовъ, то они тождественны; если одно 
изъ нихъ имеетъ р  членовъ, а другое p  + q, то члены перваго 
разложешя входятъ во второе. Въ частности, этотъ методъ 
прнменимъ къ разложенш f(a + h) — f(a) по степенямъ h , нри- 
чемъ нетъ надобности иметь общее выражеше высшихъ произ- 
водныхъ отъ функцш Дж); напротивъ, этотъ методъ даетъ удоб
ный способъ вычислять значешя производныхъ f'(a), . .

П р и м е р ы .  — Разсмотримъ уравнеше
у) =  А хп + В у  + хуф(х. у) + С х ^ 1+ . . . 4-Dy2+ . . . = 0 , (5)

где оба коэффищента А  и В  отличны отъ нуля, Ф(х, у) есть 
целый многочленъ по х  и у, и опущенные члены составляюсь 
два многочлена В(х) и Q (у), деляпцеся соответственно на ж"+1 
и на г/2.

Если х  стремится къ нулю, то уравнеше (5) имеетъ одинъи 
только одинъ корень у, который стремится къ нулю вместе съж 
(§ 20). Чтобы приложить къ этому корню формулу Тэлора, необ
ходимо иметь высипя производныя, которыя можно было бы 
найти по общнмъ формуламъ, но будетъ проще, если мы не
посредственно прнменимъ къ этому корню изложений выше ме
тодъ. Для этого заметимъ, что главная часть безконечно малаго 

А  'корня равна —^ х п. Въ самомъ деле, если въ уравнети (5) 

положимъ

то, выполнивъ подстановку и разделивъ результата на х’\  мы 
получимъ уравнеше того же вида, которое будетъ иметь 
только одинъ членъ съ ух въ первой степени, именно Вух,

шенш

( 6 )
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Если х  стремится къ нулю, то уравнете (6) имгЬетъ одинъ 
безконечно малый корень у1У и, следовательно, главная часть

А
безконечно малаго корня уравнешя (5) равна —-^ж”. На осно-

д
ваши тЪхъ же соображешй главная часть у1 есть—~жи<, и мы 
можемъ положить

У— ~  + ( - ^ в + У 2 V +*' >

где уг есть новое безконечно малое, главную часть котораго 
получимъ, положивъ въ уравненш (6)

ух = Х " * ^ - ^ + у ^  .

Поступая такимъ же образомъ дальше, мы найдемъ для 
корня у выражеюе вида

y = 0LXn+a1x"+”t + a2xn+,l‘+”*+ . . . + (ар+£)хп+,'1+- ■ ■ +Ht,
которое можетъ быть продолжено сколь угодно далеко. Все 
числа п , п1Уп2, . . . ,  п суть числа целыя, какъ это и должно 
•быть, такъ какъ въ разсматриваемомъ случае мы находимся 
въ услов!яхъ, при которыхъ применима формула (3 ). Въ са- 
люмъ деле, полученное разложеше — то же, какое дала бы 
формула Тэлора, если бы мы въ ней положили а = о, h=x.

Вотъ другой примеръ, въ которомъ показатели могутъ и 
же быть целыми числами. Пусть будетъ

_ А х «  +  В х Р + С х У +  . . .

У~  1 +  В 1х ^  + С1хУ1 +

где а, 8 , у, . . . и Yi> ■ ■ ■ образуютъ два ряда положитель- 
ных'ъ возрастающихъ чиселъ, и коэффиц1ентъ А  не равенъ 
нулю. Ясно, что главная часть у есть Аха, и мы имеемъ 

_ АхК =  ВхР+Сх?+ , , , - А х а(В}х ^ + С 1хУ̂  + ■ ■ ■ )_
У Л 1 + В 1х*1 + С1хУг+ . . .

Это выражеше того же вида, какъ и первое; мы получимъ 
•его главную часть, взявъ низший по степени членъ въ числи
теле. Очевидно, что этотъ нр1емъ дастъ намъ сколько угодно 
членовъ разложетя.

Пусть будетъ f(x) функпДя, имЬющая производныя до (»+i)-ro по
рядка; зам’Ьнивъ въ формул-Ь (3) а черезъ х, получимъ

f ( x + h )= f(x )+ l± f ' ( x ) + ^ - 2 Г(рс)+ . . . +  -————— |V (’*)'(*)+еJ >

гд-Ь е стремится къ нулю одновременно съ h. Предположимъ съ другой
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стороны, что мы получили какимъ-нибудь способомъ для f(x+ h ) выра- 
жош е того же вида

f№ + h )  = f(x )  + lup1(x)-i-lt:2(f2(x)+ . . . + hn ^ п(ж)+б' |.

Оба разложеш я функцш f  должны быть почленно тождественны,
такъ что функщи <р1У <р2, . . . , <р„ будутъ отличаться отъ производныхъ 
отъ f(x) только числовыми множителями

.  . , <Р„(х) =
1 . 2 . . .  П

Это зам-Ьчаше бываетъ полезно при вычисленш производныхъ отъ 
н-Ькоторыхъ функций. Пусть, напрым'Ьръ, требуется вычислить произ
водную п-то порядка функцш отъ функцш

D = f(U), гдЬ и~<р(х).
Пренебрегая членами порядка выше п-го относительно h, находима, 

Jc=y(x+li) — <p(x) = -  <р'(х)-\~—  <р"(х)+ . . . Н-------------  ")(и?),
X 1 * 2  1 . 2 .  . г )Ь

и  такимъ же образомъ, пренебрегая членами порядка выше п-то отно
сительно к, получаемъ

f ( u + k ) - f \ u)J ±  m + J L r ( u) + . . .  +  - А " - f w  (и).
I  1 * 2  1 • 3  .  , • /о

Если во второй части посл’Ьдняго равенства мы замйнымъ А: черезъ
7j 7.2 7i»i
7 <р'(ж)+—  ?"(*)+  . .  • +7—77—7; <р(,,) О»)

и расположимъ результата по возрастающимъ степенямъ А, то оче
видно, что опущенные члены не окажутъ никакого в.-пятя на коэффи- 
вденты членовъ съ h, А2, . . . , 7t" . Коэффищентъ при Ьп будетъ равенъ 
производной д-го порядка отъ f \ rp{x)\, д-Ьленыоп на производеше 
1 . 2  . . . п, что можно представить сл'Ьдующимъ образомъ:

D" {fl<P (*)]} = [ ^  1f '{u )+ A 2- ^ + .  . /•(*)(„)] 1 . 2 .

гд-fc обозначаетъ коэффищептъ при /г» въ разложенш

Дальнйнппя подробности относительно этого метода читатель най- 
детъ въ С o u r s  d ’A n a l y s e  Эрмита (Hermite) (стр. 59).

4 7 . Неопределенный выражешя. •— Пусть будутъ f(x)  и 
<р{х) дв^ функщи, обращаюицяся въ нуль при одномъ и томъже 
значенш перем+ннаго х = а .  Разыскаше предала, къ которому 
стремится отношете

(р (a  +  h )

при А, стремящемся къ нулю, есть лишь частный случай задачи 
о нахожденш предала отношешя двухъ безконечно малыхъ*). 
Этотъ пред'Ьлъ получается непосредственно, если известны

’) См, также § 7.
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главный части обоихъ безконечно малыхъ; такъ будетъ, напри- 
мгЬръ, въ томъ случай, если формула (3 ) применима вблизи 
точки а къ каждой изъ функщй f{x) и gг (а). Предположим!., 
что первою производною отъ /’(ж), не обращающеюся въ нуль 
при х  = а, будетъ производная ̂ ?-го порядка: и что пер
вою производною отъ до (ж), не обращающеюся въ нуль при 
х=а,  будетъ производная g-го порядка: gAi\a). Приложивъ 
формулу (3 ) къ каждой изъ функщй f{x), д> (х) и разд'Ьливъ 
полученные результаты, найдемъ

f(a + h) =  /4р_, 1 . 2. . .  .д  f (p\a) +  е ̂
(p(a + h) 1 I . 2 . . .р  д>(&(а) + ь''

гдгЬ е, ь'—два безконечно малыхъ. Изъ этой формулы очевидно, 
что при h, стремящемся къ нулю, разематриваемое отношете не
определенно возрастаетъ, если q больше и стремится къ нулю, 
если q меньше р\ при q—p  предыдущее отношете стремится

къ конечному пределу /• w (g).
(р й’)(а)

Неопределенность такого рода встр-Ьчается иногда въ уравнетяхъ 
касательной къ кривой. Пусть будутъ

X=f{t), y=<p(t), z=y>(t)
формулы, даюшдя координаты любой точки кривой С, выраженный 
въ функщй параметра L Согласно § 5 , уравнешя касательной къ этой 
кривой въ точк-Ь М, соответствующей значешю <0 параметра, будутъ

x - f ( t 0) _  г - У( д  _  z - y ( to)
Г  (to) <p'{t0) Г  (to)

Эти уравнешя обращаются въ тожества, если трн производныхъ 
f'(t), 4>'(t) одновременно равны нулю при t = t0. Чтобы устранить
это затруднеше, возвратимся къ самому выводу уравиепш касательной 
къ кривой. Пусть будетъ М' точка кривой С, лежащая вблизи точки М, 
и (t0+ h)— соответствующее ейзначеше параметра; уравнешя хорды МАД

° УДУТЪ X - f ( t e) Y - у (f0) . Z-xp(t0)
f ( t 0+ h ) - f ( t 0) <p(t0+h)-<p(t0) 4-(t0+ h ) - 4 { t0)'

Для большей общности мы предположимъ, что вс* нронзводныя отъ 
функщй f  (t), <p(t),q>(t) порядка нпже jp-го (p > i) будутъ равны нулю 
при t= t0, но что, по крайней Mipfe, одна изъ производныхъ р-го по
рядка, наприм-Ьръ, fir) (t0) не равна нулю. РаздЬливъ всЬ знаменатели 
предыдущихъ уравнешй на liv и прилагая къ нимъ общую формулу 
(3), мы можемъ представить эти уравнешя въ виде 

X - f ( t 0) Y —<p(t0) _  Z — if> (t0)
fM  («0)+е~ф(! 0 (<„)+«' у (e)

гд-Ь г, s', e" — три безконечно малыхъ. Если теперь мы будемъ прибли
жать h къ нулю, то эти уравнешя въ пределе обратятся въ

х - т  _ Y~ <р w  _ z ~ ч> (fB)
fa» Vo) 9 ^  (Q у <*>(#„)

и не представятъ более никакой неопределенности.



Т-Ь точки кривой С, въ которыхъ появляется такого рода неопре
деленность, будутъ, вообще, особыми точками, въ которыхъ кривая 
им-Ьетъ некоторый особенности въ форме. Такъ, плоская кривая, пред
ставляемая уравнешями

x - t 2, y = t3,
doc dzjпроходить черезъ начало коордпнатъ и имеетъ въ этой точк-Ь =о.
(ЛЬ (ЛЬ

Касательною въ  начал'Ь координатъ служить ось х , и начало есть точка 
возврата перваго рода.

4 8 . Рядъ Тэлора. -— Если функщя f(x)  им-Ьетъ въ проме
ж утка (а, а + Ъ) неограниченное число производныхъ, то мы 
можемъ взять число п, входящее въ формулу (3 ), сколь угодно 
болынимъ. Если при неограниченномъ возрастанш п остаточный 
членъ Лп стремится къ нулю, то мы получаемъ формулу 

Ъ 7,2 7;п
f ( a  +  h) =  f { a )  +  - f ( a ) + — — f ' ( a )  +  . . - +  т— --------~ f n\ a ) +  • • •> ( 7 )± JL . 2, L . £ . . .

выражающую, что рядъ

/(«) +  * № + •  • • +  I , 2r , w/4> )  + -- •

— сходяпцйся и им-Ьетъ суммою f (a  + h). Формула (7) и есть фор
мула Тэлора въ тЬсномъ смысл-Ь, но она законна только въ томъ 
случа-Ь, если при неограниченномъ возрастанш п остаточный 
членъ Ип стремится къ нулю, тогда какъ формула (3 ) пред- 
полагаетъ только существоваше производныхъ до (?г +  1)-го по
рядка. Зам-Ьняя а черезъ х , мы можемъ представить фор
мулу (7) въ вид-Ь

f ( x + h )  =  f { x )  +  h-  f'(x) +  . . . +  — —  ------ --  f n\ x )  +  . . . ;X 1 .2  . . .  и

полагая же а = о  и замЬняя h черезъ х, получимъ

f (x )  = f(o) + * f ‘(o )+ . .  . +  - f  - f X  0) + . .  . (8)

Посл-Ьдняя формула иногда называется также ф о р м у л о ю  
М а к л о р е н а  (Maclaurin); но должно замЬтить, что вс-fe эти 
различныя формулы въ сущности эквивалентны. Тогда какъ 
формула (8) даетъ разложеше функцш отъ х  по степенямъ х, 
формула (7) даетъ разложеше функции отъ h по степенямъ h : 
достаточно простой зам-Ьны обозначешй, чтобы перейти отъ 
одной формулы къ другой.

Есть одинъ весьма общш случай, когда можно быть увЬрен- 
нымъ, что при неограниченномъ возрастаниям остаточный членъ 
Вл нав-Ьрное стремится къ нулю; это тотъ случай, когда при
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изм'Ьненш ж въ промежутке (a, a+h) абсолютное значете про
изводной любого порядка остается меныпимъ определенного 
числа М. Въ самомъ д’Ьл’Ь, взявъ остаточный членъ въ форме, 
данной Лагранжемъ, им'Ьемъ

К \ < ж {
"+ 1

и очевидно, что правая частв этого неравенства есть обпцй 
членъ сходящагося ряда. Такъ будетъ, наприм'Ьръ, для 
функщй е“, sin ж, cos х. Все производный отъ с равны е® 
и, следовательно, югЬютъ все одинъ и тотъ же maximum 
въ данномъ промежутке; что касается производныхъ отъ sin ж 
и cos ж, то ихъ абсолютное значете никогда не превосходить 
единицы. Поэтому формула (7 ) приложима къ этимъ функщямъ 
при всЬхъ значетяхъ а и h. Остановимся на формуле (8); 
если f{x) = ea, то

/'(o) =  i ,  f'{о) =  1, • • • , f W(o) = l, 
и мы получаемъ формулу

е = i -
7  +  7 7 2 ' . .+ 1 .2  . . .  И+  • • • , (9 )

применимую при всехъ положительныхъ или отрицательныхъ 
значетяхъ х. Если а есть некоторое положительное число, 
то ах— exlogtt, и, следовательно,

г 1 s  log а | (Ж log а)2 [ _ (ж log а) "
I . 1 .2  ’ ’ * 1 . 2  . . . и ' ( I O )

Попожимъ f(x) =  sin ж; здесь выспйя производныя образуютъ 
пертдическую последовательность изъ четырехъ членовъ 
cos ж, —sin ж, —cos ж, sin ж, и значешя этихъ производныхъ 
при ж =  о также образуютъ пертдическую последовательность* 
I, о, —I, о. Такимъ образомъ мы имеемъ для всякаго поло
жительного или отрицательного значешя ж

жsin ж =  - I 1 .2 .3  1 1.2.3.4.5 
и точно также для cos ж найдемъ

( —I)"
2,2"+ 1

1.2.3. . .(2П+ I)

COS Ж= I - Ж -
г2п

Си)

( 12 )I . 2 ' I . 2 . 3 .4  ’ ' ’ I . 2 . 3  . . . 2И
Возвратимся къ общему случаю. Изследовате остаточнаго 

члена Вп редко бываетъ такимъ простыми, какъ въ предыду- 
щихъ примерахъ; но это изследовате можно облегчить, заме- 
тивъ, что если остаточный членъ стремится къ нулю, то рядъ

f(a) + j f ( a )  + . • +  ; f ' \ a )
I . 2 . . . п
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необходимо сходящийся. Вообще, прежде чймъ пзсл'Ьдовать Лп, 
удобнее убедиться въ сходимости ряда; если для данныхъ 
значенш а и h этотъ рядъ расходящийся, то продолжать дальше 
изслТдоваше безполезно: можно утверждать, что, при неогра- 
ниченномъ возрастанш п, Вп къ нулю не стремится.

4 9 . Разложеше l o g ( i + x ) . — Функщя log (i +  x) непрерывна 
и им’Ьетъ неограниченное число производныхъ, если только х 
больше —I. Ея производный им-Ьютъ сл,Ьдующ1я выражешя:

f { x ) = r h

т -

Г ( Х ) -

— I
(I Ч-Ж)2’ 

I . 2
( l +X)3

f^n+1\ x )  = { - 1)"1
( l+ * )“

.2 . . .  Я
(Ц-ж ) 1̂ 1

ИзслТдуемъ, при какихъ значешяхъ х можно приложить
къ этой функцш формулу Маклорена (3 ). Напшпемъ сначала
формулу въ ея общемъ вид^, съ остаточнымъ членомъ,

1 / , х  ж2 х3 х п _log (n --r) =  _ _ _ +  —_  +

Остаточный членъ В п стремится къ нулю только въ томъ слу
чай, если рядъ

х ж2 х3
2 3

/ ч 1. . +  - I  » - 1 _
п

будетъ сходящимся; это будегъ им-Ьть м-Ьсто при значешяхъ ж, 
заключающихся между — i и + i ,  включая сюда и верхшй пре- 
дй;лъ + i .  Предполагая, что переменное х  заключается между 
этими пределами, возьмемъ остаточный членъ въ форм-Ь, данной 
Коши,

R  = * '+ 1(1 -6 )“ ( - 1 ) " 1 .2 . .
. п

или

К  = (-1)"ЖИ +

(ц-0л?)*т1

1 — 0

(l+ 0x)u+I ’

i +Ьх 1+0ж
Предположимъ сначала | ж | < I . Тогда первый множитель жге+1

1 — 0стремится къ нулю; второй множитель , какъ при поло-

жительномъ, такъ и при отрицательномъ ж, меньше единицы, 
такъ какъ числитель меньше знаменателя; посл’Ьдшй множи-
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тель остается конечнымъ, такъ какъ опъ меньше
1 - 1 Ж1

образомъ, при иеограниченномъ возрастали п, остаточный 
членъ Вп стремится къ нулю. При х= 1  изъ предыдущаго вида 
остаточнаго члена нельзя вывести никакихъ заключетй, но 
взявъ остаточный членъ въ форме, данной Лагранжемъ, при 
х — т будемъ иметь

^ п  ̂ п +1 (i + 6)н+1’
и очевидно, что, при иеограниченномъ возрастанш п, Вп стре
мится къ нулю. МзслЪдоваше- остаточнаго члена при ж= — i без- 
полезпо,такъ какъ въ этомъ случай рядъ, очевидно, расходя- 
щшся. Такимъ образомъ при а;, заключающемся между + 1  и — I, 
мы имТемъ

. , , .Г Я " хлlog(i + x) =  y -  — +  у - .  . . + , X
I ( г З )п

Формула остается применимою и при x = i ;  это даетъ намъ 
интересное соотношеше

log 2 = l - i + | - - + . . (—I)—1—h.п ( 14 )

Такъ какъ формула (i3 ) применима только при а; =  I ,  то 
она не позволяетъ вычислять логаргшмы цфдыхъ чиселъ. За- 
мтЁтимъ въ этой формуле х черезъ —х\ новая формула

о Q )!•/у* /уа ггО /у»
,og( I - l ) = _ £ _ l _ | - . - i — . ( * ) '

пригодна для значетй ж, заключающихся между —I и + i ;  
вычитая почленно (гЗ)' изъ (хЗ), находимъ

log 1 + х =  2 X X3 X5
7 + 3 + 5

3-2П + 1
• Н---------- ;------- г  • • •

2П +  1 (1 5 )
г + х

При измененш х  отъ о до I, ращональная дробь ——  все
время возрастаетъ отъ + 1  до Ч-со; такимъ образомъ можно 
вычислить логариемы всехъ целыхъ чиселъ. Но можно полу
чить более сходящшся рядъ, вычисляя разность логариемовъ 
двухъ последовательныхъ целыхъ чиселъ; для этого иоложимъ 

I + х N + г г---------,т . или х = , т ,I — х N  2 N  +  х
тогда предыдущая формула принимаетъ впдъ

х т Ilog (N + 1) —1о» lT” 2 [ i X + i"*"3 (2 .Ar+ i ) 3”t 5(2iV+i)5+
- ] ■

и мы имеемъ во второй части очень быстро сходящихся рядъ, 
если только число JV достаточно велико.
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П р и м е ч а н 1  е .—П р и л о ж и м ъ к ъ ф у н к ц ш  lo g ( i+ ;r )  общую ф орм улу (3), 
п о л о ж и в ъ  в ъ  ней  а =  0, h = x , п=  i ; в зя в ъ  остаточный членъ  в ъ  ф орм е, 
д ан н о й  Л агр ан ж ем ъ , получим ъ

iog (1+^)=x- ^ i r e ? -

З а м е н я я  в ъ  п о сл ед н ей  ф орм уле х  черезъ  - ,  найдем ъ

. ,1 I 1и
l o g  I  +  -  = ----------- г,,\ П 11 2П-

г д 4  9Н есть полож ительное число, меньшее единицы . О тсюда мож но 
вы вести  н и сколько  и нтереены хъ  ел’ЬдствШ .

1°. Т ак ъ  к ак ъ  гарм оническ1й р я д ъ  — расходяпцйся, то сумма

2  = 1 + ; :+ ■ • + ?4

И+1
п

в о зр астаетъ  в м ес те  съ  п, но разность  2 п — log И стрем ится к ъ  кон еч
ном у п р о д е л у . В ъ  самомъ д'Ьл'Ь, представпм ъ эту разность  въ  в и д е

i1 ~ lQg i)+(; - log f)+ • ■ ■+(1 ~log nr)+ ■ • •+l}rlog nr) +log
H o -  — log ^ 4 4 ?: есть общ1й членъ сходящ агося ряд а, такъ  к ак ъ , поР р

п р ед ы д у щ ей  ф орм ул^, мы им'Ьемъ соотнош еш е

г ,08(‘+1)=^ ’
которое п ок азы ваетъ , что этотъ членъ меньше общаго члена сходящ агося 

р я д а  ^  Л р П ри  неограниченном ъ возрасташ и  п  количество

log}l± i  = l °g( i+^)

стрем и тся к ъ  нулю . Т акнм ъ  образом ъ разсм атриваем ая разн ость  стре
м и тся к ъ  конечном у п р ед ел у , носящ ему н азваш е Э й л е р о в а  п о -  
с т о я н н а г о .  Его зн ачеш е, съ точностью до двадцатаго  десятичнаго  
зн а к а , равн о  0=0,57721566490153286060.

2 °. Р азсм отри м ъ  вы раж ен 1е

:+.щгг+ • • • +;'У = -----11+ 111+ 1 1 П + 2 • ■ ■ ■ ' п+р’
г д е  п  и  р — д в а  ц ел ы х ъ  неопределенно возрастаю щ ахъ числа. Мы м о - 
ж ем ъ  пред стави ть  это вы раж еш е в ъ  в и д е

■=(I+ J + - - - + ^ - I I  +  - - • + :

I + - +  - -• 
2

I
п + р ' ' log (.n-\-p)-\-Qn+p,

I +  2+ • • • +^ = 1°gn + (>»’,
п ри чем ъ  Qn±-p и gn п р и  неопределенном ъ  возрасташ и  п и р  стрем ятся 
к ъ  одном у и  тому ж е п р ед ел у  С. О лЬдовательно, мы им еем ъ

2  = 1°g
Н о р азн о сть  Qn+p — Qn стрем ится к ъ  нулю ; это п оказы ваетъ , что сумма

Р2  имЪетъ предЪ лъ только в ъ  томъ случай, если отношение £ само
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им'Ьетъ предЬлъ. Бели это отношеше имЬетъ предЬлонъ а, то сумма 2  
имЬетъ предЬломъ log (i + а).

Наприм'Ьръ, положивъ р = п, найдемъ, что сумма

—— |— -— |- . . . +  —
11 +  1 1 1 + 2  211

имЬетъ пред'Ьломъ log 2.

5 0 . Разложеше (1 + я)т . — Функщя (i + x)m им-Ьетъ при вся- 
комъ т вполне определенный смыслъ, если только г + х  по
ложительно; она им^етъ безконечную последовательность про- 
изводныхъ, который все будутъ непрерывными функщями 
отъ х  при положительномъ х +х,  такъ какъ все выражешя 
ихъ будутъ одинаковаго вида

Р (х)=т(I +х)т~1, 
f ' ( x )=m(m— i) ( i+x)m~2,

р п\ х )  =  т ( т — i ) . . . ( и г - 1 1 +  i ) ( i  +  х ) т~ п ,

Р”+1\х )  = т(т—1). . .  (m — n)(i+x)m- n~1.

Применяя къ этой функцш общую формулу (3 ), находимъ

/ т т(т— i) „(i + ж) = Ц — х -\—  ------’х°-+ . .  .I 1 .2
+  т(т-т) . . . ( т —п + г)^  д  

1 .2  . .  .11 п‘

Для того чтобы при иеограниченномъ возрастанш п оста
точный членъ стремился къ нулю, прежде всего необходимо, 
чтобы рядъ, общш членъ котораго имеетъ выражеше

т(т— i ) . . .  (т —» + i )  ,,---------- ---------------- -—х ,1 . 2  . . .  и
былъ сходящимся.

Но въ последнемъ ряде отношеше каждаго члена къ пре-
иг — гг + 1

дыдущему равно ---------- х, и, при иеограниченномъ возраста-¥Ь
нш п, это отношеше стремится к ъ —ж. Такимъ образомъ рядъ 
можетъ быть сходящимся только при \х \ S i .  Разумеется, здесь 
исключается тотъ случай, когда т есть целое положительное 
число; мы имеемъ тогда элементарную формулу бинома. Огра
ничимся темъ случаемъ, когда \х \ <  i . Чтобы показать, что 
остаточный членъ стремится къ нулю, представимъ его въ виде, 
данномъ Коши,

в  т ( т - 1) . . .  (т—н) , ( х —в \ и.
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Первый множитель m(in — i) . . . (т —п) >И -г 1
1 . 2 . стремится къ нулю,

какъ обнцй членъ сходящагося ряда; множитель 1—0
х + Нх меньше

единицы; наконецъ, пос.тЬдшй множитель ( i + 0ж)т_1 меньше 
н'Ькотораго опред’Ьленнаго предала. Въ самомъ д'Ьлй. если 
т — I >  о , то мы им’Ьемъ

(i +  fte)m- 1< 2 m- 1;

если же т —1 < 1 , то (i + 6ж)ж~1 < ( i  — | х j )m_1. Такимъ образомъ 
при всякомъ значенш х, заключающемся между — i и -+- х, мы 
им'Ьемъ разложете

, т т(т— i)( i +ж) = i  + —х-\----------- -х- + . . .

, т (т -х )  . . . ( т - п  + х ) ^  |И--------------------------------Л> “Г
(i6)

I . 2 . . . П
Случай х = ± х  мы разсмотримъ ниже.

Такимъ же образомъ можно вывести еще сл’Ьдуюийя фор
мулы

1 ж3 I . 3  х5arc sin х —х —  -тг -1------ — г  • • •2 3 2 . 4 5
! . 3 . ?  ( 2 . - 1 ) ^

2 . 4 . 6  . . .  2» 211+ 1

/̂ 3 /̂ 5 /£?
аг с tg ж =  ж — ----------b ■ . • + ( - i ) n—   h - • ■■е 3  5 7 2п+х

Ниже эти формулы будутъ получены бо.тЬе прямымъ путемъ; онгЬ 
применимы при значетяхъ ж, заключающихся между — i  и + i .

За исключетемъ предыдущихъ примЬровъ (и Н'Ькоторыхъ 
другихъ) во всЬхъ остальныхъ случаяхъ и.ксгЬдоватс оста- 
точнаго члена, вообще, представляетъ болышя трудности всл'Ьд- 
ств1е возрастающей сложности высшихъ производныхъ. Поэтому 
на первый взглядъ могло бы показаться, что прим'Ьнетя фор
мулы Тэлора къ разложенью функцш въ ряды должны быть 
очень ограничены. Но такой взглядъ былъ бы совершенно не- 
вгЬренъ; напротивъ, въ современномъ анализ'Ь эти разложешя 
играютъ основную роль. Но чтобы оценить все ихъ значете» 
нужно стать на другую точку зр'Ьшя и изучать свойства щб- 
лыхъ рядовъ на нихъ самихъ, независимо отъ ихъ происхож
дения. Съ этого рода изсл-Ьдоватями мы часто будемъ им’Ьть 
д-Ьло во многихъ изъ посл'Ьдующихъ главъ.

Зд'Ьсь мы зам’Ьтимъ только следующее. Рядъ

f(o) + j f ( o ) +  Y ~ f \ o )  + t {n\ o )  + . . .
1 . 2



можетъ быть сходящимся и тймъ не менйе не представлять той 
функцш /'(я-), отъ которой онъ происходить. Коши даль сл'Ь-

дугощш примерь такого ряда. Пусть будетъ f(x) =  e тогда 
2_

f'(x) = ̂ e  * , и, вообще, и-ая производная будетъ имйть видьхл

•Ху

гд-Ь Р  обозначаетъ многочленъ. При х = о вей эти производ-

ныя будутъ равны нулю, такъ какъ частное отъ дйлешя е на 
любую положительную степень х стремится къ нулю вмйстй

съ х\ въ самомъ дйлй, положивъ х = ~, получимъ

§§ 5°--51- l --- ФОРМУЛА И РЯ Д Ъ  ТЭ Л О РА .--- О БЩ Ш  ТЕОРЕМЫ . I I I

0-
а известно, что, какъ бы велико ни было т, неограниченно

Z
возрастаетъ вмйстй съ z.

Съ другой стороны, пусть будетъ д>(х) функщя, къ которой 
применима формула (8),

Ф)=<р{o) + V (o )  + r^-f/'"(o)+ • ■ • + — ~ — ~Ф(пЦо) +  . . •X X т yd X • yd II
JlПолагая F(x) = y>(%) + e~x*, получимъ ^

F(o)=<p(o), F'(o) = <p’(o), . . . ,  F {n\o) = <(.{n\o ),
такъ что разложеше F(x) по формулй Маклорена было бы 
тождественно съ предыдущимъ разложетемъ функцш <р(х). 
Следовательно, сумма полученнаго таюмъ образомъ ряда пред- 
ставляетъ функщю, совершенно отличную отъ той, отъ кото
рой. этотъ рядъ происходить.

Вообще, очевидно, что если двй различныхъ функцш f(x) 
и <р(х) будутъ при х о равны между собою вместе со своими 
производными, и если одна изъ нихъ разлагается въ рядъ 
Маклорена, то другая уже не можетъ разлагаться въ такой 
рядъ, такъ какъ въ противномъ случай коэффищенты разло
жения были бы для обйихъ функцш одинаковы.

5 1 . Р а с п р о е т р а н е ш е  н а  ф у н к ц ш  м н о г и х ъ  п е р е м й н н ы х ъ .—
Пусть будетъ co = f (x ,y , z )  функщя трехъ перемйнныхъ; бу- 
демъ искать разложеше f(x + h, y + h , z+l)  по степенямъ й, к, I, 
соединяя въ одну группу члены одной и той же степени. Коши 
приводить эту задачу къ предыдущей слйдующимъ искус-
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ственнымъ npieMOMb. Дадимъ ж, у, к, I постоянный значе- 
ш я и положимъ

<p{t)=f{x +  lct, y  +  ht, z + l t ) ,  

где t — вспомогательное переменное.
Функщя <p(t) зависитъ только отъ одного независимаго пере- 

м^ннаго t\ если мы приложишь къ ней общую формулу Тэ- 
лора съ остаточнымъ членомъ, то найдемъ

<Р(!) = 9>(о) + ~  < р \о ) +  у"(о) +  . . .I . 2

+  -
Г‘

1 .2  . . .П <Р(п,(°) +
tп+1

I . 2 («+ !)
’(1 7 )

гд’Ь 9>(о), д>'(о), . . ., <р(,,)(о) представляютъ значетя функцш y ( t  
и ея производныхъ при t = о, а ^ ,,+»(9 )̂ — значеше (п-ы)-ой 
производной при значенш Ы, причемъ 6 заключается между 
нулемъ и единицею. Но мы можемъ разсматривать <p(t) , какъ 
сложную функцш отъ t,<p(t)=f(u,v,w), причемъ посредствую
щая функции

U = X + Jlt, v =  y  +  lct, lV  =  Z + lt
будутъ л и н е й н ы м и  функщями отъ t. По § 17 выражеше 
дифференщала ш-го порядка, dm<p, будетъ такое же, какъ 
если бы и, v , w были независимыми переменными; такимъ обра- 
зомъ мы получаемъ символическое равенство

+ -^< 7 » +  ] = d tm[ ~ / t  +  3 Ч ; +
(m)

1  J f y .  , * / \ \ w
(?и (7о div  J

или, разде.ливъ на dtm,

При t — o, и, v, w обращаются соответственно въ х, у, z\ поль
зуясь прежнимъ символическимъ обозначешемъ, мы предста- 
вимъ предыдущее равенство при t —o въ виде

^ > = ( £ * ф 4 Т -
Точно также будемъ иметь

причемъ въ последней формуле после разложешя х ,у ,0  должны 
быть соответственно заменены черезъ

х+ЬМ, у + Ш, г + Ш.
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Полагая теперь въ формуле (17) t — 1, получимъ

f (x+h,  у + Ъ, s+J)^=f(x, У, *) + ( & + % *  + %*) +

. .+

\дх
df ;

d// дв 
d f 1 df Y")

1 ,  + x- & +  "з- ?I . 2 . . .  и Vox oy oz + Д.

Остаточный членъ J?n югЬетъ выражеше
i

Д, =
' d f 7 d f  d f \  t*+«

i.2...(n+i)Vd»A + <^*+ * 7

(18)

причемъ после раскрытая символа x, у , г должны быть заме
нены черезъ х + 6/», 2/ +  6/с, 5 + 0L

Формула (18) вполне аналогична общей формуле (3 ). Если 
при данныхъ значешяхъ х, у, я, 7г, /с, I остаточный членъ стре
мится къ нулю при неограниченномъ возрастанш п, то мы бу- 
демъ иметь разложеше въ рядъ функцш f ( x + h , у + Ъ, 2+1), при
чемъ все члены этого ряда будутъ однородными многочленами 
по h, Ъ, I. Но, вообще, по выражетя для Rn очень трудно 
определить, когда этотъ остаточный членъ стремится къ нулю.

5 2 . Изъ формулы (18) можно вывести т а т я  же следств1я 5 
к а т я  въ случае одного независимаго переменнаго мы получили 
изъ формулы (3 ). Напримеръ, пусть будетъ z=f(x ,  у) уравнение 
поверхности S. Если вблизи точки (х0, у0) функщя f{x,y) непре
рывна вместе со своими частными производными до некотораго 
порядка, то по формуле (18) найдемъ

/1*о+ 4. % +*>=/■(*.. »o) + ( ^ 0, ,+ 5 70i:

i . 2 \dx0 dy0
(2)

-i- . . .  + R n

Ограничиваясь въ правой части сначала двумя первыми чле
нами, потомъ тремя и т. д., мы получимъ уравнеше плоскости, 
затемъ уравнеше параболоида и т. д.; вблизи точки (х0, у0) 
все эти поверхности будутъ очень мало различаться отъ раз- 
сматриваемой поверхности S. Эта плоскость будетъ не что 
иное, какъ касательная плоскость; точно также, изъ всехъ 
параболоидовъ, представляемыхъ уравнешемъ вида

е = Ах2 +  2Бху -)- Су2 + 2Их + 2Еу +  F,
этотъ параболоидъ вблизи точки (ж0, у0) будетъ наиболее при
ближаться къ поверхности S.

Формулою (18) пользуются также при разыскаши предель- 
ныхъ значений функщй, принимающихъ неопределенный видъ. 
Пусть будутъ f (x ,y) ,  <р{х,у) две функцш, которыя при

8КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА.
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# = а ,  у = Ъ  о д н о в р е м ен н о  о б р а щ а ю т ся  въ н у л ь , н о  остаю тся  
н епреры вн ы м и  в м е с т е  со  св ои м и  частны м и п р ои зв одн ы м и  д о  
н ^ к о т о р а г о  п о р я д к а  в бл и зи  эт о й  точ к и  #  =  а, у  =  Ъ. Н ай дем ъ  
п р е д е л ъ , к ъ  к о т о р о м у  стр ем и т ся  ч аст н ое

f j v ,  уi
У)'

к о г д а  х  и  у ст р ем я т ся  с о о т в ет с т в е н н о  къ  а и  Ъ. П р ед п о л о -
ж им ъ  сн а ч а л а , ч то четы ре п р о и зв о д н ы х ъ  п ер в а г о  п о р я д к а
d f  df д<р д(р дуг
( Г ’ Ж  d a ’ d& Н6 Р авны  °Д н о в Р ем ен н о н у л ю . Мы м ож ем ъ н а 

п и сат ь

f J a  + K y  + Ц  ,‘ ( ^  +  ‘ ) + К ^ + *')

п ри чем ъ  €, г ', £1? s f  ст р ем я т ся  к ъ  н ул ю  в м е с т е  съ  1г и 1с. 
Е сл и  то ч к а  (я , у) ст р ем и тся  к ъ  (а, Ъ), то 1ь и  1с стр ем я т ся

1с
к ъ  н ул ю ; п р е д п о л о ж и м ъ , что о т н о ш ен !е  ^ стр ем и тся  п р и  этом ъ

к ъ  п р е д е л у  а ,  т . - е .  что т оч к а  (# , у)  оп и сы ваетъ  к р и в у ю , и м е ю 
щ ую  въ  т о ч к е  (я , Ь) о п р е д е л е н н у ю  к а са т ел ь н у ю . Р а зд е л и в ъ  
о б а  ч л ен а  п р е д ы д у щ а г о  о т н о ш е т я  н а  А, н а й д ем ъ , что д р о б ь  

/ ( * ,  У)
<Р У)

и м еет ъ  п р е д е л о м ъ

д1 л - а д1  
da _ d b
дер dip
d a ^ a db

Мы в и д и м ъ , ч то п р е д е л ъ  этой  д р о б и , в о о б щ е , зав и си тъ  отъ а ,  
т . - е .  отъ  т о г о , к аки м ъ  обр азом ъ  п ер ем ен н ы я  х  и у п р и б л и 
ж а ю т ся  к ъ  свои м ъ  п р е д е л а м ъ  а и  Ъ. Э тотъ п р е д е л ъ  н е  б у д е т ъ  
за в и с е т ь  отъ  а  тол ь к о  въ томъ с л у ч а е ,  если

df dip df dip _
Та db~dbTl= °'

ч ег о , в о о б щ е , н е  б у д е т ъ .
_ х df df dip dp

Е сл и  при #  =  я , у = Ъ  в с е  п р о и зв о д н ы я  ^  равны

н ул ю , то взявъ въ ф орм ул е ( i8 )  члены в т ор ого  п о р я д к а , п ол у- 
чимъ

f  (я +  А, Ъ-\- 1с) 
(р (a -\-h , Ъ +  к)

да2 да дЬ дЬ1
I 2

д2(р
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г д е  £, г', е'', е / '  —  безк он ечн о малыя кол ич ества. О бозн а-
1с

ч ая , п о -п р еж н ем у , пред'Ьлъ о т н о ш е ш я  ^ ч ер езъ  а , найдем ъ, что 

п редЬ лъ р азсм атр и в аем ой  д р о б и  б у д ет ъ

d2 L + 2 l L a + d̂ a ,
да2 д а д б  ^  дЬ2
д^ф д2ф д2ф ’

этотъ  пред'Ьлъ, в о о б щ е , зависитъ отъ  а .

I I .  —  О С О Б Ы Я  Т О Ч К И . — M A X IM A  и M IN IM A .

5 3 . Особыя точки.—  Е сли  к оор ди н аты  (х0, у0) к а к о й -н и 
б у д ь  точки М 0 п л оск ой  к р и в ой  (7 , п р едстав л я ем ой  у р а в н е т е м ъ  
F ( x , y )  =  о ,  н е  обращ аю тъ  одн ов р ем ен н о  въ н ул ь  о б й и х ъ  ч аст-

ныхъ п р ои зв одн ы хъ
d F  d F
d x '  ду ’

т о , к а к ъ  мы в и д е л и  вы ш е ( § 2 2 ) ,

ч ер езъ  точ к у М 0 п р о х о д и т ь  ед и н ст в ен н а я  в ет в ь  к р и в о й  С; 
к асател ь н ая  к ъ  этой  в ет в и  им'Ьетъ у р а в н е ш е

dp+9F
г д е  ч ер езъ  — -— - мы обозн ач аем ъ , в о о б щ е , то  зн а ч е ш е , к о т о р о е

дхь ду9

п ри ни м аетъ  п р и  х — х0, у = у 0 п р о и зв о д н а я

d F  d F  ,
в рем ен н о —  =  — =  о ,  то точ к а  (х01 у 0) есть о с о б а я  т о ч к а

к р и в о й . П р ед п о л о ж и м ъ , что тр и  ч астн ы хъ  п р о и зв о д н ы х ъ  в т о 
р о г о  п о р я д к а  отъ F  н е  равны  н ул ю  п р и  х = х 0, у = у 0 и  что  
эти  п р о и зв о д н ы я  BM'fecT'fe съ  п р ои зв одн ы м и  тр ет ь я го  п о р я д к а  
непреры вны  вбл и зи  точ к и  (х0, у0). В ъ  этом ъ сл у ч а й  у р а в н е ш е  
к р и в ой  С м ож н о п р едстав и ть  въ в и д е

d"+9F  _
д Щ ? -  Если одн°-

. i r  P F .  d2. . .  . дгР ,

1 . 2 . 3
(х

дх0 ду0
. dF, Л  

xo) + Jf(y-yo)\
(3)
*о+6 (*—яь)> 
Уо+0 (У—Уо)

п ри ч ем ъ  въ п р о и зв о д н ы х ъ  т р ет ь я г о  п о р я д к а  х н у  дол ж ны  

быть зам ен ен ы  со о т в ет ст в ен н о  ч ер езъ  # 0 -}-6 ( # —# 0) и Уо +  ̂  {У~Уо) '
d2F

Мы м ож ем ъ п р ед п о л о ж и т ь , что п р о и зв о д н а я  -r-у  н е р а в н а  д у л ю
У о

такъ  к ак ъ  достат оч н о  и зм ен и т ь  н а п р а в л е т е  о сей  к о о р д и н а т ъ ,
8 *
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чтобы придти къ этому случаю. Положивъ въ уравнении (19) 
y —y0= t ( x —x0) и разд’Ьливъ результата на (х — х0)2, получимь

д2 F (PF д2 F

где F ( x —x0, t) обозначаетъ функцш, которая остается ко-
къ х0. Пусть будутъ tx и t2 дванечною, когда х  стремится 

корня уравн етя
д2]?
дх1

+  21
d2F

дх0 ду0
,а d*F  

Г Т = 0 -
дУо

Ёели эти корни действительны, т.-е. если

/  d2F \ 2 d2F d 2F
\дх0 ду0) > дх\ ду\ ’

то уравнен1е (20) можно также представить въ виде 

V - t i W - h )  +  ( х - х 0) Р = о .

При х = х 0 это уравнете имеетъ два различныхъ корня t = t 1, 
t = t 2. Если х  стремится къ х0, то уравнете имеетъ два корня, 
стремящихся соответственно къ t x и t2\ это можно доказать, 
повторивъ те разсуж детя, которыми мы пользовались при дока
зательстве существовали неявныхъ функщй. Полагая, напри- 
меръ, t — ̂  + u, мы получимъ уравнете между ж и и

и  (;tl - t 2- \ - n ) - \ - ( x - x f)) Q ( x , it) — о,

причемъ Q ( x ,  и) остается конечнымъ, когда х  стремится къ х0, 
а и — къ нулю. Предположимъ, для определенности, что 

— 2̂> ° ,  и обозначимъ черезъ Ж  верхшй пределъ абсолют- 
наго значешя Q (х ,  и ) и черезъ т  — нижшй пределъ количества 
tx — t2^ru при изменешяхъ х  отъ х0—li до x0 + h и и отъ —h 
до + h, где h есть положительное число, меньшее t1 — t2. Пусть 
будетъ е положительное число, меньшее А, иг? — другое положи
тельное число, удовлетворяющее неравенствамъ

. т
’I ' m 1-

Если въ предыдущемъ уравнеши мы дадимъ переменному х  
такое значете, чтобы | х —х() | было меньше г?, то результаты 
подстановки — е и + £  вместо и получатся съ разными зна
ками; следовательно, это уравнете имеетъ корень, стремя- 
пдйся къ нулю, когда х  стремится къ х0, и, следовательно, 
уравн ете (19) имеетъ корнемъ выражете вида

У = У о +  (х ~ х о)  ( * i  +  * ) ,
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причемъ а безконечно мало вмЬстЬ сь х —х0. Это показываетъ, 
что черезъ точку (х0, у0) проходить вЬтвь кривой О, касаю
щаяся прямой

У-Уо = Ч х ~ х о)-

Такимъ же образомъ мы можемъ убедиться, что черезъ 
точку (хд, у0) проходить другая вЬтвь кривой, касающаяся 
-прямой y —y0= t2(x—x0). Точка М 0 есть д в о й н а я  т о ч к а ,  
и мы получимъ уравнеше двухъ касательныхъ въ этой двой
ной точкЬ, приравнявъ нулю совокупность членовъ второй 
степени по (х — ж0), (у—у0) въ уравнеши (19).

Г P F  у  d2F d 2F  .
Если U—г— — г т --г т < 0> т0 точка (хп,уп)есть д в о й н а я  \dx0dy0J dx\ ду1 ™

у е д и н е н н а я  т о ч к а .  Внутри круга достаточно малаго
радтуса съ центромъ въ точкЬ М0 первая часть F(x,  у) урав-
н е т я  обращается въ нуль только для самой точки М 0. Въ са-
момъ дЬлЬ, принявъ за координаты какой-нибудь точки (х, у),
лежащей вблизи Ж0, выражешя

x  = x0 + qcos < р ,  y = y 0 + Qsin<p,
получимъ

р2 f d 2F  - d2F  d2F j
причемъ L  имЬетъ конечное значеше, когда g стремится къ 
нулю. Пусть будетъ П  верхтй предЬлъ абсолютнаго значе- 
т я  L, когда g остается меньшимъ нЬкотораго положительнаго 
числа г. При измЬненш <р отъ о до .2л трехчленъ

d2F  2 ,
■ м С0 5 <р + 2

d2F
дх0ду0

■ , d2F  . 2cos w sm <p +  -  s ir®
дУ\

сохраняетъ постоянный знакъ, такъ какъ онъ им’Ьетъ мнимые 
корни; пусть будетъ т нижшй предЬлъ его абсолютнаго зна- 
ч етя . Очевидно, что ни для какой точки, взятой внутри

УУЬкруга papiyca р < ^ , коэффшцентъ при р2 не можетъ обра

титься въ нуль; такимъ образомъ внутри этого круга уравне- 
me F(x ,y )  = о не имЬетъ никакого рЬш етя, кромЬ д—о,
т. е. ж=ж0, у= у0.

_  , P F  '*Если d2F  d'2F
, , л ] л г х «  = °! т0 касательный въ двойной \ох0 oy0j  oxQ ау0

точкЬ приходятъ въ совпадете, и въ общемъ случаЬ суще- 
ствуютъ двЬ вЬтви кривой, касаюпцяся одной и той же пря
мой и образующая точку возврата. Полный разборъ этого 
случая требуетъ очень тонкаго изслЬдовашя, которое мы вы-



нолнимъ ниже. ЗамЬтимъ только, что разнообразие возможныхъ 
случаевъ вида кривой здЬсь гораздо шире, чЬмъ въ двухъ 
ранЬе изслЬдованныхъ случаяхъ, какъ это видно изъ слЬдую- 
щихъ примЬровъ.

Кривая у2= х 3 имЬетъ въ началЬ координатъ точку возврата 
п е р в а г о  в и д а ,  съ двумя ветвями, касающимися оси х  и 
расположенными направо отъ Оу по обЬ стороны касательной. 
Кривая у2—2х2у+ х*—х5= о имЬетъ въ начал’Ь координатъ 
точку возрата в т о р о г о  в и д а ;  двЬ вЬтви кривой, касаю- 
пцяся оси х ,  расположены здЬсь по одну сторону касательной. 
Въ самомъ дЬлЬ, уравнеше кривой можно представить въ видЬ

5
у —х2 + х 2,

и при очень маломъ х  оба значешя у имЬютъ одинъ и тотъ же 
знакъ, но они дЬйствительны только въ томъ случаЬ, если х  по
ложительно. Кривая

я4 + х2у2 — 6х2у + у2 =  о
состоитъ изъ двухъ ветвей, не имЬющихъ никакихъ особен
ностей; обЬ вЬтви касаются въ началЬ координатъ оси х. Въ са
момъ дЬлЬ, изъ этого уравнешя получимъ

3 x 2 ± x 2l / 8 - x 2 

У ~  I +  х? ’
вЬтви кривой соотвЬтствуютъ двумъ знакамъ передъ кор- 
немъ: онЬ не имЬютъ въ началЬ координатъ никакихъ осо
бенностей.

Можетъ также случиться, что кривая состоитъ изъ двухъ 
сливающихся вЬтвей, какъ, напримЬръ, кривая, представляе
мая уравнешемъ

F  (х , у) =  у2 -  2Х 2у  + X* =  о ;
при передвижении точки (х, у) по плоскости, лЬвая часть 
уравнешя обращается въ нуль, не мЬняя знака.

Наконецъ точка (х0, у0) можетъ быть двойною уединенною 
точкою; такъ будетъ у кривой y2+ x i + yi ~  о, у которой начало 
координатъ есть двойная уединенная точка.

, 54, Точно также точка М0 поверхности S, представляемой 
уравнешемъ F(x ,  у , z) = o , называется особою точкою этой 
поверхности, если координаты х0, у0, этой точки обращаютъ
въ нуль три производныхъ перваго порядка

I l 8  ГЛАВА I I I .  —  ФОРМУЛА ТЭЛОРА И П Р О Ч .  §§ 5 З ---- 5 4 .

dF dF dF511\£ эIII’#

4 " ° '
Въ этомъ случаЬ выведенное выше (§ 22) уравнеше касатель
ной плоскости обращается въ тожество. Если въ точкЬ Ма
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всгЬ шесть частныхъ производныхъ второго порядка не будутъ 
одновременно равны нулю, то м'Ьсто касательныхъ ко всЬмъ 
кривымъ, лежащимъ на поверхности S  и проходящимъ черезъ 
точку М0, будетъ конусомъ второго порядка. Въ самомъ д’Ьл'Ь, 
пусть будутъ

x=f(t) ,  y=<?(t), z=v{t)

уравнешя кривой С, лежащей на поверхности S. Такъ какъ 
функцш удовлетворяютъ соотношение F(x ,y , z )—o,
то между дифференщалами перваго и второго порядковъ суще- 
ствуютъ соотношешя

dF , dF ,  dF  7 
■<&+ Й Г ^ = ° >дх

dF dF, dx+-r~ dy + ~  dz dx dy ' dz
dF , \(2) dF

dy 
dF d l

+ T i d 2 x + ^ ^ + T F ‘ - ° -

При x — x0, y = y 0, z = s0 первое соотношеше обращается 
въ тожество, а второе принимаетъ видъ

P F . . P F , .  d2F  , 2 
т т  dx + дгт dy + "длг dzdx2 dyl J del

d2F d2F d2F+  2 ,— z -dxdy + 2 ;— ^-dydz + 2 t— r -  dxdz = о dx0 dy0 17 dyndz n 17 dxndzn“dy0 dz,

Мы получимъ м-Ьсто касательныхъ, исключивъ dx, dy, dz изъ 
этого уравнешя и изъ уравнешй касательной

F  х ^ _¥  i/q_Ft ZQ'
dx dy dz ’

это даетъ уравнеше конуса (Т) второго порядка

d2F  d2F  d2F

d2F+ 2 ^ - ^ r ( X - x 0) ( Y - y 0)dx0 dy0 
d2F d2F

(21)

Прилагая въ F ( x , y , z )  общую формулу Тэлора и продолжая 
разложете до членовъ третьяго порядка, мы можемъ предста
вить уравнеше поверхности S  въ вид-Ь

1(2)I  V dF dF dF  "|(
у. * = [ я -  <*-**>+ ъ  < * -* > +

. 1 . 2
Г d F .  . , d F .  . d F  1(»>

Ч>Н-6(*—*о)> 
Уо+Ыу-У») 
го+в(: - ?о)

(22)
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причемъ въ производныхъ третьяго порядка х0, у0, z0 должны 
быть заменены черезъ х0 + §(х—х0), 2/0 +  6(г/ — 2/0) , za + b(z—z0). Мы 
получимъ уравнеше конуса (Г), взявъ въ уравнен in (22) 
только члены второй степени по x —xQ, y —y0, z —z0.

Предположили, сначала, что уравнение (21) представляетъ 
действительный конусъ. ПересЬчемъ поверхность S  и ко- 
нусъ (Т ) плоскостью Р , проходящею черезъ две различныхъ 
образующихъ G, G'  этого конуса. Чтобы получить уравнеше 
лиши пересечешя поверхности S  съ этою плоскостью Р, мы 
возьмемъ оси координатъ такъ, чтобы плоскость Р  сделалась 
параллельною плоскости ху\ тогда для получешя уравнетя 
лиши пересечешя достаточно положить, въ уравнети (22) z = z0. 
Мы видимъ, что для этой кривой точка М 0 есть двойная 
точка съ действительными касательными, и лишя пересечешя 
состоитъ изъ двухъ ветвей кривой, касающихся соответ
ственно двухъ образующихъ G, G'. Вблизи точки М 0 форма 
поверхности аналогична форме, которую имеютъ вблизи вер
шины две полости конуса второго порядка; отсюда происхо- 
дитъназваше к о н и ч е с к о й  т о ч к и ,  котороедаютъточкеМ 0.

Если уравнеше (21) представляетъ мнимый конусъ, то 
точка М0 есть особая уединенная точка поверхности S. При- 
нявъ эту точку за центръ, можно изъ нея описать сферу 
настолько малаго раддуса, что внутри этой сферы уравне
ше F(x,  у, z )=o  не будетъ иметь никакого другого р еш етя , 
кроме х = х0, y = y 0i z = z 0,. Действительно, пусть будетъ М  
точка, лежащая вблизи точки Ж0, д— разстояше ЖЖ0, сс, ,в , у — 
направляюпце косинусы прямой ЖЖ0. Если мы положимъ 

х = х 0 + да, у = у 0 + д/2 , z = z 0 + gy,
то F ( x , y ,  z) обратится въ

p S p ’ F  .  . d*F
2 I_dx\F (x ,  у , z)-- a2 +  - ^  /92+ .(hA ■ +2

d2F
dx0dz0

ay + QL
}

причемъ множитель L  сохраняете конечное значеше, когда д 
стремится къ нулю. Такъ какъ уравнеше (21) представляетъ 
мнимый конусъ, то многочленъ

d2F  2 , d*F
dx£ dx0dz0

не можетъ обратиться въ нуль, когда точка а, /3 , у описы
ваете сферу

а2 +  /З2 +  у2 = I .

Обозначимъ черезъ m нижшй пределъ абсолютныхъ значешй 
этого многочлена. Пусть будетъ, съ другой стороны, Н  верхшй



предгЬлъ абсолютнаго значетя функцш L  вблизи точки М0.
77ЪЕсли изъ точки М0 мы опишемъ сферу рад1усомъ, меныпимъ

то ясно, что внутри этой сферы коэффищентъ при ра въ выра- 
женш F(x,  у , я) не можетъ обратиться въ нуль. Такимъ обра- 
зомъ уравнеше

F{x, у, z) = o
не имеетъ другого р-Ьшешл, кроме р =  о.

Если уравнеше (21) представляетъ совокупность двухъ 
дМствительныхъ и различныхъ плоскостей, то черезъ точку М0 
проходятъ две полости поверхности, изъ которыхъ каждая 
касается одной изъ этихъ плоскостей. Некоторый поверхно
сти им^готъ линш, состояния изъ двойныхъ точекъ, въ каж
дой изъ которыхъ конусъ касательныхъ распадается на две 
плоскости. Такая лишя есть двойная лишя поверхности, по 
которой пересекаются двгЬ различныхъ полости поверхности. 
НапримТръ, окружность, представляемая двумя уравнешями 
£ =  о, x2 + y2= i ,  есть двойная лишя поверхности .

^  +  2z2(x2 + у2) — (я2 + у* — I )2 =  о .

Если уравнеше (21) представляетъ совокупность двухъ мни- 
мыхъ сопряженныхъ плоскостей или двойную действительную 
плоскость, то въ каждомъ частномъ случае требуется особое 
изследоваше для изучешя вида поверхности вблизи точки Ж0. 
Подобныя изследовашя встречаются при изучети наиболь- 
шихъ и наименьшихъ значетй функщй.

5 5 .  M a x im a  и  m in im a  ф у н к щ й  о д н о г о  п е р е м е н н а г о . —
Пусть будетъ f(x) функщя, непрерывная внутри промежутка 
(а, Ъ), и с—точка въ этомъ промежутке. Функщя f ( х) готЬеть 
maximum или minimum при х = с , если можно найти такое 
достаточно малое положительное число т/, чтобы разность 
f{c+h)—f(c), обращающаяся въ нуль при k =  о, сохраняла по
стоянный знакъ при всехъ другихъ значетяхъ й, заключаю
щихся между — г) и +т]. Если эта разность положительна, то 
значеше функщй f(x) при х=с  будетъ меньше, чемъ при всФхъ 
значетяхъ х, близкихъ къ с; следовательно, f(x) проходить 
при х= с чрезъ minimum. Напротивъ, если разность f(c + h)~ f  (с) 
отрицательна, то при х=с  функщя имеетъ maximum.

Если функщя f(x)  имеетъ производную при значеши х=с,  
то эта производная должна быть равна нулю. Въ самомъ деле, 
оба отношешя

f ( c + h ) - f ( c )  f { c - b ) - f { c )
h ’ ~ h  ’
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им-Ьюпця одинъ и тотъ же пред-Ьлъ f'(c), при приближенш h 
къ нулю будутъ иметь различные знаки; поэтому ихъ обнцй 
предЪлъ f'(c) долшенъ быть равенъ нулю.

Обратно, пусть будетъ с корень уравнешя f'(c) - =о, заклю- 
чанищйся между а и Ъ. Предположимъ, для общности, что первою 
производною отъ f(x) ,  не равною нулю при эс = с, будетъ произ
водная w-го порядка и что эта производная непрерывна вблизи 
значетя  с. Останавливаясь на члене м-ой степени, мы полу 
чимъ въ этомъ случай по общей формуле Тэлора

f ( c + h ) - f ( c )  = — -------- f (n)(c + Щ ,
1 . 2  • • • It

или

f(c +  h) -  f(c) =  + е] ,

причемъ е безконечно мало вместе съ /г. Пусть будетъ г\ та
кое положительное число, чтобы при изм'Ьненщ х отъ с—ц 
до с + 7/ абсолютное значете е было меньше | / ,(")(с)[; при этихъ 
значетяхъ х, /^ (с )  +  е будетъ иметь тотъ же знакъ, какъ и 

и,сл'Ьдовательно,/'(с +  й) —/(с) будетъ иметь знакъhnf [n)(c).
Если п число нечетное, то мы видимъ, что эта разность 

м-Ьняетъ знакъ вместе съ h: при х= с  н^тъ ни maximum’a, 
ни minimum’a. Если п четное, то f ( c + h )—f(c) какъ при поло- 
жительномъ, такъ и при отрицательномъ h имбетъ знакъ f <n\c): 
функщя им^етъ minimum, если f^n\c)  положительно, и maxi
mum, если f w (c) отрицательно. Такимъ образомъ, для того 
чтобы функщя имела при х = с maximum или minimum, необ
ходимо и достаточно, чтобы f(c) было равно нулю, и чтобы 
первая производная, не обращающаяся въ нуль при х = с , была 
ч е т н а г о  п о р я д к а .

Геометрически это значить, что касательная къ кривой y=f(x)  
въ т о ч к е  А  съ абсциссою с должна быть параллельна оси Ох, 
и, кроме того, точка А  не должна быть точкою перегиба.

n p H n i n a H i n .  — При отсутствш тЬхъ условШ, который
мы принимали въ предыдущихъ выводахъ, функщя f(x)  мо-
жетъ иметь maximum или minimum и при гЬхъ значетяхъ
перем-Ьннаго х,  при которыхъ производная f \ x )  не равна
нулю. Такъ, если при х = с  производная обращается въ без-
конечность, то достаточно, чтобы производная, переходя черезъ
безконечность, меняла знакъ, для того чтобы функщя имела

2

maximum или minimum; такъ, функщя у —х3 им^етъ minimum 
при х = о ,  и соответствующая кривая имеетъ въ начале коор- 
динатъ точку возврата, причемъ касательною въ этой точке 
служить ось у.
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Если, по существу вопроса, переменное х  можетъ прини
мать только значешя, заключаюпцяся между двумя пределами я 
и Ъ, то можетъ случиться, что эти предельный значешя будутъ 
давать абсолютный maxima или minima функцш f{x), хотя и 
не будутъ обращать въ нуль производную f'(x). Предположимъ, 
напримеръ, что требуется найти кратчайшее разстояше отъ 
данной точки Р  съ координатами (а, о) до окружности С, пред
ставляемой уравнешемъ х2 + у2 —Р 2 =  о. Принявъ за независи
мое переменное абсциссу х  точки Ж  окружности С, получимъ

сР= РЖ 2 ~ { х —а)2 -\-у2—х2-\-у2—2ах+ а2, 

или, на основанш уравнетя окружности,

d2 = R 2 + a2 — 2 ах.

§§ 55— 5 ^- и . —  особый точки. — maxima и мнима. 12 З

Применеше общаго правила привело бы насъ къ разыскашю 
корней производнаго уравнешя 2а =  о, что не имеетъ смысла. 
Но это кажущееся противореч1е можно объяснить темъ, что, 
по существу вопроса, переменное х  можетъ изменяться только 
между — R  и + R.  Если а положительно, то d2 имеетъ mini
mum при x = R  и maximum при x = —R.

56. Функцш двухъ переменныхъ. — Пусть будетъ z = f ( x , y )  
функщя двухъ переменныхъ х, у, непрерывная, когда точка Ж 
съ координатами (х, у) остается внутри площади £2 , ограни
ченной контуромъ С. Эта функщя f (x,  у) имеетъ maximum 
или minimum въ точке (х0, у0) площади £2 , если можно найти 
такое достаточно малое положительное число у , чтобы разность

И =  /■(#„ + Л, Уо +  £ ) - / ’К ,  2/оЬ

обращающаяся въ нуль при /»= /;=о, сохраняла постоянный 
знакъ при всехъ другихъ значешяхъ h и к, менъшихъ у по 
абсолютному значенпо. Если мы дадимъ на время переменному у 
постоянное значеше у0, то .г сделается функщею одного пере- 
меннаго х , и, на основанш предыдущаго (§ 55), разность

f(^o + ̂ , y 0) - f ( x 0, y 0)

можетъ сохранять постоянный знакъ при малыхъ значешяхъ k 

только въ томъ случае, если ~  равно нулю при х —х0, у= у0; 

подобнымъ же образомъ мы докажемъ, что эти значешя должны
г)-р

также обращать въ нуль Такимъ образомъ те системы зна-
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чешй х , у ,  который даютъ для f ( x , y )  maximum или minimum, 
должны быть разыскиваемы среди решены! совм’Ьстныхъ урав- 
н е тй

d f _  d f _
дх ° ’ ду ° '

Пусть будетъ х = х 0, у = у 0 одно изъ р_Ьшешй этихъ двухъ 
уравнений. Мы предположимъ, что частныя производныя вто
рого порядка отъ f (x ,  у) непрерывны вблизи значений £0, у0 и 
не равны нулю при %=х0, у = у 0, и что существуютъ производ
ныя третьяго порядка. Формула Тэлора даетъ

A = f ( x 0 + h, Уо + Ц - П щ ,  У0)
.2 h h J X
“ дх0 д у + 1 ду\

+ К * ? + 4 Т Ч -6 \  ох дх) уо+9*

(23)

При значешяхъ h и к, близкихъ къ нулю, знакъ правой части, 
очевидно, зависитъ отъ знака трехчлена

дх- дх0 ду0
+ к2

д*£_
ду1

и можно ожидать, что изсл'Ьдоваше знака этого трехчлена 
будетъ зд'Ьсь играть главную роль.

Для того чтобы при х = х 0, у = у 0 функщя f { x , y )  им'Ьла m axi
mum или minimum, необходимо и достаточно, чтобы разность 
А сохраняла постоянный знакъ, когда точка (xQ + h , y 0 +k) 
остается внутри достаточно малаго квадрата съ центромъ 
въ точктЬ (х0 , 7/0). Ясно, что разность А будетъ также сохра
нять постоянный знакъ, если точка (x0 +h, у0+к) будетъ оста
ваться внутри круга съ достаточно малымъ pafliycoMb и съ цен
тромъ въ {х0, у 0), такъ какъ можно заменить квадратъ впи- 
саннымъ кругомъ, и обратно. Пусть будетъ С кругъ радиуса 
г  съ центромъ въ точкЬ (х0, г/0); мы получимъ вс-Ь точки внутри 
этого круга, положивъ

Jl = Q COS ф, Jc = Q sin <p
И  И З М Е Н Я Я  <P О Т Ъ  О Д О  27Г, a Q отъ — г  до + г .  Можно было бы 
даже ограничиться для g и положительными значешями, но для 
пос.тЬдующаго выгоднее не вводить этого ограничетя. Сдйз- 
лавъ въ А эту подстановку, найдемъ

A  cos2<p + z B  cos <р sin <р 4- Csin2g9j-f %-L,

d2f
К '

В  — d*f
дх0дуо G =

d2f
<¥0 ’

причемъ
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и L  есть функщя, остающаяся конечною вблизи точки [х0, у 0), 
которую 'мы не будемъ писать въ раскрытомъ вид-Ь. Зд-Ьсь 
должно различать нисколько случаевъ въ зависимости отъ 
знака выражешя Б 2 — АС.

П е р в ы й  с л у ч а й .  — Пусть Б 2 —ПС>о.  Уравнете 

A cos2 у +  2JB sin (jс cos q, - f  C sin2 q> =  о

им-Ьетъ для tg(p два д-Ьйствительныхъ корня, и л-Ьвая часть
есть разность двухъ квадратовъ, такъ что можно написать

Qp /)3
А = —  [a (a cos <p + b sin <р)2 — cos ц +V  sin q )2] + -^-L,

2  О

гд-Ь
а >о ,  £ > о ,  аЪ’—Ъа'ф о.

Если мы дадимъ углу <р такое значете, чтобы было 

a cos <р +Ъ sin 9) =  о,

то, при безконечно малыхъ значешяхъ р , А  будетъ отрица
тельно; напротивъ, если мы возьмемъ для ц> такой уголъ, чтобы 
было a 'cos <р + Ъ'sin (р = о, то, при безконечно малыхъ значешяхъ р, 
А  будетъ положительно. Такимъ образомъ нельзя найти такого 
числа г, чтобы разность А  сохраняла постоянный знакъ при 
всякомъ угл'Ь у ,  если абсолютное значете р будетъ меньше г .  
Функщя f (x ,y )  при х = х 0, у = у 0 не им-Ьетъ ни maximum’а, ни 
minimum’a.

В т о р о й  с л у ч а й .  — Пусть Б 2 —ИС<о.  Трехчленъ 
A  cos2 ц +  2Б sin <р cos ц> +  С sin2 у

не обращается въ нуль при изм-Ьненш <f отъ о до 2л.  Пусть 
будетъ т нижтй пред-Ьлъ его абсолютнаго значешя; пусть 
будетъ также И  верхтй пред-Ьлъ функции L  въ нЬкото- 
ромъ круг-Ь съ рад1усомъ В  и съ центромъ (х0, у0). Обозна-

3  тчимъ черезъ г положительное число, меньшее В  и внутри

круга paniyca г  разность А  будетъ им-Ьть знакъ коэффищента 
при р2 , т.-е. знакъ А  или С. Сл-Ьдовательно, при х = х 0, у = у0 
функщя f ( x , у) будетъ им-Ьть maximum или minimum. 

Такимъ образомъ, если въ точк-Ь х0, у0 мы им-Ъемъ
d * f  у  d2f d 2f

дхй ду( дх\дуф  ° ’

то н-Ьтъ ни maximum’a, ни minimum’a. Если 
( p f  У d*fd*f
\дх0 ду0) дх^дуф ’
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то f ( x ,  у) будетъ иметь maximum или minimum въ зависи-
d2f  d2f  „мости отъ знака производныхъ -г-у Если эти производ
и в  Щ

ныя отрицательны, то будетъ maximum; если о не положи-

57. Изследован1е еомнительнаго случая. — Предыдущее 
изсл^довате не обнимаетъ того случая, когда В 2 — АС = о. 
Геометрически ясно, въ чемъ состоитъ трудность задачи 
въ этомъ особомъ случае. Пусть будетъ S  поверхность, пред
ставляемая уравнетемъ z = f ( x ,  у). Если функщя f (x ,  у) им'Ьетъ 
maximum или minimum въ точке (х0, у0), вблизи которой функ
щ я и ея производныя непрерывны, то мы должны иметь

отсюда сл-Ьдуетъ, что касательная плоскость къ поверхности S 
въ точке М 0 съ координатами (лг0, у0, z0) должна быть парал
лельна плоскости ху. Для того чтобы эта точка соответство
вала maximum’y или minimum’y, необходимо, кроме того, 
чтобы вблизи точки М 0 поверхность S  была расположена вся по 
одну сторону касательной плоскости; такимъ образомъ вопросъ 
приводится къ изследованш положешя поверхности относи
тельно ея касательной плоскоста вблизи точки прикосновешя.

Предположимъ, что мы перенесли начало координатъ въ точку 
npiiKOCHOBeHiH, и что касательною плоскостью служить пло
скость ху, тогда уравнеше поверхности приметь видъ

z = ах2 + 2Ъху + су2 + ах3 -f  3/3х2у +  3 уху2 + 6у3,

где а, Ъ, с — постоянный, и а, /9 , у, 6 —функции отъ х, у, остаю- 
щiяcя конечными, когда х  и у стремятся къ нулю. Это урав- 
н е те  въ сущности тождественно съ уравнетемъ (19), въ ко- 
торомъ х0, у0 заменены нулями, a h и к — переменными х  и у- 

Чтобы узнать, расположена ли поверхность В вблизи начала 
координатъ вся по одну сторону плоскости ху, необходимо 
изследовать лишю пересечешя этой поверхности плоскостью ху. 
Но эта лишя пересечешя представлена уравнетемъ

ax2 + 2bxy+ су2+ ах3 + . . . = о

и имеетъ въ начале координатъ двойную точку. Если Ъ2—ас 
отрицательно, то начало есть двойная уединенная точка (§ 5З); 
въ этомъ случае уравнеше (25) не имеетъ иного р еш етя , 
кроме х —у = о, пока точка {х, у) остается внутри круга С до
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статочно малаго рад1.уса г съ центромъ въ начала координатъ. 
Л Ьвая часть этого уравнения при перемещенш точки (х, у) 
внутри этого круга сохраняетъ постоянный знакъ. Такимъ 
образомъ всЬ точки поверхности S, проектирующаяся внутри 
круга С, за исключешемъ начала, расположены по одну сто
рону плоскости ху. Въ этомъ случай f (x ,  у) имеетъ maximum 
или minimum. Часть поверхности S  вблизи начала координатъ 
аналогична части сферы или эллипсоида.

Если Ъ2 — ас> о, то лишя пересйчешя поверхности S  съ ка
сательною плоскостью состоитъ изъ двухъ различныхъ вйтвей 
Сг, Сг кривой, проходящихъ черезъ начало; касательный въ на
чале координатъ къ этимъ двумъ вйтвямъ представятся урав- 
нешемъ

ах2 + 2 Ъху +  су2 =  о .

Разсмотримъ подвижную точку (х , у) вблизи начала коор
динатъ. Когда эта точка пересйкаетъ одну изъ вйтвей кри
вой Сг, С.г, то лйвая часть уравнешя (25) мйняетъ знакъ, 
переходя черезъ нуль. Такимъ обра
зомъ, если каждой области плоскости 
вблизи начала мы прппишемъ знакъ 
левой части уравнешя (25), то будемъ 
иметь распределение знаковъ, сходное 
съ изображеннымъ на черт. 7. Среди 
точекъ поверхности, проектирующихся 
на плоскость ху внутри круга съ цен
тромъ въ начале, какъ бы ни былъ 
малъ paдiycъ этого круга, непременно, — однТ точки будутъ 
находиться надъ плоскостью ху, а друшя — подъ плоскостью. 
Относительно своей касательной плоскости поверхность распо
ложена подобно однополостному гиперболоиду или гиперболи
ческому параболоиду. Функщя f ( x , y )  не имеетъ въ начале 
координатъ ни maximum’a, ни minimum’a.

Въ случае Ъ2 — ас = о лишя пересечешя поверхности съ ка
сательною плоскостью имеетъ въ начале координатъ точку 
возврата; это тотъ случай, который мы оставили выше безъ 
разсмотрешя. Если въ этомъ случае лишя пересечешя состоитъ 
изъ двухъ различныхъ ветвей, проходящихъ черезъ начало, 
то нетъ ни maximum’a, ни minimum’a, такъ какъ поверхность 
опять пересекаетъ свою касательную плоскость. Но если начало 
координатъ есть двойная уединенная точка, или если лин!я 
пересечешя состоитъ изъ двухъ сливающихся ветвей, то f ( x ,  у) 
имеетъ maximum или minimum.

Черт. 7.
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58. Чтобы узнать, какой изъ двухъ случаевъ им-Ьетъ место, необ
ходимо принимать въ соображете зн ач етя  производныхъ третьяго 
и нетвертаго порядковъ, а иногда даже и значешя производныхъ 
высшихъ порядковъ. Следующее изел-Ьдоваше, по большей части до
статочное въ приложешяхъ, относится только къ самому общему слу
чаю. Если Ьг—ас= о, то, продолжая разложеше Тэлора до членовъ 
четвертаго порядка, мы можемъ представить уравнеше поверхности 
въ вице

z = f ( x , y )  = A ( x  sin и> — у cos w ? + v A x ,y ) + ^ [ x fx + y

Предположимъ, для определенности, что Н >о. Для того чтобы поверх
ность S  вблизи начала кординатъ была расположена вея по одну сто
рону плоскости ху,  необходимо, чтобы все лиши пересечешя этой 
поверхности съ плоскостями, проходящими черезъ Os, были располо
жены вблизи начала съ одной и той же стороны плоскости хОу. Но 
если мы пересечемъ поверхность плоскостью

y  = xtg<p,

то получимъ уравнеше кривой пересечешя, положивъ въ уравне
нии (26)

* = pcos<p, y = gsw.<p

(осями служатъ Os и следъ секущей плоскости на хОу); это даетъ 

s= A g 3 (cos <р sin т— cos ш sin <р)2+ К д3+ Lp4,

причемъ К  обозпачаетъ коэффищентъ, не зависящей отъ р. Если 
tga> ф .  tg  <р, то, при безконечно малыхъ значешяхъ р, z  будетъ положи
тельно; слЬдовательно, вблизи начала координатъ все эти сечеш я 
будутъ расположены надъ плоскостью ху. Пересечемъ теперь поверх
ность плоскостью

у  = х  tg о»;

если соответствующее значеше К  не равно нулю, то разложеше г  бу
детъ иметь видъ

г= д3 (К+£)

и будетъ менять знакъ вместе съ р. Отсюда следуетъ, что лишя 
пересечеш я поверхности съ упомянутою плоскостью имеетъ въ на
чале координатъ точку перегиба и пересекаетъ плоскость ху,  следова
тельно, функщя [  (х, у) не имеетъ въ начале координатъ ни maximnm’a, 
ни mmirnum’a. Это будетъ въ томъ случае, если кривая пересечешя по- 
взрхности съ ея касательною плоскостью представляетъ точку возврата 
пёрваго вида, какъ, напримеръ, у поверхности

s = y 2—x3.

Если для разсматриваемаго сечешя К =  о, то мы продолжим ъ раз
ложеше до членовъ четвертаго порядка и получимъ для s выражеьие 
вида

д = р4 (Кл-И')»
где К г есть постоянное, выражеше котораго чрезъ производныя чет
вертаго порядка можетъ быть легко получено. Мы предположимъ, что 

не равно нулю. При безконечно малыхъ значешяхъ р, s  имеетъ
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знакъ K v  Если отрицательно, то вблизи начала координатъ лишя 
пересечешя расположена подъ плоскостью ху,  для г  опять н£тъ ни 
maximum’a, ни minimum’a. Это им'Ьетъ место, наприМ'Ьръ, для по
верхности z = y2 — x i , лишя пересЬчешя которой съ плоскостью ху  со
стоять изъ двухъ параболъ у=  ±ж2. Такимъ образомъ мывидимъ, что 
если не будетъ одновременно К = о, К г> о, то продолжать вы числетя 
безполезно; можно утверждать, что вблизи начала координатъ поверх
ность перес-Ькаетъ свою касательную плоскость.

Если одновременно 7Г=о, К г> о, то все крнвыя сечешя поверх
ности плоскостями, проходящими черезъ Од, будутъ вблизи начала коор
динатъ расположены надъ плоскостью ху. Но этого еще недостаточно, 
чтобы можно было утверждать, что поверхность не перее-Ькаетъ своей 
касательной плоскости, какъ это цоказываетъ примеръ поверхности

пересекающей свою касательную плоскость по двумъ параболамъ, изъ 
которыхъ одна лежптъ внутри другой. Для того чтобы поверхность 
не пересекала своей касательной плоскости, необходимо еще следую
щее услов1е: если мы пересечемъ эту поверхность произвольными ци- 
линдромъ, проходящимъ черезъ Од, съ образующими, параллель
ными Од, то кривая пересечения должна быть расположена надъ 
плоскостью ху. Пусть будетъ у — ср(х) уравнеше следа этого цилиндра 
на плоскости ху, причемъ при ж=о функщя <р (ж) равна нулю. 
Функщя F  (x) = f[x ,  у  (Д')1 должна иметь minimum при х=о,  каковъ бы 
ни былъ видъ фуыкцш <р (х). Для упрощешя вычислена мы предпо- 
ложимъ, что оси координатъ выбраны такимъ образомъ, что уравне
ше поверхности им'Ьетъ видъ

где А  — положительно. При этой системе осей мы будемъ иметь 
для начала координатъ

s - i y - x 2) ( у - 2Хг),

~ = Лу2+<р3 (х, у ) + . . . ,

df df д- f  (fif d*f
- r L- =  °> T — =  0, ^ - 5 = 0 ,  -r----- к—= 0 ,  -5Ш7>0,дх0 ду0 дх l dx0 dy0 dy%

Производныя отъ F  (x ) будутъ иметь следукнщя выражешя

При х  = у — о эти формулы даютъ

F ' (о) = 0 , F " ( o ) = ~ [ 9 '{o ) f .  .

КУРСЪ МДТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 9
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Е сл и  ср '(о) н е  рав н о  нулю , то ф у н к щ я  F (х) при  х —о им-Ьетъ m i - ’ 
n im u rn , что м ож н о  бы ло п р ед в и д еть  н а  осн ован ш  преды дущ аго  из- 
с л -Ь д о в а т я . Е сл и  ж е  <р' (о) =  о . то

F '  (о )= о , F "  (о) =  о,

d*f d3f  
F 'Y (-°) _ d4 +6 Щ'ду'о <p" (о)- -3 S

ff>f
Ч тобы  F  (x) и м ^ л а  m in im u m , ^  долж н о  бы ть равно нулю , и, к р о м е 

того , тр е х ч л е н ъ  второй  степени  по <р" (о)

дх% дх\ ду0 <Р" ( ° ) + 3 ^ [ < Р " ( ° ) ] 2

д о л ж е н ъ  бы ть п ол ож и тел ьн ы м ъ  п ри  всяком ъ  зн а ч е ш й  <р"(о). Легко 
п о к аза ть , что эти  ус л огня н е  удовлетворяю тся д л я  только  что раз- 
см о тр е н н о й  функции г  = у г — j x 2y F 2x ',  тогда к ак ъ  они  удовлетворяю тся 
д л я  ф у н к ц ш  z = y 2+ x l . И  д ей стви тел ьн о , эта  п о сл е д н я я  поверхность 
в с я  р ас п о л о ж е н а  н а д ъ  плоскостью  х у .

Я  не буду  п р одол ж ать  этого и зслЪ д оваш я, которое д л я  полной стро
го сти  п отребовал о  бы очень тон к и х ъ  соображ ен ш , и  я  отсылаю  чита
те л я , ж елаю щ аго  п о д р о б н ее  озн аком и ться  съ  этим ъ предм етом ъ, к ъ  осно
вн о м у  м ем уару  Л ю д ви га  Ш еф ф ера (Ludw ig Scheffer), M athem atische 
A n n alen , т . X X X V .

5 9 . Функцш трехъ перемФнныхъ.-— Пусть будетъ u=f(x ,  у, г) 
непрерывная функщя трехъ перем-Ьнныхъ х , у, в. Эта функщя 
f(x, у, в) им-Ьетъ maximum или minimum при системЬ значешй 
х 0, у0, в0, если можно найти такое достаточно малое положи
тельное число г), чтобы разность

Л = / > 0 +  Ь, у0+к,  в0+ l ) - f ( x 0, у0, вй)
обращающаяся въ нуль при h = 1с = 1=о,  сохраняла постоянный 
знакъ при вс-Ьхъ другихъ значешяхъ h, к , I, меньшихъ у по 
абсолютному значение. Если мы предположимъ, что только одно 
изъ трехъ перем-Ьнныхъ х, у, г получило приращеше, а два 
другихъ нерем-Ьнныхъ будемъ временно разсматривать, какъ 
постоянный, то найдемъ, по-прежнему, что и не можетъ им-Ьть 
ни maximum’a, ни minimum’a, если одновременно не будетъ

df - о К - одх0 ду0 ' д*0
причемъ, [разумеется, необходимо, чтобы эти производныя 
были непрерывны вблизи значешй х0, у0, вй. Предположимъ, что 
мы нашли систему р-ЬшенШ х0, у0, в0 этихъ трехъ совмЬстныхъ 
уравнешй. Пусть будетъ М0 точка пространства съ коорди
натами (х0, у0, в0). Функщя f  им-Ьетъ maximum или minimum, 
если можно найти такую сферу съ центромъ въ М 0, чтобы раз
ность f ( x , y , B ) —f ( x 0, y0,B0) сохраняла постоянный знакъ для



всЬхъ точекъ х, у , г внутри этой сферы, кроме точки М0. Пред- 
ставимъ координаты какой-нибудь точки, близкой къ М 0, черезъ

х = х 0+да, y = y 0+gft, я=г0+ду,

гдгЬ а, ft, у связаны соотношешемъ а2+/92 +  у2 =  I, и зам-Ьнимъ 
въ разложенш f (x,  у , я) по формуле Тэлора разности х —х0, 
У —У о, z—Zq черезъ ра, gft, пу. Мы получимъ

Л =  р2 [ф(а, ft, у) + дЬ],
гд'Ь уз (а, ft, у) обозначаетъ квадратичную форму по а, ft, у, 
коэффициенты которой суть производный второго порядка отъ 
f(x, у, z), и L —функцию, остающуюся конечною вблизи точки М0. 
Устраняя тотъ частный случай, когда дискриминантъ квадра
тичной формы <р{а, 13, у) равенъ нулю, мы можемъ представить 
эту форму въ виде суммы квадра^овъ трехъ различныхъ линей- 
ныхъ функций отъ а, (3 , у̂ умноженныхъ на постоянные множи
тели. Такимъ образомъ мы будемъ им-Ьть

<р(а, ft, у) = аР2+ а ,Р ,2 + а"Р"2.

Если коэффищенты а, а', а" тгЬютъ одинаковые знаки, то 
квадратичная форма <р (a, ft, у) остается по абсолютному зна
чению большею тгЬкотораго minimum’a, когда точка с, ft, у 
описываетъ сферу

а2 + /?2 +  у2 =  I ,

и, следовательно, А сохраняетъ знакъ коэффищентовъ а, а', а" , 
если р меньше нТкотораго предала. Такимъ образомъ функщя 
f (x,  у, г) им^етъ maximum или minimum.

Если коэффищенты а, а', а" не имТютъ одинаковыхъ знаковъ, 
то нТтъ ни maximum’a, ни minimumJa. Предположимъ, напри- 
мТръ, а>о ,  а'< о; возьмемъ для a, ft, у значетя, удовлетво
ряющая соотношешямъ Р ; =  о, Р" = о. Эти значетя не обращаютъ 
въ нуль Р, и, при достаточно малыхъ значенпяхъ р, А будетъ 
положительно. Напротивъ, если мы возьмемъ для a, ft, у, зна
ч етя , удовлетворяюпця соотношешямъ Р = о, Р "  = о, то, при 
малыхъ значетяхъ р, А будетъ отрицательно.

Изложенный методъ изслТдовагня остается однимъ и тТмъ же 
при всякомъ числе независимыхъ переменныхъ, и главную 
роль въ немъ всегда играетъ изучеше некоторой квадратичной 
формы. Можно заметить, что въ случае функщй трехъ неза
висимыхъ переменныхъ u= f(x ,  у, я) задача приводится къ изу
чению характера поверхности вблизи ея особой точки. Въсамомъ 
дТле, разсмотримъ поверхность 2 , представляемую уравнетемъ

F(x ,  у, e) = f(x, у, e ) - f { x 0, у0, *0)= о .

§  5 9 - и . —  О С О Б Ы Я  Т О Ч К И . -----M A X I M A  И  М Н И М А .  l 3 l
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Эта поверхность, очевидно, проходить черезъ точку М0 съ ко
ординатами (х0. у 0, га) , и, если функщя f (x ,  у ,  г) им'Ьетъ maxi
mum или minimum, то точка М 0 есть особая точка поверх
ности .£. Если конусъ касательныхъ въ Ж 0 — мнимый, то, какъ 
мы внд-Ьли, F ( x , y ,  г)  сохраняетъ постоянный знакъ внутри 
сферы достаточно-малаго pafliyca съ центромъ Ж0; следова
тельно, f ( x , y , z ) действительно пмеетъ maximum или mini
mum. Но если конусъ касательныхъ— действительный или 
распадается на две действительныхъ различныхъ плоскости, 
то существуетъ несколько полостей поверхности, проходящихъ 
черезъ точку М 0, и F(x ,  у, z) мйняетъ знакъ, когда точка 
(х , у , г )  при своемъ движенш пересекаетъ одну изъ этихъ по
лостей.

60. Р а зе т о я т е  точки отъ поверхности.— Пусть требуется найти 
наибольппя и нанменышя значешя разстояшя отъ данной точки (а, Ъ, с) 
до поверхности S, представляемой уравнешемъ F  (х, у, z) = о. Квадратъ 
этого разстояшя

г; = d2 = (х -  a)2 -f- (у -  Ь)~ -р (я -  с)2
есть функщя только двухъ ыезавнсимыхъ переы*нныхъ, наприм*ръ, 
X ж у, такъ какъ мы можемъ разсматривать z,  какъ функщю отъ ж и у, 
определяемую уравнешемъ F =  о. Если и  им*етъ maximum или mini
mum для точки (х, у, г) поверхности, то для координатъ этой точки 
должно быть

Ш ={х- а Ш г ~ с)
\ д̂ У - Ъ ) ^ - с ) д£

ду = о.

Съ другой стороны, изъ уравнешя F —о им*емъ

dF  , дР  дг _  дР дР дг _  
дх~*~ дг дх~~°’ ду + дг д у ~ ° ’

и предыдущ 1я соотношетя обращаются въ
х  — а _у — Ъ_z  — с
дР  ~ дF  ~  dF  
дх ду дг

Эти уравнешя показываютъ, что нормаль къ поверхности S  въ точк* 
(ж, у ,  z) проходить черезъ точку (а, Ъ, с). Оставляя въ сторон* особый 
точки поверхности S, мы видимъ такимъ образомъ, что искомыя 
точки суть основашя нормалей, опущенныхъ изъ точки (а, Ь, с) на 
поверхность S. Чтобы решить, действительно ли одна изъ этихъ точекъ 
соответствуете. maximum’y или minimum’y, мы примемъ эту точку за 
начало координатъ, а касательную плоскость въ этой точк* — за плос
кость х у , такъ что данная точка (а, Ъ, с) будетъ лежать на оси О z 
Тогда наша функщя приметь видь

и = х*+уг+ ( г - с ) г,
гд* z  есть функщя отъ х, у ,  равная нулю вм*ст* со своими произ
водными перваго порядка при х —у = о. Обозначая черезъ r , s , t  част-
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ныя производный второго порядка отъ z, мы будемъ иметь для начала 
координатъ

Вслйдств1е тожества (r +  f)2-f-4  (s2 — rt) = 4S?+(r — t)2 корни уравнешя 
А (с)=о всегда действительны. Въ зависимости отъ знака s2~ r t  намъ 
надо будетъ различить здесь несколько случаевъ.

П е р в ы й  с л у ч а й . — Пусть s2 — vt <  о. Уравнеше А (с) = о имеетъ 
два корня сх и с2 съ одинаковыми знаками, и мы можемъ написать 
А (с) = (s2 — rt) (с — Cj) (с — с2). Огметимъ на оси е две точки А и А г 
съ координатами с1У е2; эти две точки расположены по одну сторону 
отъ начала, и, предполагая г и t положительными, что всегда возможно 
сделать, мы найдемъ, что обе точки лежать на положительной части 
оси Oz. Если данная точка А (о, о, с) находится вне отрезка Аг, то 
А (с) отрицательно, и разстояше О А будетъ maximum или minimum. 
Чтобы узнать, какой изъ двухъ случаевъ имеетъ место, необходимо 
■обратиться къ знаку I — сг. Этотъ коэффишентъ обращается въ нуль

жительно, если точка А  находится по одну сторону съ началомъ отно
сительно отрезка А г А2, и разстояше О А будетъ minimum. Напротивъ, 
О А  будетъ maximum, если точка А  расположена по другую сторону, 
чемъ начало координатъ, относительно отрезка А2. Если точка А  
находится между точками Аг и А 2, то разстояше не будетъ ни maximum, 
ни minimum. Случай, когда точка А  совпадаетъ съ или съ А 2 — со
мнительный и требуетъ особаго выяснешя.

В т о р о й  с л у ч а й .  — Пусть S2 — ?•<>• о. Изъ корней Cj и с2 уравнешя 
А (с) = о одинъ будетъ положательнымъ, другой — отрицательнымъ, и 
точки А 1У А 2 будутъ расположены на оси Oz по разныя стороны отъ 
начала координатъ. Если точка А  не лежитъ между и Л2, то А (с) 
положительно, и нетъ ни maximum’a, ни minimum’a. Если же точка А 
лежитъ между А г и А 2, то А (с) отрицательно, i — сг положительно, 
и, следовательно, разстояше ОА будетъ minimum.

Т р е т 1 й  с л у ч а й . —Пусть s2—rt=o. Тогда А (с) = (г+<) (с — Cj). По
добно предыдущему мы найдемъ, что разстояше ОА будетъ minimum, 
если точка А  расположена по одну сторону съ началомъ относительно 
точки А , съ координатами (о, о, Cj), и не будетъ ни maximum’a, ни 
minimum’a, если точка Л, находится между точкою А  и началомъ коор
динатъ.

Точки А± и А 2 имеготъ основное значеше въ изучети  кривизны; 
это — г л а в н ы е  ц е н т р ы  к р и в и з н ы  поверхности S  въ точке О.

6 1 . M a x im a  и m in im a  н е я в н ы х ъ  ф у н к ц Ш .— При изыскаши 
maxima иди minima функщй многихъ перем’Ьнныхъ часто с л у 
чается, что эти переменный связаны однимъ или многими 
■соотношетями. Пусть будетъ, наприм'Ьръ, w = f(x ,  у, г, и)

и задала приводится къ изслйдовашю знака многочлена 

d (с) = & S2 -  (i -  сг) (i -  ct) = с2 {sz—rt) + (r+t) с - 1.

только при значенш с=-» заключающемся между сг и с2, такъ какъ 
s2Л =  —• Но, при с = о, I —сг положительно; следовательно, i — с?* поло-

I



1 З 4  ГЛАВА I I I . ----  ФОРМУЛА ТЭЛОРА И П Р О Ч . § 6 l .

функщя четырехъ перем'Ьнныхъ ж, г/, z, и , который должны 
удовлетворять двумъ соотношешямъ

/х (я, У, я, м) =  о, /Дж, у, и) = о.

Для определенности, мыбудемъ разсматривать х и у, какъдва 
независимыхъ переменныхъ, a z и и, какъ функцш отъ х  и у, 
определяемый предыдущими соотношешями. Неоходимыя 
условия того, чтобы со было maximum или minimum, будутъ

d f  dfdz d f  ди _ ^ df  ̂ d f d z  ^ d f  ди 
дх~^ dzdx^du  дх ° ’ ду dzdy диду ° ’

дг дг ди ди Yпричемъ частныя производный^» определяются изъ

соотношений

дх dz дх ди дх ’

ду ' dz ду~^ ди ду ’

dU + d_ b ^ + df2 d̂_
дх dz дх ди дх

ду ' dz ду '  ди ду

, ,  . dz ди dz диИсключая изъ этихъ шести уравнетй -т-» -г-> —» мы при-г дх дх ду ду Г
ходимъ къ-следующим!, двумъ соотношешямъ

д ( / ; / х ,  q _ q D{ f , f l t f2)
В  (ж, z ,u )  ' В  (у, z , и) (27)

Эти уравнешя вместе съ уравнешями /^= о , /2= о  опреде* 
ляютъ 3Ha4eHifl ж, у, z, м, cooтвeтcтвyющiя maximum’y или mini- 
mum’y функцш со. Но уравнешя (27) показываютъ, что можно 
найти для Я и (А т а т я  значетя, чтобы было

+  ^ 2 =  °> ~ t.+X
д±
дхд1
dz

д£ -  
' дх

дА
dz

, - ,i  df„ df d f i d f2
—  + Я Л Г  + / “  ^ = ° »  Х 7 + Я X 7 + i M X 7 = 0 -

d±
du

dI i j . u dh = 0
ду ' ^  dy '

(28)

Следовательно, ycnoBin (27) можно заменить четырьмя уравне- 
н1ями (28), разсматривая X и у, какъ два вспомогательныхъ 
неизвестныхъ.

Доказательство общей теоремы очевидно, и мы можемъ дать 
следующее правило: Е с л и  д а н а  ф у н к щ я

/■(Жх, ж2, . .  . , хп)

о т ъ  п п е р е м е н ы ы х ъ ,  с в я з а н н ы х ъ  h р а з л и ч н ы м и  
с о о т н о ш е н 1 я м и

<р̂—о, <р% — о, . . . , <ph= о,
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т о  ч т о б ы  н а й т и  тЪ з н а ч е н 1 я  х г , ж2, . . . ,  х п , к о 
т о р ы й  о б р а щ а ю  тъ э т у  ф у н к ц и ю  в ъ m a x i m u m  
и л и  m i n i m u m ,  н у ж н о  п р и р а в н я т ь  н у л ю  ч а с т и ы я  
п р о и з в о д н ы й  в с п о м о г а т е л ь н о й  функции

• • • + ^ лфа>

р а з с м а т р и в а я  Я2, . . . ,  Xh, к а к ъ  п о с т о я н н ы й .

62. Другой прим'Ьръ.— Вотъ другойпримерь, въ которомъ не всегда 
для получешя minimum’a нужно приравнивать частный производ
ный нулю. Найдемъ въ плоскости даннаго треугольника АВС  такую 
точку Р, для которой сумма разстоятй РА + РВ + Р С  была бы наи
меньшею. Пусть будутъ (%, Ъх), (аг, Ъ2), (%, Ъ3) координаты вершинъ 
А, В, С относительно прямоугольныхъ осей. Намъ нужно найти minimum 
функции

z= V  ( x - a r f+ ty - b t f+ V  (ж-«2)2 +  ( y -K ? P  V (ж-а3)2+ ( у - 63)2, (29)
причемъ все три корня им-Ьютъ положительным значешя. Уравнеше (ад) 
представляетъ некоторую поверхность 8, которая, очевидно, вся нахо
дится надъ плоскостью ху, и задача приводится къ определешю точекъ 
этой поверхности, наиболее близкихъ къ плоскости ху. Изъ соотношешя 
(29) находимъ

дг __ ж -а ,______ ______ х  — а2______
te~V{x-  щ)2 + (у -  Ь,у + 7 (х -  а2у+(у -  Ъуу 

, а— а3
У {х -а 2у-\-(у-Ь2) г'

__  y - h  у - Ъ 2
дУ У{х — а1)2+{у—Ь1)г У {х -а 2У ± ( у - Ъ 2у  

У -Ь  з
+ У { х -а 2У + (у-Ъ 2У

Мы видимъ, что эти производный непрерывны всюду, кроме точекъ 
А, В, С, где оне д'Ьлаются неопределенными. Следовательно, поверх
ность S  имеетъ три особыхъ точки, которыя проектируются въ три 
вершины даннаго треугольника. Minimum г соответствуетъ или темъ 
точкамъ поверхности S, въ которыхъ касательная плоскость параллельна 
плоскости ху, или же особымъ точкамъ. Чтобы решить уравнешя 
дг дг^  = о, — = о, представимъ ихъ въ виде

х - а 2 х - а 3
У {х-а 1) - + ( у - 6ц)3 V{x -  а2У+(у -  Ь2У 

У-Ъ 1 .______ у - Ь 2
V i x - a Y f + i y - b t f  + У {х-а2у + { у - Ь 2у  У { х - а 2у + { у - Ь 2у

возведя въ квадратъ и сложивъ, получимъ
( ж  -  аг) (х -  а2)+{у~Ъ1) ( у -  Ъ2)______

V ( x - a sy + ( y - b 3y  
____ У -Ь  з

1 + 2
У(х-и-УУ+(у-\У  У(х- агУ + (у-  Ь2у

Не трудно истолковать это ycnoBie геометрически; если мы назовеыъ 
черезъ а, р косинусы угловъ, образуемыхъ ыаправлешемъ РА  съ Ох и Оу,
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а черезъ a', ft' — косинусы угловъ, образуемыхъ съ осями направле- 
шемъ РВ,  то предыдущее услов1е обращается въ

1+г(аа'+/}р')=о,

или, обозначая черезъ о> уголъ А Р В ,

2 cos =о.

Последнее уравнеше показываетъ, что отрйзокъ А В  виденъ изъ 
точки Р  подъ угломъ въ 120°. На основанш тйхъ же соображенШ каж
дый изъ угловъ ВРС  и СРА долженъ быть равенъ i 20°. Ясно, что 
точка Р*) должна лежать внутри треугольника АВС,  и что не можетъ 
существовать точки, обладающей этимъ свойствомъ, если какой-нибудь 
изъ  угловъ треугольника А В С  равенъ или больше хго0. Если точка Р  
существуетъ, то она — единственная и получается пересйчетемъ двухъ 
окружностей, которыя легко построить. Въ этомъ случай minimum мо
жетъ дать или точка Р , или одна изъ верптинъ треугольника; но легко 
доказать, что сумма РА + Р В + Р С  меньше суммы двухъ сторонъ тре
угольника. Въ самомъ дйлй, такъ какъ углы А Р В  и А PC  равны 
каждый 120°, то два треугольника РАС, Р В А  даютъ

А В  = У а?-)-Ы-\-аЬ, АС=У аг+с2+ас, 

гдй РА = а, РВ=Ъ, РС=с. Но очевидно, что

Уаг+Ъг+иЬ>Ъ-\- Уаг+сг+ ас> с+  -»
2 2

и, слйдовательно,
АВ-\-АС  >а+Ь-рС.

Такиыъ образомъ minimum даетъ именно точка Р.
Если треугольникъ А В С  имйетъ уголъ болы тй или равный 12о°, то 

не существуетъ точки Р , изъ которой каждая изъ трехъ сторонъ тре
угольника была бы видна подъ угломъ 1200, и поверхность S  не имйетъ 
касательной плоскости, параллельной плоскости ху. Въ этомъ случай 
m inim um ’у соотвйтствуетъ одна изъ вершинъ треугольника, очевидно,— 
вершина тупого угла. Это легко провйрить геометрически.

63. Теорема Даламбера.— Пусть будетъ F  (х , у) многочленъ по двумъ 
перемйннымъ х, у, расположенный по однородными группами членовъ 
съ возрастающими степенями,

F  (х, у)=Н+<рр (х , у)+<р„ + 1 (х, у ) + -----+ 9 т (х, у),

гдй Н  — постоянное. Если уравнеше <рр (х , у )—о, разсматриваемое, какъ

уравнеш е по имйетъ простой корень, то функщя F (х, у) не можетъ

имйть maximum’a и л и  minimum’a при х  =  у —  о. Въ самомъ дйлй, изъ 
предыдущаго изслйдовашя видно, что на поверхности z - \-H = F  (х, у) 
можно найти такая плосшя сйчен1я, находящ1яся въ плоскостяхъ, 
проходящихъ черезъ ось Oz, что одни сйчешя вблизи начала координатъ 
будутъ расположены яадъ плоскостью ху,  а друпя — подъ этою пло
скостью. И зъ этого замйчашя можно вывести доказательство теоремы

*) Предлагаемъ читателю сдйлать чертежъ.
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Даламбера (D’Alembert). Пусть будетъ f  (д) целый многочленъ т -ой 
степени съ произвольными коэффиц1ентами

f{z) = A 0+ A 1z + A iz * + . . .+ A mtsm.

Выделяя мнимыя и действительный части, мы можемъ представить 
его въ виде

f  (x+iy) = a0+ib0-\- (х+гу) + . . .  +  (cim+ibm) (х+гу)™,

гд* «0, Ь0, аг, Ь1( . . . ,  ат, Ьт — действительны.
можно дать видъ 

где

и мы им'Ьемъ

f{z) = P+iQ,

Р = а 0+а1х - Ъ 1у + . . . ,
Q=b0+b1x + a 1y + . . . ,

f{z)\ = V W + ( f .

Последнему уравненйо

Покажемъ прежде всего, что \f(e)\,  а, следовательно, и P2 + Q2, не 
могутъ иметь minimum’a при х  = у = о, если только не будетъ а0 — Ьй — о. 
Въ самомъ д-ЬлгЬ, вводя полярныя координаты р и <р и предполагая, 
для большей общности, что первый не равный нулю коэффищентъ 
после А 0 будетъ Ар, мы можемъ написать

Р —а0+ (ар cos p<p-bp sin p<f) qp+ . . . ,
Q = b0+ (bp cos p<p+ap sin p<p) qp+ . . . ,  

P*+Q*=al+bl+2QP [(«„ a.p+b0 bP) cos pg>+(b0aP—a0 bP) s inp^]+- . . . ,

причемъ последующде члены будутъ относительно р степени выше р. 
Но изъ уравнешя

(«„й^-Ь&о Ьр) cosру>+(Ь0 аР- а 0 bp) smp<p=o

имеемъ tgpp — K ,  что определяетъ р различныхъ прямыхъ, образую-

щихъ между собою углы, равные —. Поэтому, на основаши выше ука-
Р

заннаго замечашя, P 2+ Q 2 не ыожетъ иметь minimum’a при х = у = о, 
если только не будетъ одновременно

fl'o Ор+Ъ$ Ьр~о, b^ciip — а0 Ър=о.

Такъ какъ n2 + b2 не равно нулю, то необходимо, чтобы а0 = Ь0 = о, 
т.-е. чтобы при х  — у — о действительная и мнимая часть многочлена 
f  (д) были отдельно равны нулю.

Если \f{e)\  будетъ иметь minimum при x — a ,y~ f f ,  то мы приведемъ 
этотъ случай къ предыдущему, положивъ z = a + if l+ z 'ш, отсюда сле- 
дуетъ, что | f  (д) [ не можетъ иметь minimum’a, если только, при х  = а, 
у = Р, Р  и Q не будутъ отдельно равны нулю.

Модуль f{z) долженъ проходить черезъ minimum по крайней мере для 
одного значешя д, такъ какъ этотъ модуль неограниченно возрастаетъ 
-при неограниченномъ возрасташя модуля д. Въ самомъ деле, пола
гая х  = д сое <р, 1/ = р sin <р, получимъ

РЧ-(ьР = (а.2+Ъ2) р2т ,

причемъ последующие члены будутъ относительно р степени ниже 2т; 
последнее равенство можно таюке представить въ виде

V P 2+ Q 2 =  g™ ( У а 2+ Ь 2+ 6),
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где, при неограниченномъ возрастали д, е стремится къ нулю . Поэтому 
можно описать окружность настолько большого paniyca В ,  чтобы зыа- 
чеше V P °+ Q 2 во вс-Ьхъ точкахъ этой окружности было больше значе- 
ш  той же самой фуыкцщ въ какой-нибудь точке, взятой внутри 
окружности, наприм-Ьръ, въ начале координатъ. Отсюда слЪдуетъ, что 
внутри этой окружности есть по крайней м ере одна точка

Х = 0 С , у  =  Р ,

для которой V P 2 + Q2 будетъ иметь minimum. Но, по доказанному 
выше, точка х  = а, у = р  есть точка переоЬчешя кривыхъ Р =  о, Q= о, а 
это значить, что д = к+/?г есть корень уравнешя /  (г) = о.

Въ этомъ примере, какъ и въ предыдущемъ, мы принимаемъ, что 
функщя двухъ перем'Ьнныхъ (ж, у), непрерывная внутри замкнутой 
площади, действительно достнгаетъ значен1я minimum’a внутри или 
на контуре этой площади. Это свойство непрерывныхъ функцШ пред
ставляется весьма правдоиодобнымъ уже на первый взглядъ; въ по- 
следующемъ оно будетъ доказано со всею строгостью (см. дальше, 
глава VI).

УПРАЖНЕН1Я.

1. Число 9, входящее въ формулу остаточнаго 

имеетъ при h стремящемся къ нулю пределъ

члена Лагранжа, 
I----- , если только

П  +  2 ’
/4»+*) (а) не равно нулю.

2. Пусть будетъ F  (х) определитель м-го порядка, все элементы кото- 
раго суть функщи отъ х. Производная F'(x)  есть сумма п  определи
телей, каждый изъ которыхъ получится, если мы заменимъ последо
вательно все элементы каждой строки ихъ производными.

Во что обратится эта теорема для производныхъ высшихъ по- 
рядковъ ?

3. Найти наиболышя и наименышя значешя разстоящя отъ точки 
до плоской кривой, до кривой двойной кривизны, между двумя точ
ками двухъ кривыхъ, между двумя точками двухъ поверхностей.

4. Точки поверхности S, для которыхъ сумма квадратовъ разстоя
ш й до п  данныхъ точекъ будетъ наибольшею или наименьшею, суть 
основашя нормалей, одущенныхъ на эту поверхность изъ центра 
среднихъ разстояш й для этихъ п точекъ*).

5. И зъ всехъ четыреугольниковъ съ четырьмя данными сторонами 
тотъ, который имеетъ наибольшую поверхность, можетъ быть вписанъ 
въ окружность.

Обобщить на и-угольникъ.
6. Найти maximum объема прямоугольнаго параллелепипеда, впг- 

санеаго въ эллипсоидъ.

*) Центръ среднихъ разстояшй есть точка, декартовы координаты 
которой равны среднимъ ариеметическимъ одноименныхъ координатъ 
данныхъ точекъ.

(Ред.)
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7. Найти оси центральной кривой второго порядка, разсматривая 
вершины, какъ топки, разстояв1е отъ которыхъ до центра будетъ наи
большими или наименьшими.

8. Та же самая задача для осей центральнаго сЬчешя эллипсоида.
9. Найти эллипсъ съ наименьшею площадью, проходяпцй черезъ 

три вершины треугольника, и эллипсоидъ съ наименьшимъ объемомт,, 
проходяпцй черезъ четыре вершины тетраэдра.

10. Найти точку, сумма разстояшй отъ которой до двухъ данныхъ 
прямыхъ и до данной точки будетъ наименьшею.

[Бертранъ.]

11. Доказать следующая формулы

l o g  ( Ж + 2 )  =  2  l o g  (X+l) - 2  l o g  (X — l )  +  l o g  ( ж - 2 )

— +- ( 2 Г +-1~ЗХ з [х3 —зх/  5  \х3 — зх
[Рядъ Борда (Borda)J;

log ( ж + 5 )  = l°g (* + 4)+log (х+з) -  2 log х
+ l o g  (x -  з ) + l o g  ( x - 4 )  -  l o g  ( ж -  5 )

S  72 , I / 72 \ 3
“La'4- 25^+72^3 \®4- 2 5a;2+72/

[ Р я д ъ  Г а р о  ( H a r o ) . ]



ГЛАВА IV.

Определенные интегралы.

I. — РАЗЛИЧНЫ Е МЕТОДЫ КВАДРАТУРЫ.

6 4 . Квадратура параболы. — ОиредТлеше площади плоской 
кривой есть одна изъ задачъ, рГш ете которой особенно при
влекало изобретательность геометровъ. Изъ примеровъ, оста- 
вленныхъ намъ древними, особенно замечательна квадратура 
параболы, данная Архимедомъ; мы изложимъ здесь его методъ.

Пусть требуется определить площадь, заключающуюся между 
дугою параболы АС В  и хордою АВ .  Проведемъ д1аметръ CD,

соединяющей средину D  хорды 
А В  съ точкою С, въ которой 
касательная параллельна хорде 
А В ; проведемъ хорды ВС  и АС  
и возьмемъ точки Е, Е ' , въ ко- 
торыхъ касательныя соответ
ственно параллельны хордамъ 
ВС  и АС.  Прежде всего срав- 
нимъ площадь треугольника 
В Е С  съ площадью треугольника 
АВС.  Проведемъ касательную 
ЕТ,  пересекающую CD въ точке 
Т, д1аметръ Е Е ,  перео'Ькаюпцй 
СВ въ точке F,  и наконецъ пря- 
мыя Е К ,  FFL, параллельный 

хорде А В . По основному свойству параболы ТС— СК-, кроме того
СИ CDСТ  =  E F  = КН ,  и, следовательно, E F  -  ■ Площади

треугольниковъ В С Е , BDC,  имеющихъ общее основаше ВС,  
относятся между собою, какъ высоты, или какъ прямыя 
E F ,  CD. Следовательно, площадь треугольника ВСЕ  равна
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четверти площади треугольника BCD,  или восьмой части пло
щади S  треугольника АВС. Площадь треугольника АС Е' 
им'Ьетъ, очевидно, ту же величину. Производя тЬ же дЬйствдя 
относительно каждой изъ хордъ BE,  СЕ, СЕ', Е ' А , мы полу- 
чимъ четыре новыхъ треугольника, причемъ площадь каждаго

изъ нихъ будетъ равна JL и т .д .; п-ая операщя приведетъо
къ 2п треугольникамъ, и площадь каждаго изъ нихъ будетъ 

равна Д - Площадь сегмента параболы, очевидно, равна пре-
О

д'Ьлу, къ которому стремится сумма площадей всЬхъ этихъ 
треугольниковъ при неограниченномъ возрастанию, т.-е. равна 
суммЬ геометрической убывающей прогрессш

S SS + - +

4  S

• + • • •  +  » +  • • •>
4  4  4

или —• Такимъ образомъ мы видимъ, что искомая площадь
' 2р а в н а  ^ п л о щ а д и  п а р а л л е л о г р а м м а ,  п о с т р о е н -  
н а г о на  А В  и CD.

При всемъ удивленна предъ остроум1емъ этого метода нельзя 
однако не заметить, что здЬсь успЬхъ зависитъ исключительно 
отъ частнаго свойства параболы, и что этотъ npieMb совер
шенно не им’Ьетъ общности. Друше примеры квадратуры, данные 
древними, которые мы могли бы привести, только подтвер
дили бы это замЬчаше; каждая новая кривая требовала новаго 
n p ieM a .  Но каковъ бы ни былъ этотъ пр1емъ, всегда разбивали 
данную площадь на элементы, число которыхъ неограниченно 
увеличивали, и всегда нужно было искать предЬлъ суммы этихъ 
частичныхъ площадей. Не останавливаясь на всЬхъ этихъ част- 
ныхъ пр1емахъ*), мы прямо перейдемъ къ общему методу 
разб1етя, который естественнымъ путемъ приведетъ насъ къ ин
тегральному нечисленно.

6 5 . О бн цй  м е т о д ъ . — Пусть требуется вычислить площадь £, 
заключающуюся между дугою кривой АМВ,  осью х х ' , не встре
чающею этой дуги, и двумя перпендикулярами А А 0 и В В 0, 
опущенными на хх ' изъ точекъ А  и В. Мы предположимъ, 
кромЬ того, что никакая прямая, параллельная прямымъ A~d.0, 
В В 0, не можетъ встретить дугу А М В  болЬе, ч^мъ въ одной 
точкЬ, какъ показано на чертежЬ д.

*) Въ Traite Дюгамеля (Duhamel) .можно найти большое число прн- 
м-Ьровъ опред-Ьлешя площадей, дугъ и объемовъ по способу древнихъ.
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Разобьемъ отрезокъ А йВ й на некоторое число равныхъ или 
неравныхъ частей точками J \ . Р 2, . . ., P„_i и проведемъ че- 
резъ эти точки д олети  прямыя , P 2Q2. . . ., P,,_i Qn- i ,  
параллельный прямой А А 0; эти прямыя встретить дугу АЛ  соот

ветственно вь точ- 
кахъ Qt ,Q2) . . . .  Q„-i.

Далее, проведемъ 
черезъ А  прямую, 
параллельную хх 
которая пересечетъ 
P 1Q1 въ точке 21? че
резъ Qi — такую же 

* прямую, которая пе
ресечетъ P0Q2 въ 

точке д2, и т.д.  Такимъ образомъ мы получимъ рядъ прямо- 
угольннковъ В х, Р 2, В., , Рп. Каждый изъ этихъ прямо-
угольниковъ можетъ весь находиться внутри контура А В В 0А0> 
но можетъ также, какъ показываетъ чертежъ, иметь часть и 
вне этого контура.

Обозначимъ черезъ af площадь прямоугольника R.  и черезъ 0 .— 
площадь, ограниченную контуромъ P . - i P f ^ Q , ^ . Заметить пре
жде всего, что если число точекъ делешя неограниченно возраста- 
етъ такимъ образомъ, что все разстоятяА 0Р1,Р1Р2, .. . , Р ^ ХР0 . . .

Ч е р т .  9.

. „ 0 2 0 .стремятся къ нулю, то каждое изъ отношении —, —
«1 «2 «,

стремится къ единице. Въ самомъ деле, возьмемъ, напримеръ, 
-*-• оно, очевидно, заключается междуотношете а. Pi—г Qi—1

и

-1 где и L.  суть наиболышя и наименышя раз-
4 - 1  Qi—1
сто я тя  точекъ дуги Qi-iQ{ отъ оси х х '. Ясно, что при неогра- 
ниченномъ уменьшенш разстоятя P i- \P i оба эти отношетя 
стремятся къ единице. Отсюда следуетъ, что отношеьпе

аг + а2+ .  . . +  «„ ^
0 1 + 0 2 + ■ ■ -+ 0п

заключающееся между наибольшимъ и наименыпимъ изъ отноше- 

н!й V ’ 7г’ ' " ’ч ’ ПРИ неограниченномъ возрастанш числа
0 L 02 0 п

прямоугольниковъ также имеетъ пределомъ единицу. Но дели
тель этого отнош етя постояненъ и равенъ искомой площади S . 
Следовательно, если число и прямоугольниковъ неограниченно 
возрастаетъ, при соблюдеиш указаннаго выше услов1я, то эта 
площадь S  равна также пределу суммы а1 + 'х2+ . . . +
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Чтобы вывести отсюда аналитическое выражеше площади, 
отнесемъ кривую А В  къ прямоугольной системе осей, и при- 
мемъ за ось Ох прямую х х ' . Пусть будетъ y= f(x )  уравнете 
кривой АВ.  По предположение, f(x) есть функщя отъ х , не
прерывная при изм'Ьненш х между пределами а и Ъ, т.-е. 
между абсциссами точекъ А  и В.  Обозначишь черезъ хх, 
х2, . . .  , абсциссы точекъ д'Ьлешя Р х, Р 2, . . ., P n_ t; тогда 
основашя предыдущихъ прямоугольниковъ будутъ равны хг — а, 
X2—X i , . . . ,  Ъ—х„_], а высоты — f (a) , f (x  а) , . . .,
f (Xi-1),. • • , /■(#„_ 1). Следовательно, площадь 5  равна пределу, 
къ которому стремится сумма

(®i—«) /'(«) +(^2-^1) /(*1) + . .  . +  (6-a?„_i) f(xn-i),  (1) 
когда число я неограниченно возрастаетъ, такъ что все раз
ности хх — а, х2~ х 1, . . . стремятся къ нулю.

66. Примеры.— Если мы разделимъ основаше А 0В 0 на п рав- 
ныхъ частей, имеющихъ длину h, (b—a —nh), то все прямо
угольники будутъ иметь одно и то же основаше 7г, а высоты 
будутъ соответственно равны

f(a), f (a+h), f{a + 2h), . . . ,  f[a + (n— 1) Ji).
Следовательно, намъ нужно будетъ найти прсделъ суммы 

h{f(a) + f(a + h) + f(a + 2h)+. . . + f[a+(n—i)h]\  
при неограниченномъ возрасташи числа п ,

7 Ъ—апр ичемъ п= ——  ■

Эта задача выполнима въ техъ случаяхъ, когда мы умеемъ нахо
дить сумму значешй функцш f(x) для значешй х, образую- 
щихъ ариеметическую nporpecciio. Такъ будетъ, если f(x) 
будетъ целою степенью отъ х , или если f  (я) =  sin тх ,f(x)=oosmx,  
и т.п.  Возьмемъ, напримеръ, параболу х2 = 2ру и найдемъ пло
щадь, заключающуюся между дугою О А  параболы, осью х  и 
прямою х=а,  проходящею черезъ точку А.  Разделивъ осно
ваше на п равныхъ частей, имеющихъ длину, h (nh=a), мы, 
по предыдущему, должны найти пределъ суммы 

h №
— [ Р Ч 4&2+ .  . . +  (и -1 )2А2]=  — [ 1 + 4 + 9 + .  . . +  ( n - i ) 2].

Количество, стоящее въ скобкахъ, есть сумма квадратовъ

(и—I) первыхъ чиселъ, равная —------^ ------—; следовательно,
о

предыдущая сумма равна
» ( »  — 1 ) ( 2 И — I )  ,
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При возрастанш числа п эта сумма, очевидно, имЬетъ пре- 
х а3 I а2дЬломъ ^ = д - а — > т,"е- тРеть прямоугольника, построеннаго

на двухъ координатахъ точки А,  что согласно съ получен- 
нымъ выше результатомъ.

Въ другихъ случаяхъ, какъ, напримЬръ, въ слЬдующемъ при- 
мЬрЬ, данномъ Ферма (Fermat), удобнЬе взять за абсциссы 
точекъ дЬлешя числа, иду идя въ геометрической nporpeccin.

Пусть требуется найти площадь, заключающуюся между кри
вою у = А х /х, осью х и прямыми х= а ,  х=Ъ,  (о<а<& ), причемъ 
показатель д произволенъ. Вставимъ между а и Ъ (п— i) сред- 
нихъ геометрическихъ, такъ чтобы получилась прогрести

a, a ( i - f a ) ,  a ( i  +  a)2, . . . ,  a (i -fa )"-1, Ъ,
причемъ число а должно удовлетворять условно a (i +  а)и=  Ъ. 
Если мы примемъ эти числа за абсциссы точекъ д’Ьлешя, то 
соотвЬтствуюнця ординаты будутъ имЬть значешя

АаР, Аа^  ( i +  o)“ , Аа^ (i + а)2/г, . . . ,

и площадь у>-аго прямоугольника будетъ имЬть выражеше 
[а (I +  о)2’ -  а (I +  a)p_1] Аа? (i +  «)<*-»/« =  Аа  ̂ +1 a (i  +  a)

Сумма площадей всЬхъ этихъ прямоугольниковъ будетъ равна 
А а ^ +1а  [ i  +  ( i +  a)^+1 +  ( l  +  a)2G“+1) +  . . . +  ( i4 -a)(M_1)№+1)] .

Предположимъ, что д + 1  не равно нулю; тогда сумма въ скобкахъ
( l -(-д)и(^+1)— I

будетъ равна ------- -------------? и, замЬняя а (i  +  a)w черезъ Ъ,
( l +  a)^+1—I

мы можемъ представить предыдущую сумму въ видЬ

’ A  (6^+1 —a^+1) ; -  -----v (l +  a)^+1- l
(14-а \д+1_  !

Если а стремится къ нулю, то частное -—-— — ------имЬетъ

предЬломъ производную отъ (i +  a)^"1"1 по а при а = о, т.-е. д + i ;  
такимъ образомъ искомая площадь будетъ равна

А  (6^+1 — д/*+х) 
д +1

Если д =  — I, то предыдущимъ способомъ вычислеше быть вы
полнено не можетъ. Въ этомъ случаЬ сумма площадей впи- 
санныхъ прямоугольниковъ будетъ равна пАа,  и нужно искать 
предЬлъ произведешя па, причемъ числа п и а связаны со- 
отношешемъ

a ( i +  a)” =  Ъ.
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па = log a log(14-а)
, Ъ =  l o g - ■

Черт. 1 0 .

log (1 +  а)
где log обозначаетъ неперовъ логариемъ. Если о стремится 

къ нулю, то (i +  a)a им'Ьетъ пред’Ьломъ число е, и произведе

т е  па имЬетъ предЬломъ l °g~‘ Такимъ образомъ искомая пло

щадь будетъ равна J.log^-

67. Начальный функщи.— Изобретете интегральнаго исчи- 
слетя привело вычислете площадей къ нахождетю функ- 
цш, имЬющихъ своею производною данную функц1ю. Пусть 
будетъ y = f ( x ) уравнеше кривой, отнесенной къ двумъ прямо- 
угольнымъ осямъ, и пусть функц1я f{x) — непрерывна. Разсмот- 
римъ площадь, заключающуюся между этою кривою, осью х, 
неподвижною ординатою М0Р0 и переменною ординатою МР.  
Будемъ считать эту площадь функц1ею абсциссы х переменной 
ординаты МР.  Эта площадь А  есть, очевидно, непрерывная 
функщя отъ х, если только функщя f ( x ) сама непрерывна. 
Чтобы обнять всЬ воз
можные случаи, условимся 
обозначать черезъ А алге
браическую сумму площа
дей, ограниченныхъ дан
ною кривою, осью х  и 
прямыми М0 Р0, М Р , при
писывая каждой изъ ча
стей , изъ которыхъ можетъ 
слагаться эта площадь,
знакъ +  для площадей, лежащихъ направо отъ М0Р0 и надъ Ох, 
знакъ — для площадей, лежащихъ направо отъ М0Р0 и подъ Ох. 
Площадямъ, расположеннымъ налево отъ М0Р0, мы будемъ 
давать противоположные знаки. Такимъ образомъ, если МР  
занимаемъ положете М 'Р 1, то мы будемъ брать А  равнымъ раз
ности двухъ площадей

Мд РдС—М'Р'С]

точно также, если М Р  находится въ М "Р",  то мы будемъ 
брать А = М "P " D —Мд Рд В .

Покажемъ теперь, что непрерывная функщя А , определен
ная предыдущими услов1ями, им'Ьетъ своею производною функ-

10КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА.



цш  f(x) .  Возьмемъ, какъ показано на чертеж!;, двгЬ близшя 
между собою ординаты МР, NQ съ абсциссами х и х + Ах. При- 
р ащ ете  площади А А,  очевидно, заключается между площадями 
двухъ прямоугольниковъ, им-Ьющихъ общее основаше PQ , а 
высотами соответственно наибольшую и наименьшую изъ орди- 
натъ дуги MN.  Обозначая эти ординаты maxima и minima 
черезъ Н  и h, мы можемъ написать

h A x < A A < H A x ,
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или, разделивъ на Ах, Такъ какъ функщя f(x)  не

прерывна, то, при приближенш Ах къ нулю, Н  к h имеютъ 
обпцй предела,, М Р  или f(x)] следовательно, функщя А  имеетъ 
своею производною функщю f{x).  Читатель легко убедится, 
что этотъ результата остается безъ изменетя при всякомъ 
положеши точки М.

Если намъ уже известна одна изъ н а ч а л ь н ы  х ъ  ф у н к ц i й 
отъ f (x) ,  т.-е. какая-нибудь функщя F  (х), имеющая своею 
производною функщю f{x),  то разность A — F  (х), производная 
которой равна нулю, равна некоторому постоянному С (§ 8). 
Чтобы определить это постоянное С, достаточно заметить, 
что площадь А  равна нулю для абсциссы х = а прямой М 0 Р0. 
Поэтому

A  = F  (x) — F  (а).

Предыдущее разсуждете показываетъ, что определеше пло
щади приводится къ разыскашю начальной функщи; съ другой 
стороны (и для насъ это второе следств1е еще важнее), оно 
показываетъ, что в с я к а я  н е п р е р ы в н а я  ф у н к щ я  f(x) 
е с т ь  п р о и з в о д н а я  о т ъ  д р у г о й  ф у н к щ и .  Такимъ 
образомъ эта основная теорема доказывается здесь при по
мощи несколько неопреде.леннаго геометрическаго поняПя пло
щади плоской кривой. Этимъ доказательствомъ долгое время 
довольствовались, но теперь оно не можетъ считаться доста- 
точнымъ. Чтобы поставить интегральное исчислеше на прочномъ 
основании, необходимо дать этой теореме чисто аналитическое 
доказательство, не обращаясь къ геометрическому представле- 
шю. Предыдущее доказательно приведено здесь не только 
вследств1е его историческаго интереса, но и потому, что оно 
даетъ намъ главный аналитичестй элемента новаго доказа
тельства. Действительно, въ этомъ последнемъ главную роль 
будетъ играть изучете суммъ вида (i), а также суммъ н е
сколько более общаго вида. Прежде чемъ обратиться къ изу-



ченш этихъ суммъ, намъ необходимо сд'Ьлать нисколько замй- 
чатй  относительно общихъ свойстве функщй и, въ частности,— 
функщй непрерывныхъ *).

И. — ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. — ГЕОМЕТРИЧЕ- 
СК1Я ПОНЯТ1Я, СЪ НИМИ СВЯЗАННЫЙ.

6 8 . B e p x e ie  и нижн!е п р е д е л ы . — Данное множество (e n 
semble) чиселъ называется о г р а н и ч е н н ы м ъ  с в е р х у ,  если 
можно найти такое определенное число N ,  чтобы ни одно число, 
входящее въ это множество, не было больше N.  Точно также 
множество о г р а н и ч е н о  с н и з у ,  если можно найти такое 
число N' ,  чтобы ни одно число, входящее въ это множество, 
не было меньше N'.  Такимъ образомъ множество цТлыхъ по- 
ложительныхъ чиселъ ограничено снизу, но не ограничено 
сверху; множество всйхъ цйлыхъ чиселъ, какъ положительныхъ, 
такъ и отрицательныхъ, не ограничено ни съ той, ни съ дру
гой стороны, тогда какъ множество рацюнальныхъ чиселъ, за
ключающихся между о и х, ограничено съ обТихъ сторонъ.

Пусть будетъ (Е ) множество, ограниченное сверху. По отно- 
шешю къ этому множеству вей числа могутъ быть разбиты 
на два класса. Мы будемъ считать число а принадлежащимъ 
къ первому классу, если между числами множества (Е ) есть 
числа, болышя а, и будемъ относить число а ко второму классу, 
если ни одно изъ чиселъ множества (Е) не больше а; еслираз- 
сматриваемое множество ограничено сверху, то, очевидно, суще- 
ствуютъ числа обоихъ классовъ. Пусть будетъ А  число перваго 
класса и В —число второго класса; очевидно, что А < . В ,  и что 
среди чиселъ множества (Е) есть числа, заключающаяся между 
А  и В , тогда какъ нйтъ ни одного, которое было бы больше В.  
т т  _  А  +  ВЧисло С= —- — можетъ принадлежать или къ первому или ко

второму классу. Въ первомъ случай мы возьмемъ вместо проме
жутка (Я, В)  новый промежутокъ (С, В),  а во второмъ слу
чай—  промежутокъ (Я, С ) .  Новый промежутокъ (Ях, В г) равенъ 
половинй {А, В)  и обладаетъ тймъ же самымъ свойствомъ,

*) И зъ  важн-Ьйшихъ работъ по вопросу о геометрическомъ зн ачен ш  
опредЬленнаго интеграла сл'Ьдуетъ указать  здЪсь на меыуаръ Рим ана 
(Biem ann), U  е Ъ е г d i e  D arste llb a rk e it einer F u n c t i o n  d u r c h  e i n e  
t r i g o n o  m e t r i s c h e  B e i l i e  ' (W e r k e ,  2-е и зд аш е, 1892; стран. 239. 
Ф ранцузеш й переводъ , O e u v r e s  d e  B i e m a n n ,  trad u ite s  par Laugel, 
стран. 225), и  уже уп ом ян уты й , нами м ем уаръ Д арбу, S u r  l e s  
f o n c t i o n s  d i s c o n t i n u e s  ( A n n a l e s  d e  l’ l i c o l e  N o r m a l e  
s u p e r i e u r e ,  2-ая cepin, т. IV).
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какъ и первый: между числами множества (Е) есть, по крайней 
M'fep’fe, одно число, больш ее^ , и н4;тъ ни одного, большего В г. 
Поступая съ (Л.15 В г) такъ же, какъ ранее съ (А, В ), и продолжая 
этотъ процессъ неограниченно, мы составимъ бесконечную после
довательность промежутковъ {А, В), {Ау, В^>,{А2, В 2), . . . , изъ 
которыхъ каждый равенъ половине предыдущего и каждый обла- 
даетъ относительно множества (Е) темъ же самымъ свойствомъ, 
какъ и первый промежутокъ (А, В).  Въ ряде чиселъ А, А г, 
А 2, . . . , А п каждое число не меньше предыдущего, и все они 
меньше!?; следовательно, эти числа стремятся къ некоторому 
пределу X (§ i). Съ другой стороны, въ ряде чиселъ В, B lt 
В 2, . . . , В п каждое не больше предыдущего, и все они больше А; 
следовательно, эти числа стремятся къ некоторому пределу X'.

В —АКроме того, разность В п — А п= — при неограниченномъ

возрастанш п стремится къ нулю, а это можетъ иметь место 
только при Х=Х'. Пусть будетъ L  этотъ общш пределъ; это 
число L  называется в е р х н и м ъ  п р е д е л о м ъ  множества (Е ). 
Изъ соображешй, при помощи которыхъ мы получили L,  ясно, 
что это число обладаетъ следующими двумя свойствами:

1°. Н и  о д н о  ч и с л о  м н о ж е с т в а  (Е) не б о л ь ш е  L.
2°. К а к ъ  бы м а л о  ни  б ыл о  положительное  число е, 

в ъ  м н о ж е с т в е  (Е ) в с е г д а  е с т ь  ч и с л о ,  б о л ь ш е е ,  
ч е  м ъ L  — s.

Въ самомъ деле, предположимъ, что въ данномъ множестве 
есть число, большее L\ пусть оно будетъ L  + h (Д>о). Такъ 
какъ, при неограниченномъ возрастанш и, В п стремится къ L, 
то, начиная съ некотораго достаточно большого значетя п, 
В„ было бы меньше L  + h, что невозможно, такъ какъ число В  
принадлежитъ ко второму классу. Съ другой стороны, пусть 
будетъ s какое-нибудь положительное число. Начиная съ до
статочно большого значетя  п, А п будетъ больше L  — s, и, такъ 
какъ въ (Е ) находятся числа, болышя А п, то они будутъ также 
больше, чемъ L  — s. Ясно, что никакому другому числу, кроме L, 
пр еды душ! я свойства принадлежать не могутъ.

В ерхтй  пределъ L  можетъ или принадлежать ко множеству 
(Е) или не принадлежать къ нему. Напримеръ, если мы возьмемъ. 
ращональныя числа, не превосходяющя числа 2, то это число 2 
есть какъ разъ ихъ верхнш пределъ и вместе съ т4 мъ оно 
принадлежитъ къ этому множеству; напротивъ, ирращональныя 
числа, не превосходянця 2, также шПлотъ 2 своимъ верхнимъ 
пределомъ, но здесь этотъ пределъ уже не входитъ во мно
жество. Заметимъ еще, что когда верхшй пределъ L  не при-
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надлежитъ ко множеству (Е) , то всегда существуетъ безко- 
нечиое множество чиселъ, принадлежащихъ къ (Е), и боль- 
шихъ L —s, какъ бы ни было мало е. Въ самомъ д'Ьл'Ь, если бы 
ихъ было только конечное число, то верхнимъ предЬломъ 
было бы наибольшее изъ этихъ чиселъ, а не число L. Если 
множество состоите только изъ п различныхъ чиселъ, то верх- 
нш пред-Ьлъ равенъ наибольшему изъ этихъ п чиселъ.

Такимъ же образомъ можно доказать, что если множество (Е ) 
ограничено снизу, то оно им'Ьетъ н и ж н 1 й п р е д ^ л ъ  L', 
обладающей следующими двумя свойствами:

1°. Н и о д н о  ч и с л о  м н о ж е с т в а  (Е ) не м е н ь ш е  L'.
2°. К а к ъ  бы м а л о  ни было  п о л о ж и т е л ь н о е  

ч и с л о  s, въ  м н о ж е с т в е  (Е) в с е г д а  е с т ь  ч и с л о ,  
м е н ь ш е е ,  ч е м ъ  i '  +  г*).

6 9 . К олебате.— Пусть будетъ f(x)  фунетця, вполне опре
деленная въ промежутке (а, Ъ), т.-е. такая, что каждому зна- 
четю х ,  заключающемуся между а и Ъ, и самимъ пределамъ а иЬ 
соответствуетъ единственное значете функцш f(x)**). Эта 
фунгаця называется к о н е ч н о ю  въ этомъ промежутке, если все 
значетя, которыя она принимаетъ, заключаются между двумя 
определенными числами А ж В.  Въ такомъ случае все значе- 
ш я функцш f(x) въ промежутке (я, Ъ) составляютъ множество, 
ограниченное сверху и снизу. Пусть будутъ Ж  и т верхний 
и нижнш пределъ этого множества; разность Э =  Ж — ?» назьь 
вается к о л е б а н 1 е м ъ  функцш f(x) въ промежутке (а,Ъ).

По поводу этихъ определены! необходимо сделать отЬдую- 
пця зам-Ьчашя. Для того чтобы функц1я была конечною въ про
межутке (я, Ъ), еще не достаточно, чтобы она имела конечное 
значете при каждомъ значенш х. Такъ, функщя f(x),  опре
деленная между о и х следующими услов1ями,

Ао) =  о; f{x) = ̂ ,  при х>о,

*) Если на основанщ какого-нибудь опред'Ьленнаго признака в с Ъ 
числа могутъ быть разделены на два класса А  и Б  такимъ образомъ, 
что каждое число класса А  меньше каждаго числа класса В,  то верх
т й  пред'Ьлъ L  чиселъ класса А  есть въ то же время нижнШ пре- 
Д'Ьлъ чиселъ класса В.  Прежде всего очевидно, что вс'Ь числа, боль
ная X, будутъ принадлежать къ классу В; съ другой стороны, если бы 
существовало число U  <  L ,  входящее въ классъ В,  то и всякое число, 
большее L ’, принадлежало бы къ классу В.  Отсюда видно, что всякое 
число, меньшее L,  будетъ принадлежать къ классу А; всякое число, 
большее L, будетъ принадлежать къ классу В. Само число L  можетъ 
принадлежать къ тому или другому классу.

**) См. § 2 .
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им'Ьетъ конечный значетя при всЬхъ значетяхъ х,  и, гбмъ не 
мен’Ье, она не является конечною въ томъ смысле, какой мы 
здесь приписываемъ этому слову, такъ какъ достаточно поло

жить чтобы иметь f ( x ) > A .  Точно также функщя, ко-
.Л.

нечная въ промежутка (я, Ъ), можетъ принимать значетя, 
какъ угодно мало отличаюпцяся отъ верхняго предала Ж  или 
отъ нижняго предала т,  но она можетъ и не принимать са- 
михъ предЬльныхъ значетй. НапргогЬръ, функщя f { x ) ,  опре
деленная въ промежутка (о, i) услов1ями,

/'(о) =  о; f(x) = i —x, при о < ж § 1 ,

имТетъ верхнимъ пред-Ьломъ М — i ,  но никогда не достигаетъ 
этого предела.

7 0 . Свойства непрбрывныхъ функцШ.— Мы теперь подробно 
остановимся на свойствахъ непрерывныхъ фунгацй.

Теорема А. — П у с т ь  б у д е т ъ  f ( x )  ф у н к ц 1 я, н е п р е 
р ы в н а я  в ъ  п р о м е ж у т к е  (я,J), и п у с т ь  б у д е т ъ  е п р о 
и з в о л ь н о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о .  М о ж н о  в с е г д а  
р а з б и т ь  п р о м е ж у т о к ъ  (я, Ъ) н а  н е к о т о р о е  ч и с л о  
т а к и х ъ  н о в ы х ъ  п р о м е ж у т к о в ъ ,  ч т о б ы  д л я  д в у х ъ  
п р о и з в о л ь н ы х ъ  з н а ч е н : . й  п е р е м Т н н а г о  х ' ,  х " ,  

п р и  н а д л е ж а щ  и х ъ  к ъ  о д н о м у  и т о м у  же  п р о м е 
ж у т к у ,  б ы л о  в с е г д а  \ f ( x ' )  — f ( x " ) |<е .

Въ с-амомъ дТлТ. предположимъ, что эта теорема неверна.

Возьмемъ число с— по крайней мТрФ одинъ изъ двухъ

промежутковъ (я, с), (с, Ъ) будетъ обладать тФмъже свойствомъ, 
какъ и промежутокъ (я, Ъ), т.-е. епо нельзя будетъ разбить 
на частичные промежутки, удовлетворяющее условно теоремы. 
Взявъ вместо ( я ,  Ъ) этотъ промежутокъ и разсуждая, какъ и 
выше (§ 68), мы составимъ безконечную последовательность 
промежутковъ (я, Ъ), (я15 &х), (я2, &2), . . . , изъ которыхъ каждый 
равенъ половине предыдущаго и каждый обладаетъ темъ же 
самымъ свойствомъ, какъ и начальный промежутокъ (я, &); тогда, 
какъ бы велико ни было п, всегда можно найти въ проме
жутке (ап,Ъп) два такихъ числа х’ и ж", чтобы \ f ( x ' )  — f ( x " ) \  
было больше е. Обозначимъ черезъ Я обгцш пределъ двухъ 
последовательностей чиселъ я, я1? я2, . .  . и Ъ, 62, . . .  Такъ 
какъ функщя f ( x )  при х  =  Я непрерывна, то можно найти такое

число*?, чтобы было | f { x ) ~  f ( X )  | < —> если \х — Я| меньше*?. Вы-

беремъ загЬмъ п настолько большимъ, чтобы ап и Ъп отлича

150 ГЛАВА IV . ----  О П РЕ Д Е Л ЕН Н Ы Е  И Н ТЕГРА ЛЫ . §§ 6 9 ----у О .



лись отъ X меньше, чймъ на »?; ясно, что промежутокъ (ап. Ъп) 
будетъ заключаться въ промежутке (Я —у, X + j). Если х' и х'' 
будутъ два какихъ-нибудь значешя х  въ промежутка (ап, Ъп), то

\ f ( x ' ) - f (X  ) | < i ,  \ f ( x " ) - f { X ) \ < e~,

и, следовательно, \f(x') — f(x") |< г . Но выше мы предположили, 
что ] (/V) — f(x") \ было больше е. Такимъ образомъ предполо- 
жеше, изъ котораго мы исходили, привело насъ къ противо
речие. Следовательно, теорема доказана.

С л е д с т в 1 е I . — Пусть будетъ а, хх, х2, . . . ,  хр_х, Ъ одинъ 
изъ способовъ разб1е т я  промежутка (а, Ъ) на р промежут- 
ковъ, удовлетворяющихъ указаннымъ условзямъ. Въ проме
жутке (а, хj) мы имеемъ | f{x) |< | f{a) | +  « и, въ частности,
I f ( xi) |< | f ( a) | +  е- Точно также, въ промежутке (хг, х2) мы бу- 
демъ иметь \f{x)\<_\f(x1)\ + s и, a fortiori, \ f(x) \<\f(a)\+2e;  
въ частности, при х = х 2, \ f{x2) |< |/'(а ) | + 2?, и т. д. Для по- 
следняго промежутка мы получаемъ неравенство

I f ( x )  I <  I f ( x P - 1 )  I +  s <  I f (a) I + P e■

Мы видимъ, что абсолютное значеше функции f(x) въ про
межутке (а, Ъ) остается всегда меньшимъ \ f {a ) \+ре. Такимъ 
образомъ в с я к а я  ф у н к ц 1 я ,  н е п р е р ы в н а я  въ  п р о 
м е ж у т к е  (а,Ъ), б у д е т ъ  к о н е ч н о ю  в ъ  э т о м ъ  п р о м е 
ж у т к е .

С л е д с т в 1 е II. — Предположимъ, что мы разбили промежу
токъ (а, Ъ) на_р такихъ промежутковъ (а,хх), (х1, х 2) , . (xp- lt b),

что всегда \f{x') — f(x")\<.— при любыхъ двухъ значешяхъ х,
2

принадлежащихъ къ одному и тому же промежутку. Пусть бу
детъ г] положительное число, меньшее всехъ разностей хг~а ,  
хг ~ х1> • • • , 6 —а^_1. Возьмемъ два какихъ-нибудь числа х / , х " , 
заключающихся между а и б, такихъ, чтобы \х>—х" |<»?, и 
найдемъ верхнюю границу значешя \f(x') — f(x")\.  Если оба 
числа а/, х" будутъ лежать въ одномъ и томъ же промежутке,

то | f{x?) — f{x'r) | < ^ - Въ противномъ случае, х' и х" будутъ

принадлежать двумъ соседнимъ промежуткамъ, и ясно, что

\f(x') — f(x")\<2~ = e. Следовательно, е с л и  а/ и х" о б о з н а -

ч а ю т ъ  д в а  ч и с л а  п р о м е ж у т к а  (<ъ, &), ’то д л я  в с я -
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к а г о  п о л о ж п т е л ь н а г о  ч и с л а  е м о ж н о  н а й т и  т а 
к о е  д р у г о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о  »/, ч т о б ы  было

[ f ( x ' ) - f ( x " ) \ < e ,
е с л и  | х' — х"  | <  т).

Это свойство выражается также сл-Ьдующимъ образомъ: функ- 
щ я f (x)  есть р а в н о м е р н о  н е п р е р ы в н а я  въ проме 
жуткЪ (а, Ъ).

Т еорема В. — Ф у н к г Ц я / " (х) . н е п р е р ы в н а я  в ъ  п р о м е 
ж у т к е  (а, 6), п р и н и м а е т ъ  по к р а й н е й  м е р е  о д и н ъ  
р а з ъ  в с я к о е  з н а ч е н 1 е ,  з а к л ю ч а ю щ е е с я  между/ ' ( п )  
и f(b),  п р и  з н а ч е н 1 и  х, з а к л ю ч а ю щ е м с я  м е ж д у а и й .

Разсмотримъ сначала частный случай. Предположимъ, что 
знаки f ( a )  и f (b)  будутъ противоположны, наприм^ръ, f ( a ) < о, 
Д& )>о. Мы покажемъ, что есть, по крайней мере, одно зна- 
ч е т е  ж, заключающееся между а и Ъ, при которомъ f {x)  = о. 
Въ самомъ деле, функщя f ( x )  отрицательна вблизи а и поло
жительна вблизи Ъ. Разсмотримъ множество т-Ьхъ значенш 
перем^ннаго х,  заключающихся между а и Ъ, при которыхъ 
функщя f ( x )  положительна; пусть будетъ Я нижнш пред-Ьлъ 
этого множества (а<Х<Ъ) .  По самому определенно нижняго 
предала, количество f(X — h) будетъ отрицательно или равно нулю 
при всякомъ положительномъ значенш /г; отсюда сл’Ьдуетъ, что 
и /"(Я), которое будетъ предЪломъ f (X — h), будетъ также отрица
тельно или равно нулю. Но, съ другой стороны, /'(Я) не мо- 
жетъ быть отрицательно. Въ самомъ деле, предположимъ, что 
/ ’(Я )= —от, гд'Ь от — положительное число; такъ какъ функщя 
f ( x )  при х = Х  непрерывна, то можно найти такое число т/, чтобы 
было | f ( x )  — f (X)  I<от, если | х —X |<??; такимъ образомъ f ( x)  бу
детъ отрицательною при значетяхъ х, заключающихся между 
Я и Х + т], и Я не будетъ нижнимъ предЗзломъ т^хъ значенш ж, 
при которыхъ функщя положительна. Следовательно, f{X) = о.

Пусть будетъ теперь N  число, заключающееся между f(a) и f(b). 
Непрерывная функщя <р (x )= f(x )—N  при х —а и при х —Ъ 
имеетъ значешя разныхъ знаковъ. Следовательно, на основанш 
только что доказаннаго, она по крайней мере одинъ разъ 
обращается въ нуль въ промежутке (а, Ъ).

Теорема С .— В с я к а я  ф у н к ц 1 я,  н е п р е р ы в н а я  въ 
п р о м е ж у т к е  (а ,Ъ) ,  д о с т и г а е т ъ  по к р а й н е й  м е р е  
о д и н ъ  р а з ъ  с в о е г о  в е р х н я г о  и с в о е г о  н и ж н я г о  
п р е д е л а .

Такъ какъ уже было доказано, что всякая непрерывная 
функщя остается конечною, то она имеетъ верхшй пределъ М
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и ниж тй пред'Ьлъ т. Докажемъ, наприм’Ьръ, что f  (х)=Ж  
по крайней мгЬре при одномъ значенш х въ промежутке {а, Ъ).

Пусть будетъ по крайней мгЬр'Ь въ одномъ изъ проме-

жутковъ (а, е), (с, Ъ) верхтй пред’Ьлъ функцш f(x) будетъ ра- 
венъ Ж. Зам’Ьнимъ (а, Ь) этимъ новымъ промежуткомъ, произ- 
ведемъ съ этимъ премежуткомъ тгЬ же самыя д’1шств1я, и т. д. 
Разсуждая, какъ и прежде, мы составимъ безконечную после
довательность промежутковъ (а, I), (аЛ1 Ьг), (я2, Ъ2),. . ., изъкото- 
рыхъ каждый есть половина предыдущаго. Въ каждомъ изъ 
этихъ промежутковъ верхтй пред’Ьлъ функцш f(x) остается рав- 
нымъ Ж.  Пусть будетъ X общш предЬлъ обЬихъ последователь
ностей а, аи . .  . , ап, . . .  и Ъ, Ьг, . . . , Ъп, . . . .  Докажемъ, что f(X) 
р а в н о  Ж .  Въ самомъ дЬл’Ь, предположимъ, что ( (Х)  — Ж —h,  
причемъ Ь положительно. Всегда можно найти такое положи
тельное число г], чтобы при измененш х отъ Я — ?; до Х + г/

значете функцш f ( x ) заключалось между f{X)+— и f(X)——

и было, следовательно, меньше Ж — —• Возьметъ п настолько

большимъ, чтобы ап и Ъп отличались отъ ихъ предЬла X меньше, 
ч’Ьмъ на 7] \ тогда промежутокъ (ап, Ьп) будетъ содержаться въ про
межутке (Х — г], Х + т}). СлЬдовательно, верхнш пределъ функ-

щи f(x) въ промежутке (ап, Ъп) не превосходить Ж —-  и не мо-
2

жетъ быть равенъ Ж.
Сопоставляя эту теорему съ предыдущею, мы заключаемъ, что 

ф у н кц  i я, н е п р е р ы в н а я  въ п р о м е ж у т к е  (а,Ъ), п р о 
х о д и т ь ,  по к р а й н е й  M b p b , о д и н ъ  р а з ъ  ч е р е з ъ  в с я 
к о е  з н а ч е н 1 е ,  з а к л ю ч а ю щ е е с я  м е ж д у  ея  в е р х и  и мъ 
и ея  н и ж н и м ъ  п р е д Ь л о м ъ . Т  еорема А можетъ быть выра
жена также слЬдующимъ образомъ: Е с л и  д а н а  ф у н к ц 1 я, 
н е п р е р ы в н а я  въ  п р о м е ж у т к е  (а,Ь), то м о ж н о  р а з 
б и т ь  э т о т ъ  п р о м е ж у т о к ъ  на  н о в ы е  п р о м е ж у т к и  
н а с т о л ь к о  ма лые ,  ч т о б ы  к о л е б а т е  ф у н к ц 1 и  въ 
к а ж д о м ъ  из ъ  н и х ъ  было  м е н ь ш е  в с я к а г о  п р о и з 
в о л ь н о  в з я т а г о  п о л о ж и т е л ь н а г о  ч и с л а .  Въ самомъ 
деле, колебате непрерывной функцш f(x)  равно разности значе- 
шй функцш f(x) при двухъ частныхъ значешяхъ псрем'Ьннаго.

7 1 . Суммы S  и s. — Пусть будетъ f{x) конечная функщя, не
прерывная или прерывная въ промежутке (а,Ъ), причемъ а<.Ь. 
Предположимъ, что промежутокъ (а, Ъ) разбить на некото
рое число частичныхъ более мелкихъ промежутковъ (а, а?Д,



(д ,  а?2), . . . ,  (хр- i ,6 ) ,  причемъ числа хг, х2, . . . .  xp^i обра- 
зуютъ возрастающую последовательность. Обозначимъ черезъ Ж 
и т пределы функцш f  (х) въ целомъ промежутке, черезъ М. 
и ni :— ея пределы въ промежутке [х; - г, х,) и положимъ

S = M 1(x1 — a )+ M 2(x2 — x1) + . . .4- M p(b — rp_i),
s = m 1(x1 — a) + m2(x2—x1) + . . .+тр(Ъ—хр^ i).

Всякому способу разб1е т я  (а, Ь) на более мелгае промежутки 
соответствуютъ свои суммы S  и s<S.  Все суммы S,  очевидно, 
больше т(Ъ~а),  такъ какъ все числа Ж. больше от; следова
тельно, эти суммы S  имеютъ ниж тй пределъ I.  Точно также все 
суммы s меньше М(Ь—а) и, следоватнльно, имеютъ верхний пре- 
делъ I ' .  Мы докажемъ, что I '  не м о ж е т ъ  б ы т ь  б о л ь ш е / .  
Для этого, очевидно, достаточно показать, что если даны два 
какихъ-нибудь способа разб1е т я  промежутка (а, Ъ), которымъ 
соответствуютъ суммы S  и s, S '  и s', то: s < S ', s '<S.

Предположимъ сначала, что каждый изъ промежутковъ (я, хг), 
(хх, х2), . . . новыми точками делешя разбить на более мелте 
промежутки, и пусть будетъ

V ji  У-2' ■ ■ ■ 1 Ук—V  XV  Ук+ V  • • ■ 1 V i—V  Х2 ' У1+ v  •  •  • »  ®

получившаяся новая последовательность. Такое новое разб1е- 
т е  мы назовемъ n o c n i д у ю щ и м ъ  относительно первона- 
чальнаго. Обозначимъ суммы, аналогичныя S и s и относяпцяся 
къ этому новому разб1енно промежутка (я, Ь), черезъ 2  и а, 
и сравнимъ S  и 2 , s и а. Сравнимъ, напримеръ, части двухъ 
суммъ S  и 2 , относяпцяся къ промежутку (я, хг). Пусть бу- 
дутъ Ж / и т/  пределы функщи /  (х) въ промежутке (я, д ) , 
Ж /  и т2 — ея пределы въ промежутке (д , у2), . . . , Ж /и  иг/ — 
пределы въ промежутке (ук- и  жД. Часть суммы 2 , происходя
щая отъ (а ,х г), равна

(Уг~а) + Ж2' (д  -  д ) + .  . • + Ж / ( д - д _ , ).
Такъ какъ числа Ж /,  Ж /, . . . ,  Ж / не могутъ быть больше Ж15 
то ясно, что предыдущая сумма не можетъ быть больше М 1(х1—а). 
Точно также часть суммы 2 , происходящая отъ промежутка 
(д ,  х2) ,яе  можетъ быть больше М 2(х2 — х1), и т. д. Складывая 
все эти неравенства, мы находимъ 2  ^  S, и точно также мы 
нашли бы, что а =4 s.

Разсмотримъ теперь два какихъ-нпбудь способа разб1ешя, 
которымъ соответствуютъ суммы S  и s, S '  и s'. Разсматривая 
одновременно точки делешя обоихъ предыдущихъ разб1ешй, 
мы получимъ трет!й способъ разб1ешя, который можетъ быть 
разсматрпваеыъ, какъ последующей относительно кагкдаго изъ
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двухъ первыхъ. Пусть будутъ 2 ' и б суммы, относящаяся 
къ этому вспомогательному pa36ieHiio. На основании предыду- 
щаго мы шгЬем'ь неравенства

2 < S,  a ^ s ,  2  £ 8 ', 6 >s'.
Такъ какъ 2  больше б, то отсюда сл'Ьдугтъ, что .s'< $, s < S f. 
Такимъ образомъ все суммы S  будутъ больше суммъ s, и пределъ 
I  не можетъ быть меньше предала I 7; следовательно, .

7 2 . Интегрируемый функщи. — Фунгаця, конечная въ про
межутке (а, Ъ), называется и н т е г р и р у е м о ю  въ этомъ про
межутке , если обе суммы S и s стремятся къ общему пределу, 
когда число частичныхъ промежутковъ неограниченно воз- 
растаетъ такимъ образомъ, что каждый изъ этихъ промежут
ковъ стремится къ нулю.

Д л я  т о г о  ч т о б ы  ф у н к ц i я б ы л а  и н т е г р и р у е м о ю  
въ п р о м е ж у т к а  (а, Ь), н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  
ч т о б ы  д л я  в с я к а г о  п о л о ж и т е л ь н а г о  ч и с л а  е 
м о ж н о  было н а й т и  т а к о е  с о о т в е т с т в у ю щ е е  п о л о 
ж и т е л ь н о е  ч и с л о  г/, ч т о б ы  S —S б ыл о  м е н ь ш е  е, 
к о г д а  всФ ч а с т и ч н ы е  п р о м е ж у т к и  б у д у т ъ  
м е н ь ш е  rj.

Это условие н е о б х о д и м о .  Въ самомъ деле, если S  и s 
шгЬютъ общш предЪлъ I ,  то можно найти настолько малое

£
число 7, чтобы | 5 —1 \ и | s - J |  были меньше —» если все
частичные промежутки будутъ меньше г). Отсюда, a fortiori, 
будемъ иметь S —s<e.

Это условие вместе съ тгЬмъ и д о с т а т о ч н о е .  Въ самомъ 
деле, мы им’Ьемъ

S - s  = S - I + I - I ' + I ' - s .
Ни одно изъ чиселъ S —I,  I —I' ,  I ' —s не можетъ быть отри
цательными, чтобы ихъ сумма была меньше е, необходимо, 
чтобы каждое изъ нихъ было меньше е. Но I — V  есть опре
деленное число, положительное или нуль, тогда какъ е — про
извольное положительное число; поэтому необходимо 1 ' = 1 . 
Дал^е, для того чтобы было S — 1 <е, I —S<e , когда все ча
стичные промежутки будутъ меньше у, необходимо, чтобы суммы 
S и s имФли обшдй пределъ I.

Если функщя f(x) удовлетворяетъ приведеннымъ ycnoBiHMb, 
то она называется и н т е г р и р у е м о ю  въ промежутке (а, Ъ); 
пределъ I  называется определеннымъ интеграломъ и изобра
жается символомъ
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который указываетъ на его происхождеше и читается следую- 
щимъ образомъ: и н т е г р а л ъ  отъ а до Ъ отъ f  (х ) dx. По самому 
определенно, число I  всегда заключается между двумя суммами 
S  и s, соответствующими какому-нибудь способу разб1е т я ; при
нимая за приближенное значете I  любое число, заключающееся 
между S  и s, мы допустимъ погрешность, меньшую S —s.

В с я к а я  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц i я и н т е г р и 
р у е м а . — Въ самомъ деле, разность S —s не превосходить 
(Ъ — а)(о, где со обозначаетъ верхнш пределъ колебатя f(x) 
въ каждомъ частичномъ промежутке. Но всегда можно найти 
такое число ?j, чтобы во всякомъ промежутке, меньшемъ 7, 
колебаше функцш f(x)  было меньше любого даннаго положи
тельного числа (§ 70). Если мы возьмемъ 7] такимъ образомъ,

€
чтобы колебаше было меньше ^ j т о  разность S —s будетъ
меньше е.

В с я к а я  ф у н к ц 1 я, н и к о г д а  не  у б ы в а ю щ а я  и л и  
н и к о г д а  не  в о з р а с т а ю щ а я  въ  д а н н о м ъ  п р о м е  
ж у т к е ,  и н т е г р и р у е м а  в ъ  э т о м ъ  п р о м е ж у т к е .

Функщя называется никогда не убывающею въ промежутке 
(а,Ъ), если для каждыхъ двухъ произвольныхъ значенш х', х" 
въ этомъ промежутке будетъ f (x ')>f(x"),  когда х'>х".  Такая 
функщя можетъ сохранять и постоянное значете въ иекото- 
рыхъ частяхъ промежутка, но если она не остается постоян
ною, то она непременно возрастаетъ. Разобьемъ промежутокъ 
(а, Ъ) на п частичныхъ промежутковъ, меныпихъ 7. Мы можемъ 
написать

S = f ( x 1)(x1- a )  + f ( x 2){x2- x 1) + . . . + f ( b ) ( b - x n- . i ) ,  

s = f ( a ) ( X x  — a) + f ( x  1)(х2 — х1) + . . . + f{xn_-i){b—xn- 1).
Въ самомъ деле, напримеръ, въ промежутке (а, х г) верхнш 

пределъ функцш равенъ fix-j), а ниж тй пределъ равенъ f (a ), 
и т. д. для другихъ промежутковъ. Отсюда получаемъ 

S - s  =  (хг -  a ) [ f ( Xl ) -  f {a ) ]  +  (х2 -  x1) [ f (x 2) - f ( x j \
+  • • •+  {Ъ— xn- i ) [ f  (Ъ) — f  (a;n_i)].

Все разности, стоящ1я въ правой части, суть положительныя 
числа, и все разности х 1 — а , х 2—х 1, . . .  меньше г/. Следова
тельно,

S - s < ? j [ f ( x 1) - f ( a ) + f ( x 2) - f ( x 1) +  . .  . +  f ( b ) - f ( z K- 1)], 

Если мы возьмемъ

V < f { b ) - f { a ) '
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то будемъ иметь S — s<£. То же разсуждете применимо и 
къ функцш, никогда не возрастающей.

Обратимся къ общему случаю. Въ опред^ленш интеграла 
можно заменить суммы S и s более общимъ выражешемъ. 
Пусть дано pa36ienie промежутка (я, Ъ)

( I ,  ,  Х % ,  ■ • '  ; “С / — 1 ) - .  ■ 5 ^ n — 1 )

Пусть будутъ £г, g2, . . ., | t., . . .  значешя перемТннаго ж, при- 
надлежанця соответственно каждому изъ этихъ промежутковъ, 
такъ что Сумма

f{$i){x1- a )  + f(§2)(x2- x 1) + . . .
П

?— 1

очевидно, заключается между суммами S и s, такъ какъ всегда 
т . ^  f  (§■) ̂  М.] если функщя интегрируема, то эта сумма также 
имеетъ пределомъ I. Въ частности, если мы предположимъ, 
что | 2, . . . ,  £п совпадаютъ соответственно съ а ,х г, . .  . , ж„_1, 
то получимъ сумму (i), разсмотренную выше (§ 65).

Изъ определения интеграла непосредственно вытекаетъ н е
сколько следствий. Мы предполагали а <6. Если мы переместимъ 
пределы я и 6, то все множители х — х ^  изменять знаки, 
и самъ пределъ переменить знакъ; следовательно

Г f ( x )dx— — \  f{x)dx.•С J s
Изъ определетя интеграла следуетъ также, что

f f(x) dx =  Г f ( x )d x + {  f  (x) dx.
'J a J a ^ c

Если с заключается между я и Ъ, то это равенство очевидно; 
если же, напртгЬръ, Ъ заключается между а и с, то предыду
щая формула также верна, если только функщя f(x) интегри
руема между я и с, такъ какъ мы можемъ написать

\ f ( x )dx=[  f( x )dx—\ f (x )dx= [  f ( x )dx + [  f(x)dx.
J a *' a ” c * a ^ b

Если f  {x) = A<p (x) + Вц> (x), где А  и В — постоянный, то
r»h /*&
\ f(x)dx = A  \ <р (х) dx +  В  \ y>(x)dx\

такое же равенство будетъ иметь место и для суммы любого 
числа функций.

Вффажеше f(§t) въ формуле (2) можно заменить еще более 
общимъ выражешемъ. Разобьемъ промежутокъ (я, Ъ) на «частич-
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ныхъ промежутковъ (а.а^), г,), . . . ,  (ггп_ь  Ь). Для
каждаго промежутка (#,_!, ж,) возьмемъ какое-нибудь количе
ство £,. подъ услов1емъ, чтобы f t. стремилось къ нулю вм'Ьст'Ь 
съ длиною (Zf—Xi-i) разсматриваемаго промежутка. Мы будемъ 
говорить, что стремится р а в н о м е р н о  къ нулю, если для 
всякаго положительнаго числа £ можно найти такое, не зави
сящее отъ г, положительное число г/, чтобы при (ж,— x,_i) мень- 
шемъ было |f ,. |< г .  Докажемъ, что если f,. равномерно стре
мится къ нулю, то сумма

S ' =  2 J (X i — x i—1 )

им-Ьетъ пред-Ьломъ определенный интегралъ f f(x) dx. Возь-
v а

мемъ число г) настолько малымъ, чтобы при условш, что все 
промежутки (sCi—Xi—i) меньше rj, удовлетворялись неравенства

n'Z f ( x i- l)(xi - x . i_ 1) -  Г f{x) 
!=1 J «

dx <*, I £,■!<«,

и разсмотримъ разность

S ' - Г f{x) dx
•' а

=  Ъ f { X i - 1) {Xi -  «,-_!) -  j  /‘■(a?) dx "| +  2  Si  (Xi ■ X i - 1 ).

При указанныхъ услов1яхъ абсолютное значете правой части 
последняго равенства, очевидно, меньше е + е $  — а), и мы 
имеемъ

S'  — С f  ix) dx
а

< s  +  f ( 6 — а).

Такимъ образомъ теорема доказана*).
73 . Теорема Дарбу. — Пусть будетъ f  (х) какая-нибудь функщя отъ х,  

к о н е ч н а я  въ промежутк-Ь (а, Ъ). Каковъ бы ни былъ законъ р азр е
ши промежутка (а, Ъ) на части, суммы S  и s стремятся соответственно 
къ 1 и Г , если число частичныхъ промежутковъ неограниченно возра
стает^  такъ что каждый изъ этихъ промежутковъ стремится къ нулю.

*) Эту теоремуможнолегкораспространитьнадвойные итройные инте
гралы. Мы будемъ пользоваться ею много разъ (§§ 8о, 95, 97, 13 1 , 144и др.).

Зам-Ьтимъ, что эта теорема есть, въ сущности, приложеше теоремы 
Дюгамеля, согласно которой пред-Ьлъ суммы безконечно малыхъ 
количествъ остается неизм'Ьннымъ, если каждое изъ этихъ безко
нечно малыхъ мы зам'Ьвимъ другимъ бесконечно малымъ, отли
чающимся отъ перваго на безконечно малое выстаго порядка. (См. 
статью О с г у д а  ( O s g o o d ) ,  A n n a l s  o f  M a t h e m a t i c s ,  2-ая cepia, 
т. IV, стран. 161—178: T h e  I n t e g r a l  a s  t h e  L i m i t  of  a S u m  
an d  a T h e o r e m  o f  D u h a m e l ’s).



Д о ка ж е м ъ  это, напримФ ръ , для суммъ S . П р ед п о л о ж и м ъ , что а<Ь, и  
что ф у н к щ я  f  (х) въ п р о м е ж у тка  (а, Ь) пол ож ител ь на; по сл ед нем у усло
вно в сегд а  м о ж но  удовлетворить, прибавивъ  къ  ф у н к ц ш  f(x)  соответ
ствую щ ее постоянное, что равносильно увеличение всЬхъ суммъ S  н а  
постоян ное количество. Т а къ  к а къ  число /е с т ь  н и ж н Ш  пред елъ  суммъ S , 
то м о ж н о  н а й т и  та ко й  частны й способъ pas6iem H

д, ж̂, а*2, * * * , —Ь
g

д л я к о то р а го  сумма S  будетъ меньш е I - 1— , гд е  е есть произвол ьное поло-
2

ж и тел ь ное  число.Разсм отрим ъ  теперь како е -н и б уд ь  p as6 iem e  п р о м е ж у тка  
(а, Ь) н а  п р о м е ж у тки  м ены ш е, ч-Ьмъ г], и  найдем ъ  в ерхню ю  гр а н и ц у  соот
в етств ую щ ей  суммы S ' .  Возьмемъ, съ од ной стороны , п р о м е ж у т к и , не  
содерж ание н и  од ной изъ  п р е ж н и х ъ  точекъ  д -Ь л етя  ж ,, х2, . . . ,  xP—v  
п р и м е н я я  р а зс у ж д е ш я  § 71 , мы видим ъ , что о н и  дад утъ  въ S '  часть ,

£
м еньш ую  первоначал ьной суммы S , т . -е .  меньш ую  1-\—  Съ д р у го й  сто
рон ы , число пр о м еж утко в ъ , со д ер ж ащ и хъ  к а ку ю -н и б у д ь  и зъ  точекъ  
xlt х2 , . . .  , Xji—1, не м ож етъ  быть больше р — I ,  и , обозначая черезъ  М 
в е р х ш й  пр ед ел ъ  /"(ж), мы найд ем ъ , что эти  п р о м е ж у тки  дад утъ  въ  
сум м е S '  часть, которая не  м ожетъ  пр ев зо й ти  ( р — 1) M rj.  С ледовател ьно,

S '  < l + - + ( p  — i)M > i.

ё
Т а к и м ъ  образомъ достаточно взять  т\ м еньш им ъ  - , чтобы  сумма
S  была меньш е 1+ е .

Т о ч н о  т а к ж е  м о ж но  д о казать , что суммы s и м ею тъ  п р ед ел о м ъ  V . 
Е сл и  / (х) пр о и зв о л ь н а , то эти  два п р е д е л а  / и  1' р азл и ч н ы . Д л я  того  
чтобы ф у н к щ я  была и н тегр и р уем о ю , необходим о и  до статочн о , чтобы  
было / '  =  / .

7 4 . Формула средняго значешя.— Въ далыгЬйшемъ мы бу- 
демъ предполагать везде, где не будете сделано особыхъ 
оговорокъ, что функцш подъ знакомь интеграла непрерывны.

Пусть будутъ f(x) и <р (х ) две функцш, непрерывный въ про
межутка (а,Ъ), причемъ между а и Ъ функщя <р (х) имеете 
постоянный знаке; для определенности мы предположимъ, 
что а<Ь и ф (х)>о.

Предположимъ, что промежутокъ (а,Ъ) разбитъ на более 
мелгае промежутки; пусть будутъ | 1? | а, . . . ,  значешя
переменнаго х, принадлежапця соответственно къ каждому 
изъ этихъ промежутковъ. Все числа f(§() будутъ заключаться 
между пределами М и m  функцш f(x) въ промежутке (а,Ъ)

тШ№,)ШМ.

Умножимъ все эти двойныя неравенства на множителей 

9  (I .) ( * « -* * _ ! ) ,

которые, по предположению, все положительны, и сложимъ. Мы

§§ 7^  —  7^ -  И . —  ОПРЕДЕЛЕННЫ Е ИНТЕГРАЛЫ И П РО Ч. 1 5 9
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видимъ, что сумма 2 f{§{) <р (£,.) (х{—х._г) будетъ заключаться 
между суммами m 2  у  (§.) (х;—х{_ г) и М 2 <р (§.) (х{—

Если число частичныхъ промежутковъ неограниченно возра- 
стаетъ, то мы имЕемъ въ предЬл'Ь

г*Ь nb пЬ
т \ (р (х ) dx<  \ f  (л;) д> (л) dx <  М  \ <р (х ) dx.

^  a  J  а  ^  а

Эти неравенства можно заменить равенствомъ
лЪ
\ f(x) (р (х ) dx — fi \ <р {х) dx,

гд^з (I содержится между т и М.  Такъ какъ функщя f(x)  
непрерывна, то она принимаетъ значете ц при нгЬкоторомъ 
значенш я —g, заключающемся между а и 6, и мы им'Ьемъ

\ f{x) <Р (ж) dx=f{£)  \ <р (x)dx, (3 )° a J и

гд"Ь § заключается между а и Ъ. Если, въ частности, мы
рб

предположимъ gp(x) = i ,  то интегралъ V dx, по самому опре-
•1(1

д’Ьлешю, равенъ Ъ — а, и мы получимъ

С f ( x )d x = (b -a ) f {$ ) .  (4)
J X

V5. Вторая формула ередняго зн ач етя . — Бонне (Bonnet) далъ 
другую формулу ередняго значешя, которую онъ вывелъ изъ сле
дующей важной леммы Абеля (Abel).

Лемма.— П у с т ь  б у д е т ъ  е0, , .  . . , ер р я д ъ  п о л о ж и т е л ь -
н ы х ъ  у б ы в а ю щ и х ъ  к о л и ч е с т в ъ ,  и up—т а к о е ж е
ч и с л о  п р о и з в о л ь н ы х ъ  п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  и л и  о т р и -  
ц а т е л ь н ы х ъ  к о л и ч е с т в ъ .  Е с л и  B e t  с у м м ы  S0= v0, 
st = и0+ щ , . .  . ,sp= u0+ u 1+ . . .+Up з а к л ю ч а ю т с я  м е ж д у  д в у м я  
ч и с л а м и  А ж В, т о  с у м м а

S=e0 M0+fx Mj+. • -+*р Up 
заключается между -1е0 и Ве0.

Въ самомъ д-Ьл̂ Ь, мы можемъ написать
Uq— Sq, U-l — S-l , Up — Sp  Sjj—1 *,

сл-Ьдовательно, сумма S  будетъ равна
S0 (f0 ~ fl) +  Sl (Sl —  f2) +  - • • + S p —  i (*p— l —  fp.

Такъ какъ всЬ разности е0 — s 1 ( е г — еи  . . . ,  sp—i —  sp положительны, то мы 
получимъ два предала для S, заменяя сначала s0, s 1, . . . , Sp ихъ верх- 
нимъ предЬломъ А ,  а потомъ ихъ нижнимъ предЬломъ В .  Отсюда 
имЬемъ

S  <  -A. * » + •  • - 4 - * г >—1 —  £ у + £ р )  =  Л < = 0 ;

точно также получимъ S > BsQ.



Пусть будутъ теперь f(x)  и <р (х) двЪ непрерывныхъ функцш, изъко- 
торыхъ функщя <р(х) положительна и убываетъ при возраста нш х  о м

а до Ь. Интегралъ V f{x)<p(x)dx есть предЬлъ суммы

f(a) <р (a) f o - a f l+ f  {хх) <р (жа) (жа-ге1) + . . .
Такъ какъ числа <р (а), <р (хj), . . . положительны и убываюм, то по пре
дыдущей леммЬ, отсюда следуем , что эта сумма заключается между 
А<р (а) и В<р(а), гд!а А  и В  суть наибольшая и наименьшая изъ суммъ 

f ( a )  (ж,-а),
f  (а) (хг- a )+ f  (Ж;) (ж2- хг),
........ ................ 9
f{a) (a y -а)+ / ,(ж1) (х2- х 1) + . . .+ f(Xn-i)  ( b - x n- i ) .

Переходя къ пределу, мы видимъ, что разсматриваемый интегралъ 
заключается между А г <р (а) и В, <р (а), гд-Ь А г и В г обозначаютъ maximum 
и minimum интеграла

j  f  (ж) dx

при изм-Ьнеши с о м  а  до 6. Такъ какъ этом  интегралъ, есть, очевидно, 
непрерывная функщя своего верхняго предала с, то можно написать

£  f(x)  <Р (ж) dx — <р (a )  f  (ж) dx, {а < |  < Ъ). ( 5 )

Если между а и Ъ функщя <р (ж) убываем, не оставаясь всюду поло
жительною, то можно приложить бол^е общую формулу Вейерштрасса. 
Положимъ <р (х) = <р (ж). Функщя у  (ж) положительна и убываем,
и къ ней можно приложить формулу (5)

Г  f(x) У (ж) dx=[<p (а) -  <р (6)] ^  f  (ж) dx.
J  a  J  и

Отсюда им-Ьемъ

[ Ь /‘(ж) <р (ж) dx=  Р  /’(ж) <р (Ъ) dx+[<p (а) -  <р (Ь)] f(x)  dx,
J  a  J  a  J  а

И ЛИ  ч

j  f(x) <р (ж) dx—<p (a) f  (ж) dx+ <р (6) ^  /‘(ж) dx.

Т а т я  же формулы можно вывести и въ томъ случай, когда <р (ж) воз- 
р астаем.

76. Аналитическое доказательство еущеетвовашя началь- 
ныхъ функщй.— Теперь мы можемъ дать чисто аналитиче
ское доказательство основной теоремы объ опредФленныхъ инте- 
гралахъ (§ 67). Пусть будетъ f(x)  непрерывная функцш. Опре
деленный интегралъ

F{x) = \* f(t)dt,ct
гд^ ниж тй пред’Ьлъ а разсматривается, какъ постоянное, есть 
функщя верхняго предала х. Покажемъ, что эта функщя 
им'Ъетъ своею производною функщ ю  f(x).  Въ самомъдФл^, 
мы им’Ьемъ

F(x  +  h) — F(x) =  Г f{t)dt,
Jx

§§ 75----7^ -  I I . ----  О П РЕДЕЛЕННЫ Е ИНТЕГРАЛЫ И П Р О Ч . l 6 l
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или, применяя формулу средняго зыачешя (4) 
F(x+ h)-F (x )= h f{£ ) ,

причемъ g заключается между х  и x + h. Если h стремится 
къ нулю, то /'(5) стремится къ пределу такимъ обра-
зомъ функщя F  (х) им-Ьетъ своею производною функцпо f(x).

Всякая другая функщя, имеющая ту же самую производную, 
получается черезъ прибавлеше къ F(x) произвольнаго постоян- 
наго С (.§ 8). Отсюда видно, что если функщя f(x) им-Ьетъ 
одну начальную функцию F(x),  то она им'Ьетъ ихъ безчислен- 
ное множество. Но между всЬми этими функщями есть одна 
и притомъ только одна, которая принимаетъ при х = а  задан
ное значете у0; это будетъ функщя

Въ т£хъ случаяхъ, когда это не можетъ привести къ недо
разуменью, пользуются одною и тою же буквою х, какъ для 
обозначешя верхняго предела, такъ и для обозначешя пере-

очевидно, что определенный интегралъ зависитъ только отъ 
своихъ нред'Ьловъ и отъ подъинтегральной функции; какою 
буквою обозначено переменное интеграции, это совершенно 
безразлично.

Всякая функщя, имеющая производною f(x),  называется н е - 
о п р е д е л е н н ы м ъ  и н т е г р а  л омъ отъ f(x)  и изображается 
символомъ

причемъ пределы не указываются. Согласно предыдущему 
имеемъ

Обратно, если мы нашли какимъ-нибудь способ омъ функ- 
цш  F  (я), имеющую производною f{x),  то можно написать

Чтобы определить постоянное С, достаточно заметить, что 
при х = а  левая часть последняго равенства равна нулю. Следо
вательно, должно взять С= —F(a); отсюда имеемъ основную 
формулу

меннаго интеграцш, и пишутъ

,Х

а

(6 )
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Зам^нивъ здесь f(x) черезъ F'{x),  получимъ

F{x) — F(a) = \ F'(x)dx ;
а

прилагая теорему о среднемъ значении, будемъ иметь

причемъ |  заключается между х н а .  Мы здесь вновь полу- 
чаемъ формулу конечнаго приращешя, но этотъ выводъ мен-Ье 
общаго характера, чЬмъ первый (§ 8), такъ какъ онъ предпола- 
гаетъ непрерывность производной F'(x).

Въ следующей главе мы разсмотримъ простЬйпйе виды 
функцш, для которыхъ начальныя функцш могутъ быть вы
ражены посредствомъ элементарныхъ функций. Здесь мы ука- 
жемъ только на тгЬ изъ нихъ, для которыхъ это непосред
ственно очевидно. Мы им’Ьемъ

i ' i z f e =k>8(* +1/V‘'M )  + c ’ i  7 § r = I o g f ( l ) + 0 -
Основная формула (6) была выведена въ предположенш, что 

функщя /'(ж ) непрерывна между а и Ъ. Не обративъ внимашя 
на это услов1е, мы можемъ придти къ парадоксальнымъ заклю-

Л’Ьвая часть тгЬетъ смыслъ только въ томъ случай, если а и Ъ 
им'Ьютъ одинаковые знаки, тогда какъ правая часть им^етъ 
определенное значеше и въ томъ случае, когда а и Ъ будутъ 
иметь разные знаки. Мы увидимъ, въ дальнейшемъ, при 
изучении определенныхъ интеграловъ, взятыхъ между мни
мыми пределами, въ чемъ состоитъ объяснеше этого парадокса.

Точно также по формуле (6) имеемъ

F ( x ) - F ( a )  = ( x - a ) F ' ( $ ,

J p" ™
f d x = e— +C, { т ф  о);

четямъ. Такъ, полагая f  {х) ~ ~ » изъ формулы (6) получимъ

rbdx I I 
Jax2 а Ъ

11
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Если знаки количествъ f(a) и f(b) противоположны, то f{x) 
обращается въ нуль между а и Ъ, и обе части предыдущаго 
равенства не им-Ьютъ пока для насъ никакого смысла. Впо- 
сл’Ьдствш мы увидимъ, какое значеше должно приписывать 
этому равенству.

Формула (6) можетъ быть также не вполне определенною. 
Т акъ, полагая f{x) = - 1 2, получимъ

X X

f —̂ - ,= a r c te &  —arcta-a.Ja i + x 2 D D
Л евая  часть имеетъ вполне определенный смыслъ, тогда 

какъ правая часть имеетъ безконечное множество значешй. 
Для устранешя неопределенности положимъ

ч*)=Г-JQ I
dx 
+ хг

Фунхоця F  (х) непрерывна во всякомъ промежутке и обращается 
въ нуль вместе съ х. Съ другой стороны, обозначимъ черезъ

arc  tg х  дугу, заключающуюся между — ? а +~'  Эти две фун-

кцш  имеютъ одну и туже производную и обращаются въ нуль 
при х = о ; следовательно, оне тождественны между собою, и 
мы можемъ написать

= a r c  tg  6 — a r c t g a ,
f4 dx г4 dx dx
3* Ц - я 2 J0 i + хг .Jo I + X 2

при условш принимать всегда для arc tg  значеше, заклю- 
ж жчающееся между----и Ч------
2 2

Точно также можно вывести формулу
c b d x  . ,. = a rc sm o  — arcsm  а ,

где корень взятъ въ его положительномъ значенш, а ж Ъ 
заключаются между—i и +  i ,  и черезъ arc sin х обозначена

дуга, заключающаяся между —^  и +  ^-

77. Указатели. — Вообще, если начальная функщя F(x) имеетъ ни
сколько значешй, то нужно выбрать одно изъ ея значешй при х=а, 
ъ \а ) ,  и  следить за недрерывнымъ измХшешемъ этого зн ачетя  при 
изм’Ьненш х  въ одномъ и томъ же направленна огь а до Ъ. Возьмемъ, 
наприм'Ьръ, интегралъ

гд*

гь P’Q-PQ' Г» т



I I . ----  ОПРЕДЕЛЕННЫ Е ИНТЕГРАЛЫ И П РО Ч .$ 77- 1 6 5

и Р , Q—две функцш, непрерывный въ промежутка (а, &) и не обра
щающаяся одновременно въ нуль. Начальная функщя есть arc tang f  (х) . 
Если Q не обращается въ нуль между а и Ъ, то /'(ж) не обращается въ 
безконечность между этими пределами, и arc tg fix) заключается между

7 t ТС— -  и +  -• Но этого, вообще, не будетъ, если уравнеше Q = o имйетъ корни 
въ промежутка (а, Ъ). Чтобы узнать, какимъ образомъ должно въ этомъ 
•случай и з м е н и т ь  общую формулу, оставимъ, по-прежнему, обозначете

иге tang для дуги, заключающейся между— -  и + - ,  и предположимъ сна-
2 2

чала, что Q обращается въ нуль между а и Ъ только одинъ разъ 
при х=с.  Мы можемъ написать

Г ( М  dx- [ c-
) « x + f \ x ) a x~ ) a

c — S Гс-L s’ С 6

+ +  г’J с— 8 J c + 6 ’И -fHoo)
где в и в'—д в а  очень малыхъ положительныхъ числа. Такъ какъ 
.функщя f(x) не обращается въ безконечность ни между а и с —в, ни 
между с-{-s' и 6, то мы можемъ написать 

(*4 f ’jx) dx
)« i + f \ x ) = arc tang f ( e —в) -  arc tang f  (a)

C—S
c+i'

Здйсь можетъ представиться нисколько случаевъ. Предположимъ, 
для определенности, что f(x) обращается въ безконечность, переходя 
съ +оо на —оо. Тогда f(c — t) будетъ положительно и очень велико,

ТСяге tang f(c—s) будетъ очень близокъ к ъ - ,  /'(с+в') будетъ отрицательной 

очень велико, arc tang f{c+ t’) будетъ очень близокъ къ — ; что касается

интеграла \ , то его абсолютное значеше будетъ очень мало, какъJc—В
Р

•въ этомъ можно убедиться, заменяя подъ пнтеграломъ f(x )  черезъ -г-
v

Переходя къ пределу, получимъ
Jo f* (%\ /7пт»
и 1+ 7 4 ®)=7Г+а1С tang “  агс tang ̂  ‘

Точно также можно доказать, что если функщя f ix)  переходить съ —си 
на+оо, то нужно отнять п. Въ общемъ случай должно разбить проме- 
жутокъ (а, Ъ) на тагае промежутки, чтобы въ каждомъ изъ нихъ функщя 
f i x )  обращалась въ безконечность только одинъ разъ. Приложивъ 
къ каждому изъ этихъ промежутковъ прежще выводы и сложивъ по
лученные результаты, найдемъ

L  i+/~(a)= arc tang^ ~ аГС tang ̂
гдй К  есть число, показывающее, сколько разъ функщя f(x) обращается 
въ безконечность, переходя съ +оо на —оо, а К '  есть число, показы
вающее, сколько разъ f(x) переходить съ —со на +со. Это число К —К '  
называется у к а з а т е л е м ъ  функцш fix)  между а и Ъ.

у
Если fix) представляетъ ращональную функцш -j7> то можно вычи

слить указатель при помощи элементарныхъ дЬйствШ, даже не зная 
корней многочлена V. Мы, очевидно, можемъ предположить, что много-
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членъ F] взаимно простой съ многочленомъ V, и что его степень низке 
. степени V, такъ какъ отъ вы чи татя  многочлена указатель функцш 
не меняется. Выполнимъ рядъ дЬлешй, при помоши которыхъ нахо
д ясь  общгй наи болы тй  делитель между V  п Fj, съ тою только разни
цею, что каждый разъ мы будемъ м-Ьнять знакъ у остатка. РаздЬлимъ 
сначала V  на Fx; мы получимъ частное Q1 и остатокъ— F4. ЗагЬмъ раз- 
дЬлимъ V1 на F2; мы получимъ частное Q2 и остатокъ — Fs, и т .  д .;н а- 
конецъ мы хгридемъ къ постоянному остатку — F,1+1. Такимъ образомъ 
мы получимъ рядъ равенствъ

F =  Fx& -  F2,
Vi= f,& - f3)

K - i = V nQn- V n+r
Р ядъ  многочленовъ

F, Fj, Vt , . .  . , Fr_ j ,  Vr, F ,+ i .......... F„, F„+ 1  (7)

обладаетъ существенными свойствами ряда Штурма (Sturm): 1° два 
рядомъ стоящихъ многочлена не могутъ обращаться въ нуль при од- 
номъ и томъ же значенш х, такъ какъ изъ этого мы последовательно 
вывели бы, что при этомъ значенш х  должны обращаться въ нуль и все 
друйе многочлены, и, въ частности, постоянное Уп_̂ г; 2° когда одинъ 
изъ  промежуточныхъ многочленовъ F1( F „ . . . , Г Я обращается въ нуль, 
то число переменъ, представляемое рядомъ (7), не меняется, такъ какъ, 
если Fr равно нулю при х= с,  то F r_ x и Fr+ 1 будутъ иметь при ж=с 
противоположные знаки. И зъ этого следуетъ, что число переменъ 
въ р яде  (7) можетъ измениться только тогда, когда х  проходить черезъ

у
корень ураьненш F = o . Если при этомъ 1 переходить съ + со  на —со,

то число переменъ увеличивается на единицу; напротивъ, оно умень- .
V,шается на единицу, если ~  переходить съ —со на +оо. Такимъ обра

зомъ указатель функцш f  (ж) равенъ разности между числами пере
м енъ въ  ряде (7) при х=Ъ  и х= а.

7 8 . Площадь кривой.— Теперь мы можемъ дать чисто ана
литическое опред’Ьлете площади, ограниченной непрерывною 
плоскою кривою, считая извФстнымъ только выражете пло
щади прямоугольника. Для этого намъ нужно только истол
ковать геометрически выводы § 72. Пусть будетъ f(x)  функщя, 
непрерывная въ промежутке (а, 6); для определенности, мы 
предположимъ, что въ этомъ промежутке а<Ъ, и /(ж )>о. Раз- 
смотримъ,какъ и прежде (черт.9,стр. 142),часть плоскости, огра
ниченную контуромъ А М В В 0А 0А,  состоящимъ изъ отрезка Л0Ва 
оси х , изъ прямыхъ А А 0 и В В 0, параллельныхъ Оу, съ абс
циссами а и Ъ, и изъ дуги кривой А М В ,  представляемой 
уравнетемъ у =f(x) .  Разобьемъ отрезокъ А 0В 0 на части точ
ками делеш я В 1} Р2>« •. > P t - i ,  P t , .  ■ i съ абсциссами х г , 
х,_1, xh . . .  и проведемъ черезъ эти точки прямыя, параллель
ный оси у, который встретятъ дугу А М В  соответственно



въ точкахъ Q t,  Q i - i ,  Q i , . . .  Разсмотримъ часть плос
кости, ограниченную контуромъ Qi—i (),РгР,_1 Q , - i , и отм-Ь- 
тимъ на дуге Qt-iQ,- самую высокую и самую низкую точки, 
т.-е. точки, соотвгЬтствуюнця наибольшему значение M t и наи
меньшему значение т,- функщи f(x) въ промежутка (ж,_1, х,) 
(на чертеже наиболее низкая точка совпадаетъ съ Пусть
будетъ JR. площадь прямоугольника P ,_ iP (s,Si_i, построен- 
наго на основании P ,_ iP  съ высотою JP; точно также пусть 
будетъ г. площадь прямоугольника Р ^ Р д ^ - ь  построен- 
наго на основанш P ,_ iP  съ высотою «г,-. Мы имгЬемъ

Р;=Ж г- ( х г,-=тг;

и мы можемъ истолковать выводы § 72 слгЬдующимъ образомъ: 
каковъ бы ни былъ способъ разб1е т я  отрезка А йВ0, существуетъ 
некоторое определенное число J, меньшее 2 Tti и большее 2 г., 
и представляющее тотъ пред'Ьлъ, къ которому стремятся 
суммы 2 R. и 2 г., когда число промежутковъ неограниченно 
возрастаетъ такъ, что каждый изъ нихъ стремится къ нулю. 
Этотъ обпцй пределъ I  об'Ьихъ суммъ прямоугольниковъ 
2 RV 2 ri мы будемъ называть п л о щ а д ь ю  части плоскости, 
ограниченной контуромъ А М В В 0А 0А.  Такимъ образомъ иско-

гь
мая площадь равна определенному интегралу \ f(x)dx.

Это определеше вполне согласно съ обычньшъ предста- 
влеюемъ о площади плоской кривой. Въ самомъ деле, не
смотря на малую точность этого последняго, изъ него все-таки 
ясно, что площадь, ограниченная контуромъ P j- iP & m̂ - iP ,-!  , 
заключается между площадями Rf и г. двухъ прямоугольниковъ 
Pt-iPiSjSi-i и P.—iPiqiQi—i ; следовательно, вся площадь, ограни
ченная контуромъ А М В В 0А 0А , должна быть количествомъ, 
заключающимся между двумя суммами 2 РЧ и 2 г(. Но опреде
ленный интегралъ I  есть единственное постоянное число, за
ключающееся между этими двумя суммами при всякомъ спо
собе разб1ешя отрезка А 0В0, такъ какъ этотъ интегралъ пред- 
ставляетъ обпцй пределъ обеихъ суммъ.

Площадь кривой можетъ быть определена безчиеленными 
способами, какъ пределъ суммы площадей прямоугольниковъ. 
Въ самомъ деле, мы видели, что определенный интегралъ I  
есть также пределъ суммы
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2 { х , - х (_,)/*(&),
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гд е  £t. есть какое-нибудь значеше переигЬннаго х  въ промежутка 
x f). Но

(Ж,-Я,-1 )/'(!;)

представляетъ площадь прямоугольника, им’Ьющаго основа- 
н1емъ P i-iP , .и высотою ординату какой-нибудь точки дуги 
Qi-irijQi. Должно также заметить, что определенный инте- 
гралъ I  представляетъ площадь при всякомъ положенш 
дуги А М В  относительно Ох, если только мы примемъ во вни- 
ман1е то правило знаковъ, которое было установлено выше (§67). 
Такъ какъ всякш определенный интегралъ представляетъ 
площадь, то вычислеше интеграла называется также к в а 
д р а т у р о ю .

Установивъ вполне строго поняйе площади, мы можемъ 
пользоваться имъ при некоторыхъ выводахъ, которые при этомъ 
становятся почти очевидными геометрически. Напримеръ, ясно, 
что разсмотренная въ этомъ параграфе площадь заключается 
между площадями двухъ прямоугольниковъ, имеющихъ общее 
основаше А 0В 0, а высотами соответственно наибольшую и наи
меньшую изъ ординатъ дуги А М В .  Следовательно, эта пло
щадь равна площади прямоугольника, имеющаго основаюемъ 
А 0В 0, а высотою ординату некоторой точки, соответствующимъ 
образомъ выбранной на дуге А М В ; очевидно, что это предло- 
жеше есть не что иное, какъ теорема о среднемъ значенш.

7 9 . Вотъ еще другое важное замечаше. Пусть будетъ f(x) 
функц!я, конечная въ промежутке (а, Ъ), которая делается сле*

дующимъ образомъ прерывною при 
конечномъ числе значешй между 
аиЪ  (черт. и ) .  Предположимъ, что 
функвдя f(x)  непрерывна между с 
и с +/г, (&>о), и что f(c+e)  стре
мится къ пределу, когда е, оста
ваясь положительнымъ, стремится 
къ нулю; мы обозначимъ этотъ 
пределъ черезъ /'(с +  о). Предпо

ложимъ далее, что функцж f(x)  непрерывна между с—к и с, 
(&>о), и что f ( c —о) будетъ темъ пределомъ, къ которому 
стремится f ( c —s), когда е, оставаясь положительнымъ, стре
мится къ нулю. Если пределы /'(с +  о) и /'(с—о) различны, 
то f (x )  прерывна при х —с. Въ этомъ случае за f  (с) обыкно
венно берутъ значеше \ [ f { c + o )+ f ( c —o)\. Если f(x)  имеетъ 
между точками а и & несколько точекъ прерывности этого 
рода, то графически она изобразится несколькими различными

Черт. 1 1 ,
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дугами А С ,  С 'В ,  В ' В .  Пусть будутъ, наприм'Ьръ, <?и с? абсциссы 
точекъ прерывности. Положимъ

j  f ( x ) d x = ^  f ( x ) d x  +  j  f ( x ) d x  +  ̂  f ( x ) d x \

такое определение можетъ быть основано на замечашяхъ § 72;
nb

геометрически \ f ( x ) d x  представляетъ площадь, ограничен
ий1

ную контуромъ А С С ' В В ' В В 0А йА .
Если мы зам^нимь верхнш предепъ Ъ переменнымъ предгЬ- 

ломъ х , то определенный интегралъ

F  (х) =  С f  (х) dx
J  а

будетъ непрерывною функщею отъ х.  Въ точке х , въ кото
рой f ( x )  непрерывна, мы будемъ иметь F '  (x) = f ( x ) .  Въ точке 
прерывности, напримеръ, при х ~ с ,  мы получимъ

лС-f-ft
F ( c  +  h) — F ( c )  = \ f (x )  d x = h f  (c + 6/1), o < 0 < i ;

J C
F  (c +  h) —F ( c )отношены будетъ иметь пределомъ или f  (с + о),

или f ( c  — о) въ зависимости отъ того, будетъ ли h положи
тельно или отрицательно. Мы имеемъ здесь примерь непре
рывной функцш F ( x ) ,  производная которой при некоторыхъ 
значешяхъ переменнаго имеетъ два различныхъ значетя.

8 0 . Длина дуги кривой. — Пусть будетъ А В  дуга некото 
рой кривой. Возьмемъ на этой дуге несколько промежуточ- 
ныхъ точекъ т\, ж2, . . . ,  ш„_j и построимъ ломаную линйо 

вершинами которой будутъ служить различ
ный точки т.  въ той последовательности, въ какой оне идутъ 
отъ А  до В .

Если периметръ этой ломаной линш стремится къ пределу, 
когда число сторонъ неограниченно возрастаетъ такъ.что длина 
каждой изъ нихъ стремится къ нулю, то этотъ преде.чъ назы
вается д л и н о ю  д у г и  А В .

Пусть будутъ
*=/■(0, У =  г = Ш

прямоугольный координаты точекъ дуги А В ,  выраженный че- 
резъ переменный параметръ t. Мы предположимъ, что при 
изменены! t отъ а до i  (а<&), функцш f,q>,y> непрерывны и 
имеютъ непрерывный производный перваго порядка, и что
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точка ( х , у ,я )  описываетъ дугу А Б ,  перемещаясь постоянно 
въ одномъ и томъ же направленш. Обозначимъ черезъ

a i  ^ 2 )  • • •  > — 1 1  * i i  • • • 7 t n — 1 ) ®

значетя t, соответствуюпця вершинамъ этой ломаной лиши. 
Сторона ct будетъ иметь выражеше

с = \/ (x t -  -гг_з)2 +  (у( -  уг_] )2 +  (* < -  )2,
или,прилагая къ а?*— .. формулу конечныхъ приращений,

гдгЬ g,-, £, содержатся между #,_х и Если промежутокъ
1, £,■) очень малъ, то корень въ правой части равенства 

очень мало отличается отъ

} / ш ~  1 )]*+[ ^ u - i ) ] 2+ [v  ' ( т а р .
Чтобы найти предали разности обоихъ корней, представимъ 
ее въ виде

_________№ ) - f U - i ) ] № ) + / rU -x)1+  . . .  _____
] / f 2(^) +  <p'2(7 >) +  V>*(£,) +  ) +  <Р'2& - i) +  р '2(С-х) '

Но мы им'Ъемъ
| г ш  I +  | Z 'U - i )  I < F / /-/2(g;) +  . . . + i / / ' /2( C - 1) +  . . . ,

и, следовательно,
f ’{ b ) + f % - i )

V P m + - . . + V f ' ^ i - x ) + . ,
<1 .

Отсюда видно, что если мы возьмемъ все промежутки £г —#г_ х 
настолько малыми, чтобы въ каждомъ изъ нихъ колебашя функ-

щй /'/(0, были меньше -g’ т0 мы будемъ иметь

V  п а , ) + . . . =  ] / П а < - г ) + . . . + е г;
где

I e# I <«-
Следовательно, периметръ ломаной линш равенъ

+  + У > 'Ч * г - г )  +

Дополнительный членъ 2 е ^ —f(-_x) по абсолютному значешю 
меньше ^_i), т.-е. меньше е(Ъ—а). Такъ какъ s можетъ
быть сделано произвольно малымъ, если все промежутки бу- 
дутъ взяты достаточно малыми, то отсюда следуетъ, что этотъ 
членъ стремится къ нулю, и длина S  дуги А Б  равна опреде
ленному интегралу

8 =  <\ ] / f n  +  q>n  +  y>n  d t .  ( 8 )J а



Предыдущее опред'Ьлете распространяется также и на тотъ 
случай, когда производныя f ' , q>f, гр' прерывны въ конечномъ 
числе точекъ дуги ЛВ] это будетъ въ томъ случай, если 
кривая имЪетъ угловыя точки. Нужно только разбить дугу А В  
на нисколько такихъ дугъ, чтобы для каждой изъ нихъ f ' ,  гр', гр' 
были непрерывны.

Изъ формулы (8) сл'Ьдуетъ, что длина дуги S ,  заключающейся 
между неподвижною точкою А  и подвижною точкою М,  соответ
ствующею значенпо t параметра, есть функщя отъ t , производ
ная которой есть

^  = V f n + 9 " + 4>n -

Возводя въ квадратъ обе части и умножая на <Й2, получимъ

dS2 =  dx2 +  dy2 +  dA. (9 )

Эта формула имЪетъ место. каково бы ни было независимое пере
менное. Ее легко запомнить въ связи съ ея геометрическимъ 
значешемъ; она выражаетъ, что dS есть диагональ прямоуголь- 
наго параллелепипеда, ребра котораго равны dx, dy, ds.

II р и м е  ч ап i е .— Прилагая формулу средняго значетя къ 
определенному интегралу, представляющему длину дуги М 0М„ 
концы которой соответствуютъ значешямъ t0, t1 параметра t 
(£j>£0), мы получимъ

,9 =  arc Ж 0ЖХ =  (t, -  ̂ Г Щ + у ' Щ  + г р ' Щ ,

где 0 заключается въ промежутке (t0, tf). Обозначая черезъ с 
хорду МАИ,, мы имеемъ также

с2 =  [ ПК) -/•(#„)]* +  W  (У  -  9  (t0) ]2+ [гр (t,) -  гр (t0) ] \

Прилагая формулу конечныхъ приращетй къ каждой изъ раз
ностей fit,) — f{t0) , . . ., мы можемъ написать

с= (v -  д / г щ т д а й ? )  >
причемъ числа §, у, £ заключаются въ промежутке (£0, t,). Но, 
на основаши предыдущаго, разность обоихъ корней будетъ 
меньше е, если только колебашя функщй f'{t), гр'Ц)

ft
въ промежутке (t0, t,) будутъ меньше Такимъ образомъ

s - c < t ( t , - t 0)
и , следовательно,

с е
1 ”  S <  V f 7W) + <р 'Щ + гр'Щ

При неограниченномъ уменьшены! дуги М0М, разность t, — t0,

§ 8о .  I I . —  О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  И  П Р О Ч . I 7 X



авм'Ьст'Ь съ нею и е, стремятся къ нулю; следовательно, разность 

I — |  также стремится къ нулю. Такимъ образомъ о т н о -

ш е н i  е б е з к о н е ч н о  м а л о й  д у г и  к ъ  е я  х о р д е  
и м е е т ъ  п р е д е л о м ъ  е д и н и ц у .

П р и м е р ъ . — Пусть требуется найти дугу плоской кри
вой, данной уравнетемъ въ полярныхъ координатахъ р =  /'(а>). 
Принимая со за независимое переменное, мы представимъ кривую 
тремя уравнетями ж=р cos со, y = Q sin со, 2=0; отсюда имеемъ

ds2 =  dx2 +  dy2 =  (cos codp~Q sin со dco)2 +  (sin eodQ + Q cos со dm)2, 
или, после приведешя,

ds2 = dg2 + Q2dco2.

Возьмемъ, напримеръ, к а р д 1 о и д у ,  представляемую урав- 
нешемъ

q = B + B  cos со.
Предыдущая формула даетъ

ds2= B 2dco2[ sin2 со +  (i  +  cos со)2]= 4Д2 cos2 ^  dco2;

при измененш угла со между о и л мы будемъ иметь

ds =  2.В cos — dco,2
и выpaжeнie длины дуги будетъ

( т? • <в\ “14 -й s in -  >
\  2 /< "о

где со0 и сох— полярные углы, соответствуюпце концамъ дуги. 
Следовательно, длина всей кривой равна 8В.

8 1 . Направляюпйе косинусы. — При изученш свойствъ кри
вой часто бываетъ удобно принимать за независимое переменное 
длину дуги этой кривой. Выберемъ на разсматриваемой кривой 
положительное направлетеи обозначимъ черезъя длину дуги 
заключающейся между неподвижною точкою А  и произвольною 
точкою Ж  со знакомъ +  или со знакомъ — въ зависимости отъ 
того, будетъ ли направлеше отъ А  до М  положительно или 
отрицательно. Проведемъ въ какой-нибудь точке Ж  этой дуги 
касательную къ кривой въ направления возрасташя дугъ; пусть 
будутъ а, 0 , у углы, образуемые направлетемъ касательной съ 
положительными направлениями прямоугольныхъ осей Ох, Оу, 
Os. Мы имеемъ

cos a cos cos у__  ̂ I _ ± i
dx ~~dy ds ~  ~ у  dx2 +  dy2 + ds2~  *

1 7 2  ГЛАВА IV . —  О П РЕДЕЛЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ . §§ 8 о ---- 8 l .
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Чтобы рйшить, какой знакъ зд'Ьсь должно взять, предполо- 
жимъ, что положительное направлеше касательной образуетъ 
съ Ох острый уголь; въ этомъ случай х ж s одновременно возра
стают^ и, слйдовательно, должно взять знакъ + .  Если же 
уголь а — тупой, то cos а отрицательно; здйсь, съ возраста- 

с&стем ь s, х  убываетъ, ^  также отрицательно, и мы опять должны 

взять знакъ + .  Слйдовательно, во всйхъ случаяхъ, имйемъ

cos«= dx 
ds '

„ dy dz
C O S ^ t2-* C0Sy=3->ds ds ( 1 0 )

гдй dx, dy, dz, ds — дифференщалы, взятые относительно про- 
извольнаго независимаго перемйннаго.

8 2 . Измйнеше отрйзка прямой.— Пусть будетъ ММХ прямо
линейный отрйзокъ, концы котораго описываютъ дв-Ь кривыя 
С, Су. Возьмемъ на каждой изъ этихъ кривыхъ начальную точку 
и установимъ положительное направлеше.

Пусть будутъ: s — дуга AM,  sx — дуга А 1М 1, причемъ эти 
обй дуги берутся съ ихъ знаками, I — длина MMt , 6 — уголъ 
прямой ММг съ положительнымъ 
направлешемъ касательной МТ,  0!— 
уголъ, образуемый прямою М.М  съ по
ложительнымъ направлешемъ каса
тельной МуТх. Найдемъ соотношеше 
между 0, 0t и дифференщалами 
ds, dsх, dl.

Обозначимъ черезъ х, у, z, хх, у у, z1 
координаты точекъ М, Му, черезъ 
а , $ , у , а 1, 0 у , 7у — углы касательныхъ 
М Т  и М 1 Т1 съ осями координата. Мы имйемъ 

Т*=(х-Ху)г + (у-уу)* + (г-гу)*-, ■
отсюда

l d l = ( x  — x1)(dx — dx1) + ( y  — y1) (dy — dyx) +  (z—z1) (dz—dz1).

Черт. 1 2 .

Пользуясь формулою (ю) и соответствующею формулою для 
кривой Су, мы можемъ представить последнее равенство 
въ видй

ds17 х —х. , у —у, „ s —s, dl= \ —~  cos а + — у Т  cos0 ---- p -̂cosj'

+ cos cty +  y cos @y + A—L cos Yy'jdsy.

Ho —jM, y ...SI ,  ——к СуТЬ направляюпце косинусы пря

мой MMy, слйдовательно, коэффищентъ при ds есть: — cos0 .

У\~У. Z ,  — Z



Точно также коэффищентъ при ds1 есть: — cos6t , и мы полу- 
чаемъ искомое соотношеше

dl— — dscosO — cfei cosOx, (io')

которымъ будемъ часто пользоваться.

88. Теоремы Гревеа и Шаля. — Вотъ одно изъ приложенШ фор
мулы (го'). Пусть будутъ Е , Е '  два софокусныхъ эллипса. Изъ толки Ж 
внЪшняго эллипса Е '  проведемъ касательный М А , М В  къ эллипсу Е. 
П р и  п е р е м 4 щ е н 1 и  т о л к и  Ж  п о  э л л и  и с у Е ’ р а з н о с т ь  
М А + М В —a r cA N B  о с т а е т с я  п о с т о я н н о ю .

Пусть будутъ s и s' дуги О А и ОВ, а  — дуга O'M, I и V — длины 
A M  и ВМ ,  6 — уголъ касательной М В  съ положительными направле-

шеми касательной М Т\  на основании фо- 
кальныхъ с в о й с т в е  уголъ М А  съ М Т  
равенъя —б"). Зам-Ьчая, что4.Ж совпадаете, 
съ положительными направлешемъ каса
тельной въ А,  и лто В М  противоположно 
положительному направленно касательной 
въ В,  мы по формул'Ь (юУ им'Ьемъ

dl= —ds+do cos б, 
dl'= Ads'—da cos 6;

складывая эти равенства, полулаемъ
d(l+ l')=d(s '-s)=d  arc A N B ,  

откуда слФдуетъ справедливость предложешя.
Это — теорема анинйскаго геометра Гревеа (Graves). Такими же обра- 

зомъ доказывается следующая теорема, найденная Шалемъ (Chasles). 
Даны софокусные эллипсъ и гипербола, пересЬкаюпцеся въ точк-Ь N\  
если изъ толки М, взятой на в-Ьтви гиперболы, проходящей лерезъ 
толку N,  проведемъ къ эллипсу касательный М А , МВ, то разность дугъ 
N A —N B  равна разности касательныхъ М А —МВ.

I I I .  — ЗАМ’ЪНА ПЕРЕМЪННЫХЪ. — ИНТЕГРИРОВАН1Е
ПО ЧАСТЯМЪ.

Многае изъ опред'Ьленныхъ интеграловъ, которые нельзя 
получить непосредственно, могутъ быть найдены при помощи 
двухъ общихъ пр!емовъ, которые мы здгЬсь изложимъ.

8 4 . Замена переигЬнныхъ.— Если подстановкою я=<р(£)
пЬ

въ опред^ленномъ интеграл^ \ f (x)dx  мы замгЬнимъ перемФн-
"а

ное х  новымъ независимымъ перем'Ьннымъ t, то получимъ но- *)

1 7 4  ГЛАВА IV . —  ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. §§ 8 2 ----8 4 .

*) Соединимъ толку Ж съ двумя фокусами. На основании свойствъ 
софокусныхъ кривыхъ второго порядка касательная М Т  одинаково 
наклонена къ обоими рад1усамъ векторами; точно также эти рад1усы 
векторы образуютъ равные углы съ касательными М А я  М В.  Отсюда 
сл-Ьдуетъ справедливость теоремы, приведенной въ текст-Ь. (Ред.)

Черт. 13.
т
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вый определенный интегралъ. Предположимъ, что функц1я (С) 
непрерывна и им-Ьетъ непрерывную производную между а и 0 , 
и что, при изменении t отъ а до 0 , cp(t) изменяется всегда 
въ одномъ и томъ же направивши отъ ф(а) = а до <р(0 )=Ъ.

Разобьемъ промежутокъ (а, 0 ) на части промежуточными зна- 
чешями a, tx, tn- 1, 0 ; пусть будутъ а, хг, х2, . . . ,  ж„_1, Ъ
соотв-Ьтствуюпця значешя переменнаго x = g>(t). На оенованш 
теоремы о конечныхъ приращешяхъ имеемъ 

осi—av-i =  (*,-*,_!)
причемъ 0,- заключается между C-i и tt . Пусть будетъ£г=<р (6г) 
соответствующее значеше переменнаго х , заключающееся между 
ж,_1 й ж,-. Сумма

f(§ 1) (® i-«)+ /■(&) (a:2-a:i) +  . . .  +/■(£„) {Ъ-хп-О 
имеетъ пределомъ данный определенный интегралъ. Но эту 
сумму можно также представить въ виде

Пч> (60] ¥  (6i) (к - о )  +  ...+/■[*> (6,)] у '
Отсюда видно, что она имеетъ пределомъ новый опреде

ли
ленный интегралъ \ f[<p{t)]<p'(t)dt.•Ja

Такимъ образомъ мы получаемъ равенство

\  f ( x ) d x = f  f [ < p { t ) ] < p ' ( t ) d t .  (и)

Формула (и )  есть формула з а м е н ы  п е р е м е н и  ы х ъ в ъ  опре- 
деленныхъ интегралахъ. Мы видимъ, что новый дифференщалъ 
подъ знакомь интеграла получается посредствомъ замены 
въ f (x)dx  переменнаго х и дифференщала dx черезъ q>(t) и 
(p'(t)dt, причемъ новыми пределами служатъ значешя t, соот
ветствующая прежнимъ предЬламъ. При надлежащемъ выборе 
функщи (р (t) можетъ случиться, что новый интегралъ будетъ 
проще первоначальнаго, но впрочемъ для этого нельзя дать 
никакихъ определенныхъ правилъ.

Пусть, напримеръ, требуется вычислить определенный ин
тегралъ

rx dx 
\  {x—ci)i +0 2

Полагая x = a + 0 t, находимъ

£  3 - | ( arc ‘«” S * + arc tan g |) ,
0

или, возвращаясь къ переменному х,
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Некоторый изъ предположен^, который мы делали при 
выводе формулы (и ) ,  не необходимы. Такъ, нЪтъ необходи
мости, чтобы при изменении t отъ а до /? функщя <р (t) изме
нялась всегда въ одномъ и томъ же направленш. Предполо- 
жимъ, наприм'Ьръ, что при возрастании t отъ а до 7 ( /< # ) , 
функщя (р (t) возрастаетъ отъ а до с (с>&), а при дальнМ- 
шемъ возрастанш t отъ у до q>(t) убываетъ отъ с до Ъ. 
Если функция f(x) непрерывна въ промежутке (а, с), то къ каж
дому изъ промежутковъ (а, с), (с, Ъ) можно приложить фор
мулу (и ) ;  это даетъ

{ f ( x )d x  = f[<p(t)](p'

f f ( x ) d x = [ f  (t)dt.-
Jc . -7

складывая оба равенства, получимъ

J f (x )dx= f  f[<p(t)]q>'(t)dt.

Напротивъ, необходимо, чтобы у (/) была вполне опреде
ленною фунгацею отъ t. Если не обратить внимал in на это 
условие, то можно придти къ очевидно невернымъ выводамъ.

Напримеръ, если мы применимъ къ интегралу \ dx фор-
3

мулу (и ) ,  положивъ =  t1, то получимъ

что невозможно, такъ какъ второй интегралъ равенъ нулю. 
Чтобы правильно применить формулу (и ) , необходимо разбить 
промежутокъ ( — i , +  i ) на два промежутка ( — 1 , 0), (о, i) .  
Въ первомъ промежутке мы положимь х=  —1/<3 и будемъ изме
нять t отъ I до о; во второмъ промежутке мы положимъ х = \ / 13 
и будемъ изменять t отъ о до i .  Такимъ образомъ верный 
результатъ будетъ

^ d x= 3 ^ = = 2 .

П р и м е ч а н 1 е. — Заменяя въ формуле (и )  верхше пре
делы Ъ и переменными пределами х и t, получимъ

^  /  {х) d z = \ a f[<P (OJ Ч>' V) dt.

Изъ этого равенства следуеть, что если мы положимъ х=<р (£), 
то функц1я F  (х ), производная которой есть f(x),  обращается въ 
функцпо Ф {t), производная которой есть /  [<р (<)] ц>' (t). ПоследнШ
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результата непосредственно сл-Ьдуетъ изъ формулы производ
ной функцш отъ функцш. Такимъ образомъ мы можемъ, во
обще, написать

j  f{x) c te= j f[<p (i1)] <p' (1!) dt.

Это — формула замены перем'Ьннаго въ неопред'Ьленныхъ инте
грал ахъ.

8 5 . Интегрироваше по чаетямъ. — Пусть будутъ и и v — 
функцш, непрерывный вм’Ьст’Ь со своими производными и' и v 
между a in Ъ. Мы имеемъ

d (uv) _  dv du _ 
dx U dx~lrV dx'

интегрируя об-Ь части этого равенства, получимъ
Съ diuv) 7 Cb dv Гь du ,
I — х dx=\ и dx +  \ v -г- dx.
J a ах Ja dx Je dx

Последнее равенство можно еще пр едставить въ сл’Ьдующемъ виде
/>б

■udv=[uv]ba— \ vdu,
a  J  а

(12)

причемъ символъ [Т'(з")|‘ обозначаетъ, вообще, разность
F(b)-F{a) .

Заменяя пред^лъ Ъ переменными предфломъ х  и оставляя а 
постояннымъ, что равносильно. переходу отъ опредЬленныхъ 
интеграловъ къ неопределенными, мы точно также будемъ иметь

^ и dv=uv— (j* v du. ( i3 )

Такимъ образомъ вычислеше интеграла ^ udv приводится 

къ вычислений интеграла j  v du, который можетъ быть проще 
первоначальнаго. Пусть, наприм^ръ, требуется вычислить

сьопределенный интегралъ \ xmlo g x d x ,  (т о + 1 ^ 0 ) .  Полагая
”  а

M=log х,  > по формуле (12) имеемъ

х .х ГГ * ч ° г »-1‘—
L m + i j a т +  i j e

Гхт+1 log х х ”̂ 1
:L т +  I («г-t-1) G—* a

Эта формула не применима, если т + 1 =  о; въ этомъ случае 
имеемъ

КУРСЪ МАТЕМАТНЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 12



17 8 ГЛАВА I V . ----  О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ . § 85.

Формулу (12) можно обобщить. Обозначимъ черезъ и', и", . . .  
м(п+1), v' j , w(H+1) последовательный производный отъ
функщй u a v .  Прилагая формулу (12) къ интеграламъ j и 

j  u'dv^-V,  . . . ,  мы придемъ къ с.тЬдуюгцимъ равенствамъ

сь гь гьj  uv^n+r>dx=\i и с?у(п)-=[мг>М]* — J u'v^dx,

f u'vWdx— Г u'dv n̂~1)=  [mV"~:1)]  ̂— Г dx,
^ a  J a J a

...........*......................................*....................................

l wWj/d x — f адМ<2г>= \u(n)v]bu — f dx.
• ^  a J  a J a

Умноживъ эти равенства попеременно на + i  и — I и сло- 
живъ, получимъ

сьI uv(n~t-Ч d x  =  [uv^  — u'v^'~v> -f- u"v(tt~2) — — i)K «(’Ог)]*
J  a

л Ь

-r ( — l)*+1 \ «(*+!)© rfa;. (I4 )

Эта формула приводить вычислете интеграла ^ w«4n+D dx къ вьг- 

числешю интеграла J  «(*+%

Въ частности, формулою (14) удобно пользоваться въ томъ 
случае, когда подъ знакомь интеграла стоить произведете 
многочлена и степени п на производную (и + i)-ro порядка 
отъ известной функцш v; въ этомъ случае мы имеемъ «(4 -1) = 0 
и правая часть будетъ свободна отъ знака интеграла.

Пусть, напримеръ ,5 требуется вычислить определенный инте- 
гралъ .

["е”* f(x)dx,

где f ( x )  есть многочленъ и-ой степени. Положимъ u = f ( x ) ,  

v — —„44; выводя ешх множителемъ, найдемъ по формуле (14)

(15)

Темъ же способомъ можно вычислить определенные интегралы 

\ cos mxf(x)  dx, Г sin mxf(x)dx,
J  a  J „  '

где f ( x ) — многочленъ.
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86. Формула Тэлора. — Зам’Ьнимъ въ формуле (14) и функ
цию F  (х), непрерывною между а и Ъ вместе со своими про
изводными до (w-f-i)-ro порядка, и положимъ v = (b — х)п. Мы
имЗземъ

v'= — п(Ъ—х)п~1, г"= п(п—1)(Ь—х)п-*,
»('0 =  ( _ х ) » 1 . 2  . . .  и, зДи+1) =  о.

Замечая, что при х=Ъ функцш v, г/, v", . .  . , гДп-1) обращаются 
въ нуль, мы получимъ формулу

о = ( — \ )п [«  1 F(b) — n \F (a )—n ! F'(a){b — a)

.._ .F 0 0 (a) ( i_ e ) " j '

+  ( —i ) ^ 1 C {b—x)ndx.
a

Отсюда имЗ>емъ
F(b)= F(a)+ b—  F ' ( a ) + ^ ^ F " ( a )  + . . .X 1 .2

+ (~Ъ~ ^ ПF W ( a ) C F ( ”+"(x){b-x)»dx.

Такъ какъ при изменении х  отъ а до Ъ множитель (b—х)п со
храняешь постоянный знакъ, то мы можемъ применить къ 
последнему интегралу формулу средняго значешя; это даетъ

f F(n+l\x)(b — ж)и^ж=77’(,,+1)(^) ^ (6 —x)”dx=

где |  заключается между а и Ъ. Подставляя это значеше 
въ предыдущее равенство, мы получимъ формулу Тэлора 
■съ остаточнымъ членомъ Лагранжа.

87. Трансцендентность числа е. — При помощи формулы (1 5 ) можно 
доказать знаменитую теорему, найденную Эрмитомъ: П и е л о  е н е  
м о ж е т ъ  б ы т ь  к о р н е м ъ  н и к а к о г о  а л г е б р а и ч е с к а г о  
у р а в н е н ! я  с ъ  ц е л ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и * ) .

П о л о ж и в ъ  въ ф о р м ул * (15) а =  о, < а = - 1, пол учи м ъ

^e-*f(x)dx=-[e-*F(x)]*,
ГД*

F(x)=f(x)+f' (а?)+.. .+/T*) (х);
4зто соотношеше можно представить въ вид*

F ( b ) ~ e b F ( o ) ~ c b ^  f ( x ) e ~ x d x .  (16)

*) Это доказательство было предложено Давидомъ Гильбертомъ 
{David Hilbert), положивщимъ въ основу своего вывода методъ Эрмита.

12*
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Допустимы, что е будетъ корнеыъ алгебраическаго уравнешя съ це
лыми коэффициентами ^

c0+ ei е+е2 е2+ . . .+ c meffl = o.
Полагая въ равенстве (16) последовательно Ъ=о, I , г, . . . ,  т  и 

складывая получаюпцяся формулы, умноживъ ихъ соответственно 
на с0, с1} . . ., ст, получимъ

г=пъ

Co-F(o)-+c1 i 'T( i ) + . . .  +cmi»''(w) + 2  c}e ^ J { x ) e ~ x dx= о, (17)
/=0

где  указатель i принимаетъ только целыя значешя о, г, 2 , . . . ,  ш» 
До сихъ поръ многочлены f(x) оставался произвольнымъ; теперь мы 
покажемъ, что при соответствующемъ выборе многочлена f{x) соотно- 
шеше (17) невозможно.

Возьмемъ
/■(«0 =^— жр-1 (x—i)p(x—2)p . . .  ( х - т ) р,

где  у? есть простое число, большее т; многочлены f(x), очевидно,. 
(wy?-fy>— 1 )-ой степени, и все козффищешы высшихъ производныхъ отъ 
этого многочлена, начиная съ р -ой производной, будутъ целыми чис
лами, кратнымир ,  такъ какъ произведете всякихъу? последовательныхъ 
целы хъ чиселъ делится вау?!. Кроме того, f(x) вместе со своими (р—i) 
первыми производными обращается въ нуль при х=  I, 2, . .  ., т\ отсюда 
следуетъ, что F (i) ,  В'(г), . . . ,  F  (т) будутъ целыми числами, делящи
мися на р .  Остается вычислить F{o) j

F ( o ) = f ( o ) + f  (о) +  . . . .

Н о Я о )= Г (о ) =  . . . = / й’- 2) (о) =о, и, на основанш предыдущихъ сообра- 
жешй, (о), /в ’*Н)(о), . . . ,  будутъ целыми числами, кратными у?. Чтобы 
получить /?(г’-3) (о), достаточно умножить на (у? —1 )! ноэффищентъ при 
х р~ 1 въ f (х). Это даетъ ± ( 1 . 2 . . .  т)р. Такимъ образомъ сумма 

C0F  (o)+C!-F(i )+ . . .+cmF(m )
равна целому числу, делящемуся вау?, сложенному съ количествомъ

±  <■„ (1 .2. . .  т )р.
Если мы возьмемъ для у? простое число, большее т и с„, то это послед
нее количество не можетъ делиться на у?, и первая часть суммы (17 )- 
будетъ целымъ числомъ, о т л и ч и  ы м ъ  о т ъ  н у л я .

Мы покажемъ теперь, что взявъ для р  достаточно большое простое 
число, можно сделать сумму

m
2  ci е< Л®) e~ z dx
«=г0

меньшею всякаго даннаго количества. При изменении х  отъ о до i  
каждый множитель въ многочлене f(x) будетъ меньше т\ следовательно.

| j> е * dx  < тт*+В-

Поэтому
(у?-1)1 

2  ci е' ^*V(sc)e~* dx j < Ы

! х dx <(y?-i)l тmp+г—1.

ттр+р-1
ет=у(р),(уз-т)1



■§§ 8 7  — 8 8 . Ш . —  ЗАМ13НА ПЕРЕМ-БННЫХЪ И ПРОЧ. 181

тдф М  есть верхнШ  предЪ лъ суммы ] с0 |+ | ct | +  - • - +  | ст I- П р и н ео гр а-  
ниченномъ возрастанш  р ф ункщ я <р(р) стремится к ъ  нулю , к ак ъ  обшдй 
членъ  сходящ агося ряд а, въ  которомъ отношение любого члена къ  п ред ы 
дущ ем у  стремится к ъ  нулю . Т аким ъ образомъ можно н айти  н астолько  
больш ое простое число р ,  что равенство (17) будетъ невозмож но; это 
док азы ваегь  теорему Эрмита.

88. Полиномы Л еж андра.— Н айдем ъ м ногочленъ и-ой степени 
Р л (х) подъ услш иемъ, чтобы интегралъ

£  QPn dx,

гд'Ь Q — многочленъ степени ниж е и-ой, бы лъ равен ъ  нулю  п р и  лю - 
бомъ вид’Ь многочлена Q. Мы можемъ разсм атривать Р та,к ак ъ  и-ую п р о 
изводную  отъ нЬкотораго многочлена R  степени ги ; этотъ м ного
членъ  R  не вполн-Ь оп ределяется этимъ услов1емъ, такъ  к ак ъ , не и з м е 
н я я  его и-ой производной, мы можемъ прибавить к ъ  нем у прои звольн ы й  
.многочленъ (и — 1)-ой степени. Поэтому мы всегда можемъ полож ить 

и>п аРп —~̂ х«гу и  притомъ вы брать многочленъ] 11 подъ т£м ъ условгемъ,

чтобы онъ вм'ЬстЪ со своими ( и  —i) первыми производны м и обращ ался 
в ъ  нуль при  ж =  а . Ф ормула и нтегрироваш я по частямъ даетъ

Г Q dx=  In O ' +  ± R d" ~ l Q Y
J* dxn V  dx”- 1 ^  d x"-2 + ‘ ”  ^ d x n~1 h

Н о, по нредполож еш ю ,
R (a )  =  o, P ' ( a )  =  o , . . . ,  R(n~ 1\(a) =  o,

n , чтобы предыдущей интегралъ  бы лъ равен ъ  нулю , необходимо еще 

Q (Ь) R {n~ 1) (ib)-Q ’ (6) Р (в_2) (6) + . . .  + В  (Ь)=о.

Т акъ  к ак ъ  многочленъ Q (и —1)-ой степени — произвольны й, то к о 
ли чества  Q(b), Q\b), . . . ,  Q<-’1~1') (b) такж е п роизвольны , и  поэтому 
.должно быть

R (b ) = о, R '(b )= o .............. R ^ - V  (b)=o.

Отсюда видно, что многочленъ R  (х ) мож етъ отличаться отъ п рои зве- 
д еш я  [х—а)п (х — Ъ)п только постоянны м ъ множ ителемъ, и  иском ы й 
многочленъ Р п будетъ им-Ьть ви дъ

(* -ь )в-]-
Если иред-Ьлы а  и  b будутъ равн ы  — i  и  + 1 , то многочлены Рп н а 

зываю тся полиномами Л еж андра. В ы бирая постоянное С согласно съ - 
Л еж андром ъ, мы положимъ

х «= 2^ .б :.. 2пш?  [(ж2“ 1)П]- (18)
/Если кромЪ того примемъ X 0= i ,  то полулимъ

-Хо — Xj—ж, * 2= 3 * а - 1 5 ® 3 — з ж

2 ' * 2 '
Х п есть многочленъ и-ой степени, въ. которомъ веЬ показатели 
при х  будутъ одинаковой четности съ показателемъ и. Изъ формулы



Лейбница для и-ой производной отъ произведешя двухъ множителей 
непосредственно следуетъ, что

Xn (i) = i ,  Xft( - i )  =  ( - i ) n. (19)

Если <р (ж) есть какой-нибудь многочленъ степени ниже «-ой, то на 
основанш  выше доказаннаго общаго свойства полиномовъ Лежандра. 
имЬемъ

Г+1\ X n <p{x)dx=о; (го)

въ  частности, если т  и п  два неравныхъ цФлыхъ числа, то всегда

Xndx=°- <21)

При помощи последней формулы можно очень просто найти рекур
рентное соотношеше, связывающее три посл'Ьдовательныхь много
члена Х п. Прежде всего зам^тимъ, что всяюй многочленъ и-ой степени 
можетъ быть представленъ черезъ Х 0, X lt . . .  , Х п въ виде линейной 
функцш  съ постоянными коэффшцентами. Следовательно, мы можемъ 
положить

х Х п= С0 Сг С3 Х п-1+  С3 Х п_ 2+ . . . ,

где  Са, Си  С\, . .  . — постоянные коэффициенты. Чтобы определить, на- 
примФръ, С3, умпожимъ обе части этого равенства на Х я_ 2 и про- 
интегрируемъ между пределами — i и + 1 ; при этомъ на основанш фор
му лъ (2о) и (2 1) останется только

< ; х ^ = о ,

и, следовательно, С3=о. Такимъ же образомъ мы докажемъ, что С\ = о, 
С5=о, . . . Коэффищентъ Сг также равенъ нулю, такъ какъ произве
д е т е  х Х п не содержитъ члена съ х п. Наконецъ, для определения С3 п С3 
приравняемъ сначала коэффищенты при ж”-*-1, а потомъ приравняемъ- 
обе части равенства при х= х .  Такимъ образомъ мы получимъ ре- 
куррентное соотношеше

(и+ i )  Хи+1 - ( 2« + 1 )ж Х „+иХ „_ 1 =о; (22)

это соотношен1е позволяетъ очень просто находить последовательно- 
многочлены X  .П

Сотношеше (22) показываетъ, что рядъ полиномовъ

х0, х г, х 3, х п

обладаетъ свойствами ряда Штурма: при непрерывномъ измевенш ж- '  
отъ —I до -)-1 число перемЕнь, представляемыхъ этимъ рядомъ, 
можетъ изменяться только при переходе ж черезъ одинъ изъ корней 
уравнешя Х п — о. Но формулы (19) показываютъ, что рядъ (23) пред- 
ставляетъ п переменъ при ж = —i и не представляетъ ни одной пере
мены при ж = + 1 . Следовательно, уравнете _Хп= о  имФотъ п действи- 
тельныхъ корней, заключающихся между —I и + i ;  это предложен!» 
можно также очень легко вывести изъ теоремы Ролля.

18 2  ГЛАВА I V .  О П РЕДЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ . § 8 8 .
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IV.— РАСПРОСТРАНЕНЫ ПОНЯТШ ОБЪ ИНТЕГРАЛА,— 
КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ*).

89. Подъинтегральная функщя обращается въ безконеч- 
ность. — До сихъ поръ мы предполагали, что подъинтегральная 
функщя остается конечною между пределами интеграцш. Но 
въ н'Ькоторыхъ случаяхъ опред!;леше интеграла можетъ быть 
распространено и на т а т я  фупкщн, который между пределами 
интеграцш обращаются въ безконечность. Разсмотримъ сначала 
сл-Ьдующш частный случай: функщя f{x) непрерывна при веЬхъ 
значешяхъ, заключающихся между а и Ъ, а также и при х~Ъ,  
но она обращается въ безконечность при х=а.  Для определен
ности предположимъ а <6. Какъ бы ни было мало е, интегралъ 
отъ функцш /'(а:), взятый между пределами а +  е (е>о), всегда 
имеетъ конечное значете. Если при приближенш е къ нулю 
этотъ интегралъ стремится къ пределу, то принято изображать 
этотъ пределъ, какъ это и естественно, черезъ

Если для f(x) известна какая-нибудь начальная функщя 
F(x),  то

и достаточно изследовать, стремится ли F  (« +  «) къ какому- 
нибудь пределу при приближенш е къ нулю. Напримеръ, мы 
имеемъ

ограниченно возрастаетъ; напротивъ, при /«<1, можно написать
—— =  е1-^, и мы видимъ, что этотъ членъ стремится къ нулю 

1
вместе съ £. Следовательно, въ последнемъ случае опреде
ленный интегралъ стремится къ пределу

Г
* M dx _ М{Ъ-а)1-Г  
а(х — а)Р

Если ц  = 1 , то

*) Вторая половина главы IV можетъ быть прочитана посдЪ главы V.
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и правая часть возрастаетъ неограниченно при приближенш г 
къ нулю. Такимъ образомъ, чтобы предыдущш опредЬленный 
интегралъ имЬлъ предЬлъ, н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  
ч т о б ы  (И б ы л о  м е н ь ш е  е д и н и ц ы .

Кривая, представляемая уравнетемъ

Ж
У=  Jx^a)*

имЬетъ при положительномъ у  асимптотою прямую х= а.  ТЬмъ 
не менЬе, если у < 1 , то площадь, заключающаяся между осью х, 
неподвижною ординатою х~Ъ,  кривою и ея асимптотою, им'Ьетъ 
конечное значеше.

Если начальная функщя отъ f  (х) неизвЬстна, то пользуются 
сравнешемъ съ уже извЬстными интегралами. Всего чаще поль
зуются сравнешемъ съ предыдущимъ интеграломъ, что даетъ 
нисколько правилъ, достаточныхъ для большинства случаевъ. 
ЗамЬтимъ прежде всего, что верхшй предЬлъ Ъ здЬсь не им’Ьетъ 
значешя, такъ какъ все зависитъ отъ того, какимъ образомъ 
функщя f (x)  дЬлается безконечною при х —а; поэтому мы мо- 
жемъ заменить Ъ любымъ числомъ, заключающимся между а и Ъ

Jb пс лЬ
=  \ +  \ • Въ частности, если число корней

а + 6  J a + 6  J с

функции f(x)  вблизи х= а  конечно, то можно предположить,
что f{x)  сохраняетъ всюду между а и с постоянный знакъ.

Докажемъ прежде всего сл-Ьдующую лемму: П у с т ь  бу-  
д е т ъ  <р (х) ф у н к ц 1 я ,  п о л о ж и т е л ь н а я  въ П р о м е 

рь
ж у т к Ь  (а, Ъ) и т а к а я ,  ч т о  и н т е г р а л ъ  \ g>(x)dx

и м ’Ь е т ъ  п р е д Ь п ъ  п р и  е—о. Е с л и  в с ю д у  въ  э т о м ъ  
п р о м е ж у т к а  [ f(x)  | <  дэ (х), то о п р е д Ь л е н н ы й  и н т е 

г р а л ъ  Г f (x)dx  т а к ж е  и м Ь е т ъ  п р е д Ь л ъ .

Если функцш f(x)  положительна, то доказательство весьма 
просто. Въ самомъ дЬлЬ, такъ какъ /  (х) меньше функцш <р {х), то

С* f  (х) dx <  Г  <р (х) dx\
J a - f - s  J a + 6

r b
кромЗ* того, при уменыпети е, интегралъ I f  (х) ах возрастаетъ,

такъ какъ всЬ его элементы положительны; но предыдущее

неравенство показываетъ, что интегралъ (" f{x)dx  постоянно

меньше предЬла второго интеграла; слЬдовательно, онъ самъ 
имЬетъ предЬлъ. Если функщя f(x) между a n b  отрицательна,
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то нужно только переменить знакъ у вс^хъ элементовъ инте
грала. Наконецъ, если функщя f(x) им-Ьетъ вблизи х —а без- 
копечное множество корней, то мы можемъ написать

I  . /(*)&>“ Г [f{%) + \ f {x ) \ ] c lx - (  \f(x)\da>.

Второй интегралъ правой части им'Ьетъ пределъ, такъ какъ 
\f(x)\<<p{x). Съ другой стороны, между а и Ъ функщя f{x) + 
+ 1 f  (х) | положительна или равна нулю и не можетъ быть 
больше 2<р (ж); поэтому интегралъ

[ \ m x ) + \f{x)\]dx

также имеетъ пределъ. Отсюда видно, что если функщя f(x) 
при х=а  не стремится ни къ какому пределу, но по абсо
лютному значешю остается меньшею определенна™ числа, то

Р1 I
интегралъ имеетъ пределъ. Напримеръ, интегралъ^ s in -dx  
имеетъ определенное значеше.

П р а в и л о .— Предположимъ, что функщя f(x) можетъ быть 
представлена въ виде

У» И  %
(х — ау*

где функщя гр (х) остается конечною, когда х стремится къ а. 
ЕслИ| М<1,  и е с л и  ф у н к ц 1 я  у> (х) по а б с о л ю т н о м у  
з н а ч е н ш о  о с т а е т с я  ме нь ше ю]  о п р е д е л е н н а г о  
числа Ж, то и н т е г р а л ъ  и м е е т ъ  п р е д е л ъ .  Е с л и  же 
ц 2 1, и если а б с о л ю т н о е  з н а ч е н 1 е  ф у н к ц i и у>{рс) 

б о л ь ш е  н е к о т о р а г о  п о л о ж и т е л ь н а г о  ч и с л а  т, 
то  интегралъ п р е д е л а  не  и м е е т ъ .

Первая часть предложешя очевидна. Въ самомъ д^ле, абсолют-
Мное значеше функщи f(x) будетъ меньше функция---------; но ин-

(ж —а)^
тегралъ отъ этой последней функцш имеетъ пределъ, такъ 
какъ по предположению /«<1.

Чтобы доказать вторую часть, заметимъ прежде всего, что 
такъ какъ функщя гр (х) по абсолютному значешю остается 
большею положительнаго числа ш, то она сохраниетъ вблизи х= а  
постоянный знакъ. Предположимъ, что между а и Ъ ^>(ж)>о; 
мы можемъ написать

г №)&>Г
J«+e J<±*e ( x ~ a ) IJ‘

и правая часть при уменьшения s неограниченно возрастаетъ.
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Эти правила достаточны во всЬхъ тЬхъ случаяхъ, когда можно 
найти такой показатель //, чтобы произведете (x—a)^f(x) 
при х = а имЬло предЬлъ К,  отличный отъ нуля. Если ц меньше 
единицы, то можно взять верхтй  пред’Ьлъ Ъ настолько близ- 
кимъ къ а, чтобы въ промежуткЬ (а, Ъ) было

'«*<<£ г ’
гдЬ L  — какое-нибудь положительное число, большее | К\.  СлЬ- 
довательно,интегралъимЬетъпредЬлъ. Напротивъ, если I , 
то можно взять Ь настолько близкимъ къ а , чтобы въ проме
жуткЬ (а, Ъ) было

гдЬ I — положительное число, меньшее \К\ .  КромЬ того, такъ 
какъ функщя f(x)  непрерывна, то она сохраняетъ постоянный
знакъ; слЬдовательно, интегралъ \ f  (х) dx неограниченно

■Ja + e
возрастаетъ по абсолютному значение.

РП р и м Ь р ы .  — Пусть будетъ f (x )= - рацкшальная функ-
Я

ц1я; если а есть wi-кратный корень знаменателя, то произ
ведете (x—a)mf{x) стремится при х= а  къ предЬлу, отличному 
отъ нуля. Такъ какъ т не менЬе единицы, то мы видимъ,
что при приближенш е къ нулю интегралъ I /  (x)dx неограни-

J о-f е
ченно возрастаетъ.

Съ другой стороны, положимъ
Р(х)

т - ] /  В  (х )
гдЬ Р  и R  — два многочлена, и многочленъ В  (х) не имЬетъ
кратныхъ корней. Если а есть корень многочлена Л (х), то 

1
произведете (x—a)2f (x)  имЬетъ предЬлъ при х = а ; слЬдова
тельно, интегралъ также имЬетъ предЬлъ. Такъ, напримЬръ, 
интегралъ

dx
-1+8 |/1  — х2
лимЬетъ при е—о предЬлъ -
2

Разсмотримъ еще интегралъ |  log жdx. Произведете ж2 log ж

имЬетъ предЬломъ нуль; слЬдовательно, начиная съ доста"
г

точно малаго значетя перемЬннаго ж, мы имЬемъ log ж <  Мх 2
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где М — произвольно выбранное положительное число. Сле
довательно, данный интегралъ имеетъ пределъ. 1

Все, что здесь было сказано относительно нижняго предела 
а, иожетъ быть безъ изменешя отнесено и къ верхнему пре
делу Ъ. Если f(x) при х=Ъ обращается въ безконечность, то

мы определимъ интегралъ \ f{x) dx, какъ пределъ интеграла
J а

п 6—е'
\ f (x)dx  при бу =  о. Если f(x)  обращается въ безконечность

J  и  ^

при обоихъ пределахъ а, Ъ, то мы определимъ интегралъ j" f{x)dx,
г Ь—ь'

какъ пределъ интеграла \ f ( x )dx , когда « и г '  независимо
J «-(-б'

одно отъ другого стремятся къ нулю. Пусть будетъ с какое- 
нибудь число, содержащееся между а и 6; мы можемъ на
писать

n b — t f  п с  n b —bf

\ f{ x )dx=\  f ( x )d x + \  f (x )dx ,
”  и -\-Ь  J  a -\-B  J  с

и каждый изъ интеграловъ, стоящихъ въ правой части., дол- 
женъ иметь пределъ. Наконецъ, если f(x) обращается въ без
конечность при значенш с, заключающемся между а и 6, то мы

г*Ь
определимъ интегралъ \ f(x)dx,  какъ сумму пределовъ инте-

v  а
ГС—s' рб

граловъ I f(x)dxv!.\ f{x)dx\  такимъ же образомъ мы по-
V a  J  с~ \-8

ступимъ, если f(x)  имеетъ между а и Ъ несколько точекъ 
прерывности.

Должно заметить, что основная формула (6) (§ 76), выведенная 
въ предположены!, что между а и Ъ функщя f(x)  непрерывна, 
остается верною и въ томъ случае, когда f(x)  между этими 
пределами обращается въ безконечность, если только началь
ная функщя F  (х) остается при этомъ непрерывною.

Предположимъ, напримеръ. что функщя f(x)  обращается 
въ безконечность при значенш с, заключающемся между ашЪ. 
Тогда

рЬ ГС—S' гь
\ f ( x )dx = lim f{x)dx + Mm. \ f (x)dx.
J « б'=0 J a . t=0 J c_|_6

Если начальная фунгадя отъ f(x) есть F(x),  то мы можемъ 
представить последнее равенство въ виде

I ' f  (х) dx = lim F(c -  «') -  F(a) + F(b) -  lim F(c + «).
t'=0 4=0
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Такъ какъ мы предположили, что функщя F(x)  непрерывна 
при х —с, то jF(c +  e) и F (c —tr) будутъ иметь одинъ и тотъ же 
пределъ, и, следовательно,

Напримеръ,

f f (x)dx=F(b) — F(a).
* а

I
(Зж5)_1 =  б.

Если между а и Ъ начальная функщя F(x)  сама обращается 
въ безконечность, то формула (6) более не применима, такъ 
какъ въ предыдущемъ нетъ указатй  на то, какой смыслъ 
можетъ иметь въ этомъ случае интегралъ.

Разсматривая эти обобщенные интегралы, какъ пределы 
обыкновенныхъ пнтеграловъ, мы можемъ точно такъ же распро
странить на нихъ формулы замены переменнаго и интегриро- 
вагпя по частямъ.

90. Одинъ изъ пределовъ обращается въ безконечность;—
Пусть будетъ f(x)  функщя отъ гг, непрерывная при всехъ

с1значешяхъ ж, болыпихъ числа а. Интегралъ \ f(x)dx, где 1>а,
^  а

имеетъ конечное значете, какъ бы I ни было велико; если 
при неограниченномъ возрастанш I этотъ интегралъ стремится

С +О О
къ пределу, то этотъ пределъ изображается черезъ \ f{x)dx.

а

Если начальная функщя отъ f(x)  известна, то легко узнать, 
имеетъ ли данный интегралъ пределъ. Такъ

Гг dx 
Jo i +ж2

arc t gl;

при неогр аниченномъ возрастанш I правая часть имеетъ пре
делъ —1 и мы можемъ написать 

2

■ dx л
J o  1 + Ж 2 _  2

Точно также, предполагая а положительнымъ и fi—i отлич- 
нвшъ отъ нуля, имеемъ

rl hdx к /  I “i  \

если /и больше единицы, то при неограниченномъ возрастанш I 
правая часть стремится къ пределу, и мы можемъ написать

[ ^ ° Ы х  к
х>*J - (Р~ !)«'*'—1
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Напротивъ, если ц меньше единицы, то интегралъ неограниченно 
возрастаетъ вместе съ I. То же самое будетъ и въ томъ случай, 
еслИ(И =  1, такъ какъ интегралъ выражается посредствомъ ло- 
гариема.

Если начальная функщя отъ функцш f(x) неизвестна, то 
опять прибегаютъ къ сравнение; при этомъ для нижняго пре
дела а можно взять сколько угодно большое число. Мы будемъ 
опираться на следующую лемму.

П у с т ь  б у д е т ъ  <р(х) ф у н к ц 1 я,  п о л о ж и т е л ь н а я

п р и  х > а  и т а к а я ,  что  и н т е г р а л ъ  \ <p(x)dx и м е  етъ
^ а

п р е д е л ъ  п р и  н е о гр а н и ч  е нн о мъ в о з р а с т а л и  I; 
е с л и  п р и  в с е х ъ  з н а ч е н ! я х ъ  х,  б о л ь ш и х !  а, 
и м е е т ъ  м е с т о  н е р а в е н с т в о  | f(x)  | ^  <р (х), т о и н т е 

г р а л ъ т а к ж е  и м е е т ъ  п р е д е л ъ .

Доказательство этой леммы совершенно такое же, какъ и 
предыдущей леммы. Если функщя /  (х) можетъ быть представ
лена въ виде

/(*) =
р{х)

причемъ р{х) остается конечною при безконечномъ ж, то мы 
имеемъ следуюнця теоремы, который мы приведемъ безъ до
казательства.

Если а б с о л ю т н о е  з н а ч е н 1 е ф у н к ц 1 и ^ ( ж) ме н ь ше  
о п р е д е л е н н о г о  ч и с л а  М,  и ^ б о л ь ш е  е д и н и ц ы ,  
то и н т е г р а л ъ  и м е е т ъ  п р е д е л ъ .

Е с л и  а б с о л ю т н о е  з н а ч е н 1 е ф у н к ц 1 и р(х) больше 
п о л о ж и т е л ь н а г о  ч и с л а  т, и ц м е н ь ш е  и л и  р а в н о  
е д и н и ц е ,  то и н т е г р а л ъ  не  и м е е т ъ  п р е д е л а .

Напримеръ, интегралъ j* имеетъ пределъ, такъ

какъ можно написать
cos а х - 1 /
1 +Х2 хЧ

'cos а х N 

I +  -

и функщя, на которую умножается по абсолютному значе- 
Hiio меньше единицы.

Предыдущее правило достаточно во всехъ техъ случаяхъ, 
когда можно найти такое положительное число /г, чтобы про
изведете х“ f(x) при безконечномъ х  стремилось къ пределу, 
о т л и ч н о м у  от ъ  н у л я .  Интегралъ имеетъ пределъ, если р
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больше единицы, и не имЬетъ предала, если у меньше или 
равно единицЬ.

НапримЬръ, для того чтобы при неограниченномъ возраста
л и  верхняго предала интегралъ отъ ращональной дроби 
им'Ьлъ предЬлъ, необходимо и достаточно, чтобы степень зна
менателя была больше степени числителя по крайней мЬрЬ 
н а  д в Ь  е д и н и ц ы .  Положимъ

f ix)
]/В  (х )

гдЬ Р  и Q — многочлены р -ой и (г-ой степени; при безко-
Г

нечномъ х  произведете х* f(x)  имЬетъ предЬлъ, отличный 
отъ нуля. Чтобы интегралъ им’Ьлъ предЬлъ, необходимо и

тдостаточно, чтобы р < ---- 1.

91. Предыдущая правила не всегда достаточны для рЬше- 
ш я  вопроса, имЬетъ ли интегралъ предЬлъ, или. онъ пре-

Sill ffiдЬла не имЬетъ. Возьмемъ, напримЬръ, f(x)  = ------; произве-•Ху
д е т е  яР f(x) при //< 1  имЬетъ предЬломъ нуль; при /и>1 оно 
можетъ принимать значешя, болы тя всякаго даннаго числа. 
Наконецъ, при д =  I оно колеблется между -Ы и — г.Такимъ 
образомъ здЬсь не приложимо ни одно изъ приведенныхъ 
выше правилъ; тЬмъ не менЬе интегралъ имЬетъ предЬлъ. 
Разсмотримъ интегралъ болЬе общаго вида

J L = f  e -a x t fH ^ d x ,  ( а > о) .
«УО *Х/

Подъинтегральная функщя мЬняетъ знакъ при х —кл. Такимъ 
образомъ мы приходимъ къ разсмотрЬнйо знакопер емЬннаго 
ряда

« о -« 1 + а2 - аз+  . . .  +  ( - i ) X +  (24)
гдЬ

«0 =  J «
.sin ж

X
л Г2Я sin хах а .=  — \ е~ах------d x , . . . ,

(4 я+ 

I d ПТС
(я+1)я -„s in : dx

ЗамЬняя х  черезъ у+ п л ,  мы можемъ представить общш 
членъ ап въ видЬ

-van«„= \К е-«У-п 
о о у + пл dy.
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Очевидно, что подъинтегральная функщя убываетъ съ воз- 
раеташемъ п, и, следовательно, < а„; кроме того, об-

щгй членъ меньше интеграла f — > т .-е . меньше —• Orfe-
Jo пл п

доватедьно,предыду1щй рядъ—сходящшся,такъ какъ его члены 
убываютъ по абсолютному значенто, и общш членъ стремится 
къ нулю. Если верхшй пределъ I интеграла А  заключается 
между пл и (м + 1)я, то мы можемъ написать

Г dx=Sn±ban, о < 6 < I ,
J  й  X

где Sn есть сумма п первыхъ членовъ ряда (24). При неогра- 
ниченномъ возрастанш I, п также неограниченно возрастаетъ, 
ап стремится къ нулю, и интегралъ имеетъ пределомъ сумму S 
ряда (24).

Точно такъ же можно доказать, что интегралы
с+со с+оо
I sin ж2da;, I cos x2dx,
Jo Jo

встречающееся въ теорш диффракцш, имеютъ конечное зна- 
чете. Напримеръ, кривая y = s in х1 имеетъ волнообразную 
форму синусоиды, но волны идутъ все более и более сжи
маясь, такъ какъ при неограниченномъ возрастанш п разность 
]/(п + 1)л—]/пл  двухъ последовательныхъ корней уравнетя 
sin ж2= о стремится къ нулю.

П р и м Ь ч а ^ е .  — По поводу послЬдняго примера можно сдЪлать 
следующее интересное замЬчате. При неограниченномъ возрастанш х, 
sin ® 2 колеблется между — i  и + i ;  тавимъ образомъ интегралъ можетъ 
имЬть предЬлъ даже и въ томъ случай, когда подъинтегральная функщя 

-не стремится къ нулю, иными словами, когда кривая y=f(x) не имЬетъ 
своею асимптотою оси х. Вотъ еще другой примЬръ, въ которомъ, кром-Ь 
того, функция f[x) сохраняетъ постоянный знакъ. Положимъ

f(x) sjn2 х '

При положительномъ х'  эта функщя постоянно положительна; она не 
стремится къ нулю, такъ какъ f(kn)—kn. Чтобы показать, что этотъ 
интегралъ имеетъ пред'Ьлъ, разсмотримъ, какъ и выше, рядъ

гдЬ
ao+®i+* • •+<*„+• • • ’
_  rtn-Rw x d x

i+ a^ s in 2®*

При измЬнеши х  отъ пл  до (я + 1 )л мы имЬемъ ®’ >п8л6, и потому

а <п
("+1)яг
"Л

dx
1 +/г6яв sin2 х
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П о с л Ъ д ш й  и н т е гр а л ъ  и м е е тъ  н ачал ь н о ю  ф у н кщ е ю  в ы р а ж е ш е

—-------- a rc  ta n g  { У \ - \ - п * л я tan g  ж).К1+и6л6
П р и  и з м е н е н и и  ж отъ  п л  до (п-{-1 )л , ta n g  ж обращ ается въ безконечность  
о д и н ъ  р а з ъ , п е р е х о д я  съ + с о  н а  —со; след ователь но , и н те гр а л ъ  р а -

ТС
в е н ъ ----------------■ (§ 7 7 ), и  мы  им'Ьемъ

V ' i  +  п *л 6
(w4 i)n2  ̂
У1 +  пвлв

(И+1)
п 3л

Т а к ъ  к а к ъ  р я д ъ  — с х о д я п ц й с я , то  и н тегр ал ъ  J  f ( x ) d x  и м е е т ъ  
п р е д е л ъ .

О ч е в и д н о  о д н а к о , что если ф у н к щ я /'(ж )  и м еетъ  п р и  безконечно  боль- 
ш о м ъ  з н а ч е ш и  ж  п р ед Ь л ъ  7г, о т л и ч н ы й  о т ъ  н у л я ,  то и н тегр ал ъ  не  
моясетъ и м е т ь  п р е д е л а , та к ъ  к а к ъ , н а ч и н а я  съ достаточно больш ого зн а -
ч е ш я  х ,  ф у н к щ я  f ( x )  по  абсол ю тном у значенью  будетъ больш е -
б у д е тъ  и м е т ь  п о с т о я н н ы й  а н а к ъ .

П р ед ы д ущ ая  р а з с у ж д е ш я  и м ею тъ  м н о го  сходства съ р а з с у ж д е т я м и ,  
в с т р е ч а ю щ и м и с я  въ т е о р ш  ря д о в ъ . Т е с н а я  св язь , сущ еств ую щ ая  
м е ж д у  э ти м и  д в у м я  в о п р о сам и , была в ы яснен а одною  теоремою  К о ш и , 
к о т о р а я  б уд етъ  и з л о ж е н а  н и ж е  (гл . V I I I ) ; там ъ мы  п о зн ако м и м ся  ещ е  
съ д р у ги м и  п р и з н а к а м и , п о зв о л я ю щ и м и  р е ш а т ь  вопросъ  о п р е д е л е  
и н т е гр а л а  и  въ сл у ч а я х ъ  бол ее  о б щ и хъ , н е ж е л и  р азсм о тр енн ы е вы ш е.

9 2 .  Ф у н к щ я  Г  {а ) . — О п р е д е л е н н ы й  и н те гр а л ъ  

Г ( и ) = { ^  х " ~ л е ~ х d x (25)

им Ф етъ  о п р е д е л е н н о е  з н а ч е ш е , если а  п о л о ж и тел ь н о .
В ъ  сам ом ъ  д Ф л е , разем отри м ъ  два и н те гр а л а

ж2 -1  е ~ х d x ,  ^  х а~ х е~х d x ,

г д е е — очен ь  малое п о л о ж и тел ь н о е  чи сло , а I  — очень больш ое по л о ж и тел ь 
н о е  ч и с л о . В то р о й  и н те гр а л ъ  в сегд а  и м еетъ  п р е д е л ъ , та к ъ  к а к ъ  п р и  д о 
с тато ч н о  б о л ь ш и хъ  з н а ч е ш я х ъ ж  мы им еем ъ  ех>х“+1, о т к у д а ха~ге~х<  
Ч т о  к а с а е тс я  п е р в а го  и н т е гр а л а , то п р и  при бли ж ени и  ж къ  нул ю  про
и з в е д е т е  ж1 - “ / (ж )  и м е е тъ  предЬлом ъ  е д и н и ц у . Ч тобы  и н тегр ал ъ  и м йлъ  
п р е д е л ъ , н ео б хо д и м о  и  д о стато чн о , чтобы  х — а  было м ень ш е ед и н и ц ы , 
т . е . что б ы  а  было п о л о ж и те л ь н о . П р е д п о л о ж и м ъ , что это ycnoBie вы 
п о л н е н о ; сум м а обоихъ  пр ед ел о в ъ  есть ф у н к щ я  Г ( а ) ,  назы ваем ая  
т а к ж е  Э й л е р о в ы м ъ  и н т е г р а л о м ъ  в т о р о г о  р о д а .  Эта  
ф у н к щ я  о б р ащ ается  въ б езко н еч н о сть , если  а  стрем ится к ъ  н ул ю ; она  
и м е е т ъ  п о л о ж и те л ь н о е  з н а ч е ш е  п р и  всяком ъ  по л о ж и тел ь но м ъ  зн а -  
ч е н ш  а  и  б е зк о н е ч н о  в озрастаетъ  в м е с те  съ а .  О на  и м е е тъ  m in im u m  
п р и  а  = 1 ,4 6 1 6 3 2 1 . . ., и  ея  со о тветствую щ ее зн а ч е ш е  будетъ  0,8556032 . . • 

.П р о и н т е гр и р у е м ъ  по  частям ъ  ф орм улу (25), п р ед п о л агая  a > i ;  р а з -  
ем а тр и в а я  ё~х dx, к а к ъ  д и ф ф ерен щ ал ъ  отъ —е~х, пол учим ъ

Г ( а ) = —[ж а - 1 е “ * ]  + “Ч ( а - 1 )  j * *  х°~2 е ~х d x .



Но на предЬлахъ +оэ и о произведете ха~ 1 ё~х равно нулю, такъ 
какъ а > I ; поэтому

Г(а) = (а-,1)Г(а-1). (26)
Применяя эту формулу нисколько разъ, мы можемъ привести вычисле- 

Hie функцш Г  (а) къ случаю, когда аргументъ а заключается между о и i. 
Если а есть ц'Ьлое число, то изъ формулы (26) легко вывести зна- 
чеше Г  (а). Мы имЬемъ

r ( i )= jo+% - " ^ = - [ e - a:]0+“ =i;

полагая зат^мъ въ формул'Ь (26) последовательно а = 2, 3 , .  
получимъ

Г (2) = Г ( 1 ) = 1 , Г (3) =  2Г (2) = 1.2 , 

и вообще, при п  цйломъ положительном!»,

Г(п) = 1 .2.3 . . . (и —1)=  (п— I)!. (27)

9 3 . Криволинейные интегралы. — Пусть будетъ А В  непре
рывная дуга плоской кривой, и Р(х, у) — функщя перем’Ьн- 
ныхъ х, у, непрерывная вдоль А В  (здЬсь х, у обозначаютъ 
координаты точки дуги А В  относительно двухъ осей, ле- 
жащихъ въ ея плоскости). Разобьемъ дугу А В  на части 
точками дЬлешя тг, т 2, . . . т 0 . . .  съ координатами 
(х2, у2) , . . . ,  (ж,., у{) , .. . и на каждой изъ дугъ т ^ х возьмемъ 
кроме того по произвольной точке п. съ координатами ( |<} I?,). 
Разсмотримъ сумму

P(§i,Vi) ( * i - a ) 4 -P(£a> %) [х2- х 1) + . .  .

распространенную на всгЬ частичные промежутки. Если число 
точекъ дЬлешя неограниченно возрастаетъ такъ, что каждая 
изъ разностей х{~ х ^ х стремится къ нулю, то предыдущая сумма 
стремится къ некоторому пределу, который называется к р и -  
в о л и н е й н ы м ъ  и н т е г р а л о м ъ  отъ Р(х,у) ,  распростра- 
неннымъ на дугу АВ;  зтотъ интегралъ изображается символомъ

Р(х,  у) dx.
ли

Чтобы доказать существовате этого предала, предположимъ 
сначала, что любая прямая, параллельная Оу, можетъ встре
тить дугу А В  не более, чемъ въ одной точке. Пусть будутъ 
а и Ъ абсциссы точекъ i i 5 , n  у —у>{х)— уравнете кривой А В ; 
д>(х) есть непрерывная функц!я отъ х  въ промежутке (а, V). 
Если въ Р(х, у) мы заменимъ у черезъ у>(х), то полученный ре
зультата также будетъ непрерывною функд!ею Ф(х)—Р[х, 
и мы будемъ иметь

Р(£о ъ ) = р & , ф(|.-)]= ФШ-

§§ 92— 9^ -  I v - -— РАСПРОСТРАНЕШ Е ПОНЯТШ  ОБЪ ИНТЕГРАЛ-В. 1 9 З
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Такимъ образомъ предыдущая сумма можетъ быть предста
влена ВЪ ВИД'Ь

194 ГЛАВА I V . ---- О П РЕДЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ . § 9 З .

#(£,-) К - а )  +  Ф Ш  ixz — xi) + • • • +  Ф(§{)

следовательно, она им-Ьетъ пред'Ьломъ обыкновенный опреде
ленный интегралъ

\ <P{x)dx =  Р[х, д>(х) ]dx]
•J а  '■ а

такимъ образомъ
[ P(x ,y )dx  = [ Р[ж, <р(х) ] dx.
■JAB ** а

Если прямыя, параллельныя Оу, могутъ встречать дугу ЛВ  бо- 
лее,чемъ въ одной точке,то мы разделимъ эту дугу на несколько 

Черт. 14. такихъ частей, изъ которыхъ каж
дая можетъ пересекаться съ пря
мою, параллельною Оу, только въ 
одной точке. Пусть, напримеръ, 
дана дуга кривой ACDB  (черт. 14); 
пусть будутъ С a D  точки, для ко- 
торыхъ абсцисса имеетъ наиболь
шее или наименьшее значете. 
Каждая изъ дугъ АС, CD, DB  

удовлетворяетъ предыдущему условно, и мы можемъ написать

\ P ( x , y ) d x = [  P ( x , y ) d x  + [ P ( x , y )d x + [  P(x ,y)dx .

При этомъ должно заметить, что при вычисленш трехъ инте- 
граловъ въ правой части нужно будетъ въ Р(х , у) заменить 
у  тремя различными функщями отъ переменнаго х. Криволи
нейные интегралы \ Q (х, у) dy определяются такимъ же

■Jab
образомъ. Заметимъ также, что дуга А В  можетъ состоять изъ 
частей совершенно различныхъ кривыхъ, напримеръ, изъ пря- 
мыхъ, дугъ круга и проч.

Изъ дредыдущаго видно, что криволинейные интегралы не
посредственно приводятся къ обыкновеннымъ определеннымъ 
интеграламъ, но введете ихъ оправдывается ихъ полезностью.

Въ приложешяхъ весьма часто случается, что координаты 
точки дуги А В  выражаются въ функцш переменнаго пара
метра
* x =9>( t) ,  y = 4 > ( t ) ,

причемъ g>(t),y>(t) вместе со своими производными <p'(f), y>\t)



суть непрерывный функцш отъ t. Мы будемъ предполагать, 
что при измЬнеьии t отъ а до & точка (х, у), описывая 
дугу АВ,  перемещается все время въ одномъ и томъ же на
правлены!. Разобьемъ промежутокъ (а, £) на более мелме про
межутки; пусть будутъ #,•_ 1, ti два последовательныхъ значе
т я  t, которымъ соответствуютъ на дуге А В  две точки »»,-_!, 
т. съ координатами (x,-i, (х{, у,). Мы имеемъ

X i - X i - i  =  9 > '(0 t.) г ) ,

причемъ 0г заключается между i и t.. Этому значение 6< соот
ветствуете на дуге т ,:_г т» некоторая точка (£., »?t.). Такимъ 
■образомъ мы имеемъ

-SP(gf) 9<) ( х - х ^ г) = 2 P[<p(bt), *(®f)M 0 ,)  (Ъ-Ъ-г), 

или, переходя къ пределу,

f г / ) ^ =  Г* Р[ф(^),
J лв J «

Такимъ же образомъ мы получимъ аналогичную формулу 
для ^ Qdy и, складывая обе формулы, найдемъ

(* P d x + Q d y =  f [Pq/(t) + Qf'(t)]dt.  (29)
J ЛВ J a

Это — формула замены переменнаго въ криволинейномъ инте- 
трале. Понятно, что если дуга А В  состоитъ изъ частей раз- 
личныхъ кривыхъ, то функцш <p{t) и rp(t) не будутъ вдоль А В  
всюду выражаться одинаковымъ образомъ, и мы должны 
будемъ прилагать формулу (29) отдельно къ каждой изъ ча
стей дуги АВ.

9 4 . Площадь замкнутой кривой. — Выше мы дали опреде- 
леше площади части плоскости, ограниченной дугою кри
вой АМВ,  прямою, не пересекающею этой дуги, и двумя 
перпендикулярами А А 0, В В 0, опущенными изъ точекъ А и В  
на эту прямую (§§ 65, 78, черт. 9). Разсмотримъ теперь замкну
тую непрерывную кривую произвольнаго вида. Подъ непрерыв
ною кривою мы понимаемъ геометрическое место, описанное точ
кою Ж, координаты которой суть непрерывный функцш x=f( t) ,  
y=<p(t) параметра t, принимающая вновь прежшя значетя 
после перехода параметра t отъ значетя t0 къ значешю Т. 
Заметимъ, что эти функщи f{t) и <p(t) могутъ иметь въ разныхъ 
частяхъ промежутка {t0, Т) совершенно различный выражен!я; это

13*
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будетъ въ томъ случай, когда замкнутый контуръ С состоите 
изъ дугъ различныхъ кривыхъ. Разсмотримъ на кривой С не
которое число точекъ Ж0, M v  Ж2, . . . ,  Ж,_, , Ж4, . . ., Ж„_,, Ж0, 
соответствующих!, значешямъ #0, tt , t2, . . .  #!_1, f,-, . .  . , frt_ l5 Г  
параметра if, возрастающимъ отъ t0 до T.  Соединивъ эти точки 
въ томъ порядке, въ какомъ оне следуютъ одна за другою на 
кривой С, мы получимъ многоугольника, вписанный въ эту кри
вую. П л о щ а д ь ю  з а м к н у т о й  к р и в о й  С называется пре- 
делъ, къ которому стремится площадь этого многоугольника, 
когда число сторонъ его неограниченно возрастаетъ такъ, что 
каждая изъ сторонъ стремится къ нулю*). Это определеше 
вполне согласуется съ определешемъ, принятымъ нами въ ука- 
занномъ выше частномъ случае. Въ самомъ деле, если мы разо- 
бьемъ многоугольникъ A 0AQ1Q2.. . В В 0А 0 прямыми, параллель- 

- ными прямой ААд./на. трепещи, то площадь каждой изъ этихъ тра-

пещй будетъ равна {х~х,:_г) ^й хг) + f i x i- i ) или

где | t. заключается между и xt. Следовательно, площадь 
многоугольника будетъ иметь пределомъ определенный инте-
гралъ  ̂ f(x)dx.

Разсмотримъ теперь замкнутую кривую С, которую прямая, 
параллельная некоторому определенному направленно, можетъ 
встретить не более, чемъ въ двухъ точкахъ. Примемъ за ось у

прямую, параллельную этому 
направлешю, а за ось х  — пер
пендикулярную прямую, такъ 
чтобы кривая С была располо
жена въ угле хОу (черт. 15)» 
Точки контура О будутъ проек
тироваться на Ох въ точкахъ от
резка аЪ, и всякая прямая, про
веденная черезъ любую точку 
отрезка аЪ параллельно Оу, 
встретить контуръ С только 

въ двухъ точкахъ т1 и тг. Пусть будутъ у1 = у>1 (х) и 
у2 = у>2 (х) уравнешя дугъ АтхВ  и Ат2В.  Предположимъ, для 
большей ясности, что точки А  и В  контура С, проектирую- 
пцяся въ а и Ъ, будутъ вершинами многоугольника. Площадь 
многоугольника, вписаннаго въ контуръ С, равна разности пло-

*) При этомъ, конечно, предполагается, что разсматриваемая кривая 
не им-Ьетъ двойныхъ точекъ, и что стороны вписаннаго многоугольника 
настолько малы, что периметръ этого многоугольника также не им'Ьетъ 
двойныхъ точекъ.

Черт. 15.



щадей многоугольииковъ, ограниченныхъ прямыми Аа, аЪ,ЪВ 
и ломаными лишями, вписанными въ дуги Ат2В и АтгВ.  
■Отсюда, переходя къ пределу, заюиочаемъ, что площадь кри
вой С равна разности площадей, ограниченныхъ контурами 
Ат2ВЪаА и АтгВЪаА, т.-е. разности интеграловъ

Ь пЪ
ip2(x)dx— \ гр1{х)йх.

Эти два интеграла представляютъ криволинейный интегралъ 
ydx,  взятый вдоль Ат2В  и вдоль Ат1 В. Если мы условимся

считать, что плостй контуръ С описывается въ прямомъ на
правивши, когда наблюдатель, находящийся на плоскости кон
тура и обходящш этотъ контуръ С, имЕетъ ограниченную конту
ромъ площадь по л̂ Ьвую сторону (причемъ оси им'Ьютъ обычное 
расположете, какъ на чертеягЬ 15), то мы можемъ выразить 
полученный результатъ слЕдующимь образомъ: площадь S , 
ограниченная замкнутымъ контуромъ С, равна

Q = - { c)y dx' (3°)

причемъ криволинейный интегралъ взятъ вдоль контура О 
въ прямомъ направлению Такъ какъ посл’Ь дтй  интегралъ не 
меняется отъ пер емТщешя начала координатъ, то эта формула 
остается -верною при всякомъ положенш контура С относи
тельно осей координатъ.

Разсмотримъ теперь контуръ Опроизвольной формы. Мы пред- 
положимъ, что проведя рядъ прямыхъ, соедияяющихъ дв-Ь точки 
Контура С, можно получить т ате  частные Черт. 16. 
контуры, что прямыя, параллельныя Оу, бу- 
дутъ пересгЬкать каждый изъ нихъ только 
въ двухъ точкахъ. Такова область, ограни
ченная контуромъ С на черт, хб; при по- 

- мощи поперечныхъ прямыхъ ее можно раз
бить на три части, ограниченный контурами 
amba, abndcqa, cdpc. Къ каждой изъ- нихъ 
можно приложить предыдущую формулу; 
если мы сложймъ получающееся результаты, то криволинейные 
интегралы, взятые дважды, по вспомогательнымъ прямымъ 
аЪ и cd, уничтожатся, и мы найдемъ, что и въ этомъ случай 
площадь, ограниченная контуромъ С, равна криволинейному
интегралу — V у dx, взятому вдоль С въ прямомъ направленш.
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Такимъ же образомъ мы докажемъ, что площадь Q равна

S =Sc (3l)
и, соединяя обгЬ формулы, получимъ

& = ^ (C)x d y - y d x ,  (З2)

причемъ интегралы берутся всегда въ прямомъ направлеюи. 
Наприм'Ьръ, площадь эллипса, представляемаго уравнетями

x=acos t ,  y = b s i n t ,
им'Ьетъ вырежете

£2 = ^  аЪ (cos2 г! +  sin2<) dt—лаЪ.

95. Площадь кривой въ полярныхъ координатахъ.— Най- 
демъ площадь, ограниченную контуромъ ОАМВО (черт. 17),.

образованнымъ пря
мыми О А, ОБ и дугою 
А М Б , которая пере- 
сЬкается со всякою 
полупрямою, прове
денною изъ О, не 
бол’Ье, ч^мъ въ од
ной точк’Ь. Примемъ 

точку О за полюсь, прямую Ох — за полярную ось; пусть 
будетъ Q=f(w)  уравнеше дуги А М Б .

Впишемъ въ дугу А М Б  ломаную литю и обозначить че- 
резъ Ж, Ж ' дв^ соеЬднихъ вершины. Искомая площадь есть 
пред'Ьлъ суммы площадей треугольниковъ ОМ М \  Площадь 
треугольника ОММ'  равна

^ q(q + Ад) sin Ат = Аю ej,

pfli е безконечно мало вм-ЬсгЬ съ А со. Ясно, что если веб углы 
Ат будутъ достаточно малы, то во всЬхъ треугольникахъ ко 
личества е будутъ меньше всякаго даннаго числа ц. Поэтому,, 
при разысканш предала, можно пренебречь количествомъ еАт,.
и искомая площадь будетъ равна пределу суммы 
т.-е. равна определенному интегралу

i 9 8  ГЛАВА IV . ---- О П РЕДЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ . §§ 9 4 — 9 5 .

гд-fe тг и а>2 — углы, образуемые съ Ох прямыми О А  и ОБ.
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Площадь, ограниченная контуромъ произвольнаго вида, есть 
сумма или разность н'Ькотораго числа площадей, ограниченныхъ 
такими же образомъ, какъ предыдущая площадь. Если, на- 
прим’Ьръ, требуется вычислить площадь замкнутаго контура, 
окружающаго точку О, причемъ прямая, проходящая черезъ О, 
встр^чаетъ этотъ контуръ только въ двухъ точкахъ, то доста
точно изменять оз отъ о до 2.л. Площадь замкнутаго выпук- 
лаго контура, не содержащего внутри себя точку О (черт. 17), 
равна разности площадей двухъ секторовъ OAMBO, OANBO , 
которые вычисляются такъ, какъ это было показано выше. 
Во всЬхъ случаяхъ площадь представляется криволинейными
интеграломъ ^  Q2dm, взятыми вдоль контура С въ прямомъ
направлении. Эта формула въ сущности не отличается отъ 
предыдущей; действительно, переходя отъ прямоугольныхъ 
координатъ къ полярнымъ, будемъ иметь

x = Qcoseo, y = Qsma>,
dx = cos 00 dg — g sin 00 dm, dy — sin аз dg + g cos с о  doo, 

x dy — ydx — g2 dco.

Разсмотримъ кривую АМВ,  представляемую въ косоуголь- 
ныхъ координатахъ уравнешемъ y = f(x).  Чтобы вычислить
площадь, ограниченную дугою АМВ,  
осью х  и прямыми А А 0, В В 0, па
раллельными Оу, впишемъ въ А М В  
ломаную линш и разобьемъ площадь 
многоугольника на трапецш пря
мыми, параллельными Оу. Площадь 
одной изъ этихъ трапецш равна

Черт. 18.

f { x ^ x)+ f ( x t) (х{— sin 6;

это выражеше можно еще представить въ виде (xt—a;,_1)/'(5i.)sin0, 
причемъ §. заключается въ промежутке , x j . Следовательно, 
искомая плошадь равна определенному интегралу

sin 6 С f(x)dx,J Х0

где X  и х0—абсциссы точекъ В  и А.
Такъ же, какъ и прежде, мы докажемъ, что площадь, огра

ниченная произвольными замкнутыми контуромъ С, имеетъ 
выражеше

sinOf , ,x d y —yax.
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П р  HM' bnaHi e .  — Проведемъ въ какой-нибудь точкЬ Ж 
данной замкнутой кривой С вн-Ьшнюю нормаль; пусть будутъ 
а, /9 углы, образуемые этою нормалью съ осями Ох, Оу, при- 
чемъ эти углы считаются отъ о до л.  Вдоль дуги АтхВ  
уголъ /9 — тупой, и мы им’Ьемъ d x = —ds cos/?; поэтому

\M ydx=-\ycô ds-
Вдоль В т 2А  уголъ /9 — острый; въ криволинейномъ инте- 

грал-Ь, вдоль ВтгА, Лх отрицательно, и если мы условимся 
считать ds всегда положительнымъ, то получимъ d x = —ds cos#. 
Следовательно, площадь замкнутой кривой представится инте- 
граломъ

j  у cos (3 ds,

причемъ ds существенно положительно, и уголъ 0  опреде
ляется, какъ было указано. Какъ и выше (§94), эта формула 
можетъ быть распространена на контуръ произвольной формы. 
Точно также мы могли бы убедиться, что та же площадь равна 
интегралу

\ ж cos ads.

Въ отпич1е отъ формулъ (Зо) и (3 i) эти выражешя сохра- 
няютъ свой знакъ при всякомъ относительномъ положен!я осей 
координатъ.

96. Значеше интеграла ^ ^ x d y —y d x . —Естественно спросить, что

предетавляетъ интегралъ j  x d y - y  dx, взятый вдоль кривой произ

вольной формы, замкнутой или незамкнутой.
Разсмотримъ, наприм^ръ, дв-Ь замкнутый кривыя ОЛОВО, 

ApBqCrAsBtCuA,  им&ощ1я соответственно одну и три двойныхъ тонки.
Ясно, что каждую изъ этихъ кри- 
выхъ мы можемъ заменить соеди- 
нешемъ двухъ замкнутыхъ кривыхъ 
безъ двойныхъ точекъ. Такъ, зам
кнутый контуръ ОАОВО равно- 
силенъ последовательности двухъ 
контуровъ ОАО, ОБО. Интегралъ, 
взятый вдоль иЬлаго контура, ра- 

венъ площади петли ОАО безъ площади петли ОБО. Точно также 
второй контуръ можно заменить двумя замкнутыми кривыми АрВдСгА  
и A sB tC uA .  Следовательно, интегралъ равенъ сумме площадей петель 
A p B sA , BtCqB, АгСиА, сложенной еъ удвоенною площадью петли 
AsBqCuA.  Это разеуж дете им^Ьетъ вполне обшдй характеръ. Замкну
тый контуръ съ любымъ числомъ двойныхъ точекъ опред-Ьляегъ неко
торое число частныхъ площадей аи аг, . . ., вполне имъ ограничен- 
ныхъ. Интегралъ, взятый вдоль всего контура, равенъ сумме вида

т1а1+т2 л2+ . ■■+трар>



гдЬ 9%, тг, . . . ,  т — дЬлыя числа, положительныя или отрица
тельный, опред'Ьляемыя по следующему правилу: П у с т ь  д а н ы  д в е  
с м е ж н ы й  п л о щ а д и  а, а', р а з д е л е н н ы й  д у г о ю  аЪ к о н 
т у р а  С. В о о б р а з и м ъ  н а б л ю д а т е л я ,  н а х о д я щ а г о с я  
н а  п л о с к о с т и  и о п и с ы в а ю щ а г о  к о н т у р ъ  в ъ  н а п р а 
в л е н !  и, у к а з а н н о м ъ  с т р е л к а м и ;  к о э ф ф и ц 1 е н т ъ  п л о 
щ а д и ,  л е ж а щ е й  н а л е в о  о т ъ  н а б л ю д а т е л я ,  н а  е д и 
н и ц у  б о л ь ш е  к о э ф ф и ц i е н т а п л о щ а д и ,  л е ж а щ е й  н а 
п р а в о .  Неограниченной площади, лежащей вне контура, припи- 
сываютъ коэффищентъ о, и затемъ находясь последовательно все 
остальные коэффшценты.

Если данная кривая А В  — незамкнутая, то мы преобразуемъ ее 
въ замкнутую кривую, соединяя съ началомъ концы А  и В, ж затемъ 
применимъ къ этому контуру предыдущее правило, такъ какъ инте-
гралъ \ xdy—y dx, взятый вдоль лучей О А п ОВ, очевидно, равенъ нулю.

f§  9 6 --- 9 7 .  V ..---- Ф У Н К Ц Ш , ПРЕДСТАВЛЯЕМЫЙ ОПРЕД. ИНТЕГРАЛ. 2 0 1

V.—ФУНКЦШ, п р е д с т а в л я е м ы й  о п р е д е л е н н ы м и
ИНТЕГРАЛАМИ.

9 7 . Дифференцировате подъ знакомъ интеграла. — Весьма 
часто приходится разсматривать определенные интегралы, 
въ которыхъ подъинтегральыая функщя зависитъ не только 
отъ перем-Ьннаго интеграцш, но также отъ одного или нФ- 
сколькихъ другихъ перемФнныхъ, разсматриваемыхъ, какъ пара
метры. Пусть будетъ f (x ,  а) функщя двухъ перемФнныхъ х 
и а, непрерывная при измФненш х отъ х0 до X  и при измф- 
ненш а между некоторыми пределами а0, а1. Предположимъ, 
что а имФетъ нФкоторое определенное значеше, заключающееся 
между а0 и , и что пределы х01 X  не зависятъ отъ а; тогда 
определенный интегралъ

х
f(x,  a) dx

*0
есть функщя переменнаго а. Разсмотримъ свойства этой функцш. 

Мы имеемъ

F(a  + Aa) — F  (а)= С [ f(x ,a  + Aa)—f(x,a)]dx.  (3 3 )

Такъ какъ функщя f (x ,  а) непрерывна, то можно взять Аа на
столько малымъ, чтобы абсолютное значеше разности, стоящей 
подъ знакомъ интеграла, было меньше заранее даннаго поло- 
житбльнаго числа е. Поэтому приращеше AF(а) будетъ по абсо
лютному значенно меньше е |Х  —ж0|; отсюда следуетъ, что 
функщя F(a) непрерывна.

Если f(x,  а) имФетъ производную по переменному а, то 

' f (x,  a + A a ) - f ( x ,  а) = Аи [f'a (x, «) +  «],



2 0 2 Г Л А В А  I V . -----О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы . § 9 7 -

причемъ £ стремится къ нулю одновременно съ Аа. Поэтому, 
разд’Ьливъ обе части (хЗ) на Аа, мы можемъ написать

F(a + Aa) — F(a) 
Аа =  ( f'a(x > o)dx+ Г

V ЭЬ. V 3!
е йх.

Обозначимъ черезъ г/ верхтй  пред'Ьлъ абсолютныхъ значешй е; 
тогда посл’Ь дтй  интегралъ будетъ по абсолютному значенпо 
меньше rj | Х —ж0|, и, переходя къ пределу, получимъ

dF Гх

d «о
(3 4 )

Чтобы это заключете было совершенно строго, необходимо, 
чтобы Аа могло быть взято настолько малымъ, чтобы число е 
было менее любого заданнаго числа ?? при всЬхъ значетяхъ х, 
заключающихся между пределами х0 и X .  Это наверное бу
детъ въ томъ случае, если производная f ' a (x,a)  сама непре
рывна. Въ самомъ деле, формула конечныхъ приращешй даетъ 

f ( x ,  a + Aa) — f ( х, a) = Aaf 'a (х, а +  6 Аа), о < 6 < 1 ,
и, следовательно,

e = f ' a (x,a + b A a ) - f ' a (x,a).
Если функщя f  а непрерывна, то, каковы бы ни были а; и о, раз
ность е будетъ меньше г/, если только | Аа | будетъ меньше доста
точно малаго положительнаго числа h (см. дальше гл. VI, § Х 2 о ) .

Предположимъ теперь, что пределы 1 и г 0 будутъ также за
висеть отъ а. Обозначая черезъ А Х  и Ах0 приращешя, со- 
ответствуюнця приращенш Аа, мы будемъ иметь

F(a  +  Аа) — F(a)  =  f [f{x,a + Aa) — f(x,  а)] alx

х f^o-hA х,
f (x,  a + Aa)dx — \

fX+dX

+i. f (x ,  a + Aa) dx.

Прилагая къ двумъ последнимъ интеграламъ формулу сред- 
няго значетя  и разделивъ результатъ на Аа, получимъ
F ( a j -A a ) — F(a)  _  j “x f(x, а + Aa) — f(x, a)

Aa Aa clx

+ ̂ f ( X + b A X , a  + A a ) - ^ f ( x 0 + b'Ax0,a + Aa).

При приближены! Aa къ нулю первый интегралъ имеетъ 
найденный выше пределъ, и, переходя къ пределу, получимъ

dF /»/ dxn
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Это — общая формула д и ф ф е р е н ц и р о в а н  i n  п о д ъ  з н а 
к о м ь  и н т е г р а л а .

Такъ какъ всягай криволинейный интегралъ можно привести: 
къ сумм'Ь обыкновенныхъ опредЬленныхъ интеграловъ, то фор
мула дифференцировашя подъ знакомь интеграла распростра
няется и на эти интегралы. НапримЬръ, пусть будетъ

F ( i ) = [  Р {х ,у ,  a)dx + Q{x,y, a) dy 
Jjb

криволинейный интегралъ, взятый вдоль дуги ЛБ,  не зависящей 
отъ а; мы имЬемъ

Р'(а) = [ P 'a (x ,y ,a )dx+ Q 'K(x,y,cL)dy,
•JAB

причемъ при всякомъ а интегралъ берется вдоль одной и той же 
кривой.

Необходимо обратить внимаюе на то, что предыдущая 
разсуждешя существенно предпопагаютъ, что пределы инте- 
грацш конечны, и что подъинтегральная функщя не обращается 
между этими пределами въ безконечность. ВпослЬдствш мыраз- 
смотримъ случаи, когда эти условия не выполняются (гл. V III)- 

Формулою (З 5 )  часто пользуются, чтобы получать значешя 
иЬкоторыхъ опредЬленныхъ интеграловъ, приводя ихъ къ дру- 
гимъ болЬе простьшъ интеграламъ. НапримЬръ, при а положи- 
тельномъ мы им’Ьемъ

х dx 1 . х= —-  arc tang —  . 
х2 + а У  а У  а

Прилагая (и —i) разъ формулу (З4), получимъ
rx dx d’1—1

' J o( r 4 <  =  ^( — i)"-1 1 . 2 . . .  (11— 1)
h }

98. Примеры прерывности. — Если указанный выше услов1я вы
полнены не всюду между пределами интеграции, то можетъ случиться,, 
что определенный интегралъ будетъ прерывною функщею параметра- 
Разсмотримъ, наприм^ръ, определенный интегралъ

F ( « ) =  C+1 sinadx .
J -1 i - 2®cos a-{-x-

Этотъ интегралъ имЪетъ конечное значеше, такъ какъ корни знаме
нателя — мнимые, кромЪ того случая, когда а = к п ; но ясно, что въ этомъ. 
случаЪ мы имЪемъ F{a)—o. Поэтому предположимъ sin а ф  о; полагаа

a; = cos a+t sin а
ж взявъ сначала неопределенный интегралъ, получимъ

Г sin a dx Г dt 
) I-2.COS«+^  = jTT^ =
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Следовательно, определенный интегралъ F(a) равенъ

arc tang — arc tang — i —cos a 
sin a

n л  TTпричемъ дуги считаются отъ —  до Но
2 2

I — cos а . . — I — cos а
X --- : ■ = - 1 >

и , следовательно, разность дугь равна + -•  Чтобы решить, какой знакъ 
долж енъ быть здесь взять, заметимъ, что все элементы интеграла 
имеютъ знакъ sin «. Такимъ образомъ F(») = + -  въ зависимости отъ
того, будетъ ли sin а положительно или отрицательно; следовательно, 
•функцгя F(a)  прерывна при вс'Ьхъ значешяхъ а = кл. Этотъ результатъ 
нисколько не противоречить разсуждешямъ, приведеннымъ въ начале 
этого параграфа. Въ самомъ деле, при измененш х  отъ — i до + 1 и 
при измененш  а, напримеръ, отъ — е д о  +е, функщя подъ знакомь 
интеграла делается неопределенною при значешяхъ а —о, ж=— i 
и  а = о, ж= +  1 , которыя входятъ въ область (—г, + i ;  — е, +е) пере- 
менныхъ х, а, какъ бы 8 ни было мало.

Не трудно было бы привести еще много другихъ примеровъ. Возь- 
мемъ, напримеръ, интегралъ

С+ ® sm т х  ,\ ---------ах.J-oo X
Сделавъ замену переменнаго т х —у, получимъ 

Р+°° sin т х  fix _  + Г+=° sin у  ,
J — со X  J — оо у

причемъ знакъ z t зависитъ отъ знака т. Въ самомъ деле, пределы 
новаго интеграла одинаковы съ пределами перваго, если т положи
тельно, и должны быть перемещены, если т  отрицательно. Мы ви
дели  (§ 91), что второй интегралъ есть положительное количество N; 
следовательно, искомый интегралъ равенъ + N въ зависимости отъ 
знака т.

V I. — ПРИБЛИЖ ЕННОЕ ВЫЧИСЛЕН1Е ОПРЕДЪЛЕН- 
НЫХЪ ИНТЕГРАЛОВЪ.

99. Обнця основашя. — Если начальная функщя отъ функ- 
ц ш  f(x)  неизв-Ьстна, то приб'Ьгаютъ къ методамъ, дающимъ
приближенное значете опред-Ьленнаго интеграла (" f  (х) dx.

V  а

Теорема о среднемъ значенш даетъ два предала, между ко
торыми заключается этотъ интегралъ; аналогичнымъ пр1емомъ 
можно найти безчисленное множество.другихъ предЬловъ. Пред- 
положимъ, что при изм-Ьненш х  отъ а до Ъ (а<6) мы всегда 
им-Ьемв у  (х) < f(x)  (х); очевидно, что мы будемъ также им-Ьть

С <р (х) dx <  f f  (х ) dx <  f y> (x) dx.
J a * и * a
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Если за функцш <р (х) и 1р (х) мы прииемъ производный отъ. 
двухъ извЬстныхъ фуНКЦ1Й, то этимъ способомъ мы получимъ 
два предала, между которыми заключается значеше разсматри- 
ваемаго интеграла. Возьмемъ, напримЬръ, интегралъ

г=  Гг dx 
Jo l/1 - ж 4

МыимЕемъ]/х—ж4 = |/х  —ж2 ]А  +х2. При измЬненш х отъ о до i ,  
] / 1 +  ж 2  содержится между i и ]/г ; слЬдовательно, искомый 
интегралъ заключается между двумя интегралами

С+1 dx  

J o  l / i - x 2
i  P+1 dx 

]/'2 J о j / T ^ x 2

■ Ж жт.-е. между — и ——  
2 2 ] / 2

Но можно найти два болЬе тЬсныхъ
1

предала, замЬтивъ, что (х + .т2) 2 СС̂больше I — —> какъ это видна

изъ разложешя (х + и) 2 по формулЬ Тэлора, ограниченной
двумя первыми членами. Такимъ образомъ интегралъ I  будетъ 
больше

■l d x  I с1 х 2dx

о У ^ а ?  2 Joу Т ^ - х 2’

послЬдшй интегралъ равенъ — (см. § 105), и, сл-Ьдовательно,
4

Т Зл л
1 заключается между -д- и — ■

Ясно, что такимъ образомъ получаются только обпця ука- 
зашя относительно точнаго значешя интеграла. Чтобы им-Ьть 
бол-Ье близтя значешя, должно разбить промежутокъ (а, Ъ) на 
болЬе мелте промежутки и приложить къ каждому изъ нихъ 
формулу средняго значешя. Предположимъ, напримЬръ, что 
f(x) отъ а до Ъ постоянно возрастаетъ. Разобьемъ промежу
токъ (а, Ъ) на п равныхъ промежутковъ (b—a=nh). По самому

. Y*b
опредЬлент интеграла, \ f(x) dx заключается между двумя

J а
суммами

s —7г{ f(a) +/"(я +  й.) +  • • • +/"[<* +  [п — i)^]} ,
S=h{  f(a + h) + f(a + 2h)+ . . .  + / ’(а +  ий)}.
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Если мы возьмемъ для значетя интеграла полусумму S+ s

то допущенная погрешность будетъ, очевидно, меньше S —s = 

^ а [/’(&) — / ’(«)]• Значете можно представить въ видеп

h l f(a) + f{a + h) , f(a + h)+f(a + 2h)
т + . . .

4 *
/’[(g +  (п— i)fe] + f(g + nil) \ .

hT акъ какъ -  { f  (a +  Hi) +  f[a + (i+ i)&]} представляет!, площадьтра -
пецш, имеющей высоту h, а основатя f (a + ih) и f[a + (i+ г)7г], 
то мы видимъ, что методъ равносиленъ замене площади кри
вой y = f ( x ), заключающейся между двумя соседними ордина
тами, площадью прямолинейной трапецш, имеющей основатями 
нти две ординаты. Этотъ способъ удобенъ, когда не требуется 
«большой точности.

с?#Возьмемъ, напримеръ, интегралъ \ ------Полагая« = 4 ,
Jo I -Ьж

получимъ для приближеннаго значетя интеграла

мы

i / i  16 4 16 i\“ --t------h-Ч----- (-- =0,78279. . . ,
4 \ 2  17 5  25 4/ и

и погрешность будетъ меньше ^  =  0,0625. Отсюда мы можемъ

получить приближенное значете л =  3 ,1 3 и  . . . , точное до пер- 
ваго десятичнаго знака.

Если при возрастание х отъ а до Ъ функщя f(x) не изме-. 
няется въ одномъ и томъ же направленш, то мы разобьемъ 
этотъ промежутокъ на несколько другихъ, для которыхъ это 
условЧе удовлетворяется.

1 0 0 . Интерполироваше.— Разсмотримъ другой методъ вы-
* съчислешя интеграла \ f (x)dx.  Проведемъ черезъ (п-f i )  то-

“ а
чекъ Б 0, Б г, . . ., Б п, взятыхъ на кривой y —f{x) между двумя 
точками съ абсциссами а и Ь, параболическую кривую и-г о по
рядка

у — ср{х)=а0 + а1х + . . .  +апхп

и примемъ за приближенное значете искомаго интеграла зна

ч е т е  определеннаго интеграла (” <р (х) dx, которое легко вы

числить.
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Пусть будутъ (х0, у0), (хг, ух), . . . ,  (хп, уп) координаты (n +  i) 
точекъ Б 0, B lt . . . ,  Вп. По формуле интерполировашя Лагранжа 
получимъ для многочлена <р(х) выражеше

есть многочленъ гг-ой степени по х , обращающийся въ нуль 
при данныхъ значетяхъ х0, хх , . . . ,  хп, кроме х=х. ,  и равный 
единице при х=х. .  Такимъ образомъ мы им’Ьемъ

Числа xt им"Ьютъ видь
жо= а + 0о(&-а), х ^ а  + Ъуф-а), . . . ,  хп = а+Ъп(Ъ-а),

где 9(1,0!, . . . ,  0П суть числа, возрастающая отъ о до I. Сд-Ьлавъ 
замену переменного x = a + (b — a)t, мы получимъ для прибли- 
женнаго значешя интеграла выражеше

Если при всякомъ виде функцш f(x) мы будемъ разбивать 
промежутокъ (а, Ъ) на более мелтае промежутки, находяпцеся 
всегда въ одномъ и томъ же отношении, то числа 0О, 0Х, . . . ,  0П, 
а, следовательно, и коэффиц1енты К.  не будутъ зависеть отъ 
вида функцш f(x). После того какъ коэффищенты 2Г. бу
дутъ вычислены разъ навсегда, намъ останется только заме
нять у0, у у ,. . .  ,уп въ формуле (3 6 ) ихъ значешями.

Если кривая y = f{ x ), площадь которой требуется опреде
лить, дана графически, то всего удобнее разбивать промежу
токъ (а, Ъ) на равныя части, и тогда нужно будетъ только изме
рить на этой кривой равноотстоящая ординаты. Если мы раз-
биваемъ на две части, то должно положить 0о= о , 6Х » 02 =  i; 
это даетъ для приближеннаго значешя интеграла

ix) — Уо-̂ -о +  26-̂ ч +  • • • т й +  •. • +упХ п, 

где коэффищентъ X.  при у.
((Г. —  .7 !.  ̂ (гг. —  п г . Л ( ' Г . — пг . . Л  ( ' г  пт' \

где
(Ъ — а) (К0у0 + КуУу Кпуп), (3 6 )

“ ( f - 9o) . . . ( f - 0/ - i ) ( f - 9<+i) . . . (< - e n) tlf 
О (0,.—0о) . . .  (0{—0/—г)(0,—0/ + i ) • (9. - 0J



Подобнымъ же образомъ при ?г =  3 тгЬемъ
 ̂ ^

I — (Уо +  % i + Зг/2 + Уз),
и при п — 4

/= 7̂2/о + 32̂  + 12Уг + 32Уз + 1У̂'
Предыдущей метоДъ принадлежитъ Котсу (Cotes). Методъ 

Симпсона (Simpson) нисколько иной. Предположим!,, что про
м еж уток {а, Ъ) разбить на 2П равныхъ частей; пусть будутъ 
у о, У it У ■ • • > Угп соответствующая ординаты въ точкахъ доле
тая. Прилагая первую формулу Котса къ площади, заключаю
щейся между двумя ординатами съ последовательными четными 
указателями, каковы у 0 и у2, у 2 и у4, и т. д . , . . . ,  мы им'Ьемъ для 
искомой площади выражете

£_^
^ ~ ~ 6 п +  2/г) +  (Уз +  4#з + Уь) +  • • ■ +(2/2*-a +  43/2»-i +  3/2»)];

сдЬлавъ приведетя, получимъ формулу Симпсона 

1 =  - ^  [2/о +  ̂ 2 « + 2 (2/2 +  2/4+ • • • + У 2 » -« )+ 4 ( ^ 1  +  У з +  • • • +2/2Я-1)]»

101. Методъ Гаусса. — Въ методе Гаусса (Gauss) для коли- 
чествъ 0,. берутся друпя значешя; они получаются изъ сле- 
дующихъ соображешй.

Допустимъ, что можно найти таше многочлены все более 
и более высокихъ степеней, которые въ промежутке (а , Ъ) 
все менее и менее различались бы отъ функцш f ( x ), которую 
требуется интегрировать. Положимъ, напримеръ,

f  {х) =  й0 +  ахх  +  агх2 + . . . +  а2я_1а:2п- 1 +  Д !п(л;),

причемъ при всехъ значетяхъ х, заключающихся между а и Ъ, 
остатокъ И2п (х) меньше некотораго определеннаго числа е„ *). 
Вообще, мы не знаемъ коэффищентовъ но, какъ увидимъ 
ниже, эти коэффищенты не войдутъ въ вычислешя. Пусть будутъ 
х0, х1г. . . ,  хп- \  значешя переменнаго х, заключаюпцяся между 
а и Ь, и пусть будетъ <р(х) многочленъ (»— 1)-ой степени, 
принимающей при значешяхъ х0, хг, х2, ..  ., хп_х те же значе- 
нш , какъ и функдгя f{x). Формула интерполировашя Ла-

2 0 8  Г Л А В А  I V .  ----О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е ГР А Л Ы . §§ Ю О ---- I O I .

*) На основании теоремы Вейерштрасса, это есть общее свойство функ- 
цШ, непрерывныхъ въ  промежутке (а, Ъ) (Ом. дальше, гл. IX, § 199).
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ранжа показываетъ, что этотъ многочленъ можно представить
В Ъ  В И Д ’Ь

2и—1
<р И  =  2  « А ( г ) +  -̂ 2» (*0) 2Р0(ж) -1- . . . +  i?2n (®n-l) ?Р»-1 (ж) ,

w = 0

где (рт и ?РД. многочлены не выше (и—1)-ой степени. Очевидно, 
что многочленъ <рт зависнет, только отъ выбранныхъ значешй 
ж0, Ж],.. . ,  жя_1. Съ другой стороны, многочленъ <рт(ж) долженъ 
принимать при ж=ж0, ж=ж1, . . . ,  х = х п_ 1 те же значешя, какъ 
и хт. Въ самомъ д'Ьл’Ь, предположимъ, что все коэффициенты а,., 
кроме ат, равны нулю, равно какъ и многочленъ В 2п(х); 
тогда f(x) обратится въ атхт, и <р(х) въ ат<рт(х). Отсюда 
слгЬдуетъ, что разность х’п — <рт(х) должна делиться на про
изведете

Р Л х) = (х ~ хо) ( * - % ) . . . ( « —®n-i) ,

и при должны иметь ж’" — <рт(х) - - Р*фт_„(ж), где Qm- n(x)
есть многочленъ ( т - п )-ой степени; если же т п —i ,  то должно 
быть ж,п—9>т (ж)=о. Поэтому, погрешность отъ замены интеграла

С f{x)dx интеграломъ С <р (ж) dx будетъ равна
"  и  ”  а

2п—1 Ъ Ь
21 « Л  [х”1- 9 т(х)]^х + \  %2n{x)clx

т=0 J a J “

-  2  -Й2».(®<)j  Щх)йх. (3  7)

Члены, зависяпце отъ коэффищентовъ а0, а , , . . . ,  а„_,, тож
дественно равны нулю, и мы видимъ, что погрешность зави
снет. исключительно отъ коэффищентовъ ct„, ам+1, . . . , a2n-i и 
отъ остатка В2п(х). Вообще, этотъ остатокъ В 2п очень малъ 
сравнительно съ коэффищентами a», an+i , . . . ,  а2.г—1; поэтому 
можно надеяться получить большую точность, если можно 
будетъ взять ж0,ж1, . . . , ж„_i такимъ образомъ, чтобы члены, 
зависянце отъ а„, d»+1, . . . ,  сс2и_1, были также равны нулю. 
Для этого необходимо и достаточно, чтобы п интеграловъ

( PnQodx> ( PnQt d x , . ' . ,

где Q. — многочленъ г-ой степени, были равны нулю. Выше 
мы видели (§ 88), что этимъ услов1ямъ мы можемъ удовле
творить, взявъ

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 14



2 1 0 ГЛАВА IV . ----  О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ . §§ I O I  — 102.

такимъ образомъ нужно только зад0, х г, . . . ,  ж„_] взять и корней 
уравн етя  Р в= о , которые, действительно, все заключаются 
между а и Ъ.

Если а=  — х, Ь =  + 1, тож0, хг . .  ., будутъ корнями много
члена Лежандра Х1г= о ; все остальные случаи могутъ быть

Ъ+а Ъ—а ,
приведены къ этому случаю подстановкою х = —— Л— — г.
Въ T r a i t e  de  G a l c u l  i n t e g r a l  Бертрана (стр.342) даны 
значетя этихъ корней, а также и коэффищенты К  . фор
мулы (3 6 ), до и = 5  съ 7 и 8 десятичными знаками.

Погрешность въ методе Гаусса равна

f Р 2П ( x ) d x -  2Д>»(ж,) f Ф,{х)йх,
<■=о ' а

причемъ функции >Pi (ж) не зависятъ отъ функцш, интегралъ ко
торой ищется. Чтобы иметь пределъ погрешности, достаточно 
знать пределъ В 2п(х), т.-е. знать, съ какимъ приближешемъ 
въ промежутке (а,Ь) функщя f(x)  можетъ быть представлена 
многочленомъ (2 п — г)-ой степени, причемъ нетъ надобности 
знать самый многочленъ.

Чтобы найти числовое значеше определеннаго интеграла, 
можно ташке разложить функцш f i x )  въ рядъ и затемъ инте
грировать этотъ рядъ почленно. Впоследствии мы увидимъ 
(гл. V III), при какихъ услов!яхъ этотъ npieMb допустимъ 
и какое приближете онъ даетъ.

102. Планиметръ Амелера.— Сущ ествуетъ много приборовъ , при- 
д у м ан н ы х ъ  д л я  и зм 'Ь р е т я  п лощ адей  плоски хъ  кривы хъ*)- Н аи б олее 
остроум ны й и зъ  н и х ъ  — это план и м етръ  А мелера (Am sler); его теория 
п р ед ставл яетъ  интересное п ри л ож еш е свойствъ  к ри воли н ей н ы хъ  инте- 
гр ал о въ .

Р азсм отри м ъ  п рям ол и н ей н ы й  стерж ень, м огупйй дв и гаться  въ  н е 
к оторой  п лоскости ; пусть  будутъ  Л , ,  сИ2 площ ади  зам кн уты хъ  к ри вы хъ , 
оп и сы ваем ы я д в у м я  точкам и  А г, Л2 этого стерж н я, к огд а, соверш ивъ 
зам к н уты й  п уть , он ъ  п р и х о д и ть  в ъ  свое н ачальн ое п о л о ж е т е . Пусть 
буд утъ  (ay, ?/,), (ж2, у2) прям оугольн ы й  координаты  точекъ  А 1У Л2, I — 
р а з с т о я т е  м еж ду  этим и  двум я точкам и , и  0 — угол ъ , образуемы й 
н а п р а в л е т е м ъ  А гА 2 съ  осью Ох. Ч тобы  п редставить д в и ж е т е  стерж ня, 
н уж н о  п редп олож и ть , что x lt у г, 0 суть перм д ическгя  ф ун кц ш  н-Ько- 
тораго  н езави си м аго  перем-Ьннаго t,  принимаю щ ая п р еж ш я .зн ач етя , 
к о гд а  t и зм ен я ется  н а  Т . Мы им йем ъ х 2 = х г -\-1 cos б, y ^ y ^ + l  s i n 0, и , 
сл ед о в ател ьн о ,

*2 йУг-Уг dxi = x 1 d y1—y 1 dX i+ l2 db
+Z (cos 0 dyt — sin  0 d xx+ x y cos 6 dO+yt sin  0 db).

*) О писаш е эти х ъ  п ри боровъ  мож но н ай ти  в ъ  со ч и н ен ж  А бданкъ- 
А бакан ови чъ  (A bdank-A bakanow icz): L es in teg rap h es , la  courbe in teg ral 
e t  ses ap p lica tio n s (1886).
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О бозначая черезъ c&j, ad2 площ ади к ри вы хъ , опиеанны хъ точками А 1, А г% 
и  соблю дая при  вычислении этихъ  площ адей  указанны й выш е (§ 96) 
y w i O B i n ,  пьгЬемъ

= \ йу-L-lh dx1, oll2 = i  ^ х 2 йуг- у г dx2\

следовательно, интегрируя об'Ь части преды дущ аго равенства, получим ъ 

c l2 =  ̂ i + ^ -  ^ |  ̂(cos 9 Лу1 — sin  9 cfa?1) +  ̂  (,r2 cos в +  у x sin 9) d 9 ~j,

гд е  всЬ интегралы  взяты  между пределам и , соответствую щ ими предЬ- 

ламъ t0 и t0+ T  для перемЬннаго t. Я сно, что ^Й 0 =  2 К п ,  г д е  К  есть 

целое число, зависящ ее отъ того, к ак ъ  движ ется п рям ая. Съ другой  
стороны, интегрируя по частямъ, имЪемъ

ь cos 9 d9 = 

sin 9 dO =

хг sin 0 -  j sin 0 dxu  

— уг cos 9+  \ cos 9 dyx.

Н о, при в о зр а ст ал и  t отъ f0 до t0+ T , х г sin  0 и y1 cos 9 принимаю тъ преж - 
niH значения, и  потому мы можемъ написать

оЛ2=оИ1+ й ’л  P+1  ̂(cos 9 dyt — sin 9 dxj).

Пусть будетъ s длина дуги  кривой , описываемой точкою A lt отсчи
ты ваемая отъ какой-нибудь начальной точки в ъ  определенном * н ап рав- 
л ен ш ; обозначимъ черезъ  а уголъ, образуемы й съ  Ох полож ительны ы ъ 
н ап р а в л ет ем ъ  касательной въ  к о н ц е  дуги ; тогда

cos 9 dy1 — sin 9 dx1 =  (sin a cos 9 — sin 0 cos a) ds =  sin V ds,
гд-Ь V — уголъ меж ду полож ительны м ъ н а п р а в л е т е м ъ  стерж ня и  н а -  
правлеш ем ъ касательной, отсчитываемы й в ъ  ту сторону, к ак ъ  это 
принято въ  тригоном етрш . П редыдущ ую  формулу можно еще предста
вить в ъ  ВИД'Ь

o)l2 =  cA i+ iO r Т* + 1  ^ sin  V ds. (38)

Пусть будетъ А 3 третья точка на прям ой н а  разстоян ш  V отъ A t ; д л я  
площ ади кривой, описы ваемой точкою А 3, мы таким ъ ж е об разом *  
найдем ъ

<А3=о.1 1 +й'я г,2+г'jsin 7 rfs. (39)

И склю чая и зъ  обЪихъ ф орм улъ н еи звестн ы й  и н тегралъ  ^  sin  V ds, мы 

получимъ соотнош еш е

1 3 =  (V - 1) odj-bК п  W (I -  V), 

которому можно дать видъ

сИц (23) + Л 2 (3i)+o/l3 ( l2)+/fT Л (12) (23) (зО = °, (4°)

г д е  (ik) о б о зн ач ает , разстояш е меж ду точками А (, A k ( i ,k =  1 ,2 ,3 ) ,  
взятое съ соответствую щ имъ знаком ъ. К акъ  п р и л о ж е т е  этой формулы, 
разсмотримъ прямую А гА 2 длины  « + й , концы  которой А г и  Л а описы -

14»
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ваю тъ  о д н у  и  т у  ж е  з а м к н у т у ю  в ы п укл ую  к р и в у ю  С; то ч ка  А 3, д е л я щ а я  
А л А г н а  д в а  о т р е з к а  А хА 3 =  а ,  А 3А 2= Ъ ,  т а к ж е  о п и ш етъ  за м кн у тую  к р и 
в ую  С ' ,  к о то р а я  будетъ  л е ж а ть  в н у т р и  С.  В ъ  этомъ с л у ч а е  мы имЬемъ  

0(12=0)1!, (12 ) =  а + Ь ,  (23 ) = — Ь, ( 3 1 ) = —а , К =  I ,  

и , р а з д ’Ьливъ ф орм улу (40) н а  а + Ъ ,  п о л учи м ъ
<А1-о (1з =  я  аЪ.

оД-!—Л 2 ц р ед став л я етъ  п л о щ а д ь , закл ю ч аю щ ую ся  м е ж д у  д в ум я к р и 
вы м и С, С , и  мы в и д и м ъ , что  эта  пл о щ ад ь  н е  зав и ситъ  отъ формы  
к р и в о й  С .  Э та  тео р ем а п р и н а д л е ж и т ь  Г о л ь д и ч у  (H o ld itc h ) .

В м е с то  то го  чтобы  и с кл ю ч ать  и зъ  ф ормулъ (38) и  (39) ^  s in  У ds, 

и с кл ю ч и м ъ  и з ъ  н и х ъ  ко л и честв о  odj; мы п о л учи м ъ

сЛ3= о Л г -1-Кл! ( i '2 — l2) + { l r — 0 ^  s in  У  ds.  (41)

П л а н и м е т р ъ  А ы слера ц р ед став л я етъ  п р и л о ж е ш е  э то й  п о сл ед н ей
ф орм улы . П усть  будетъ  А ХА 2А 3 

Ч е р т . 20 . тв ерд ы й с те р ж е н ь , сочл ененны й
въ А 3 съ д р уги м ъ  стерж н ем ъ  0А г. 
Е с л и , остав ляя н еп о д в и ж н о ю  
т о ч к у  О , мы будем ъ  описы вать  
к о н ц о м ъ  А 3, снаб ж енн ы м ъ  ш тиф - 
том ъ , к о н ту р ъ  (73и ско м о й  п л о щ а д и , 
то т о ч к а  А 3 въ за в и с и м о с ти . отъ  
х а р а к т е р а  перем -Ь щ еш я то ч к и  А 3 
оп и ш етъ  и л и  д у гу  к р у га , и л и  
ц-Ьлук> о кр у ж н о с т ь . К о л и честв а  
Л 2, К ,  I ,  V ,  всегд а и зв е с тн ы , и  
чтобы  н а й т и  и ском ую  пл о щ ад ь , 

о стается  н а й т и  и н те гр а л ъ  ^ s in  У  d s .  Э тотъ  и н те гр а л ъ  в зятъ  вдоль
к р и в о й  Сх,  о п и с а н н о й  ко н д е м ъ  с т е р ж н я  А ±. Н а  этомъ к о н ц е  пом'Ьщенъ  

.к р у г л ы й  ц и л и н д р ъ  съ д е л е ш я м ы , ось к о то р а го  совпадаетъ  съ осью  
с т е р ж н я  А ХА 3, и  ко то р ы й  м ож етъ  в р ащ ать ся  в о кр у гъ  этой  оси.

Р азс м о тр и м ъ  б е зк о н е ч н о  малое перем 'Ъ щ еш е с т е р ж н я , п ер ев о д я 
щ ее  А х А 2А 3 въ п о л о ж ё ш е  А \  А '2А ' 3. П у с ть  будетъ  Q  то ч ка  перес-Ь- 
ч е ш я  п р я м ы х ъ  А х А 3 и  А /  А 3' ;  о п и ш ем ъ  и зъ  то ч к и  Q,  к а к ъ  и зъ  ц ен тр а , 
д у г у  к р у г а  А \ а  и  о п усти м ъ  и з ъ  т о ч к и  А \  н а  А ХА 2 п ер п ен - 
д и к у л я р ъ  А ' х Р .  М ы  м о ж ем ъ  п р е д п о л о ж и ть , что  п р и  п е р е х о д е  и зъ  
п е р в а го  п о л о ж е ш я  во в торое с те р ж е н ь  сн ач ал а  с ко л ь зи ть  вдоль самого  
себ я  т а к ъ , ч то  т о ч к а  А х п р и х о д и т ь  въ  а . П р и  этомъ  д в и ж е н ш  ц и л и н д р ъ  
с к о л ь з и т ь  въ п л о с ко с т и  вдоль о б р а зу ю щ е й , и  его в р а щ е ш е  рав но  нул ю . 
Е с л и  затЬ м ъ  мы  по в ер н ем ъ  сте р ж е н ь  в о кр у гъ  Q  та к ъ , чтобы  то ч ка  « 
п е р е ш л а  въ А ' х, то  в р а щ е ш е  ц и л и н д р а  будетъ  и зм е р я ть с я  д уго ю  а А ' х. 

а  А ’  А ’  РН о  о т н о ш е ш я  Д и  ------- г  ■ п р и  п р и б л и ж е н ш  д у ги  А \  А х къ  нулюЛ j А Э.ГС Л  j a . j
стр ем ятся  со о тв етств ен н о  к ъ  i  и  к ъ  s in  V.  П о это м у  мы м ож ем ъ  н а п и 
сать  a  A \ = A s  (s in  У + е ) ,  г д е  £ б езко н еч н о  м ало в м е с те  съ A s .  Т а -  
к и м ъ  образом ъ  все в р а щ е ш е  ц и л и н д р а  п р о п о р ц ю н а л ь н о  п р ед ел у  

сум м ы  2 A s  (s in  У + а ) ,  т . е . п р о п о р щ о н а л ь н о  и н т е гр а л у  J  s in  V ds.  П о 
э то м у  н у ж н о  то л ь ко  и з м е р и т ь  это в р а щ е ш е , и  мы по л учи м ъ  и ском ую  
п л о щ ад ь .
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УПРАЖНЕН1Я.

1 . Д о ка з ат ь , что п р и  безконечном ъ  в о зр астан ш  п  сумма +

+  . . .  им4 етъ предЬломъ log 2.

['Сл'Ьдуетъ д о казать , что эта сумма им^Ьетъ пред елом ъ  опр ед ел енн ы й
f*1 d x  ~| интеграл ъ  J I

2 . Н а й т и  таки м ъ  ж е  образомъ пред елы  суммъ

п ■+?12+1 П-+2-

Т

+  • • • + = 5

Vns — 1 Vn” — 2-+ . . .+
»*+(»»— х)2 ’

I
V п~ — (и— i)2

приводя и хъ  к  ъ опред-Ьленнымъ и нтеграл ам ъ . В ообщ е, п р ед ел ъ
П

суммы 2  У  (г\  w) п р и  безконечном ъ  м равенъ  н еко то р о м у  о пр ед ел енн ом у
г—О

и н тегр ал у , если <р (г, ?г) есть однородная ф у н к щ я  степен и  — i отъ г и
отъ ?г.

п.
(*2  ̂ ft

3 . Вы вести з н а ч е т е о п р е д е л е н н а го и н т е гр а л а  ^ lo g  (s in  х )  d x =  —  lo g 2. 

£  М о ж н о  и сход и ть  отъ тр и го н о м етр и ч еско й  формулы

. ТС . 271 ( П — \)Т С  Пsin — sm —. . .  s m -------- = ——,
п п п 2п

и л и  воспользоваться равенствам и

тс тс тс

^ “ log (sin х )  d x = ^  lo g  (cos x )  d x = l  ^  q lo g  | s*n * x  j fam

4 . Вы вести отсю да значенхе оп р ед ел ен н аго  и н те гр а л а
л

^ { x - ^ j t g x d x .  5

5 . П о ка з а ть , что {  ^  d x = ~  lo g  2.

[М о ж н о  пол ож ить  x =  tgtp  и  разб ить  пол учен н ы й  интеграл ъ  на, тр и  
часты.]

лЛ
6* . Н а й т и  зн а ч е ш е  опред-Ьленнаго и н тегр ал а  \  lo g  (1 — 2 a cos x-\-a?)dx.

[ П уассо нъ  (Poisson.)]
Разд'бливъ пр о м еж уто къ  отъ о до и  н а  п  равны хъ  частей  и  п р и м е н я я  

и зв естн ую  три гоном етрич ескую  ф орм улу, мы придем ъ  к ъ  вы числение  
пр ед ел а  в ы раж ен!»

; log •Г 2=1
L«+i
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при безконечно болыпомъ и. Если а заключается между — i и + i ,  то 
этотъ предЬлъ равенъ нулю; если же о 2> 1 ,  то онъ равенъ я  log « ’.

рд sin х  dx
7. Определенный интегралъ \ .. -■ — где а положительно,Jo Ki — 2 a cos ж + а2

2равенъ 2, если « < 1 , и -> если а >г .

8*. Для того чтобы функщя f(x)  была интегрируемого въ проме
жутке (а, Ъ), необходимо и достаточно, чтобы всякому положитель
ному числу в соответствовало такое pa36ienie промежутка (а, Ъ), чтобы 
разность S —S соответствующихъ суммъ была меньше в.

9. Пусть будутъ f(x) и <р (х) функцш, непрерывный въ промежутке 
( а ,  Ь ) ,  и (a,  x l t  х2, ...,&) — какое-нибудь paa6ieme этого промежутка. Если 
мы возьмемъ два какихъ-нибудь зн ач етя  Sf., ц. въ каждомъ промежутке 
(жг._1 , аь), то сумма 2  f{%.) <р (д.) (х.—х ^ г) будетъ иметь пределомъ 
определенный интегралъ

j" f(x) <р (ж) dx.

10. Пусть будетъ f(x) функщя, непрерывная и положительная въ про-
Jb

f(x) dx,

v d ^
I -  будетъ minimum, если функщя равна постоянному.af{x)

11. Пусть будетъ 1*‘ указатель функцш (§ 77) между х0 и x t . Дока
зать соотношеше

где £= +  1 , если f ( x 0)> о, f (x1)<o, и e = - i ,  если f (x0)< о, f(x1) > 0 ; 
s = o, если f ( x 0) и f (xx) будутъ одинаковаго знака.

Следуетъ приложить къ функщямъ f{x), 1 последнюю формулу
/ (х)

стр. 1 6 5 .
12*. Пусть будутъ U и V  два многочлена и-ой и (и—1)-ой степени, 

первые между собою. Указатель ращональной дроби ^  между преде

лами - с о  и +оо переменнаго равенъ разности между числами мни- 
мыхъ корней уравн етя  Г/+г V, имеющихъ положительный коэффищентъ 
при г, и между числомъ этихъ корней, имеющихъ отрицательный 
коэффищентъ при г.
[Эрмитъ, B u l l e t i n  d e  l a S o c i e t e  m a t h e m a t i q u  e,T.VII, стр.128.]

13*. Вывести вторую теорему средняго зн ач етя  при помощи инте- 
грирован1я по частямъ.

Пусть будутъ f{x)  и <р (х) функцш, непрерывный въ проме
ж утке (а, Ъ), причемъ первая f{x) постоянно возрастаетъ или постоянно 
убываетъ и имеетъ непрерывную производную. Полагая

Ф(х) = \ ХЧ> (х) dx

и  интегрируя по частямъ, находимъ

£  /<+) <Р (х) dx=f(b) Ф (6) -  С ?  (х) Ф(х) dx.
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Такъ какъ производная f '(x)  им-Ьетъ постоянный знакъ, то остается 
приложить къ новому интегралу первую формулу средняго значешя.

14. Показать, что при переходе отъ одной системы прямоугольныхъ 
осей къ другой системе прямоугольныхъ осей, конгруэнтной съ пер
вою, интегралъ ^ х  d y—y dx, взятый вдоль замкнутаго контура, обра
щается въ интегралъ такого же вида.

15. Изъ формулы

16. Разсмотримъ две как1я-нибудь плоск1я кривыя С, С;  будемъ счи
тать соответствующими точки (х , у), (х', у') обйихъ кривыхъ, въ кото- 
рыхъ касательный параллельны. Точка съ координатами х1=р x-\-qx', 
?Ji ~Р il+q ?/> где р  и q— данныя постоянный, описываетъ новую кри
вую Cv  Доказать, что соответствующая дуги трехъ кривыхъ связаны 
соотношешемъ

равны между собою при всякомъ виде функщй f(t) и tp(t).
18. Проведемъ изъ точки М  плоскости нормали MPlt . . . .  МРп къ и 

кривымъ Сх, С2, . . . , С п, лежащимъ въ той же плоскости. Пусть бу- 
детъ длина МР(. Место точекъ М, для которыхъ между длинами 1{ 
существуетъ данное соотношеше F ( l lt 1г, . . . ,  ?в) = о, есть некоторая кри
вая Г.  Доказать, что если на каждой прямой MPi отложимъ въ надле-

dFжащемъ направивши длину, пропорциональную 1 то равнодействую-

щая (геометрическая сумма) этихъ п отрезковъ дастъ направлете 
нормали къ кривой Г. Распространить это предложеше на поверхности.

19. Пусть будетъ С замкнутая кривая. Возьнемъ на касательной 
въ точке т къ кривой С по обе стороны отъ точки т два равныхъ 
отрезка тр и тр', причемъ длина тр изменяется по произвольному 
закону. Доказать, что площади двухъ кривыхъ, описанныхъ точками 
р, р', равны. Случай, когда длина тр постоянна.

20. Площадь, заключающаяся между замкнутою выпуклою кривою 
и кривою параллельною, получающеюся черезъ отложеше на нормаляхъ 
къ первой кривой постоянной длины I, равна ±тг?2+s(, где s —длина 
замкнутой кривой.

21. Пусть будетъ С замкнутая кривая. Геометрическое место точекъ А,  
для которыхъ площадь соответствующей подарной кривой имеетъ дан
ное значеше, есть окружность съ неподвижнымъ центромъ.

СлЬдуетъ определить кривую С ея тангенщальнымъ уравнешемъ

вывести следующее определенные интегралы

sx = ± p s ± q s r.

17. Доказать, что длины соответственныхъ дугъ кривыхъ

х  cos t-\-y sin t = f(t).



22. Пусть будетъ (^замкнутая кривая, С\ — ея подарная кривая отно
сительно точки А,  С2 — место основашй перпендикуляровъ, опущен- 
ныхъ изъ точки А  на нормали къ С. Между площадями этихъ трехъ 
кривыхъ существуетъ соотношеше —с/1 2.

Если f  и in будутъ полярныя координаты точки кривой С1( то на 
основании с в о й с т в е  подарной кривой (§ 36), координаты соответствую

щей точки кривой Сг будутъ р' и («+ -. а координаты соответствующей
____ _ р'

точки кривой С будутъ г = Ер2+ р '2 и yi = <o-j-arc tg ~ .

23. Если кривая С катится безъ скольж етя по прямой, то всякая 
точка А,  неизменно связанная съ кривою С, описываетъ некоторую кри
вую, называемую р у л етто ю . Доказать, что площадь, заключающаяся 
между дугою рулетты и основатемъ, равна удвоенной соответствующей 
площади цодарной кривой точки А относительно кривой С. Доказать 
также, что длина дуги рулетты равна длине соответствующей дуги по
дарной кривой.

[Ш тейнеръ (Steiner).]
Чтобы доказать эту теорему аналитически, обозначимъ черезъ X, Y  

координаты точки А  относительно системы подвижныхъ осей, состав
ленной изъ касательной и нормали къ кривой С въ точке М. Пусть 
будетъ s дуга ОМ, считаемая отъ некоторой постоянной точки на 
кривой С, в. со — уголь между касательными въ точкахъ О и М. Легко 
вывести соотношения

ds-\-dX= Ydw, d Y + X d w = o ,

откуда получаются оба предложения.
24*. Погрешность въ методе квадратуръ Гаусса имеетъ выражеше

f ™ ®  2 Г  I . 2 . 3 . . .U 12
1 . 2 . . .2И А 2»! + iL 1 .2 . . .(2){—I) J ’

где |  заключается между — i и +i.
[ Маненжъ (Mansion), С о m p  t е s r e n d u s ,  1886.]
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ГЛАВА V.

Неопределенные интегралы.

Въ этой главе мы разсмотримъ различнаго рода элементар
ный функщи, интегралы отъ которыхъ выражаются при по
мощи т’Ьхъ же символовъ. Подъ элементарными функщями 
мы разум'Ьемъ алгебраичесшя функцш, ращональныя и ирра- 
щональныя, функцию показательную и логариемическую, функ
щи тригонометричесгая и круговыя и вей те, которыя полу
чаются отъ сочетатпя предыдущихъ функщйг въ конечномъ 
числе. Когда неопределенный интегралъ отъ функщи f(x) не 
можетъ быть выраженъ при помощи этихъ символовъ, то этотъ 
интегралъ представляетъ новую трансцендентную функцш; 
изучеше свойствъ этихъ трансцендентныхъ функщй и ихъ 
классификащя составляетъ одну изъ важн'Ьйшихъ задачъ инте- 
гральнаго исчислешя.

I . — ИНТЕГРИРОВАН1Е РАЦЮНАЛЬНЫХЪ ФУНКЦШ.

1 0 3 . 0бщ1й способъ. -— Всякая ращональная функщя f(x)
Р(х)представляетъ сумму целой части Е(х)  и дроби
Q W

ГД’Ь

многочленъ Р  (х) первый съ Q (ж) и его степень ниже степени Q (х). 
Если действительные и мнимые корни уравнетя Q(x)=о  из
вестны, то эта ращональная дробь можетъ быть разложена 
на сумму простыхъ дробей, принадлежащихъ къ одному изъ 
двухъ следующихъ типовъ

А М х + У
( х - а ) т [(ж -а)2 + ,6'2] ’г

Простыя дроби перваго типа происходятъ отъ действитель- 
ныхъ корней, а Второго типа — отъ сопряженныхъ мнимыхъ.



Интегралъ отъ ц-Ьлой части получается непосредственно. 
Дал'Ье, если ш > х ,  то

Г АсЪ  __________ А
J ( х — а ) т ( т — I )  ( х — а)”’- 1’

если же m = i ,  то
Г A i0g (а,—я).
J х — а

Для краткости мы опускаемъ постоянное С, которое должно 
быть прибавлено въ правой части. Такимъ образомъ остается 
только изсл'Ьдовать простыл дроби, происходящая отъ мнимыхъ 
корней знаменателя. Положимъ, для упрощешя,
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x  — a  +  f f t ,  d x = 0 d t ;
тогда

Г Mx + N  I Г Ma + N  + M t f t
) [(ж_а)2 +  Л "  ^ 0  ( l +  #2)”

и мы получаемъ два рода интеграловъ
Г t d t  Г
J ( i+ # 2)tt’ J (T

dt
:+<2)" J +

Первый интегралъ легко вычислить, зам'Ьтивъ, что#Лесть по
ловина дифференщала отъ 1 +  #2; поэтому, если и >  I , то мы им'Ъемъ

t  d t  I  fibi—2

I (i+#2)“ 2(n —  1)(1 +  #2) ”- 1 2  (» — I )  [ ( я  — a)2 + d2T~v

и, если n =  i ,  то им^емь
Г t d t  i  . i  Г (ж — a ) 2 + $ 2_|

J r jT (a = i log<I + ,  ) “ 5 lo g L"—  W---- J '

J i

Остаются только интегралы вида
d t

(i -И2)и
Если k =  i , то значеше это интеграла будетъ

dt  , х ~  а-—-г= arc t s t  — arc tg — • х + 1~ ° ё /3f:
Если m e n  больше единицы, то пользуются ф о р м у л о ю  п р и 
в е д е н !  я, позволяющею свести вычисление предложеннаго 
интеграла къ вычислешю интеграла такого же вида, но 
въ которомъ показатель при i  + t2 на единицу меньше. Обо
значая разсматриваемый интегралъ черезъ Jn, мы можемъ пред
ставить его въ вид'Ь

Г d t  1[ 1 + t 2 ~ t 2 d t  \
dt Г t2 dt

) d + # 2r ! ( 1 + # 2г - * J  ( i + &
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„  Г t2 dtИнтегрируемъ j по частямъ, положивъ

u=t,  dv= tdt

мы получимъ
t2 dt

l

' (i  + t2)"'

t

2(« —l)( l  + t2)"~X'

dt
1 +. » -1 )1  (i + t2r -(1 +t2)n 2{n — l ) ( l  + <2)K-1 2 {n-

ЗамгЬнивъ въ уравненш для 1п последтй интегралъ его зна- 
чешемъ, найдемъ

tт  2 П  — 3 т
dn—— ---Г -*!!—1 +

2 П  —  2 2(п— l ) ( l  + £2)"-1

Заменяя въ этой формуле п черезъ п — I, потомъ черезъ 
п — 2 и т .д ., мы придемъ къ интегралу 1г =  arc tg t.

Возвращаясь зат-Ьмъ постепенно къ 1п, наконецъ получимъ

J  (2W~ 3 )(2W —5). . .3 .1  
п (211 — 2) (211 — 4) . . .4 .2 arc tg t + R(t),

где R  (tf) есть ращональная функц1я отъ t, выражете кото
рой было бы нетрудно получить; зам"Ьтимъ только, что зна- 
менателемъ ея будетъ (i+ #2)n_1, и что степень числителя 
будетъ ниже 2 п ~ 2  (см. § 97, стр. 20З).

Такимъ образомъ, интегралъ отъ ращональной дроби сла
гается изъ ращональной части и изъ трансцендентныхъ чле- 
новъ одного изъ сл'Ьдующихъ видовъ

log (х- a ) ,  lo g [(z -a )2 +  ,92], arc tg
р

Пусть, наприм-Ьръ, требуется вычислить интегралъ

Знаменатель им’Ьетъ два д'Ьйствительныхъ корня + i  и — i и 
два мнимыхъ +* и —г. Следовательно, разлагая его на про
стыл дроби, получимъ

х А  Б  С х + Б-----— -------j-------- 1------ -— .
гс4 — I  х — I  x + i  1 + х 2

" dx 
I x* — i

Умножая для определетя коэффищента А  обе части, на

х— I и полагая затемъ х=1,  будемъ иметь А — точно
4

такъ же найдемъ Б = — . Теперь мы можемъ представить
4

предыдущее тожество въ виде
С х + Б

x* — i  4\ж — I х + \ г+х°-
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ГЛАВА V.

или, п о с л е  приведешя,

■ Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы . §§ 1оЗ  — 1 0 4 '

— г Сх +  В
' 2 ( l - { - X 2) 1+Ж2

Следовательно, должно взять С=о, Z)= — и мы можемъ 
написать

откуда
ж4 — I  4  (ж — i )  4 ( ж  +  1). 2 (ж2 +  1)

Г йх
х* — х : -  l o g  

4  "
Х — 1

X + I
— - a rc tg z . 

2

П р и м е ч а й  i е. — Изложенный методъ — вполне обнцй, но 
онъ не всегда самый простой. Иногда можно упростить вычи- 
слеше соответственными искусственными пр1емами. Возьмемъ, 
напримеръ, интегр алъ

<1х
(ж2 — i ) il

Если и >  I , то можно было бы или разложить подъинтегральную 
функщю на простыя дроби, отделяя корни + i  и — I, или 
применить формулу приведешя, какъ для интеграла 1п. Но 
можно получить этотъ интегралъ более изящнымъ способомъ,

сделавъ замену переменнаго х = 1^'^-

V
X - — I

i - z ‘ 

dx —

это даетъ 

2  dz
( i - * ) 2 (х- г Г

f  2 П . - » ) ,~ , ,г, -
J  ( ж - — I ) ” 4 “ J  zn

Разложивъ (i — г )2"-'1 по формуле бинома, намъ нужно будетъ 
интегрировать только одночлены вида A s 11, где /«—положи
тельно или отрицательно.

104. Методъ Эрмита.— До сихъ поръ мы предполагали, что 
подъинтегральная дробь разложена на простыя дроби, для 
чего нужно знать корни знаменателя. При помощи следую- 
щаго метода, принадлежащего Эрмиту, можно найти алгебраи
ческую часть интеграла, и не зная этихъ корней; при этомъ 
требуется производить только элементарный действ!я, т.-е. сло
жения, умножешя и делешя многочленовъ.

Пусть будетъ F{ x ) _ ращональная дробь, интегралъ кото

рой нужно найти; мы можемъ предположить, что ея числи
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тель и знаменатель первые между собою. На основании теории 
равныхъ корней, многочленъ F  (х) можетъ быть представленъ
въ  ВИД'Ь

F(x) = X 1X l x l . . . X pp,
гд£ Xj, Х2, . . ., Х р— многочлены, содержание только простые 
линейные множители и не инНиодце попарно никакихъ об- 
щихъ множителей. Дал-Ье, мы можемъ разложить предложенную 
функцпо на простыл дроби со знаменателями Хх, Xt,  . . ., Хр,

fW =л л
F(x)  Х х Х \

Н~
XI

гд^ Ai есть многочленъ, первый съ X,. Въ самомъ д'Ьл'Ь, изъ 
Teopin общаго наибольшего делителя известно, что если даны 
два первые между собой многочлена X и Т  и какой-нибудь 
многочленъ X, то всегда можно найти два многочлена А и В,  
удовлетворяющихъ тожеству

B X + A Y = Z .

Положимъ Х = Х Ъ Y = X l . . .Хр, Z=f(x);  тогда предыдущее 
тожество обращается въ

B X 1 + A X t . . . X pp=f(x) .
Разд-Ьливъ на F(x),  найдемъ

/ »  А  ■ в  
F(x) Хг XS...X?'

и, на основанш предыдущаго тожества, ясно, что если много
членъ f(x) будетъ первымъ съ V  (ж), то А  будетъ первымъ съ Х х, 
и В  будетъ первымъ съ Х\.-. ,ХР. ПродолжаягЬ жесамыяд’Ьй- 
CTitin надъ дробью

В
угРXV 2 • • • -Л-р

и т. д., мы представимъ л  до
F{x) въ требуемомъ вид-Ь.

Такимъ образомъ достаточно показать, какимъ образомъ 
можно найти р a pi опальную часть интеграла вида

‘ A  dx

гдгЬ <р (х) есть многочленъ, первый со своею производною. 
На основание выше указанной теоремы, всегда можно найти 
два другихъ мночлена В  ж С, удовлетворяющихъ тожеству

В<р (х) +  С<р' (х)=А,
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и мы можемъ представить предыдущий интегралъ въ виде 
Г A d x  ГВ<р+Сф'  f  B d x  Г dx

Если п больше единицы, то полагая

■ и= С, v =  ----------*— -{n—i)<pn~ 1

и интегрируя по частямъ, будемъ иметь 
, <р' dx С

f
1_  Г С' 

- I  J ф ” - 1(рп I— I) 7>"-1 dx:

внося это въ предыдущее соотношеше, получимъ
‘ A ,  dxГ A d x  _  С С А г do.

J (рп ~  (и—I) ф”-1 J <ри_1
гд'Ь А г обозначаете новый многочленъ. Если п>  2, то къ но* 
вому интегралу можно приложить тотъ же самый способъ 
приведения и т. д. Мы должны будемъ остановиться только 
тогда, когда показатель при д> въ знаменателе сделается рав- 
нымъ единице; мы получимъ тогда соотношеше вида

‘ A d x  ^ х . f ip dxС A d x  _  , . Г 1
<Р

где В  (х) есть ращональная функщя отъ х,  а хр — многочленъ, 
степень котораго всегда можно предположить меньшею сте
пени д>, но который можетъ и не быть первымъ съ много- 
членомъ <р. Для вычислешя последняго интеграла необходимо 
знать корни многочлена <р, но интегрироваше не введетъ бо
лее никакихъ ращональныхъ членовъ. Въ самомъ деле, раз-

ложеше дроби — на простыя дроби дастъ только члены вида

A  M x + N
ж —а ’ (ж—«)2 +  ,I?2’

а интегралъ отъ каждаго изъ нихъ есть трансцендентная 
функщя.

Въ частности, этотъ методъ позволяетъ узнать, будетъ ли 
интегралъ отъ данной ращональной функщи самъ рацшналь- 
нымъ. Для этого необходимо и достаточно, чтобы, после того 
какъ приведете было подвинуто насколько возможно далеко, 
все многочлены, аналогичные гр, оказались равными нулю.

ЗамЪтимъ, что способъ, которымъ мы выше пользовались при приве- 
денш  интеграла есть въ сущности не что иное, какъ частный случай 
изложеннаго здЪсь метода. Возьмеыъ интегралъ бол’Ье общаго вида

i  ( А ^ + г к + С Г  А^ ° ’ В2- А& ° ‘
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Мы имЬемъ тожество
А (А з ? + 2В х + С ) - { А х + В у  =  А С - В г,

которое позволяетъ представить данный интегралъ въ виде
г dx _  А  с dx

3 (А х2+ 2В х + С )п~ А С - В 2 3 (А х2 +  г В х +  С)"-1
------L— Г(̂ + д ) .  (А« + Д ) ^ „.

J(7- 5 2J (Лж'^+гБж+С)’1
Интегрируя посл-Ьдшй интегралъ по частямъ, получимъ

А х + В  А х + В
А х + В )

(А яР + гВ х+ С )*
- d x = —~

2(п—1)(Ах2+ 2Вх+С)П

+- м
г— 2  J

dx

2.11 — 2 ) {Ах2+ 2Вх+С)'п-1 ’

и предыдущее соотношеше обращается въ
г _____ dx_____ _____________ А х + В ____________
3 (A x 2+ 2Bx+U)n 2(п— г)(А С— В 2)(Ах2+ 2В х + С)п-1 

271— з И г dx
271 — 2 АС—В 2 3 (Ах2+ 2В х +С)П-1 

Продолжая такимъ же образомъ, мы придемъ къ интегралу

5 d x

A x2+ z B x + G ’
который выражается черезъ логариемъ, если Б 2 — АС+о, и черезъ arctg, 
если В 2 — А С <  о

Возьмемъ еще интегралъ

$$х?+зх — I 
(ж3+ З а :+ 1 )3

dx.

Мы имЪемъ тождественно
$ x? + 3 x -i = 6x (x2+ i ) - ( x 3+ 3 x+ i);

отсюда мы можемъ написать
Г ба^+зж- 1  7 _  С 6х(х2+ 1 ) . Г d x

3 (ж3 +  зж + 1 )зСЖ _  3 (а  ̂+  зж+О3 ~  3 (ж3+ 3 * + 1)2'
Интегрируя первый интегралъ по частямъ, получимъ

Г б(ж3+ р  , _  —х  Г dx
3 Х ( а ? + з х + 1)* Ж _(ж34-зж+1)2 +  3 (а^+ЗФ+х)2’

и, следовательно, будемъ иметь

Г 5Ж3 + 3« - '  7 -ж
J (а^+зж+г)3 (ж3+ зж + 1)2

П р и мЬ ч а н i е. — При прим'Ьненш метода Эрмита мы должны ре
шить следующую задачу: Д а н ы  т р и  м н о г о ч л е н а  4 ,  В, G с о 
о т в е т с т в е н н о  т-ой, и-ой и ^з-ой с т е п е н е й ,  п р и ч е м ъ  1  и £  
п е р в ы е  м е ж д у  с о б о ю;  н а й т и  д в а  д р у г и х ъ  м н о г о ч л е н а  
и и v, т а к ъ ,  ч т о б ы  б ы л о  т о ж д е с т в е н н о  A u+ Bv = C.

Чтобы найти отвечающее на вопросъ многочлены возможно низшей 
степени, предположимъ сначала, что р  не больше т+ть — I. Тогда за



и  н v можно в зя ть  м ногочлены  соответственно (и — l)-o ii и (m - i) -o it  
степеней; т-\-п нензв& стны хъ коэф ф и щ ен товъ  о п р ед ел ятся  и зъ  си
стемы т-\-п н еод н ородн ы хъ  л и н ей н ы х ъ  у р ав н ен и й  оп редели тель  кото
рой  не м ож етъ  бы ть р ав ен ъ  нулю ; в ъ  противном ъ случ ае , можно 
было бы н ай ти  д в а  м ногочлена и  н  v степеней не выш е (n - i) -o ii  и 
(ш — 1)-ой, удовлетворяю щ ихъ  тож еству A u-\-B v = o, откуда следуетъ , 
что А а  В  долж н ы  бы ли бы и м еть  общ аго м нож ителя.

Е сли  м ногочленъ С будетъ степени (ш-ф?г) и ли  вы ш е, то мы 
р азд е л и м ъ  С на А В ,  т ак ъ  чтобы п олучился остатокъ С  не выш е 
(;п-1-1г,)-ой степени: C = A B Q + C '.  П ол агая  u  — B Q  = u lt мы предста- 
ви м ъ  соотнош еш е A w + B v  =  С в ъ  в и д е

A u {+ B v= C ',

и таки м ъ  образом ъ  п ри дем ъ  к ъ  преды дущ ем у случаю .

105. Интегралы 1̂ 1 { х , ] / А х 2 +  2 В х + С )  d x . — ПослФ интегра- 
ловъ отъ ращональныхъ функщй естественно перейти къ раз- 
смотрйнно интеграловъ отъ функщй ирращональныхъ. Мы нач- 
немъ съ того случая, когда подъ знакомъ интеграла стоитъ 
ращональная функция отъ х  и отъ корня квадратнаго изъ 
многочлена второй степени. ЗдФсь для уничтожешя корня до
статочно простой замены перемФннаго, и мы придемъ къ пре
дыдущему случаю. Эта замФиа перемФннаго очевидна, если 
многочленъ подъ знакомъ корня обращается въ двучленъ пер
вой степени ах+Ъ. Полагая ax+b = t2, получимъ

'224 ГЛАВА V . ---- Н Е О П РЕД ЕЛ ЕН Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ . §§ ГСЦ— 1 0 5 .

|й (гс , \ / a x + b ) d x = ^ j R ^ - ~ ,

и новая функщя подъ знакомъ интеграла будетъ ращональною.
Если многочленъ подъ знакомъ радикала — второй степени 

и имФетъ два дФйствительныхъ корня а  и Ъ, то можно на
писать

\ / А { х  — а) (х — Ь) = (х—

и опять достаточно положить , Аа — Ыг
t ,  И Л И  Х = г  д - р - '

чтобы ирращональность исчезла.
Если многочленъ подъ знакомъ радикала имФетъ мнимые 

корни, то этотъ пр1емъ привелъ бы насъ къ мнимымъ символамъ. 
Чтобы ближе подойти къ существу вопроса, замФтимъ, что 
если мы обозначимъ радикалъ \ /  Ах2 +  2Вх+ С  черезъ у, то а; и у 
будетъ координатами точки кривой, представляемой уравне- 
шемъ

у2 =  Ах2 + гВх+  С, ( I )
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и задача приводится къ выражение координатъ точки кривой 
второго порядка чрезъ ращональныя функции н-Ькотораго 
параметра. Геометрически ясно, что это возможно; въ самомъ 
деле, если мы проведемъ черезъ какую-нибудь точку (а, (?) 
этой кривой переменную секущую

y - 0 = t{x -a ) ,
то ясно, что координаты второй точки пересечении этой секу
щей съ кривою получатся изъ уравненШ первой степени и 
будутъ, следовательно, ращональными функщями отъ t.

Если трехчленъ Ах2 \-гВх+ С имеетъ мнимые корни, то 
коэффищентъ А  долженъ быть положительным^ такъ какъ, 
въ противномъ случае, этомъ трехчленъ былъ бы отрицатель- 
нымъ при всехъ действительныхъ значетяхъ х. Въ этомъ 
случае коническое сечете (i) есть гипербола, и, пересекая 
эту гиперболу прямою, параллельною одной изъ ея асимптотъ,

y = x \ / A + t ,
мы получимъ для координатъ точки пересечетя

C - t 2 C - t 2
X ~ z t V A - z B  У - Ь + ^ А  a<1/ 2 - a B '

Если же А  отрицательно, то кривая второго порядка есть 
эллипсъ, и трехчленъ

Ах2+ гВх  +  С

долженъ иметь два действительныхъ корня, такъ какъ, въ про
тивномъ случае, этотъ трехчленъ былъ бы отрицательнымъ при 
всехъ действительныхъ значетяхъ х. Замена переменнаго, 
которая была указана выше, есть та самая, которую мы полу
чили бы, пересекая кривую подвижною секущею

у — Ц х —а).
Пусть, напримеръ, требуется вычислить интегралъ

г dx
3 (ж2 +  7с))/х 2 + к

Вспомогательная кривая второго порядка у2= х 2+к  есть гипер
бола, и, пересекая ее прямою, параллельною асимптоте, x + y  = t, 
мы получимъ для координатъ точки пересечетя выражешя

и затемъ
dtft2+k\ С dx f ytdt 2

* 2  п н ’
КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 1 5
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Возвращаясь къ переменному ж, находнмъ 

dx х — ]/х2 + к х
^  (х2 + ку кУ  х2 + к ] ;у  х2 +  1с к

причемъ въ правой части должно еще стоять произвольное 
постоянное. Вообще, если А С —В '2 не равно нулю, то мы 
им-Ьемъ

dx _  1 А х + В

(Ах2 +  2 В х +  C f  А С ~  В 2 V  Ах* +  2Вх +  с

Въ некоторыхъ случаяхъ проще искать интегралъ непо
средственно, не уничтожая ирращональности. Какъ примерь, 
разсмотримъ интегралъ

г dx
J ]/ А х 2 +  2 Вх + С

Если коэффищентъ А  положителенъ, то можно написать
У  A  dx У  A  dx

У  А 2х2 +  2 А В х + А С  J У  (Ах+ В )2 + А С - В 2 

и, полагая A x + B = t ,  получимъ

J - Г dt
~ = ~ = l o g ( t  + y t 2 + A C - B 2)-У  A J  У  t2 + А С —В 2 У  А  

Возвращаясь къ переменному ж, находимъ

1 У  Ах-
dx

=  -у= log ( А х + В + У  А  У  Ах2 +- яВх  +  С) •
у А х 2+ г В х + с  У а

Если коэффищентъ при х2 отрицателенъ, то интегралъ можно 
представить въ виде

г dx _  Г У  A dx
J У - А х 2 + 2Вх + С ~  ) \ У 1 с + В 2- ( А х ^ Щ 2 Л>о;

здесь количество А С + В 2 должно быть положительнымъ, и, 
полагая

А х - В = 1У А С + В 2,

мы приходимъ къ интегралу
г г dt х . ,—= l — - -  =—— arc sin t.

y A j y i - t 2 У  A
Такимъ образомъ мы имеемъ

dx
У  — Ах2 + гВх  +  С У А

I . А х - В  = —т— arc sin -у А С + В 2
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легко убедиться, что, когда х изменяется между двумя кор
нями трехчлена, то функщя подъ знакомъ arc sin изменяется 
между —I и +1 .

Въ промежуточномъ случае, когда А —о и В ф о, интегралъ — 
алгебраически!

Г— — . =  -  уЧ Вх+ С .
J|/a  Вх+ С В

Г (Lx>
Интегралы вида 1 -------- /  л г' т? п ПРИВ°ДЯТСЯ къ преды-

J  \ Х  C tf у  А Х “  - |-  2 Х > Х  Н-  т

дущимъ подстановкою х = а + —. Въ самомъ деле, мы имеемъ
У

\ ir -
dx dy

где
(х—а) УАх2 + 2,Вх +  С J | /  A ty2 +  2Вху + Сг

А 1=Аа2+2Ва + С, В 1 — Аа+ В,  Сг = А.

Здесь следуетъ заметить, что интегралъ будетъ алгебраиче- 
скимъ, если а будетъ корнемъ трехчлена, стоящаго подъ зна
комъ радикала, и только въ этомъ случае.

Разсмотримъ еще интегралъ ^ У х 2 + А  dx. Интегрироваше по
частямъ даетъ

]/х2 + A  clx == х ]/х2 + А  - j х2 dx 
]/х2 + А ’

съ другой стороны можно написать
х2 dxГ =  Г J/ x 2+ A d x  -  Г —

J ]/х2 + А  J V J У,
Adx

'х2+ А

=  j  ] /  х2 +  A dx — Л log (х +  j/ж2 + А) 

изъ этихъ двухъ соотношешй получаемъ

j*  j / x 2+ A d x = ^ j / x 2+ A +  log (х+ ] /х 2+А)>

г х2 dx х ----7 А , /—г---- тч
) у ф Щ  = i l / * + A - - l o g ( * + V * + 2 ) .

Точно такъ же можно вывести формулы

Г У  а2 ~ х2 dx =  - 1 /  а2 — х2 +  — arc sin — *J 2 r 2 a
Г x2 dx x  / —----- 5 а2 . г г
J У a2- x 2 2 K 2 a

(2>

(3 )

(4)

(5)

15*
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106. Площадь гиперболы. — Предыдущие интегралы встречаются 
при вычисленш площади сектора эллипса или гиперболы. Возьмемъ 
гиперболу

6- ’
и найдемъ площадь сегмента АМ Р,  ограниченнаго дугою AM ,  осью Ох 
и ординатою МР. Эта площадь равна определенному интегралу

Г* \V x *  — (P dx,
J  a  Cl

т.-е., по формул^ (г), равна
1 Ъ
2 аi\ixVx '-—a ? - a 2 log i x + l

Черт. 2 1 .

Ho M P = y =  — Vx2—a*, и про

и зведете  ^ ~  х  У х2 — а- предста-

вляетъ площадь треугольника 
ОМР ; отсюда слЬдуетъ, что пло
щадь S  сектора О AM ,  заклю
чающегося между дугою AM, 
рад1усомъ ОА и рад1усомъ ОМ, 
им-Ьетъ выражение

Эта формула позволяетъ выразить координаты х  и у  точки М  ги
перболы черезъ площадь S. Въ самомъ деле, изъ предыдущего урав- 
неш я и изъ у р ав н етя  гиперболы мы имйемъ

2 S 2S
аЬ

и, следовательно,
а Ъ

х у 
—  г  =е а Ъ

/2  S 2 S\ , /  i
1 ab . аЬ |■и +е 1, Ъ ; у=-[е

Функцш, стояния въ  правыхъ частяхъ, носятъ назваш я г и п е р б о -  
л и ч е с к а г о  с и н у с а  и г и п е р б  о л и ч е с к а г о  к о с и н у с  а

g _|_g * g _g
cos hyp --------- 9 sin hyp %=---------->

2 2
и мы можемъ написать

, 2S , . , 2Sx - a  cos hyp y  = o sm hyp

Гиперболичестя функцш обладаютъ свойствами, аналогичными свой- 
ствамъ функц1й тригонометрическихъ*); такъ, мы им4емъ 

cos2 hyp х —sin2 h y p x = i ,
cos hyp (a'Ay)  =  cos hyp x  cos hyp «/-(-sin hyp x  sin hyp y, 
sin hyp (x + y ) = sin  hyp x  cos hyp y+ sia  hyp у  cos hyp x.

*) B e c u e i l  d e s  f o r m u l e s  n u m e r i q u e s  Уэля (Houel) содер- 
житъ таблицу логариемовъ этихъ функций для положительныхъ зна- 
чен1й аргумента.
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Точно такъ же мы нашли бы, что координаты точки эллипса выра
зятся череаъ площадь сектора следующими формулами

.т — a cos 2S
ab’

, . 2 8
У = Ъ s m ab-

Для круга рад1уса, равнаго единице, и для равносторонней гиперболы 
съ полуосью, равною единице, эти формулы обращаются соответ
ственно въ

x = cos2.S', 2/ = sm2iS;
X = cos hyp 2S, у = sin hyp 2S.

Гипербол ичесюя функцш играютъ ту же роль по отношешю къ равно
сторонней гиперболе, какъ тригонометрически—по отношение къ кругу.

107. Спрямлете параболы. — Пайдемъ длину дуги параболы 2 р у - х 2 
между вершиною 0 и точкою М. Мы им4емъ

Vx2+p2

или, применяя формулу (2), 

arc ОМ=, г х  Ух-+р2 р  /х+Ух2+ р‘‘
2р  ' 2 S \ р

dx,

Алгебраичесшй членъ въ правой части представляетъ длину касатель
ной М Т.  Въ самомъ дЬле, известно, что 0 Т = —\ поэтому

хг _  x i х2 __ж2(жа4-р2)М Т 2= р + — = — + —= 
4 4 Р" " 4 F

Соединимъ точку Т  съ фокусомъ F; уголъ M T F — прямой, и мы 
имеемъ

FT=  l / —+ £  = 1  Y& + & .
’ 4 4 2

Отсюда можно вывести следующее любопытное свойство параболы.
Предположнмъ, что парабола катится безъ скольжешя по оси Ож. 

Найдемъ место, описывае
мое фокусомъ, предпола
гая, что фокусъ неизменно 
связанъ съ параболою. Если 
парабола коснется оди Ох 
въ М',  то мы будемъ иметь 
ОМ' = arc ОМ; точка Т  перей- 
детъ въ точку Т', такъ что 
будетъ М 'Т '  = МТ,  и фокусъ 
F  перейдетъ въ точку F ',  ко
торую получимъ, отложивъ 
на прямой, параллельной Оу, 
длину T 'F '  = TF. Координаты X, Y  точки F '  будутъ иметь следующая 
значешя

Х = агс о м -  м т =| log ^±г!',

y =t f = \ v^ W .

Черт. 22.
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Исключивъ х нзъ этихъ двухъ еоотношетй, мы получимъ уравнен1е 
мЪета, описываемаго фокусомъ. Изъ перваго уравнешя вм-Ьемъ

2А'

х + У х  2+ р 2= р е  ;

къ этому уравнетю  можно присоединить еще
2.А.

sc- У х -  -гр'г =  —р е Р,

такъ какъ произведете лЬвыхъ частей равно — р3. Вычитая, получимъ
( 2Х _  2АЧ

Ух*+р-= -  [е р + е р ),
и искомое уравнете будетъ

2х 
P[J>7 - f \ ‘ *+e cos hyp у

Легко построить эту кривую, носящую н азв ате  ц е п н о й  л и н i и; 
по своему виду она им'Ъетъ сходство съ параболою.

2Х

108. Уникуреальныя кривыя. — Разсмотримъ теперь, вообще, 
интегралы отъ алгебраическихъ функщй. Пусть будетъ

F ( x , y )  = о (6)

уравнеше алгебраической кривой, и В ( х , у ) — ращональная 
функщя отъ х  и отъ у. Предположили., что въ В (х , у )  мы 
заменили у однимъ изъ корней уравнешя (б); мы получимъ 
функщю только одного перем-Ьннаго х, и интегралъ

J я  У) dx

называется а б е л е в  ымъ и н т е г р а л о м ъ ,  связаннымъ съ кри
вою (6). Если данная кривая и функщя В ( х , у ) — произ
вольны, то эти интегралы будутъ трансцендентными функщями. 
Но въ частномъ случай, если данная кри вая— уникурсаль- 
ная, т.-е. если координаты х , у  точекъ этой кривой могутъ 
быть представлены, какъ ращональныя функщй перем'Ьннаго 
параметра t , то абелевы интегралы, связанные съ этою кривою, 
приводятся непосредственно къ интеграламъ отъ ращональ- 
ныхъ функщй. Въ самомъ Д'Ьл'Ь, пусть будутъ

*=/■(*)> y=g>(t)
выражешя координата х, у въ функцш t. Принявъ t за новое 
независимое переменное, получимъ

^ В \х ,  у) dx = j  B[f( t ) ,  <р (<)] f  (t) dt,

и новая функщя подъ знакомъ интеграла, очевидно, ращональна.
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Въ курсахъ аналитической геометрии*) доказывается, что
Y hi — х) (v — 2)всякая уникурсальная кривая л-го порядка имъетъ -— ——------ -

2

двойныхъ точекъ, и что, обратно, всякая кривая ?г-го порядка, 
имеющая это число двойныхъ точекъ, будетъ уникур сальною. 
Я напомню только, какимъ образомъ можно получить выра- 
жешя координатъ въ функции вспомогательнаго параметра.

Пусть дана кривая п-то порядка С„, имеющая д—-------^ ------ -

двойныхъ точекъ; черезъ эти d двойныхъ точекъ и черезъ п — 3  
простыхъ точекъ кривой Сп проведемъ пучекъ кривыхъ (и —2)-го 
порядка; эти точки вполне определять пучекъ кривыхъ (и—з)-го 
порядка, такъ какъ

(»—!)(» -2 )  | ^ 3 _ (w-2)(w+l )  I

а для определетя кривой (и—г)-го порядка нужны (п-2)(п  -ы)

точекъ. Пусть будетъ Р  (х, у) + t Q (х , у) =  о уравнете этого 
пучка, где t обозначаетъ произвольный параметръ. Каждая 
кривая пучка пересекаетъ кривую Сп въ п(п — 2) точкахъ; при 
этомъ некоторое число этихъ точекъ пересечетя не завиеитъ 
отъ t, именно п —3  выбранныхъ простыхъ точекъ и 6 двой
ныхъ точекъ, каждая изъ которыхъ считается за две точки 
пересечетя. Но

п —3 .+ 2сГ = м — 3  + (и—т.){п—г) — п (и—2) — i;

такимъ образомъ остается только одна точка пересечетя, 
изменяющаяся вместе съ t. Координаты этой точки получатся 
изъ двухъ уравнений первой степени, коэффищенты которыхъ 
будутъ целыми многочленами по t, и потому эти координаты 
сами будутъ ращональными функщями отъ t. Можно было бы 
также воспользоваться пучкомъ кривыхъ (п— i)-ro порядка,

(п — т)(и — 2)проходящихъ черезъ двойныхъ точекъ и черезъ

2п—-3 простыхъ точекъ, взятыхъ где угодно на кривой Сп.
(iyi __ т ]  / и __ 2 )

Если п —2 , то —------— ------= о ; такимъ образомъ всякая кри

вая второго порядка, какъ это уже было указано выше,—-уни

курсальная. Если п = 3 , то —— ——= i ;  следовательно,

*) См., наприм'Ьръ, Невенгловскгй (jSfiewenglowski): C o u r s  de  Geo-  
m e t  r i e a n a l y t i q u e ,  т. II, стр. 99—1 14 .
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изъ кривыхъ третьяго порядка уникурсальныыи будутъ только 
те, которыя югЬютъ двойную точку. Принявъ двойную точку 
за начало координатъ, мы приведемъ уравнеше кривой тре
тьяго порядка къ виду

<Pz ( я ,  !/) +  <Р2 ( * , » ) = о ,

где (/3 и <р2 — однородные многочлены со степенями, соответ
ствующими ихъ указателямъ. Секущая y — tx, проходящая че- 
резъ двойную точку, пересЬчетъ кривую еще только въ одной 
точке, изменяющейся вместе съ t; координаты этой точки 
будутъ

х ._ У2СМ) М ) .
< М М )’ У < М М )

Уникурсальная кривая четвертаго порядка тгЬетъ три двой- 
ныхъ точки. Чтобы получить выражен!я координатъ ея точекъ 
черезъ параметръ, составимъ уравнеше пучка кривыхъ второго 
порядка, проходягцихъ черезъ три двойиыхъ точки и черезъ 
одну простую точку, взятую произвольно на кривой. Каждая 
кривая этого пучка пересечетъ кривую четвертаго порядка 
только въ одной точке, изменяющейся вместе съ параметромъ. 
Если, напримеръ, мы составимъ уравнеше для абсциссъ точекъ 
пересечешя, то это уравнеше, по освобожденш его отъ мно
жителей, соответствующихъ уже известнымъ корнямъ, обра
тится въ уравнеше первой степени и определить х въ виде 
региональной функцш параметра; точно такъ же мы будемъ 
поступать для полученш координаты у.

Возьмемъ, напримеръ, лемнискату

(ж2+ у 2)2= а 2(ж2 — у2), ■

имеющую одну двойную точку въ начале координатъ, и, кроме 
того, две двойныхъ точки въ безконечно удаленныхъ круговыхъ 
точкахъ. Окружность

x2 + y2 = t ( x —y),

проходящая черезъ начало координатъ и касающаяся въ этой 
точке одной изъ ветвей лемнискаты, пересекаетъ эту кривую 
только въ одной точке, изменяющейся вместе съ t. Изъ двухъ 
приведенныхъ уравнений легко получается

t2 (x—y )2 = а2 (ж2 — у2); 

отсюда, по разделены! на х —у, остается

t2 (х—у) —а2 (х + у).
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Последнее уравнеше представляетъ прямую, проходящую че- 
резъ начало координатъ и пересекающую окружность въ точке, 
отличной отъ начала, съ координатами

art ( t2 +  a?) art ( t2 — а 2)

* — у — ¥ + *  —

Къ этимъ формуламъ можно придти еще проще, воспользо
вавшись следующимъ пр1емомъ, применимымъ ко всякой уни- 
курсальной кривой четвертаго порядка, одна изъ двойныхъ то- 
чекъ которой известна. Пересечемъ лемнискату секущею у=Хх\ 
она встретить кривую въ двухъ точкахъ съ координатами

х —± а ] / г —Х2 
т+Я2 ’ у = Хх.

Подъ знакомъ радикала стоитъ многочленъ второй степени, 
и, чтобы уничтожить ирращональность, достаточно поло- 

I —Я ( а \  

жить 1 + 1 “  ̂
насъ къ предыдущимъ формуламъ.

(§ 105); легко убедиться, что это приведетъ

П р и м е  ч а н i е. — Если плоская кривая имеетъ особый точки 
высшей кратности, то можно доказать, что каждая изъ нихъ 
равносильна некоторому числу двойныхъ точекъ. Для того 
чтобы кривая была уникурсальною, достаточно, чтобы эти

г  г- (»—1)(и — 2)особыя точки были равносильны -------^------ - двоинымъ точ-

камъ. Напримеръ, кривая и-го порядка, имеющая кратную 
точку (п— i)-ro порядка, будетъ уникурсальною, такъ какъ 
прямая, проходящая черезъ эту кратную точку, пересекаетъ 
кривую только въ одной переменной точке.

1 0 9 . Интегралы отъ дифференц1альныхъ биномовъ. — Изъ
другихъ интеграловъ, въ которыхъ иррацшнальность можетъ 
быть легко уничтожена, мы укажемъ еще на следуюпце

{ах-\-Ъ)ч\ dx,  У-Z2 ( х , ] / а х + Ъ ,  У c x + d )  dx,

\ В { х « , х а', xa" , . . . ) d x ,

где В  есть рацщнальная функц1я, и показатели а, а', а", . . .  
рац10нальныя числа. Въ первомъ интеграле достаточно поло
жить ах-\-Ъ—А. Если во второмъ интеграле положимъ

' ах + Ъ = t2,
то будемъ иметь только одинъ квадратный корень изъ много-
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I I .— ИНТЕГРАЛЫ ЭЛЛИПТИЧЕСК1Е И УЛЬТРА-ЭЛЛИ -
ПТИЧЕСК1Е.

1 1 0 . Приведете интеграловъ. — Пусть будетъ Р(х) цЪлый 
многочленъ ^-ой степени, первый со своею производною. Если 
степень многочлена Р(х) больше 2, то интегралъ

^R[x,  | /Р ( ж) ]dx,

гдТ R  обозначаетъ рацшнальную функцш отъ х и отъ ради
кала у=~\/Р(х), вообще, не можетъ быть выраженъ при по
мощи элементарныхъ функции Интегралы этого вида, пред- 
ставляюнце лишь частный случай бол^е общихъ абелевыхъ 
интеграловъ (§ ю 8), могутъ быть разложены на алгебраическую 
и логариемическую части, и на некоторое число опредТленнаго 
вида интеграловъ, пред став ляющихъ новыя трансцендентныя 
функцш, который не могутъ быть выражены при помощи ко- 
нечнаго числа элементарныхъ символовъ. Мы изложимъ зд-Ьсь 
это преобразоваше.

Рацшнальная функщя Р(ж, у) представляетъ частное двухъ 
ц'Ьлыхъ многочленовъ по х  и по у, заменяя четныя сте
пени у, наприм'Ьръ i/2?, черезъ [Р(#)]?, а нечетныя, напри- 
мгЬръ y2q+1, черезъ у [Р(ж)]*, мы видимъ, что всегда можно считать 
числителя и знаменателя дроби выражешями первой степени 
относительно у

Р(х,  у) = А + Б у  
C + D y ’

гд^з А , Б ,  С, Б  суть ц-Ьлые многочлены по х. Умножая чис
лителя и знаменателя на С—Б у я  заменяя снова у'2 черезъ Р  (х), 
получимъ

F + G yЕ(х,  у) -- К
Такимъ образомъ, разсматриваемый интегралъ распадается на

Г F d xдва другихъ; изъ нихъ одинъ I ^  есть интегралъ отъ ращо-

нальной функцш, а другой j ̂  dx можетъ быть представленъ 

въ В И Д 'Ь

Г М  йх
) W W )

гд-Ь Ж  и N  —  цТлые многочлены по х. Только этимъ вторымъ
^ Жинтеграломъ мы и должны заняться. Ращональная дробь
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можетъ быть разложена на целую часть Е  (х) и на сумму 
дробныхъ членовъ

Ж А г А 2^ = а д + ~ ч ^ + . . . +
N х Хр

гд'Ь каждый многочленъ X .—первый со своею производною. 
Такимъ образомъ намъ нужно будетъ разсмотр"Ьть только два 
вида интеграловъ

A dx
Т ' У Р Щ

Е с л и  м н о г о ч л е н ъ  Р(х) б у д е т ъ с т е п е н и  р, то в с Ь  
и н т е г р а л ы  Тт в ы р а ж а ю т с я  п р и  п о м о щ и  р —г п е р -  
в ы х ъ  и н т е г р а л о в ъ  Y0, Т^, . . . ,  Гр_* и а л г е б р а и ч е -  
с к и х ъ  к о л и ч е с т в ъ .

Въ самомъ дйлгЬ, пусть будетъ
Р(х)—а0хе+а1х^ 1+ . . . .

Мы им'Ьемъ

± w m - » * r - v r

2 тхт~х Р  (ж) +ж"* Р'(х) 
2 ]/ Р  {х)

зд'Ьсь числитель есть многочленъ (т+р — 1)-ой степени, имею
щей высшимъ членомъ (zm+p) а0 хт+р~ • Интегрируя преды
дущее равенство по частямъ, получимъ

2 х”У  Р(х) = (2 т + р) а0 Г И1+г_1 + . . . ,

причемъ не написанные члены содержать интегралы Y  съ ука
зателями, меньшими т + р —1. Полагая въ этой формуле после
довательно т = о, I , 2 , ,  мы можемъ выразить ГН )  Y  
черезъ алгебраическую часть и черезъ р  — I интеграловъ Е0, 
Y  Y

Относительно интеграловъ второго вида должно различать 
два случая въ зависимости отъ того, будетъ ли X  первымъ 
съ Р  (х) или н^тъ.

1°. Е с л и  м н о г о ч л е н ъ  Х п е р в ы й  съ Р(х),  то и н т е -  
г р а л ъ  Zn п р и в о д и т с я к ъ  а л г е б р а и ч е с к о м у ч л е н у ,  
к ъ  с у м м е  и н т е г р а л о в ъ  Yk и к ъ  н о в о м у  и н т е 
г р а л у

р Б  dx
) х у Щ

г д е  Б  е с т ь  м н о г о ч л е н ъ  с т е п е н и  н и з ш е й ,  чем-ъ X.
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Такъ какъ многочленъ X — первый съ своею производною X'  
и съ Р  (х) , то Х п будетъ первымъ съ произведен !емъ РХ'.  По
этому всегда можно найти два многочлена Я и fi, удовлетво- 
ряющихъ тожеству XXK + ( iX ’P = A \  при этомъ интегралъ рас
падается на два другихъ

Первая часть есть сумма интеграловъ Y; второй интегралъ 
при n > I можно проинтегрировать по частямъ, положивъ

это даетъ

Новый интегралъ — одинаковаго вида съ первоначальнымъ, 
но только показатель при X  уменьшился на единицу. Про
должая приведете, насколько возможно, т.-е. пока показа
тель при X  больше единицы, мы придемъ къ результату вида

гд'Ь Р ,  С, D — три многочлена, причемъ всегда можно пред
положить, что степень перваго многочлена В  ниже степени X .

2°. Предположимъ, что X  и Р  им'Ьютъ общаго делителя D, 
такъ что Х =  Y B ,  В —8 В,  и многочлены D, S, Y  попарно пер
вые между собою. Можно найти два такихъ многочлена Я, ц, 
чтобы было A = Y D n поэтому мы можемъ написать

Первый интегралъ им'Ьетъ разсмотр'Ьнный выше видъ, ч т о ж е 
к а с а е т с я  и н т е г р а л а

г д ’Ь D  е с т ь  д £  л и т е  ль  м н о г о ч л е н а  Р,  то о н ъ  п р и 
в о д и т с я  к ъ  а л г е б р а и ч е с к о м у  ч л е н у  и к ъ  и н т е -  
г р а л а м ъ  I .
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Въ самомъ д-Ьл-Ь, такъ какъ многочленъ В '1—первый съ произ- 
ведешемъ D 'S ,  то можно найти два такихъ многочлена и 
чтобы было X1D ,l +  [i1D ' S = i i ,  и разсматриваемый интегралъ 
можно будетъ представить въ внд-Ь

Г l*dx _  ГЛхdx Г (hSD^ 7 
J Dn ]/P  J i /P  + J B ,l] /P

ЗамтЬнивъ P  черезъ S B ,  представимъ второй изъ этихъ инте- 
граловъ въ виде

( цг ]/ S ———j dx
J D n+ 5

и проинтегрируемъ его по чаетямъ, полагая
— I гu=fil y 'S ,  v=

Мы получимъ
Iи dx f dx 

В пV P  =  J | / Р 2 n - i J  р » - ц / р

Мы тгЬеыъ опять формулу приведешя, но здесь благодаря 
присутствие дробнаго показателя п —~  приведете можно про
должить до того члена, въ которомъ В  будетъ стоять въ зна
менателе въ первой степени, и мы приходимъ къ результату 
вида

С Iudx К ] / Р  Г Н  dx
+ J у р 'в п

Г Mdx

J Dn}/P

где Н  и К  — два многочлена.
Такимъ образомъ, всякгй интегралъ J приводится

къ алгебраической части и къ сумме интеграловъ вида

Г xm dx Г Хг dx
J ~ у ¥ '  J х у т '

где m не выше р  — 2, многочленъ X  — первый со своею про
изводною I '  и съ многочленомъ Р , и степень многочлена Х г 
ниже степени многочлена X.  Э то п р и в е д е н 1 е т р е б у е т ъ  
т о л ь к о  с л о ж е н ! я ,  у м н о ж е н 1 я  и д е л е н 1 я  м н о г о 
ч л е н  овъ.



Если корни уравнен!я Х =  о известны, то ращональную
у

дробь -=Ч можно разложить на сумму простыхъ дробей вида А
А  Рж+ С 

х - а  (ж — a)2+/S2’

где А, В ,  С — постоянный, и мы приходимъ къ двумъ новымъ 
типамъ интеграловъ

Г dx (Bx+C)dx
J (ж — a) }/Р(ж) J [(ж — a)2 +  /Р] | / P (x)

2 4 O  ГЛАВА V .---- Н ЕО П РЕД ЕЛ Е Н Н Ы Е  И НТЕГРАЛЫ . § Н О .

которые можно привести къ одному первому, если мы усло
вимся допускать для параметра а также и мнимыя значешя. 
Таше интегралы называются интегралами т р е т ь я г о  в и д а .  
Интегралами п е р в а г о  в и д а  называются интегралы Тт, 

Ргд6 те меньше — — i ;  интегралы Ym при те равномъ или боль- 2

шемъ I  называются интегралами в т о р о г о  в и д а .  Инте

гралы перваго вида обладаютъ характеристическимъ свой
ств омъ,— они сохраняютъ конечное значете, когда верхний 
пре д-1; лъ безконечно возрастаетъ или делается равнымъ корню 
многочлена Р(ж) (§ 89—90). Что касается интеграловъ второго 
и третьяго вида, то приведенное выше различге между ними 
не самое существенное. Истинное различ1е будетъ указано впо- 
следствш.

П р и м е ч а н 1 е . — До сихъ поръ мы не делали никакого 
предположегая относительно степени р многочлена Р(ж). Если 
степень этого многочлена нечетная, то она всегда можетъ быть 
увеличена на единицу. Въ самомъ д’Ьл’Ь, пусть многочленъ Р(ж) 
будетъ ( щ — г)-ой степени

Р  (х )= А 0х21~1 +  А хх21~2 + . .  , + A 2q- 1.

Положивъ х = а + ~ ,  причемъ а не есть корень многочленаР(ж), 
получимъ

P ( * ) = P ( a ) + P '( « ) i+ .
У

Р & - 1) (а) 1 _  Р х (у)
f  {щ - 1) ! г/2''-1 г /' 1

гд-Ь Р х(у) обозначаешь многочленъ 23-ой степени. Следова
тельно,

^Р (ж )
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и всятй  интегралъ, содержаний ращонально х  и У  Р (х), 
обратится въ интегралъ отъ ращональной функцш отъ у и 
отъ У  Р^у).

Обратно, если подъ знакомъ радикала стоитъ многочленъ Р(х) 
четной степени 2q, то степень этого многочлена можно по
низить на единицу, е с л и  т о л ь к о  и з в ' Ь с т е н ъ  о д и н ъ и з ъ  
его  к о р н е й .  Пусть будетъ, напршгЬръ, а одинъ изъ корней

уравнетя Р (х )= о; полагая х = а + —» будемъ им^ть

Р(х)=Р'(а) 1 + . . . +
У

РРЭД (а) I 
(22)! y2i

-P i iy)
y 2q

гд з̂ Р г (у) есть многочленъ (25 — 1)-ой степени; отсюда

и новый интегралъ будетъ содержать только одну ирращо- 
нальность { /Р1 (у).

111. Случай интегрируемости въ алгебраическомъ виде. — Если
данъ интегралъ вида

 ̂R  [х, VР  (ж)] dx,

то, какъ мы только что видели, его всегда можно привести элементар
ными вычпслетями къ интегралу отъ ращональной дроби, къ алгебраи

ческому члену вида GVP(x) и къ сумме пнтеграловъ перваго, второго
и третьяго видовъ. Такъ какъ можно также найти посредствомъ эле- 
ментарныхъ операщй рациональную часть интеграла отъ ращональной 
дроби, то отсюда сл-Ьдуетъ, что предложенный интегралъ можно всегда 
представить въ виде

j  R  [х, VP  (a;)] d x = F  [аз, VP  (ж)] +  Т,

где F  есть ращональная фушсщя отъ х  и отъ
С Xинтеграловъ трехъ видовъ и интеграла I -~

V Р{х), а Г  равно сумм-6 

dx, въ которомъ много

членъ X — первый со своею производною, и степень многочлена Х1 ниже 
степени X. Лтувилль (Liouville) доказалъ, что если предложенный 
интегралъ—алгебраический, то онъ равенъ F  [х, VР  (а:)], такъ что должно 
быть тождественно

2?[a3,VP(5 )] = A { ir[a3>̂ P(^]}>
и, следовательно, Т =о.

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ  в с е г д а  м о ж н о  п о м о щ ь ю  у м н о ж е -  
н i й и д е л е н 1 й  м н о г о ч л е н о в ъ  у з н а т ь ,  б у д е т ъ  л и  д а н 
н ы й  и н т е г р а л ъ  а л г е б р а и ч е с к и мъ,  и н а й т и  в ъ  э т о м ъ  
с л у ч а й  е г о  з н а ч е н i е.

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 1 6



112. Эллиптичесше интегралы. — Если многочленъ Р ( х ) — 
второй степени, то изложенный обнцй способъ приведешя поз- 
воляетъ привести интегрировате ращональной функцш отъ х 
и отъ |/ Р  {х) къ вычислешю интеграловъ

Г йх Г dx 
3 |/Р(а;) 3 (а-—а) ]/Р(х)

которые мы уже ум'Ьемъ вычислять непосредственно (§ 105).
Прост’Ьйнйй после этого случай представляютъ эллиптиче

сше интегралы, когда Р ( х ) — третьей или четвертой степени; 
какъ мы видели выше, оба эти случая приводятся одинъ 
къ другому. Пусть будетъ Р  (ж) многочленъ четвертой степени 
съ действительными коэффициентами, имеюхцщ только простыхъ 
линейныхъ множителей. Покажемъ прежде всего, что линейною 
подставкою съ  д е й с т в и т е л ь н ы м и  к о э ф ф  и р е н т а м и  
всегда можно привести Р(х)  къ многочлену, содержащему 
только четныя степени переменнаго.

Пусть будутъ a , b , c , d  четыре корня уравнешя Р(х)=о.  
Можно составить инволющонное соотношеше

L x ' x " + Ш(х'+ x " )+ N =  о, (7)

удовлетворяющееся п р и Р = а ,  х"=Ъ  и при xf=c,  x"=d.  Для 
определетя отношен!й между коэффищентами L, М, N  мы 
имеемъ два соотношешя

Lab + M(a + b) + N = o ,
L  cd4" Ъ.if (с 4- 4- N  = о,

и мы видимъ, что можно взять

L = a  + b — c—d, M —cd—ab, N=ab(c + d) — cd(a + b).

Обозначимъ черезъ а и & двойныя точки предыдущей инволюцш, 
т.-е. корни уравнешя

L u i -\-2 M u + N = o .

Услов1е действительности этихъ корней, именно

(cd—ab)2 — (а + Ъ—в — d)[db (c + d) — cd (а4-6)]>о ,

после простыхъ преобразован^ можетъ быть представлено 
въ виде

(a — c)(a—d)(b—c)(b—d)> о. (8)

Всегда можно распределить корни а, Ъ, с, d такъ, чтобы это 
ycnoeie было удовлетворено. Если все четыре корня действи-

2 4 2  ГЛАВА V . - — НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. § 1 X 2 .
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тельны, то достаточно взять за а и Ъ два болынихъ корня; 
тогда все четыре множителя неравенства (8) будутъ положитель
ными. Если уравнеше Р(х) = о им'Ьетъ только два д’Ьйствитель- 
ныхъ корня, то за а и Ъ мы возьмемъ эти два д-Ъйствительныхъ 
корня, а за e n d  — два мнимыхъ сопряженныхъ; тогда мно
жители а — с, a—d и Ъ — с, Ь — d будутъ мнимыми сопряженными. 
Наконецъ, если веб четыре корня мнимые, то мы возьмемъ 
за а и Ъ два мнимыхъ сопряженныхъ корня, а за c u d  два 
другихъ мнимыхъ сопряженныхъ; четыре множителя неравен
ства (8) будутъ опять попарно сопряженными. Соотв’Ьтствую- 
пця значешя коэффшцентовъ L, Ж, N  будутъ во всЬхъ слу- 
чаяхъ действительными.

Вводя количества а, ft, мы можемъ представить соотно- 
теш е (7) въ виде

Полагая -—^ =  м, x - f t

х ' — ft̂ ~  х " —ft °* 

ft у —аили х — ———, получимъ

(9 )

Р(*) = P i  (У)
(2 /-I)4’

где Pj (у) есть новый многочленъ четвертой степени съ дей
ствительными коэффищентами, корнями котораго служатъ

а —а  Ъ — а с —a d — a
a—ft Ъ—ft' с—ft' d—ft

На основанш формулы (9) эти корни удовлетворяюсь попарно 
соотношенш у' + у" = о; следовательно, многочленъ Р у (у) со- 
держитъ только четныя степени у.

Если корни а, Ъ, с, d, удовлетворяютъ соотношенш a +  b = c + d ,  
то мы имеемъ L = о, и одна изъ двойныхъ точекъ инволюцш

удаляется въ безконечность. Полагая а = — мы предста-
2  Ж

вимъ уравнеше (7) въ виде

х '— а + х ,1 — а = о,

и нужно только положить х = а + у ,  чтобы получить многочленъ 
съ четными степенями у.

Такимъ образомъ мы можемъ во всехъ случаяхъ предпола
гать, что многочленъ Р ( х )  приведенъ къ каноническому виду

Р  (ж )= А 0х*  +  А гх 2+ Л 2.

Тогда всягай эллиптичесшй интегралъ можетъ быть приведенъ
16*
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къ алгебраической части, къ интегралу отъ ращональной 
функцш, къ интеграламъ
г  dx  г* х dx г х 2 dx
3 ] / А 0х*  +  А гх2 + Л 2 3 ] / Л 0х* + Л 1х 2 + А 2 3 ] /  А 0х4+ А 1х2 +  А 2

и къ интеграламъ вида

I
dx

Интегралъ
(х—а))/ А 0х* + А хх2 + А 2

dxс х
•J XQ ]/ А 0хА + А хх2 +  А 2

есть эллиптическш интегралъ перваго вида; разсматривая 
въ немъ, обратно, х , какъ функцш отъ г«, мы получимъ э л л и п 
т и ч е с к у ю  ф у н к ц 1 ю. Второй интегралъ подстановкою х2=и  
приводится къ элементарному интегралу. Треий интегралъ

х 2 dx

J iУ A 0xi + A 1x2 + A 2

есть Лежандровъ интегралъ второго вида. Наконецъ, мыможемъ 
написать

dx Г xdx  с dxГ «* _  Г
3 (х — а)т/Р(х) 3 I(х—а)]/Р(х)  J (ж2—а2)]/Р(ж) 

интегралъ
1(ж2—а2)]/Р(х)’

h
dx

{х2 + Ъ) У  А 0х4 +  А хх2 -ь А 2

есть Лежандровъ интегралъ третьяго вида.
Эллиптическ1е интегралы получили свое назвате отъ того, 

что съ ними впервые встретились въ задаче о спрямленщ 
эллипса. Пусть будутъ

*=acosfjp, y = bsin<p 

координаты точки эллипса; мы имеемъ

ds2 = dx2 +  dy2 = (a2 sin2 дз + b2 cos2 <jp) dq>2, 

или, полагая a2—b2=e2a2,
ds=a  | / i  — e2 cos2(pd<p.

Интегралъ, представляюпцй длину дуги эллипса, обращается 
после подстановки cos <p — t въ

I — е2 12
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мы видимъ, что длина дуги эллипса выражается суммою интегра- 
ловъ перваго и второго видовъ.

Разсмотримъ еще лемнискату, представляемую уравнетями

х = а 2t (t2 +  a 2) 
^  + а* ’ У = а2

t ( t 2- a 2) 
Р + а* ’

выполнивъ вычислетя, получимъ
О П ^

ds2 =  dx2 +  dy2 =  ̂  4 Л 2 .

Такимъ образомъ длина дуги лемнискаты выражается эллиптиче- 
скимъ интеграломъ перваго вида*).

И З. П еевд о-эл л ип тич еекл е  и н те гр а л ы . — Въ н-Ькоторыхъ случаяхъ 
интегралъ ^ F  [ж, У'Р (ж)] dx,  гд£  Р  (х ) — многочленъ третьей или четвер

той степени, можетъ быть вы раж енъ при помощи алгебраической ф ункцш  
и суммы конечнаго числа логарнемовъ отъ алгебраическихъ ф ункщ й; 
тагае интегралы  назы ваю тся п с е в д о - э л л и п т и ч е с к и м и .  Вотъ 
довольно общш случай, когда это будетъ имФть ыйсто. П у с т ь  б у д е т  ъ

Lx'x" + М  (x '+x")+N=  о (ю)

HHBOJi oni oi Hoe  с оот ноше н1е ,  с в я з ы в а ю щ е е  п о п а р н о  
ч е т ыр е  к о р н я  у р а в н е н 1 я  ч е т в е р т о й  с т е п е н и Р  (ж) = о; 
е с ли  р а г и о н а л ь н а я  ф у н к ц i я /'(ж) т а к о в а ,  что т о жд е -  
с г в е н н о  б у д е т ъ

/ » + / ' ( -
M x+ N  \ 
L x+ M  j ( 1 1 )

то,  и н т е г р а л ъ  1 L>.. '  — — п с е в  д  О - э л  л  и  п т и ч е д  к i  й.
\  J  V P (X)
Пусть будутъ a, jt двонны я точки инволю щ и; какъ  было указано 

выш е, соотношение (ю ) можно представить в ъ  ви д’Ь

х ' — сс , х "  — а

Сд-Ьлавъ въ  интеграл'Ь подстановку ~ ^ - У ,  додучим ъ

и, следовательно,

dx= (д-Р) dy. 
(1 -»)* ’ Р&) = Р М

(I - у ) 1'

dx (a—P)dy
УРЩ~ Vp M ’

(i i )

гд-Ь Рг{у) — многочленъ четвертой степени, содерж аний только четныя 
степени перемйннаго у  (§ 122). Что касается ращ он альн ой  дроби f{x),  то * t.

*) Это свойство прин адлеж и тъ  целом у классу кривы хъ , найденны хъ 
Серре (Serret), (С o u r s  d e  C a l c u l  d i f f e r e n t i e l  e t  i n t e g r a l ,
t . II, стран. 264).
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она обратится въ равдональную дробь <р (у), для которой <р (у)-\-<р ( — у) = о. 
Въ самомъ д-Ьл-Ь, если два значешя х  связаны соотношешемъ (12), то 
соответствуюппя значегпя у', у"  перемЕннаго у  должны удовлетворять 
соотношетю у ’-\-у" = о. Отсюда сл’Ьдуетъ, что функщя <р (у) будетъ иметь 
видъ yip (у2), где ip есть ращональная функщя отъ у2. Следовательно, 
разсматриваемый интегралъ обращается въ

Г У V W) йу
J VA ^ + A ^ + A t

и достаточно положить y2=z,  чтобы привести его къ элементарному 
интегралу. Такимъ образомъ теорема доказана, и, кроме того, мы 
имеемъ вместе съ темъ и способъ выполнить самое приведете.

Изложенная теорема справедлива и въ томъ случае, когда много- 
членъ Р(х)  будетъ третьей степени; нужно только принять одинъ 
изъ четырехъ корней этого многочлена безконечно большимъ. Дока
зательство совершенно одинаково съ предыдущимъ.

Если, напримеръ, уравнеше Р  (х) =  о возвратное, то однимъ изъ инво- 
лющонныхъ соотношешй, перемещающихъ корни попарно, будетъ 
Х ' х " = г .  Следовательно, если ращональная функщя f (x)  такова, что

мы имеемъ тождественно f ( x ) + f  (М  = 0, то интегралъ Гf (ж)dx  буДетъ
\ х  I J VP(x)

псевдо-эллиптическимъ, и достаточно положить X— I
х + 1  ' и y2=z,

чтобы привести его къ элементарному интегралу.
Предположимъ еще, что Р(х)  есть многочленъ третьей степени

Р(ж )= ж (ж -1) |ж - |-2 j;

положимъ а = со, Ь = о, e = i ,  d = ̂ -  Существуготъ три инволющонныхъ 

соотношешя, перемещающихъ эти корни попарно,

l  — Jc2 х"  
к2 ( i -x" ) ’ X =- 1 - х "

-№х"'

Если ращональная функщя f (x)  удовлетворяетъ одному изъ соотно- 
шенгй

Я*»+'(Й)=0' «*>+'( 
rn+f[ т5к  )=°-

f{x) dx____
то интегралъ

j \ ' х { г - х ) { г - к 2х)

— псевдо-эллиптичесшй. Изъ этого интеграла можно вывести и друше. 
Напримеръ, полагая ж=и2, мы превратимъ иредыдупцй интегралъ въ

г 2f ( z l) dz
»/(1-г2)(1-/С2Д2)



Отсюда мы заключаемъ, что если f (z2) удовлетворяетъ одному изъ соот- 
вошенШ

«->+'( У? Н  'И+'[щЙ1>]=0’

то новый интегралъ будетъ также псевдо-эллиптическимъ; первый 
изъ этихъ случаевъ былъ уже замАченъ Эйлеромъ (Euler)*).
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III. -  ИНТЕГРИРОВАН1Е ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХЪ 
ФУНКЦ1Й.

114. Интегрироваше ращональныхъ функщй отъ sin ж и
cos х. — Известно, что sin а; и cos а; выражаются ращонально
черевъ tg ~=^i и эта замена персм’Ьнныхъ позволяетъ привести 
вычислен1е интеграла вида

j  В  ( sin х, cos х) dx

къ интегрированно ращональной функцш отъ t. Мы им’Ьемъ
. , , 2 dtâ =  2arctgr ,  dx =  ——  > sina; =  - 2 1 cosa; = i —(2

i  +t2'l  + t2 Ц-*2

и разсматриваемый интеуралъ обращается въ

где Ф{1) обозначаетъ ращональную функцш. Наприм’Ьръ,

dx Г dt

и, следовательно,

Интегралъ Г приводится къ предыдущему постановкоюJ COS ОС

х — — у ; это даетъ 
2

I  ш г - " log[ tg( r ; )  J = log[ tg( i+?)] •
Предыдущей способъ им-Ьетъ то преимущество, что онъ 

вполне общей, но часто можно найти т а т я  замены перемен-

*) См. литографированный курсъ Эрмита, 4-е издаше, стр. 25—28.
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ныхъ, который ведутъ къ Ц'Ьли гораздо скорее. Такъ, если 
функщя R  (sin#, cos#) им-Ьетъ перюдъ л ,  то она равна рацио
нальной функцш отъ tg # , iF (tg#), и, принявъ t g x = t  за новое 
переменное, получимъ

F  (t) dt 
1 +  H2

Пусть, наприм-Ьръ, требуется вычислить неопределенный 
интегралъ

I
dx

A  cos2х + В  sin х  cos # +  Csin2# + .Z)’

г д е  A , B , C , D —  п р о и зв о л ь н ы й  п о с т о я н н ы й . Ф у н к щ я  п о д ъ  
8н ак ом ъ  и н т е г р а л а  и м е е т ъ  п е р ю д ъ  л,  и , п о л а г а я  t g  x = t ,  
п о л у ч и м ъ

,  I t . . t2 .cos^x^s-------xi s m # c o s # = ------To,. s i n = — Trtt
i -b ^ 2 1  +  £2 1 4 -t2

и  р азсм а т р и в а ем ы й  и н т е г р а л ъ  о б р а щ а е т с я  въ

Г dt
J A + B t + C t 2 +  D ( i  +  t2)

В и д ъ  н а ч а л ь н о й  ф у н к ц ш  за в и си т ъ  отъ  х а р а к т е р а  к о р н ей  зн ам е
н а т е л я . П р е д п о л а г а я  п о с л е д о в а т е л ь н о  т р и  и зъ  ч еты р ехъ  к оэф -  
ф и щ е н т о в ъ  равн ы м и  н у л ю , п ол уч и м ъ  ф ормулы

Г ~ х  = t g #  Г - — =  l o g ( t g # ) ,
J c o s 2 X 6  J s i n #  c o s #  6 V 6  '

\гк:=-а*х-
Е с л и  п о д ъ и н т е г р а л ь н а я  ф у н к щ я  и м е е т ъ  в и д ъ  R  ( s in  # ) co s #  

и л и  В  (c o s  # )  s in  # ,  т о  з а м е н а  п е р е м е н н а г о  —  о ч ев и д н а ; въ  п ер -  
в ом ъ  с л у ч а е ,  д о л ж н о  п о л о ж и т ь  s i n # = £ ,  а  в о  втором ъ
c o s x = t .

П р е ж д е  ч е м ъ  п р и л а га т ь  общ ий м е т о д ъ , и н о г д а  бы ваетъ  вы
г о д н е е  у п р о с т и т ь  п о д ъ и н т ег р а л ь н у ю  ф у н к ц ш  с р о т в ет ст в у ю -  
щ ею  за м е н о ю  п е р е м е н н а г о . Р а зсм о т р и м ъ , н а п р и м е р ъ , и н т е 
г р а л ъ

f —  Ч■ ■—  -J a  c o s # + o s i n #  +  c

г д е  а ,  Ъ, с —  к а ш я -н и б у д ь  п о с т о я н н ы й . О п р е д е л и м ъ  п о л о ж и 
т е л ь н о е  ч и сл о  q и  у г о л ъ  (р с о о т н о ш е т я м и

- ~ . - a = = p ,c o sy ', & =  p s in g 5 ,
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откуда
р а2 + Ъ2, cos <р=~- .------ г! sing) = —— ,

] / а 2 +  Ъ2 \ / а 2 +  Ъ2

следовательно, данный интегралъ можно представить въ виде
dx

pcos(:r — (р) + с J p c o s y  +  c1,
dy

где х —ср=у. Если мы применимъ теперь обпцй методъ, по- 
Улагая tg - = t ,  то предыдунцй интегралъ обратится въ

1,
2 dt

Q +  C +  {C — Q)t2

Вычислете легко можно довести до конца, и мы получимъ 
две различныхъ начальныхъ функцш въ зависимости отъ знака 
выражетя

р2 — с2—а2 + Ъ2 — с2.
Интегралъ

‘ ш cos х-\-п sin х-\-р
Уacosa; + & sin х  + сdx

приводится къ предыдущему. Положимъ, для краткости, 
и = а cos ж + 6 sin # + с и определимъ три постоянныхъ Я, /г, v 
такимъ образомъ, чтобы было тождественно

duт cosx + nam x+ p= X u+ f i -— + v.&£

Для этого нужно решить три уравнен!я
m = Xa + {ib, п=ХЪ—ц а , р = Хс + г,

изъ которыхъ два первыхъ даютъ X и ц. При такомъ выборе 
постоянныхъ разсматриваемый интегралъ обращается въ

Г , du 
\ *u + t*-5Z + v

У
‘ dx 
и

■ dx = Xx+u\oeu + v \ --------J a cos х
dx

+ Ъ sin х + с

П р и м е р ь .  — Р.ычислимъ определенный интегралъ

dxр7Г где |е |<х.^i+ecosa;

Разсматривая сначала неопределенный интегралъ, получимъ, пола
д» / j

гая последовательно tg — = t, и t = u y  j —j,’

С dx _ г dt _ 2 Г
j i+ecos# J i+e+(i — e)t2 v't —eaJ i

die
+ws



2 5 0 Г Л А В А  V . -----Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы .  § §  Ц 4 ------ ц д .

Следовательно, неопределенный интегралъ равенъ

V i - e -
arc tg И З 1*:}

/  1—в XПри изм'1шоиш х отъ о до я, у  —  ̂tg -  возраетаетъ отъ о до +со,

и arc tg изменяется отъ о до - I  поэтому искомый определенный
2

интегралъ равенъ------
Ki - e 2

1 1 5 . Формулы приведен!я. — При вычисленш н-Ькото- 
рыхъ классовъ интеграловъ можно также пользоваться форму
лами приведетя. Наприм’Ьръ, формула производной отъ tgn~l x 
можетъ быть представлена въ видЬ

^  (tg"-1 х ) = ( « - 1) tg " -2 ж (г +  tg2 *);

отсюда им-Ьемъ
tg"-1х 
п — I 2xdx.

Зд'Ьсь показатель при tg х  подъ знакомь интеграла умень
шился на дв-Ь единицы. Поступая тэкимъ же образомъ дал'Ье, 
мы придемъ къ одному изъ двухъ интеграловъ

\ d x = x ,  \ t g x d x =  — log(cosa;).

Такая же формула приведетя существуетъ и для иятеграловъ 
j  ctgnxdx,

j* ctg” x d x =  ~  ctgn~2xdx.

Разсмотримъ бол-Ье обпцй интегралъ

 ̂sin" a: cos" a; dx,

гд-fe т и п — два какихъ-нибудь ц^ лыхе положительныхъ или 
отрицательныхъ числа. Если одно изъ этихъ чиселъ нечетное, 
то удобно воспользоваться одною изъ вышеуказанныхъ за- 
м'Ьнъ перем'Ъннаго. Если, наприм'Ьръ, п = 2 р + 1 ,  то, полагая 
sina;=£, мы придемъ къ вычисленш интеграла  ̂ tm(i — t2)pdt. 
Поэтому ограничимся тЬмь случаемъ, когда т и п  оба четные, 
т.-е. интегралами вида

!« ,„= ^ sin3”1 х  cos2" х dx.
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Этотъ интегралъ можно представить въ видф 

I m ,п = \ sin2”1- 1 х  cos2" х  sin х dx\

разсматривая cos2" x  sin x dx, какъ дифференщалъ отъ
— i

2 W +  X
cos2"+1a; и интегрируя по частямъ, получимъ

r . 2m—1 cos2”+1a; 2 т —
s m  X -------- ;------- 1---------- --’ • 2W+I 2Й+

1 п
ОС 2  7У1 —  I  I . 2 т —2 О п , » л , 7— !---------- \ sm2 #eos х  (i — sm2#) dx,

I  2 Й + 1 J

И Л И

T sin2m_1a;cos2"+1a; , 2 m — I T
Jm,n— п 1т,,„Л 12 (m +  n) 2 (»» + П) (^)

Эта формула позволяетъ уменьшить первый показатель т ,  не 
уменьшая второго. Если т отрицательно, то, рЕшая уравне- 
ше (А) относительно I m—i,n и заменяя т. черезъ i —m, полу
чимъ аналогичную формулу

I —т.п —
• 1—2т 2«+1sm a; cos

I —г т
х  2(и—m + i) Т
---1--------——---- -М—т,п '-2 т (В )

Так1я же формулы мы им-Ьемъ и для понижешя показателя
при cos а;

r  sin2m+1a;cos2n хх i 2П — I 
J-m,n= _ , . ; “Т b '

At,—N — 1

2 (m+ n)

sin2m+1a;cos1 2 
1—2 n

2 (m -)- w)

■+-
1 - 2 И

d-m,n— (C)

n)
1 от,—Я+1 • (D)

Применяя эти формулы должное число разъ, мы можемъ 
привести каждое изъ чиселъ m и и къ нулю. Мы не могли бы 
довести преобразоваше до конца по этимъ формуламъ только 
въ томъ случай, если бы мы пришли къ интегралу Jm>n, въ 
которомъ m +  w =  o, т.-е. къ одному изъ интеграловъ, для кото- 
рыхъ формула приведетя была выведена въ начал’Ь этого пара
графа.

116. Формула Уэллиса. — Для приведешя интеграловъ, подобныхъ 
предыдущимъ, существуютъ также формулы и независяпця отъ того, 
будетъ ли тп и и четными или нечетными.

Вычислимъ, наприм’Ьръ, определенный интегралъ
п

1,п = С sinm х  dx 
Jo
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гдЪ ш — цЪлое положительное число. Интегрируя по частямъ, 
получимъ

ТС ТС ТС

->2 I 1 /-*2

\ sin” - 1  х  sin х dx=  — cos x  sinm-1x '  —1 ) \ sin”1-2 cos 2 ж ete;
Jo L Jo Jo

такъ какъ на обоихъ пред-Ьлахъ cos х  sin ”1 - 1  х  обращается в ъ нуль, то 

п
-Г  =  (»И -  !) f 2 sin "‘- 2 ж (I -  sin2 ж) dx =  (ih - 1) ( I „ _ 2 -  I J .

J  0

Отсюда иы^емъ рекуррентную формулу

1 = m —1
(13)

Продолжая такимъ образомъ, мы придемъ при m  четномъ къ ин
тегралу / 0 =  Т , а при ж вечетномъ къ интегралу I t = 1 . Разсмотримъ
первый случай, т  = 2р; полагая въ формулй (13) последовательно 
W =  2 , 4, 6 , . . .  2р ,  получимъ

/ , , 1 1 . ,  / . - ? / „  и , , . , ,

умножая почленно вс-Ь эти равенства, найдемъ

I  . I з . 5 - . - ( а р - 1) *
2 . 4 . 6 . . .2р 2 *

Точно также будемъ иметь

j  _ 2.4.6. . . 2р
2l ’ + 1 "  I . 3 . 5 .  • . ( 2 P + I ) '

Отсюда можно вывести любопытную формулу, данную Уэллисомъ 
(Wallis). Ясно, что интегралъ 1т уменьшается съ возрастатемъ т, такъ 
какъ sinm+1 х  меньше, чЬмъ sin”1 ж; поэтому мы имТ.емъ

- Тгр ̂  —1.

Заменяя Т'гр+i, Tip, Tip-i  ихъ предыдущими зпачешями и полагая, 
для краткости,

Н  - 2  2  4  4  2 р ~ 2  ,
Р 1  3 3 5 2р  — 1 2р — 1

получимъ два новыхъ неравенства

Я  > - > #  —— • р 2 Ргр+х
Такимъ образомъ при неограниченномъ возрастанш р  отношен1е -

ТС римТ.стъ предЬломъ единицу, т.-е. число -  есть предЪлъ произведс-

Hia Нр при неограниченномъ возрастанш числа множителей. Законъ 
соетавлешя множителей этого произведешя очевиденъ.
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1 1 7 . Интегралы ^ cos [ах + Ъ) cos [а'х + Ъ ' ) . . . dx. — Разсмотримъ 
произведете нгЬкотораго числа множителей вида cos [ах+ Ъ), 
где а и Ъ — постоянный, причемъ одинъ и тотъ же множи
тель можетъ входить въ произведете нисколько разъ. Формула

cos и cos v cos [v+u)
+ cos [и — v) 2

2

позволяетъ заменить произведете двухъ множителей этого 
вида суммою двухъ косинусовъ линейныхъ функций отъ х\ 
следовательно, произведете изъ п множителей заменится суммою 
двухъ произведен^ изъ (и — i) множителей. Применяя эту фор
мулу достаточное число разъ, мы заменимъ данное произве
дете  суммою вида UHcos [Ах+В),  каждый членъ которой 
интегрируется непосредственно. Если А  не равно нулю, то

Г м  , , sin [Ах+В) ~\ cos [Ах+В) d x= ------—------- + С;

если же .4=0, то \j cosBdx=xcosB+C.
Въ частности, это преобразовате применимо къ произве- 

детямъ вида
cos’" х  sin” х,

где т и п — два целыхъ положительныхъ числа. Въ самомъ 
деле, это произведете можно представить въ виде

применяя предыдущий пр1емъ, мы заменимъ последнее про
изведете суммою синусовъ и косинусовъ кратныхъ дугъ, и 
интегрировате выполнится непосредственно.

Пусть, напримеръ, требуется вычислить площадь кривой

Положимъ х=а  cos3 0 , y=bsin3 0 ; мы получимъ всю кривую, 
изменяя 6 ОТЪ О ДО 2JT.
, Формула для площади замкнутой кривой



обращается въ этомь случае въ

ail =  I sin2 0 cos2 0 d6;

2 5 4  ГЛАВА V . ---- НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. § 1 1 7 .

но

р271

Jo

(s in9cos9)2 =  - s i n 2 26 = ^ ( 1  —COS4 O), 
4  о

и, следовательно, искомая площадь аЛ равна 

а ЗабП,  sin 4 9 1271 3  ж аЪ
А =1б 19- —  J, ~~8~

Въ частности, мы им'Ьемъ следующее интегралы

■dx = ' - +  с ,( sin2 х dx =  \ -
J J 2 2
Г . о j  Г 3  sin х —sin 3  х  , 3 cosa; cos За;j sm3 x  dx — J -— ---------------dx= -

j  sm4 x dx =  j  2—— - — -----2—

+ C,4 12
3  x sin 2 x i sin 4 x 

= ~8~ Г “ +  “ 3^ ~ +  0,

cos2 a; d r =  j* - 
j* cos3 x dx — J

1

+  COS 2 X X S1U2I „----------- d x = — +  ■--------- 1-C,2 2 4
3  cos x  +  cos 3  x  3 sina; sin 3  a; _dr = --------- -----------h C,

124  4
.  j  C3  +  4 G O S 2 X  + c o s a x  , 3 x  sin 2 a; sin 4 a; _ 

------ 8---------+ ^ -  +  C-

Относительно этихъ формулъ можно отметить одинъ общШ

законъ. Интегралы F  (х) =  f sin” a; dr и Ф (а;) =  Г cos" a; da;
3 о Jo

при п нечетномъ — пер1одичесше и им-Ьютъ пер^дъ 2л; если же 
и четное, то при возрастании х на гл эти интегралы увеличи
ваются на постоянное положительное количество. Это свойство 
можно было предвидеть заранее; въ самомъ деле, мыимеемъ

Г»2 ТС р 2 7 1 + ж

F { x  + 2 n )=  \ sin” a; dr +  \ sin” a; dr,
JO J 27£

или, вследств1е першдичности sin а:,
2 7 1  Г*Х  f * 2 7 t

F ( x  + 2 л )=  I sinnx d x +  \ sinnx d x = F (x )  + l sinnxdx.
Jo J ® Jo

n 2 T C

Если n — четное, то интегралъ, \ sin"arda; есть, очевидно,
Jo

положительное количество; если же п — нечетное, то этотъ инте-
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гралъ равенъ нулю, какъ это сл-Ьдуетъ изъ соотношешя 
sin (х + я) =  — sin х.

П р и м е ч а в  е . — Вследств1е большого разнообраз1я пре- 
обраэовашй, допускаемыхъ тригонометрическими функц1ями, 
последними часто бываетъ удобно пользоваться при вычисленш

с* dxинтеграловъ. Такъ, возвратимся къ интегралу 1 ---------полагая
J ( i  +  z2)5

въ немъ x=tgq>, мы обратимъ его въ j* cos<pd(p = sin <р+ Си,
возвращаясь къ переменному х, придемъ къ найденной 
ранее (§ 105) формуле

С dx х \ ”
J (i + x2)1 У г + Х *

1 1 8 . Интегралы j" В(х) ewx dx. — Разсмотримъ теперь инте

гралы вида j* В (х) ешх dx, где Д(ж)—ращональная функщя отъ х.

Предположимъ, что мы разложили функцш R (х), какъ мы это 
уже неоднократно делали,

А\ А%В{х)—Е  (х) + +  • • ■ + A j,
' Ж

где Е(х), A lf А г, . . . ,  А  , Х г, . . . ,  Х р — многочлены, и каждый 
многочленъ — первый съ своею производною. Данный инте-
гралъ будетъ равенъ интегралу j* Е  (х) еых dx, сложенному съ 
суммою интеграловъ вида

f A ewx dx 
J Х п

Первый интегралъ можно вычислить последовательными 
интегрировашями по частямъ (§ 85); что же касается интеграловъ

Apw“ dx_ __то при п болынемъ единицы къ нимъ можно при-
X

м ен и ть  формулу приведетя. Въ самомъ д е л е ,  такъ какъ много
членъ X  — первый съ своею призводною, то можно найти два 
такихъ многочлена Я,//, чтобы было тождественно А = Х Х + ц  X': 
отсюда мы получимъ

f А ешх dx Г Я eWx dx С
J Х п ” .

+
тн1SX ц Х ’етх

Х п dx
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ЗатЗшъ, интегрироваше по частямъ даетъ

X'dx
Х п

г ^  _ j _  Г е»* (ix' + fico)
п — 1 1 " - 1  +  и -  i J  Х ’* -1

и, соединяя обЬ формулы, мы видимъ, что вычисление разсматри- 
ваемаго интеграла приведено къ вычислению интеграла того же 
вида, но въ которомъ показатель п умеиьшенъ на единицу. 
Поступая далее такимъ же образомъ, мы придемъ къ интегралу

Бешх
~ Х ~ d x ,

въ которомъ всегда можно предположить, что многочленъ Б  
первый съ многочленомъ X ,  и что степень многочлена Б  ниже 
степени многочлена X .  Къ полученному интегралу этотъ спо- 
собъ приведешя бол-Ье не применить; но если корни урав- 
нешя Х =  о известны, то этотъ интегралъ можно привести 
только къ одной новой трансцендентной функцш. Предпо- 
ложимъ, для определенности, что все корни многочлена X  
действительны; въ этомъ случае интегралъ разлагается на 
несколько интеграловъ вида

1а е,WX

х — а dx.

Отбрасывая постоянный множитель, мы можемъ привести этотъ 
интегралъ посредствомъ подстановокъ

Ух = а  + со и=еу

къ одному изъ двухъ следующихъ видовъ

du 
log и

Г duПоследшй интегралъ \ =——
J log и представляетъ новую трансцен

дентную функщю, называемую и н т е г р а л ь н ы м ъ  л о г а -  
р и е м о м ъ.

1 1 9 . Разные интегралы. — Разсмотримъ еще интегралы

j" е"* / ’(sin х, cos х) dx,

г д е /1— ц .е л а я  функщя отъ sin х  и cos ж. Каждый членъ этого 
интеграла имеетъ видъ

Г еах sin”1 х  cos’* х dx,
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ГД’Ь т и п — ц'Ьпыя положительныя числа. На основанш сд'Ь- 
ланныхъ выше зам'Ьчашй произведете sin” х  cos" х можетъ 
быть заменено суммою синусовъ и косинусовъ кратныхъ дугъ, 
и такимъ образомъ намъ нужно разсмотргЬть только два сл'Ьдую- 
щихъ типа интеграловъ

Изъ интеграловъ, приводимыхъ къ предыдущимъ, мы ука  ̂
жемъ еще на следуюнце

где f  обозначаетъ целую функвдю. Если въ двухъ первыхъ 
примемъ за новое переменное log а; и arc sin ж, а въ двухъ 
посл-Ьднихъ прим-Ьнимъ формулу интегрировашя по частямъ, 
разсматривая f (x)dx , какъ дифференщалъ отъ щЬкотораго 
многочлена F(x),  то придемъ къ уже разсмотреннымъ видамъ 
интеграловъ.

1. Вычислить неопределенные интегралы отъ сл-Ьдующихъ функцШ

Je^ co  sbxdx,  J e ^ s in  bxdx.  

Интегрируя эти интегралы по частямъ, получимъ

отсюда им^емь

УПРАЖНЕН1Я.

I I ж4—ж3 — зж2 —х 1+/1+Ж

---------------> — s-----1 I nzx  ’
i+x+Vi+x* i -V i+ x  Vx+Yx+i+Vx{x+i)и р

1/<И-ж"+3
КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 1 7
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2. Найти площадь петли Декартова листа

ж3+2/3 — 3 ЛЩ —о.

3. Вычислить интегралъ ^ у dx,  гд-Ь х  и у  связаны однимъ изъ со- 
отнош етй

(as2 — а2)2 — ау2 (гу+за) = о, у2 ( а - х )  = х*, 
у (х?+ уг)=а{у2-х*).

4. Вывести формулы

sin" х  cos п х

sin х  sin п х
п

cos х  sm п х  
п

+С,

+с,

^  sin ’1 - 1 х  cos (w +i) x d x =

^ sin*- 1  х  sin (w+ 1 ) x d x =

^ cos" - 1  x  cos (n + 1 ) x  dx=

Г «—I . , , . , cos" x  cos n x  ~\ cos x  sm (w +i) x  d x = ---------- ---------- (-C.

5. Вычислить псевдо-эллиптичесме интегралы

+ 0 ,

[ Эйлеръ.]

(i+as2) dxГ jii-a 
J (1 —as2)

(1 — a;2) dx
) V i + x i j ( i + x 2)V i+ x*

6. Привести къ эллиптическимъ интеграламъ интегралы

R  (х) dx
i  Va (1Va (i+ase)-t-b x  (i+®*)+c x2 (i+a;2)-f dec3 

c R  (x) dx
j  V'o (i+x®)+b хг (i-fa^)+ c x*

гд* R  (x) — ращональная функщя.
7*. Пусть будутъ a, b, с, d корни уравнешя четвертой степени Р(х) — о. 

Существуютъ три инволющонныхъ соотношешя (§ 1 12 )

M . x " + N i
*'= - Li */'+M (i = I>2’ 3).

перем'Ьщающихъ эти корни попарно. Если ращональная функщя f (x)  
такова, что мы им-Ьемъ тождественно

M(x + N .  \„  I Ш.х+Ял

то интегралъ Р f  («с) dx\ -  -  — псевдо-эллиптичесюй (см. B u l l e t i n  de  l a
J V P { x )

S o c i e t e  m a t h t m a t i q u e ,  т. XV,  стр. io6).
8. Спрямлеще кривы хъy  = A x d  приводить къ интеграламъ отъ диф- 

ференщальныхъ биномовъ. Изсл-Ьдовать случаи интегрируемости.
9. Полагая а > х , имЬемъ

i+i dx  _  п 
- i { a - x ) V i —x* Va2—i
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Вывести отсюда определенные интегралы

[4-1 ж2» dx _  I. 3. 5 . .  . ( гп-г )л+1 ж-" ах _  х. з. 5 . . .  г, 
J - i  V i - x 2~ 2 . 4 . 6 . . . ;

я.

10. Предполагая АС—В г>о, им-Ьемъ

М-со 
J —со

Й Ж _ ! •  3- 5 • * -3), in-l
со (А Х2+2 В  Х+С)п 2 . 4. 6 . . . (2И —2) 

СлЪдуетъ применить формулу приведешя § 104.

(.АС-В*)п+тг

11. Вычислить определенный интегралъ

12. Вывести формулы

'>+1 dx

ря sin 
Jo 1+ 2  а

sin2 ж dx
созж+аа

» lo g ( i ± l £ § Y  a?>o,
'■ Vaft \ i -V«pJr  _____J— 1 Vi — 2 к x + a 2 Vi — 2 0  Ж+/?2

p+1______ (i — a x ) ( i  — f ix)  ax  ___ 71 z — кр
J—l(l —2 « + К !) (1-2/?Ж+^2)У1— Ж2 2 1_“/*

13*. Обозначая черезъ от и и два дЬлыхъ положительныхъ числа (т < п),
им'Ьемъ

+ “ ж”1 1 йж
1+®" п  sin. -тп

Зд’Ьсь сл'Ьдуетъ воспользоваться разложешемъ на элементарный дроби- 
14. Вывести изъ предыдущей формулы соотношеше

£
+ “ х “ 1 dx п (о <«<х).i +ж sin а я

15. Полагая l p t4 ( t+i)p dt, им-Ьемъ формулы приведешя

(Р + 2 + г ) 1 р,д= ? + 1 (, t+i)T+ p  1р_ 1я>

(Р ~  I) , = tq+1(t+i)1- p- ( 2+q —p) q,

и дв-Ь аналогичныхъ формулы для пониж етя показателя q.
16. Вывести формулы приведешя для интеграловъ

J _ с____х  их____я — Г ах
”  J У Т о Р + г В х Щ ; ’ "  J (ж - а)т V T & + 2 В х + С

17*. Вывести формулу приведешя для опред&хенныхъ интегра-
pi xn dx pi dxловъ \ p = = - *  Вывести отсюда для опред-Ьленнаго интеграла i у - —^

формулу, аналогичную формул^ Уэллиса.
18. Им’Ьетъ ли определенный интегралъ

ж" dx dx

Г+“ dx 
JO i+®*sin2®

конечное вначеше?
17*
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19. Доказать, что площадь эллиптическаго сектора, заключающагося 
между фокальною осью и радгусомъ векторомъ, выходящимъ изъ фокуса, 
им^еть выражеше

Л_Р2 Г“ du)
~  2 J 0 ( i+ e  соэ О))2’

Ъ*гд4 р —— обозначаетъ параметръ эллипса и е — эксцентрицитетъ. Пола-а
гая, по общему ̂ способу, tg ~ = t ,  t = ’y ‘ ~ ~ е и. получимъ

сИ=«6  [ arc tg и- I+W2
Показать, что это выражеше можетъ быть также представлено въ вид-Ь

l=~(<P~esin<p),

гд-Ь <р обозначаетъ эксцентрическую аномал1ю.
20. Найти так!я кривыя, для которыхъ длина N T  или площадь тре

угольника M N T  были бы постоянны (см. черт, з, стр. 35). Построить 
об-Ь В'Ьтви кривой.

21*. Пусть будетъ
~ .2 n + l  f l

А = ------т—.------\ (х—д2)псоз xz&z." 2.4.6.  ..2W J 0
Вывести рекуррентную формулу

алп
Ап+1 = {2П + г ) А , - х ^

Вывести отсюда формулы
Агр= TJip sin <с+ Vzp cos х,

A 2p+l = U 2 p + 1  Sin Ж+  V2p+1 cos x >
гд-Ь U2p, V2p, U2p+1, F2j>+i — многочлены съ целыми коэффищентами, 
и Uip, U2p+1 содержать только четныя степени перемйннаго х. Про- 
вЪривъ справедливость этого закона при п=1,  затЬмъ легко убедиться, 
при помощи рекуррентной формулы, что онъ им'Ьетъ обпцй характеръ. 

Воспользовавшись предыдущимъ выражетемъ для А 2р> можно до-
712 Ъ

казать несоизмеримость числа л2. Въ самомъ д-Ьл-fc, если бы было —= >
4 сс

то, заменяя въ А 2р количество х  черезъ мы получили бы соотно-
шеше вида

( ь\а ГHi  = а? т /  --------^------- Г  ( г - гг)2р cos — dz,1 У <2 2 . 4 .6 . .  ,4Р Jo 4 2

гд-Ь В \  — дЬлое число. Но такое равенство невозможно, такъ какъ 
при неограначенномъ возраставйи р  правая часть стремится къ нулю.
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Двойные интегралы.

I. — ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. — СПОСОБЫ 
ВЫЧИСЛЕНЫ. — ФОРМУЛА ГРИНА.

1 2 0 . Непрерывный функщи двухъ перемФнныхъ.— Пусть
будетъ s=f(x,  у) функщя двухъ независимыхъперемТнныхъ я и у, 
непрерывная внутри части плоскости А,  ограниченной замк- 
нутымъ контур омъ С, а также и на самомъ контуре. Для 
этой функщи можно установить рядъ предложений, ана- 
логичныхъ предложешямъ, доказаннымъ для непрерывныхъ 
функций одного перемТннаго (§ 70). Такъ, е с л и  д а н о  какое- 
н и б у д ь  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о  в, то и о ж н о р а з б и т ь  
ч а с т ь  п л о с к о с т и  А  н а  ме н ь н Мя  ч а с т и  т а к и м ъ  
о б р а з о м ъ ,  ч т о б ы  р а з н о с т ь  з н а ч е н 1 й  г въ д в у х ъ  
т о ч к а х ъ  (х,у),  (%',уг) о д н о й  и т ой  же ч а с т и  б ы л а  
в с е г д а  м е н ь ш е  в.

При доказательств!» по прежнему мы будемъ применять ме- 
тодъ послТдовательныхъ подразделений. Предположимъ, что 
часть плоскости А  разбита на более мелгая части прямыми, 
параллельными оси х и оси у, причемъ разстояше между двумя 
соЫзднимъ параллельными прямыми равно 6 . Среди этихъ ча
стей области А  о дне будутъ квадратами и будутъ лежать 
вполне внутри С, друшя же будутъ частями квадратовъ, 
ограниченными съ внешней стороны частями контура С. Если бы 
теорема была неверна для части А,  то она была бы также 
неверна,™ крайней м’Ьр'Ь, для одной изъ частей отъ А; назовемъ 
эту часть черезъ A v  Подразделяя точно такимъ же образомъ 
часть А г и т. д., мы получимъ последовательность квадратовъ 
или частей квадратовъ

л л 4"1 1 1 -nf ■* * * 1
для которыхъ теорема будетъ неверна. Часть Ап вся содер
жится между двумя прямыми х = ап< х=Ъп, параллельными оси Оу,
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и между двумя прямыми у=сп, y=dn, параллельными оси Ох. 
При неограниченномъ возрастанш п, ап и Ъп имЬютъ общШ пре- 
дЬлъ Я; точно также сп и dn им'Ьютъ обнцй предЬлъ у; въ самомъ

дЬлЬ, напримЬръ, числа ап никогда 
не убываютъ и всЬ меньше нЬкото- 
раго постояннаго числа. СлЬдова- 
тельно, всЬ точки части А п стремятся 
къ предЬльной точкЬ М  съ коорди
натами (Я, у), расположенной внутри 
контура С или на самомъ контурЬ. До
казательство заканчивается такъ же, 

т  какъ и въ § 70: если бы наша теорема 
была невЬрна, то функщя f  (х, у) 

не могла бы быть непрерывною при ж=Я, у —у, что противно 
допущ етю .

С л Ь д с т в 1 е. — Предположимъ, что мы взяли параллельный 
прямыя настолько близкими, чтобы разность значешй z въ двухъ 
точкахъ, принадлежащихъ одному и тому же промежутку,
была по абсолютному значению меньше и пусть будетъ^раз-

стояше между двумя сосЬдними параллельными прямыми. Пусть 
будутъ, далЬе, (ж, у), (ж', у') двЬ точки внутри контура С или 
на самомъ контурЬ, разстояте между которыми меньше?;. Эти 
двЬ точки будутъ лежать или въ одной и той же части обла
сти А ,  или въ двухъ различныхъ частяхъ, но съ общею верши
ною; въ обоихъ случаяхъ разность

f ( x , y ) ~ f ( x ' , y ' )
£

не можетъ быть по абсолютному значенш больше 2 -  =е. СлЬдо-
вательно, д л я  в с я к а г о  п о л о ж и т е л ь н а г о  ч и с л а  е 
м о ж н о  н а й т и  т а к о е  с о о т в Ь т с т в у ю щ е е  п о л о ж и 
т е л ь н о е  ч и с л о  tj, ч т о б ы  было

I A®, y ) - f ( * ' , 2/')l<*
в с я к 1 й  р а з ъ ,  к а к ъ  р а з с т о я н 1 е  м е ж д у  д в у м я  т о ч 
к а м и  (х,у)  и (а/,?/'), в з я т ы м и  въ  А  и л и  на  к о н 
т у р Ь  С, б у д е т ъ  м е н ь ш е  у. Другими словами, всякая 
функщя, непрерывная въ А,  есть р а в н о м Ь р н о  н е п р е 
р ы в н а я .

Какъ и выше (§ 70), изъ предыдушаго предложетя можно 
вывести, что всякая функщя, непрерывная въ А,  вмЬстЬ 
съ тЬмъ непремЬнно и к о н е ч н а  въ А.  Пусть будутъ

SjEK



Ж — верхтй пред-Ьлъ и т —• нижтй предгЬлъ функцш з въ об
ласти А\  разность А — Ж — т называется к о л е б а н ! е м ъ  функ
цш. Пользуясь способомъ посл-Ьдовательныхъ подразделешй, 
можно доказать, что функщя достигаетъ по крайней м’Ьр’Ь 
одинъ разъ каждаго изъ значешй Ж  и т въ точкахъ, лежа- 
щихъ внутри контура Сили на самомъ этомъ контуре. Пусть 
будетъ а точка, въ которой з —т, и Ъ — точка, въ которой z —Ж. 
Соединимъ а и Ъ ломаною литею, лежащею всеми своими 
точками внутри С. Когда точка (х,у)  описываетъ эту линпо, 
з будетъ непрерывною функщею разстояшя точки (х , у) отъ 
точки а; следовательно,£ проходить по крайней м^р-Ь одинъ разъ 
черезъ всякое значеше у, заключающееся между т и Ж  (§ 70). 
Такъ какъ между точками a u b  можно провести безчисленное 
множество ломаныхъ линий, то мы видимъ, что фунгаця f { x , у) 
принимаетъ каждое изъ значешй д,заключающихся между я и Ж , 
въ безконечномъ числе точекъ, лежащихъ внутри контура С.

Для краткости мы будемъ говорить, что конечная часть 
плоскости А  по вс^мъ своимъ размерами меньше, чЪмъ I, 
если можно найти кругъ papiyca I, содержащей внутри себя 
всю часть плоскости А. Переменная часть плоскости называется 
б ез  к о н е ч н о  ма л о ю во всехъ своихъ размерахъ, если 
можно найти кругъ произвольно малаго paniyca, содержащий 
внутри себя эту часть плоскости. Напримеръ, квадратъ со сторо
нами, стремящимися къ нулю, или эллипсъ, обе осикотораго 
стремятся къ нулю, будутъ безконечно малы во всехъ своихъ 
размерахъ. Напротивъ, прямоугольникъ, у котораго только 
одна пара сторонъ стремится къ нулю, или эллипсъ, у кото
раго стремится къ нулю только одна ось, не будутъ безко
нечно малыми во всехъ своихъ размерахъ.

1 2 1 . Двойные интегралы. — Разобьемъ произвольнымъ обра- 
зомъ часть плоскости А  на менышя части аг, а2, . . . ,  ап; пусть 
будетъ ю,. площадь части и Ж., т. —- пределы функцш f{x, у)
въ этой части аг  Разсмотримъ суммы

71 П

S=  ^  03i Mi, 5 = ̂ . со, гм,-;
i= l i= l

к а ж д о м у  п одр аздел ен и ю  А  со о тв ет ств у ю тъ  таким ъ образом ъ  выс
ш а я  сум м а £  и  н и зш ая  сум м а s . Е сл и  £2 есть п л ощ адь  части  п л о с
к о ст и  А ,  то в с е  суммы £ ,  о ч ев и д н о , бол ьш е т£2] сл ед о в а т ел ь н о , 
о н е  и м ею тъ  н и ж т й  п р е д е л ъ  I .  Т оч н о  так ж е в с е  суммы s 
м еньш е Ж£2\  с л е д о в а т е л ь н о , о н е  и м ею тъ  в е р х т й  п р е д е л ъ  Г .

§ § 1 2 0 — 1 2 1 .  I . ----ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. —  СПОСОБЫ В Ы ЧИ С Л ЕН Ы . 2 6 3
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КромЬ того, каждая изъ высшихъ суммъ S  больше каждой изъ 
низшихъ суммъ s (доказательство такое же, какъ въ § 71). 
Поэтому мы им'Ьемъ

Если функщя f {x ,y )  непрерывна, то при неограниченномъ 
уменыпенш частичныхъ площадей во всЬхъ ихъ размЬрахъ 
суммы S  и s им'Ьютъ обнцй предЬлъ. Въ самомъ делЬ, пред- 
положимъ, что мы взяли такое положительное число ?/, что 
въ любой части области А,  всЬ размеры которой меньше у, ко- 
лебате функцш будетъ меньше е. Если веЬ части at , а2, . .  ., ап 
будутъ инЬть размеры менышя, чЬмъ у, то каждая изъ раз
ностей М (—т( будетъ меньше е, и разность S —s будетъ сама 
меньше е£2 , гдгЬ И — вся площадь части плоскости А.  Но мы 
им^емь

и ни одно изъ чиселъ S —I , I —I ' ,  I ' —s не можетъбыть отрица- 
тельнымъ. Следовательно, въ частности, должно быть J — 
и, такъ какъ е есть произвольно малое положительное число, 
то должно быть 1 ' —1 . Взявъ е достаточно малымъ, мы можемъ 
веб разности S — I,  I —s сделать меньшими всякаго заданнаго 
числа; следовательно, суммы S m s  имгЬютъ общ1й предЬлъ I.  
Этотъ пред’Ьлъ называется д в о й н ымъ  и н т е г р а л о м ъ  отъ 
функцш f{x,  у), распространеннымъ на площадь А.  Двойной 
интегралъ обозначается символомъ

часть плоскости А  называется о б л а с т ь ю  и н т е г р и р о 
в а н !  я.

Пусть будетъ (£., у{) какая-нибудь точка внутри части а. или 
на ея контурЬ. Очевидно, что сумма 2 f(§., у.) со. заключается 
между суммами S  и s; слЬдовательно, какимъ бы образомъ 
мы ни выбирали точки ( |f, у(), эта сумма также будетъ имЬть 
предЬломъ двойной интегралъ.

Первая теорема о среднёмъ значенш можетъ быть легко рас
пространена на двойные интегралы. Пусть будутъ f{x, у), <р (х, у) 
непрерывный функцш, изъ которыхъ одна, <р(х,у), сохра
няете въ о б л асти А  постоянный знакъ; предположимъ, на- 
примЬръ, что ф(ос,у)>о. Если М и т  будутъ пределами 
функцш f ( x , y )  въ области А,  то ясно, что

S - s = S - I + I - I '  + I ' - s ,
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складывая вей подобный неравенства и переходя къ пределу, 
получимъ

f (x ,  у)<р{х, у) dxdy=y <p(x,y)dxdy, 
J J  (4) J J (4)

где (i заключается между Ш и т. Такъ какъ функщя f (x,  у) 
непрерывна, то она приметь значеше у въ некоторой точке 
(£,»?), лежащей в н у т р и  контура G, и мы можемъ написать

n f(x,y)<p(x,y)dxdy = f(§,r,)\ \ <р(х, y)dxdy. (1)
( 4 )  J J ( 4 )

Это — формула средняго значетя для двойного интеграла. 

Если, наприм’Ьръ, q>(x,y) = 1, то интегралъ j*  j*  dx dy, распро

страненный на часть плоскости А,  очевидно, равенъ площади Q 
этой части плоскости, и формула (г) обращается въ

[ [  f (x ,y)dxdy=Qf(£,rj) .  
J J ( 4 )

(2 )

122. Объемы. — Съ аналитическимъ поняпемъ двойного ин
теграла связано важное геометрическое поняПе объема. Пусть 
будетъ f(x,  у) функщя, непрерывная внутри замкнутаго кон
тура С и на самомъ контуре; кроме того, мы предположимъ, 
для определенности, что эта функщя всегда положительна. Пусть 
будетъ S  поверхность, представляемая уравнешемъ z —f(x,  у), 
и ограниченная кривою Г,  ортогональная проекщя которой 
на плоскость ху есть контуръ С. Обозначимъ черезъ Е  часть 
пространства, ограниченную плоскостью ху, поверхностью S  
и прямымъ цилиндромъ, опирающимся на контуръ С. Разобьемъ 
произвольнымъ образомъ часть А  плоскости ху, расположенную 
внутри контура С,  на меньппя части; пусть будетъ а( одна 
изъ этихъ частей, ограниченная контуромъ с,., и обозначимъ 
площадь этой части черезъ со.. Прямой цилиндръ, опирангацйся 
на кривую с,., отс/Ьчетъ на поверхности S часть s., ограни
ченную некоторою кривою у.. Пусть будутъ р( и Р. точки 
части s. поверхности, разстояьпе которыхъ отъ плоскости г = о  
соответственно наибольшее и наименьшее. Проведя черезъ 
эти точки две плоскости параллельно плоскости г —о, 
мы получимъ два прямыхъ цилиндра съ общимъ основа- 
темъ а>(, высоты которыхъ будутъ равны соответственно 
предЬламъ т,- и Ж, функцш f (x ,  у) внутри контура с..
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Объемы V. и v*)  этихъ двухъ цилиндровъ соответственно 
равны со. М.  и оз. т.. Следовательно, суммы S  и s, разсмот- 
р-Ьнныя въ предыдущемъ параграфе, представляютъ соответ
ственно суммы 2 ГС и JSvt этихъ двухъ системъ цилиндровъ. 
Мы будемъ называть о б ъ е м о м ъ  части Е  пространства обпцй 
пределъ, къ которому стремятся обе эти суммы. Такъ же, 
какъ и въ случае площади (§ 78), можно заметить, что это 
определете находится въ полномъ согласш съ обычнымъ 
представлетемъ объ объеме.

Если поверхность S  будетъ расположена частью подъ плос
костью ху, то и въ этомъ случае двойной интегралъ будетъ 
выражать объемъ, если только мы условимся брать со знакомь — 
объемы частей пространства, находящихся подъ плоскостью ху. 
Такимъ образомъ мы видимъ, что каждый двойной интегралъ 
представляетъ алгебраическую сумму объемовъ, подобно тому 
какъ простой интегралъ представляетъ алгебраическую сумму 
площадей. Пределы простого интеграла заменяются здесь 
контуромъ, ограничивающимъ область интегрировашя.

1 2 3 . Вычислеше двойного интеграла. — Вычислеше двой
ного интеграла приводится къ последовательному вычисление 
двухъ простыхъ интеграловъ.Разсмотримъ сначала случай,когда 
область интегрировашя есть прямоугольникъ В , ограниченный 
прямыми х = х 0, х = Х ,  у = у 0, y = Y ,  где ж0< Х , y0< Y .  Разо- 
бьемъ этотъ прямоугольникъ прямыми х = х . , у —ук (г= 1 ,2, . . . ,  п\ 
к —1 ,2 , параллельными осямъ координатъ, на меныше
прямоугольники. Площадь элементарнаго прямоугольника В.к, 
ограниченнаго прямыми x=Xi-1, x —xh у = y.-_i, у —ук, равна

1) (2/,

Следовательно, искомый определенный интегралъ есть пределъ 
суммы

п  т

£ = 2  2  m - , ,  (3 )
1=1 *=1

где (§ik, y a)  — координаты любой точки, взятой внутри или 
на сторонахъ прямоугольника В{/.

*) Разсмотримъ прямую призму, имеющую высотою высоту цилиндра, 
а основатемъ — многоугольникъ, вписанный въ основате этого ци
линдра. О б ъ е м о м ъ  п р я м о г о  ц и л и н д р а  мы называемъпред'Ьлъ, 
къ которому стремится объемъ такой призмы при неограниченномь уве
личении числа сторонъ многоугольника.
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Мы воспользуемся произволомъ въ выбора этихъ точекъ 
(§а. у д л я  упрощетя вычислешя. Для этого зам’Ьтимъ, что если
какая-нибудь функщя/■(#) 
непрерывна въ промежутке 
(а, Ь), и мы разобьемъ про
межуток (а, Ъ) на части 
произвольными точками д’Ь- 
л е т я  жх, жа, . . . ,  xu_ v  то 
въ каждомъ промежутка 
(х{__ 1 , х.) можно выбрать 
такое значеше|.,чтобыбыло

Черт. 24.
У

Y c

в

92
У 2 
УО А

О wCj ^ i r l  *^/iJ X

&  =  f ( S i )  ( Х 1  ~ < * ) + f ( S t )  (*a-®i)+ ■ ■ • +/■(§„) (4)

для доказательства этого предложешя нужно только приложить 
къ каждому изъ промежутковъ (а, хх), (х1: х й) ,  . . . ,  (жк_х, 6) 
формулу средняго значешя.

Часть суммы S , происходящая отъ ряда прямоугольниковъ, 
заключающихся между двумя прямыми x —x._v  х = х . ,  равна

-  [/(6Й. 9 д) +  ?л) (У* —Ут)+ —  '
+  А§«, 9 «) »*“ »*-.!)+ • • •]•

Положимъ S/1 =  =  • • • =  gfm =  1Гг- 1  И ВОЗЬМвМЪ 7Щ , . . .

такимъ образомъ, чтобы сумма

f ( x < - 1 , »?,1 )(у1-« /о) +  / ’(ж,_1 , Ы (2 /2 -2 /0  +  • • •

была равна определенному интегралу \ у) dy, где a;,_i

разсматривается, какъ постоянное. Поступая такимъ образомъ 
со всеми рядами прямоугольниковъ, заключающихся между 
двумя последовательными прямыми, параллельными оси Оу, 
и полагая, для краткости,

&(*) = § f( x ,y )dy ,
получимъ

S =  Ф(х0)(х1- х 0)+ф(х1)(х2- х 1) + . . . +  Ф(^1_ 1)(х1.-аг,._1) +  . . . .  (5)

Функщя Ф (х) , представляемая определенньшъ интеграломъ, 
въ которомъ х разсматривается, какъ параметръ, есть непре
рывная функщя отъ х\ формула (5) показываетъ, что когда
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всЬ промежутки ж,— ж,-_г стремятся къ нулю, то сумма S им^зетъ 
пред'Ьломъ определенный интегралъ

■Г
Ф (х) dx.

Xо
Следовательно, для искомаго двойного интеграла получаемъ 

Г Г  f ( x ,  y ) d x d y  = \  dx Г f ( x ,  у) dy.  (6)
J J («) JVo

Такимъ образомъ, для того чтобы проинтегрировать двойной 
интегралъ, д о л ж н о  с н а ч а л а  и н т е г р и р о в а т ь  ф у н к - 
ц ! ю f [ x , y )  м е ж д у  п р е д е л а м и  у0 и Y,  р а з с м а т р и в а я  
в ъ  н е й г ,  к а к ъ  п о с т о я н н о е ,  а у, к а к ъ  п е р е м е н н о е :  
п о д у ч е н н ы й  р е з у л ь т а т ъ  б у д е т ъ  ф у н к ц 1 е ю  о д 
н о г о  п е р е м е н н а  г о х,  к о т о р у ю  д о л ж н о  е щ е р а з ъ  
п р о и н т е г р и р о в а т ь  м е ж д у  п р е д е л а м и  х0 и X .

Произведя действ1е въ обратномъ порядке, т.-е. вычисляя 
сначала часть суммы S,  происходящую отъ ряда прямоуголь- 
никовъ, заключающихся между двумя прямыми, параллель
ными оси Ох,  мы нашли бы такимъ же образомъ

С 7  - Г хf ( x , y ) d x d y  == \ dy f { x ,  у) dx.
(Л) * 4

Изъ этихъ двухъ формулъ следуетъ, что
X ,Г рГ „X

d x \  f ( x ,  y )dy  — \  d y \  f { x ,  у) dx.
-Vo

Теорема, выражаемая этою формулою, носитъ назваше т е о 
р е м ы  и н т е г р и р о в а н 1 я  п о д ъ  з н а к о м ь  и н т е г р а л а .  
При доказательстве существенно предполагается, что пре
делы х0, X ,  у0, Y  постоянны, и функщя f ( x ,  у) непрерывна 
въ области интегрировашя.

ХУ
П р и м е р ь . — Пусть будетъ г =  —• По общей формуле имеемъа

Г Г  ^ d x d x = [ X d x [ T^ d y  
J *ДЯ) а ^ хо J yo “

= Г = (Г1-*®л- 5 (Х2- 8>(̂ “ 0 **0
Вообще, если функщя f ( x ,  у) есть произведете функцш 

переменнаго х  на функцш переменнаго у, то имеемъ
X YГГ (р{х)у> (у) dx dy =  Г <р (х) dx х  Г гр (у) dy,

J J(R) vх„ ''и*
причемъ оба интеграла въ правой части совершенно не ва 
висятъ одинъ отъ другого.



§ 1 2 3 .  I . ----ДВОЙНЫЕ И Н Т ЕГРА Л Ы .-----  СПОСОБЫ ВЫ ЧИСЛЕНЫ !. 269

Изъ этого замйчашя Франклинь (Franklin) *) вывелъ весьма простое 
доказательство одной интересной теоремы Чебышева. Пусть будутъ ср (х) 
и гр (х ) функцш, непрерывный въ промежутка, (а, Ъ), гдй а <  Ъ. Двой
ной интегралъ

' j j  № (®) -  <Р Ш  [У («) - 1У {У)] dx dy,

распространенный на квадратъ, ограниченный прямыми х=а,  х=Ь,  
у  —а, у = Ъ, равенъ разности

6 пЬ лб
2 (Ъ—а) <р (х) гр (x)dx— 2 \ <p(x)dxX\  гр (х) dx.

J a  J а  ^ а

Но вей элементы предыдущаго двойного интеграла сохраняютъ по
стоянный знакъ, если функцш <р {х) и гр {х) всюду въ промежуткй (а, Ъ) 
одновременно возрастаютъ или убываютъ; точно также вей элементы 
этого двойного интеграла сохраняютъ постоянный знакъ и въ томъ 
случай, если одна нзъ фупкщй всюду возрастаетъ, а другая — убываетъ. 
Въ первомъ случай разности <р(х) — <р(у) и гр (ж) — гр (у) имйютъ всегда 
одинаковые знаки, а во второмъ — разные.

Слйдовательно, если всюду въ промежутка [а, Ъ) функцш <р[х),гр (х) 
или обй возрастаютъ, или обй убываютъ, то мы имйемъ 

лЪ г*Ъ pb
(Ъ-а) I <р (х) гр (ж) dx >  I p ( x ) d x X  \ y ( x ) d x .

J a J a  * a

Если же одна изъ нихъ возрастаетъ, а другая убываетъ, то 
рь рь рЬ

{Ъ-а) \ <р (ж) гр (х) dx  <  \ p { x ) d x X \  У (х) dx.Ja va Jа
Въ случай <р{х) = гр [х) д в о й н о й  интегралъ нмйетъ вполнй опредйлен- 

ный знакъ, такъ какъ подъинтегральная функщя обращается въ точный 
квадратъ. Въ этомъ случай мы нмйемъ при всякомъ видй функцш гр (х)

{Ъ-а) j  [гр (ж)]2 dx [J" .

причемъ знакъ равенства нмйетъ мйсто только въ томъ случай, если </> (ж) 
равно постоянному.

Отсюда можно вывести рйш ете одной интересной задачи вартщон- 
наго исчис лешя. Пусть будутъ Р  и Q двй данный точки плоскости 
съ координатами (а, А) и (Ъ, В). Пусть будетъ, далйе, y = f  (ж) уравнеше 
л и ш и ,  соединяющей эти двй точки, причемъ предполагается, что 
функщя f(x)  вмйстй со своею производною f ' (x)  непрерывна въ про- 
межуткй (а, Ъ). Требуется найти такую кривую y  = f(x),  для которой

интегралъ \ у'г dx былъ бы minimum. Замйняя въ предыдущемъ нера-
“  а

венствй <р(х) черезъ у' и замйчая, что, по предположение, f{a)=A 
и f ( b ) —B,  нмйемъ

Слйдовате льно,

{Ъ-а) Г  yn d x ^ > ( B - A ) \
*  а

наименьшее значете интеграла равно { B - A Y  
Ъ -а  ’

*) A m e r i c a n  J o u r n a l  of  M a t h e m a t i c s ,  т. VII, стр. 77.



270 Г Л А В А  V I .  Д В О Й Н Ы Е И Н Т Е Г Р А Л Ы . § 124.

н интегралъ действительно достигаетъ этого значения, если у'  равно 
постоянному, т.-е. если л и т я , соединяющая разсматриваемыя точки, 
есть прямая лиш я Р  Q.

1 2 4 . Перейдемъ теперь къ тому случаю, когда область 
интегрировашя ограничена контуромъ произвольнаго вида. 
Предположимъ сначала, что прямая, параллельная Оу, встрЁ- 
чаетъ этотъ контуръ только въ двухъ точкахъ. Тогда можно

предположить, что контуръ 
образованъ двумя прямыми 
х= а ,  х=Ъ (а<Ь) и двумя 
дугами кривыхъ APB,A 'QB  
представляемыхъ уравнетя- 
ми уг =  (рх (ж), у2 = <р2 (ж), гдф 
функщи <jpj и ср2 непрерывны 
между а и Ъ. Точка А  мо- 
жетъ совпадать съ точкою А', 
равно какъ и В  съ В';  это 

будетъ, наприм'Ьръ, вътомъ случай, когда контуръ есть выпуклая 
кривая, какъ, папримТръ, эллипсъ. Разобьемъ областьинтегрн- 
ровашя В  на части прямыми, параллельными осямъ координатъ; 
мы получимъ, во-первыхъ, п р а в и л ь н ы  я части, именно прямо
угольники, расположенные внутри контура, и, во-вторыхъ, 
части н е п р а в и л ь н ы й ,  т.-е. неполные прямоугольники, от
части ограниченные дугами контура. ЗдТсь намъ опять нужно 
искать предТ.пъ суммы

гдгЬ ю есть площадь любой изъ этихъ частей, а (g, у) — одна 
изъ точекъ этой части.

Вычислимъ сперва часть суммы S,  происходящую отъ полосы, 
составленной изъ элементовъ, заключающихся между двумя 
последовательными параллельными прямыми ж=ж,_1, ж=ж,. 
Между этими прямыми будутъ расположены прямоугольники, 
заключаюпцеся между ординатами у \  у1 и у '2 <  у2, и, сверхъ 
того, неправильный части. Выбирая надлежащимъ образомъ 
внутри каждаго прямоугольника точку (g, 7), мы, какъ и 
прежде, найдемъ, что часть суммы S , происходящая отъ этихъ 
прямоугольниковъ, можетъ быть представлена въ видгЬ

Jy't
f{x<-1, у) dy

у'.
Предположимъ, что колебашя функщй др1, д>2 въ каждомъ изъ 
промежутковъ (ж,_х, ж,), а также и в с ё  разности (ук—Ук-1), 
будутъ меньше 6 . Легко видеть, что въ этомъ случай пло-
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щадь неправильныхъ частей, заключающихся между ж = a\_i 
и %=%i, будетъ меньше \ д  и часть суммы S, про
исходящая отъэтихъ частей, будетъ по абсолютному значений 
меньше \tL6  (ж,- — х ^ ) , где П  есть верхний пред^лъ абсолют
н а я  значетя функцш f (x,  у) въ области интегрироваюя. 
Съ другой стороны, мы можемъ написать

рУ'я лУа рУ* р У'а

\ /■(«/-1. 2/) dV =  \ 2/) % +  +  \ ,
*Vi Jy< V i V»

и, такъ какъ | г/* — у \  | и 11/2— г/21, по предположение, меньше 6 , 
то должно быть

<\ ’f(xi-i,y)dy= С  f{Xi^,y)dy + 4HX6,
V ) Vi

Сл-Ьдователыю, часть суммы S, происходящая отъ ряда раз- 
сматриваемыхъ элементовъ, можетъ быть представлена въ виде

( a * -  V _i) [$ * > (* ,- ь  г/) ей/ +  8 Я 0 , / | ,

где 0,- содержится между —I и + 1 . Сумма 8 Н  d2 î (xi—x î 1) 
по абсолютному значенью меньше 8Нб(Ъ—а), и, такъ какъ 6 
можно предположить сколь угодно малымъ, то она стре. 
мится къ нулю. Такимъ образомъ двойной интегралъ есть пре- 
делъ суммы

Ф {а){хг - а ) + .  . . +  Ф (ж .-хХ ж ,- х ^ г) . . . ,
где

Ф(х)  =  C f ( x ,  y )dy ,
Ju,

и мы получаемъ

 ̂ f / '(« , У) d x d y = \  dx  Г* f ( x ,  у) dy.  (7 )
J J(fi) V J y,

Выполняя первое интегрироваше по у , мы должны разсматри- 
вать х ,  какъ постоянное; но здесь пределы ух и у2 уже не 
являются, вообще, постоянными, а будутъ определенными 
функщями переменная х .

Х УП р и м е р  ъ. — Вычислить двойной интегралъ отъ функцш —, взя-(X
тый внутри четверти круга, ограниченной осями координата и окруж
ностью

х2-гу'-—i2a =  o.

Пределами для х  служатъ о и R,  а при х  постоянномъ у  можетъ 
изменяться отъ о до VB2- x 2. Следовательно, двойной интегралъ 
имгЬетъ выражеше

в*Поел'Ьднш интегралъ легко получить; онъ равенъ 5—■ •
о (X



2 7 2 ГЛАВА V I . ДВОЙНЫЕ И НТЕГРАЛЫ . §§ I 24— 1 2 5 .

Если область интегрировашя ограничена контуромъ про- 
извольнаго вида, то мы разобьемъ эту область на нисколько 
такихъ частей, чтобы прямая, параллельная оси Оу, пересЬкала 
контуръ каждой изъ этихъ частей не болЬе, чЬмъ въ двухъ 
точкахъ. Мы могли бы также начать и съ интегрировашя 
по перемЬнному ж, разбивая область на ташя части, чтобы 
прямая, параллельная оси Ох, пересЬкала контуръ каждой изъ 
этихъ частей не болЬе, чЬмъ въ двухъ точкахъ. Возьмемъ, напри- 
мЬръ, замкнутую выпуклую кривую, расположенную внутри 
прямоугольника х= а ,  x=b,  у=с,  y = d, стороны котораго про- 
ходятъ черезъ тЬ четыре точки А,  В ,  С, D  кривой, въ кото- 
рыхъ х н у  имЬютъ наиболышя и наиненытя значения*). Пусть 
будутъ yl =fp1 (x),y2=<p2 {x) уравнетя дугъ АСВ, A D B ■ пусть 
будутъ также х 1 = у>1 (у), х2== ц>г (у) уравнешя дугъ GAD, GBD, 
причемъ <рх(х) и цк,(х) непрерывны отъ а до Ъ, а <рх(у), 4>2(у) 
непрерывны при измЬненш у  отъ с до d. Вычисляя двумя 
различными способами двойной интегралъ отъ функцш f (x ,  у), 
непрерывной внутри этого контура, и приравнивая между 
собою оба получаюпцяся выражены,, найдемъ

мы видимъ, что въ обоихъ интегралахъ предЬлы совершенно 
различны. Всякий выпуклый контуръ даетъ формулу этого рода. 
Такъ, взявъ за область интегрировашя треугольникъ, ограни
ченный прямыми у = о , х = а , у = х ,  мы придемъ къ формулЬ, 
данной Леженъ-Дирикле (Lejeune-Dirichlet),

125. Аиалопя еъ простыми интегралами. — Интегралъ \ f(t) dt,
разсматриваемый, какъ функщя отъ ж, им-Ьетъ своею производною 
функщю f (x) .  Аналогичная теорема существуетъ для двойныхъ интегра. 
ловъ. Пусть будетъ /(ж , у) функщя, непрерывная внутри прямоуголь
ника, ограниченнаго прямыми х= а,  х = А ,  у=Ъ, у = В  (а < А , Ъ<В). 
Двойной интегралъ отъ функцш f ( x ,  у), распространенный на площадь 
прямоугольника, ограниченнаго прямыми х= а,  ж= X, у = Ъ, у — Y 
( а < Х < Д ,  b < Y < B ) ,  есть функщя координатъ X, Y  переменной вер
шины; эту функщю мы можемъ представить въ виде

(8)

*) Предлагаемъ читателю сделать чертежъ.
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Пусть будетъ Ф (х) = ̂ f  (ж, У) dy. Первое дифференцироваше F  (X, J7)

по X  даетъ

после вторичнаго дифференцироватя по У будемъ иметь

^ у = П Х ,  У). (9)

Самый общШ видъ функцш и (X,  У), удовлетворяющей предыдущему 
уеловш (9), очевидно, получится, если мы прибавимъ къ функцш F  {X, У)

2̂ g
такую функцпо 2 , вторая производная которой ^ у ^ Х  ®ыла Равна
нулю. Следовательно, функщя и (X, Y) будетъ иметь видъ (§ 38)

u ( X , Y ) = j * d x ^ f ( x , y ) d y + < p ( X ) + 4 (Y) ,  (ю)

где у (X) и гр (У) — произвольный функцш. Эти функцш <р (X) и у  (У) 
можно всегда выбрать такнмъ образомъ, чтобы функщя и (X,  У) 
обращалась при Х = а  въ данную функцш отъ У: V(Y) ,  а при У= Ь— 
въ данную функцпо отъ X: U (X), причемъ две последнихъ функцш 
должны быть связаны еоотношетемъ U(a)=V(b).  Въ самомъ деле, 
полагая въ соотношенщ (ю) последовательно Х —а, Y=b ,  получимъ 
два услов1я

^ (Г )  = ф(а) +  ф (1 ), U( X)  = <p(X)+rp{b); 
отсюда получаемъ

Ф (Г )= 7 (У )- ,р (й ) , xp(b)=V(b)-g>(a), 
<p( X)= U(X)-V(b )+ 9 (a), 

и формула (ю) обращается въ

и (X, Y ) = ^ d x ^ / ' ( x , y ) d y + U ( X ) + V ( Y ) - V ( b ) .  (u )

О б р а т н о ,  если мы найдемъ какимъ-нибудь способомъ функцш 
и (X, У), удовлетворяющую соотношвнш (9), то, на оенованш преды- 
дущаго, вначеще двойного интеграла будетъ равно

^ * d x ^ f ( x , y ) d y = u { X ,  Y)—U (X, b)—u (a, Y)+u(a,b) .  (iz)

Эта формула аналогична основной формуле (6) (см. стр. i 6z).
Следующая формула представляетъ некоторую аналогио съ форму

лою интогрировашя по частями. Пусть будетъ А  конечная часть плос
кости, ограниченная одною или несколькими кривыми произвольнаго 
вида. Функщя f ( x ,y ) ,  непрерывная въ А,  изменяется въ области А 
между некоторыми наименьшими значешемъ v0 и некоторыми наи
большими значешемъ V. Проведемъ л и н i и у р о в н я  f ( x , y )=v ,  где v 
заключается между v0 и F; предположимъ, что мы можемъ найти 
площадь той части области А, въ которой значеше f{x,y)  заключается 
между и0 и V .  Эта площадь есть некоторая функщя F  (г>) отъ у, воз
растающая вместе съ V ,  площадь, заключающаяся между двумя

18КУРСЪ МАТЕМАТПЧЕСКАГО АНАЛИЗА.



безконечно близкими лишями уровня, будетъ, очевидно, равна 
F {v+d v)—F(v) — d v F '  (г>+ 8 d v). Разбивъ эту площадь на без- 
конечно малыя части лишями, соединяющими двЬ сосЬдшя лиши 
уровня, мы можемъ взять въ каждой нзъ этихъ частей такую точку 
( |,  jj), чтобы было /'(£, »г) = У4-в z /у; тогда сумма элементовъ двойного

интеграла ^ ^ f d x  dy, соотвЬтствующихъ области между соседними ли-

н!ями уровня, будетъ равна

(у+8 dv) F'  (у+ 0  dv) dv.

СлЬдовательно, двойной интегралъ будетъ равенъ предЬлу суммы

2  (у+8 dv) F ’ (у+6 dv) dv,
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т.-е. равенъ простому интегралу

Г1 v F '  (у) dv = VF( V) -  Г F  (v) dv.

Этотъ методъ особенно удобенъ въ томъ случ£, когда область интегри- 
ровашя ограничена двумя лишями уровня

f(x,y) = v0, f{x,y)=V.

Пусть, напримЬръ, требуется вычислить двойной интегралъ 

^ ^ V i+ Z ^+ y2 dxdy, взятый внутри круга ж2+«/2 = I. Полагая v = V i+ x 2+y'z, 

мы видимъ, что область интегрировашя будетъ ограничена двумя 
лишями уровня y = i, v =  У2, и функщя F(v) , представляющая площадь 
круга съ рад1усомъ, равнымъ Vv2 — i ,  будетъ равна я  (у2 — i). Сл-Ьдова
тельно, двойной интегралъ равенъ

2 о Я
J 2 К v2 dv = — (2 Vi — 1)*).

Предыдущая формула легко распространяется на двойной интегралъ 

[j \) f ( x , y ) < p { x , y ) d x d y ,

если мы обозначимъ черезъ F  (у) двойной интегралъ ^  Ц <р (х, у) dx dy,
распространенный на часть области интегрировашя, ограниченную 
кривою v —f{ x ,y ) .

126. Формула Грина. — Если функщя f ( x , y ) есть частная 
производная по х или по у отъ некоторой известной функцш, 
то одно изъ интегрированш совершается непосредственно, 
и остается выполнить только одну квадратуру. Это простое 
зам-Ьчаше приводить къ важной формул'Ь, называемой ф о р 
м у л о ю  Г р и н а  (Green).

*) Въ мемуарЬ Каталана (Catalan) ( J o u r n a l  de  L i o u v i l l e ,  
I -ая cepia, т. IV, стр. 233) можно найти много приложенШ этого метода
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Разсмотримъ сначала двойной интегралъ Ид Р ,  л-т- ахау, распро- 
ау

-страненный на часть плоскости, ограниченную контуромъ С, 
пересекающимся съ прямыми, параллельными оси Оу, не более, 
чемъ въ двухъ точкахъ (черт. 15, стр. 196).

Пусть будутъ А  и В  тР точки контура, въ которыхъ х бу'детъ 
maximum или minimum. Одна изъ прямыхъ, параллельныхъ 
оси Ох и проходящихъ между литями Аа и ВЪ, пересЬчетъ С 
въ двухъ точкахъ тх и т2 съ ординатами уг и у2. Интегрируя 
сначала по у, найдемъ для двойного интеграла выражеше

\ \ d̂ dvdy==\ dx 1!"%dy ^ l \-p (x > y J - F (x ’ yi)]dx-

Но интегралы f  Р (х, у г) dx, С P ( x , y 2) d x  суть не что иное,
«акъ криволинейные интегралы, взятые соответственно вдоль 
дугъ АтгВ  и Ат2В; следовательно, мы можемъ представить 
предыдущую формулу въ виде

Я г * * * - - 1 (/ dx, (тЗ)

причемъ криволинейный интегралъ берется вдоль контура С 
въ направления, указанномъ стрелками, т.-е. въ положитель- 
номъ направленш, если оси координатъ расположены, какъ 
на чертеже. Чтобы распространить эту формулу на площадь, 
■ограниченную контуромъ произвольного вида, мы, какъ и выше 
(§94), разобьемъ эту площадь поперечными ливнями на не
сколько такихъ частей, чтобы контуръ каждой изъ нихъ удо- 
влетворялъ вышеуказанному условно, и применимъ преды
дущую формулу къ каждой изъ этихъ частей.

Такимъ же образомъ получается формула.

Я S * * - ^ * ’ (i4>
причемъ криволинейный интегралъ опять берется въ преж- 
яемъ направленш. Изъ равенствъ ( i3 ) и (14) находимъ

\ т г а х + я а * = (i5) 
где двойной интегралъ распространяется на площадь, огра
ниченную контуромъ С. Въ этомъ состоитъ формула Грина; она 
имеетъ много весьма важныхъ приложешй. Заметимъ только, 
что, полагая Q=x, Р =  —у , мыполучимъ выведенную выше (§ 94) 
формулу для выражетя площади замкнутой кривой черезъ 
криволинейный интегралъ.

18 *
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I I .— ЗАМЪНА П ЕРЕМ ЪН НЫ Х Ъ.— ПЛОЩАДЬ 
ПОВЕРХНОСТИ.

До сихъ поръ при вычисленш двойного интеграла мы разби
вали область интегрирования на безконечно малые прямоуголь
ники прямыми, параллельными осямъ координатъ. Мыпредполо- 
жимъ теперь, что pa36ieme области интегрировашя совершается 
помощью двухъ семействъ кривыхъ совершенно произвольнаго 
вида.

127. Предварительная формула. — Пусть будутъ и и v ко
ординаты точки относительно системы прямоугольныхъ осей 
на плоскости, и х, у — координаты другой точки относительно 
другой системы прямоугольныхъ координатъ, расположенных!*, 
такимъ же образомъ*) въ той же плоскости или въ плоскости,, 
отличной отъ первой. Формулы

устанавливаютъ некоторое соотв-Ьтств1с между точками обФихъ 
плоскостей. Предположимъ: г) что эти функцш f(u,v),g>(u, v}> 
непрерывны и имЗзютъ непрерывный частныя производныя, 
когда точка (и, v) описываетъ часть А г плоскости (и, да), огра
ниченную контуромъ Сг; 2) что, на основанш формулъ (гб)г 
части А 1 плоскости (м, v) соотвгЬтстпуетъ часть А  плос
кости (х , у ), ограниченная контуромъ С, и что соотвФтств!©- 
между точками обФихъ площадей и обоихъ контуровъ в з а 
и м н о  о д н о з н а ч н о е ,  т.-е. каждой точк-й области А  соотвФт- 
ствуетъ только одна точка области А г, и обратно; 3 ) что функцио

нальный определитель не мФняетъ знака внутри С1Г

хотя и можетъ обращаться въ нуль въ нФкоторыхъ точкахъ. 
области А 1.

ЗдЬсь могутъ представиться два случая. Когда точка (и, v)> 
описываетъ контуръ Сг, двигаясь въ прямомъ направленш (§ 94),. 
точка (х, у) будетъ описывать контуръ С, перем'Ьщаясь- 
постоянно или въ прямомъ направленш или въ направленш

*) Дв-Ь системы прямоугольныхъ осей называются одинаково распо
ложенными, если переходъ отъ положительнаго направлешя оси х- 
къ положительному направленно оси у  совершается въ обоихъ елу- 
чаяхъ вращешемъ въ положительномъ направленш (напр. противъ часо
вой стр-Ьлки), или въ обоихъ случаяхъ — въ отрицательномъ направленш-

x= f{u ,v ) ,  y=<p(u,v) (16)

( Ред .)
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обратномъ. Въ зависимости охъ этого мы будемъ говорить, что 
разсматриваемое соотв'Ьтств!е между областями А  и Ал — 
прямое или обратное.

Площадь 3  области А плоскости представится интеграломъ

а = \  xdy ,
J(0)

причемъ интегралъ берется вдоль контура С въ прямомъ на- 
правленш. Сделавъ замену перем’Ьнныхъ по формуламъ (i6), 
лолучимъ

3  =  ±  \ f(u, v) d<p (м, v),J(c.)
тд-Ь новый интегралъ взятъ вдоль контура С1 въ прямомъ на
правивши, причемъ должно взять знакъ +  или — въ зависи
мости отъ того, будетъ ли соотв^тствге прямымъ или обратнымъ. 
Прим-Ьнимъ къ этому новому интегралу формулу Грина, поло-

. да> • „ д<р „живъ и=х,  v=y,  Q = f  Это даетъ

иоэтому

дЯ Л - л
ди dv

Д (Л у).
D (м, г>)‘

р  (Л у)
D(u, v) du dv.

Применяя къ двойному интегралу теорему о среднемъ зна 
чеши, получимъ

3  = + 3 D (f, 9 )
(17)

тд’Ь (£, у) — координаты точки, лежащей внутри <к> и З х— 
площадь области А х плоскости (и, v). Мы видимъ, что передъ 
правою частью должно взять знакъ +  или — въ зависимости 
отъ того, будетъ ли определитель А самъ положительнымъ 
или отрицательными Следовательно , с о о т в е т с т в 1 е б у д е т ъ  
п р я м ы м ъ  и л и  о б р а т н ы м ъ  въ з а в и с и м о с т и  отъ  
т о г о ,  б у д е т ъ  ли А п о л о ж и т е л ь н ы м ъ  ил и  о т р и ц а 
т е л ь н ы м и

Формула (17) устанавливаетъ еще одну аналогш между функ- 
хрональными определителями и производными. Въ самомъ деле, 
предположимъ, что область А г плоскости неограниченно умень
шается во всехъ направлешяхъ, такъ что все ея точки стре
мятся къ предельной точке (и, v). Тогда и область А  будетъ 
неограниченно уменьшаться; поэтому, отношеше площадей 
J2, З х будетъ иметь пределомъ абсолютное значеше опреде-
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лителя А. Следовательно, подобно тому какъ производная есть 
отношете двухъ линейныхъ элементовъ, определитель А есть 
отношете двухъ элементовъ поверхностныхъ. Съ этой точкк 
зр-Ьтя формула (17) имеетъ сходство съ формулою конечныхь 
приращешй.

П р и м е ч а в  я .—  Т е  п р е д п о л о ж е т я , которы й были сдел аны  относи 
тел ьно  соотв'Ьтств1я м е ж д у  обл астям и А  и  Лх, н е  всЬ незав и сим ы  м е ж д у  
собою. Т а к ъ , д л я то го  чтобы соотвФ тсл те было о д н о зн ач н ы м и , н е о б х о 
д и м о ,  чтобы  о п р ед ел и ть  А  н е  м е н я л и  з н а к а  въ области А х пл ос
к о сти  (и ,  v). В ъ  самомъ дел-Ь, п р е д п о л о ж и м ъ , что  А  р ав но  н ул ю  вдоль- 
к р и в о й  у1У о тд ел я ю щ ей  т у  часть области А 1г гд-Ь А п о л о ж и тел ь н о , отъ той  
ч асти , г д е  А  о тр иц ател ь но . Р азсм отри м ъ  весьма м алую  д у г у  ягрг, к р и в о й  уг  
и весьма м атую  часть области А 1У закл ю ч аю щ ую  в н у тр и  себя д у гу  inpip,

э та  часть  р а зд е л и тс я  д уго ю  т хщ. 
н а  д в е  области в , и  а \  (чер т. 26).

В ъ  то врем я к а к ъ  то ч ка  (и , v)  о п и -  
сы ваетъ пл ощ ад ь  я1( въ ко то р о й  А  
п о л о ж и тел ь н о , то ч к а  ( х ,  у )  опиш етъ- 
пл ощ ад ь  а  съ ко н тур о м ъ  m n p q ,  и  
н а п р а в л е ш я  дв и ж ения по  о б о и м и  
к о н ту р а м и  m n p q  б у д у тъ и л и
од нов рем енно п р я м ь ш , и л и  од новре

м енн о  о б р атн ы й . К о г д а  ж е  то ч ка  (и ,  V) описы ваетъ пл ощ ад ь  а \ ,  въ к о 
то р о й  А  о тр и ц ател ь н о , то ч ка  (х , у )  о п и ш етъ  пл ощ ад ь  а ' ,  при чем ъ  д в и 
ж е т е  п о  ея к о н т у р у  n m q r  будетъ  соверш аться въ обратномъ н а п р а в 
и в ш и , если д в и ж е т е  п о  к о н т у р у  n 1m 1q1n 1 соверш алось въ п р я м о м ъ . 
П о э т о м у , пл ощ ад ь  а '  д о л ж н а  отчасти  покры вать  пл ощ ад ь а \  та ки м ъ  
образом ъ , в ся ко й  т о ч к е  ( х ,  у )  общ ей  части  п г т  п л ощ ад ей  а  я  а '  будутъ- 
соотв Ьтствовать не  о д н а , а д в е  то ч ки  (и ,  V), л еж ап ц я  по  разн ы я стороны, 
л и ш и  - щ щ .

П о л о ж и м ъ , н а п р и м е р ъ , Х = х ,  Y = у 2; мы им еем ъ  А  — 2у .  Е сл и  
то ч ка  ( х ,  у )  описы ваетъ за м кн у тую  пл ощ ад ь, сод ер ж ащ ую  о тр е зо къ  ab  
оси О х,  то л е гко  в и д е ть , что то ч ка  ( X ,  Y )  будетъ  описы вать д в е  пло
щ а д и , р асп о л о ж ен н ы й  над ъ  осью X  и  прим ы каю щ ая к ъ  од ном у и  том у ж е  
о т р е з к у  А В  э то й  оси . Л и с тъ  б у м а ги , сл о ж ен н ы й  вдоль пр я м о й  л и н ш ,  
даетъ  п р е д е т а в л е т е  о п л о щ а д и , описы ваем ой точкою  ( X ,  У ).

Д л я  то го  чтобы  соответствие было о д нозначны м ъ , н ед о стато ч н о , 
чтобы о п р ед ел и тел ь  А  со хр ан я л и  въ области А,  постоян ны й з н а к ъ . В озь-- 
м емъ , н а п р и м е р ъ , Х = х 2—у 2, У =  2 х у ; опр ед ел и тел ь  А  — 4 (х 2-\-у2) всегд а  
п о л о ж и тел ен ъ . О бозначая черезъ  {г,  6), ( В ,  ш) пол ярн ы я ко о р д и н аты  
о б еи хъ  то ч екъ  (х ,  у ) ,  ( X ,  У ) ,  мы пред ставим ъ  преды дущ ая формулы  
въ в и д е  R = r 2, w =  2 0. Б удем ъ  и зм е н я ть  г  отъ а  до  Ъ ( а < Ь ) ,  и  0 отъ о-

ТС
до гг-(-а, г д е  а  закл ю чается  м е ж д у  о и  то ч ка  ( R ,  ш) опиш етъ

кол ь цео бразную  полосу, закл ю чаю щ ую ся м е ж д у  д в ум я о к р у ж н о с тя м и  
съ радиусами а 2 и  I 2. Н о  ка ж д о м у  зн а ч е н и е  у гл а  ш, закл ю чаю щ ем уся  
м е ж д у  о и  2 а , с о о т в е тс т в у ю т . два з н а ч е ш я  у гл а  0: одно 0,, закл ю 
чаю щ ееся м еж д у о и а , и  д р уго е , 02, заклю чаю щ ееся м е ж д у  л  и  л + а -  
П л о щ а д ь , описы ваемую  точкою  ( X ,  У ) ,  м о ж п о  пред став ить  п р и  пом ощ и  
пл оской  б у м а ж н о й  кол ь цео бразной  полосы , ко н ц ы  ко то р о й  отч асти  
н ахо д ятъ  д п у гъ  н а  д р у га .

Ч е р т . 2 6 .
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1 2 8 . Замена перем^нныхъ. Первый споеобъ. — Сохранимъ 
предположетя предыдущего параграфа относительно обла
стей А ,  А х а также и формулы (гб); пусть будетъ F ( x , y )  
фуншця, непрерывная въ области А.  Разобьемъ область А х 
произвольнымъ образомъ на менышя области а1} а2, . . ., ап; 
имъ будетъ соответствовать разб1е т е  области А  на обла
сти alf а2, . . . , ап. Пусть будутъ со, и о. площади двухъ соот- 
в-Ьтствующихъ областей а{ и по формуле (17) имеемъ

со, — о, D (Л £)
vt) ’

где и., v. — координаты некоторой точки области аг  Этой 
точке соответствуетъ точка x. = f(uv vx), у<=<р{и{,У()
области аг  Поэтому, полагая Ф (и, v) = F [ f (u , »), <р(и, г>)],мы мо- 
жемъ написать

2 F  (*<> уд юг= 2  ф ^
i- l г = 1

-Р (Л Ф) \ .
D {и., г.) I *’

отсюда, переходя къ пределу, получимъ

(Г F{x, y)dxdy  = ГГ F  [f(u, v), q> (и, г)]
J J (.1  J  J (A , )

D (Л У) 
7) (и, v) dudv. (18)

Такимъ образомъ, ч т о б ы  п р о и з в е с т и  з а м е н у  п е р е 
м е н и  ыхъ  въ  д в о й н о м ъ  и н т е г р а л е ,  д о л ж н о  з а м е 
н и т ь  х  и у и х ъ  з н а ч е н 1 я м и  въ ф у н к ц i и н о - 
в ы х ъ  п е р е м ’Ь н н ы х ъ  и и v, а п р о и з в е д е н 1 е  dx dy — 
п р о и з в е д е н 1 е м ъ  \A\dudv.  Что же касается новой области 
интегрироватя, то мы уже объяснили выше, какъ она опре
деляется.

Вообще, чтобы найти пределы, между которыми должны быть 
выполнены интегрироватя при вычисленш новаго двойного 
интеграла, нетъ надобности строить контуръ Сх новой об
ласти интегрироватя А х. Въ самомъ деле, будемъ разсматри- 
вать и и v, какъ систему криволинейныхъ координатъ. Если 
мы дадимъ въ формуле (16) одному изъ переменныхъ и, v 
постоянное значете и будемъ изменять другое переменное, 
то получимъ два семейства кривыхъ и — const., v =  const. Вслед- 
CTBie предположений, сделанныхъ при выводе формулъ (16),
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черсзъ каждую точку области А  проходить одна и только одна 
кривая каждаго изъ обоихъ семействъ. Предположимъ, для 
определенности, что кривая i> =  const. пересЬкаетъ контуръ С 
только въ двухъ точкахъ М 1У М 2, соответствующих^., значе- 
шямъ м15 м2 переменнаго и (г<1<м2), и что все кривыя («), 
пересекающ1я контуръ С, расположены между кривыми v —a, 
v = b (а<6). Тогда, интегрируя сначала по и и оставляя v по- 
стояннымъ, мы должны будемъ изменять и отъ их до w2 (мх и иг 
будутъ, вообще, фунгацями отъ v) и затемъ снова проинте
грировать полученный результата по переменному v между 
пределами а и Ъ.

Такимъ образомъ искомый двойной интегралъ будетъ равенъ

ГЬ
I дам F[f (u ,v ) ,$ (u ,v )] \A \dudv .
J  а  о «1

Въ сущности, замена переменныхъ приводится къ раз-
6iemro области интегриро- 
вашя на безконечно малыя 
области двумя семействами 
кривыхъ (и) и (г>). Пусть 
будетъ со площадь криво- 
линейнаго четыреугольника, 
ограниченнаго кривыми (м), 
(u + du), (v), (v+dv), где du 
и dv положительны; на плос
кости (и, v) этому четыре- 
угольнику соответствуетъ 
прямоугольникъ со сторо
нами du и dv. Поэтому, на 
основаши формулы (17), 

имеемъ со = \А {§, т}) | du dv, где g заключается между и и u+du,  
а т] — между v и v + dv. Выражеше \A(u ,v)\dudv  называется 
э л е м е н т о м ъ  п л о щ а д и  въ системе координата (г«, v). Т очное 
значеше со есть со— { | А (и, v) | +  «} du dv, где с безконечно мало 
вместе съ du и dv. Но при вычислеши предела суммы S F  (х , у) со 
количествомъ е можно пренебречь; въ самомъ деле, такъ какъ 
функщя A(u,v)  — непрерывна, то можно предположить кри
выя (и), (v) настолько близкими, чтобы все количества е были 
по абсолютному значешю меньше всякаго заданнаго положи- 
тельнаго числа, и. следовательно, чтобы сумма 2  F (x ,  у) sdxdy  
также была по абсолютному значешю меньше всякаго положи- 
тельнаго числа.
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1 2 9 . Примеры. I. П о л я р  н ы я к о о р д и н а т  ы.— Зам-Ьнимъ 
прямоугольныя координаты полярными. Мы им!;омъ х —д cos 00, 
у=д sin со, и мы получимъ всЬ точки плоскости, изменяя д отъ 
о до +  со и со отъ о до 2». Функщональный определитель 
равенъ J  =  р, такъ что элемента площади есть gdcodg, какъ 
это можно легко вывести геометрически. Предположимъ сна-' 
чала, что требуется вычислить двойной интегралъ, распро
страненный на часть плоскости, ограниченную двумя пря
мыми ОА, ОБ, образующими съ Ох углы сог, а>2, и дугою АБ,  
которая пересекается съ полупрямою, выходящею изъ начала, 
не более, чемъ въ одной точке (черт. 17 стр. 198). Пусть бу- 
детъ Л=д)(а>) уравнеше дуги АБ;  такъ какъ со заключается 
между оо1 и со2, а р можетъ изменяться отъ о до R,  то двойной 
интегралъ отъ f ( x , у) равенъ

Въ томъ случае, когда кривая А Б  замкнутая и содержитъ на
чало координата внутри себя, должно положить а>1= о , т2—2п. 
Всякая другая область интегрировашя можетъ быть разло
жена на несколько областей, подобныхъ предыдущей. Пред
положимъ, напримеръ, что контуръ С есть замкнутая выпуклая 
кривая, оставляющая начало снаружи. Пусть будутъ ОА и ОБ 
касательный,проведенный къ этому контуру черезъ начало коор
дината, и (со), В 2=д '2 (<*>) уравнетя кривыхъ AN B ,  АМБ.
При данномъ значети со, заключающемся между оа1 и со2, р можетъ 
изменяться отъ В 1 до В2, а мы получимъ для двойного ин
теграла выражете

2. Э л л и п т и ч е с к 1 я  к о о р д и н а т ы .  — Разсмотримъ семейство 
софокусныхъ кривыхъ второго порядка

гдЪ Я. обозначаетъ произвольный параметръ. Черезъ каждую точку 
плоскости проходятъ дв-fe кривыхъ этого рода: это будутъ эллипсъ и 
гипербола, такъ какъ уравнеше (19) им-Ьетъ при всякихъ х и у одинъ 
корень X, болышй с2, и одинъ положительный корень д, менышй с2. 
Изъ соотношешя (ig) и изъ такого же соотношешя, но въ которомъ 1 
заменено черезъ ц, найдемъ
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Д ля и зб ^ж атя  неопределенности, мы будемъ разсмагривать только 
ту часть плоскости ху, которая расположена въ угле хОу. Точки этой

Терт. 28.

области соответствуютъ однозначно точкамъ части плоскости (Я, /и), 
ограниченной прямыми

Я = с2, д = о, (1 — с-.

Когда точка (Я, д) описываетъ контуръ этой области въ направлеши, 
указанномъ стрелками, то, какъ видно изъ формулъ (20), точка (ж, у) 
опишетъ оси Ох, Оу въ направленш, указанномъ стрелками. Следо
вательно, здесь соотв'Ьтств1е — обратное; въ этомъ можно также у б е 
диться, вычисливъ J ,

Л _ Р  (ж,у) =  I Я -д
D (Я, 4 У>.1*(Х-с2)(с*-ц)

130. Замена перепгЁнныхъ. Второй епоеобъ. — Выведемъ 
теперь общую формулу (18) другимъ пр1емомъ, опирающимся 
исключительно на самый способъ вычислешя двойного интеграла. 
Мы, разумеется, сохраняемъ при этомъ все те предположетя, 
которыя были нами сделаны ранее относительно соответетщя 
между точками обеихъ областей А,  А х. Заметимъ сначала, что 
если формула верна для двухъ частныхъ преобразований

x = f ( u , v ) ,  u = f x { u ' , i  
y= < p( u,v ) ,  v=q>1{ u \v ' ) ,

то она будетъ верна также и для преобразоватя, которое 
получается отъ последовательнаго выполнетя обоихъ преды- 
дущихъ преобразован^; это следуетъ изъ известнаго свой
ства функцшнальныхъ определителей (§ Зо)

У) _ Щ * ,  У) , Т> {и, у)
D ( u r,v') D ( u , v )  D (u ' , 1/ )

Точно также, если формула верна для несколькихъ областей 
А, Б  у С , ..., L, которымъ соответствуютъ области А 1, В 1, С 1, ..., L lt 
то она будетъ также верна и для области А + Б + С +  ... + L. 
Наконецъ, формула верна, если замена переменныхъ приво 
дится къ преобразоватю координатъ

x = x Q +  x ' c o s a —y ' s i n a ,  y —y0+ x f s in  a + y ' c o s  a ;
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мы въ этомъ случай им'Ьсмъ А =  i  , и оба предыдущихъ инте
грала равны

[ (* F { x , y ) d x d y  
J  J ( A )

=  F  (x0+xr cos а—у ' sin а, у0 + х ' sin а + у 'cos a) dx'dy',

такъ какъ они выражаютъ одинъ и тотъ же объемъ.
Мы выведемъ сначала формулу замены перем-Ьнныхъ для 

частнаго преобразоватя

х = 9 > ( я / , у ' ) ,  у = у ' , (21)

у

при которомъ области А  соответствуете другая область А \  
заключающаяся между теми же прямыми у= у0, у=Уц  парал
лельными оси Ох. Предположим!., что каждой точке об
ласти А  соответствуете только одна точка области А', и обратно. 
Если прямая, парал
лельная оси Ох, пере- Черт. 29.
с-Ькаетъ контуръ С 
области А  только въ 
двухъ точкахъ, то и 
контуръ О области Л! 
будетъ пересекаться 
тою же прямою также 
только въ двухъ точ
кахъ. Точкамъ т0 и тг 
съ ординатою у на 
контуре С соответст 
Но здесь могутъ представиться два случая въ зависимости отъ. 
того, будетъ ли соответств1е прямымъ или обратнымъ. Чтобы

различить оба эти случая, заметимъ, что если ~  положительно,

то х  возрастаетъ вместе съ х',  точки т0 и mlt m'0 и т \  рас
положены, какъ указано на черт. 29, и соответств1е прямое»

Напротивъ, если отрицательного соответств1е — обратное.

Разсмотримъ первый случай. Пусть будутъ х 0, ®1} х ' 0 , х \  

абсциссы точекъ т0, тг, т'0, т'г. Применяя къ простому инте
гралу формулу замены переменнаго, имеемъ

гх‘ Гх,‘ д<р
J F { x , y ) d x  =  ^ F [ f ( x , , y , ) , y , - \ - ^ r d x / ,

.— с, 
А»,

С У т’ 'г

ютъ точки иг'0 и т \ на ко]

JC

1тУРе  (7 .
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гд'Ь  у  и  у'  р а зс м а т р и в а ю т с я , к а к ъ  п о ст о я н н ы я ; таким ъ о б р а 
з о м ъ  п о л у ч а ем ъ

f  dy \  F ( x , y ) d x — Г dy' Г ' F[<p{x' ,y ') ,y '}~ dx'.
J  v<> J x 0 J  y0 J  X 'a O X

Н о  в ъ э т о м ъ  с л у ч а й  о п р е д е л и т е л ь  Я к о б и  А р а в ен ъ  и  п р ед ы 

д у щ у ю  ф о р м у л у  м о ж н о  т а к ж е  п р ед ст а в и т ь  въ  в и д е

1 1 (ю F ^ dV = |  j* [ 9  {%', у'),у']\А\ dx'dy'.

да>
Если ^  отрицательно, то формула можетъ быть выведена та

к и м ъ  ж е  о б р а зо м ъ . О ч ев и д н о , ч то о н а  м ож етъ  быть р а с п р о 
с т р а н е н а  н а  о б л а с т ь , о г р а н и ч ен н у ю  к о н т у р о м ъ  п р о и зв о л ь 
н а ™  в и д а .

Т а к и м ъ  ж е  о б р а зо м ъ  мы д о к а ж е м ъ , ч т о , п о л а г а я

х = х ' ,  у =  у , (х ' ,у ' ) , (22)

мы  п о л у ч и м ъ  ф о р м у л у

ГГ F  (х,  у) dx dy =  Г Г F [ x ' ,  гр (ас ', у ' ) ] \A\dx'dy  
J  J p )  J  J ( i ' )

п р и ч е м ъ  то ч к и  н о в о й  об л а ст и  и н т е г р и р о в а ш я  А!  в заи м н о о д н о 
з н а ч н о  с о о т в й т ст в у ю т ъ  точ к ам ъ  о б л а ст и  А .

Р а зсм о т р и м ъ  т еп ер ь  о б п ц я  ф ормулы  п р е о б р а зо в а ш я

* = /■ ( » ! ,  У1 ), У= / i  (* !> & )•  (аЗ )

Д л я  б о л ь ш ей  н а г л я д н о ст и  б у д ем ъ  р азсм атр и в ать  (х , у) ,  (л1, у 1), 
к а к ъ  к о о р д и н а т ы  д в у х ъ  с о о т в ет с т в у ю щ и х ъ  точ ек ъ  ш , о т 
н о с и т е л ь н о  о д н о й  и  той  ж е  систем ы  о сей  к о о р д и н а т ъ . П у ст ь  
■ будутъ  А ,  А , со о т в й т ст в у ю п ц я  о б л а ст и , огр ан и ч ен н ы я  к о н т у 
р а м и  С, Сг. Е с л и  мы п р и со ед и н и м ъ  к ъ  д в у м ъ  точ к ам ъ  т, М 1 
•ещ е в сп о м о г а т ел ь н у ю  т о ч к у  т!  съ  к о о р д и н а т а м и  ас'=х1, у ' —у, 
т о  э т а  т о ч к а  т! о п и ш ет ъ  в сп ом огат ел ь н ую  обл асть  А ' ;  мы 
п р е д п о л о ж и м ъ  с н а ч а л а , что точ к и  об л а ст и  А '  н а х о д я т с я  во в за 
и м н о  о д н о зн а ч н о м ъ  со о т в й т ст в ш  съ  точ к ам и  к а ж д о й  и зъ  о б л а 
с т е й  А ,  А г. М е ж д у  ш естью  к о о р д и н а т а м и  х,  у,  х1У ylt х' ,  у' 
с у щ е с т в у ю т ъ  ч еты ре с о о т н о ш е т я

• x = f ( x x, у г ) ,  y = f 1 ( x 1 , y 1) ,  х ' = х 1, у ' = у .

О т с ю д а  п р е ж д е  в с е г о  им йем ъ

*'*=*!> ViY, (24)

р а в е н с т в а  (24) опред-Ь ляю тъ п р е о б р а з о в а в  е в и д а  (22) .  Д а л й е ,



изъ соотношетя у '— fa (а/, ух) получаемъ ух—я (х', у'), и, сле
довательно,

x = f ( x ' , y 1)=<p{x',y'), У=У'• (25)

Такими образомъ разсматриваемое преобразоваше (гЗ) можета 
быть получено, какъ результата двухъ частныхъ преобраво- 
вашй (24) и (25), къ которымъ применима общая формула (18); 
следовательно, эта формула применима также и къ преобразо
ван™ (2З).

П р и м е  ч а н i е . — Мы предполагали, что область, описанная 
точкою т!, находится въ однозначномъ соответствш съ каждою 
изъ областей А, А х. Мы можемъ всегда этого достигнуть. 
Въ самомъ деле, разсмотримъ въ области А х лиши, которыми 
въ области А  соответствуютъ прямыя, параллельныя оси Ох. 
Если прямая, параллельная оси Оу, пересекаетъ каждую изъ. 
этихъ лингй только въ одной точке, то ясно, что каждой 
точке т области А соответствуетъ только одна точка т' об
ласти А'. Поэтому достаточно разбить площадь А х на доста
точно малыя части, чтобы въ каждой изъ нихъ это ycnoBie- 
было удовлетворено. Если бы линш области А  оказались пря
мыми, параллельными Оу, то предварительно мы выполнили бы 
надъ (хх, ух) преобразоваше координата.

131. Площадь кривой поверхности. — Пусть будетъ S  часть 
поверхности, не имеющая особыхъ точекъ и ограниченная кон- 
туромъ Г.  Разобьемъ S  на части какимъ-нибудь образомъ. 
Пусть будетъ s. одна изъ этихъ частей, ограниченная конту- 
ромъ у.; пусть будетъ т. какая-нибудь точка части s.. Прове- 
демъ въ т. касательную плоскость къ поверхности S  и пред- 
положимъ, что часть s. настолько мала, что всякая прямая,, 
перпендикулярная къ этой касательной плоскости, пересе
каетъ s. только въ одной точке. Кривая у. проектируется на 
касательную плоскость некоторою кривою у'.. Обозначимъ че- 
резъ б. площадь той части касательной плоскости, которая 
лежитъ внутри у>\ область б. есть проекщя области s.. Если 
число областей s. неограниченно возрастаетъ и при томъ такъ, 
что каждая изъ этихъ областей делается безконечно малою 
во всехъ своихъ размерахъ, то сумма 2 б. стремится къ неко
торому пределу; этотъ пределъ называется п л о щ а д ь ю  
ч а с т и  п о в е р х н о с т и  S.

Пусть будетъ х, у , г прямоугольный координаты какой-ни
будь точки поверхности S. Предположимъ,что эти координаты 
выражены въ функцш двухъ переменныхъ параметровъ и и v

x=f{u,v ) ,  y=<p(u,v), e=y>(u,v) (26)

§§ l 3 o — l 3 l .  I I .  3 A M U  Н А  П Е Р Е М и Н Н Ы Х Ъ  И  П Р О Ч .  2 8 5
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такимъ образомъ, что часть поверхности S  однозначно соот
ветствуете области JR плоскости (и, v), ограниченной замкну- 
тымъ контуромъ С. Предположимъ, что функции f, <р, гр вм-Ьст'Ь 
•со своими частными производными непрерывны въ этой об
ласти. Разобьемъ И на части; пусть будетъ г. одна изъ этихъ 
■частей, ограниченная контуромъ сг., и со. — площадь части г.. 
Области г. соответствуете на поверхности S  часть s., ограни
ченная контуромъ у.\ пусть будетъ а. площадь соответствующей 
части касательной плоскости, какъ это было указано въ на

чале настоящаго параграфа. Найдемъ выражеше отношешя—.
Пусть будутъ а,., 0 ., у{ направляюице косинусы нормали къ по

верхности S  въ точке т\ (х{, у., г.), лежащей въ части si поверх
ности. и пусть этой точке т. соответствуетъ точка («,, v.) 
площади^.. Примемъ точку т. за начало координатъ, нормаль 
къ  поверхности S  въ точке mi — за ось т. Z , и две взаимно 
перпендикулярныхъ прямыхъ, проведенныхъ въ касательной 
плоскрсти съ направляющими косинусами а', 0 ', у' и а", 0 ", у" 
относительно прежней системы осей, — за оси т .Х  и w?,- Y. 
Пусть будутъ X ,  Y, Z  координаты какой-нибудь точки поверх
ности S  относительно этой новой системы осей. По известнымъ 
формупамъ преобразоватя координатъ имеемъ

Х = а '  ( х - х . ) + 0 ' (У — У,) +  7Г (*-*•), 
Г =  а" {х -  х . )  + 0 "  (у — у.) +  у "  (г -  г.), 

Z  — a . {x-x . )  + 0 . {y—yi) + yi (* -# ) .

Такъ какъ о. есть часть плоскости X Y ,  ограниченная замкну
тою кривою, описываемою точкою {X, Y), когда точка (и, v) 
описываетъ контуръ с,-, то, по § 127, будемъ иметь

П ( Х ,  Y)
в =со D(u'., v'.)

где u'i,v'i — координаты некоторой точки, лежащей вйутр 
контура с.. Заменяя въ предыдущемъ определителе X ,  Y ихъ 
выражешями черезъ х, у , г, получимъ

Y)
D  г/.)

W y " -y > 0 " ) D (У, z )
D {и'., «/.)

+  (у’  а "  — а ' уп) -Р (*. х)
D « ,  О

+  ( а '0 "  - 0 '  а ") -Р (х, У)
-Р « ,.< ■ ) ’

и ,  пользуясь известными соотношетями между девятью на
правляющими косинусами, будемъ иметь

D { X , Y )  • [_ В (у ,г )  , а Щ * , х )  В ( х ,у )  \

D « ,  v \ )~ ± \*<В(и'., v',)+ В « ,  < )  ' 7iВ < ) /
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Следовательно, применяя общую формулу (17), мы получимъ 
соотиошеше

В (у, г) „ В (г , х )  В (х, у) 
В  К ,  <•)+ р<в  (»'4, <■) +  7 t '  В  <.)

г д-1; и'., v{ — координаты некоторой точки области г. въ пло
скости (и, v). Если эта область очень мала, то точка (и',., г/,.) 
очень близка къ точке (и0  vt) , и мы можемъ написать

В  (у, -г) D (у, г) D(g, ж) В  {г, х)
В  « ,  D («,, в() В  ?/.) Л («., +  <’

В {у, г) Х> (*, ж) 
«4)+ * Л (« 4,*4) +  7*

+  б-Го  ̂| af et. +  0. е'{ +  у. ь", \,

В  (х, у) 
В  («4, ®4)

>

причемъ абсолютное значеше б не превосходить единицы. 
Такъ какъ въ области В  производный отъ функций /', др, гр не
прерывны, то всЬ области гг- можно предположить настолько 
малыми, чтобы все количества е4, г'., в"4 были менее н'Ькото- 
раго произвольнаго положительнаго числа тогда абсолютное 
значеше добавочнаго членабудетънаверное меньше, ч^мъ 3 >j£i, 
где Q, —-площадь области В.  Следовательно, этотъ добавочный 
членъ стремится къ нулю, и сумма им-Ьетъ пределомъ двой
ной интегралъ

В  {у, г) В {г , х )  В ( х , у ) 
B ( u , v )  р B{u,v)  ‘ B ( u , v ) dudv,

где а, 0 , у — направляюпце косинусы нормали къ поверх
ности S  въ точке (a, v).

Вычислимъ эти косинусы. Уравнеше касательной плоскости 
будетъ (§ З9)

( Х - х ) В  (у, г) 
В  (и, v)+ ( Г - у )

в  (г, X)
В  (и , v) + { Z - z ) В  (я, у) 

Х>(«,») ’

следовательно, мы имеемъ
« 0 ± 1

В  (у, 0) В  (s, or) 1>(х,уУ 1 / Г  g)T  
г  L-D («, «)J

+•В  (и, у) B (u ,v )  I)(u,v)

Взявъ въ последнемъ отношеши знакъ + ,  получимъ
В  (у, г) В ( г , х )  В  (я, у)
B(u ,v)  p B(u ,v )  *B(u ,v )

\ B{z,  #)~jj I B { x , y ) ] \
V  р ( « ,  *oJ LB{u, v)J + р (м ,  v)J ’



2 8 8 Г Л А В А  V I . -----Д В О Й Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы .  § §  l 3 l ---- 132 .

При помощи изв^стнаго тожества Лагранжа 

{ah'—Ъа')2 + (bc'~ сЪ')2 +  (са'~ ас')2
=  ( а 2 +  Ъ2 +  с2)(а'2 +  V2 +  с'2) -  ( аа ' + W + сс')2

количество подъ знакомь корня можно представить также 
въ виде E G —F 2, гд-Ь

и знакъ S  указываетъ, что должно заменить х последова
тельно черезъ у, черезъ г и взять сумму полученныхъ трехъ 
членовъ. Такимъ образомъ площадь поверхности S  представится 
въ виде двойного интеграла

Функщи Е,  F,  G имеютъ важное значеше въ теорш 
поверхностей. Возведя въ квадратъ выражешя для dx, dy, dz 
и сложивъ ихъ, получимъ

Очевидно, что коэффицгенты Е, F,  G не зависятъ отъ выбора 
осей координатъ, а исключительно отъ вида поверхности S  и 
отъ выбора независимыхъ переменныхъ wav.  Изъ формулы (28) 
очевидно, что если независимый переменный и, v и поверх
ность S  действительны, то E G —F 2 положительно.

1 3 2 . Элешентъ поверхности.— Выражеше | / E G ^ F 2 dudv
есть элементъ площади поверхности S  въ системе коорди
натъ (и, v) .  Точное выражеше площади малой части поверхности, 
заключающейся между кривыми (и), (u +  du), (v ), (v + dv) , есть 
( у E G —F 2 +  e) d u d v , где s  безконечно мало вместе съ du и dv,  
но, какъ и выше, нетрудно убедиться, что членомъ e d u d v  
можно пренебречь. Это выражеше элемента площади можно 
легко получить изъ простыхъ соображешй дифферешцаль- 
ной геометрш. Въ самомъ деле, если мы примемъ безконечно 
малую часть разсматриваемой поверхности за параллелограммъ, 
построенный въ касательной плоскости къ поверхности S  
въ точке (и,  v) ,  то площадь этой части будетъ равна про- 
изведенш длинъ двухъ сторонъ на синусъ угла между 
кривыми (и) и (v). Далее, если мы примемъ приращеше дуги 
за дифференц1алъ ds,  то, по формуле (29), длины сторонъ

А = Y E G - F 2 da dv. (28)

ds2 = dx2 +  dy2 +  dz2= E  du2 +  2Fdudv +  G dv2. (29)
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параллелограмма будутъ \ /Edu ,  ] / G dv при положительныхъ 
<1и и dv. Что касается угла а между обеими кривыми, то на- 
правляюпце параметры касательныхъ къ этимъ кривымъ равны

y дх дусоответственно — t —■>ои ди

cos а=

dz  дх ду dz' 
ди И d v ’ d v ’ d v ’

дх дх 
ди dv

отсюда имеемъ

F

и, следовательно,
]/E~G^F2

V e g

sin а = -
\ /E G

Выполнивъ умножеше, мы придемъ къ прежнему выражение эле
мента поверхности. По поводу формулы для cos а можно за
метить, что коэффищентъ F  равенъ нулю, если оба семейства 
кривыхъ (и) и (v) образуютъ ортогональную сеть, и при томъ 
только въ этомъ случае.

Если поверхность S  обращается въ плоскость, то мы опять 
приходимъ къ найденному выше выражешю (§ 128). Въ самомъ 
деле, полагая p(u ,v )  = о, имеемъ

ду ду 
dv’

v  = (dA2 , (dy\2. w_dx  дх ду 
\ди) \ди) ’ ди Л; ди

и, по правилу возведшая въ квадратъ определителя, получимъ

А- =

дх дх 2
ди dv Е  F
ду_ ду F  G
ди dv

—E G —F 2.

Такимъ образомъ ] /E G —F 2 обращается въ \А\.
П р и м е р ы .  — г. Пусть требуется найти площадь той части 

поверхности S, представляемой уравнешемъ z —f(x,  у), кото
рая проектируется на плоскость хОу областью R , причемъ

ri-f rif
въ этой области фуншця f(x, у) и ея производныя и

непрерывны. Принимая а? и у за независимыя переменный, 
получимъ E = i + p 2, F=pq,  G = i  + q2, и искомая площадь 
представится двойнымъ интеграломъ

оЯ =  Г Г j/ i  +pi -srqi d x d y = [ [  d x ^y.
J J (Я) J J о'(»)cosy (3o )

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 19



где у обозначаетъ острый уголъ, образуемый нормалью къ по
верхности съ осью Os.

2. Вычислимъ площадь части поверхности вращ етя, заклю
чающейся между двумя параллелями. Примемъ ось поверхности 
за ось Os, и пусть будетъ s — f(x) уравнеше меридиана въ плос
кости xOz. Принимая за независимый переменный полярныя 
координаты р и со проекцш какой-нибудь точки поверхности 
на плоскость хОу,  имеемъ для координата этой точки по
верхности выраж етя

X — Q cos со, y —Q sin ю, s=f(g) .
Отсюда

ds2=dg2 [1 + f '2 (p)] + p2 dco2,
J E = i  +  f ' 2 (p), F = o , G = g 2.

Чтобы получить часть поверхности, заключающуюся между 
параллелями съ рад1усами рх и р2 (д1<д2), очевидно, нужно 
изменять Q отъ р! до р2, и со — отъ о до 2Л. Следовательно, 
для искомой площади имеемъ

oft =  Г ^  ( P ] / l + f 2(p)̂ fi) =  2^ p l/l + //2(p)c?p,
J J 0  ̂Pi

и намъ остается выполнить только одну квадратуру. Обозначая 
черезъ s дугу мерщцана, находимъ

ds2 = dg2 4- ds2 = dg2 [ 1 +  f 2 (p)];
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п о эт о м у  п р е д ы д у щ у ю  ф о р м у л у  м ож н о  п р ед ст а в и т ь  въ  в и д е

Г ео м ет р и ч еск о е  и с т о л к о в а ш е  эт о й  ф ормулы  о ч ев и д н о : 2 xgds 
ест ь  б о к о в а я  п о в е р х н о с т ь  у с е ч е н н а г о  к о н у с а , о б р а зу ю щ а я  к о-  
т о р а г о  р а в н а  ds, а  р а д !у с ъ  с р е д н е й  о к р у ж н о с т и  р а в ен ъ  р. 
Р а зс м а т р и в а я  п л о щ а д ь , зак л ю ч аю щ ую ся  м е ж д у  д в у м я  б езк о -  
н е ч н о , бл и зк и м и  п а р а л л ел я м и , к а к ъ  бо к о в у ю  п о в е р х н о с т ь  у с е 
ч ен н а г о  к о н у с а ,  мы и  п р и д ем ъ  к ъ  ф о р м у л е  д л я  cd.

Н а п р и м е р ъ , есл и  мы и м еем ъ  п а р а б о л о и д ъ , о б р азов ан н ы й  в р а-  
щ еш ем ъ  п ар абол ы  ж2= 2ps,  т о  п л о щ а д ь  ч асти  п о в е р х н о с т и  эт о го  

-п а р а б о л о и д а , о г р а н и ч ен н а я  п ар ал л ел ью  р а д 1у с а  г, р а в н а

л = 2 л |  |;|/(>2+i>2dp =  !^  [{г2+р2)2~ р 2}.
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I I I .—РАСШИРЕН1Е ПОНЯТ1Я ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА.— 
ИНТЕГРАЛЫ ПО ПОВЕРХНОСТИ.

133. Интегралы, у которыхъ область интегрировашя безко- 
нечна или подъинтегральная функщя прерывна. — Пусть бу
дете f ( x ,  у) функщя, непрерывная во всей части плоскости, 
лежащей вне замкнутой кривой / ’. Двойной интегралъ отъ 
f ( x , y ), взятый въ области, заключающейся между кривою 
Г  и другою замкнутою кривою С, заключающею внутри себя кри
вую Л, им'Ьетъ конечное значете. Пусть кривая С, расширяясь, 
неограниченно удаляется всеми своими точками въ безконеч- 
ность; если при этомъ интегралъ стремится къ некоторому 
предгЬлу, то этотъ пределъ называется двойнымъ интеграломъ 
-отъ f (x,  у), распространеннымъ на область плоскости, располо
женную вне Г.

Предположимъ сначала, что вне кривой Г  функщя f ( x ,  у) со
храняете постоянный знакъ; пусть, напримеръ, она остается 
положительною. Въ этомъ случае пределъ двойного интеграла 
не зависите отъ вида пограничной кривой С. Въ самомъ деле, 
пусть будетъ Сх, Ct , . .  . ,  Сн, . . .  последовательность замкну- 
тыхъ кривыхъ, содержащихся одна въ другой, и такихъ, что 
при неограниченномъ возрастали п кривая Сп неограниченно 
удаляется по всемъ направлешямъ. Если двойной интегралъ 7П, 
распространенный на область, заключающуюся между Г  и С„, 
•стремится къ некоторому пределу J, то тоже самое будетъ 
иметь место для всякой другой последовательности кри
выхъ С\,  С'2, . . .  , С'т, . . .  , удовлетворяющихъ темъ же усло- 
в1ямъ. Въ самомъ деле, пусть будетъ V т двойной интегралъ, 
распространенный на область, заключающуюся между Г  и С'т. 
Можно выбрать число п настолько болыпимъ, чтобы кривая Сп 
была вся расположена вне кривой С'т; следовательно, мы 
будемъ иметь V т< 1п< 1 . Но интегралъ 1 'т возрастаетъ вместе 
съ т\ следовательно, онъ имеете некоторый пределъ Р Ш 1 - 
Точно такъ же можно доказать, что 1 Ш1 '- Отсюда следуете, 
что оба предела равны: V = I .

Разсмотримъ, напримеръ, функц!ю f (x,  у), имеющую вне 
круга съ центромъ въ начале координате и съ ращусомъ г видъ

(*2+ 2/Т
причемъ числитель ip (х , у) всегда содержится между двумя поло
жительными числами т  и Ш. Примемъ за кривыя С тжруж- 
ности, концентричестя съ первою. Двойной интегралъ, рас-

19*
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пространенный на плоское кольцо, заключающееся между двум» 
окружностями съ рад1усами г и В, будетъ иметь выражете-

V (р cos ю, р sin ш) р dp
„2 а

следовательно, этотъ двойной интегралъ содержится между 
двумя интегралами

2 лт
) п2в—1а  r  р

2лЖ Г dg
„2а—1

При неограниченномъ возрастанш R  разсматриваемый инте
гралъ имеетъ пределъ, если г а  — i > i , т.-е. если а> 1  (§90)- 
Напротивъ, при a<^.i, интегралъ неограниченно возрастаете 
вместе съ В.

Когда нельзя найти никакой замкнутой кривой, вне которой- 
функщя f (x ,  у) сохраняла бы постоянный знакъ, то, какъ и

выше (§ 89), можно доказать, что интегралъ 1 1  /■(«, y ) d% dyr

имеетъ пределъ въ томъ случае, если имеетъ пределе

интегралъ j ’J  !/•<*.») dx dy. Но если этотъ последний инте

гралъ неограниченно возрастаетъ, то первый интегралъ будете 
неопределеннымъ. Вотъ интересный примеръ, данный Кэли 
(Cayley). Пусть будетъ f ( x ,  y ) = s i n  (х2+у2)-, интегрируя сначала 
внутри квадрата со стороною а ,  мы получимъ для двойного 
интеграла выражете

sin (х2 +  у2) dy

=  \ s inx2d x x \  cos y2dy + l cos;r2c£z;xl sin у2 dy. 
Jo Jo Jo Jo

При неограниченномъ возрастанш а интегралы въ правой 
части имеютъ пределъ (§ 91). Можно доказать, что этотъ пре

делъ равенъ Т/Д и такимъ образомъ правая часть имеете

пределомъ я .  Если же мы будемъ интегрировать внутри четверти 
круга съ paдiycoмъ В,  то получимъ для двойного интеграла

psin g2dg= — — [cos p2]^ = ^ [ i  —cos Л2],

и при неограниченномъ возрастанш В  правая часть делается 
неопр еделенною.
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Такимъ же образомъ можно дать опред'Ьлете двойного инте
грала отъ функцш f  (х , у), которая обращается въ безконечность 
нъ какой-нибудь тояк’Ь или вдоль какой-нибудь линш. Прежде 
всего нужно исключить изъ области интегрироватя эту точку 
или эту линш, окруживъ ихъ контуромъ, весьма малымъ или 
весьма близкимъ къ линш прерывности, и зат’Ьмъ неограниченно 
уменьшать этотъ контуръ. Наприм'Ьръ, если вблизи точки 
{а, Ъ) функщя f(x, у) можетъ быть представлена въ вид'Ь

шричемъ абсолютное значете функцш ip (х , у) заключается 
между двумя положительными числами т и 31 , то двойной 
интегралъ отъ f (x,  у) въ области, не содержащей никакихъ то- 
-чекъ прерывности, кром’Ь точки (а, Ъ), будетъ им’Ьть конечное 
«начете, если а меньше единицы, и только въ этомъ случай.

184. Функщя В(р,д).— Выше мы предполагали, что контуръ Сп 
неограниченно удаляется по всЬмъ направлешямъ; но, очевидно, можно 
предположить, что удаляется въ безконечность только часть этого 
.контура. Это им'Ьетъ м'Ьсто въ приведенномъ выше примЪрЬ Кэли, 
-а также и въ слЬдующемь. Положимъ

;гдФр>о, q>o. Функщя f  (ж, у) непрерывна и положительна въ коорди
нат! юмъ упА  хОу. Интегрируя эту функщю сначала внутри квадрата 
-со стороною а, образованнаго осями координатъ и прямыми х=а, 
Щ = а, мы получимъ для двойного интеграла выражеше

При неограниченномъ возрастанш а каждый изъ предыдущихъ инте- 
траловъ им'Ьетъ предЬлъ. Въ самомъ дЬлЬ, если въ интеграл^, опре- 
д ’Ьляющемъ функции Г(р)  (§ 92),

•Следовательно, искомый двойной интегралъ им'Ьетъ пред-Ьломъ произ
ведете Г(р) ! ’(?)•

Проинтегрируемъ теперь ту же функщю внутри четверти круга, 
ограниченной осями координатъ и окружностью х*+у*=№. Вводя по- 

-лярныя координаты, мы получимъ для двойного интеграла выраженм»

f(x,y) = nx2L 1 y2i 1е * •*,

!МЫ положимъ t = x2, то получимъ
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Такимъ образомъ, полагая
п

(*2
В  (р , 9) = 2 cos2* - 1  <р sin2?_1 <р dtp, (32)

мы найдемъ, что при неограниченномъ возрастанш R  искомый двойной 
интегралъ им4етъ пределомъ

Г  (jp+q) В  (р, q).

Приравнявъ оба предела, получимъ соотношеше

r { p ) r ( q )  =  r ( p + q ) B ( p , q ) .  (33)

Интегралъ В  (р , q) называется Э й л е р о в ы м  ъ и н т е г р а л о м ъ  
н е р в а г о  в и д а .  Полагая sin2 tp=t, мы можемъ представить его 
въ виде

B { p , q ) = ^ t ’- l { i - t f - 1dt. (34)

Формула (33) приводить вычислеше функцш В  {р, q) къ вычислешк> 

функцш Г .  Наприм-Ьръ, полагая, p  = q=~, получимъ

[ г (Ш’=г(,)£
и, следовательно, И |  i  j = У71, Отсюда, по формуле (3 1), им-Ьемъ

■+» .„.л , УпГ *  dx = —  ■ Jo 2

Вообще, если q = i —p, и если р  заключается между о и i ,  то

г (») г (I -р)=в (р, I -р)=£ ( ) р~1 j.

Ниже мы увидимъ, что этотъ интегралъ равенъ -г——sm|lir

135. Интегралы по поверхности. — ОпредЪлеше и н т е г р а л о в ъ -  
п о  п о в е р х н о с т и  аналогично определенно криволинейныхъ инте
граловъ. Пусть будетъ S  часть поверхности, ограниченная одною или 
несколькими пограничными кривыми Г. Мы будемъ предполагать, что- 
эта поверхность им-Ьетъ д в е  р а з л и ч н ы х ъ  с т о р о н ы ,  такъ что, 
если бы одну сторону мы окрасили, напримеръ, въ красный цветъ, 
а другую — въ голубой, то было бы невозможно перейти съ красной 
стороны на голубую непрерывнымъ путемъ, расположеннымъ на по
верхности, не пересекая ни одной пограничной кривой *)• Будемъ раз- 
сматривать поверхность S, какъ матер1альную поверхность, имеющую 
некоторую толщину. Пусть будутъ т, т' две безконечно близкая, 
точки, взятия на двухъ различныхъ сторонахъ этой поверхности.

*) Легко получить поверхность, которая не удовлетворяла бы этому 
условгю; нужно только согнуть прямоугольную полосу бумаги ABCD+ 
и склеить сторону ВС  со стороною А В  такъ, чтобы точка С совпала, 
съ точкою А  и точка В  — съ точкою D.
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Проведемъ въ точке т  нормаль тп, не пересекающую поверхности; 
для краткости мы будемъ говорить, что направление, определенное 
такимъ образомъ на нормали, соответствуетъ той стороне поверхности, 
на которой находится точка т. Направлете нормали къ другой стороне 
поверхности въ точке т' будетъ противоположно первому.

Пусть будетъ z=<p(x,y) уравнение данной поверхности, и пусть 
будетъ S  часть этой поверхности, ограниченная контуромъ Г  и пере
секающаяся съ каждою прямою, параллельною оси Од, не более, чемъ 
въ одной точке. Предположиыъ, что функщя у  (х , у) непрерывна 
внутри области А,  ограниченной контуромъ С, представляющимъ про- 
екцйо на плоскость хОу контура Г. Эта поверхность $  имеетъ, очевидно, 
две стороны. Соответствующей направлешя нормали къ S  образуютъ 
съ Од соответственно острый и тупой уголъ; назовемъ в е р х н е ю  
с т о р о н о ю  поверхности ту ея сторону, для которой нормаль обра- 
ауетъ съ Од острый уголъ. Пусть будетъ Р  (х , у, z) функщя трехъ пере- 
мЬнныхъ х , у, д, непрерывная въ некоторой части пространства, со
держащей поверхность S. Если въ этой функдш мы заменимъ д 
черезъ <р(х,у), то получимъ некоторую функцпо только двухъ пере- 
менныхъ х  и у, и естественно, по аналогш съ криволинейными ин
тегралами, назвать и н т е г р а л о м ъ  п о  п о в е р х н о с т и  двойной 
интегралъ

11(д> Р  I * ’ У> v  2/) J dx dy’ (35)

распространенный на область А  плоскости ху. Предположиыъ, что 
координаты (ж, у, д) точекъ этой поверхности выражены черезъ два 
вспомогательныхъ переменныхъ и л и  такимъ образомъ, что точки 
части S  этой поверхности находятся во взаимно однозначномъ соот
ветствен съ точками некоторой части R  плоскости (w, v). Пусть будетъ da 
элементъ поверхности S, и у — острый уголъ между осью Од и нормалью 
къ верхней сторонЬ поверхности S. ПредыдущШ двойной интегралъ 
равенъ (см. §§ 1 3 1 , 132) двойному интегралу

J J ( B, P ( W ) ° o syd<x, 36)

где х, у, z выражены въ функцш отъ и л и .  Это новое выражеше общ-te 
перваго, такъ какъ въ пемъ cos у можетъ иметь два зн ач етяв ъ  зависи
мости отъ того, которую сторону поверхности мы разематриваемъ. Если 
уголъ у — острый, какъ мы это до сихъ поръ предполагали, то мы 
будемъ говорить, что двойной интегралъ (35) или (36) есть интегралъ 
по поверхности

J \ P ( x , y , z ) d x d y ,

распространенный на верхнюю сторону поверхности S. Если же мы 
примемъ за у тупой уголъ, то все элементы двойного интеграла пере
менять знакъ, и мы будемъ говорить, что новый двойной интегралъ
представляетъ интегралъ по поверхности ^ ^ Pdx dy, распространенный 
на нижнюю сторону поверхности S. Такимъ образомъ интегралъ по по
верхности ^ P d x d y равенъ ± двойному интегралу (35) въ зависи

мости отъ того, на какую сторону доверхности S этотъ интегралъ 
распространяется.
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Это опредЪлеше двойного интеграла позволяетъ провести далее анало- 
г т  между простыми и двойными интегралами. Такъ, переставляя пределы 
въ простомъ интеграле, мы иам-Ьняемъ знакъ интеграла, тогда- какъ для 
двойного интеграла мы до сихъпоръ не имели ничего подобнаго. При
ни м ая обобщенное опредЪлете двойного интеграла, можно сказать, что

интегралъ ^ ^ f  (х,у) dx dy, который мы до сихъ поръ разсматривали, есть

интегралъ по поверхности, распространенный по верхней стороне 
плоскости ху,  тогда какъ тотъ же самый интегралъ, взятый съ обрат- 
нымъ знакомь, представляетъ двойной интегралъ, взятый по нижней 
стороне плоскости. Двумъ направлешямъ пути интегрировашя въ про
стомъ интеграле соотв-Ьтствуютъ въ двойномъ интеграле двЬ стороны 
плоскости ху.

Въ выраженш (36) интеграла по поверхности, очевидно, не заклю
чается, какъ необходимое требоваше, чтобы поверхность пересекалась 
прямою, параллельною оси Oz, только въ одной точке.

Такимъ же образомъ можно дать опреде.чеше интеграловъ по по
верхности

^  Q (®, у, z) dy dz, ^ j  R (ж, у, z) dx dz,

а также и более общаго интеграла

j  j  P ( x ,y , z ) d xd y+ Q  (x , y , z ) d y  dz+ R  (x , y, z) dx dz;

последшй интегралъ можетъ быть также представленъ въ виде 

^ ^ [ P cos у+  Q cos a+J? cos /9 ] da,

где  a , p, у обозначаютъ углы, образуемые съ осями координатъ напра- 
влетем ъ  нормали, соответствующимъ выбранной стороне поверхности.

Интегралы по поверхности особенно полезны въ Математической 
Ф изике.

136, Формула Стокса. — Пусть будетъ L  кривая двойной кривизны, 
вдоль которой функща Р { х ,  у ,  z), Q ( x , y , z ) ,  R  { x ,y ,z )  непрерывны. 
Криволинейный интегралъ

С P d x + Q d y + R d z ,
J  (£)

взятый вдоль L,  определяется такъ же, какъ и криволинейный инге- 
гралъ, взятый вдоль плоской кривой (§ 93); мы не будемъ возвращаться 
къ этому определен а. Если кривая L  — замкнутая, то интегралъ, оче
видно, распадается на три криволинейныхъ интеграла, взятыхъ вдоль 
замкнутыхъ плоскихъ кривыхъ. Прилагая къ каждому изъ этихъ инте
граловъ формулу Грина, мы видимъ, что разсматриваемый криволиней
ный интегралъ можно заменить суммою трехъ двойныхъ интеграловъ. 
В ведете интеграловъ по поверхности позволяетъ представить оконча
тельный результатъ въ очень простомъ виде.

Пусть мы имеемъ часть двусторонней поверхности 2  (см. § 135); 
предположимъ, для определенности, что эта часть поверхности ограни
чена только одною кривою I . Каждой стороне поверхности соответ-
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Черт. 30.

ствуетъ на контуре Г  определенное прямое направлеше обхода. Усло
вимся въ следующемъ обозначенш: проведемъ въ какой-нибудь точк 
контура нормаль Мп въ направивши, соотв4тствующемъ разсматривае- 
мой стороне поверхности, и вообразимъ наблюдателя, у котораго ноги 
находятся въ точке М, а голова — въ точке и. Мы будемъ называть 
п р я м ы м ъ  н а п р а в л е н 1 е м ъ  обхода то направлеше, по которому 
этотъ наблюдатель долженъ описывать кривую Г, ч^обы иметь поверх
ность 2  съ левой стороны. Двумъ сторонамъ поверхности 2  соответ- 
ствуютъ два прямыхъ направлешя обхода на контуре Г,  противопо- 
ложныхъ между собою.

Разсмотримъ сначала такую часть 
поверхности 2 , чтобы каждая прямая, 
параллельная оси Oz, встречала эту 
часть не более, чемъ въ одной точке, 
и предположимъ, что трехгранный 
уголъ Oxyz имеетъ расположеше, 
указанное на черт. 30, где предпола
гается, что плоскость yOz совпадаетъ 
съ плоскостью листа, а ось Ох напра
влена вверхъ отъ листа.

Контуру Г  на поверхности 2  соот- 
вЬтствуетъ на плоскости ху замкнутый 
контуръ С, и оба эти контура описы
ваются одновременно въ направлешяхъ, 
указанных-ь стрелками. Обозначимъ
черезъ Р  (х , у, z) функцию, непрерывную въ части пространства, содер
жащей поверхность 2 ; пусть будетъ г=<р (х , у) уравнеше поверхности 2 .
Криволинейный интегралъ \ Р  (х, у, z) dx тождественъ съ криволи-

J(f)
нейнымъ интеграломъ

1(C) Р [Х’ У' 9 ^)] dX’№

взятымъ вдоль плоской кривой С. Применимъ къ последнему инте
гралу формулу Грина (§ 126). Обозначая, для большей точности,

имеемъ
Р(х, у)=Р[х, у, <р (х, у)],

дР(х, у) _дР дРд<р дР д Р cos р 
ду ду + oz ду~ ду  dz cosy’

где а, р, у — углы, образуемые направлешемъ нормали къ верхней 
стороне поверхности 2  съ осями координатъ. Отсюда, по теореме Грина, 
получимъ

\  P ( x 7 y ) d x = [ \  ( f  c o s ^ c o s y ) ^ ,J(C) J.l(.J)\dz a dy cosy

где двойной интегралъ распространенъ на область А  плоскости ху, 
содержащуюся внутри контура С. Но правая часть есть не что иное, 
какъ интегралъ по поверхности

1)[дё созе-д£ со*у)аа’
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взятый по верхней сторон* поверхности 2 ,  и мы ыожемъ написать

\ (r)P{x,y,z)tlx = J j ( i )  ^ d z d x - ^ d x d y .

Эта формула, очевидно, остается в-Ьрною и для другой стороны по
верхности, сели только мы перем*нимъ направление обхода контура Г.

Какъ и формула Грина, она можетъ быть распространена на поверх
ность произвольнаго вида. Перем*щая въ круговомъ порядк* х, у, г, 
мы получимъ еще дв* такихъ же формулы

(* ,» ,« ) dy =  J J ( X ) ^ d m d y -  g d y d z , 

i n R (X' y' Z) dZ = й(2)f  dy

складывая эти три формулы, мы приходимъ къ о б щ е й  ф о р м у л *  
С т о к с а  (Stokes)

(х, у, г) dx+Q (х, у, z) dy+Л {х, у, z) dz

dxdz.
(38)

Связь между направлешемъ обхода на контур* (Г) и т*мъ, на какую 
изъ двухъ сторонъ поверхности распространяется двойной интегралъ, 
указана выше, въ начал* этого параграфа.

IV. — АНАЛИТИЧЕСК1Я И ГЕОМЕТРИЧЕСКИ! 
ПРИЛОЖ ЕНЫ.

1 3 7 .  Вычисяеше о б ъ е м о в ъ . — Разсмотримъ, какъ мы это д е 
лали выше, часть пространства, ограниченную поверхностью S, 
расположенною надъ плоскостью хОу , самою этою плоскостью 
и цилиндромъ, образуюпця котораго параллельны оси Oz. 
Предположить, что сЬчеше цилиндра плоскостью г — о есть 
контуръ, образованный, какъ на черт.25, двумя прямыми, парал
лельными оси Оу, и двумя дугами кривыхъ АРБ, A'QB'. Если 
z = f ( x , y )  есть уравнеше поверхности S, то объемъ, ограничен
ный такимъ образомъ, представится интеграломъ (§ 124)

=  j
j  а  V и .

f{x,  у) dy.

Но интегралъ I f ( x , y )d y  представляетъ площадь оЛ сЛчетя 
^ у.

этого объема плоскостью, параллельною плоскости yz\ по
этому предыдущую формулу можно также представить въ видЬ

0 9 )
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Очевидно, что каждый объемъ, ограниченный произвольною 
поверхностью, равенъ алгебраической сумме н'Ькотораго числа 
объемовъ, ограниченныхъ такъ, какъ было сказано выше. Такъ, 
напримеръ, для вычиспешя объема, ограниченнаго замкнутою 
выпуклою поверхностью, мы можемъ описать около этой по
верхности цилиндръ 6ъ образующими, параллельными оси Oz, 
и вычислить разность двухъ объемовъ, подобныхъ разсмотр-Ьн- 
ному выше. Такимъ образомъ формула (З9) применима ко 
всякому объему, ограниченному двумя параллельными пло
скостями х=а, х=Ъ (а<Ъ) и поверхностью произвольнаго 
вида, причемъ сЛ обозначаетъ площадь сЬчешя этого объема 
плоскостью, параллельною двумъ предыдущимъ плоскостямъ. 
Предположимъ, что промежутокъ (а , Ъ) разбитъ на меныше про
межутки а, хх, х2, . . .  , я?я_1, 6; пусть будутъ оЛ0, оЛг, . .  . , аЛ,-, . . - 
площади сЬчетй,соотв'Ьтствующихъплоскостямъа; =  а,а:=а;1, . .

Определенный интегралъ I f ldx  есть предгЬлъ суммы
“ а

-  а) + -*1) +  • • ■ +  <&,_,(# -  £ ■_!) + ------

Геометрический смыслъ этой суммы очевиденъ. Въ самомъ. 
деле, напримеръ, <Ai_1ixi—x._1) представляетъ объемъ цилинд- 
рическаго слоя, основатемъ котораго служить сечете, обра
зованное плоскостью x = x f_v  а высотою — разстояте между 
двумя соседними плоскостями. Следовательно, искомый объемъ. 
есть пределъ суммы такихъ безконечно тонкихъ цилиндри- 
ческихъ слоевъ, что совершенно согласуется съ обычнымъ по- 
няПемъ объ объеме.

Если выражете площади оЛ въ функцш отъ х  известно, то 
искомый объемъ получается посредствомъ одной квадратуры- 
Предположимъ, напримеръ, что требуется определить объемъ, 
ограниченный поверхностью вращ етя и двумя плоскостями, 
перпендикулярными къ ея оси. Примемъ эту ось за ось Ох, 
и пусть будетъ г —fix)  уравнеше мерид1ана въ плоскости xz\ 
въ этомъ случае сечете объема плоскостью, парал
лельною плоскости у г, есть кругъ pafliyca f{x), и искомый

объемъ равенъ л \ [f(x))2dx.
J а

Найдемъ еще объемъ части эллипсоида
х2 у2 z2 
а2̂ &2 с2 ’
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заключающейся между двумя плоскостями х = х 0, х = Х .  Сечете 
эллипсоида плоскостью, параллельною плоскости х = о , есть

эллипсъ, полуоси котораго равны Ъ V  г -5 ■ cV i - p  
следовательно, искомый объемъ равенъ

Чтобы им-Ьть объемъ всего эллипсоида, достаточно положить 
х 0= — а, Х = + а ,  что даетъ | лаЪс.

138. Объемъ, ограниченный линейчатою поверхностью. — Когда 
площадь cd есть ц-Ьдая функция второй степени отъ х, то объемъ вы
ражается очень просто черезъ площади В, В ' двухъ крайнихъ с-Ьчешй, 
черезъ площадь Ь средняго сЬчешя и черезъ разстояше h между двумя 
крайними сЪчетями. Прйнявъ плоскость средняго сЬчешя за пло
скость yz, имЬемъ

Г*+л Q?V= \ (1хг+2»гх+п) d x = i l ----- 1 - 2 па;
J -а 3

«ъ другой стороны, мы имЬемъ

J i - 2a, Ъ = п, B = la 2+ 2nia-\-n, В' = 1а-—2та+п,

откуда п — Ъ, а=  -> 21аг = В-\-В' — 2b. Отсюда получаемъ формулу

V = \  [В + В '+ ЛЪ]. (40)

Въ частности, формула (40) применима къ объему, ограниченному 
двумя параллельными плоскостями и какою-нибудь линейчатою по
верхностью. Въ самомъ д'Ьл-fe, пусть будутъ у= ах+ р , z= bx+ q  урав- 
неш я подвижной прямой, гд-Ь а, Ъ, р, q суть непрерывный функцга пе- 
рем'Ьннаго параметра t, принимающая опять начальный значешя поел* 
перехода t отъ ta къ Т. Эта прямая опишетъ линейчатую поверхность, 
и  площадь сЪчешя этой поверхности плоскостью, параллельною плос
кости ж = о, будетъ им-Ьть вы раж ете (§ 94)

od = \ Т {ах+р) {b'x+q')dt,Jia
гд-Ь а', V, р ',  q' обозначаютъ производный отъ а, Ъ, р, q по t\ эти про- 
изводны я могутъ быть прерывными для конечнаго числа значетй 
параметра t между t0 и Т, что будетъ въ томъ случае, если линейчатая 
поверхность состоитъ изъ частей различныхъ поверхностей. ЕГосл-ЬднШ 
интегралъ можно также представить въ видЬ

od =а^ [Т аЪ'd t+ x  С (aq'+pb')dt+  Г pq‘ dt\
J Jt0

интегралы въ правой части, очевидно, на зависать отъ х. Следова
тель но, къ искомому объему применима формула (40). Можно заметить, 
что изъ нея можно получить выражешя большей части объемовъ, вы- 
■числяемыхъ въ элементарной геометрш.
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139. Задача Вив^ани. — Опишемъ на pafliyci. О А —Л  шара, какъ на 
fliaMeipi, кругъ С  и найде.мъ объемъ части шара, заключающейся 
внутри круглаго цилиндра, для котораго кругъ С служить перпенди- 
кулярнымъ сЬчешемъ. Примемъ центръ шара за начало координатъ. 
Четверть искомаго объема будетъ равна двойному интегралу

V
4

^  УЛ2 - х 2- у г dx'dy,

распространенному на половину круга, описаннаго на ОА, какъ на flia- 
мотр£. Перейдемъ къ полярнымъ координатамъ д, о». Уголъ <о можетъ

7tизменяться отъ о до - ,  рад1усъ р отъ о до Л  cos о», и мы иы£емъ

V
4

71 71 о
.7 2  COS ( О _____ пТ 1 Г  -4  72 0 0 8  0 »

J* do» j 0 д VR>-g> dg= — J*  I  da>f

ИЛИ

£ 2 (B3- i ? 3 sin3 o»)da» = —  ( i " " ! )■

Вычитая изъ шара часть, заключающуюся внутри разсматриваемаг» 
цилиндра и внутри другого такого же цилиндра, расположеннаго сим
метрично съ первымъ относительно оси Од, мы найдемъ, что объемъ 
оставшейся части равенъ Черт. 31.

1п(И)-
гб л \

Площадь £2 части поверхности шара, содер
жащейся внутри предыдущего цилиндра, 
получится изъ формулы

V i-hp‘+q2dxdy.

Заменяя р и а ихъ звачешями — -  и — -
Z  Z

и переходя къ полярнымъ координатамъ, находимъ

Й = 4 Лг ^  ( i -  sin о») do) = 4  Л 2 (* —1 *̂

Вычитая изъ поверхности всей сферы часть, содержащуюся внутри 
двухъ вышеупомянутыхъ цилиндровъ, мы получимъ для остающейся 
части выражеше
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140. Вычиелеше некоторыхъ определенныхъ интеграловъ.—
Пользуясь некоторыми изъ доказанныхъ выше теоремъ, какъ, 
напримеръ, теоремами дифференцироватя или интегрироватя 
иодъ знакомь интеграла, мы можемъ находить значетя нгЬко- 
торыхъ определенныхъ интеграловъ, не зная соотв'Ьтствующихъ 
неопределенныхъ интеграловъ. Приведемъ несколько примЬ- 
ровъ. Пусть будетъ

L°g(4 °£ lrfj
1 +Х-

По формуле дифференцироватя подъ знакомь интеграла 
яаходимъ

dA log ( i  +  аI 2) р* xdx  
da~  i  + а2 j o (i + ax){\ +x2)

Разлагая на простыя дроби, имеемъ

х  _  I I х  +  а  _  а  \
(г +  аж)(г+ж2) — i + а 2 \ i  А х 2 т + а х )

и, следовательно,

Г х dx
(1+аж)(Ц-ж2)

log (х + а2) . «
2(1 + а2) ' I + а2

arc tg a .

Такимъ образомъ получаемъ

а л
da  I +  a2arc tg a + log(i + g2) 

2(1 + a2)

и, замечая, что при а —о функщя А  равна нулю, мы можемъ 
написать

4  Г +Vrctg“ *“•
Интегрируя первый интегралъ по частями, получимъ оконча
тельно

А = 1  arc tg a ]o g ( i +  a2).

Разсмотримъ, далее, функцш х’у• Эта функц1я непрерывна, 
когда х  изменяется между о и i , а у — между двумя положитель
ными числами а  и Ъ. Следовательно, по общей формуле (§ 12З), 
имеемъ

I dx \ x ? d y — \ dy \ xydx.
Jo Jtf J a Jo
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Но
У+1\1

+  1 О У + 1 '

!+1

поэтому правая часть равна

Г  * L _ io g  *

Г6 ( х" \ь хь — х“Съ другой стороны, мы им'Ьемъ J хуdy =  - J =  —— — ;

отсюда получаемъ

( p £ dx=log( b ± l ) .
J 0 log ж &\a + i )

Вообще, пусть будутъ Р(х,у) ,  Q(x,y)  функции, удовлетво-
. дР дО ,ряющхя условт щ  — и пусть будутъ х0, хг, у0, ух нъкоторыя

постоянныя. По формулЬ интегрировашя подъ знакомъ инте
грала им’Ьемъ

т.-е.

[  [-Р (* , Ух)-Р(х,  y0) ] t e  =  \  [ Q (x 1, y ) - Q { x 0, y ) ] d y . (41)
•'*0 ^
Изъ этой формулы Коши вывелъ значешя многихъ опредЬлен- 

ныхъ интеграловъ. Формула (41) имЬетъ простую связь съ фор
мулою Грина; въ сущности, она представляетъ частный случай 
послЬдней. Въ самомъ дЬлЬ, чтобы получить формулу (41), 
достаточно примЬнить формулу Грина къ криволинейному инте
гралу j" Pdx+Qdy,  взятому вдоль контура прямоугольника,
образованнаго прямыми х = х 0, х = х г, у = у 0, У=У\-

Вотъ еще примЬръ, въ которомъ опредЬленный интегралъ 
вычисляется при помощи совершенно особаго npieMa. Интегралъ

г*Т1
F(a) — I log (г — 2 a cos а: + а2) dx

имЬетъ конечное значете, если |а  отлично отъ единицы. 
Эта функц1я F  (а) обладаетъ слЬдующими свойствами: 

х. F (  — a) — F(a).  Въ самомъ дЬлЬ, мы имЬемъ

F {  — а) =  Г log (1 + 2 a cos х +  а2) dx,
J о

и, измЬняя х  на л —у, получимъ

F (  — й) — j* lo g ( i— ял cos у + a2) dy= F  (а).
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2. F  {а2) — 2 F  {а). Въ самомъ Д'Ьл'Ь, мы можемъ написать 

2 F (a )= F (a )  + F ( - a ) ,
или

п71
zF(a)  = \ [ lo g ( i — 2а cos # + а2) +  log (1 -|- 2сс cos ж+ а2)]

‘'О

=  f lo g (i — 2a2 cos2X+ ai)dx.

Заменяя 2 х  черезъ у, получимъ

1 Г712 F { a ) = - \  log (1 — 2a2 cos у + a4) dy -f
2 J 0

I r 2 n
+  -  log (1 —2a2 cos у +  a4) dy; 

полагая въ посл-Ьднеыъ интеграле у = 2 л~а ,  найдемъ
г*27С  п7С

\ log (1 — 2и2 cos у -f- о4) dy — j log (1 — 2a2 cos z + a4) dz,

dx

и, следовательно,

2 F

Изъ предыдущей формулы последовательно выводимъ

2 F (a) =  I f  (a2) + ± F (a2) =  F (a2).

F{a) = \ F  (a2) =  \  F  (a4). . .  =  ̂  F  (a2").
a A 2

Если I a [> 1 , то при неограниченномъ увеличенш n количество 
a2 стремится къ нулю; вместе съ темъ стремится къ нулю 
и F  (а2 ), такъ какъ логариемъ подъ знакомь интеграла стре
мится къ нулю. Следовательно, при | a | < i  имеемъ

F(a) — o.

Если же | а | >  I , то полагая a =  -  > получинъ

-л, \ Сп 1 ( 2 cosх  1 \
— ? ~ + г г

=  (* log (i — 2/3 cos x + i 3 2) dx — n log /9 2;
Л

такъ какъ |/9 | < i ,  то остается
F  (а) = — я  log#2 =  л log a2.

Наконецъ, можно доказать (стр. гхЗ, упр. 6), что -Р( + 1) =  о. 
Следовательно, функщя F (а) непрерывна при всехъ значе- 
н1яхъ а.
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141. Приближенное значеше log Г (п + г ).— Существуетъ также много- 
другихъ разнообразныхъ пр1емовъ, поередствомъ которыхъ можно по
лучать если не точное, то, по крайней м-Ьр1>, приближенное значеше 
опред-Ьленнаго интеграла. Мы приведемъ зд'Ьсъ одинъ прим-Ьръ. По- 
определенно, имйемъ (§ 92)

J+00
х п в - *  dx. о

Функщя ж" е—х им-Ьетъ maximum при х=п,  и ея наибольшее значеше 
равно и" е~ ». При возрасташи х  отъ о до п функщя х п е~х возрастаешь 
отъ о до п" е~п (п>о), а, при далыгЬйшемъ возрастанш х  отъ п  
до 4- оо, х п е—* убываетъ отъ и» е—» до о. Функщя п» е~п е—Р также 
возрастаетъ отъ о до пп е~п при возрасташи t отъ — оо до о и зат’Ьмъ 
убываетъ отъ пп е~п до о при дальн’Ьйшемъ возрастанш t отъ о до +  оо. 
Следовательно, сд-Ьлавъ замену перемЪнааго

хп . (42)

-мы можемъ установить соотвгЬтетв1е между значешями перемФнныхъ 
ж и t такъ, чтобы, при возрасташи I отъ —оо до +со > 0» возрастало 
отъ о до +оо .

Намъ нужно еще вычислить Взявъ логариемичеешя производ
ный отъ об-Ьихъ частей формулы (42), получимъ

d x _  2 tx 
dt ~ х —п

Съ другой стороны, изъ той же формулы (42) им-Ьемъ

t2=X—ll~n  log

Положимъ, для большей простоты вычисленШ, х= п-\-е и разложимъ 

по формуле Тэлора, ограничиваясь двумя первыми членами;iog (i+l)
мы получимъ

Р '-Ю '] '
nz*

2 (п+0  г)2

причемъ в заключается между нулемъ и единицею. Отсюда найдемъ по
следовательно _

;+ Ч / |

следовательно, после замены перем’Ьннаго получимъ

Г ( и + 1 ) = 2 и» е—» | / ^  с - ? d t+ 2  w ‘ e - " ^ +^ e - 'a(i-9)<d<.

Первый интегралъ равенъ

С+ ° ° е - ^  = 2 ^  e - ‘4 t = v̂ n.
J —ео JO

КУРОЪ МАТБМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 20
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Второй интегралъ нельзя вычислить точно, такъ какъ 6 неизвестно, 
но можно найти пред'Ьлъ этого интеграла. Въ самомъ д е л е ,. все его 
элементы отрицательны между — оо и о и положительны между о и Н-оо. 
Оверхъ. того, по абсолютному значешю каждый изъ иытеграловъ 
го Г + со р + оо !
V , \ меньше интеграла \ Ье—1*<М = -> Следовательно, мы можемъJ —оо Jo Jo 2
написать

Г(п-\-г) = У гп п п  е - |‘ , (43) ■
\ У 2 111

где  о-заключается между — i  и + 1 .

Когда 11 очень велико, очень мало, и, если мы примемъ за
V 2 п

приближенное зн ачете  / ’(n + i)  выражеше

Г ( п + г ) = п '  е-п]/2пп,

то относительная погрешность будетъ весьма мала, хотя абсолютная 
погрешность можетъ быть и очень велика. Взявъ логариемы отъ обе- 
йхъ частей формулы (43), получимъ

lo g T (n + i)  =  |w+ ”j log log 2 л+ р, (44)

гд е , при очень большомъ п, е очень мало. Пренебрегая е, мы будемъ 
иметь такъ называемое а с и м п т о т и ч е с к о е  з н а ч е н 1 е log.T(№+i). 
Эта формула интересна потому, что она указываетъ порядокъ величины 
фактор1ала.

142. Теорема Далаибера.— Формула, интегрироватя подъ знакомь 
интеграла применима ко всякой функцш f ( x ,y ) ,  непрерывной внутри 
прямоугольника, на который распространяется интегрироваще; поэтому, 
если, вычисляя двумя различными способами двойной интегралъ отъ 
функцш f{x ,  у), мы получимъ два неравныхъ результата, то можно 
утверждать, что эта функгця прерывна по крайней мере въ одной 
точке внутри области интегрировашя. Изъ этого замечашя Гауссъ 
вывелъ изящное доказательство теоремы Даламбера.

Пусть будетъ F  (г) целый многочленъ «(-ой степени по z\ мы здесь 
разсмотримъ только тотъ случай, когда все его коэффищенты действи
тельны. Заменяя z  черезъ

р (cos <o+i sin ш)

и отделяя действительныя и  мнимыя части, мы можемъ представить 
F  (г) въ виде

F ( z ) = P + iQ , .............
где

Р=А„  р™ cos mco+At p * - i cos ( m - i )  <в+...,
Q = A 0<>™s i n w o - f s i n  ( m - i )  <0 + ----

Обозначимъ черезъ V  функцш a rc tg ^ J  мы иыеемъ

>дР 0 др. - р дЛ** f)(t)d V  ̂  df ...
дц ~ РЧ-О* ’

д У
до»

ди>
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Легко видеть, не продолжая) вычислетя, что вторая производная бу- 
детъ имфть видъ

Ш ■
о? aw (P3+ Q Y  ■

гдф М ■—непрерывная функщя отъ р и отъ ш. Эта вторая производная 
можетъ сделаться прерывною только для тбхъ сиетеыъ значенШ (р, ш) 
который обращаютъ одновременно въ нуль Р  и Q, т.-е. для корней 
уравнешя F{z) = o. Такимъ ббразомъ, если мы докажемъ, что при дан- 
яомъ значенш R  интегралы

Г », т 8 о«Г , г“ д
1, й" X 3f S * ’ l . H * ,

[*2Я ffi у
до дш da> (45)

неравны, то отсюда мы можемъ заключить, что уравнеше F  (z) = о имЬетъ 
по крайней мЬрЬ одинъ корень съмодулемъ, меныпимъ R.  Но второй

Г2 *  д *Г  ,  Г д Г ' 1® = 2*интегралъ всегда равенъ нулю, такъ какъ \ ^——- сш =  -г— > и
dV J0 д»д(° L ^ Ja= o

есть пертодическая функщя отъ ш- съ першдомъ глг. Вычислимъ 

первый интегралъ; мы имЬемъ '

J0 dgda> |_f)<"Jp=o

Простое вычислеше показываетъ, что будетъ имФть видъ

/  д Г  -Mi A 2„e2m+ . .  _
A U 2m+ . . .  ’

причемъ опущенные члены будутъ Ниже (2?и)-ой степени относительно р 
и числитель не инЬетъ члена, свободнаго отъ р. При неограниченномъ 
возрасташй р ' вторая часть им-ЬСтъ пред-Ьломъ' —иг; слЬдовательно,

d Vможно взять R  настолько большимъ, чтобы значение' производной ~. Щ
при р = R  было равно —)«+£, гдЬ е по абсолютному значошю меньше т. 

Интегралъ I (—m+t) dio, очевидно, отрицателенъ, и, сл&довательно, 

первый изъ интеграловъ (45) не можетъ быть равенъ нулю.

УПРАЖНЕНШ.

1. -Проведешь въ какой-нибудь згочкф. Ж данной линш, представляе
мой въ прямоугольныхъ координатахъ уравненгемъ . /

'= !  (в5+ е~а) ’
касательную, продолжимъ ее до точки ея встречи Т  съ осью Ох и бу- 
демъ вращать фигуру около зтой оси. Выразить разность площадей, 
описанныхъ дугою цепной линш AM ,  гдЬ А есть вершина ц'Ьпной 
линш, и касательною МТ: j) въ функцш абсциссы точки М\  2) въ функ
ции абсциссы точки Т.

2 0 *
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2. Пусть будутъ Ox, Оу, Oz прямоугольный оси. Раземотримъ 
линейчатую поверхность, образованную по следующему закону: плос
кость zO A  вращается вокругъ оси Oz; образующая D, лежащая въ этой 
плоскости, наклонена къ Oz подъ постояннымъ угломъ, тангенсе ко- 
тораго равенъ А, и отс£каетъ на ОА отрЪзокъ ОС, равный Я а 8, где а 
обозначаетъ данную длину, а 9 есть уголъ между двумя плоскостями 
zOx, zOA.

1) Вычислить объемъ, ограниченный линейчатою поверхностью и 
плоскостями xO y,zO x,zO A ,  причеыъ уголъ 6 между двумя последними 
плоскостями меньше глг.

2) Вычислить площадь части поверхности, ограниченной плоскостями 
хОу, zOx, zO A.

3. Вычислить объемъ, ограниченный поверхностью эллиптпчезкаго 
параболоида, представляемаго въ пр: моугольныхъ координатахъ урав- 
неш емъ ■

2 Z  _ х г у *

плоскостью ху  и поверхностью цилиндра Ъ- ж2-fa2 у2 —а2 Ь1.
4. Вычислить площадь криволинейнаго четыреугольника, ограничен- 

наго четырьмя софокусными кривыми второго порядка

& , Г  
Я 1"Я —с2

. . с4 2 с8 4 с2 5 С2 ,соответствующими значеншмъ —, ——, параметра Я.

5. Дана кривая, представляемая въ прямоугольныхъ координатахъ 
уравнешемъ

у = У 2 (sin х  — cos х),

причемъ х  изменяется отъ -  до — • Требуется вычислить:
4 4

1) площадь, заключающуюся между этою кривою и осью Ох;
2) объемъ, образованный этою площадью при вращенш ея во

кругъ Ох;
3) поверхность, ограничивающую этотъ объемъ.
6. Пусть будутъ Ох ж Оу прямоугольный оси координатъ, и А  и В  

— точки на оси Оу. Вычислить криволинейный интегралъ

j  [<Р (У) ех- т у ] dx+  [<р' (у) ех - т ]  dy,

взятый вдоль пути А М В ,  соединяющаго точки А ж В ,  имеющаго произ
вольный видъ, но ограничивающаго вместе съ отрезкомъ А В  площадь 
А М В  А  данной величины S; здесь т  — постоянное, а функщя <р(у) и 
ея производная <р' {у) — непрерывны.

7. Вычисляя двумя различными способами двойной интегралъ

io"* So' С ~ Х У  S i a  аХ ̂
показать, что при а, отличномъ отъ о, имеемъ

’+* sin их , , п-------d x — ±->X 2
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8. Найти площадь части поверхности эллипсоида или гиперболоида 
вращ етя, заключающуюся между двумя параллельными кругами.

9*. П о в е р х н о с т ь  т р е х ъ о с н а г о  э л л и п с о и д а .  — Половина 
всей поверхности сИ равна двойному интегралу

взятому внутри эллипса Ъ2 х2-\-а2 у2~ а 2 Ъ2. Изъ способовн, предложен- 
ныхи для приведения этого двойного интеграла къ эллиптическими 
интегралами, наиболее простой принадлежити Каталану; этогь споеоби 
состоити ви преобразованш, указанноми ви § 125. Обозначая черезн V  

функцпо поди знакомь двойного интеграла и изменяя v оти i  до +оо , 
мы найдеми, что двойной интеграли равенн пределу при безконечноми 
I следующей разности

паЪ l{l2- 1 ) : — паЪ (v2- i  )do

ъ2

Это выражеше имйетъ неопределенный видь, но мы можемъ пред
ставить его въ видй

и легко видеть, что пределн приведеннаго выше выражения равени

10*. Если изи центра эллипсоида си осями га, гЪ, гс опустими 
перпендикуляры на касательныя плоскости ки этому эллипсоиду, то 
площадь подарной поверхности равна площади поверхности элли-

Ъс ас аЬпсоида си полуосями —, —•а о с
(Вильями Робертси (William Roberts), Journal de Liouville, т, XI, 

i -я cepia, стр., 8 1 .]
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11. Показать, вычисляя двумя различными способами двойной ин- 
тегралъ отъ

' (z~y)nf(y),
распространенный на площадь треугольника, ограниченнаго прямыми 
У = г 0, у  = х , х - Х ,  что

d x  Г ( х - у ) п f ( y )  d y  =  Г«/ Яд J х0 v *
:х ( Х - у ) п+ 1

п+1 f(y )dy .

Вывести отсюда соотношеше

Z„dx t f x ■ • ■ i i {x)dx- j ^ ) \ t 0{x- y)nf{y)dy-

Доказать также формулу

у x d x  Г х  d x  . . .  \  x d x \  f  (х ) d x
«Jх  о «J Я*о V  «J 3" о

,  ........ . = 2.4.6- b l n f W  **

и проверить &ти формулы при помощи дифференцировашя подъ зна
комь интеграла.

О



ГЛАВА VII.

Кратные интегралы. —  Интегрироваше полныхъ 
дифференщаловъ.

I .-К Р А Т Н Ы Е  И НТЕГРА ЛЫ .-ЗА М Ъ НА  
ПЕРЕМЪННЫХЪ.

1 4 3 . Тройные интегралы. — Пусть будетъ F{x,  у, z) функ- 
щя трехъ перемТнныхъ #, у, г, остающаяся непрерывною, пока 
точка Ж  съ прямоугольными координатами (х, у, г) остается 
внутри конечной части пространства (Е ), ограниченной одною 
или нисколькими замкнутыми поверхностями. Предположимъ, 
что эта часть пространства разбита на части (ег), (е2), . . .,(еп) 
съ объемами v2, . . .  , vn- пусть будутъ {§., £.) координаты
какой-нибудь точки mi области (ег). Если число областей (ef) не
ограниченно возрастаетъ такъ, что размеры каждой изъ обла
стей стремятся къ нулю, то сумма

стремится къ некоторому пределу; этотъ предЬлъ называется 
т р о й н ы м ъ  и н т е г р а л о м ъ  отъ функцш F(x ,  у, #), распро- 
страненнымъ на часть (Е) пространства; его иэображаютъ сим- 
воломъ

Чтобы доказать существовате этого предела, нужно только 
повторить то, что было сказано выше (§ 121) по поводу двой- 
ныхъ интеграловъ.

Тройные интегралы встречаются въ различныхъ вопросахъ ме
ханики, между прочимъ, при определенш массы и центра тяже
сти твердаго тела. Предположимъ, что область (Е) наполнена

П
(Л

F  (х, у, г) dxdydz. (2 )
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неоднороднымъ веществомъ. Пусть будетъ у(х,  у, z) плотность 
въ некоторой точке, т.-е. предела отношешя массы, содер
жащейся въ сфере безконечно малаго рад!уса съ центромъ 
въ точке (ж, у , я), къ объему этой сферы. Если и р2 будутъ 
наибольшая и наименышя значешя плотности у  въ области (е.), 
то ясно, что содержащаяся въ этой области масса заключается 
между у 1 г. и гг; следовательно, эта масса равна v. у (£., у., £}.)*), 
причемъ точка (£{, »/., £\) взята соответствующимъ образомъ 
въ области (е.). Такимъ образомъ, вся масса равна тройному

интегралу | | j  yd x d y d z , взятому въ области (Е).

Вычисление тройного интеграла можетъ быть приведено ^ п о 
следовательному вычислетю трехъ простыхъ интеграловъ. Пред- 
положимъ сначала, что область (Е) есть прямоугольный пралле- 
лепипедъ, ограниченный шестью плоскостями ж=ж0, х = Х ,  
у = у 0, у = Е , z = z 0, z = Z .  Разобьемъ параллелепипедъ (Е ) на 
меныше параллелепипеды плоскостями, параллельными тремъ 
плоскостямъ координата. Объемъ каждаго изъ этихъ паралле- 
лепипедовъ выражается въ виде (х.— 
и мы должны найти пределъ суммы

^ = 2 2 2 ^ %ы* 7hw  (3 )
i  I :  I

где точка (§ш , г)№1, £.tl) есть какая-нибудь точка соответствую- 
щаго частичнаго параллелепипеда. Вычислимъ прежде всего 
часть суммы S, происходящую отъ ряда элементовъ, содержа
щихся между четырьмя плоскостями

*=*,_!. Х = ХР 1J= y , , - v  У = У к .

причемъ возьмемъ все точки £ш) на прямой x —x._v
y = y k_v  Этотъ рядъ параллелепипедовъ дастъ сумму

( Ъ - Ъ - Ж - У и - i ) lF (*,_!> Ук- v  + •••];

ты можемъ, кань выше (§ 12З), взять все £ такимъ образомъ, 
'Чтобы сумма, стоящая въ скобкахъ, была равна простому 
.интегралу

z)dz.

*) Зд'Ьсь плотность предполагается непрерывною функвдею коорди
ната х , у, з. (Гед.)



с>

Теперь намъ остается только найти предашь суммы

г к
но этотъ пред'Ьлъ есть не что иное, какъ двойной интегралъ

[ J Ф{х, y)dxdj ,

распространенный на прямоугольникъ, ограниченный пря
ными х = х 0, х = Х ,  у= у0, y = Y .  Следовательно, разсматривае- 
мый тройной интегралъ раветтъ двойному интегралу

\ l!t- f  Ф ( х , у ) й у .
^ *о с Уо
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Заменяя здесь функщю Ф(х, у) ея значешемъ, мы найдемъ 
для тройного интеграла выралеете

Г йх Г dy f F (x ,y ,e )de .  (4)
J *o JVc '"-о

Смыслъ этого символа вполне очевиденъ. Сначала нужно инте
грировать функцш F(x ,y , z )  по z, разематривая х  и у, какъ 
постоянный; въ результате получится функщя двухъ перемен- 
ныхъ х и у , которую затемъ интегрируемъ между пределами 
у0 й Г, разематривая х, какъ постоянное, а у, какъ перемен
ное. Результата этой второй интеграцш есть фунгаця одного 
только х, которую снова интегрируемъ между пределами ,т0иХ .

Очевидно, что тройной интегралъ можно вычислять столькими 
способами, сколько можетъ быть перестановокъ изъ 3  элемен- 
товъ, т.-е. 6. Напримеръ, обозначая черезъ W(s) двойной ин
тегралъ отъ F (х, у, 0), распространенный на прямоугольникъ, 
ограниченный прямыми х = х 0, х = Х ,  у —у0, y = Y ,  мы можемъ 
представить тройной интегралъ въ виде

F(x,  у, г)йу =   ̂ ¥(s)dz.

Последнее выражете мы могли бы получить и другимъ спо- 
собомъ, начавъ съ вычислетя той части суммыS, которая про
исходить отъ слоя параллелепипедовъ, заключающихся между 
двумя соседними плоскостями Z=8t_v  s —sr  При соответствую- 
щемъ выборе точекъ (g, >/, £) этотъ слой дастъ въ сумме S часть

и разеуждете заканчивается, какъ выше.
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1 4 4 . Разсмотримъ теперь часть пространства, ограниченную 
поверхностью произвольна™ вида. Разобьемъ ее прежде всего 
на т а т я  части, чтобы любая прямая, параллельная некоторому, 
соотв'Ьтственнымъ образомъ выбранному направленш, пересе
кала ограничивающую поверхность не более, чемъ въ двухъ 
точкахъ. Такимъ образомъ намъ достаточно разсмотреть только 
тотъ случай, когда объемъ ограниченъ такою поверхностью, 
что каждая прямая, параллельная оси Oz, можетъ встретить 
эту поверхность не более, чемъ въ двухъ точкахъ. Точки этой 
поверхности проектируются на плоскость хОу внутри некото
рой площади А,  ограниченной замкнутымъ контуромъ С, и

объемовъ, заключающихся междучетырьмя плоскостями х = х  , 
х = х . ,  у = ук_г, У=Ук, выразится (§ 124) и здесь черезъ

причемъ абсолютное значете е.к будетъ меньше всякаго зара
нее даннаго числа г, если только разстояше между соседними 
параллельными плоскостями будетъ взято достаточно малымъ.
Поэтому сумма 22 *  tk(xi—xi_ 1)(y/.—yl(_ 1) имеетъ пределомъ

i к

нуль, и искомый тройной интегралъ равенъ двойному интегралу

Черт. 32.
каждой точке (х, у) площади А  
соответствуют две точки погра
ничной поверхности, съ коорди
натами 01=<р1(х, у) и я2=Ф2 (х, у). 
Предположимъ, что функцш д>х и gt>s 
непрерывны внутри контура С, и что 
9>1<(рг. Разобьемъ, какъ мы это де
лали выше, разсматриваемый объемъ 
на части плоскостями, параллель
ными плоскостямъ координата. Но 
здесь, кроме правильныхъ частей, 
мы получимъ еще неправильный 
части, представляющая неполные 
параллелепипеды. Часть суммы (i), 
происходящая отъ элементарныхъ

распространенному на область (А), ограниченную контуромъ С,
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причемъ функщя Ф(х,у)  перем'Ьшшхъ-ж, у определяется ра- 
венствомъ • .

ф (х , У) =  |  F(x ,y ,g )dz .
"1

Если при измененш х  отъ хх до х2 прямая, параллельная 
оси Оу, встр'Ьчаетъ контуръ- С только въ двухъ точкахъ 
съ координатами yx=tyх(х), У2—У>20*0> то тройной интегралъ 
будетъ равенъ также -

*2 пУй р?з
dx \  dy F (x , y ,  z) ds. (5).

J у, r .
Пределы gx и s2 зависятъ отъ обоихъ перем'Ьнныхъ а; и у, 

пределы ух и у2 зависятъ только отъ х; наконецъ, пределы 
хх и ^  — постоянны.

При вычисленш тройного интеграла здесь можно также из
менять порядокъ интегрировашй, но для каждаго порядка 
пределы интегрировашй будутъ, вообще, совершенно разные.

П р и м ^ ч а н 1 е .— Если мы введемъ двойной интегралъ

рУа
Т{х)=  dy 

J И,

распространенный на сЬчете разсматриваемаго объема н-Ько- 
торою плоскостью, параллельною плоскостную и соответствую
щею определенной абсциссе х, то формулу (5) можно будетъ 
представить въ виде

Ф(х) dx.

Это — тотъ самый результата, который мы получили бы, вы
числяя сначала сумму элементовъ, происходящую отъ слоя, за
ключающегося между двумя плоскостями x —x._v  х —х.: въ са- 
момъ деле, при соответствующемъ выборе точекъ (g, у, £) 
этотъ слой дастъ въ сумме произведете

П р и и ' Ь р ъ .  — Пусть требуется вычислить тройной интегралъ

г dx dy ds, распространенный на восьмую часть сферы а?+у3+ 2г=Кг,

содержащуюся внутри трехграннаго угла Охуг. Если мы будемъ инте
грировать сначала по г, потомъ по у и, наконецъ, по х, то пределы 
интегрирований будутъ елТ.дуюшде: при данныхъ х и у, z ножетъ 

- изменяться отъ о до VR 1 — х- — у- ; если дано х, то у мозкетъ изм-Ь-

Г F(x,  у, z)dz,
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яяться отъ о до VR1—ж2, и, наконецъ, х изменяется отъ о до R. 
Следовательно, мы нм-Ьемъ

J J J '*  &  i «*  .  £ « , £ *  ,  i

отсюда последовательно находимъ 
гyTJ-x*-yi 
■О

zdz = i(/?3~a2- i/2),
т  (, l / ^ a ” " Aa П т  т  ”111 / Уь2 — а;2 т —(Ш- x ' - t )  dy= | j  =-(R*-x*y.

и a
Остается вычислить определенный интегралъ -  \ (Л2 -  a2)'2 dx, кото-

3 J о
рый, после подстановки x = R  cos <р, обращается въ

i f 5
3 Jo

R* sin4 <p d(p.

Такимъ образомъ, данный тройной интегралъ равенъ ^  (§ н б ) .

145. Замена переменныхъ.— Пусть будутъ
x —f(u,  v, w), \
y = < p ( u , v , w ) ,  I (6)
2  —  y > ( l l , V , w )  j

формулы преобразовашя, устанавливаюнця взаимно однознач
ное соотв4>тств1е между точками области (Е) пространства и точ
ками некоторой другой области (EJ; мы будемъ разсматри- 
вать и, v, tv, какъ прямоугольный координаты некоторой точки 
относительно некоторой другой системы прямоугольныхъ осей, 
вообще, отличной отъ первой. Если функщя F(x,  у, е) непре
рывна въ области {Е), то мы всегда им'Ьемъ

Ш Е ( х ,  у, 2) dx Hyde
(/О

=  jX f  F[f(u,v,  
j j j  (A))

tv), . ..] F ( f ,  у , y>)
В  (и, v, tv)

'
dudvdw ,

(7)

причемъ оба интеграла взяты соответственно въ областяхъ (Е) 
и (EJ .  Это — формула замены переменныхъ въ тройномъ ин
теграле.

Чтобы доказать, что формула (7) тгЬетъ обпцй характеръ, 
заметимъ прежде всего, что если эта формула доказана для 
двухъ или несколькихъ частныхъ заменъ переменныхъ, то, 
на основании известныхъ свойствъ функщональнаго опреде
лителя (§ 29), она будетъ также верна для замены перемен
ныхъ, получающихся отъ последовательна го выполнешя всехъ 
зтихъ частныхъ заменъ. Далее, если формула (7) верна для не*



сколькихъ областей пространства, то она будетъ также верна и 
для области, получающейся отъ сложешя всЬхъ предыдущих!» 
областей. После этого замечатя мы докажемъ сначала, какъ и 
въ случай двойного интеграла (§ 1З0), что формула .(7) при
менима ко всякому преобразование, при которомъ заменен» 
только одно независимое переменное, напримеръ, къ преобра
зование вида

* = * ',  У = У \ e= V > (x ',y ' ,z ') -  (8 )
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Черт. 33.

0

Предположпмъ, что обе точки М(х, у, г) и Ж'(а/, у', z') отне
сены къ одной и той же системе осей, и что каждая пря
мая, параллельная оси Os, пересекаетъ поверхность, ограни
чивающую область (Е), не более, чемъ въ двухъ точкахъ. 
На основати формулъ (8), этой поверхности соответствует!» 
некоторая другая поверхность (£'). Опишемъ около обеихт» 
поверхностей цилиндръ, образуюпця кото- 
раго параллельны 0z\ онъ пересечется 
съ плоскостью г= о  по некоторой замкну
той кривой С. Каждая точка т области А,  
ограниченной контуромъ О, есть проекщя 
некоторыхъ двухъ точекъ шх, т 2 съ коор
динатами еи z2 первой поверхности и не
которыхъ двухъ точекъ т \,  т!г съ коор
динатами г \ ,  г'2 второй поверхности. Вы- 
беремъ обозначешя такимъ образомъ, /у 
чтобы было 01<г2 и / 1< г '2. По форму- 
ламъ (8), точке mL соответствуем или точка т,1, или точка ш'2. 
Чтобы различить оба эти случая, достаточно обратить внимате
на знакъ ~ г- Если положительно, то z возрастаем вместе 
съ s’; тогда точке тх соответствуетъ точка т \  и точке т2 — 
точка т\.  Напротивъ, если ^  отрицательно, то, при возрас
тали  z', z убываем; следовательно, точке тх соответствуетъ 
точка т'2 и точке т2— точка т \ .  Въ первомъ случае имеемъ

j  F ( x , y , z ) d z =  ^  ' F[x,  у, tp {х, у , *')] 

напротивъ, во второмъ случае,

j  F{x,  у, z)dz= - J  F[x,  у,гр{х, у, z ' ) ] ^ f dz’.

Въ обоихъ случаяхъ мы можемъ написать

j  F ( x , y , z ) d z = ^  F [ x ,  у , у>{ х,  у ,  (9)
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Если теперь мы возьмемъ отъ обеихъ частей этого равен
с т в а  двойные интегралы, распространенные на область А ,  то  
д в о й н о й  интегралъ

ГГ dxdy  Г F ( x , y , z ) d z
J J (Л1 ^

будетъ не что иное, какъ тройной интегралъ

jT jV O r, у, z) dxdydz,

взятый въ области ( Е )  пространства. Точно также, заменяя 
къ правой части равенства (9) х  черезъ х ' , а у черезъ у', мы 
видимъ, что двойной интегралъ отъ правой части равенъ 
тройному интегралу отъ

4>Wxyf, *')]

взятому въ области (Е '). Следовательно, въ этомъ частномъ 
случае, имеемъ

d\f>
dz'

Ш Я (х ,  у, z) dxdydz
(Е)

=  f f f  F [ x ' , y \  У ,  z')]
J J J (vj\ ‘

дф
W dx'dy'dz' .

Н о  з д е с ь  о п р е д е л и т е л ь  у /  о б р а щ а ет ся  въ  и ,  сле

д о в а т е л ь н о , д л я  за м ен ы  п е р ем ен н ы х ъ  в и д а  (8) ф ор м у л а  (7) 
д о к а з а н а .

О б щ а я  ф о р м у л а  (7 ) п р и м ен и м а  т а к ж е  къ  з а м е н е  п е р е м е н 
н ы х ъ , о п р е д е л я е м о й , ф орм улам и

^ = / V , 2/ ' , V ) ,  y =  <p(xf , у' ,  z'),  z = z ' \  - ( id )

г д е  н е  з а м е н е н о  о д н о  т о л ь к о  п е р е м е н н о е  в. П р е д п о л о ж и м ъ , что  
э т и  ф ор м ул ы  у ст а н а в л и в а ю т ъ  в заи м н о о д н о зн а ч н о е  со о т в ет -. 
ств 1е м е ж д у  точ к ам и  д в у х ъ  о б л а ст ей  (Е ) ,  (Е ' )  п р о с т р а н с т в а ; т о г д а , 
в ъ  ч а с т н о с т и , б у д у т ъ  о д н о зн а ч н о  со о т в ет ст в о в а т ь  д р у г ъ  д р у г у  
т о ч к и  сечешй Я ,  Я г, П о л у ч а ю щ и х ся  о т ъ  п е р е с е ч е т я  о б л астей  
( Е )  и  ( Е ' )  о д н о ю  и  тою  ж е  п л о ск о ст ь ю , п ар ал л ел ь н ою  п л о с
к о с т и  z = o .  П о э т о м у , п о  ф о р м у л е  за м ен ы  п ер ем ен н ы х ъ  
в ъ  д в о й н о м ъ  и н т е г р а л е , б у д е т ъ

Я ;•'«'(Я)
F  (х,  у,  z) dz

=  ГГ F [ f ( x ' ,  у' ,  А ) , (р ( х ' ,  у',  / ) ,  z']
J J  ( Я ’)

■P(f,9>) | j  t fi r. (ID
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об-Ь части этого:равенства зависятъ только отъ перем'Ьннаго 
г = / .  Интегрируя еще разъ между теми пределами sr и s2, 
въ которыхъ переменное s можстъ изменяться въ области (Е), 
мы получимъ формулу

Ш ]? (х , у, s) dxdy dz
ш . ...

F[f{x',y' ,z'),y>(x',  у', s'), s']
(Е>)

D (f, 9>) 
JD {a/, y’) dx'.dy' ds1.

Но въ этомъ случай =  ’ такъ что формулаD (х', у', s') n i x ' ,  у')
(7) применима также и къ замене перем'Ьнныхъ вида (ю). 

Покажемъ теперь, что всякая замена перем'Ьнныхъ
x = f ( x 1, y 1, s j ,  y=<p {x1, y 1, s 1), z=y> (x1, y 1, sx) ( i3 )

можетъ быть получена посл-Ьдоиательнымъ выполнетемъ двухъ 
нредыдущихъ зам'Ьнъ. Въ самомъ д^л-Ь, положимъ х' =  хх, у' =у±, 
s’= z\ тогда последнее уравнение можно представить въ виде 
г'=у>(х', у', s-J, откуда находимъ s1= x  (х', у', s'). Такимъ об- 
разомъ, формулы ( i3 ) могутъ быть заменены системою шести 
уравнений
x = f[ x ’,y ' ,n{x ' ,y ' ,s ' ) ) ,  y = <p\x' ,y' ,nix' ,y' ,  s %  2 = 2', (14) 

x '= xv  у '=ух, s '==у> («и Ух, %)• (15)

Какъ мы видели, общая, формула (7) применима къ каждому 
изъ преобразовашй, опред'Ьляемыхъ формулами (14) и (15); 
следовательно, она применима также и къ замене перемен- 
ныхъ (i3 ).

Точно также легко было бы доказать, что общее преобразо- 
ваше (i3 ) можно заменить тремя последовательными преббразо- 
вашями вида (8).

1 4 6 . Элементъ объема.—Положивъ въ формуле (’])F{x,y,s) = i ,  
получимъ

(Г Г  dxdyds =  ГГ Г F jx ,  у, s) 
D{u, v, tv) dudvdw.

Левая часть представляетъ объемъ V части (JS) пространства. 
Применяя къ интегралу въ правой части теорему о среднемъ 
значенш, мы получаемъ соотношеше

К
п  if, ер, у,)
I) (м, v, го) (f Л Л),

вдЬ Vx есть объемъ области (iij), а §, f — координаты не
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которой точки области (Вг). Эта формула совершенно анало
гична формуле (17) главы VI; она показывает!., что функцио
нальный определитель есть пределъ отношешя двухъ соот- 
ветственныхъ безконечно малыхъ объемовъ.

Если въ формулахъ (6) мы будемъ давать одному изъ пере- 
менныхъ гг, v, w постоянное значеше и изменять два другихъ 
переменныхъ,то получимъ три семейства поверхностей гг =  const., 
v = const., w=  const., который разобьютъ область (Е) на весьма 
малые шестигранники, аналогичные разсмотреннымъ выше па- 
раллелепипедамъ*). Объемъ шестигранника, ограниченнаго по
верхностями (гг), (u+du), (г;), (v + dv), (w), (w + dw),rpibdu,dv, dw 
положительны, по формуле (16) равенъ

{ \D(f ,  У, У>) 
IВ  (гг, v, tv) + е ( du dv dw,

где е безконечно мало вместе съ du, dv, dw. Членомъ edudvdw 
можно пренебречь, какъ мы уже неоднократно указывали (§ 128); 
произведете

\D(f ,  у, у>) 
\ В  (и, v , w) du dv dw (1 7 )

называется э л е м е н т о м ъ  о б ъ е м а  въ системе криволи- 
нейныхъ координатъ (гг, v, tv).

Пусть будетъ ds2 квадратъ линейнаго элемента въ той же 
самой системе координатъ; изъ формулъ (6) имеемъ

d x = ^ d u + ^ f d v  + - /̂- dw, d y = ^ d u + . . . :  ди dv dw du ’

возведя
лучимъ

где

последшя равенства въ квадратъ и сложивъ, по-

|  ( 18 )
ds2 =  Н х du2 +  Н 2 dv2+ # 3 dw2

+ 2 F j dv dw + 2. F 2 du dw + z F z du dv, f

„дх dx 
”7 dv dw’

■p ~dx дх 
F * = S Tu.U '

dx dx 
Fs~ S du dv

(19)

причемъзнакъ 8  всегда показываетъ, что должно заменить х по
следовательно черезъ у и черезъ г и взять сумму трехъ полу-

*) Такимъ образомъ зд^сь гг, v, w разсматриваются уже не какъ прямо
угольный координаты той точки, въ которую переходить точка (*, у, г) 
при преобразовали (6), а какъ криволинейныя координаты той же са
мой точки (х, у, g). (Ред).
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чающихся членовъ. Формула для dV  можетъ быть получена 
весьма просто изъ формулы для ds2] въ самомъ д-bni, составляя 
квадратъ определителя, по известному правилу находимъ

дх ду дг 
ди ди да 
дх ду дг 
до до до 
дх ду дг 
dw dw die

И2
Нг Н2 Иг
и 2 Иг Нй

следовательно, элементъ объема равенъ ]/Mdudvdw.
Разсмотримъ, въ частности, тотъ весьма важный случай, 

когда координатный поверхности (и), (г), (го) образуютъ трой
ную ортогональную систему, т.-е. когда три поверхности, 
проходяпця черезъ какую-нибудь точку пространства, пере
секаются попарно подъ прямымъ угломъ. Тогда касательный 
прямыя къ тремъ литямъ пересечетя трехъ поверхностей, взя- 
тыхъ попарно, образуютъ прямой трехгранный уголъ; поэтому 
необходимо F 1 = F 2 = F 3 = o, и  эти три услов1я будутъ вместе 
съ тЬиъ и достаточными. Въ этомъ случае формулы для ds2 
и dV  принимаютъ следующгй простой видъ

ds2= Н г du2+ Н2 dv2 + Н3 dw2, dV— \/H1 Н2 Н3 du dv, dtr. (20)

Эти формулы легко вывести геометрически. Предположимъ, что 
du, dv, dw очень малы, и будемъ разсматривать элементарный 
объемъ, ограниченный поверхностями (и), (u+dit), (v), (v + dv), 
(го), (го + dw), какъ весьма малый прямоугольный параллелепи- 
педъ съ плоскими гранями. Пренебрегая безконечно малыми 
высшихъ порядковъ, мы найдемъ, что ребра этого параллеле
пипеда будутъ соответственно равны У Н г du, ]/Н 2 do, ) /Ы3 dw. 
Принявъ д1агональ и объемъ этого элементарнаго параллелепи
педа за линейный элементъ и за элементъ объема, мы полу- 
чимъ формулы (20). Точно также, площадь одной изъ граней 
|/ H 1IIz dudv пред став ляетъ элементъ поверхности (го).

Разсмотримъ, напримеръ, полярныя координаты въ про
странстве

a: = psinQcos(p, j/=psinf) sin <р, z —q cos 0, (21)

где q представляешь разстояте точки М (х ,у ,г )  отъ начала ко
ордината, 0 —уголъ, образуемый прямою ОМ съ осью Ог, и «р — 
уголъ, образуемый съ Ох следомъ плоскости МОг на пло
скости г=о.  Чтобы иметь все точки пространства, достаточно

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ) АНАЛИЗА. .21
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формулъ (2i) находимъ

ds2 = dg2 + g2dО2 +  (Г sin2 0 dqr, 

и, следовательно,

§ I4 6-

О ДО 2.К. Изъ 

( 22 )

d V= д2 sin 0 dg dfl dcp. (2 3)

Эти формулы легко получить непосредственно. 1 ’ри семей
ства поверхностей (р), (0), (<р) суть 
соответственно: концептричесгая
сферы съцентромъвъ начале коор
дината, круглые конусы съ верши
ною въ началгЬ координата, осью 
которыхъ служить ось Ог, и, на- 
конецъ, плоскости, проходящгя 

у  черезъ Ог. Эти три семейства, оче
видно, образуютъ тройную ортого
нальную систему. Нзм'Ьрешя эле- 
ментарнаго тела, какъ это легко 

вид'Ьть изъ чертежа, суть dg, д d0 , д sin 0 dtp, н мы приходимъ 
къ формулами (22) и (гЗ).

Пусть будетъ R = f ( 0 , д>) уравнеМе замкнутой поверхности S, 
окружающей начало координата и пересекающейся съ каждою 
полу прямою, выходящею изъ начала координата, не более, 

щемъ въ одной точке. Чтобы при помощи переменныхъ д, 0, ср 
вычислить тройной интегралъ, распространенный на область, 
ограниченную этою поверхностью S, должно изменять д отъ о 
до В,  0 отъ о до я, и д> отъ о до 2л. Напримеръ, объемъ, огра
ниченный этою поверхностью S, равенъ тройному интегралу пер-

Л 2 ТС г*ТС /»Л

V = I d<p i <20 1 (>2sm 0 (?();
Jo Jo Jo

вое интегрировате выполняется непосредственно, и получается

р* W  sin 0 м
F " J „

Черт. 34.

Иногда пользуются также цилиндрическими координа
тами г, со, г, где х —г  cos со, у = г sin со. Въ этомъ случае мы имеемъ

ds2 =  dr2 + r2dm2 + dz2,

d V = r dco dr dz.
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147. Эллиптичееюя координаты.
уравнеш ем ъ

у2

Поверхности, представляемый

х‘ , у2 , z‘ 
Я^а+ ГГ&+ Я ^ _1=°’ ( 2 4 )

гд'Ь Я — переменны й параметръ и  а>Ъ>с > о , образую тъ семейство со- 
ф окусны хъ поверхностей второго порядка. Ч ерезъ  каждую  точку п ро
странства проходятъ трн поверхности этого семейства: эллипсоидъ, дву- 
иолоетный гиперболоидъ и однополостный гиперболоидъ, такъ  какъ  
уравнеш е (24) всегда имЬетъ одинъ корень Ax, со д ер ж ащ тся  между 
Ь п с, одинъ корень Я2, содерзкащШся между а  и 5 , и одинъ корень Я3, 
■болыпш а. Эти три корня Я1; Я2, Я3 назы ваю тся э л л и п т и ч е с к и м и  
к о о р д и н а т а м и  точки, прям оугольны й координаты  которой суть 
x , y , z .  К аж ды я двЬ поверхности этого семейства ортогональны; въ  са- 
момъ д-Ьл^, зам ен яя  въ  уравнеш и (24) Я сначала черезъ  Я1, потомъ че
р езъ  Я2 и вы читая почленно полученный равенства, мы, по раздЬ лен ш  
н а  получимъ еоотн ош ете

ч +  7
Г 7 + 7 г = °, ( 2 5 )i h - a ^ - a )  (Я1 -Ь)(Я2-Ь ) 1 (Я2—с)(Я2—с)" 

изъ котораго видно, что поверхности (Я  ̂ и (Я2) ортогональны.
Чтобы получить наиболее простыми способоыъ х, у, z въ функцш 

Я1( Я2, Я„ замЬтимъ, что такъ какъ Я1( Я2, Х3 суть корни уравнетя (24), 
то должно быть тождественно

(Я -  а) (Я -  Ь)(Я -с )  -  ж2(Я -  Ь)(Я -  с) -  г/2(Я -  а)(Я -  с) - « 2(Я —а)(Я -  Ъ)
= (Я-Я1)(Я-Я2)(Я-Я3);

полагая въ этомъ тожестве последовательно Я = а, Я = Ь, Я = с, полу
чимъ отсюда

2 _ (1з^№)(а ~^1)(д~^г)
~~ (а—Ъ)(а — с) ’

... (Я3-Ь)(Я2- Ь ) (6 - Я 1)
 ̂ (а-Ъ)(Ъ-с)

„а _(^з~с)(12 —c)(At —с)
(а-с) (6 —с)

В зявъ  логарием ичесш я производны й, им-Ьемъ

(26)

d x - - i  1 ^ 2 I |̂ 3 ^

*Й2/==!(я̂ +1 i - 4 — r6+ Я2
.7 __5 / , ^ 2 | ^ 3  \

2 \ \ - е + X3-cJ'

i  Г—-
4 l_(V a2"r a 1-c)2J ’

Составивъ сумму квадратовъ  иосл-Ьднихъ равенствъ , н айдем ъ, что, 
на основанш  соотнош еш я (25) и ему аналогичны хъ, члены съ d).x d).3, 
d).2d)-3, d lx d l3 исчезаю тъ. К оэф ф ищ ентъ при dl]  будетъ

ж2 , у2
' (я

зам ен яя  ж2, у2, г2 и хъ  значеш ям и и д е л ая  п р и в е д е т е , получимъ

1 4 (Я1-а)(Я1-Ь)(Я1—С) ’ (27)
коэффищ енты М 2 и М 3 при ЙЯ| и  ЙЯ̂  получатся и зъ  M t  круговою пере
становкою. Т огда элементъ объема будетъ равен ъ  Y

21 *



148. Интегралы Д ирикле.— Пусть требуется вычислить тройной 
лнтегралъ

^  x v у4 /  (I -  х  -  у  -  z)s dx dy clz,

взятый внутри тетраэдра, ограниченнаго плоскостями х —о, у  =  о, g =  o,  
х + у - \-z = i .  Положимъ

*+2/+-—?. У+г=$П,
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гдЬ ^ , 17, ь — новыя перемЬнныя. Эти формулы можно представить иначе 
въ вид-6

§— Д+«/+Д, Ц — У+*
x+y~+z’

обратно, мы им-Ьемъ х= £ (1 -tj),  г/ = ?1? (1 -£ ) , z=gij£. Если x , y , z  по
ложительны, и сумма x + y + z  меньше единицы, то £, у,  ̂ заключаются 
между иулемъ и единицею. Обратно, если | , у ,  £ заключаются между 
нулемъ и единицею, то x > o ,y > o ,z > o ,  и x + y + z < i .  Такимъ обра- 
зомъ, мы заменили тетраэдръ кубомъ.

Чтобы вычислить функщональный опред-Ьлитель, положимъ Х = с ,  
Y=H'l, Z —gi/Z, откуда им-Ьемъ х = Х —У, y —Y —Z, z —Z. Но

I ) (x ,y ,  z )_ D (х, у, z) D (X, Y , Z )_
I ) ( X ,  Y , Z ) ‘ ±) t i ,  ,h l)

и тройной интегралъ поелЬ указанной зам-Ьны перем-Ьнныхъ обра
тится въ

С С ' d y  С |г '+ г + ''+ 2 ( I  — {)« ( i  — у ) ч £ ' ( i — t ) q d t .
«/О J о jo

Подъинтегральная функщя представляетъ произведете функцш 
отъ § на функщю отъ 17 и на функщю отъ 5. СлЬдовательно, данный 
тройной интегралъ равенъ произведений трехъ интеграловъ

^|р+г+'-+2 ( i - g y  d 4 X  (I - i>)p lh‘ X £?'' (!-?)«

Вводя функцш Г  (см. формулы (33), (34) стр. 294), мы получимъ для 
тронного интеграла выражеше

Г ( р + д + г + 3) г ( з -Ц )  Г ( д + г + 2) Г ( р + 1) Г ( г + 1) F ( g + i ) .
r ( p + q + r + s +  4) А I '{ p + q + r + 3) х  Г ( 2+?-+2) ’

по* сокращении на общихъ множителей остается

Г(р+1) Г (q+i) Г (г+ i )  r(s+i)  
Г(р+д+г+$+ 4)

(28)

140. Формула Оетроградекаго (Грина). — Для тройныхъ интеграловъ 
существуете формула, вполнЬ сходная еъ формулою (15) § 126. Разсмот- 
римъ сначала замкнутую поверхность S, которая перес-Ькается съ каж
дою прямою, параллельною оси Oz, не болЬе, ч-Ьмъ въ двухъ точкахъ; 
пусть будете R  (х , у, г) функщя, непрерывная вмЬст-Ь со своею произ

водною ^  внутри этой поверхности. ВсЬ точки поверхности S  проек

тируются на плоскость ху  точками п-Ькоторой площади А ,  огра
ниченной замкнутымъ контуромъ С. Всякой точкЬ (х, у) области А



с ответствуютъ двЬ точки поверхности S съ координатами zx=<p1{x,y) 
и х2 = <рг (х,у)  (ср. § 144), Такимъ образоыъ, поверхность S  разделится 
на две части Sx и S2; мы предположимъ, что Z X < Z 2 . Разсыотримъ трой
ной интегралъ

Ж£(1хс1»(1:'
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распространенный на область, ограниченную замкнутою поверхностью S. 
Производя первую интеграцию по е между пределами zt и z2 (§ 144), 
мы получимъ R (х, у, гг)-Я . (х,у, zx), и должны зат-Ьмъ взять двойной 
интегралъ

^  [R (д, у, г2) - Я  (х, у, д4] dx dy,

распространенный на область А. Но двойной интегралъ^ Я ( х , у , г г) dxdy  

есть не что иное, какъ интегралъ по поверхности (§ 135)

Я» R {х, у, г) dx dy ,

взятый по верхней стороне поверхности S2. Точно также, двойной 
интегралъ отъ Я (х, у, взятый съ обратнымъ знакомъ, есть инте
гралъ по поверхности'

z) dxdy,

взяты й  по ниж ней стороне поверхности Sx. С ледовательно, склады вая 
оба интеграла, мы можемъ написать

dJz dx dy dz = ’ R  (ж, у, г) dx dy,

причемъ второй интегралъ  взятъ  по в н е ш н е й  стороне поверхности £'.
П ри помощи и звестн ы хъ  уже разсуж дев1и эта формула можетъ быть 

распространена на объемъ, ограниченны й поверхностью  произволь- 
наго вида.

Перемещая х, у, г, мы получимъ изъ последней формулы две апа- 
логичныхъ формулы

f f i  Ш Clx dy ds  =  Й ( 3 )  р  (Ж- У' Z) dy Ch’

ffl f ax dy ds = IL Q y> z) dz dr-
Складывая эти три формулы, мы приходимъ къ общей формуле 

Остроградскаго (Грина) для тройного интеграла

№ ^+§+iS)dxdydz
= ^ Р  (х , у, z) dy dz+ Q (ж, у, z) dz dx+ R  (.г, у, z) dx dy,

гдЬ, какъ и выше, интегралы въ правой части берутся по внешней 
стороне поверхности.



Наприм-Ьръ, полагая Р  = ж, Q = R = о, или Q = y, Р = Е =  о, или R - z ,  
P = Q = o,  мы видимъ, что объемъ, ограниченный поверхностью S, ра- 
венъ любому изъ трехъ интеграловъ по поверхностямъ

\ i s ) y d z d x ' \ \ ^ d x d y ' (29)'

150. Кратные интегралы.— Исходя изъ чисто аналитическихъ выра- 
женШ, полученныхъ нами для двойного и тройного интеграловъ, мы мо- 
жемъ распространить опредЬлеше кратнаго интеграла на функцш отъ 
произвольнаго числа независиыыхъ перем-Ьнныхъ. Мы ограничимся 
зд*сь только общими указашями.

Пусть будегь х 1, х 2, . . . , х п система п  независимыхъ перем*нныхъ. 
Для краткости мы будемъ говорить, что каждая система значешй 
ж$, ж§, .. . ,  ж° этихъ перем*нныхъ представляетъ некоторую т о ч к у  
въ  пространств* п  изм*решй. Точно также, всякое еоотношеше- 
F ( x l t x2, . . . ,  х п) = о, въ которомъ л* пая часть есть непрерывная функщя, 
представляетъ п о в е р х н о с т ь ;  если F  есть многочленъ первой сте
пени, то мы будемъ говорить, что это уравнеше представляетъ п л о 
с к о с т ь .  Разсмотрпмъ совокупность точекъ, координаты которыхъ 
удовлетворяютъ неравенствамъ вида

У, (я1 ,сг2, . . . ' , а д < : о  ( i= i ,  г , . . . ,  7с). (30)

Мы будемъ говорить,что эта совокупность точекъ образуете о б л а с т ь ! )  
въ  пространств* п  изм*решй. Если для вс*хъ точекъ этой области 
абсолютное зн ачете  каждой изъ координатъ х ( не превышаетъ н*ко- 
тораго опред*левнаго числа, то мы будемъ говорить, что область ТУ 
находится вся н а  к о н е ч н о м ъ р а з с т о я н 1 и .  Если неравенства^ 
опред*ляюшдя область В ,  им*ютъ сл*дугошдй видъ

х\ X} ж*, ж2 ж2 ^  ж2, * • ■, хп хп ж,г, (3 1)

то мы будемъ называть эту область п р и з м а т о и д о м  ъ, и будемъ 
говорить, что п  положительныхъ чиселъ х\  — Ж°. суть измЬрешя этого 
призматоида. Наконецъ, мы будемъ говорить, что точка области ТУ 
расположена на г р а н и ц *  этой области, если для координатъ этой 
точки по крайней м*р* одна изъ функщй 1 въ формулахъ (30) равна- 
нулю.

Пусть будетъ В  конечная область, и f ( x lt ж2>. . . ,  х п~) — функщя, 
непрерывная въ этой области. Предположимъ, что область D  раз
бита на ыенышя области плоскостями, параллельными плоско- 
стямъ x j =  о ( i= i ,  2, . . . ,« ) • ) .  Возьмемъ одинъ изъ призматоидовъ, огра- 
ниченныхъ этими плоскостями и содержащихся внутри области Т); 
пусть будутъ Axlt Ахг, . . . , А х п его изм *ретя, и £2, . . . ,  ?п — коорди
наты какой-нибудь точки этого призматоида. Если число вс*хъ призма
тоидовъ, содержащихся внутри области D, неограниченно возрастаете 
такъ, что вс* изм*решя ихъ стремятся къ нулю, то сумма

S= £  f(S 1 , f 2, . . . ,  $п) Ахг Ax2 . .

З 2 6  ГЛАВА V I I .  ---- КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И  ПРОЧ. §§ I4 9 ----- IJO .

l) T .-e. плоскостями ж( = const. (Рсд.)



распространенная на вогЬ эти призматоиды, стремится къ некоторому 
пределу I .  Этотъ предЬлъ I  называется п - к р а т н ы м  ъ и н т е г р а 
ле  мъ  отъ функцш f (x l t x2, . . . ,хп), взятымъ въ области В,

т== н а а  ^ *«>•••> ^1  • • ■ *»„•
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Вычислеше и-кратнаго интеграла и здесь приводится къ последова
тельному вычисление п  простыхъ интеграловъ. Чтобы доказать, что 
этотъ законъ — общШ, достаточно показать, что если онъ в'Ьренъ для 
(и—1)-кратнаго интеграла, то онъ также веренъ и для и-кратнаго инте
грала. Для этого разсмотримъ некоторую точку области В

(xlt х2, . . . , х п).

Если мы временно не будеыъ обращать внимания на перем'Ьнное хп, 
то ясно, что точка (хг, х2 . . . , х п_ х) будетъ описывать некоторую 
область В '  въ пространстве (п—г) изм’Ьретй. Предположимъ, что 
область В  удовлетворяетъ следующему условно: всякой точке
(а?!, ж2, . . . , х п_ х) внутри области В '  соответствуют на границе 
области В  только две точки съ координатами (xlt х2, . . .  , хп_ г; ж^) 
и (х\, х2, . . .  , х„_г; ж ^), причемъ координаты и ж® суть функ- 
цш (п— i) перемениыхъ хх, х2, . . .  , xn_ v  непрерывныя внутри области В  
Если это ycnoBie не удовлетворено, то мы разобьемъ В  натам я менышя 
области, чтобы это услов1е выполнялось для каждой изъ нихъ от
дельно. Разсмотримъ теперь рядъ лризматоидовъ области!), соотвЪт- 
ствующихъ одной и той же точке (хг, ж2, . .. , ХПшт1) области В ’; можно 
доказать, какъ мы это уже делали для двойного интеграла (§ 124), что 
эти призматоиды дадутъ въ S  сумму, равную

Лж1 dx2. .. dxn_x
В)

Г х п

ЗхР) f(xx, х2, . .  . ,  хп) dxn +  е}
где | е | можетъ быть сделано менее всякаго положительнаго числа, 
если только всЬ количества Лат будутъ достаточно малы. Полагая

В)
Ф (хх, х2, . . . , *,,_!) =  J  jjj f{x\i *2> • • • > *„) (1хп (33)

п

мы видимъ, что 1 равно пределу суммы

2 Ф (Ж„ Х2, . . . , X)t_|) /1:1\ /1Xг. . . . dXnmmmXi

т,-е. равно (и — 1)-кратному интегралу

1 = \ Ф(хг, ж2, . . . ,  хп_х) dxx dx2. . . ,  dx„_v  (34)

взятому въ области В'.  Но мы предположили, что высказанное выше 
предложете верно для (те — 1 )-кратнаго интеграла; следовательно, что 
оно имеетъ общШ характеръ.

Мы могли бы разсуждать еще иначе. Разсмотримъ совокупность 
техъ точекъ (хх, х2> . . .  , хп), для которыхъ координата жп имеетъ дан
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ное значеше. Точка (о*!, а ,̂ . . . , х п_ х) опишетъ вч> пространстве (и—i) 
изм'ЬренШ некоторую область <5, и легко видеть, что «-кратный инте- 
гралъ /  равенъ также выражение

И
(3 5 )

где 0 (жл) есть (и— 1 )-кратный интегралъ рас
пространенный на область <1 .

Какимъ бы способомъ мы ни вычисляли интегралъ, пределы для 
различныхъ пнтегращй, которыя при этомъ должны быть выполнены, 
зависятъ отъ свойства области D  и, вообще, изменяются въ зависимости 
отъ перемены порядка пнтегращй. Исшиочеше составляетъ только тотъ 
случай, когда D  есть призматоидъ, определяемый услов1ями

х® <С Xj, * • • , x j  ^ x t- <  Х„

Въ этомъ случае кратный интегралъ имеетъ выражение

и мы можемъ произвольнымъ образомъ изменять порядокъ интеграцпг, 
не изменяя пределовъ, соответствующихъ каждому переменному.

Формула замены переменныхъ таюке распространяется на «-крат
ные интегралы. Пусть будутъ

ar.=fp.(x'lt х \ ,  , х ’п) ( i = i , 2 ..........«) (36)

формулы преобразовашя, устанавливагопия взаимно однозначное со-
ответств1е между областью ТУ, описываемою точкою (х \ ,  х \ .......... х 'п), и
областью D, описываемою точкою (аг15 гг2, . . . , »„). Мы имеемъ

ff ? • • ' Lrt F {Х" Х*> ••■.*«) •• • ‘К

• • - J J - U — .... d x \  .

\
|  ( 3 7 )

Доказательство этой формулы вполне аналогично продыдущимъ. Я 
укажу здесь только въ общихъ чертахъ ходъ разсужденШ.

1) Если формула (37) верна для двухъ преобразованш, то она будетъ 
также верна и для того преобразования, которое получается отъ после- 
довательнаго выполнения этихъ двухъ преобразован)!!.

2) Всякая замена перемЬнныхъ можетъ быть получена, какъ соедп- 
HeHie двухъ заменъ переменныхъ слЬдующаго вида

х 1—х 1, х г — х 2, . • • , х п_-у—х  и_ г, x n — fptl(x \ ,  х'2, . .  . , х'п), (38) 

*i = Ух (*'1. • • ■ . *'„), • • • , л;„_1 = Ф„_ 1  (х \ ,  . . . .  х„'), х , = х и'. (зч)

3) Формула (37) применима къ замене переменныхъ вида (38); это 
следуетъ изъ выражешя (34) для и-кратнаго интеграла. Точно также, 
изъ выражешя (35) для и-кратнаго интеграла следуетъ, что если мы пред
полож им^ что формула (37) доказана для (« — т)-кратныхъ нптеграловъ,
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то эта формула будетъ применима также и къ замене перем-Ьнныхъ 
вида (39). Такимъ образомъ, переходя последовательно отъ п  къ п + 1 , 
можно доказать, что формула (37) имеетъ обшдй характеръ.

Предположимъ, наприм-Ьръ, что требуется вычислить определенный 
интегралъ

/  =  И  "  ' I  х 1' х 7  •' ■ Х“П ' ■ • - x n)Pdx1dxt . . . d.r„,

распространенный на область D, определяемую неравенствами

° <1*1, °<^Х2’ •••> ° < xn’ Х1 + Х2+- • • +*„ <! ,
где <х2, . . . , пп, — положительный числа.

Сделавъ замену переменныхъ

■ А + Я з З "  • • • ^ з Ъ  . • . -Ь ж н =  ?1 ? 2 ’ ■ • • I Х ц ~ ^ Х ^ г  • • • ! „ >

мы замЬнимъ область _D областью .//, определяемою неравенствами

Кроме того, простьтмъ вычислешемъ (§ 148) получимъ

D (Д-п «У.
Р (?i> £2

. Ху,) _ -Н —1 ;.)( ~2
FI '1 Ь2>

Подъинтегральная функция принимаетъ видъ

g«,+...+**+»-i|«,+ . . . + « » + « - * (1-гУ (1-г^“*. . .  (I

и искомый интегралъ выражается при помощи функцш Г

т_ [ (а1 + l)-T(ff2+ l)  ■ ■ ■ Г(п„ +1) Г(р + 1)
Л«1 + «2+ • • • +«„+/* + Я + 1) (4°)

I I . — ИНТЕГРИРОВАН1Е ПОЛНЫХЪ ДИФФЕРЕН
ЩАЛОВЪ.

1 6 1 . ОбщШ методъ.—  Пусть будутъ Р  (ж, у), Q (х , у) функцш 
двухъ независимыхъ перем'Ьнныхъ х  и у. Выражеше

Pclx+Qdy,

вообще, не представляетъ полнаго дифферешцала отъ неко
торой функцш двухъ перемЬненныхъ х, у. Въ самомъ деле, 
какъ известно, уравнете

du= Р  dx .+ Qdy  (4 1 )

равносильно двумъ отдельнымъ уравнетямъ

^  =  Р(ж, у), ^  =  Q { x ,y ) .  (42)

Дифференцируя первое изъ уравнетй (42) по у , а второе по х,



мы видимъ, что фуикщя и (х, у) должна удовлетворять двумъ 
соотношешямъ

д'2и _  дР (ж, у) д~и dQ {х, у) 
дх ду ду ду дх дх

Такимъ образомъ, для того чтобы существовала функц1я и (х , у), 
удовлетворяющая условш (41), должно быть тождественно

д1 Л .  (43 )
ду дх

Это необходимое услов1е вместе съ тгЬмъ и достаточно. Въ самомъ 
д'Ьл’Ь, существуетъ безчисленное множество фуншцй и(х>у), 
частныя производный которыхъ по х  равны Р (х ,у ) \  все эти 
функщи заключаются въ формул6

и = |  Р(х,  у)Лх+ Г,
Xq
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где х0 — произвольное постоянное, a Y — произвольная функ- 
ц1я перем'Ьпнаго у. Чтобы эта фунтця и (х, у) удовлетворяла 
уравнению (4i), необходимо и достаточно, чтобы ея частная 
производная по у была равна Q{x,y),  т.-е. чтобы было

Сх д Р 7 d Y  .
:dx+ -r7 =Q(x i у)•

*0ду cly

Но, на основанш услов!я интегрируемости (43 ), им^емь

•>!!
dx = Q(x, y ) - Q ( x 0, у),

и предыдущее соотношете обращается въ

^ =Q{* » 9)‘

Правая часть зависитъ только отъ у, следовательно, суще
ствуетъ безчисленное множество функц1й Y  отъ у , удовлетво- 
ряющихъ последнему условш. Все оне содержатся въ формуле

Y  =  f Q ( x 0, y ) d y  +  C ,
J !/o

где y0 есть некоторое частное значете переменнаго у, а С— 
произвольное постоянное. Такимъ образомъ, существуетъ бевчис-
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ленное множество функтдй и(х ,у) ,  удовлетворяющихъ урав- 
ненйо (41); он'Ь выражаются формулою

пх пУ
« =  P { x , y ) d x + \  Q(x0,y)dy+C,  (44)

и различаются между собою только значешями добавочного 
постоянная С.

Пусть будетъ, наприм-Ьръ,
х+ту  _ у —тх.

условте (4З) удовлетворяется, и, полагая х0=о, y0 = i ,  им’Ьемъ

- ГV п
х  -Ь ту 
х2 + у2clx + dy_

1 У
+ 0.

Выполнивъ указанныя интегрировашя, получимъ

и= ~[log{x2 + y2)Y + m[axc,tgX--\ +log у+С,  
2 \ У/о

или, поотЬ приведетй,
I 00и = -  log (х2 + у2) + т arc tg -  + С.

Этотъ методъ можно распространить на случай любого числа 
независимыхъ перем’Ьнныхъ. Мы разсмотримъ только случай 
трехъ переменныхъ. Пусть будутъ Р, Q, Л  функцш отъ х, у, г\ 
уравнете съ полными дифференциалами

du — Pdx+Qdy + B dz  (45)
равносильно тремъ уравнешямъ

д« _ р  ди _ п ди_
Тх~ ' dz~ (46)

Вычисляя двумя различными способами нроизводныя j —t-*
д2 и д2 и ,  - х  У
дудя' дх<)z МЫ П0ЛУЧИМЪ ТРИ необходимыхъ условтя

dP= d_Q dQ= dE д В ^д Р  
ду дх дг ду дх дя (4 7 )

Предположимъ, что эти услов!я удовлетворены. На основании 
перваго услов1я, существуетъ безчисленное множество функщй 
и (х, у , г), частный производный которыхъ по х и по у равны со
ответственно Р  и (2 ; все эти функцш содержатся въ формул-Ь

« =  (  P ( x , y , z ) d x + [  Q (x 0, у, s ) d y + Z ,
J*o J I/O
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гдЪ Z  есть произвольная функщя отъ з. Чтобы производ

ная была равна В , необходимо, сверхъ того, чтобы было(JiC

:дР 7
-Г (1-V +  . 02 J „ дз J dzУо

вс.тЬдств1е соотношение (47), последнее уравнеше обра
щается въ

Д(.г, у, г ) - В ( х 0, y,z)  + B { r 0, y , z ) - B ( x 0, ,г0, dZ ^ ,
1+777 = В(х ,  у, е),

или

^  (*0. У О’

Отсюда мы заключаемъ, что существуетъ безчисленное мно
жество функцп1 и ( х , у , г ) ,  удовлетворяющих!, уравненш (45); 
всгЬ шгЬ представляются формулою

« =  С P ( x , y , 3 ) d x + [  Q{r0,y,  s)dy +  f  E ( x 0,y 0,z)dz + C,{48)
"■ х о "  Vo -о

i - i т0, у0, z0 — произвольно выбранный числовыя значетя пе- 
рем+нныхъ, в С — произвольное постоянное.

П (I-- V)

1 5 2 . Изсл^доваше интеграла \ P d x  + Qdy.— Предыду-
<*V Уо)

щш вопросъ можно разсматривать съ другой точки зр’Ьшя, 
которая позволяетъ изсл’Ьдовать его глубже и приводить къ но- 
вымъ результатамъ. Пусть будутъ Р (х, у) и Q {х, у) функции, 
непрерывный вм'Ьст’Ь со своими частными производными перваго 
порядка въ области Л , ограниченной однимъ замкнутымъ 
контуромъ С; эта область А  можетъ также охватывать всю 
плоскость, что равносильно предположение, что контуръ С уда- 
ленъ въ безконечность. Криволинейный иптегралъ

j  P d x  + Qdy ,

взятый вдоль пути L,  расноложеннаго Ц’Ьликомъ внутри А,  
зависитъ, вообще, отъ пути интегрировашя. Найдемъ прежде 
всего, при какихъ услов1яхъ этотъ иптегралъ зависитъ только 
отъ коордипать (х0, у0), {хх,у^) конечныхъ точекъ этого пути. 
Пусть будутъ Ш и N  дв'Ь какихъ-нибудь точки области А,  
и L, L '— два пути, соединяющихъ эти точки и не пересе
кающихся между собою; оба эти пути, вм^ст-Ь взятые, обра-
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зуютъ замкнутый контуръ. Для того чтобы криволинейные- 
интегралы, взятые вдоль L и вдоль L', были равны, очевидно, 
необходимо и достаточно, чтобы интегралъ, взятый въ опред!>- 
ленномъ направленна: вдоль замкнутаго контура, образованная 
оббими литями, былъ равенъ нулю*). Такимъ образомъ, пред
ложенный вопросъ равносиленъ следующему: П ри  к а к и х ъ  
у с л о в 1 я х ъ  к р и в о л и н е й н ы й  и н т е г р а л ъ

|  Pdx + Qdy,

в з я т ы й  в д о л ь  к а к о г о - н и б у д ь  з а м к н у т а г о  к о н 
т у р а ,  р а с п о л о ж е н н а г о  въ о б л а с т и  Л, б у д е т ъ  р а 
в е н ъ  ну л ю?

Ответь на этотъ вопросъ получается непосредственно изъ 
формулы Грина

+  - J J  ( g - g j  (49)

где С обозначаетъ какой-нибудь замкнутый контуръ, распо
ложенный въ области А,  а двойной интегралъ распространенъ 
на область, заключающуюся внутри контура С. Очевидно, что 
если производный отъ функщй Р  и Q удовлетворяютъ соотно
шению

дР _dQ
ду дх (43)'

то криволинейный интегралъ, стоящШ въ левой части, всегда 
равенъ нулю. Это ycnoeie вместе съ темъ и необходимо. 
Въ самомъ деле, предположить, что въ области А  разность
дР dQ
ду~~дх Не Равыа тождественно нулю; такъ какъ, по предпо
ложение, эта разность есть непрерывная фунгаця, то всегда 
можно найти настолько малую область а, чтобы въ области а 
знакъ этой функщй былъ постояненъ; тогда изъ формулы (49) 
очевидно, что криволинейный интегралъ, взятый вдоль контура 
области а , не можетъ быть равенъ нулю.

Если услов1я (43)' удовлетворяются тождественно, то два 
пути L, L ' , имеюпце одни и те же край тя  точки М, N  
и не пересекаюнцеся между этими точками, дадутъ для криво- 
линейнаго интеграла одно и то же значеше. То же самое бу
детъ и въ томъ случае, если'между М  и N  эти пути несколько

*) Такь какъ этотъ интегралъ равенъ разности интеграловъ, взя- 
тыхъ по обоимъ путямъ отъ точки Ж до точки N.

(Ред.)



разъ пересекаются, такъ какъ достаточно ихъ сравнить 
съ третьимъ путемъ L",  не встречающимся съ двумя первыми 
нигдгЬ, кроме точекъ М  и N.

Предположимъ теперь, что одинъ пзъ концовъ литии интегри
р о в а т я  есть постоянная точка (х0, у0), а другой конецъ — пере
менная точка (х, у) области А.  Интегралъ

F ( x , y ) = [  Pdx + Qdy, (50)
’ ’ С*о>Го)

взятый вдоль пути пронзвольнаго вида, зависитъ только отъ 
координата (х, у) переменнаго конца. Частныя производный 
отъ функцш F  (х, у) суть какъ разъ Р(х,у)  и Q{x,y). Напри- 
меръ, мы имеемъ

у)
F {x  + Ax,  y) = F(x ,  у) +  P{x,y)dx;

J (*, у)
въ самомъ дЪле, мы всегда можемъ предположить, что сначала 
идемъ по прежнему пути отъ точки (ж0, у0) къ точке (х, у), 
а потомъ отъ точки (х, у) къ точке (х+Ах,  у) по прямой, па
раллельной оси Оац причемъ вдоль этой прямой мы имеемъ 
d y — о. Прилагая формулу средняго зиачешя, мы можемъ на
писать

-  + ЛX' j £ ~ F }= Р(х-+ ЪА х, у) (о < 0 < г);

при приближенш Ах  къ нулю мы получимъ F 'X=P.  Точно 
такъ же мы убедились бы, что F ' y = Q. Такимъ образомъ криво
линейный интегралъ F(x,  у) удовлетворяетъ уравнению съ пол
ными дифференщалами (41), и мы получимъ обпдй интегралъ 
этого уравн етя, прибавляя къТ(ж, у) произвольное постоянное.

Новая формула (50) общее формулы (44), такъ какъ въ ней 
путь интегрироватя остается неопределеннымъ; впрочемъ, 
изъ нея легко вывести формулу (44). Для устранешя всякихъ 
недоразумешй, обозначимъ черезъ (х0, у 0), (хх, ух) координаты 
обоихъ концовъ пути интегрироватя и возьмемъ за путь инте
гри роватя  две прямыхъ х = х 0, у —ух. Вдоль первой прямой мы 
имеемъ х —х0, dx = o, причемъ у изменяется отъ у0 до у,; вдоль 
второй прямой у = у х, dy—о, и х  изменяется отъ х0 до хх. 
Следовательно, натъ  интегралъ равенъ

Q(x0, y ) d y + \  P ( x , y 1)dx-,
J !/о J .rft

эта формула отличается (44) только обозначешями.
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Но иногда бываетъ выгоднее выбрать другой путь интегри- 
роватя. Предположимъ, что полагая x=f( t ) ,  y~q>(t) и из
меняя t отъ t0 до мы заставляемъ точку (х , у) описывать 
некоторую кривую, соединяющую точку (х0, у0) съ точкою [хг, уг). 
Мы имгЬемъ

t " J,)pdx+Qdy  =  \ ' [P(x , y ) f ' ( t )  + Q(x,y)<p'(t)}dt,
(x0i У о)

и остается выполнить только одну квадратуру. Наприм'Ьръ, если 
мы будемъ перемещаться по прямой, то нужно положить 
x = x 0 + t (хг — х0), y = y0 + t (yl — y0) и изменять t ОТЪ О ДО I.

Обратно, зная какой-нибудь частный интегралъ Ф (х , у) урав- 
нешя (41), мы получимъ изъ него криволинейный интегралъ 
посредствомъ формулы

(*1, yt)
Pdx  + Qdy=<P{x> у ) - Ф ( х 0, у0)\

0>ч» !/о)

последняя формула аналогична формуле (6) главы IV.

1 5 3 . Перюды. — Можно разсматривать и более общ!е случаи. 
Заметимъ прежде всего, что формула Грина применима также 
къ площадямъ, ограниченнымъ несколькими контурами. Раз- 
смотримъ, напримеръ, площадь Л, ограниченную внешними 
контуромъ С и двумя контурами С', С", расположенными вну
три перваго (черт. З5). Пусть будутъ Р  и Q функцш, непре
рывный вместе со своими частными производными перваго по
рядка внутри этой площади. (Части плоскости, содержапцяся 
внутри контуровъ С', С", должно разсматривать, какъ не вхо- 
дяндя въ составь области Л; мы не делаемъ никакихъ предпо
ложен^ относительно свойствъ функций Р  и Q въ этихъ обеихъ 
областяхъ).Соединимъ контуры С'и  С"по
перечными литями ab,cd съ замкнутыми 
контуромъ С. Мы получимъ такими образомъ 
замкнутый контуръ abmcdndcpbaqa или Г, 
который можетъ быть описанъ непрерыв
ными движешемъ *). Применяя формулу 
Грина къ площади, ограниченной этими 
контуромъ, мы найдемъ,что криволинейные 
интегралы, происходящее отъ лишй аЪ и cd, исчезнуть, таки

§§ 1 5 2 — 15 З .  I I .  — ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПОЛИ. ДИ Ф Ф ЕРЕНЩ АЛОВЪ. З З 5

*) Поперечный лиши иЪ, cd разсматриваютея зд^сь, какъ двойныя, 
состояния изъ двухъ безконечно близкихъ д и тя . (Ред.)

Черт. 35.



какъ каждый изъ ннхъ берется въ двухъ противоположныхъ 
направлешяхъ, и у насъ останется

въ этой формуле криволинейный интегралъ берется вдоль всего 
контура площади А,  т.-е. вдоль трехъ контуровъ С, С С "  
въ направлети, указанномъ стрелками,такъ, чтобы площадь, 
ограничиваемая этими контурами, оставалась всегда съ левой 
стороны.

Если въ области А  функцш Р  и Q удовлетворяю™ условш 
дО ОР
Ох= ~ду'> Т° дво™°й интегралъ равенъ нулю, и мы можемъ 

представить полученное соотношете въ виде
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I Pdx  + Qdy =  Г Pdx  + Qdy +  ( Pdx  + Qdy, (51)
*V') J(C")

если мы условимся брать здесь всгЬ три криволинейныхъ инте
грала въ одинаковомъ направлети.

Возвратимся къ области А,  ограниченной однимъ конту- 
ромъ С. Пусть будутъ Р  и Q функцш, удовлетворяюнця со-

дР 0QЧерт. 36. отношенпо ~  и непрерывный

вместе съ своими производными 
въ области А  всюду', за исключе- 
н!емъ конечнаго числа точекъ, 
въ которыхъ по крайней м'ЬрЪ 
одна изъ функщй Р , Q делается 
прерывною. Для определенности 
предположимъ, что въ А  нахо
дятся три точки прерывности а,&,с. 
Окружимъ каждую изъ этихъ то

чекъ окружностью весьма малаго радгуса и соединимъ 
эти окружности прорезами съ контуромъ С (черт. 3 6 ).

Интегралъ j  Pdx  + Qdy, взятый отъ некоторой постоянной

точки (х0, у0) до некоторой переменной точки (х , у) вдоль 
лиши, не пересекающей ни одного изъ прор'Ъзовъ, тгЬетъ 
въ каждой точке единственное значете, такъ какъ контуръ С, 
прорезы и малыя окружности образуютъ вместе одну линпо, 
которую можно описать непрерывнымъ движетемъ. Обозначимъ
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черезъ F(x, y)  значеше этого интеграла, взятаго вдоль этого 
п р я м о г о  пути отъ точки М 0 (х0, у0) до точки М(х, у).

Путь, состояний изъ прямой, соединяющей точку М0 съ точ
кою а', безконечно близкою къ точке а, изъ малой окружности 
рад1уса аа' съ центромъ въ а и изъ прямой а'М0, называется

петлею. Очевидно, что криволинейный интегралъ j Pdx + Qdyr

взятый вдоль петли, приводится къ криволинейному интегралу, 
взятому только вдоль окружности, окружающей точку а. Если 
одна изъ функщй Р  или Q обращается въ точке а въ безко- 
нечность, то последний интегралъ, вообще, не равенъ нулю, но 
онъ не зависите отъ радйуса этой малой окружности; онъ равенъ 
некоторому постоянному + оЛ, причемъ двойной знакъ соотв'Ьт- 
ствуетъдвумъ направлетямъ обхода по окружности*). Мы обо- 
значимъ такимъ же образомъ черезъ + Si и +  <2 значешя криво- 
линейнаго интеграла, взятаго вдоль петель, описанныхъ около 
каждой изъ особыхъ точекъ Ь же.

Теперь легко видеть, что всятй  путь, соединяюнцй точку М 0 
съ точкою М,  можетъ быть, замененъ прямымъ путемъ, иду- 
щимъ изъ точки М0 къ точке М , и рядомъ петель. Напри 
меръ, путь M0mdefM можетъ быть замененъ рядомъ следую- 
щихъ путей: M0mdM0, M0deMQ, M 0efM0, M0fM- путь M0 mdM0 
можетъ быть въ свою очередь замененъ петлею, описанною 
около особой точки а: то же будетъ и съ другими путями. На- 
конецъ, путь M0f M  равносиленъ прямому пути. Это показы
ваете, что, каковъ бы ни былъ путь интегрировашя, значеше 
криволинейнаго интеграла будетъ иметь видъ

F { x ,  y ) = F ( x ,  у)+т<А + п М+р<2, (5 2 )

*) Нетрудно видеть, что постоянное сЛ не зависитъ отъ рад!уса 
окружности, окружающей точку а, если только эта окружность доста
точно мала. Въ самомъ дЬлЬ, опишемъ около точки а двЬ концентри- 
ческихъ окружности С,С, настолько малыхъ, чтобы внутри ихъ не
содержалось ни одной изъ остальныхъ точекъ прерывности Ъ,е.........
Тогда внутри "'кольцеобразной области, ограниченной этими двумя 
окружностями, функщй Р  и Q будутъ непрерывны вмЬстЬ съ своими 
производными перваго порядка; а такъ какъ эта область ограничена 
двумя контурами — однимъ внЬшнимъ и другимъ внутреннимъ, то, 
какъ было показано въ началЬ этого параграфа, значеше интеграла

j Pdx+Qdy на внЬшнемъ контурЬ С равно значенш того же инте

грала на внутреннемъ контур’Ь С'. (Ред.)

КУГСЪ ЫАТЕМАТЦЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 22
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гд'Ь «г, « ,р  — три совершенно произвольныхъ ц'Ълыхъ числа по- 
ложительныхъ или отрицательныхъ. Количества Л, Si, (5 на
зываются и е р i о д а м п криволинейнаго интеграла. Такимъ 
образомъ, этотъ иитегралъ есть функц1я отъ х  и у , имеющая 
безконечное множество значетй, и намъ ясно происхождете 
этой многозначности.

П р п м гЬ ч а и i е. .— После того какъ проведены прорезы 
аа, 6 /9 , су, функщя F{x, у) будетъ въ области А  вполне опре
деленною функцгею; по должно заметить, что въ двухъ безко- 
нечно близкихъ точкахъ, лежащихъ по разныя стороны про
реза, напрпмеръ, въ т и т ', разность F(m) — F (m f) пмеотъ 
конечное значете. Въ самомъ деле, мы имеемъ

л т  г , т '  Г4 Л /0

сЯ =  I +  1 + |
J  ЗТ0 V m mf

Это равенство можно представить въ виде
„т „т’ „т
\ =  \ + оИ + ;
J и. J и, о

/
но количество \ безконечно мало, и у насъ остается

J m f

F (m )—F(m')=c.

Такимъ образомъ, вдоль всего прореза аа разность F(m) — F(m') 
постоянна и равна ©1.

П р и м е р ъ .  — Криволинейный иитегралъ

Г(зд) x d y —ydx

имеетъ одну критическую точку — начало координатъ. Чтобы 
получить соответствующей перюдъ, возьмемъ данный иитегралъ 
вдоль окружности х2+ у2=д2. Мы имеемъ

£ =  pcos«B, у = дята>, xd y —ydx = Q2dco,

р2л:
и першдъ равенъ I doa = 2 л. Этотъ рзультатъ легко прове

ло
рить, такъ какъ подъ знакомъ интеграла стоитъ полный.диф- 

ферешцалъ отъ arctg  | -

154. ОбпДе корни двухъ уравнешй. — Пусть будутъ X , У функ
ции псрсмЪнныхъ х, у , непрерывный въ области А, ограниченной
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■однимъ замкнуты мъ контуромъ О; предполож имъ, что частны я п ро
изводн ы й  перваго порядка отъ зтихъ  фунгсцШ такж е непреры вны .

D . X d Y - Y d XВыражен1е —  г----  удовлетворяетъ условно интегрируемости,

Y
такъ  какъ  оно есть полный диф ф еренщ алъ отъ a r c tg - ^ '  Отсюда с л е 

д у  етъ, что криволинейны й иитегралъ

г X d Y - Y d X  
Jco X*+Y* ’ ( 5 3 )

взяты й въ  прямомъ н а п р а в л е н ^  вдоль контура С, равенъ  нулю , 
-если только коэффициенты при dx и  при dy подъ знаком ъ интеграла 
остаются непрерывны ми внутри контура С, т .-е , если кривы я Х —о, 
Г  =  о не имЬютъ ни одной общей точки внутри этого контура. Но 
если обе эти кривы я имЬютъ общ1я точки а, Ъ, с , . . . ,  то инте- 
гр ал ъ  (53) равенъ  сумме интеграловъ, взяты хъ  въ  прямомъ направлеш и 
вдоль малыхъ окружностей, описанны хъ около точекъ я , Ъ, с, . . .  . 
Пусть будутъ (а, /г) координаты одной и-зъ этихъ общ ихъ точекъ; п ред

полож им ъ, что ф ункщ ональны й определитель ^  в ъ  этой точ кеJJ (ж, у)
не равенъ  нулю, т.-е. что кривы я Х = о,  У = о  не касаю тся въ  этой точке 
другъ  друга. Тогда мы можемъ описать около точки («,_£) окружность с 
настолько малаго paniyca, чтобы, въ  то время какъ  точка (ж, у) нахо
дится па кругЬ  с, точка (X , Y) описы вала вокругъ точки (о, о) весьма 
малую площ адь, ограниченную  некоторы мъ контуромъ у, точки которой 
•находились бы в ъ  однозначномъ соответствш  съ точками круга с.

Когда точка (ж, у) описываетъ окружность с въ прямомъ напра- 
вленш, точка (X ,  Y) описываетъ контуръ у въ прямомъ направлеши 
яли  въ обратномъ въ зависимости отъ знака функщональнаго опреде
лителя внутри этой малой окружности с. Но нашъ определенный инте-

Yгралъ, взятый вдоль окружности с, равенъ нриращенпо arc tg сле

довательно, равенъ ±  2П. Применяя то же самое разсуждеше ко всеыъ 
корнямъ, мы отсюда видимъ, что

X d Y - Y d X = 2 i t ( P - N ) , ( 5 4 )J (О Х2+У2
тДе  Р  есть число общихъ точекъ обеихъ кривыхъ Х = о ,  Y =  о, для кото-

рыхъ положительно, и N  — число общихъ точекъ, для кото-В (х , у)
рыхъ этотъ определитель отрицателенъ.

Определенный интегралъ, стоящш въ левой части, равенъ также
Y  Yизменение arc tg вдоль контура С, т.-е. указателю функцш = , когда А А

точка (ж, у) описываетъ контуръ С. Если функцш X , Г  — многочлены,
и если контуръ С состоитъ изъ дугь уникурсальныхъ кривыхъ, то
-задача приводится къ вычисление указателя одной или несколькихъ
рацюнальныхъ функцШ, что требуетъ только элементарвыхъ опера.-
<цШ (§ 77). Кроме того, каковы бы ни были функцш X , У, всегда можно
вычислить определенный интегралъ (54) съ погрешностью, меньшею п,
•что вполне достаточно, такъ какъ правая часть есть кратное 2л.

2 2 *



Очевидно, что формула (54) позволяетъ узнать полное число точекъ, 
общихъ обЬимъ кривымъ, только въ томъ случай, когда функцш- 
налъный определитель сохраняешь внутри ^-постоянный знакъ. Но- 
вЬйиия работы Пикара (Picard) дополнили этотъ результатъ *).

155. Обобщеше предыдущихъ результатовъ. — Выводы посл-Ьднихт» 
иараграфовъ могутъ быть распростраиеиы безъ существенныхъ измТ>- 
ненШ на криволинейные интегралы въ пространстве

U =  \ P d x + Q d y + R d s .  (55)
 ̂(̂ о.Уп.-о)

Обозначимъ черезъ Р, Q, Л  функцш, непрерывный вместе со 
своими частными производными перваго порядка въ области (Е) про
странства, ограниченной одною замкнутою поверхностью S. Найдемъ 
сначала, при какихъ услов1яхъ этотъ криволинейный интегралъ за
висать только отъ концовъ (ж0, уй, т-0), (х , у, г) пути ннтегрировашя, или, 
что то же, найдемъ, въ какомъ случай криволинейный интегралъ, взя
тый вдоль какой-нибудь замкнутой кривой Г , равенъ нулю. По фор
муле Стокса (§ 136), этотъ криволинейный интегралъ равенъ интегралу 
по поверхности

$  5 Ш ~ Т у  )dxdv + ( w ) di,ds

распространенному на какую-нибудь поверхность 2 ,  ограниченную коп- 
туромъ Г . Для того чтобы при веякомъ контуре Г  этотъ интегралъ 
ыо поверхности былъравенъ нулю, очевидно, необходимо и достаточно, 
чтобы было

dP = dQ dQ _dR дЛ = дР
ду дх’ oz ду’ дх oz ' '

Если эти услов1я удовлетворяются, то существуетъ функщя U пере- 
ыЬнныхъ х , у , z, полный дифференщалъ которой есть P dx+ Q  dy-\-R  с/г, 
и  которая однозначна въ части (Е) пространства. Чтобы получить зна- 
чеше функцш U  въ какой-нибудь точке, можно выбрать путь инте- 
грировашя совершенно произвольный.

Если функцш Р, Q, Л удовлетворяютъ соотношешямъ (56), но обра
щаются въ безконечность во всЬхъ точкахъ одной или нйсколькихъ 
лиш и области (Е ), то получаются слгЬдств1я, аналогичный полученнымъ 
въ § 153 . НапримЬръ, если одна изъ функцШ Р, Q, Л обращается въ безко
нечность во всйхъ точкахъ замкнутой кривой у ,  то интегралъ U имйетъ 
церюдъ, равный значение криволинейнаго интеграла, взятаго вдоль 
замкнутаго контура, нересЬкающаго одинъ и только одинъ разъ по
верхность о, ограниченную кривою у.

Относительно интеграловъ по поверхности также можно поставить 
вопроеъ, аналогичный разобранному выше для криволннейныхъ инте
граловъ. Пусть будутъ А , В , С  функцш, непрерывный вместе со своими 
частными производными перваго порядка въ части (Е ) пространства,

3 -1°  Г Л А В А  V II .  -----К Р А Т Н Ы Е  И Н Т Е Г Р А Л Ы  II ИРОЧ. § §  I 5 4 — 1 5 5 .

*) Пикаръ, T r a i t  ё d’ A n a l y s e ,  т. II.
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ограниченной одного замкнутою поверхностью S. Пусть будетъ 2  какая- 
нибудь поверхность въ части (Е ), ограниченная контуромъ Г  произволь- 
наго вида. Интегралъ по поверхности

= ^ A dy dz+ B  dz dx+ C dx dy (57)

зависитъ, вообще, отъ самой поверхности 2 ,  а не только отъ одного 
контура Г. Чтобы этотъ интегралъ аависелъ только отъ контура Г, 
необходимо, чтобы двойной интегралъ, распространенный на произ
вольную замкнутую поверхность, взятую внутри Е , былъ равенъ нулю. 
Услов1в'для этого можно непосредственно вывести изъ формулы Остро- 
градскаго (§ 149). Въ самомъ деле, мы знаемъ, что предыдущщ двой
ной интегралъ, распространенный на какую-нибудь замкнутую поверх
ность, равенъ тройному интегралу

распространенному на объемъ, ограниченный этою поверхностью. Для 
того чтобы при всякомъ объема этотъ поел'Ьднш интегралъ былъ ра
венъ нулю, очевидно, необходимо, чтобы функщи А, В, С удовлетво
ряли соотношение

д_А д Б  дС =  

с) х ^  ду dz ~~0, (58)

Услов1в (58) вместе съ й м ъ  и достаточно.
Этотъ результатъ легко проверить, пользуясь формулою Стокса. 

Въ самомъ деле, если даны три фушсцш А, В, С, удовлетворяюпця 
соотношение (58), то безчисленными способами можно найти три та- 
« 1я друпя функщи Р, Q, R, чтобы было

dJR_dQ_ №_d_R Й 0_^Р
ду d z~  ’ dz дх~  ’ дх ду (59)

Если эти уравнешя имЬютъ хотя одно рФшеше, то они имеютъ ихъ. 
■безчисленное множество, такъ какъ они не изменяются при замене 
Р ,  Q, В, соответственно черезъ

л + г .dz
где  Я— произвольная функщя отъ x ,y , z .  Положимъ Р  = о; изъ двухъ 
первыхъ соотношений (59) получимъ

Р  = £  В  (х, у , z) ds+<p (X , у), Q =  -  А  (х, у , г) d z + y  (х , у),

где <р (х , у) и у  (х , у) — произвольный функцш отъ а: и у . Внося эти 
значешя въ последнее уравнеше (59), мы представимъ его въ виде

Ц = С ( х , у , г ) ,

или, принимая во внимате y c n o B i e  (58),
д у
дх ~^~ G  (х, у , za).

Такимъ образомъ, одну изъ функцШ <р, у  можно взять произвольно.
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Опред-Ьливъ такнмъ образомъ функцш Р , Q, Л , удовлетворяющш 
уравн етям ъ  (59), мы найдемъ, что, по формуле Стокса, иптегралъ по< 
поверхности I  будетъ равенъ криволинейному интегралу

С Р  d x + Q  d y + Л  dz;
J  (Г)

следовательно, онъ зависитъ только отъ контура Г .

УПРАЖНЕНИЯ.

1. Вычислить значеше тройного интеграла

Ш  ^ ^_^2+3 а* ~ 4 dx  с1У d s>

распространеннаго на объемъ, определяемый неравенствами 

х 2+ уг —az< o, x3-\-y3+ z3- 2cP<o.

2. Вычислить площадь поверхности, представляемой уравнешеыъ-

х г+ у 2+ г
9 агЩ х + у 2) z  

~ а-х-+№ у2 ’

и объемъ, ограниченный этою поверхностью.
3. Изс.тЬдовать свойства функцш

F  (X , У, Z ) = Г  йх ГУ dy f Z f(x, у , г) dz,
J  2»0 «/1"о */ * о

разсматриваемой, какъ функщя отъ X ,  У, Z . Распространить на этой , 
случай выводы § 125.

4. Найти объемъ, ограниченный тою частью поверхности, предста
вляемой уравнешемъ

(а1г+уг+22)3 = з а3 хуг,

которая расположена въ трехгранномъ угле O xyz.

5. Привести къ простому интегралу кратный интегралъ

^ I ' ‘ ' I Х 1' Х •••x J,n F (*1+^2+ •••+*„) с/хг dx2 . . . d x n,

распространенный на область D , определяемую неравенствами

о<^а-1( о < х 2, о < х п, х 2-\-х2+ . . .  +хп <  а.

(Здесь следуетъ поступать такъ же, какъ въ § 148.)
6 . Привести къ простому интегралу кратный интегралъ

И • • • Х* ' ‘ " X> F [ [  % ) " ' +  ■■■ +  ( ^ ) Pn]  dxi dx* - - d * n

распространенный на область D , ограниченную неравенствами

I xi )Vl I Хп \Р«
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7*. В ы вести формулу
П

гд'Ь кратны й интегралъ распространенъ на область J)t определяемую  
неравенствами • -

i i + x i + . . . + x i < i .
8*. Вывести формулу

r*7t рЧТС
 ̂ dO F  (a cos 0 -\-b sin 9 cos <p +c sin 0 sin g>) sin 0 d<p=г я   ̂ F (u R) du,

гд-fi a, b, с —произвольный постоянный, и R=Va2+b2+c3.
[Пуассонъ.]

[Зд'Ьсь сл-Ьдуетъ обратить внимаш е на то, что предлож енны й двойной 
интегралъ представляетъ интегралъ по поверхности, распространен
ный на сферу ж2+2/2+ д2 =  1, и  принять за  новую плоскость ху  плос
кость bx-\-cy+az = о.]

9*. Пусть будетъ g—F(b, <р)— уравнеш е замкнутой поверхности въ  по- 
лярны хъ  координатахъ. Д оказать, что объемъ, ограниченны й этою 
поверхностью, равенъ  двойному интегралу, распространенному на всю 
поверхность,

i  ^  р cos у da, (»)

гд'Ь d a  есть элемептъ поверхности, и у — уголъ между рад1усомъ векто- 
ро мъ и вн-Ьшнею нормалью.

10*. Разсмотрнмъ эллипсоидъ, представляемы й уравнеш емъ

= i.д2 > г-Ь 2Ли2-С2
Б удем ъ определять  точки его поверхности эллиптическим и координа
тами v и (), т .-о . корнями преды дущ аго уравнеш я, въ  котороыъ д  за м е 
нено неизв-Ьстнымъ (см. § 147). Прим-Ьнеше ф орм улъ (29') к ъ  объему 
этого эллипсоида приводить к ъ  сл-Ьдующему соотношение

(у--у2)У(с2- у 2) (о2->2) 
У(Ь2-р 2) (т3-й г)

=  ̂  лс2 (с2 - Ъ 2).

П римЬнеш е формулы (а) (упр. 9) даеть  такж е

М
(у2 — р2) dv

)  6 ( Сг  _  ^  ( V2 _  Щ  ( „ 2  _  > 2 )  2

[Ламэ].

11 , О пределить функцш  Р(х, у) и  Q(x, у ) , непреры вны й вм-Ьст-Ь 
съ  своими частными производны ми, подъ услов1емъ, чтобы криволи
нейны й иитегралъ

j  Р (х+ «, у+Р) dx+Q (х+ а,у+ Р ) dy,

взяты й вдоль любого замкнутаго контура, не зави еЬ дъ  отъ постоян- 
ны хъ  а, р, а зависЬ лъ только отъ самого контура.



12*. Разсмотрнмъ прсобразоваше, определяемое уравнешями

x = f (x ' , y ' , s ' ) ,  1 
У =  <Р (х\ у ', &'), I 
e=\p(x' ,y ' , z ' ) .  I

Когда точка (а/, у ', s') описываетъ какую-нибудь поверхность S', точка 
(х , у , z) описываетъ некоторую поверхность S. Пусть будутъ «, р, у 
паправляюпце углы нормали къ поверхности S, а', р ', у’ — направляющее 
углы соответствующей нормали къ поверхности S', и da, da’ — соответ
ственные элементы обЬихъ поверхностей. Доказать формулу

3 4 4  ГЛАВА V I I . ---- КРАТНЫ Е ИНТЕГРАЛЫ  И  П РО Ч . § I 5 5 .

cos yda= -к da' { D (х, у)
D{y',z') cos a '-f D  (x,  y)

D (s', x ’) cos p’+ I) (x, У) 
D (x', y') cos y’ \

13*. Вывести непосредственно формулу (16) стр. 319 .
[Объемъ V  можетъ быть выраженъ интеграломъ по поверхности

cos yda,

и мы можемъ воспользоваться следующими тожествомъ, которое легко 
проверить,

D(f,<p,v>) _  д 1> (f, Ч) 1 , <> (_.. D (/'. У) 
D (х', у ', s ’) ~ d x ' V  D (у', s') f  г ду' \ w D  (s', х')

D (fy ») I ~i
D (*', У') f J

>-CS>



Г Л А В А  VIII.

Р а з л о ж е н  i n в ъ р я д ы.

I.— ОБЩШ СВОЙСТВА РЯДО ВЪ .-П РИ ЗН А КИ  
СХОДИМОСТИ.

1 5 6 . ОпредЪлешя и обпця свойства.— Основный свойства 
рядовъ подробно излагаются во всЬхъ курсахъ алгебры. Мы 
напомнимъ зд'Ьсь важнейппя изъ этихъ свойствъ.

Разсмотримъсначалабезконечную п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  
количествъ

s0l ®1» > Sn, • • - , (i)

изъ которыхъ каждое занимав гъ о п р е д е л е н н о е  место, 
соответствующее его указателю. Если при неограниченномъ 
возрастанш указателя п, sn стремится къ некоторому пределу, 
то такая последовательность называется с х о д я щ е ю с я .  Вся
кая несходящаяся последовательность называется р а с х о д я 
ще юс я ;  такая последовательность можетъ получиться или 
отъ того, что sn, возрастая вместе съ п, становится большимъ 
всякаго заранее даннаго числа, или отъ того, что sn, хотя и 
не возрастаетъ неограниченно, но вместе съ темъ и не стре
мится ни къ какому пределу.

Для того чтобы последовательность была сходящеюся, необ
ходимо и достаточно, чтобы всякому положительному числу а 
соответствовало такое целое число п, чтобы разность sn+p—sti 
была по а б с о л ю т н о м у  з н а м е н ! ю  м е н ь ш е  е, к а к о 
во бы ни было ц е л о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о р.

Это услов1е необходимо. Въ Самомъ деле, если, при нео
граниченномъ возрастанш и, sn тгЬетъ пределъ s, то можно 
найти настолько большое число п, чтобы все разности s—s„,
s —sn+v . . .  , s —sii+p были по абсолютному значению меньше-^-



Следовательно, разность s.i+i~ будетъ при всякомъ р  меньше
S

количества 2 — =  е.
2

Для доказательства Обратнаго предложешя мы введемъ весьма 
важное понятае, принадлежащее Коши. Предположимъ, что 
все члены последовательности (i) по абсолютному значению 
меньше некотораго ноложительнаго числа N . Все числа, со
держащаяся между—Ж и + N , можно разделить на два класса 
следующимъ образомъ. Условимся относить данное число а 
къ классу А,  если въ последовательности (i) содержится 
безчисленное множество членовъ, большихъ этого числа; на- 
противъ, мы отнесемъ число а къ классу 2?, если въ последо
вательности (i) заключается только конечное число членовъ, 
большихъ числа а, или если . такихъ членовъ совсемъ нетъ 
Ясно, что всякое число, содержащееся между —N и + N ,  будетъ 
принадлежать къ одному изъ двухъ классовъ А  и Л.  и что 
каждое число класса А  меньше каждаго числа класса Ъ.  
Пусть будетъ S  верхшй пределъ чиселъ класса A;  S  будетъ 
вместе съ темъ и нижнимъ пределомъ чиселъ класса JB. Это 
число S  Коши назвалъ н а и б о л ь ш и м ъ  и з ъ  п р е д е 
л о  въ*)  членовъ последовательности (i). Не должно смеши
вать S  съ верхнимъ пределомъ членовъ последовательности (i); 
такъ, напримеръ, для последовательности

I I  II, —1 • • • > — >
2 3 11

верхшй пределъ (§ 68) есть г, тогда какъ наиболышй изъ 
пределовъ есть о.

Нетрудно объяснить, почему Коши далъ числу S  такое 
назваше. По самому определенно этого числа, какъ бы мало 
ни было положительное число е, всегда есть безчисленное мно
жество членовъ последовательности (i), содержащихся между 
S — е и S + s .  Разсмотримъ последовательность положитель- 
ныхъ убывающихъ чиселъ elf f2, . . . ,  sn, . . . , обидй членъ 
которой еп стремится къ нулю. Пусть будетъ а. одинъ изъ 
членовъ последовательности, заключающихся между S —е. и 
&+£,.. Тогда последовательности f2, . . . , еп, . . .  будетъ 
соответствовать другая последовательность чиселъ а1, о2, . . . ,
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*) R e s u m e s  a n a l y t i q u e s  do  T u r i n ,  1833 ( CEu v r e s  c o m 
p l e t e s ,  2-я cepia, т. X, стр. 49).

Это опред'Ьлегае можетъ быть легко распространено на всякое мно
жество чиселъ, ограниченное сверху.



§ I 5 7 - I . — ■ 0БЩ 1Я  СВОЙСТВА РЯДОВЪ И ПРОЧ. 3 4 7

аи. . . . , входящихъ въ составъ последовательности (i) и mrb- 
ющихъ пределомъ S. При этомъ изъ самаго определения 
числа S  ясно, что изъ последовательности (х) нельзя выде
лить никакой частичной сходящейся последовательности, ко
торая имела бы пределомъ число, большее S*  S). Если последо
вательность (i) — сходящаяся, то ея пределъ есть, очевидно, 
само число S.

После этого замечатя переходимъ къ доказательству обрат- 
наго предложешя. Предположимъ, что при всякомъ положи- 
тельномъ числе р  разность sm+i)— sn двухъ членовъ последо
вательности (i) по абсолютному значешю меньше некотораго 
положительнаго числам. Все члены последовательности (i), на
чиная съ sn, будутъ содержаться между s;; — е и s(i + e. Пусть 
будетъ S  наиболышй изъ пределовъ членовъ этой последова
тельности; какъ мы видели, изъ последовательности (i) можно 
выделить частичную последовательность, которая будетъ 
иметь пределомъ S, и, такъ какъ, начиная съ определенная 
места, все дальнейппе члены этой последовательности содер
жатся между s b +  £  и sn — е , то ясно, что абсолютное значеше 
разности S —sn не можетъ быть больше е. Пусть будетъ теперь sm 
какой-нибудь членъ последовательности (i), у которая указа
тель т больше п. Мы можемъ написать

sm- S = ( s m- s n) + (s.,-S).

Мы видимъ, что абсолютное значеше правой части меньше 2г. 
Такъ какъ е есть произвольное положительное число, то от
сюда следуетъ, что при ыеограниченномъ возрастании ука
зателя т общш членъ sm имеетъ пределомъ S.

П р и м е ч а н 1 е. — Если S  есть наиболышй изъ пределовъ 
членовъ последовательности (i), то всякое число, большее S, 
принадлежитъ къ классу В, и всякое число, меньшее S, при
надлежишь къ классу А. Само число S  можетъ принадле
жать или къ классу А  или къ классу В.

*) Поэтому S есть наиболыдШ изъ предЬловъ всЬхъ т-Ьхъ сходя
щихся последовательностей, который могутъ быть выделены изъ по
следовательности (i). Такъ, напримеръ, для последовательности

i l l
1> I’ 2’ 3’ 3’ 4’ 4’ ‘ • 1

S равно нулю; для последовательности

2

I
I I I 4 1 3 1 6 1 5 I
1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

S равно единице. {Рад.}



1 5 7 . Пусть намъ дана какая-нибудь безконечная последо
вательность

я 0, и х, «2, . . . , ип, . . . .

Р  Я д ъ
«0 +  «1+-М2+- • • + « „ + • •  • (2)

называется с х о д я щ и м с я ,  если последовательность S0, Sx,.... 
S u, . . . , составленная изъ суммъ членовъ этого ряда

S 0= t t 0 , б,1=м 0 +  «1, 5я= « 0 +  «1 +  . • . +

— сходящаяся. Пусть будетъ 5  пределъ этой последователь
ности, т.-е. пределъ, къ которому стремится сумма 8 п при 
неограниченномъ возрастании указателя и; тогда S  называется 
с у м м о ю  предыдущаго ряда, и эта зависимость обозначается 
равенствомъ

+ со
iS=«f0 +  t(1 + . . . + и п + .  . .=  2 «v-

г=0

Рядъ несходящШся называется р а с х о д я щ и м с я .
Такимъ образомъ, узнать, будетъ ли данный рядъ сходя

щимся или расходящимся, это значить узнать, будетъ ли схо
дящеюся или расходящеюся последовательность, образованная 
суммами S 0, S x, S2, . . .  Обратно, чтобы узнать, будетъ ли ка
кая-нибудь безконечная последовательность

s0, sx, s .2 , • • • , sn, . . .

сходящеюся, можно изследовать рядъ

S0-r(Sl - So) +  (S2 - Sl) +  - • ■(*„-*_!) +  •• • ,

такъ какъ сумма Sn первыхъ (n +  i) членовъ этого ряда, оче
видно, равна общему члену sn предыдущей последователь
ности. Этимъ замечатемъ часто пользуются при реш ети 
вопросовъ о сходимости и расходимости последовательностей.

Рядъ (2) будетъ сходящимся или расходящимся одновре
менно съ рядомъ

u p + u p + i  + • • • + % + ? + • • 1 > (3 )

который получается изъ ряда (2), если мы отбросимъ въ по
сле днемъ р  первыхъ членовъ. Въ самомъ деле, пусть бу- 
дутъ Sn (н>р) сумма ( « + 1) первыхъ членовъ ряда (2) и 2  
сумма (и— p  + i)  первыхъ членовъ ряда (3 )

З 4 8  Г Л А В А  V I I I .  —  Р А З Л 0Ж Е Н 1Я  В Ъ  Р Я Д Ы .  § 1 5 7 .
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Разность Sn — 2 n_p=u0 + u1 + . . . + Up_l не зависитъ отъ п; сл'Ь- 
довательног если сумма Sn стремится къ пределу, то и сумма 
2 п_р также стремится къ пределу, и обратно. Отсюда сл-Ь- 
дуетъ, что если мы хотимъ узнать, будетъ ли данный рядъ 
сходящимся или расходящимся, то мы всегда можемъ прене
бречь любымъ числомъ начальныхъ членовъ этого ряда.

Пусть будетъ S  сумма какого-нибудь сходящагося ряда, 
Sn— сумма его п первыхъ членовъ и 11 п— сумма членовъ, на
чиная съ члена « j,

R n  =  U n + l  +  U n + 2 + -  • - + Ч . + Р + -  • •

Очевидно, мы им'Ьемъ
8-8я+Ви.

Вообще, мы не можемъ найти точнаго выражешя суммы S  
сходящагося ряда. Если мы примемъ за приближенное зна- 
чете суммы S  сумму Sn первыхъ (п + 1) членовъ ряда, то 
погрешность будетъ равна Вп. Такъ какъ, при неограничен- 
номъ возрастанш п, Sn имЪетъ пределомъ S, то разность Вп 
стремится къ нулю, и, следовательно, всегда можно, по крайней 
м^ре теоретически, взять столько членовъ ряда, чтобы по
грешность отъ замены S  черезъ 8п была менее всякаго заранее 
даннаго числа. Чтобы судить о полученномъ приближенш, 
достаточно знать верхшй пределъ суммы Вп. Понятно, что на 
практике для вычислений пригодны только тате  ряды, для 
которыхъ остатокъ Вп стремится кЬ нулю достаточно быстро, 

Изъ самаго определен!я сходимости вытекаетъ несколько 
свойствъ, который мы перечислишь, не приводя доказательствъ.

х. Е с л и  мы у м н о ж и м ъ  в с е  ч л е н ы к а к о г о - н и б у д ь  
р я д а  на  п о с т о я н н о е  ч и с л о  а, о т л и ч н о е  о т ъ  н у л я ,  
т о н о в ы й  р я д ъ  б у д е т ъ с х о д я щ и м с я  и л и  р а с х о 
д я щ и м с я  о д н о в р е м е н н о  съ п е р в ы м ъ .  Е с л и  п е р 
в ы й  р я д ъ  с х о д я и щ й с я  и и м е е т ъ  с у м м у  S', то  
с у м м а  в т о р о г о  р я д а  р а в н а  aS.

2. Е с л и  мы и м е е ш ь  д в а  с х о д я щ и х с я  р я д а

« 0  +  %  +  U 2  +  • • • + * * „ + •  • • >

V0 + V\ + 2̂ + • • • + Vn +  • • •

съ с у м м а м и  S и S', то н о в ы й  р я д ъ ,  к о т о р ы й  п о л у 
ч и т с я ,  если мы п о ч л е н н о  с л о ж и м ъ  оба  п р е д ы д у 
щи х  ъ р я д а ,

("о + vo) + («1 + Ч)+ • ■ • +  (ин+ r j  +.  . .
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т а к  ж е с х  о д я щ  i  ii с я, и е г о  с у м м а  р а в н а  S+  S'. То же 
самое будетъ, если мы сложимъ почленно .р сходящихся рядовъ.

3. С х о д и м о с т ь  и л и  р а с х о д и м о с т ь  р я д а  не  н а р у 
ш и т с я  о т ъ п з м гЬ н с н i я з н а ч е н i й к о н е ч н а г о ч и с л а  
ч л е н о в ъ  ' э т о г о  р я д а ,  т а к ъ  к а к ъ ,  н а ч и н а я  съ д о 
с т а т о ч н о  б о л ь ш о г о  ч и с л а  п , э т о  р а в н о с и л ь н о  
у в е л и ч е н i ю и л и  у м е н ь ш е н i ю в с ' Ь х ъ  с у м м ъ Sn на  
п о с т о я н н о е  к о л и ч е с т в о .

4 . Применяя признаки сходимости безконечной последова
тельности къ рядамъ, мы получимъ общее условге сходимости, 
принадлежащее Коши*):

Д л я  т о г о  ч т о б ы  р я д ъ  б ы л ъ  с х о д я щ и м с я ,  н е о б 
х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  д л я  в с я к а г о  п о л о 
ж и  т е л ь н а г о  ч и с л а  s м о ж н о  б ыл о  н а й т и  т а к о е  
ц е л о е  ч и с л о  п, ч т о б ы  с у м м а  п р о и з в о л ь н а г о  
ч и с л а  ч л е н о в ъ ,  н а ч и н а я  съ ч л е н а  ив+1, б ы л а  по 
а б с о л ю т н о м у  з н а ч е н 1 ю  м е н е е  е.

Въ этомъ нетрудно убедиться, заметивъ, что Sn+p —Sn=Un+l +
+ Un+2 +  - • • + ип+р■

Изъ этого предложетя, въ частности, следуетъ, что въ схо
дящемся ряде обттцй членъ ип долженъ при неограниченномъ 
возрастанш п стремиться къ нулю.

Правило Коши пмеетъ вполне общш характеръ, но на прак
тике пользоваться имъ трудно; въ сущности, оно есть не что 
иное, какъ развитае самого понятая о пределе. Поэтому мы 
триведемъ здесь наиболее употребительный правила для практи- 
ческаго р еш етя  вопроса о сходимости или расходимости рядовъ. 
Все эти правила имеютъ то общее свойство, что они приме
нимы только при известныхъ услов!яхъ; темъ не менее для 
большей части случаевъ эти правила вполне достаточны.

1 5 8 . Ряды съ положительными членами. — Ряды, все члены 
которыхъ положительны, имеютъ большое значеше, и мы начнемъ 
съ ихъ разсмотретя. Въ каждомъ такомъ ряде сумма Sn воз- 
растаетъ вместе съ п\ поэтому, для того чтобы рядъ былъ схо
дящимся, достаточно, чтобы при всякомъ п эта сумма Sn оста
валась меньшею некотораго определеннаго количества. Самый 
обпцй пр!емъ для р еш етя  вопроса о сходимости или расхо
димости ряда состоитъ въ сравненш предложеннаго ряда съ 
другимъ рядомъ, уже изследованнымъ ранее. Этотъ пр1емъ 
основанъ на двухъ следующихъ предложешяхъ:

*) E x e r c i c e s  d e  M a t h e m a t i q u . e s ;  1827 ( f f i a v r e s  c o m 
p l e t e s ,  t .  VIII 2-я cepia, стр. 267).



1. Е с л и  в с е  ч л е н ы  к а к о г о - н и б у д ь  з н а к о п о л о 
ж и т е л ь н о г о  р я д а  с о о т в е т с т в е н н о  м е н ь ш е  и л и  
р а в н ы  чл е и а м ъ д р у г о г о  з н а к о п о л о ж и т е л ь н о г о  
с х о д я щ а г о с я  р я д а ,  то и п е р в ы й  р я д ъ  т а к ж е  
с х о д я ш д й с я .

Въ самомъ д ^ е ,  сумма Sn первыхъ п членовъ предложенного 
ряда, очевидно, меньше суммы S '  второго ряда; следовательно, 
эта сумма Sn имеетъ пределъ S, менытй S' .

2. Е с л и  в с е  ч л е н ы  к а к о г о - н и б у д ь  з н а к о п о л о -  
з к и т е л ь н а г о  р я д а  с о о т в е т с т в е н н о  б о л ь ш е  ч л е 
н о в ъ  д р у г о г о  з н а к о п о л о ж и т е л ь н о г о  р а с х о д я -  
щ а г о с я  р я д а ,  то п е р в ы й  р я д ъ  т а к ж е  р а с х о д я -  
цщйся.

Въ самомъ деле, сумма п первыхъ членовъ перваго ряда 
больше суммы п первыхъ членовъ второго ряда и, следова
тельно, она неограниченно возрастаешь' вместе съ п.

Можно также сравнивать два ряда другими способомъ, осно
вываясь на следующей лемме. П у с т ь  б у д у т ъ

И0 + М1"|-М2 +  • • • + М71- Ь -  * • )  (СО

V0 +Vl + V2 + ' • •+*« +  • • • (СО
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д в а  з н а к о п о л о ж и т е л ь н ы х ! ,  р я д а .  Е с л и  р я д ъ  (П)
— с х о д я п щ й с я ,  и если,  н а ч и н а я  съ н е к о т о р а г о

V г«
у к а з а т е л я  п, мы п о с т о я н н о  и м ъ е м ъ  —- < — >"то
-  v„
р я д ъ  (F) — т а к ж е  с х о д я и щ й с я .  Е с л и  р я д ъ  О О  
р а с х о д я ш д й с я ,  и если,  н а ч и н а я  съ н е к о т о р а г о

'll V
у к а з а т е л я  п, м'ы п о с т о я н н о  и м е е м ъ  — т0 J ’ и vп «
р я д ъ  (F) — т а к ж е  р а с х о д я ш д й с я .

Чтобы доказать первую часть предложетя, предположим!.,
v и ■

что неравенство удовлетворяется для п^>р. Такъ
^п %

какъ, умноживъ все члены ряда на постоянный множитель, мы не 
изменимъ ни сходимости ряда, ни отношетя любого члена ряда 
къ предыдущему члену, то мы можемъ предположить, что # ,<  ир; 
тогда мы будемъ, очевидно, иметь vp+1< up+v затемъ vp+2<up+i, 
и т. д. Следовательно, р я д ь ( Е) — сходящШся. Вторая часть 
леммы доказывается такими же способомъ.

Такими образомъ, если нами данъ знакоположительный рядъ, 
характеръ котораго относительно его сходимости известенъ,
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то, пользуясь предыдущими предложешями, мы можемъ сравни
вать съ нимъ друг1е знакоположительные ряды; въ зависимости 
отъ того, будемъ ли мы сравнивать самые члены или только от- 
н ош етя  двухъ посл'Ьдовательныхъ членовъ, мы получимъ два 
предложешя, который позволять въ н'Ькоторыхъ случаяхъ убе-- 
диться въ сходимости или расходимости этого второго ряда.

1 5 9 .  П р и зн а к и  с х о д и м о с т и  К о ш и  и Д а л а м б е р а .—Простейший 
рядъ, которымъ можно воспользоваться для сравнешя съ нимъ 
другихъ рядовъ, есть геометрическая прогресшя съ знаменате- 
лемъ г; эта прогресшя сходящаяся, если г <  I , и расходящаяся, 
если г >  I . Сравнеше знакоположительнаго ряда съ геометри
ческою nporpeccieio приводить къ следующему признаку сходи
мости, принадлежащему Коши:

Е с л и  в ъ  з н а к о п о л о ж и т е л ъ н о м ъ  р я д е  к о л и ч е -
П __

с т в о  |/м п, н а ч и н а я  съ  н е к о т о р а г о  ч л е н а ,  п о 
с т о я н н о  м е н ь ш е  н е к о т о р а г о  о п р е д е л е н н а г о
ч и с л а ,  м е н ь ш а г о  е д и н и ц ы ,  то р я д ъ — с х о д я п й й с я ;

»,—
е с л и  же  |/м „, н а ч и н а я  съ  н е к о т о р а г о  ч л е н а ,  п о 
с т о я н н о  б о л ь ш е  е д и н и ц ы ,  то р я д ъ  — р а с х о д я -  
пщй с я.

П__
Въ самомъ деле, въ первомъ случае мы имеемъ | /  ип <  к <  I , 

и, следовательно, wn<  кп. Такимъ образомъ, начиная съ неко- 
юраго члена, все дальнейшие члены ряда меньше членовъ 
геометрической прогрессш съ знаменателемъ к, меньшимъ еди-

П __
иицы. Напротивъ, вовторомъ случае, мы имеемъ]/ип >  I , и «я>  I ; 
следовательно, общш членъ ряда не стремится къ нулю.

Предыдупцй признакъ приме нимъ всяшй разъ, когда j/u B стре
мится къ пределу; въ этомъ случае мы получаемъ следующее 
предложеше:

Е с л и ,  п р и  н е о г р а н и ч е н н о м ъ  в о з р а с т а л и  и,
П __
\ /  ип с т р е м и т с я  к ъ  н е к о ю  р о му  п р е д е л у  I, то р я д ъ  
б у д е т ъ  с х о д я щ и м с я ,  е с л и  I м е н ь ш е  е д и н и ц ы ,  
и р а с х о д я щ и м с я ,  е с л и  I б о л ь ш е  е д и н и ц ы .

При l= i  характеръ ряда остается сомнительнымъ, за исклю-

четемъ того случая, когда \ / и н стремится къ единице, оста
ваясь больше ея: въ этомъ случае рядъ — расходягщйся.

Точно также, сравнивая отношение двухъ последователь- 
иыхъ членовъ знакоположительнаго ряда съ отношешемъ двухъ
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посл’Ьдовательныхъ членовъ геометрической прогрессш, мы при- 
ходимъ къ признаку сходимости Даламбера:

Е с л и  въ з н а к о п о л о ж и т е л ь н о м ъ  ряд-Ь, н а ч и н а я  
съ н ^ к о т о р а г о  ч л е н а ,  о т н о ш е н 1 е  к а ж д а  г о ' ч л е н а  
к ъ  п р е д ы д у щ е м у  о с т а е т с я  м е н ь ш и м ъ  н ^ к о т о -  
р а г о  о п р е д ' Ь л е н н а г о  ч и с л а ,  м е н ь ш а г о  е д и н и ц ы ,  
то р я д ъ  — с х о д я п щ й с я .  Е с л и  э то  OTHomeHie ,  
н а ч и н а я  съ н - Ь к о т о р а г о  ч л е н а ,  б о л ь ш е  е д и н и ц ы ,  
то р я д ъ  — р а с х о д я щ е й с я .

Отсюда сл’Ьдуетъ, что е с л и  п р и  н е о г р а н и ч е н н о м ъ

в о з р а с т а н 1 И  у к а з а т е л я  п  о т н о ш е н 1 е  —— с т р е -wп
м и т с я  к ъ  п р е д е л у  I, то р я д ъ  — с х о д я щ е й с я ,  
е с л и  I <  х, и р а с х о д я п й й с я ,  е с ли  ? >  I .  Единственный

сомнительный случай — тотъ, когда 7 = i; но если отношеше ——
ип

стремится къ едиництЬ, оставаясь больше ея, то рядъ — рас- 
ходянцйся.

П р и м Ь ч а н ^ я .  — Признакъ сходимости Коши примйнимъ въ бол-Ье 
широкихъ случаяхъ, ч’Ьмъ признакъ сходимости Даламбера. Въ са- 
момъ дйлгЬ, предположимъ, что, начиная съ н-Ькотораго мйста, члены 
даннаго ряда меньше членовъ некоторой убывающей геометрической 
прогрессш, т.-е. что при п, болыпемъ некоторого определенного числа р. 
общШ членъ ип ряда будетъ меньше А гп, гд-Ь А  — постоянное, и г 
меньше единицы. Такой рядъ, по предыдущему (§158), будетъ

«_ 1
сходящимся. Въ этомъ случай, Yun < rA n, и при неограниченномъ 
возрастании п  лйвая часть неравенства им-Ьетъ предйлъ г. Такимъ об- 
разомъ, обозначая черезъ к некоторое постоянное число, заключающееся

*_
между г и I, мы будемъ иметь, начиная съ нйкотораго члена, Vun<k. 
СлЬдовательно, здесь всегда примЬнимъ при накъ сходимости Коши,

. M«+iа между тъмъ можетъ случиться, что отношеше----— будетъ прини-ип
мать значешя, большая единицы, какъ бы далеко мы ни шли въ дан- 
номъ ряде. Возьмемъ, напримйръ, рядъ

1 + г  | sin « \+ г3 1 sin 2 « |+  .. . + r n I sin n a | + . . . ,
и_ n______

где r<  i ,  и «-какое-нибудь постоянное. Мы имйемъ V и п = r V |sin п а | <г, 
а между тймъ отношеше

sin (w +  i) а 
sin па

M-i=r

при неограниченномъ возрастании и можетъ принимать безконечное 
множество разъ значешя, больш1я единицы.

ТЬмъ не менЬе полезно удержать и признакъ сходимости Далам
бера, которымъ часто удобн'Ье пользоваться, чЬмъ цризнакомъ сходи
мости Коша. Такъ, въ ряде

X X' I+ -+ —
I 1.2

+ SC3

X . 2.3
+ . . . + -

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 23
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отыошеше любого члена къ предыдущему, равное ——-, при неогра-

ниченномъ возрастанш п имеешь пределомъ нуль, тогда какъ непо-
»— х

средственно не видно, катая значенш принимаешь Vw)t = ------------  при
V 1 . 2 . . .  п

весьма большихъ зн ач етях ъ  п.
Если, применяя одно изъ предыдущихъ правилъ, мы нашли, что, 

начиная съ нЪкотораго места, вей члены ряда соответственно меньше 
членовъ убывающей геометрической nporpeccin

А,  Аг, А г \  . . . ,  Аг",  . . . ,
то легко найти предйлъ погрешности, получающейся при замене 
суммы ряда суммою его т  первыхъ членовъ; эта погрешность, оче
видно, меньше суммы nporpeccin

A rm+ A r m+1+ A rm+2+ ..  .= Аг 
i — г

n _ U.
Замйтимъ, что если каждое изъ выражешй Vun и —— имйютъ пре-

К
д гЬлы, то оба эти предала необходимо равны между собою. Въ самомъ 
дйлй, раземотримъ вспомогательный рядъ

u0+ u1x + u 2x*+ . . .+ м „  (4)
где х  положительно. Въ этомъ ряде отношеше любого члена къ пре-

Мп + 1дыдущему имеешь пределомъ 1х, где I есть предйлъ отношешя ------ ;

следовательно, рядъ (4) сходящШея, если x < j ’ и расходящШся,

I П f если х > у ' Точно также, если V есть предЪлъ в ы р аж етяУип, то вы-
П ___

р аж ете  Vun хп имеешь пределомъ V х , такъ что рядъ (4) будетъ схо

дящимся, если х < ~ , и расходящимся, если х >т?' Чтобы оба эти при

знака сходимости не противоречили одинъ другому, очевидно, должно 
быть 1=1'; если бы, напримеръ, было 1>1', то всякое число X, содер

жащееся между ^ и р , согласно признаку сходимости Коши делало бы

рядъ (4) сходящимся, тогда какъ, согласно признаку Даламбера, то же 
самое число дйлало бы этотъ рядъ расходящимся.

Мя+1Можно даже показать, что если -----  стремится къ пределу I, то
ипП __

У ип также стремится къ тому же самому пределу*). Въ самомъ деле, 
предположимъ, что, начиная съ нйкотораго члена, все отношения

и п+1
’

цп+2
Un+l

п + Р

“ п + р  -1

содержатся между?—£ и Z+е, где е — некоторое положительное число, 
которое мы можемъ предположить сколь угодно малымъ, если только п 
взято достаточно большимъ. Мы будемъ иметь

*4.

') Коши, С o u r s  d ’A n a l y s e .
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или
— _?L к+г> — —L.

u j + * ( I - •)"+ * <  у —  < и п+1 {1+е)п+Р.
Если П будетъ сохранять свое значеше, а р  будетъ неограниче нно 

возрастать, то крайние члены этого двойного неравенства будутъ стре
миться соответственно къ I — е и 2+е. Такимъ образомъ, мы будемъ 
■иметь при всякомъ достаточно большомъ значенш т

т
1 -г  е<Уит<1+ 2 £;*)

т__
такъ какъ е произвольно, то отсюда следуетъ, что Vum им^Ьетъ пре
д ал  омъ число I.

Должно заметить, что обратное предложение неверно. Возьмемъ, 
яапримЬръ, рядъ

I, а, аЪ, а2Ъ, аг Ъг, . . . ,  a n b”- 1 , а" Ъ", . . . .

тдЬ а и Ъ два различныхъ числа. При неограниченномъ возрастанш п
П _ _

■выражеше Vun имЬетъ предЬломъ Vab, тогда какъ отногаете любого 
члена къ предыдущему попеременно равно а или Ъ.

Предыдущее, предложение можетъ быть полезнымъ при нахожденш 
•предела нЬкогорыхъ выраженШ, имеющихъ неопределенный видъ.W_____
Яаприм-Ьръ, изъ него слйдуетъ, что К 1 . 2 . . . м неограниченно возра-

V „ . 1 .2  . . . П•етаетъ вмъств сь w. такъ какъ отношеше ----------;------ возрастаетъ не-
1 .2  . . .  («—I)

п __ я___
-ограниченно. Точно также можно убедиться, что Vn  и / lo g п имеютъ 
■пределами единицу.

160. Примкнете наибольшаго изъ пределовъ. — Коши представилъ
■предыдущее предложеше въ более общемъ виде. Пусть будетъ ап обпцй 
членъ знакоположительнаго ряда. Разсмотримъ последовательность

i  1 1
«1, «2, «3, •••■ (5)

Если члены этой последовательности не имеютъ верхняго предела, то 
общШ членъ ап не стремится къ нулю, и данный рядъ расходяпцйся. 
Предположимъ, что всЬ члены последовательности (5) меньше некото- 
раго определенна™ числа, и пусть будетъ въ этомъ случае ш наи- 
■болышй изъ пределовъ членовъ этой последовательности.

Р я д ъ  2  аи— с х о д я ш щ й с я ,  е с л и  ш м е н ь ш е  е д и н и ц ы ,  и 
р а с х о д я н и й с я ,  е с л и  а> б о л ь ш е  е д и н и ц ы .

Чтобы доказать первую часть предложения, обозначнмъ черезъ I  — а не
которое число, заключающееся между ш и I. По самому определе
н а  наибольшаго и-зъ предЬловъ (§ 156), существуетъ только конечное 
число членовъ последовательности (5), большихъ i — а; следовательно; 
можно найти такое целое число р, чтобы цри всякомъ значенш числа и,П _
■больгаемъ р, было l/ aft< 1 —а; поэтому, рядъ 2  ап будетъ сходящимся. 
Напротивъ, если <u>r, то существуетъ безконечное множество чле-

*) При достаточно большомъ значенш п крайше члены предыду- 
щаго неравенства будутъ отличаться отъ своихъ пределовъ менее, 
■чемъ на е. . (Ред.)

2 3 *



новъ последовательности (5), большихъ i +  к, гдЬ 1 -|-а есть какое-ни
будь число, заключающееся между i и ш, н, слЬдовательно, есть без- 
конечное множество значенШ указателя п, ирп которыхъ ап больше- 
единицы, следовательно, рядъ 2  ап — расходнпцйся. Сомнительнымъ- 
остается только тотъ случай, когда ш = 1 .

161. Теорема Коши.— Когда или ]/м" стремятся къ
Un

единице, но не остаются постоянно большими единицы, то 
при помощи признаковъ Даламбера и Коши нельзя узнать, 
будетъ ли данный рядъ сходящимся или расходящимся. 
Въ этомъ случае нужно сравнивать данный рядъ съ другими 
рядами, обладающими т^мъ же самымъ свойствомъ, и характеръ 
которыхъ изв'Ьстенъ. Следующее предложете, которое Коши 
вывелъ изъ разсмотр'Ьшя опред'Ьлснныхъ интеграловъ, позво- 
ляетъ решить вопросъ о характере ряда во многихъ т'Ьхъ 
случаяхъ, когда применение предыдущихъ признаковъ схо
димости не приводить къ определенному результату.

Пусть будетъ <р (х) функщя, которая, начиная съ н’Ькото- 
раго зн ачетя  а перем^ннаго х, положительна, постоянно убы- 
ваетъ и при неограниченномъ возрастания х  стремится къ нулю. 
Кривая у=<р (х) имЪетъ ось х  асимптотою; определенный^

интегралъ \ <р (х) dx при неограниченномъ возрастанш I мо-
" а

жетъ или стремиться къ конечному пределу или расти не
ограниченно. Теорема Коши состоитъ въ томъ, что р я д ъ

9>(«) +  9>(« + 1) +  . • . + <р(а+п)+. . . (6)

— с х о д я п щ й с я ,  е с л и  п р е д ы д у п щ й  и н т е г р а л ъ -  
с т р е м и т с я  к ъ  п р е д е л у ,  и р а с х о д я п щ й с я  въ  п р о -  
т и в н о м ъ  с л у ч а е .

Въ самомъ д^л-Ъ, разсмотримъ прямоугольники, основанш 
которыхъ равны единице, а высоты равны соответственно <р(а), 
ч (a +  i) ,  . .  . , д>(а+п)\ такъ какъ въ этихъ прямоугольниках-!.- 
есть части, расположенныя надъ кривою у=(р(х), то сумма 
площадей этихъ прямоугольниковъ, очевидно, больше пло
щади, заключающейся между разсматриваемою кривою, осью х 
и ординатами х= а  и х= а  + п,

л«+П
г/(°) + <р ( a + i )  +  . .  . + ср (а + п) >  I (p(x)dx.

J а
Напротивъ, если мы возьмемъ прямоугольники, основатя ко

торыхъ равны единице,а высоты равны соответственно <р (a+  i),. 
90 ( a - f 2 ) ,  . . . ,  ( р (а -\.п ^  т 0  Су м м а  площадей этихъ прямоуголь-
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никовъ будетъ меньше площади кривой, и мы можемъ на
писать

р<2 + 11
<p(a) + q>(a+i) + . . . + д>(а + п) <<р(а) + (p{x)dx.

J а

Такимъ образомъ, если при неограниченномъ возрастати I

интегралъ  ̂ <р (х) dx стремится къ некоторому пределу L,

то сумма <р(а) + ср (а+ 1) + . . . + <р (а + п), оставаясь постоянно 
меньшею <p(a)-\-L, также стремится къ некоторому пределу; 
■следовательно, рядъ (6)— сходяпцйся. Напротивъ, если инте-

гралъ I cp(x)clx возрастаетъ выше всякаго предела, то, на
J а

•основанш перваго неравенства, сумма
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<р (а)+ф(а-Ы) + . . . +  y(a+w)

также будетъ возрастать выше всякаго предела; следова
тельно, рядъ (6) — расходяпдйся.

Возьмемъ, напримеръ, <р (ж) =  ~ ,  где,и положительно,па =  1.
х а

■Функщя <р(х), очевидно, удовлетворяетъ всемъ предыдущимъ 
услов1ямъ; кроме того, при неограниченномъ возрастанш I

интегралъ Г — стремится къ пределу, если ц больше единицы,
J-lXu

■и только въ этомъ случаЬ (см. § 90). Отсюда следуетъ, что 
,рядъ

i i i  I
--------1-----------1-----------h  - • • Н-----------г  • • •
11“ 2“ 3 “ п-и

— сходягщйся, если ц >  i ,  я  расходяпцйся, если

Возьмемъ еще <р(х) = -----1-----1 где у.—положительно, и log х
х (log ж)“

обозначаешь иеперовъ логариемъ, и положимъ а= 2. Предпо
лагая I , имеемъ

Г” dx 
J 2 х (logх)Р

,737 f(logw)1_#4-( lo g 2 )1_,‘].[Л X

Правая часть имеетъ конечный пределъ, если ц > i ,  и неогра
ниченно возрастаетъ вместе съ п, если <u<i;  кроме того,
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легко видеть, что при /х — г интегралъ возрастаете выше вся- 
каго предала. Следовательно, рядъ

I I  I
2 (log 2)д 3 (log 3)^ « (log »)^

— сходящейся, если /г >  I .  и расходянцйся, если /х<_1. 
Вообще, рядъ, общш членъ котораго есть

I
п log п log211 log3и . .  . l o g ( l o g 1’ »)^

—  сходяппйся, если д > 1 ,  и расходянцйся, если p < i .  Въ пре- 
дыдущемъ выраженш обозначетя log2и, log3» , . . .  введены 
для краткости вместо log lo g» , log log lo g » , и т. д. Разу
меется, здесь целому числу 11 даются лишь настолько больпля 
значешя, чтобы lo g » , log2», log3 » , . . . ,  lo g Ы  были положи
тельны, и предполагается, что члены ряда, не удовлетворяющие 
этому условно, т.-е. соответствующее меньшимъ значешямъ », 
заменены нулями. Доказательство здесь такое же, какъ и для 
предыдущихъ рядовъ; напримеръ, если цф -х, то функция

х  log х  log2 х  . . .  (log^)^ 

iпредставляетъ производную отъ i - f i (logp:r)1 а послЬдня»

ф ункщ я при неограниченномъ возрастами х  стремится къ ко
нечному пределу только при ц > г .

Теорема Коши можетъ им'Ьть также приложешя иного рода. Пред- 
положимъ, что функщя (р (х ) удовлетворяете всЬмъ выше указанньшъ 
уелов1ямъ. Разсмотримъ сумму

<р (») +  ?> (n + i)+  • • .+<Р {п+р),

гд-Ь п и р  — два ц’Ьлыхъ числа, которыя оба неограниченно возраста- 
ють. Если рядъ, обпцй членъ котораго есть <р (п), — сходяшдйся, то 
средыдущая сумма им-Ьете предЬломъ нуль, такъ какъ она равна раз
ности суммъ iS„+p+1 и Sn, которыя об-Ь стремятся къ сумы-Ь S  ряда. 
Если же рядъ расходянцйся, то мы не можемъ высказать о предыдущей 
суммЬ никакого общаго суждешя. Воспользовавшись даннымъ въ этомъ 
параграф^ геометрическимъ предетавлешемъ, мы придемъ къ двойному 
неравенству

in + Р  /.H+JI
<р (х ) d x <  <Р (п)+<р (и + 1 ) +  . .. -\-<р (и+р) <  <Р (и )+ \ <Р (х ) dx.

П J 71
Такъ какъ, при неограниченномъ возрастании п, <р (п) стремится къ нулю,

то пред-Ьлъ разсматриваемой суммы равееъ пределу интеграла\ <р (х) dx-
Jп

и зависитъ отъ того, по какому закону возрастаютъ числа п и р.
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НапримЬръ, чтобы имЬть предЬлъ суммы

I , 1 I ,  1
II 11+ I ' ' '  _гп + р ’

г"+р (]х
достаточно найти предЬлъ опредЬленнаго интеграла \ ?  = log(1+l)'
Ясно, что этотъ интегралъ имЬетъ предЬлъ только въ томъ случай,

р
когда имЬетъ предЬлъ отношеше если предЬлъ этого отношешя 
есть к, то сумма предыдущаго ряда имЬетъ предЬломъ log(i4-a), какъ 
это уже было доказано выше (§ 49).

Точно также, чтобы имЬть предЬлъ суммы

~ + -7 L r .+ ...+ y L = ,
Уп Уп+ i Уп+р

достаточно найти пред'Ьлъ интеграла

f  -'У=2.{Уп+р—Уп)-
J п Ух

Чтобы послЬднее выражете имЬло предЬлъ, необходимо, чтобы част- 
Vное —-  само имЬло нЬкоторый предЬлъ а. Въ этомъ случаЬ преды-

Уп
дущее выражешо можно представить въ видЬ

JL
р Уп

Уп+р+Уп
-  =  2 -

и мы видимъ, что его предЬлъ также равенъ а.

1 0 2 . Логариемичеете признаки. — Исходя изъ ряда (§ 161)

-L + 2  +  . . . + J  + .

Коши пришелъ къ другому признаку сходимости, совершенно 
аналогичному признаку, основанному на разсмотр'Ъши У мп. 

Е с л и ,  н а ч и н а я  съ н ^ к о т о р а г о  ч л е н а ,  о т -

log—
ииношен1е -=----- : п о с т о я н н о  б о л ь ш е н гЬ к о т о р а г о  опре-logw г ' г

ц ’Ь л е н н а г о  ч и с л а ,  б о л ы и а г о  е д и н и ц ы ,  то р я д ъ  —

с х о д я щ е й с я .  Е с л и  -j----" п о с т о я н н о  меньше еди-Iog«
в иды,  то р я д ъ  — р а с х о д я щ е й с я .
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Е с л и  п р и  н е о г р а н  и ч е н н о м ъ  в о з р а с т а н i и п от-

1о!Чн о ш е н 1 е ~\о~п с т Р е м и т с я к ъ  п р е д е л у  /, то р я д ъ  —

с х о д я п щ й с я ,  е с л и  7> i ,  п р а с х о д я и щ й с я ,  е с л и  7<1. 
С л у ч а й  7 =  I о с т а е т с я  с о м н и т е л ь н ы м ъ .

Чтобы доказать первую часть предложешя, замЪтимъ, что 
изъ неравенства

слТдуетъ

или

log — >  /,' ] og «

-и

и < —г; 
п

такъ какъ 7с> i ,  то данный р я д ъ — сходящ1йся. 
Точно также, если

lo g ^ C lo g w ,

то отсюда-получаемъ и > - ,*• п М. и, следовательно, рядъ будетъ

расходящимся.
На основанш этого признака можно утверждать, что рядъ 

будетъ сходящимся всяшй разъ, какъ, начиная съ некотораго 
указателя, члены этого ряда будутъ соответственно меньше 
членовъ ряда

А А А. . + _  +
i " 2‘ V й

где Л  — постоянное, и ц> 1. Въ самомъ деле, если

и < ;
wr

то отсюда следуетъ
logMB + //logH < log^ ,

или

log «
logА  
log п

Но правая часть при неограниченномъ возрасташи п имеетъ 
предбломъ (I. Следовательно, обозначая черезъ К  число,
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заключающееся между I и //, мы будемъ иметь, начиная съ ы-6 
котораго члена,

1о̂
log п- > К .

Точно также, пользуясь для сравнешя рядами

v -----1----- , V ----------i ---------,
^  п (log п)>* п log п (log2 11У*

мы получимъ безконечное множество признаковъ сходимости, 
которые всЬ получатся изъ предыдущего, если мы зам'Ьнимъ

въ предыдущей теореме logw черезъ log2 я ’ затем ъ черезъ

ё пи log п
---- — ’ и т.д.*). Эти признаки применимы все къ бол-Ье и

бол-fee широкимъ случаямъ; въ самомъ дгЬл'й, легко убедиться, 
что если при помощи одного изъ этихъ признаковъ можно 
установить сходимость или расходимость даннаго ряда, то 
то же дадутъ и всЬ посл'Ьдукнще признаки. Но можетъ слу
читься, что сколько бы признаковъ этого рода мы ни пробо
вали применять къ данному ряду, мы никогда не р-Ьшимъ 
вопроса о его сходимости. Действительно, Дюбуа-Реймонъ 
{duBois-Reymond)**) и Прингсгеймъ (Pringsheim)***) соста
вили ряды, каш. сходяпцеся, такъ и расходяпцеся, къ кото- 
рымъ логариемическ1е признаки не применимы. Въ теорети- 
ческомъ отношенш этотъ результатъ представляетъ большой 
интересь, но ясно, что тате  ряды сходятся очень "медленно 
и, повидимому, не могутъ иметь применешя при вычисле- 
шяхъ.****)

*) Ом. Бертранъ, Т г a i t ё d e  C a l c u l  d i f f e r e n t i e l  e t  i n 
t o  g r a 1, т. I, стр. 238; J o u r n a l  de  L i о u у i 11 e, х-я cepiH, т. VII, 
стр. 35.

**) U e b e r  C o n v e r g e n z  y o n  R e i h e  n... (С г e 1 1 e’s J o u r n a l ,  
t. 76, стр. 85; 1873).

" ' )  A l l g e m e i n e  T h e o r i e  d e r  D i v e r g e n z . . .  ( H a t h e m a -  
t i s c h e  A n  n a l e n ,  t . 35; 1890).

Въ одномъ примЬрЪ сходящагося ряда, даыномъ Дюбуа-Реа- 
мономъ, чтобы получить только половину суммы этого ряда, необхо
димо, какъ показываете, авторъ, вычислить сумму такого числа членовъ, 
каковъ о б ъ е м ъ  з е м л и ,  в ы р а ж е н н ы й  в ъ  к у б и ч е с к и х ъ  
м и л л и м е т р  а х ъ .
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1 6 3 . Признаки Раабе и Дюгамеля. — Исходя изъ т’Ьхъ же 
рядовъ, но сравнивая не самые члены рядовъ, а отношетя 
двухъ посл’Ьдовательныхъ чпеновъ, можно получить друпе 
признаки, хотя и менЬе обпце, чЬмъ предыдунце, но часто 
более удобные на практике. Пусть будетъ, наприм'Ьръ,

мится къ единице, оставаясь постоянно меныиимъ ея. Мы 
можемъ изобразить это равенствомъ

где при неограниченномъ возрастанш и положительное число ая

приводить къ следующему признаку сходимости, найденному 
сначала Раабе (Raabe)*), а потомъ Дюгамепемъ (Duhamel)**).

Е с л и в ъ д а н  н о м ъ р я д е  п р о и з в е д е н 1 е ш п, н а ч и 
н а я  с ъ  о п р  е д е  л е н н а г о ч л е н а ,  п о с т о я н н о  б о л ь ш е  
н ^ к о т о р а г о  о п р е д е л е н н а г  о ч и с л а ,  б о п ь ш а г о  
е д и н и ц ы ,  то р я д ъ  — с х о д я ш д й с я .  Е с л и  э то  о т н о -  
ш е н 1 е ,  н а ч и н а я  съ н е к о т о р а г о  ч л е н а ,  пос т оя нно  
м е н ь ш е  е д и н и ц ы ,  то р я д ъ  — р а с х о д я  ip i й с я.

Вторая часть предложешя очевидна непосредственно. Если, 
начиная съ некоторого члена, мы им'Ьемъ пап <  i . то

следовательныхъ членовъ гармоническаго ряда, и, следова
тельно, данный рядъ — расходяпцйся.

Чтобы доказать первую часть предложешя, предположимъ* 
что, начиная съ некотораго члена, мы постоянно имеёмъ 
«ап> &> I .  Пусть будетъ у. число, заключающееся между I и А» 

Рядъ будетъ наверное сходящимся, если, начиная

съ некотораго члена, отношете ——  будетъ меньше отноше

но +  Нх +  и 2 +  • • • +  U n  +  . . .

Lb . .
знакоположительный рядъ, въ которомъ отношете стре

и I +  аП Н

стремится къ нулю. Сравнете этого отношетя съ

такимъ образомъ, отношете больше отношетя двухъ по

«п

*) Z e i t s . c h r i f t  f u r  M a t h e m a t i k  u n d  P h y s i k ,  т . Х;  183г.
**) J o u r n a l  d e  L i o u v i l l e ,  т. ГУ; 1838.
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пая | —:— | двухъ посл'Ьдовательныхъ членовъ ряда, общш 

членъ котораго есть п~^. Для этого должно быть
I . х

I + «
<

iV*’
1 + п )

(8>

разлагая ^i +  -J по формуле Тэлора и ограничиваясь тремя 

членами, мы можемъ представить неравенство (8) въ виде

/к Я,
I Н----h-5 < I  +  « ,11 П2 п

гд'Ь, при неограниченномъ возрастати п, Хп остается постоянно 
меньшимъ н-Ькотораго опред'Ьленнаго числа. Последнее не
равенство даетъ

Я
ц + —<па п п

При неограниченномъ возрастати п левая часть им’Ьетъ- 
пред-Ьломъ д; следовательно, начиная съ достаточно боль
шого значенГя п , эта часть будетъ постоянно меньше пап\ отсю
да вытекаетъ неравенство (8), а, следовательно, и сходи
мость ряда.

Если произведете пап при неограниченномъ возрастати п  
стремится къ пределу I, то, применяя предыдущее правило, мы 
получимъ, что данный рядъ будетъ сходящимся, если l>  I, и 
расходящимся, если 2< i . Сомнете остается только при ? = i r 
если только пап не стремится къ единице, оставаясь постоянно
меньше ея; въ этомъ случае рядъ будетъ расходящимся.

Если произведете п«п им'Ьетъ пред-Ьломъ единицу, то нужно срав
ни +1 .нить -----  съ отношетемъ двухъ послъдовательныхъ членовъ ряда.
ип

1 I 1 1 --------------- Г • • • ~1--------------- г • • • >
2 (log >) ^ w(log -n)^

который будетъ сходящимся, если ц >  I, и расходящимся, если д <  г 
161). Полагая п«п=1+((п, мы можемъ представить отношеше двухъ. 

посл-Ьдователъныхъ членовъ изслйдуемаго ряда въ вид-Ь



ГЛАВА V I I I .  ---- РА ЗЛ О Ж Е Ш Я  ВЪ Р Я Д Ы .3 6 4 i6 3 .

гдЬ, при неограниченномъ возрастанш «, стремится къ нулю. 
Е с л и ,  н а ч и н а я  с ъ  н Ь к о т о р а г о  ч л е н а ,  п р о и з в е л  е- 
н i е /9П log п  п о с т о я н н о  б о л ь ш е  н - Ь к о т о р а г о  о п р е д Ь- 
л е н н а г о  ч и с л а ,  б о л ь ш а г о  е д и н и ц ы ,  т о  р я д ъ — с т о -  
д я щ 1 й с я .  Е с л и  э т о  о т н о ш е н 1 е  п о с т о я н н о  м е н ь ш е  
е д и н и ц ы ,  т о  р я д ъ  — р а с х о д  я щ i й с я.

Чтобы доказать первую часть предложен!?!, предположимъ, что 
при всЬхъ зн ачетяхъ  указателя п, большихъ числа р , мы имЬемъ 
fin 1°о и > к >  I . Пусть будетъ ju такое число, что 1 < д < & \ Рядъ будетъ 
сходящимся, если, начиная съ нЬкотораго члена, мы будемъ имЬть

и л и , иначе,

Uv + 1 п  Г logW Т Ц
ив ^  H +I Llog(«+i)J

п  п

log ji+ g

применяя къ правой части формулу Тэлора, им-Ьемъ

(9)

!+ -  +  —>  П 11

причемъ, при неограниченномъ возрастанш п, по абсолютному зна
чение остается меныпимъ нЬкотораго опредЬленнаго числа. По упро- 
щенш  послЬднее неравенство обращается въ

fi„ log п > д {п+ 1 ) log

П ри неограниченномъ возрастанш

имЬетъ предЬломъ единицу, такъ какъ, по формулЬ Тэлора, это про
и звед ете  можегь быть представлено въ видЬ

( « + i ) l o g ( i + ^ J = i + ^ ( i + £ ) ,  (ю)

> .(« + .)[i.8( .+ g ] 8
log 11

п произведен1е (n + i)  l° g ( i+ ^

гдЬ г стремится къ нулю. Такимъ образомъ, правая часть предыдущаго 
неравенства имЬетъ предЬломъ /.i ; слЬдовательно, начиная съ нЬкото
раго члена, это неравенство навЬрное справедливо, такъ какъ, по 
условно, fin logn  больше числа /с> д .

Такимъ же образомъ доказывается и вторая часть предложешя.

ЗдЬсь нужно сравнивать отнотеше " +1 съ отношен1емъ двухъ послЬ-

довательныхъ членовъ ряда, общШ членъ котораго есть 
равенство

п log п
Не-

гы+1> п log п 
W+ 1  log (11 +  1)
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можетъ быть представлено въ виде

■— +■—<  (iH~) п п \ « /L1+: 1+
10«П1+Й

log и

/?» l°g «<(»+!) 1°g(I+ “] ■

Какъ видно изъ формулы (ю), при эначев1яхъ п, болыпихъ единицы, 
правая часть стремится къ единице; следовательно, начиная съ неко- 
тораго места въ ряде, последнее неравенство наверное справедливо 
такъ какъ рп log и, по условно, меньше единицы.

Изъ предыдущаго предложения следуетъ, что если при неограничен- 
номъ возрастанш п произведете log п стремится къ пределу I, то 
рядъ будетъ сходящимся, если Z >  i, и расходящимся, если I <  I. Со
м н ете  остается только для 1= 1 , за исключешемъ того случая, когда 
произведете рп log п остается постоянно мевьшимъ единицы; въ послед - 
ыемъ случае данный рядъ — расходящейся.

Если ftп log п стремится къ единице, оставаясь больше ея, то мы мо-

жемъ представить отношете «+1 въ виде

'м+1

п п log п

где, при неограниченномъ возрастанш п, уп стремится къ нулю. Раз- 
сматривая произведен1е уп log2 п, мы будемъ иметь предложетя, вполне 
аналогичньш предыдущимъ, и т. д.

Сл ' Ь д с т в 1 е .  — Если въ знакоположительномъ ряде отнош ете 
каждаго члена къ предыдущему имеегь видъ

uv + i  ̂ г Нп
lln = I  П + пл+а

гдЬ ц — положительное число, г — постоянное, и при неограниченномъ 
возрастанш п абсолютное значете количества Нп остается меньш имъ 
нЬкотораго определеннаго числа, то р я д ъ  — с х о д я п щ й с я ,  е с л и
г  б о л ь ш е  е д и н и ц ы ,  и 
с л у ч а я  хъ.

Въ самомъ деле, полагая

имеемъ

р а с х о д я п щ й с я  — в ъ  о с т а л ь н ы х ъ

№«+1_

Н п

Пп = г . Нпi -----—п п\ +/<

и, следовательно, И т пап=г. Такимъ образомъ, рядъ — сходящШся,
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если r^> I, и расходящшся, если r <  I. Соыы'Ьте остается только въ томъ 
случай, когда f = i .  Чтобы устранить это соын’Ьше, ноложимъ

отсюда имФемъ

М,’п+1 _
М. 1 + - +  ̂  п п

Рп log п =

logn п + 1 log »
I I  п ~  “  « . «

I - - + -

При неограниченноыъ возрастали п правая часть стремится къ нулю, 
каково бы ни было положительное следовательно, р я д ъ — расхо- 
дящШся.

Предположимъ, напримЬръ, что и"~^\ есть ращональная функц1я
1 П

отъ п, стремящаяся къ единицЬ при неограниченномъ возрастанш я»

Un+i_ п р+ а1пр l+ a2nv 2+ . . . .  
ип пр+Ъ1 пр~ г+Ъг п1’~ 2 + . . .

выполняя д Ь л ете  и останавливаясь на член-k съ — , мы можемъ предик
•ставить предыдущее равенство въ видЬ

**ч+1 . , fli-Ьх , Ч> (и)—— = 1 + —д--- г —До- ’

гдИ; <р (п) есть ращональная функщя отъ п, стремящаяся къ конечному 
пределу при неограниченномъ возрастанш числа п. На основан in преды- 
дущаго, н е о б х о д и м ы м и  и д о с т а т о ч н ы м и  у с л о в 1 е м ъ  того,  
ч т о б ы  р я д ъ  б ы л ъ  с х о д я щ и м с я ,  б у д е т ъ

П оследняя теорема принадлежитъ Гауссу, который доказали ее не
посредственно. Это — одинъ изъ первыхъ по времени общихъ приз- 
наковъ сходимости *).

1 6 4 . Ряды абсолютно еходяшдеся. — Обратимся теперь къ ря
дами, члены которыхъ могутъ им’Ьть любые знаки. Если, на
чиная съ достаточно далекаго члена, знаки всЬхъ членовъ 
ряда будутъ одинаковые, то этотъ случай непосредственно 
приводится къ предыдущему. Поэтому здФсь намъ нужно раз- 
смотр'Ьть только тотъ случай, когда рядъ содержитъ безко- 
нечное множество какъ положительныхъ, такъ и отрицательныхъ 
членовъ. Прежде всего мы докажемъ следующую основную 
теорему.

*) D i s q u i s i t i o n e s  g e n e r a l e s  c i r c a  s e r i e m  i n f  i n i -  
a В

t a r n  T +  # +  ■ • • (G e s г m m о 11 e W e r k e ,  t . I l l ,  стр. 138).



Р я д ъ ,  ч л е н ы  к о т о р а г о  им' Ьютъ п р о и з в о л ь н ы е  
з н а к и ,  б у д е т ъ  с х о д я щ и м с я ,  е с л и  б у д е т ъ  с х о 
д я щ и м с я  р я д ъ ,  с о с т а в л е н н ы й  из ъ  а б с о л ю т н ы х ъ  
з н а ч е н 1 й  ч л е н о в ъ  п е р в а г о  р я д а .

Пусть будетъ
ио + Щ + . .  . +  ип+ . . .  ( и )

рядъ, члены котораго могутъ иметь любые знаки; пусть дал-fee
будетъ

и0+ и 1+ . . . + и п+ . . . (12)

рядъ, составленный изъ абсолютныхъ значешй членовъ перваго 
ряда, такъ что JJn= \ u n\. Если рядъ ( т 2 )  — сходяпцйся, то 
рядъ (и )  будетъ также сходящимся. Это сл-Ьдуетъ изъ общей 
теоремы о сходимости (§ 157). Въ самомъ д-Ьл-Ь, мы им-Ьемъ

Iип+ип+1+- • ■ + un+P\< JJn+ ^«+1+ • • • + Un+;,

взявъ число п достаточно большимъ, мы можемъ, оставляя 
число р  произвольнымъ, сд-Ьлать вторую сумму меньше вся- 
каго даннаго числа.

Въ сходимости ряда (и )  можно уб-Ьдиться еще иначе. Пред- 
ставимъ и п въ вид-Ь

К = (ип + Ю ~ -и п

и разсмотримъ вспомогательный рядъ, общш членъ котораго 
есть ип + U„,

(«о + Ug) +  {иг +  Uj) + . . .  +  (ип +  Z7J  + . .  . .  ( i3 )

Обозначая соответственно черезъ Sri, S'n, S"n суммы п первыхъ 
членовъ рядовъ (хх), (12), ( i3 ), мы, очевидно, будемъ им-Ьть

S  = S ”  - S ’ .

По предположение, рядъ (12) — сходяпцйся; точно также 
будетъ сходящимся и рядъ (хЗ), который не им-Ьетъ ни одного 
отрицательнаго члена, и общш членъ котораго не превосхо 
дитъ 2 Un. Такимъ образомъ, суммы S ’n, S"n, а, следовательно, 
и сумма Sn при неограниченномъ возрастанш п стремятся 
къ определенными пределами, т.-е. данный рядъ (и )  — схо
дящиеся. Сверхъ того, мы видимъ, что рядъ (и )  можно 
разсматривать, какъ полученный отъ почленнаго вычиташя 
двухъ знакоположительныхъ сходящихся рядовъ.

Рядъ, абсолютныя значен1я членовъ котораго образуютъ 
сходяпцйся рядъ, называется а б с о л ю т н о  с х о д я щ и м с я .

§ 164 . I .  —  0БЩ1Я СВОЙСТВА РЯДОВЪ И ПРОЧ. З 67
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В ъ т а к о м ъ р я д е  м о ж н о ,  не и з м е н я я  с у м м ы р я д а ,  
и з м е н я т ь  по  п р о и з в о л у  п о р я д о к ъ  его  ч л е н о в ъ .  
Раземотримъ сначала сходящшся знакоположительный рядъ 
съ суммою S

ao + a i + • ■ ■+ ап + • • ■; (14)
пусть будетъ

&o +  ̂ i+ ■ • - +  ̂ п + • • • (т5 )
другой рядъ, составленный изъ тйхъ же членовъ, какъ и первый, 
но расположенныхъ въ другомъ порядке, такъ что каждый 
членъряда (14) находится где-нибудь въ ряде (15), и, обратно, 
каждый членъ ряда (15) находится также и въ ряде (14), 
хотя, можетъ быть, и на другомъ м'Ьст’Ь.

Пусть будетъ S 'm сумма т первыхъ членовъ ряда (15); такъ 
какъ всЬ эти члены находятся въ ряде (14), то ясно, что 
можно взять настолько большое число «г, чтобы т первыхъ 
членовъ ряда (15) находились въ числе п первыхъ членовъ 
ряда (14). Следовательно, должно быть

S 'm< Sn< S ,
что доказываетъ, что рядъ (15) сходяпцйся и имгЬетъ сумму S '^ S .  
Точно также должно быть S<iS', и, следовательно, S ' = S. 
То же разсуждеше показываетъ, что если одинъ изъ рядовъ 
(14) и (15)— расходящшся, то и другой рядъ будетъ также 
расходящимся.

Мы можемъ также, не изменяя суммы ряда, соединить въ схо
дящемся знакоположительномъ ряде вместе члены про- 
извольнымъ образомъ, т.-е. мы можемъ составить новый рядъ, 
каждый членъ котораго равенъ сумме произвольнаго числа 
членовъ перваго ряда, взятыхъ въ любомъ порядке. Пред- 
положимъ сначала, что мы соединяемъ вместе члены въ томъ 
порядке, въ какомъ они входятъ въ данный рядъ; пусть 
будетъ

-^о +  -̂ -1 +  ̂ 2 + • • • + А л + • • • (16)
получаюпцйся при этомъ новый рядъ, въ которомъ, напримеръ,

^ i  =  ao + ai +  - • ■ + api ^-i =  aJJ+1+ - • - + aq-,
A 2 = aq+l+ ■ • •+ « „  -----

Сумма S 'm т  первыхъ членовъ ряда (16) равна сумме S v 
N  первыхъ членовъ первоначальнаго ряда, где N  >  ж. При 
неограниченномъ возрастали т число N  также неограниченно 
возрастаетъ, и, следовательно, сумма S'm имеетъ тотъ же самый 
пределъ S.



Соединяя оба предыдущихъ преобразования, мы видимъ, что 
если данъ сходяпцйся знакоположительный рядъ, то мы мо- 
жемъ, не изменяя его суммы, заменить его такимъ другимъ 
рядомъ, каждый членъ котораго представляетъ сумму нЬкото- 
раго числа членовъ перваго ряда, взятыхъ въ произвольномъ 
порядке. Нужно только, чтобы каждый членъ начальнаго ряда 
входилъ въ одну изъ группъ, составляющихъ члены второго 
ряда, и притомъ только въ одну.

Такъ какъ всякий абсолютно сходяпцйся рядъ можно раз- 
сматривать, какъ разность двухъ знакоположительныхъ схо
дящихся рядовъ, то предыдущая преобразовашя применимы 
также и къ абсолютно сходящимся рядамъ. Отсюда видно, что 
съ абсолютно сходящимся безконечнымъ рядомъ при вычисле- 
т я х ъ  можно поступать такъ же, какъ съ суммою конечнаго 
числа членовъ.

§§ 1 6 4 — 16 5 . I .  —  0 БЩ 1 Я СВОЙСТВА РЯДОВЪ И П РОЧ. З 69

1 6 5 . Р яды  у с л о в н о  с х о д я н ц е с я , и л и  п о л у с х о д я н ц е с я . —
Для того чтобы рядъ, члены котораго им’йютъ разные знаки, 
былъ сходящимся, н'Ьтъ необходимости, чтобы рядъ, обра
зованный абсолютными значешями его членовъ, былъ также 
непременно сходящимся. Это видно, наприм^ръ, И 8Ъ  сл'Ьдую- 
щей теоремы о знакопеременныхъ рядахъ, которую я приведу 
безъ доказательства:

Р я д ъ ,  с о с т о я щ е й  и з ъ  ч л е н о в ъ ,  п о о ч е р е д н о  п о 
л о ж и  т е л ь н ы х ъ  и о т р и ц а т е л ь н ы х ъ ,  б у д е т ъ  с х о 
д я щ и м с я ,  е с л и  а б с о л ю т н о е  з н а ч е н 1 е  к а ж д а г о  
ч л е н а  м е н ь ш е  а б с о л ю т н а г о  з н а ч е н 1 я  п р е д ы д у 
щ а я  ч л е н а ,  и если,  к р о м е  т о г о ,  съ в о з р а с т а -  
н1емъ у к а з а т е л я  ч л е н ы  р я д а  н е о г р а н и ч е н н о  
у б ы в а ю т ъ  по а б с о л ю т н о м у  з на ч е н 1 ю.

Напримеръ, рядъ

2 3  4
I
-  + . . .п

—  сходяпцйся; мы нашли (§ 49), что его сумма равна log 2. Между 
тЬмъ рядъ, составленный изъ абсолютныхъ значетй членовъ 
предыдущего ряда, есть рядъ гармонический расходящийся
(§ 161).

Сходящ1еся ряды, которые не суть абсолютно сходящ1еся, 
называются у с л о в н о  с х о д я щ и м и с я ,  п о л у с х о д я щ и -  
м и с я  и л и  п р о с т о  с х о д я щ и м и с я  рядами. Работы Коши, 
Леженъ-Дирикле и Римана (Riemann) показали, насколько 
необходимо различать ряды абсолютно сходяпцеся и ряды полу-

24КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА.
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сходяпцеея. Такъ, въ полусходящемся ряд-Ь мы не гогЬемъ 
права изменять порядка членовъ или соединять эти члены 
между собою произвольнымъ образомъ; эти преобразовашя мо- 
гутъ повлечь за собою изм^нете суммы ряда, или даже пре
вратить рядъ сходящшся въ рядъ расходящийся, и обратно. 
Возьмемъ, наприм^ръ, сходягщйся рядъ

i l l ,  I I
I ------р 5 ----- Ь • • .6-------:------------:---- Ь • • • ,2 3 4 2 П + 1  2 1 1 + 2

сумма котораго, очевидно, равна пределу выражешя
И=»1 ,
Y  — _________ -*  \2B-I-I 2Й +п~ 0 4

при неограниченномъ возрасташи т. Расположимъ члены этого 
ряда въ другомъ порядк'Ь, такъ, чтобы за каждымъ положи - 
тельнымъ членомъ следовало два отрицательныхъ

I i i i i i  I  I I------- 1_________. Н__________________________ Ь
2 4 3 6 8 ’ ' '  2 п + 1  4W +  2 4П +  4

РазсматриваясуммыS3lt, S3n+V $3п+2, легко доказать, что этотъ 
новый рядъ — сходящшся; его сумма равна пределу выражешя

-“ Д2И+1 4 «  +  2 4 п + л.Tt=0 ' 1 1 1 /
при неограниченномъ возрастанш т. Но мы им’Ьемъ

2 И  +  1  4  П +  2 4  п +  4  2 \2 И + 1  2 11 +  2
и, следовательно, сумма второго ряда равна половине суммы 
перваго ряда.

В ообщ е, если  д а н ъ  р я д ъ  сходящ Ш ся, но не абсолю тно, то можно 
расп олож и ть  чл ен ы  этого р я д а  в ъ  такоы ъ п о р яд к ’Ь, чтобы н овы й  р я д ъ  
бы л ъ  сходящ и м ся, и  чтобы его сумма бы ла р ав н а любому заран Ь е д а н 
ном у чи слу  А .  О бозначим ъ черезъ  Sp сумму р  п ервы хъ  п олож нтельны хъ  
ч л ен овъ  этого р я д а , ч ер езъ  сумму абсолю тны хъ значений д первы хъ 
о тр и ц ател ьн ы х ъ  член овъ ; сумма p + q  п ервы хъ  член овъ , очевидно, 
р а в н а  Sp —S'q. Е сл и  оба числа р  и q неограниченно возрастаю ть , то 
д о л ж н ы  н еогран и ченн о  возрастать  и суммы Sp и  S '?, такъ  к ак ъ , в ъ  про- 
ти в н о м ъ  сл уч аЬ , р я д ъ  бы лъ  бы и л и  расходящ и м ся, если  неограниченно 
в о зр астаетъ  одна и з ъ  д в у х ъ  сум м ъ, и ли  абсолю тно сходящ им ся, если 
обЬ  сум м ы  стрем ятся  к ъ  конечны м ъ п редЬ лам ъ . С ъ другой  стороны , 
т а к ъ  к а к ъ  д ан н ы й  р я д ъ , по опредЬ леш ю , — сходяп уй ся , то обпцй 
ч л ен ъ  его до л ж ен ъ  стрем иться к ъ  нулю .

П о л ь зу я с ь  этим и зам Ь чаш яы и, мы можемъ слЬдую щ им ъ образом ъ 
составить  н овы й  р я д ъ , имЬющШ  своею суммою число А .  В озьмемъ
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«только положительныхъ членовъ предложеннаго р яд а  въ  томъ по
р яд к а , въ какомъ они расположены въ д ан н ом ъ  р я д е , чтобы ихъ  сумма 
бы ла больше А ; напишемъ вслЬдъ за  ними первые отрицательные члены 
даннаго ряда въ  томъ п орядке, въ  которомъ они стоять, и  остановимся 
тогда, когда сумма всьхъ  написанны хъ членовъ сдЬлается меньше А', 
затЬ м ъ напиш емъ положительны е члены, начиная съ того, на которомъ 
мы остановились въ  первы й р азъ , и  остановимся тогда, когда сумма 
вс£хъ  взяты хъ членовъ будетъ больше А; потомъ опять возьмемъ 
отрицательны е члены, и т. д . Очевидно, что суммы членовъ этого но- 
ваго ряда будутъ то больше, то меньше количества А ,  но эти  суммы 
будутъ отличаться отъ А  на количество, которое безпред&льно убы
в а е т е

166. Теорема А беля. ■— Абель далъ  теорему, позволяющую доказать  • 
сходимость н'Ькоторыхъ рядовъ , сходимость которы хъ не можетъ быть 
обнаружена при помощи преды дущ ихъ признаковъ. Д оказательство 
этой теоремы основывается на лемме, которою мы уж е пользова
лись выш е (§ 75).

Пусть будетъ
Mo+Mi+ ■ • ■ + м„+ ■ • ■

р яд ъ  сходящийся или н е о п р е д е л е н н ы й  (т .-е . такой, что сумма 
его п  нервы хъ членовъ всегда меньше по абсолютному значению дЬко- 
тораго опред-Ьленнаго числа А).  Съ другой стороны, пусть будетъ

£о> г1> ■ • ■> *п> ■ • •
последовательность полож ительны хъ чиселъ, и зъ  которы хъ каж дое 
меньше проды дущ аго, причемъ lim  (еп)и_ со =  о. П р и  э т и х ъ  у с л  о - 
в 1 я х ъ  р я д ъ

е0и0+е1и1+ . . . + е 11ип+ . . .  (17)

б у д е т ъ  с х о д я щ и м с я .
В ъ самомъ д е л е , и зъ  ‘ этихъ  условий следуетъ , что при  всякихъ  

зн ачеш яхъ  и и р  будетъ

| . . .  -\-ип+р | -С 2А;
следовательно, на основаш и леммы § 75, им еем ъ

| и п + 1ек+1+" • • + и п + р е п + р  ] <  2 А  е » + v  .

Т акъ  какъ , при неограниченномъ возрастании п, ел+1 стремится к ъ  нулю, 
то число п можно1 взять  настолько больш имъ, чтобы п ри  всяком ъ р  

абсолютное зн а ч е т е  суммы

£»+1 М» +1+ • • - + 6п+рми+г
было меньше всякаго заранЬе даннаго числа. С ледовательно, на осно- 
ванш  общей теоремы § 157, ряд ъ  (17) будетъ сходящ имся.

Если ряд ъ  « ( ,+ « ! + . .  . + и п+ . . .  обращ ается въ  ряд ъ

I — I+ I — I+ I — I . .
члены котораго попеременно + 1  и — I, то преды дущ ее предлож еш е 
обращается въ  приведенную выше теорему о знакоперем енны хъ  р я- 
.дахъ (§ 1 6 5 ) .  •

24
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Р азсм о тр и м ъ  д р у го й  п р и м * р ъ . Р я д ъ

sin  0-f-sin 2 0-t-sin 3 0 + . . .  + s in  n  9 + . . .

—  сходящ Ш ся и л и  н ео п р ед ел ен н ы й . Е сли  s i n 0 = o , то в с *  члепы  р я д а  

р ав н ы  н улю ; есл и  sin  0 ^  о , то , по и зв естн о й  ф орм ул* тригоном етрш , 

сум м а п  п ер в ы х ъ  ч л ен о в ъ  р ав н а

с л е д о в ате л ь н о , эта  сум м а но абсолю тному зн а ч е н ш  меньш е
s m -

О тсю да закл ю ч аем ъ , что п р и  всяком ъ  зн а ч е н ш  количества 0 р я д ъ

sm  о sin  2 и sm  п  с

— сходящ Ш ся. Т очно такж е можно до к азать , что р яд ъ

cos 0 , cos 2 0 ( ( cos и  0 ,
I ' 2 п

—  сходящ Ш ся п р и  в с * х ъ  зн а ч е ш я х ъ  0, к р о м е 0 =  2tor.
С л * д с т в 1 е. — О гран и чи ваясь  сходящ и м и ся р яд ам и , можно вы 

ск а зать  ещ е 6on*e общ ее п р е д л о ж е т е . П усть будетъ

и0-\-щ4- . ..  +мп+ ...

сходящ Ш ся р я д ъ ,  и  пусть  будетъ

«о. f i> • • • »  s n > • • •

п о сл ед о в ател ьн о сть  п олож и тельн ы хъ  чи селъ , постоянно возрастаю щ ихъ 
и л и  убы ваю щ и хъ  и стрем ящ ихся п р и  н еограниченном ъ  возрастан ш  п  

к ъ  п р е д е л у  к, отличном у отъ  н ул я . Р я д ъ

«о w0 + e i  % + " • + « *  « » + • • •  ( 1 8 )

б у д е т ъ  т а к ж е  с х о д я щ и м с я .
Д л я  оп р ед ел ен н о сти  предп олож и м ъ, что чи сла 6f. и д у тъ , возрастая . 

Мы м ож ем ъ н ап и сать

е0=к — а0, е!=*-«!, . . . ,  еп= к-ап..........

г д е  ч и сл а  «0, «ц  . . . ,  «п, . . . ,  образуготъ п оследовательн ость  полож и
т е л ь н ы х ъ  убы ваю щ ихъ  чи селъ , п ри чем ъ , п р и  н еограниченном ъ  воз
р ас та н ш  п, ип стрем и тся к ъ  нулю . Оба р я д а

к и0+к щ+ .. .+ k  и,,+ . . . ,
« о  “ о + « х  % +  • • • + « „  и п + . . .

—  сходящ 1еся; сл ед о в ател ьн о , р я д ъ  (18) будетъ такж е сходящ и м ся.
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II. — РЯДЫ СЪ МНИМЫМИ ЧЛЕНАМИ. — РЯДЫ 
КРАТНЫЕ.

1 6 7 . Опред^летя.— Въ этомъ параграфа мы укажемъ на 
некоторый обобщетя поняйя ряда. Пусть будётъ

w0+Mi + m2+ - • •+ «„+ • ■ • (19)
рядъ, все члены котораго — мнимыя количества

Щ~ ciy-| , • • • 1 . . . .

Такой рядъ называется с х о д я щ и м с я ,  если каждый изъ двухъ 
рядовъ, составленныхъ изъ дМствительныхъ частей и изъ 
коэффищентовъ при г,

ао Ъ a i  Ъ а2 + • ■ • + ап +  • • • (20)
0̂ +  ̂ 1 +  \  +••-■ + Ъп + . . . (21)

будетъ сходящимся. Пусть будутъ S' и S"  суммы рядовъ (20) 
и (21); с уммою ряда (19) называется количество S = $ + i S " .  
Очевидно, что здесь такъ же, какъ и въ предыдущемъ, эта 
сумма представляетъ пред'Ьлъ суммы Sn п первыхъ членовъ 
ряда (19) при неограниченномъ возрастати числа и. Мы видимъ, 
что рядъ съ мнимыми членами есть, въ сущности, не что иное, 
какъ совокупность двухъ рядовъ съ действительными членами. 

Если рядъ, образованный модулями членовъ ряда (19)

]/а2Л К  + \ / а \ Щ + . . . +  Уа1 + Ъ1 + . . . ,  (22)

— сходящШся, то каждый изъ рядовъ (20) и (21) будетъ, оче
видно, абсолютно сходящимся, такъ какъ

и . . K i <  1/*;+&*,

Въ этомъ случае рядъ (19) называется а б с о л ю т н о  с х о 
д я щ и м с я .  Въ такомъ ряде мы можемъ, не изменяя суммы, 
изменять порядокъ членовъ или соединять эти члены произ- 
вольнымъ образомъ.

Всякому признаку, позволяющему утверждать, что некото
рый знакоположительный рядъ — сходящшся, соответствуете 
признакъ, позволяющШ утверждать, что некоторый рядъ съ лю
быми членами, действительными или мнимыми, есть абсолютно 
сходящШся. Такъ, если въ ряде, начиная съ некотораго члена, 

и
модуль отношешя -Ail меньше определеннаго числа, меныпаго
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единицы, то рядъ — абсолютно сходящшся. Въ самомъ д-блЕ,. 
положимъ U.= | и,- |. Если, начиная съ н'Ькотораго члена,

мы постоянно им’Ьемъ
иП+1

это неравенство въ вид-Ь

< / с <I ,  томы можемъ представить

U,и+1 < k  <  1;

это показываетъ, что рядъ модулей

и 0+ + . . . + Un+ . . .

— сходящ1йся. Если при неограниченномъ возрастании гютно- 

стремится къ пределу I, то рядъ будетъ сходя

щимся при I <  I и расходящимся при ? > i ;  въ самомъ дЕлЕ, 
въ послЕднемъ случай модуль общаго члена ип не стремится 
къ нулю, и оба ряда (20) и (21) не могутъ быть одновременно 
сходящимися. Случай 1=1  остается сомнительнымъ.

ш ете •%+1

В ообщ е, п усть  будетъ  со н аи больш и м ъ  п зъ  пред 'Ьдовъ количествъ  

| /  TJ~, к о гд а  п  н еогран и чен н о  во зр астаете . Р я д ъ  (19) будетъ  абсолю тно 
сход ящ и м ся , есл и  а> <  I ,  и  расходящ и м ся , если  со >  I, такъ  к ак ъ  в ъ  по- 
сл-Ьднемъ случ а-fe м одуль  общ аго чл ен а не стрем ится к ъ  нулю  (§ 161). 
С лучай  <в =  1  остается сом нительны м ъ; р я д ъ  м ож ете бы ть абсолю тно 
сход ящ и м ся , условн о  сходящ им ся и л и  расходящ и м ся.

168. Умножеше рядовъ. — Пусть будутъ

и 0 +  М1 +  м2 Н” • ■ • +  и п +  ■ • • 1 (2З)
V0 + V i  +  V 2 + .  . . +  vn +  . . . (24)

два ряда съ членами произвольнаго вида. Умножимъ каждый 
членъ перваго ряда на каждый членъ второго ряда и соберемъ 
вытЬсгЬ всЬ произведетя м,- Vj съ одинаковою суммою указате
лей i+ j ;  такимъ образомъ мы получимъ новый рядъ

и0 v0 +  (и0 v1 + иг «0) +  (и0 v2 +  мх V, +  «2 
+  К®* +  «1®„-1+- • ■+Un't’o)+- - ••

Если оба ряда (2З) и (24) абсолютно сходяпцеся, то рядъ (25) — 
также сходяпцйся и им’Ьетъ суммою произведен1е суммъ обоихъ 
предыдущихъ рядовъ. Эта теорема, доказанная Коши, была 
обобщена Мертенсомъ (Mertens)*), который показалъ, что она

*) С г е 11 е ’ s J o u r n a l ,  т.  79.
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остается верною и въ томъ случай, когда одинъ рядъ абсо
лютно сходящшся, а ■ другой — только условно сходяицйся.

Предположишь, напримйръ, что рядъ (2З)— абсолютно схо- 
дяпцйея. Пусть будетъ гоп обпцй членъ ряда (25)

Для доказательства теоремы достаточно показать, что при 
неограниченномъ возрастанш п обй разности

W0+  «>!+. • - + W2n — (ио +  % + • • •  +  Wn) («0 +  » !+ . • •+»*), 
w0+ u \+ .  ■ • +  wte+1-(« o + « 1+  • • • +  M.+l)(®0 +  «l+- ■ Vi )

стремятся къ нулю. Такъ какъ доказательство въ обоихъ илу- 
чаяхъ одинаково, то мы разсмотримъ только первую разность. 
Располозкивъ ее относительно и., мы можемъ представить ее 
въ видй

r f = « o ( V i +  ’ • • +  ®2Я) + % К + 1  +  • ■ - + M2*-i) +  • • - + Пп -Л + 1

+  +  • • ■ + V -l) +  + •••+ « * - .)  +  ••• +  V o -

Такъ какъ рядъ (2З) абсолютно сходящийся, то сумма
и 0+ и г+ . . . + и п

остается при всякомъ п меньшею нйкотораго опредйленнаго 
положительнаго числа А ; точно также, вслгЬдств1е того, что 
рядъ (24) сходящийся, модуль суммы ф0+»].+• ■ -+vn остается 
при всякомъ п меньшимъ нйкотораго положительнаго числа В  
Пусть будетъ е некоторое заранйе данное положительное 
число; мы можемъ выбрать настолько большое положительное 
число т , чтобы при п^>т было

ип+г+ -- + <

р 4 - . .  . +  vI п+1~ • ' П+р <
в

А  + В ’

каково бы ни было число р. Взявъ число п подъ этимъ усло- 
в1емъ, мы будемъ имйть верхний предйлъ разности 6, за
меняя и0, м3, и2, . . .  ,м2п соответственно черезъ U0, и г, U2, . . .  ,

v n + i  +  v n + 2 +  • • - + V n + P  черезъ и, наконецъ, p0+ . .

+ v„_i) vo + - • • + v„_ 2>' ■ ■ i vo черезъ В .  Послй этой замйны по- 
лучимъ

ld ' < f7" J + I + ^ J + 5  + -  +  (7. - . z b  + и п +1 в  + и п+2в  +... + UinB ,
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| <*!< (^0 +  ^1 +  • • • +• u „+i) +  В  ( Un+1 + . .  . +  U J

«4 s  В

< A  + B i ~A + jB'

или, наконецъ, | d [ < t .  Та1«шъ образомъ, разность d им'Ьетъ 
предЬломъ нуль.

1 6 9 . Двойные ряды. — Разсмотримъ прямоугольное поле, 
ограниченное сверху и слева и неограниченно простирающееся 
вправо и внизъ. Разобьемъ это поле вертикальными и горизон
тальными литям и на квадраты на подоб1е шахматной доски. 
Такое поле будетъ содержать безконечное множество верти- 
кальныхъ столбцовъ, которые мы перенумеруемъ, начиная 
съ о до + о э , и безконечное множество горизонтальныхъ строкъ, 
который мы также перенумеруемъ, начиная съ о до +оо.  
Предположимъ, что каждой кл-Ьтк'Ь этого поля соответствуешь 
некоторое число, которое мы впишемъ въ эту клетку. Пусть бу
детъ аа число, соответствующее клРтке, лежащей въ г-ой строке 
и въ &-омъ столбце. Мы получимъ такимъ образомъ таблицу, 
имеющую следующш видь*)

З 7 6  ГЛАВА V I I I . ----РАЗЛОЖЕНИЯ ВЪ Р Я Д Ы . §§ l 6 8 ---- 1 6 9 .

«оо « 0 1 « 0 2  • • - «о» • • •
« 1 0 «11 « 1 2  • - • «1* • • •
« 2 0 « 2 1 « 2 2 « 2 п  ’ • •

«тО «ml « m 2  • • • *т* * * *

Мы предположимъ сначала, что все члены этой таблицы—числа 
действительный и положительный.

Вообразимъ теперь рядъ л и тй  С,, С2, . . . ,  Сп, . . .  , без- 
конечно удаляющихся по всемъ направлешямъ и образующихъ 
вместе съ двумя прямыми, ограничивающими таблицу, рядъ 
замкнутыхъ лишй, каждая изъ которыхъ заключаетъ внутри 
себя все предыдущая. Пусть будутъ 6'], S2, . .  . , Sn, . . .  суммы 
членовъ таблицы, стоящихъ внутри этихъ замкнутыхъ лишй.

*) Т ак ая  таб л и ц а  н азы вается  такж е таблицею  с ъ  д в о й н ы м и  
в х о д о м ъ .  (Ред .)



Если при неограниченномъ возрастали п сумма Sn стремится 
къ пределу S, то двойной рядъ

+ 00 4-00
2  2  ft (27)
г—0 к=О

называется с х о д я щ и м с я  и им^етъ с уммою количество S. 
Чтобы оправдать это опред-Ьлете, нужно доказать,что пред’ЬлъЯ 
не зависитъ отъ вида кривыхъ С. Предположимъ, что мы 
им'Ьемъ другой рядъ л и т й , удаляющихся въ безконечность 
по всЬмъ направлешямъ, С \ , С'2, . . . , С'т, . . . ,  и пусть бу- 
дутъ S \ ,  S 'z, . . . .  S 'm, . . . соотв'Ьтствуюпця имъ суммы. Когда 
число то дано, то всегда можно выбрать число п настолько 
большими, чтобы лишя Сп заключала внутри себя линно С т ; 
следовательно, мы будемъ иметь S'm<Sn, и отсюда, при вся- 
комъ то, S 'm<S.  Но эта сумма S'm возрастаетъ вместе съ ука- 
зателемъ то; следовательно, она стремится къ пределу S ' ^ S .  
Такими же образомъ мы докажемъ, что S<^S'. Следова
тельно, S '=  S.

Мы можемъ принять за п и н т  С, напримеръ, две стороны 
безпредельно увеличивающагося квадрата, или же прямыя, 
равно наклоненный къ обеимъ сторонами поля; соответствую- 
щ1я суммы будутъ въ первомъ случае:

< % > + ( a i o + a J i + a o i )  +  • • • +  ( a ,Io + a « i + -  • ■ + a » n + a « - i , » + • • • е « 0 „ ) ,

а во второмъ:
a 0 0 + ( a l 0  +  a 0 l )  +  ( a 2 0 + a l l  +  a 0 2 )  +  - • • ~ Ь ( « „ о  +  а „ _ 1 1  1 +  ■ • • + a 0i>)>

Если при неограниченномъ возрастали п одна изъ этихъ 
суммъ стремится къ некоторому пределу, то будетъ стре
миться къ пределу и другая сумма, и оба эти предела будутъ 
равны между собою.

Сумму таблицы можно также составлять по строками или 
по столбцами. Въ самомъ деле, предположимъ, что двойной 
рядъ (27) — сходяпцйся, и пусть будетъ S  его сумма. Очевидно, 
что сумма произвольнаго числа членовъ таблицы меньше S; 
отсюда следуетъ, что все ряды, подобные следующему

a,0 +  a,i +  - - • +  a,n+* • • (2 =  °! I) 2, . . .), (28)

получаюпцеся изъ членовъ какой-нибудь горизонтальной строки, 
будутъ сходящимися, такъ какъ сумма

а,0 +  ®«Т+- • - + am

всегда меньше количества S  и возрастаетъ вместе съ и. Пусть
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будутъ б0, clt . .  , av . .  . суммы полученныхъ такимъ образомъ 
сходящихся рядовъ; тогда рядъ

О0 + О (29)

будетъ также сходящимся. Въ самомъ деле, разсмотримъ 
сумму 2а .к техъ членовъ таблицы, у которыхъ г<^>, 1с < г. Эта 
сумма всегда меньше S; если, оставляя число р  постояннымъ, 
мы будемъ неограниченно увеличивать число г, то эта сумма 
будетъ иметь пред-Ьломъ

«о +  б1 +  - • - +  V

Такимъ образомъ, мы всегда имгЬемъ 0o +  ai +  - ■ . + op<S,  и 
такъ какъ эта сумма возрастаетъ вместе съ числомъ р,  ло 
отсюда сл-Ьдуетъ, что рядъ (29) сходящийся и иагЬетъ суммою 
число 2 < S .  Съ другой стороны, если все ряды (28) — сходя- 
пцеся, и если новый рядъ (29), составленный изъ суммъ первыхъ 
рядовъ, — сходяпцйся и тгЬетъ суммою число 2 ,  то ясно, 
что сумма любого числа членовъ таблицы (26) меньшее 2 .  
Следовательно, мы имеемъ также S<^2,  и отсюда 2 = S .

Все, что было сказано о рядахъ, получающихся изъ гори- 
зонтальныхъ строкъ, очевидно, применимо къ рядамъ, получаю
щимся изъ вертикальныхъ столбцовъ. Такимъ образомъ, чтобы 
получить сумму двойного ряда, все элементы котораго поло
жительны, можно вычислять ее или по строкамъ, или по столб- 
цамъ, или же, наконецъ, брать ограничиваюнця кривыя про- 
извольнаго вида. Въ частности, если рядъ оказывается сходя
щимся, когда мы составляемъ сумму по горизонтальнымъ 
строкамъ, то онъ будетъ также сходящимся и въ томъ случае, 
если мы будемъ вычислять его по столбцамъ, и его сумма 

.въ обоихъ случаяхъ одна и та же.
Для двойныхъ рядовъ съ положительными членами можно 

было бы дать рядъ теоремъ, аналогичныхъ теоремамъ, дока- 
заннымъ выше для простыхъ рядовъ. Напримеръ, если члены 
двойного знакоположительнаго ряда соответственно меньше 
членовъ другого двойного сходящагося ряда, то и первый 
рядъ также сходяпцйся, и т. д.

Двойной рядъ съ положительными членами, не сходяпцйся, 
называется р а с х о д я щ и м с я .  Сумма элементовъ соответ
ствующей этому ряду таблицы, расположенныхъ внутри какой- 
нибудь замкнутой кривой,' возрастаетъ выше всякаго пре
дела, когда эта кривая неограниченно удаляется по всемъ 
направлешямъ.
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Разсмотримъ теперь таблицу, въ которой не веЬ элементы 
положительны. Очевидно, что мы можемъ исключить изъ раз- 
смотрешя т'Ь случаи, когда всЬ элементы таблицы отрица
тельны, или когда есть только конечное число положительныхъ 
или отрицательныхъ элементовъ, такъ какъ веЬ эти случаи 
непосредственно приводятся къ предыдущему. Поэтому мы 
предположимъ, что въ разсматриваемой таблиц'!; Т  есть без- 
конечное множество какъ положительныхъ, такъ и отрица
тельныхъ элементовъ. Пусть будетъ а.к обпцй членъ таблицы Т. 
Если таблица Тг съ положительными элементами, каждый эле- 
ментъ которой равенъ абсолютному значешю | аа | соотв'Ьтствую- 
щаго элемента таблицы Т, — сходящаяся, то таблица Т  назы
вается а б с о л ю т н о  с х о д я щ е ю с я .  Абсолютно сходящаяся 
таблица обладаетъ всеми существенными свойствами сходя
щейся таблицы съ положительными членами.

Для доказательства этого предложешя разсмотримъ дв'Ь вспо- 
могательныхъ таблицы Т  и Т ", составленныхъ следующими 
образомъ. Таблица Т' образована изъ таблицы Т  такимъ обра- 
зомъ, что каждый отрицательный элементъ заменена нулемъ, а 
каждый положительный элементъ оставленъ на своемъ м’Ьст’Ь. 
Точно также, таблица Т" образована изъ таблицы Т, въ которой 
каждый положительный элементъ заменена нулемъ, а у каждаго 
отрицательнаго элемента перемТненъ знакъ. 'Если таблица Тг — 
сходящаяся, то каждая изъ таблицъ Т' и Т" также сходящаяся, 
такъ какъ каждый элементъ, наприм’йръ, таблицы Т' не пре
восходить соответствующего эмемента таблицы Tv  Сумма чле- 
новъ. ряда Т, заключающихся внутри какой-нибудь замкнутой 
кривой, равна разности между суммою членовъ таблицы Т  
и суммою членовъ таблицы Т", заключающихся внутри той же 
кривой. Такъ какъ обе посл'Ьднихъ суммы приближаются къ не
которому пределу, когда пограничная кривая неограниченно 
удаляется по всЬмъ направлешямъ, то и первая сумма также 
стремится къ пределу, и этотъ пределъ не зависитъ отъ вида 
пограничной кривой. Этотъ пределъ называется с уммою 
т а б л и ц ы  Т. Сумму такой таблицы Т  можно также вычислять 
по строками или по столбцами, какъ это следуетъ изъ раз- 
суждетй, приведенныхъ по поводу таблицъ съ положитель
ными элементами. Такимъ образомъ ясно, что если данная 
таблица абсолютно сходящаяся, то каковы бы ни были знаки 
ея элементовъ, съ нею можно поступать, какъ съ сходящеюся 
таблицею съ положительными членами; но при этомъ суще
ственно необходимо, чтобы рядъ Тх съ положительными чле
нами были сходящимся.

§ 1 6 9 . I I .  ----  РЯДЫ  СЪ МНИМЫМИ ЧЛЕНАМИ И ПРОЧ. З 7 9



38о ГЛАВА V I I I . ---- РА ЗЛ О Ж ЕН Ш  ВЪ Р Я Д Ы . § 1 6 9 .

Е сл и  табл и ц а 2\  — р асх о д я щ аяся , то будетъ расходящ ею ся, по к рай 
ней  м 4 рА, одн а и з ъ  таб л и ц ъ  Т '  и  Т " . Е сли  од п а  п зъ  н и х ъ , напри- 
м4 р ъ  Т ' ,  — р асх о д я щ ая ся , а  д р у гая  Т "  — сх о д ящ ая ся , то сумма эле- 
м ентовъ  табли ц ы  Т, заклю чаю щ ихся вн утри  н ек о то р о й  зам кнутой  
к р и во й  С, н еогран и ченн о  возр астаетъ  н езави си м о  отъ  вп д а кри вой  С, 
к о гд а  эта  к р и в а я  н еогран и чен н о  у д ал яется  по всЬ м ъ  н ап равл еш ям ъ . 
Е сл и  ж е 064  табли ц ы  Т '  и  Т "  — расходяш дяся, то н зъ  преды дущ аго  
р а зс у ж д е ш я  ел4 д у етъ  только  то , что сумма элем ен товъ  таблицы  Т, 
-заклю чаю щ ихся вн у тр и  зам кнутой  к р и в о й  G, р ав н а  разн ости  меж ду 
д в у м я  сум м ам и, н еогран и чен н о  возрастаю щ им и, к огд а к р и вая  С неогра
н и чен н о  уд ал яется  по всТ.мъ н ап р а в л еш я м ъ . П ри  этом ъ м ож етъ слу
ч и ться , что сум м а эл ем ен товъ  табли ц ы  Т,  заклю чаю щ ихся вн утри  С, 
п ри б л и ж ается  к ъ  соверш енно разли ч н ы м и  п р ед ел ам и  в ъ  зависим ости  
отъ  в и д а  к р и в о й  С и  отъ  того, к ак и м и  образом ъ  у д ал яется  эта к ри вая  
т .-е . в ъ  зави си м ости  отъ  относп тельн аго  в о з р а с т а т я  чи сла полож и- 
те л ьн ы х ъ  и  отри ц ател ьн ы х ъ  член овъ  в ъ  этой  сумм-Ь; в ъ  н 4 которы хъ 
сл у ч аях ъ  сум м а м ож етъ  д аж е  стрем иться к ъ  безконечности , или  не 
п р и б л и ж ать ся  н и  к ъ  каком у п р е д е л у . В ъ  частности , если  табл и ц а н е  
б у д етъ  абсолю тно сход ящ ею ся , то мы м ож емъ п олучи ть  соверш енно 
р азл и ч н ы й  сум м ы , в ы ч и сл я я  о тд ел ь н о  ее по строкам ъ  и  по столбцами.

А р н д тъ  (A m dt) д а л и  сл4 дующШ  прим-Ьръ*). Р азсм отри м ъ  таблицу

Ш Н ( 1М ( 1Н ( ! )  i P r  ) - £  ( * ) • • • •

Эта табл и ц а со д ер ж и тъ  безкон ечн ое множ ество п олож и тельн ы хъ  и  без- 
кон еч н ое м нож ество  о тр и ц ател ьн ы х ъ  элем ен товъ . К аж ды й  и зъ  р яд о въ , 
со ставл ен н ы хъ  и зъ  элем ен товъ  к аж д о й  о тд ел ь н о й  'строки  и  каж даго 
отд4 л ьн аго  столбца, — сходящ Ш ся. Сумма р я д а , составленнаго  и зъ  эле
м ен тов ъ  м-ой строки , очеви д н о , р ав н а

Т ак и м и  обр азо м ъ , вы ч и сл яя  сумму таблицы  (31) по  строкам ъ , мы  при- 
дем ъ  к ъ  сумм 4  сход ящ агося  р я д а

которая  р ав н а  С ъ д р у го й  стороны , разсм отри м ъ  р я д ъ , состояний 
и з ъ  ч л ен овъ  (р — i) - ro  столбца,

Ш ^ М £г Г + ;--+ ( ¥ Г +'--]
______  “^ [(*+ i) + (p+i) +

*) G r u n e r t ’s A r c h i v ,  т . X I , стр . 319.
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Этотъ р я д ъ — с х о д я щ т с я , и его сумма равна

р - 1  Р _  - I  I I 
Р р + г ~ р ( р + 1 ) ~ р + 1 ~ р '

С ледовательн о , вы ч и сл яя  таблицу (31) по столбцамъ, мы придемъ къ- 
сумм’Ь сходящ агося р я д а

Iкоторая р ав н а — .

И зъ  этого п р и м ер а  ясно  видно, что двойными рядам и можно пользо
ваться  п ри  вы численш хъ  только в ъ  тоыъ случай, если они будутъ 
абсолю тно сходящ им ися.

Перейдемъ теперь къ двойнымъ рядамъ съ мнимыми чле
нами. Если элементы таблицы (26) мнимые, то можно составить- 
двгЬ другихъ таблицы Т ’ и Т" такихъ, чтобы каждый элементъ 
таблицы Т' былъ равенъ действительной части соотв’Ьтствующаго 
элемента таблицы Т, а каждый элементъ таблицы Т" былъ равенъ 
коэффищенту при г соответствующаго элемента таблицы Т. Если: 
таблица Тг, каждый элементъ которой равенъ модулю соотвгЬт- 
ствующаго элемента таблицы Т, — сходящаяся, тсГкаждая изъ- 
таблицъ Т  и Т "  будетъ абсолютно сходящеюся; въ этомъ 
случае данная таблица Т  называется также а б с о л ют но -  
с х о д я щ е ю с я .  Сумма элементовъ такой таблицы, заключаю
щихся внутри некоторой переменной замкнутой кривой,, 
стремится къ пределу, когда пограничная кривая неограни
ченно удаляется по всемъ направлешямъ. Этотъ пределъ не 
зависитъ отъ вида пограничной кривой и называется суммою- 
данной таблицы. Сумма абсолютно сходящейся таблицы можетъ. 
быть также вычисляема по строкамъ или по столбцамъ.

1 7 0 . Абсолютно сходяпцйся двойной р яд ъ  можно зам енить обыкно- 
венны ы ъ р яд ом ъ , состоящ имъ и зъ  г ё х ъ  же членовъ, к ак ъ  и  данны й 
двойной  р я д ъ . Д л я  этого достаточно показать, что всегда можно пере
нум еровать кл-Ьтки поля (26) таким ъ образомъ, чтобы каж дая клетка. 
им'Ьла оп ределён н ы й  нум еръ , и  чтобы ни  одна к летк а  не была про
пущ ена. Д ругим и словам и, если мы разсмотримъ, съ  одной стороны,, 
р я д ъ  п оследовательн ы хъ  натуральны хъ чиселъ

о, I , 2, . . . ,  п, . . . ,  (32)

а съ  другой  стороны , в се  нары  ц ел ы х ъ  чиселъ (г, к), г д е  i > o ,  
то каж дую  и зъ  эти хъ  п ар ъ  можно связать съ одним ъ и зъ  чиселъ по
следовательности  (32) таким ъ образомъ, чтобы, обратно, каж дому числу и 
соответствовала только  одна и зъ  этихъ н ар ъ . В ъ  самомъ д е л е , нали- 
ш емъ в с е  эти п ар ы  одн а за  другою  следугощ имъ образомъ. Будемте 
писать раньш е т е  пары , у которы хъ сумма чиселъ г + й  меньш е, а изъ.
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д в у х ъ  п ар ъ  съ  равн ы м и  суммами указател ей  i+ k  будем ъ писать раньш е 
ту, у  которой  число г больш е. Т акны ъ  образом ъ  мы п олучим ъ  такую 
п осл ед о вател ьн о сть  парт.

(о, о); (I, о), (о, I); (г, о), ( i ,  1), (о, г); ( 3 ,  о), ( 2 ,  i) ,  (1, 2), (о, 3) ;  . . . .

В ообщ е, ы аписавъ  вс'Ь пары , дл и  которы хъ  *-)-& <«, мы будемъ писать 
всЬ  п ар ы , д л я  к оторы хъ  г + к = п ,  н ач и н ая  съ  п ар ы  (и, о) и затЬ м ъ ум ень
ш ая  г п о сл ед овател ьн о  на еди н и ц у  до н уля . О чевидно, что каж д ая  п ара (г, 7с) 
будетъ  и м еть  н ер ед ъ  собою только к о н е ч н о е  чнсло п ар ъ  н , следо
вател ьн о , будетъ  зан и м ать  в ъ  п о сл едовател ьн ости  оп ределен н ое м есто. 
П ред стави м ъ  теперь, что мы н ап и сал и  чл ен ы  двойного  абсолю тно схо- 
дя щ аго ея  р я д а  S S a ik в ъ  у к азан н о м ъ  вы ш е п о р яд к гЬ; м ы  получим ъ 
п ростой  р я д ъ

а О 0 + а 1 0 + а 0 1 + й 2 О + « 1 1 + й 0 2 +  ■ • • + « „ о  +  « „ _ 1 д + .  • • ; (3 3 )

у этого простого р я д а  будутъ т-Ь ж е члены , к ак ъ  ы у разсм атриваем аго 
д в о й н о го  р я д а , он ъ  будетъ  абсолю тно сходящ им ся и будетъ и м еть  
ту  ж е  сумму, к ак ъ  и  д в о й н о й  р я д ъ . Я сн о , что этотъ  способъ преобра- 
зо в а ш я  не я в л я е тс я  ед и н ствен н ы м ъ , т а к ъ  к ак ъ  мы м ож ем ъ зат’Ьмъ пере
ставл ять  члены  р я д а  по п р о и зво л у . О братно, всякий простой  абсолютно 
■сходящдйся р я д ъ  м ож етъ  бы ть п рео б р азо ван ъ  в ъ  двой н ой  р я д ъ  безко- 
н еч н ы м ъ  м нож еством ъ способовъ . Это п р еоб разоваш е съ  больш имъ 
уеггЬхомъ п р и м ен я е тся  п р и  в ы в о д а  Н’Ь которы хъ тож ествъ*).

Мы в и д и м ъ , что понят1е д в о й н аго  р я д а  не отличается по сущ еству 
о тъ  обы чн аго  понятая р я д а . В ы ш е м ы  в и д е л и , что в ъ  абсолю тно сход я
щ ем ся р я д е  м ож но за м е н я ть  кон ечное число член овъ  и х ъ  суммою, 
а  такж е расп о л агать  члены  в ъ  п р о и звол ьн ом ъ  п о р я д к е ; расп ростран яя  
эти  свой ства , мы  естественно п ри ходи м ъ  к ъ  введеш ю  двой н ы хъ  р яд о въ .

1 7 1 . Кратные ряды. — Понятае двойного ряда можетъ 
быть еще значительно расширено. Прежде всего можно раз- 
сматривать ряды, каждый членъ которыхъ атп зависитъ отъ 
двухъ указателей , изменяющихся отъ — со до + о о .  Мы можемъ 
вообразить, что члены этого ряда расположены въ клг{зткахъ 
прямоугольнаго поля, простирающагося въ безконечность по 
всЬмъ направлетямъ; очевидно, что такой двойной рядъ 2 2 а тп 
можно разбить на четыре двойныхъ ряда, подобныхъ раз- 
смотреннымъ выше.

Еще более важно следующее обобщете понятая ряда. Раз- 
смотримъ рядъ, каждый членъ котораго а„,„ . . . ,  тр зави
ситъ отъ р  указателей т1, «г2, . . . ,  тр, изменяющихся отъ о 
до +оо,  или отъ — с» до +оз ,  причемъ, кроме того, эти ука
затели могутъ быть еще стеснены некоторыми неравенствами.

' ) Т а н н е р и  ( Ta nne r y ) ,  I n t r o d u c t i o n  & l a  t l i e o r i e  des  
i o n c t i o n s  d’ u n e  v a r i a b l e ,  стр. 67.
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Хотя мы и не можемъ пользоваться геометрическимъ представ- 
летемъ, какъ скоро мы им’Ьемъ бол’Ье трехъ указателей, однако 
нетрудно вид'Ьть, что предложен!я, полученный для двойныхъ 
рядовъ, могутъ быть легко распространены на кратные ряды 
порядка р.

Предпопожимъ сначала, что все члены a„v  „2, . . . ,  дей
ствительны и положительны. Предположимъ, что мы взяли 
сумму н'Ькотораго числа членовъ этого ряда; далее, составимъ 
вторую сумму, прибавивъ къ первой сумме сумму некотораго 
числа членовъ изъ числа опущенныхъ при составлены! первой 
суммы и т. д., такъ, чтобы каждый членъ предложеннаго ряда 
вошелъ въ одну изъ этихъ суммъ, а, следовательно, и во все 
последуюнця суммы. Пусть будутъ S1, S2, . . . ,  Sn, . . .  полу- 
ченныя такимъ способомъ последовательный суммы. Если при 
неограниченномъ возрастали числа п сумма Sn стремится къ не
которому пределу S, то данный рядъ называется с х о д я 
щ и м с я  и будетъ иметь с у ммо ю это число S. Какъ и 
въ случае рядовъ съ двумя указателями, пределъ 8  не зави- 
ситъ отъ того закона, по какому мы неограниченно увеличи- 
ваемъ число складываемыхъ членовъ. Если члены имеютъ 
разные знаки или если они мнимые, то и здесь рядъ будетъ 
сходящимся, если будетъ сходящимся рядъ, составленный изъ 
модулей отдельныхъ членовъ.

1 7 2 . Обобщеше теоремы Коши. — Вопросъ о сходимости или 
расходимости кратнаго ряда часто можетъ быть решенъ при по
мощи следующей теоремы, представляющей собою обобщеше тео
ремы Коши (§ 161). Пусть будетъ f(x, у) функщя двухъ перемен- 
ныхъ х , у , положительная для всехъ точекъ (х, у), лежащихъ 
вне некоторой замкнутой кривой Г, и убывающая съ удалешемь 
точки {х, у) отъ начала координатъ. Разсмотримъ, съ одной

ный на кольцеобразную площадь, содержащуюся между кри
вою Г  и некоторою другою внешнею кривою С, которая не
ограниченно удаляется по всемъ направлешямъ. Съ другой 
стороны, возьмемъ рядъ съ двойнымъ входомъ 2 f ( m ,n ) ,  где 
мы даемъ указателямъ т и п  все такгя целыя положительный 
и отрицательный значешя, при которыхъ точка (т, п) лежитъ 
вне кривой Г. '

При этихъ услов1яхъ д в о й н о й  р я д ъ  б у д е т ъ  с ходя . -  
щымс я ,  ес ли ,  д в о й н о й  н н т е г р а л ъ  и н е е т ъ  п р е 
д е л ъ ,  и о б р а т н о .

стороны, двойной интегралъ
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Разобьемъ площадь, заключающуюся менаду двумя кри
выми С и Г, прямыми, параллельными осямъ координата, 
х —о, +  I ,  ± 2 , . . .  и у = о ,  +  х, +  2 , . . .  на некоторое число 
квадратовъ и неправильныхъ частей. Если мы возьмемъ въ каж- 
домъ пзъ квадратовъ вершину, наиболее удаленную отъ начала 
координата, то ясно, что соответствующая сумма 2 f ( m ,  п) бу-

детъ меньше двойного интеграла i f f (x ,y )d xd y , распростра-

неннаго на площадь, заключающуюся между С ж Г .  Предполо
жишь, что кривая С неограниченно удаляется отъ кривой Г ; 
если при этомъ двойной интегралъ стремится къ некоторому 
пределу S, то отсюда следуетъ, что сумма любого числа чле- 
новъ двойного ряда всегда меньше некотораго определенного 
числа; следовательно, этотъ рядъ — сходящийся. Такимъже об- 
разомъ мы убеждаемся, что если двойной рядъ — сходящийся, 
то двойной интегралъ всегда меньше некотораго определен
наго числа; следовательно, этотъ интегралъ стремится къ н е
которому пределу. При сохранены! соответствующихъ пред
положен^, теорема распространяется на кратные ряды съ р  ука
зателями; ихъ следуетъ сравнивать съ кратными интегралами 
порядка р.

Такъ, напримеръ, двойной рядъ, общш членъ котораго

есть ----- ------1 где указатели т и п  принимаютъ все целыя
(ж2 +  n2f

зн ачетя  отъ — ос до+оо,  кроме т = п — о, — сходящийся, 
если д > 1 , и расходяпцйся, если д ^ г . В ъ  самомъ деле, двой
ной интегралъ

Я
dx dy 

(х2+ у2) ^ (3 4)

распространенный на площадь, лежащую вне круга съ цент- 
ромъ въ начале координата, имеетъ конечное значение,если у  >  I, 
и неограниченно возрастаетъ, если у <  г (§ i 3 3 ).

Какъ более обпцй примерь, ра8Смотримъ кратный рядъ 
съ общимъ членомъ

I--------------------------- - 7
(Ж* +  Жз+ . . . +  ЖрУ*

причемъ система значений ж1= ж 2= . . , = тр = о исключается; 
этотъ рядъ будетъ сходящимся, если 2у> р * ) .

*) Бол-Ье обгщя предложешя можно найти въ Т г a i 1 6 d’A n а 1 у я в 
Жордана (Jordan); томъ I, стр. 1 6 3 .



III.  — РЯДЫ СЪ ПЕРЕМЕННЫМИ ЧЛЕНАМИ. — РЯДЫ 
РАВНОМЕРНО СХОДЯЩ1ЕСЯ.

1 7 3 . Опред’Ьлеше равномерной сходимости. — Если члены 
ряда

«О (Ж) + % Ы) + . . . + Ц„ (ж) + . . . (З5)

суть функции переменнаго ж, непрерывныя въ промежутке (а, Ь), 
и если этотъ рядъ — сходящшся при всякомъ значенш х , со
держащемся въ этомъ промежутке, то отсюда еще не сле- 
дуетъ, чтобы такой рядъ представлялъ въ этомъ промежутке 
непрерывную ф'ункцпо переменнаго х, какъ это можно было бы 
думать. Чтобы въ этомъ убедиться, достаточно обратиться 
къ ряду (см. § 4)

/у'2 /у>2 /у.22 Л/ л/
Х i  +  x 2 ~̂  ( i  +  x 2)2~*~ ’

сумма котораго прерывна при ж =  о. Такъ какъ въ анализе 
мнопя функции вводятся въ виде рядовъ, то пришлось обра
титься къ изученйо .свойствъ функщй, представленныхъ такимъ 
образомъ, и здесь первый вопросъ состоитъ именно въ томъ, 
какъ узнать, будетъ ли сумма даннаго ряда непрерывною 
функщею переменнаго. Хотя мы и не имеемъ общаго решешя 
этого вопроса, темъ не менее его разсмотреше привело къ 
весьма важному понятно о р а в н о м е р н о й  с х о д и м о с т и .
■ Рядъ вида (З5), каждый членъ котораго есть функщя отъ ж, 
определенная въ промежутке (а, Ъ) (§ 2), называется р а в н о 
м е р н о  с х о д я щ и м с я  въ этомъ промежутке, если этотъ 
рядъ будетъ сходящимся при всякомъ значенш переменнаго ж, 
содержащемся въ промежутке (а, Ъ), и если для всякаго про
извольно взятаго положительнаго числа е можно найти такое 
целое число N, независящее отъ х, чтобы абсолютное значеше 
остатка Вп даннаго ряда

К  =  «,(+1 (*) + %+о (*) +  ■•• +%+р (*) + ■ ■■

было меньше е при всякомъ значенш n > N  и п р и  в с я к о м ъ  
з н а ч е н д ш х, з а к л ю ч а ю щ е м с я  въ промежутке  {а, Ъ).

Последнее ycnoeie существенно въ этомъ определены. 
Въ самомъ деле, изъ самаго определешя сходимости очевидно, 
что для всякаго заранее даннаго значетя ж, при которомъ 
рядъ — сходяпцйся, можно найти такое целое число JV, соответ
ствующее любому положительному числу г, чтобы при n > N

25

§ 17З. I I I . ---- РЯД Ы  СЪ П ЕРЕМ ЕН Н Ы М И  ЧЛЕНАМИ И П Р О Ч . 3 8 5
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было R n< s .  Но для того чтобы рядъ былъ равномерно схо
дящимся, необходимо, сверхъ того, чтобы число N  удовлетво
ряло этому условно при в с я к о м ъ значенш переменнаго х 
въ промежутке (а, Ъ). Следующее примеры показываютъ, что 
это не всегда имеетъ место. Такъ, для ряда, разсмотр'Ьннаго 
выше, мы имеемь

К ( ' )  , /  а:»’ ГД*( i+ x 2)

Легко видеть, что этотъ рядъ не будетъ равномерно сходя
щимся въ промежутке (о, i). Въ самомъ деле, для того чтобы 
этотъ рядъ былъ равномерно сходящимся, н е о б х о д и м о  
(но не достаточно), чтобы можно было найти такое число JV, 
чтобы было

( i + x 2f <

при всехъ значешяхъ переменнаго х  въ промежутке (о, i). 
Предыдущее неравенство можно представить иначе въ виде

4  ios -1 + я 2>ел £.

Но такъ какъ правая часть этого неравенства больше единицы, 
каковы бы ни были числа N  и е, то всегда есть т а т я  поло
жительный значетя переменнаго х , которыя этому неравен
ству не удовлетворяютъ.

Разсмотримъ еще рядъ, определяемый уравнетями

Sn (x)=nxe~’,z\  S0(x)=о, un (x)=Sn- S n_ v  (и =  1,2,  . . . ) .

Сумма п первыхъ членовъ этого ряда, очевидно, равна Sn [х)\ 
•она стремится кънулю при неограниченномъ возрастании, ка
ково бы ни было значете переменнаго х. Следовательно, этотъ 
рядъ — сходяпцйся, и его остатокъ Вп (х) равенъ — пхе~т\  
Чтобы этотъ рядъ былъ равномерно сходящимся въ проме
жутке (о, i) , необходимо и достаточно, чтобы для всякаго 
произвольно взятаго положительнаго числа е можно было найти 
такое целое положительное число N, чтобы при всехъ зна- 
чешяхъ n > N  было

пхе- "** < s ,  о<^я<1.

Но если мы заменимъ х  черезъ то левая часть этого нера-
_ 1

венства будетъ равна е ", и при и >  I это последнее коли



чество больше -• Такъ какъ в можетъ быть взято меньше,
е

ч^мъ то отсюда слгЬдуетъ, что данный рядъ не будетъ6
равномерно сходящимся.

Важное значеше равномерно сходящихся рядовъ основы
вается на с.тЬдующемъ ихъ свойстве:

С у м м а  р я д а ,  р а в н о м е р н о  с х о д я щ а г о с я  въ  п р о 
м е ж у т к е  (а, Ъ), в с е  ч л е н ы  к о т о р а г о  с у т ь  ф у н к ц i и 
п е р е м е н н а г о  ж, н е п р е р ы в н ы я  въ  э т о м ъ п р о м е 
ж у т к е ,  е с т ь  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц 1 я  э т о г о  п е р е 
м е н  н а г о.

Въ самомъ деле, пусть будетъ ж0 значеше перемениаго ж, 
заключающееся между а и Ь, и ж0 + й — близкое къ х0 значеше, 
также заключающееся между а и Ъ. Выберемъ число п настолько 
болыиимъ, чтобы при всехъ значетяхъ х  въ промежутке (а, Ь) 
остатокъ Еп (ж)

Д . (ж) =  ип+1 (х) + кп+г (ж) + . . .
£былъ по абсолютному значетю меньше где в— сколь угодно

малое, заранее данное, положительное число. Пусть будетъ 
/(ж) сумма разсматриваемаго сходящагося ряда. Обозначивъ че- 
резъ <р (ж) сумму его (w + i) первыхъ членовъ

9 (х) = и0 (ж) + их (ж) <-. . . + (ж), 
мы можемъ написать

/■(ж) =  др(ж) + Д (ж ).

Вычитая почленно равенства
/’(ж0) =  ф (ж0) + Д  (ж0), 

f  {4  +  h) =<р(х0+ h) +Rn{x0+Ji),
аюлучимъ отсюда

f  К  +  А) -  f  (ж0) = [9> (ж0 +  h) -  <р (ж0)]+ Вп (ж0 + h) -  Д  (ж0).
По свойству числа п, имеемъ

IД , (*о) I <  | ’ i К  (*о+ h) I <
Съ другой стороны, такъ какъ все члены ряда суть непре

рывный функщи отъ ж, то <р (ж) есть также непрерывная функ- 
хря, и можно найти такое положительное число jy, чтобы 
яри | h ! <  г/ было

| 9>(я0 +  /г) - 9Ф о )1 < |*

§  1 7 З .  I I I .  — РЯД Ы  СЪ ПЕРЕМЕННЫМИ ЧЛЕНАМИ И П РО Ч. З 8 7
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Следовательно, при вс^хъ зиачегйяхъ /г, менынихъ ?/ по 
абсолютному значенпо, мы будемъ имгЬть a fortiori

f{x0 + h ) - f { x 0)\ < 3

Последнее неравенство показываетъ, что функция f(x)  непре
рывна при х —х0.

П р и м е ч а н 1 е .— На первый взглядъ кажется, что весьма- 
трудно узнать, будетъ ли данный рядъ равномерно сходящимся 
въ некоторомъ промежутке. Следующее предложение позволяетъ 
во многихъ случаяхъ утверждать, что рядъ будетъ равномерно 
сходящимся.

П у с т ь  б у д е т ъ

«оМ +«!(*) +  •■■+ г,п(х) +  • • • (Зб)
р я д ъ ,  в с е  ч л е н ы  к о т о р а г о  с у т ь  ф у н к ц i и o n  1,  
н е п р е р ы в н ы й  в ъ  п р о м е ж у т к е  {а,Ь)\ съ д р у г о й -  
с т о р о н ы ,  п у с т ь  б у д е т ъ

м 0+ м 1 + . . . + м п+ . . .  ( 3 7 )

д р у г о й  с х о д я н щ й с я  р я д ъ ,  в с е  ч л е н ы  к о т о  p a r  о 
с у т ь  п о с т о я н н ы й  п о л о ж и т е л ь н ы й  ч и с л а .  Е с л и  
д л я  в с е х ъ  з н а ч е н 1 й  ж в ъ п р о м е ж у т к е  (а, Ь) мы п р и  
в с я к о й  п и м е е м ъ  |мп | < М п, то р я д ъ  (3 6 ) — р а в н о 
м е р н о  с х о д я п щ й с я  в ъ  э т о т  п р о м е ж у т к е .

Въ самомъ деле, очевидно, что при всякомъ значенш х , 
заключающемся между а и Ь. мы имеемъ

! М*+1+М»+2+ • ■ • 1^ М ,, + 1+М п+2+-----

Возьмемъ п настолько болыпимъ, чтобы сумма членовъ ряда (З7), 
начиная съ М я+1, была меньше е ; тогда, при всякомъ значенш х  
въ промежутке (а, Ъ), будемъ иметь

К + 1 + М.. + 2+- • • l < f ‘

Напримеръ, рядъ

M 0-\-Mxs in x + M %̂ m 2 x + . . .+ M ns m n x -\-. . . ,

где М 0, M l t  М 2, . . .  суть члены сходящагося ряда (З7), бу
детъ равномерно сходящимся во всякомъ промежутке.

174. Интегрироваше и дифференцироваше рядовъ.—В ся к 1й 
р а в н о м е р н о  е х о д я п й й с я  р я д ъ  м о ж н о  и н т е г р и 
р о в а т ь  п о ч л е н н о .



Пусть будутъ х0, хл значетя переменного х, заключающаяся 
между а и Ь, и пусть будетъ N  такое целое число, чтобы 
при веЬхъ значетяхъ х въ промежутка (а,Ъ) было | Rn{x) | <  f , 
когда и>.(У. Мы можемъ написать

f{x) =  и0(х) + их(х) -Ь . .  +  ип(х) +  Rn{x),

'§ 174- П 1 . ---- РЯДЫ  СЪ ПЕРЕМЕННЫМИ ЧЛЕНАМИ И П РО Ч . З89

и, следовательно,

'1 />*1 
f(x) dx =   ̂ м0(ж) dx +  I Mj(x) dx+ . . .

°0 “ J *0

+  J Vn (*) <2* +  j  -R„ (ж)

Но прии> Ж  абсолютное значеше интеграла f Rn (ж)dx меньше,
J X,

ч^мъ е|жг—®0|; следовательно, мы можемъ взять число п на
столько большими, чтобы последят интегралъ былъ мешЬе 
всякаго даннаго числа. Отсюда с.тЬдуетъ, что

\ f(x) dx =  \ и0 (х) dx +  \ % (ж) dx+ . . . -f \ un(x)dx+. . . .
J %  d X 0  ̂x 0 •-> X„

Если, оставляя x0 постоянными, мы будемъ разсматривать ж1, 
какъ переменное, то получимъ ряди

сходящшея въ промежутке (а, Ъ) и представляюпцй въ этомъ про
межутке непрерывную функщю, производная которой равна f{x).

Точно также, в с я к ! й  с х о д я щ 1 й с я  р я д и  м о ж н о  
д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь  п о ч л е н н о ,  е с л и  т о л ь к о  п о -  
л у ч а ю н й й с я  п р и  э т о м ъ  р я д ъ  б у д е т ъ  р а в н о м е р н о  
■с х о д я щи мс я .

Пусть будетъ

f {x)  =  u0 {x ) +u 1 {x) + . . . + « „ ( * ) + .  . . ,

рядъ, сходящгйся въ промежутке (а, Ъ). Предположимъ, что 
рядъ, составленный изъ производныхъ отъ г«0, и1У . . . ,  ип, . . .  
будетъ равномерно сходящимся въ томъ же промежутке, и обо- 
-значимъ черезъ <р{х) сумму этого новаго ряда
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Интегрируя почленно последнее равенство между пред-Ь- 
лами х0 и х, содержащимися между а и Ъ, получимъ

f 9  (х) dx= К  (х) -  и0 (лг0)] + К И  -  «1 (т0)] + . . . ,

т.-е.

г < p (x)dx= f(x )- f{r0).
О

Это соотношеше показываетъ, что ср (х) есть производная отъ f(x)~

П р и м^ р ы, - — I. Интегралъ j *~  dx не можетъ быть выра-

женъ посредствомъ конечнаго числа элементарныхъ фунгацй. 
Представимъ его въ сл'Ьдующемъ виде

+ ) Ч г  i x = l°g x  + ) е- 1 г dx.

Для посл'Ьдняго интеграла можно найти разложеше, приме
нимое при всякомъ значенш переменнаго х. Въ самомъ деле,, 
мы имеемъ

е —I
х

_*i-iX
1 .2  1 . 2 . 3 1 . 2 . 3  . . .11

Какъ бы велико ни было R,  носл-Ьдит рядъ — равномерно 
еходяпцйся въ промежутке отъ — В  до 4- В, такъ какъ абсолют
ный зн ачетя  его членовъ меньше соответствующихъ членовъ- 
сходящагося ряда

ВI -------- Ь . . . +  ; В ,«—1

1 .2  1 .2  . . . П

Отсюда следуетъ, что рядъ, полученный интегрировашемъ,

T P ,  s , X I х£ F(x) =  I + - + -I 2 1 .2 • +
X

п 1 .2 . п

— сходяпцйся при всякомъ х  и представляетъ функцию, про-
„ е —1изводная которой равна ———  2

2 . Периметръ’зллипса, большая ось котораго равна га, а экцентрици- 
тетъ е, равенъ определенному интегралу (§ иг)
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Т акъ  к ак ъ  п р о и зв е д е т е  е2 sin2 <р заклю чается между о и  е2< I ,  то ко 
рень V/ i  — е2 sin2 if равен ъ  сумм* ряд а, получаю щ агося по формул* би
нома

V i  — e2sin2<p =  1 ---- е2 sin2<p — ■—  е4 s in 4 у  — . . .2 2-4
I - 3 - 5 - . ( 2 П - з )  2п  ■ 2»  

------ —  е  s m ‘п <р-
2 . 4 . 6 .

Р я д ъ  въ  правой части — равном ерно сходящШ ся, такъ  какъ  по абсолют- 
ны м ъ значен1ямъ его члены меньш е членовъ ряда, получаю щ агося и зъ  
даннаго  р яд а  при  sin(j> =  i .  С ледовательно, мы можемъ интегрировать 
полученный р я д ъ  почленно и, зам еч ая , что (§ п б )  

п
■Л

]J п
sin2* (р d<p =

1 . 3 . 5  . . . (271—1) тс 
2 . 4 . 6 . . . 2 П  2 *

получимъ
тс

д
\ V i —e2 s i n V (7<р=-( х — - с 2— ~  е4— - ^ - е 6—. . .
J 0 2 \  4 64 256

-  Г г-±1 - А ^ Ж ] \ 2П- г) е2"-..Л .|_ 2.4.6. ..2П J  I
Е сли  эксдентрицитетъ е очень м а л ъ , то достаточно взять  въ  правой 
части небольш ое число член овъ , чтобы получить значение интеграла 
съ  больш имъ приближ еш ем ъ.

Точно такж е можно разлож и ть  в ъ  р яд ъ  интегралъ

ГФ 
J V ̂О

Vi  — е2 sin2<p dip,

каковъ  бы ни бы лъ верхш й  п ред *лъ  <р. Мы приведемъ зд есь  еще 
формулу

I
dip

0 У4  — е2 sin2 tp ' Я i-t—<V + V- е4+.64

+ Г 1 • 3 •  5 "  ( 2 П - 1 )  1 % 2 .  -  I
I 2 . 4 . 6 . . . 2 И  J J

дающую р а з л о ж е т е  Л еж ан дрова интеграла перваго вида.

О п р е д 'Ь л е т е  р а в н о м ер н о й  схо д и м о ст и  м ож но р асп р остр ан и ть  
н а  р я д ы , члены  к отор ы хъ  суть  ф у н к ц ш  н-Ьсколькихъ н езав и си -  
мы хъ перем-Ь нвы хъ, а  тахсже н а  ряды  кратн ы е. П у ст ь  б у д е т ъ ,  
н а п р и м ^ р ъ ,

и0{х, ?/)+% (ж,2/) +  . . . + ип(х, у) +  . . .

р я д ъ , члены  к о т о р а г о  с у т ь  непреры вны й ф у н к ц ш  д в у х ъ  п ер е -  
м'Ьнныхъ х,  у , с х о д я щ 1й с я , к о г д а  точ к а  (а:, у)  о ст а ет ся  в н утр и  
н'Ь котораго к о н т у р а  С.  Т а к о й  р я д ъ  н азы вается  р а в н о м е р н о  
с х о д я щ и м с я  в н у т р и  обл асти  С,  есл и  д л я  в ся к а го  п ол ож и -  
тел ь н а го  ч исл а е м ож н о  н ай ти  т а к о е  ц е л о е  ч исло N ,  чтобы



абсолютное значете остатка В п было меньше е для всякой 
точки (ж, у), лежащей внутри контура С, когда n^_N. Какъ и 
выше, можно доказать, что въ этой области сумма ряда есть 
непрерывная функщя переменныхъ ж, у.

Теорема объ интегрироваши можетъ быть также обобщена. 
Если предыдущей рядъ — равномерно сходяпцйся внутри н е
которой области, ограниченной контуромъ С, и если f (x ,y )  
есть сумма этого ряда, то мы имеемъ

Зд2  ГЛАВА V I I I . ---- РАЗЛОЖЕНИЯ ВЪ Р Я Д Ы . § 1 7 4 .

j j  /■(*> y)Axdy =  j j и0(х, у) dxdy -f u^x, у) dx dy + . . .

+ un (x, y ) d x d y + .  ■ ■ ,

где все двойные интегралы распространены на площадь, за
ключающуюся внутри контура С.

Точно также, разсмотримъ двойной рядъ, все элементы кото- 
раго суть функцш одного или несколькихъ переменныхъ, и 
который будетъ абсолютно сходящимся при всехъ значешяхъ 
этихъ переменныхъ, заключающихся въ некоторой области I). 
Предположимъ, что все элементы двойного ряда расположены 
въ прямоугольной таблице (§ 169), и пусть будетъ Ис сумма 
элементовъ этого ряда, расположенныхъ вне некоторой замкну
той кривой С, проведенной въ плоскости таблицы. Если для 
всякаго положительнаго числа е можно провести, независимо 
отъ значетя  переменныхъ, такую замкнутую кривую К,  чтобы 
было | -Кс | <  е для каждой кривой С, расположенной вне К, 
и притомъ для всехъ значешй переменныхъ, заключающихся 
въ области D, то данный двойной рядъ называется р а в н о 
м е р н о  с х о д я щ и м с я  въ области D.

Очевидно, что предыдупця определешя и теоремы легко 
распространяются на ряды любой кратности и съ любымъ 
числомъ независимыхъ переменныхъ.

Г1 р и м Ь ч а н i е. — Если рядъ не будетъ равном-Ьрно сходящимся, 
то его не всегда можно интегрировать почленно. Положимъ, наприм'Ьръ

' S n ( x ) = n хе~ "х\ S0 (x) = о, un (x) =  Sn - S „ _ 1 (11= 1 , 2, . . . ) .

Рядъ съ общиыъ членомъ ип (х ) — сходящийся, и его сумма равна нулю, 
такъ какъ, при неограниченномъ возрастанш п, Sn (аз) стремится къ нулю. 
Следовательно, мы можемъ написать

f  ( х ) = о = и 1 ( х ) + щ  ( х ) + . . .  + и п (ж)+. . . ,
1

и ^ f ( x ) d x = о. Но, съ другой стороны, если мы проинтегрируемъ дан-
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н ы й  р я д ъ  почленно между пределам и о и  т, то получимъ новый р яд ъ ,
сумма п первы хъ  членовъ котораго равна

Этотъ п р и м ер ь  принадлеж итъ  Осгуду.

1 7 5 .  П р и л о ж е ш е  к ъ  д и ф ф е р е н ц и р о в а н ^  п о д ъ  зн а к о м ь  и н 
т е г р а л а .— Въ приведенномъ выше (§97) доказательстве фор
мулы дифференцирования подъ знакомъ интеграла существенно 
предполагается, что пределы х0 ж X  конечны. Если X  безко- 
нечно, то мы не всегда имФетъ право применять эту формулу 
Разсмотримъ, напримЕръ, интегралъ

Этотъ интегралъ не зависитъ отъ а, такъ какъ, сдфлавъ за
мену перемФннаго ах=у  въ предположенш а >  о, мы приве-
демъ его къ виду

Применяя къ интегралу F  (а) обыкновенную формулу диф- 
ференцироватя, мы придемъ къ равенству

J-QO -
F '  (а) =  cos ах dx,

въ которомъ лФвая часть равна нулю, тогда какъ правая часть 
не им’Ьетъ опред-Ьленнаго значешя.

Мы найдемъ достаточный услов1я, при которыхъ обыкно
венная формула дифференцироватя применима и въ томъ 
случай, когда одинъ изъ предйловъ безконеченъ, связавъ этотъ 
вопросъ съ разсмотрйшемъ безконечныхъ рядовъ. Разсмотримъ 
сначала интегралъ

предположимъ, что онъ имйетъ определенное значете (§ 90). 
Пусть будетъ alf а2, . . . ,  ап, . . .  безконечная последователь
ность чиселъ, болыпихъ а0, 0 расположенныхъ въ возрастаю- 
щемъ порядкй, причемъ ап неограниченно возрастаетъ вместе 
съ п. Положимъ



Тогда р я д ъ
и 0+ и х+ и г+ . .• +  Un + . . .

б у д е т ъ  с х о д я щ и м с я ,  и е г о  с у м м а  р а в н а  I f(x)dx, 

такъ какъ сумма 8п его п первыхъ членовъ равна интегра
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лу
Г

/■(*)
а*.

dx.

Должно заметить, что обратное предложете не всегда верно. 
Возьмемъ, наприм’Ьръ,

f{x) — созж, я0 =  о, а1 =  л , ап = пл, . . . .

Мы им'Ьемъ

J пп

{п+г)л
cos xdx= o \

следовательно, въ этомъ случай предыдущей рядъ — сходя- 
пцйся, тогда какъ интегралъ не стремится ни къ какому пре
делу.

Пусть будетъ теперь f (x ,  а ) функщя двухъ переменныхъ хша  
непрерывная, когда х  больше а0, и когда а содержится въ дЬ- 
которомъ промежутка (а0, ctj). Если при всякомъ значенш а

интегралъ 1 f (x ,  a) dx при неограниченномъ возрастанш I стре-
• * 4

мится къ пределу, то этотъ предЬлъ есть функщя отъ а 

F  (а) =  j  f (x ,  a) dx.

Какъ мы вид’Ьли, эту функщю можно заменить суммою схо- 
дящагося ряда, все члены котораго суть непрерывный функ- 
щи отъ а ,

F  (a) = U 0 (а )  и х (а ) + — -)- П п (*) 4-... .
гдЬ

#о(а) =  f /Ч®. а ) Ui («) =  Г f (x > a)dx,  -----J /г. J а.

Эта функщя F  (а) непрерывна, если предыдущей рядъ — 
равномерно сходяпййся. Распространяя опред'Ьлете равномер
ной сходимости на определенные интегралы, мы будемъ называть

и н т е г р а л ъ  I f ( x ,a )d x  р а в н о м е р н о  с х о д я щ и м с я
* ао

въ промежутке (с0, а,), если для всякаго положительнаго числа е
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можно найти такое независящее отъ а число N, чтобы при вся-
I (*+<D Iкомъ значенш числа I >  N  было I \ f(x, a) dx <е, каково бы
I J i I

ни было значеше а въ промежутка (а0, а1). Если интегралъ — 
равномерно сходяпцйся, то предыдупцй рядъ будетъ также 
равномерно сходящимся, такъ какъ, взявъ ап >  Лт, мы бу- 
демъ иметь

1Д.
I р + оо
и f(x , a) dx < s.

Следовательно, функхця F (а) будетъ непрерывною въ проме
жутке («о, «j).

Предположимъ теперь, что при всякомъ значенш а, содер

жащемся въ промежутке (я0, ах), интегралъ имеетъ.

конечное значеше и что въ этомъ промежутке онъ равномерно 
сходяпцйся. Этотъ интегралъ можно представить, какъ сумму
ряда

f ■ ^dx= V 0{a )+ r i (a)+ .. . + Гп ( « ) + . . . ,

где
ао

у  — Г 1 ^ fd x  V  — 
° ~ J  да ’а0 к  ■■

Этотъ новый рядъ — равномерно сходящийся, и его члены со
ответственно равны производнымъ отъ членовъ перваго ряда. 
Следовательно, на основаяш теоремы о дифференцировати- 
рядовъ, мы имеемъ

°0
т.-е. формула дифференцирован1я подъ знакомъ интеграла- 
применима и въ этомъ случае, если только интегралъ въ пра
вой части — равномерно сходяпцйся.

Формула интегрировашя подъ знакомъ интеграла (§ 12З) также- 
можетъ быть распространена на случай, когда пределы ин
теграла обращаются въ безконечность. Пусть будетъ f{x , а) 
функхця двухъ переменныхъ а: и а, непрерывная при я^>«0,

а <. «!• Если интегралъ I f(x, a) dx — равномерно схо-
*0

дяпцйся въ промежутке (а0, ог), то мы имеемъ
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Чтобы доказать формулу (Л), возьмемъ какое-нибудь число I >  а0. 
Мы им^емь

С>г p«i r>1
У dx У f(x, a) da =  У йа У
 ̂  ̂"о  ̂ао J  «а

f(x, a) dx. (В)

При неограниченномъ возрастати I двойной интегралъ въ пра
вой части равенства (В) стремится къ двойному интегралу

rai р+“
da f(x, a) dx,

J <*0 J "о
и разность между этими двойными интегралами равна

p * i  г +  *
I da I f(x,  a) dx.
J«0 J i

Выберемъ число N  настолько болыпимъ, чтобы при вс'Ьхъ зна- 
чешяхъ перем’Ьннаго а въ промежутка (а0, аг) абсолютное зна-

р+ 0°
ie интеграла У f(x, a) dx было меньше с, когда I больше N. 

J i
При этомъ абсолютное значен1е предыдущей разности будетъ 
меньше с | ах—а01, и, следовательно, при неограниченномъ воз
растати  I эта разность можетъ быть сделана сколь угодно 
близкою къ нулю. Отсюда следуетъ, что при неограничен
номъ возрастати I левая часть равенства (В) также стремится 
къ пределу; этотъ пределъ представится символомъ

ч е т е

р + ® fOTj
У dx У f(x ,  с) da. 

J "о
Такимъ образомъ формула (J.) доказана*).

*) Изъ формулы (4) легко вывести формулу дифференцировашя 
подъ знакомъ интеграла. Предположимъ, что дв’Ь функцш f ( x ,  а) 

и f '  (ж, а) непрерывны при « 0 <  к <  а1У х  >  о0, что интегра-
р+ОО Р+00

лы F la )  =  У f i x ,  a) d x  и Ф (а) — У f ' ( x ,  ct) d x  им'Ьютъ конеч- 
J*о Joо “

ныя значешя, и что поел-Ьдтй интегралъ — равном-Ьрно сходящШся 
въ промежутка (а0, а ^ . Если а  заключается въ промежутка (<г0, ах), то 
по формул^ (А )  им-Ьемъ

г а  я + ю г + да я«
У du  У f '  (х, и) d x  = У dx  Г f ' n { x ,u )d u ,

J «o J <'o J « 0

причемъ подъ знакомъ интеграла, для ясности, буква « заменена че- 
резъ и. Это равенство можно еще представить въ видЬ

f  Ф (и) du =  [ f { x , a ) d x  -  f  f{ x ,  «0) d x = F ( a ) - F ( a 0);

J “ o Jo o

отсюда, дифференцируя по а, получимъ
F '  («) = <*>(«).
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1 7 6 . П рим еры . — I. В озьмемъ и н тегралъ  (§ 91)

S +  =>
с

О

~~ з т х  .----- tfa?,ж
гд ’Ь а  — полож ительно. И н тегралъ , получаю пцйся отъ диф ференцирова- 
ш я  преды дущ аго интеграла по а,

г»+ 00
- Г е— sin a; dx,

— равном ерно сходящ ейся при вс-Ьхъ зн ачеш яхъ  а, болы пихъ любого 
полояш тельнаго числа к. В ъ  самомъ д е л е ,  мы им еем ъ

Г е-аж sin я da; р+ 03
J, е" a x dx = - е ~ а‘.

а

Д ля того чтобы абсолютное зн ачеш е л 4 ваго интеграла при а, боль- 
ш емъ к, было меньш е s, достаточно взять  число I настолько большими,

чтобы было кек1> -•  С ледовательно , мы им еем ъ « -

F '
п+ от

(“ ) =  -  \ е -о О
-ах  Вш-ж dx.

С о о тв -I. т с т в у к) щШ н еоп ределен н ы й  и н тегралъ  былъ уже найденъ  р а н е е 
(§ 119), и мы им еем ъ

е~аХ (cos х  +  a sin ж)- ]+CD _  — i
1+й2_*'(«) = Л +0° _

Jo  * + “2’
отсюда

F (я) =  С— arc tg  а.

Чтобы оп ред ели ть  постоянное С, зам етим ъ, что при неограниченном ъ 
в о зр а с т а л и  а  оп ределен н ы й  интегралъ  F(a)  стремится к ъ  нулю . От

сюда находим ъ С—- -  Т аким ъ образомъ, им еем ъ окончательно

Г+ °° sin-Ж . : I\ е— г-х--------- йж =  a r c tg - -
Jn х а (38) .

Эта ф ормула вы ведена нами только для полож ительны хъ значений ко
личества а, но выш е мы в и д ел и  (§ 91), что л ев ая  часть есть сумма

знакоперем еннаго  р яд а , остатокь котораго Нп меньше -■ С ледова-ТЬ
тельно, этотъ р я д ъ  — равном ерно сходянцйся, и  наш ъ интегралъ  есть 
н еп реры вн ая  ф ун кщ я отъ а ,  даж е при  а = о. При приближ енш  а  
к ъ  нулю , мы в ъ  п р е д е л е  получимъ

00sm  х  , л  
------ах=  -♦X 2 (3 9 )

2. П олагая в ъ  ф орм уле § 134
л -f со У Л>е~х  а х — —  

2

x  — yVcti гд гЬ а — полож ительно, полулимъ

^  Хе-«уг dy=V- ^  а 3". (4°)
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Л е гк о  убедиться, что если а остается больш им ъ какого  либо опред'Ь- 
л ен н а го  числа к > о ,  то вей  и н тегралы , получаю щ ееся и зъ  и н теграла (40) 
д и ф ф ер ен ц и р о ваш ем ъ  по парам етру  а, будутъ  р ав н ом ерн о  сходящ и
мися. П оэтом у и з ъ  пред ы д ущ ей  ф ормулы  получаю тся зя а ч е ш я  цйлаго  
ряда и н тегр ал о в ъ

Соединяя между собою эти формулы, мы можемъ получить изъ нихъ 
много другихъ. Такъ, наиримйръ, мы имйемъ

( +C°c- “^ 2 cos2P y d y  =  Г  е-ау и У \ г - W l +  .. +  (_■,)« i l M ! 1 + . .  
J q Jo I *2 1.2 . . .  2 и

„  J ' V ^ - f r V

+ ( - i ) n C+ e- “#2 
Jo I . 2 . . .2Я

Bc'fe интегралы, столице въ правой ласти, намъ известны, и мы по* 
лучимъ

\ +0 = £  V + - ' -

+  (-1)” (2/?) I  3 . 5 .  . . ( 2 П - 1 )  — — - 1

1.2. з . . .  гп 2
ил и, по упрощеши,

ег  аУ  cos 2 Pydy = ± y ^ c

2 + . . . ,

(42)

УПРАЖНЕН1Я.
1 . Вывести формулу 

X
1.2. . .»! dx'^  [ж” (log а?)"] = I+Sjlog X  +  ^  (log ж)2+ .. .

гдЬ Sp есть сумма всевозможныхъ произведен1й, составленныхъ изъ 
п  первыхъ чиселъ, взятыхъ по р.

[Мерфи, (M urphy).]

|\цля доказательства нужно продифференцировать и разъ по х  фор

мулу

**+|W  ( . + . log* +  Shl2 |£ ! !  + . . .  +  ?lS2IiELn + . . . ) ] .
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2. П р и м ен яя  диф ф ерендирован!е п одъ  знаком ь интеграла, вычислить 
определен н ы й  интегралъ

-+“> г_е- ^1-е' 
'о  *а

dx.

3. Вывести формулу

' 1
е-*2- ^  da; = — в~2г.

[п о к а з а т ь ,  что  ^ = — 2I.  IL ’ da j

4. В ы вести и зъ  преды дущ ей формулы зд  а л erne опредЪленнаго ин 
теграла

i
+ 00 7«2

е к~ а  ^ L = V n e ~ u .
Va

-+ 00
5. В ы вести  и зъ  соотнош еш я Д, =  -  [а 3 2  J 0

2+  ^  _  Г“ +  00 х2 dx

х 2 е ах dx  формулу 

+ 00 х 2 dx

■ >-«3>



ГЛАВА IX.
ЦЪлые ряды. —  Тригонометричесше ряды.

Въ этой главЬ мы займемся изучетемъ рядовъ, принадле- 
жащнхъ къ двумъ особенно замЬчательнымъ классамъ,— ря
довъ цЬлыхъ и рядовъ тригонометрическихъ. Хотя мы здЬсь 
разсматриваемъ только дЬйствительныя перемЬнныя, тЬмъ не 
менЬе разсуждешя, которыми мы будемъ пользоваться при 
изученш ц’Ьлыхъ рядовъ, непосредственно распространяются 
и на случай мнимыхъ перемЬнныхъ, если только мы будемъ 
всюду замЬнять слова а б с о л ю т н о е  з н а ч е н 1 е словомъ. 
м о д у л ь .

I,  — ЦЪЛЫ Е РЯДЫ  СЪ ОДНИМЪ ПЕРЕМЪННЫМЪ. 

1 7 7 . Область сходимости. — Разсмотримъ рядъ

Предположимъ сначала, что всЬ коэффициенты Л0, Аг, А 2, . . . 
положительны, и что независимое перемЬнное X  можетъ прини
мать только положительный значешя. Очевидно, что всЬ члены 
этого ряда возрастаютъ вмЬстЬ съХ,  и, если данный рядъ бу- 
детъ сходящимся при какомъ-нибудь частномъ значении пере- 
мЬннаго Х = Х х, то онъ тЬмъ болЬе будетъ сходящимся при 
всякомъ значенш перемЬннаго X , меньшемъ Х г. Точно также, 
если при данномъ значенш Х 2 рядъ(х) будетъ расходящимся, 
то онъ навЬрное будетъ расходящимся при всякомъ значенш 
перемЬннаго X ,  болыпемъ Х 2.

По отношешю къ ряду (i) можетъ представиться нЬсколько 
случаевъ.

I. Рядъ (i) можетъ быть сходящимся при всякомъ значенш 
перемЬннаго X; таковъ, напримЬръ, рядъ

А 0 + А г Х + А 2 Х 2 + . . . +  ̂ tnX w+ . . .  . (i)

X ’1
1 . 2 . . . » +  .



2. Рядъ (i) можетъ быть расходящимся при всЬхъ значе- 
т я х ъ  X, кромЬ Х = о ; таковъ, напримЬръ, рядъ

I + I + I . 2Z 4 . . . + I . 2.3  . . . п Х П+ ___

3 . Предположимъ, наконецъ, что данный рядъ будетъ схо
дящимся или расходящимся въ зависимости отъ значетя пере
мЬннаго X.  Пусть будетъ Х х одно изъ значешй перемЬннагоX,  
дЬлающихъ данный рядъ сходящимся, и Х2— одно изъ зна- 
чен1й перемЬннаго X , дЬлающихъ рядъ расходящимся. На 
основании предыдущаго будемъ имЬть Х1< Х 2, и рядъ будетъ 
сходящимся при Х < Х х и расходящимся при X > Х 2. Сомнете 
остается только для значешй перем'Ьннаго X, заключающихся 
между Х х и Х 2. Но всЬ значетя перем'Ьннаго X, дЬлаюпця 
рядъ сходящимся, меньше Х2; слЬдовательно, они имЬютъ 
нЬкоторый верхтй  предЬлъ R. Такъ какъ всЬ значетя пере- 
мЬннаго X , при которыхъ рядъ будетъ расходящимся, больше 
каждаго изъ тЬхъ значешй перемЬннаго X, при которыхъ рядъ 
будетъ сходящимся, то это число В  будетъ также нижнимъ 
предЬломъ значений перемЬннаго X, дЬлающихъ рядъ расходя
щимся. С л Ь д о в а т е л ь н о ,  р я д ъ  б у д е т ъ  с х о д я щ и м с я  
п р и  в с Ь х ъ  п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  з н а ч е н 1 я х ъ  п е р е м Ь н 
н а г о  X,  м е н ь ш и х ъ  В, и р а с х о д я щ и м с я —п р и в с Ь х ъ  
з н а ч е н Ь я х ъ  п е р е м Ь н н а г о  X,  б о л ы п и х ъ  В. При 
Х = В  рядъ можетъ быть или сходящимся или расходящимся.

Такъ, напримЬръ, рядъ

1 +  Х + Х 2+ . . . + х п+ . . .

будетъ сходящимся при X < i ,  и расходящимся при X ^ i j  
отсюда В =  I.

ЗамЬтимъ, что послЬдшй разсмотрЬнный нами случай заюпо- 
чаетъ въ себЬ оба первыхъ случая, какъ случаи предЬльные: 
полагая В  безконечно болыпимъ, мы получимъ первый слу
чай, а полагая В = о  — второй.

Разсмотримъ теперь ц Ь л ы й  р я д ъ ,  т.-е. рядъ вида
а0 + а1х + а2хг+ . .  . + апхп+ . .  . , (2)

въ которомъ коэффищенты а,, и перемЬнное х могутъ имЬть любые 
знаки. Въ послЬдующемъ мы будемъ полагать |a t.|= X t., | £ | = Х ,  
такъ что рядъ (i) будетъ состоять изъ абсолютныхъ значешй 
членовъ ряда (2). Пусть будетъ В  число, опредЬленное выше 
для ряда (i). Изъ самаго опредЬлешя числа В  очевидно, что 
рядъ (2) будетъ абсолютно сходящимся при всякомъ значенш 
перемЬннаго х , содержащемся между — В  и + В.  Остается
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показать, что рядъ (2) будетъ расходящимся, если абсолютное 
значеше переменнаго х  будетъ больше В .  Это вытекаетъ изъ 
сл'Ьдующаго основного предложешя Абеля*):

Е с л и  п р и  н 4 к о т о р о м ъ  ч а с т н о м ъ  з н а ч е н 1 и х0 
р я д ъ  (2) б у д е т ъ  с х о д я щ и м с я ,  то о н ъ  б у д е т ъ  а б 
с о л ю т н о  с х о д я щ  и м с я п р и  в с я к о м ъ  з н а ч е н ) и  п е 
р е м ’Ь н н а г о  х, м е н ь ш е м ъ  | ха | по  а б с о л ю т н о м у  з н а -  
чен1ю.

Въ самомъ дЬлЬ, предположимъ, что рядъ (2) будетъ схо
дящимся при х = х 0, и пусть будетъ Ж  положительное число, 
большее абсолютнаго значешя любого изъ членовъ этого ряда 
при значенш перемЬннаго х = х 0; тогда при всякомъ значенш 
числа п мы будемъ имЬть
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Следовательно, рядъ (i) будетъ сходящимся, если Х < | ж 0|; 
такимъ образомъ, предложеше доказано. Изъ теоремы Абеля 
слЬдуетъ, что если при х = х 0 рядъ (2) будетъ сходящимся, 
то рядъ (i), состоящш изъ абсолютныхъ значешй членовъ 
ряда (2), будетъ также сходящимся всяюй разъ, какъ X  бу
детъ меньше |®0|. Поэтому не можетъ быть |ж0|>_В, такъ какъ 
въ этомъ случае число В  не было бы верхнимъ предЬломъ 
значешй X ,  делающихъ рядъ (i) сходящимся.

Такимъ образомъ, если данъ целый рядъ (2), коэффищенты 
котораго тгЬюта произвольные знаки, то существуетъ опре
деленное положительное число В,  обладающее следующимъ 
свойствомъ: р я д ъ  (2) б у д е т ъ  а б с о л ю т н о  с х о д я щ и м с я  
п р и  в с я к о м ъ  з н а ч е н 1 и  п е р е м е н н а г о  ж , з а к л ю 
ч а ю щ е м с я  м е ж д у  — В  и + В ,  и р а с х о д я щ и м с я  п р и  
в с я к о м ъ  з н а ч е н 1 и п е р е м е н н а г о  х,  б о л ь ш е м ъ  В  
п о  а б с о л ю т н о м у  з н а ч е н 1 ю. Промежутокъ ( —В, +В)  на
зывается о б л а с т ь ю  с х о д и м о с т и  ряда. Въ предЬльномъ 
случае, когда В = с о ,  область сходимости простирается отъ — оо 
до +оо; если же В = о, то она обращается только въ одно 
начало координата. Этого последняго случая мы въ дальней- 
шемъ разсматривать не будемъ.

Приведенное доказательство не даетъ никакихъ указашй 
относительно характера ряда при предельныхъ значе-

Но очевидно, что

* ) f i e c h e r c h e  s u r  l a  e e r i e  !+■ 1 .  a



т я х ъ  х = В ,  х = —В; при этихъ значетяхъ рядъ (2) можетъ 
•быть абсолютно сходящимся, просто сходящимся или расхо
дящимся.

Раэсмотримь, наприм'Ьръ, три ряда
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I  + X + X 2 +  ■ .. . + х п -

X ж2 х п
И ---- 1---- + . . •• ----I 2 п

X X2 „пX
I")---<Н---2I2 22+ .

Такъ какъ въ каждомъ изъ этихъ трехъ рядовъ отношеше лю
бого члена къ предыдущему равно ж, то для нихъ R = i .  Пер
вый рядъ будетъ расходящимся при х =  + 1, второй рядъ 
будетъ расходящимся при х = \  и сходящимся при х =  — I; 
трейй рядъ будетъ абсолютно сходящимся при х —± г .

П р и м ,£ ч а н 1 е. — Теорем^ Абеля можно дать бсотЬе общее 
выражеше. Въ самомъ д’Ьл’Ь, для ея доказательства ьгЬтъ не
обходимости предполагать, что рядъ (2) будетъ сходящимся 
при значенш гг0; достаточно только предположить, что абсо* 
лютное значение любого члена ряда

«о +  а1 *о + - -  . +  апхпй +  . . .

остается меныпимъ н'Ькотораго опред-Ьленнаго числа. Если 
это услов1е удовлетворяется, то при всякомъ 8наченш пере- 
мЪннаго х,  абсолютное значете котораго меньше ж0 j, рядъ 
(2) будетъ абсолютно сходящимся.

Число В  связано весьма простыми, соотношешемъ съ числомъ ш 

•(§ 1 6 0 ), представляющимъ н а и б о л ы л 1 й и з ъ  п р е д & л о в ъ  членовъ 
последовательности

А±, V А2, VA3, . . . 9  V  А п , . . . . .

Въ самомъ дел*, разсмотримъ аналогичную последовательность

А г Х ,  У Л Г Щ  . . . .  V K W ,  . . . ;

■очевидно, что наиболышй изъ нределовъ членовъ этой второй после
довательности будетъ <0 X . Следовательно, рядъ (i) будетъ сходящимся,

•если Х < i , и расходящимся, если Х > ~ -  Такимъ образомъ R = — *).

*) Эта теорема была доказана Воши въ его С о и г s d’A n а 1 у s е. 
Адамаръ (Hadamard) получилъ ее вновь въ своей диссертащи.
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1 7 8 . Целый рядъ, какъ непрерывная фуншця перемен- 
наго. — Обозначишь черезъ /’(.г) сумму цЪлаго ряда, сходя- 
щагося въ промежутка отъ — В  д о  + В,

f { x )  =  a0+ a 1 x  + . .  . +  апхп+ .  . . ; (3 )

пусть будетъ В '  некоторое положительное число, меньшее В.  
Докажешь сначала, что рядъ (3 ) будетъ равномерно сходя
щимся въ промежутке (—В ' ,  + В ' ) .  Въ самомъ деле, при зна- 
чеши переменнаго х,  меньшемъ В '  по абсолютному значение, 
остатокъ Вп

^ = v ”+I+ ' - + w n w + -

по абсолютному значение меньше соответствующего остатка 
ряда (i)

A n+lB'»+4 A n+zB'»< +  .

Но такъ какъ В ' < В ,  то рядъ (т) будетъ сходящимся при Х=В'^ .  
следовательно, можно взять настолько большое положитель
ное число п , чтобы предыдущей остатокъ былъ меньше лю
бого заданнаго положительнаго числа е. Поэтому мы будемъ- 
иметь \В п \<£ всякш разъ, какъ | х \ < В ' .

Отсюда следуетъ, что п р и  в с я к о м ъ  з н а ч е н 1 и п е р е 
м е н н а г о  ж, з а к л ю ч а ю щ е м с я  м е ж д у  —В  и + В,  
с у м м а  f { x )  р я д а  е с т ь  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц 1 я  о т ъ  ж. 
Въ самомъ дФле, очевидно, что если дано какое-нибудь число ж0). 
меньшее В  по абсолютному значение, то можно найти другое- 
положительное число В' ,  которое было бы меньше числа В  и 
большее \х0\. По предыдущему, данный рядъ будетъ равно
мерно сходящимся въ промежутке отъ — В '  до +В';  следова
тельно, его сумма f ( x )  будетъ непрерывною функщею перемен- 
наго при значеши ж0, принадлежащемъ этому промежутку (§ 17З).

Это доказательство не применимо къ пределамъ области схо
димости + В  и —В.  тем ъ не менее, непрерывность ряда со
храняется и при этихъ предельныхъ значешяхъ всяшй разъ, 
когда рядъ остается при этихъ значешяхъ сходящимся. Именно, 
Абель доказалъ, что е с л и  п р и  х —В  р я д ъ  (3 ) о с т а е т с я  
с х о д я щ и м с я ,  т о  с у м м а  р я д а  (3 ) п р и  х = В  р а в н а  
п р е д е л у ,  к ъ  к о т о р о м у  с т р е м и т с я  с у м м а  f(x)  э т о г о -  
р я д а ,  к о г д а  х  с т р е м и т с я  к ъ  В,  о с т а в а я с ь  м е н ь -  
ш и м ъ  Б .

Въ самомъ деле, обозначимъ черезъ S  сумму сходящегося ряда- 

's ~  я0 -|- а, В  -(- я2 В 2 +  • - • +  лп В п 4 - . . .  j
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-пусть будетъ п такое целое число, чтобы абсолютное вначегае
каждой изъ суммъ

, <*.+1к -+*+ « ,+!г « , . . 5

-было меньше нгбкотораго заранее даннаго положительнаго 
числа s. Положимъ ж = 0 Д; когда 0 возрастаетъ отъ о до I, 
~х возрастаетъ отъ о до R,  и мы будемъ иметь

f (x )=f{bR)=a0+ aibR + a2№R2 + . . . + a j n R n + ... 

Далее, мы можемъ написать 

S - f { x )  = a iR ( i - b ) + a 2 .R2( i - 02) +  . . . + anRn( i - b n)

■ +®»+i-RH+1+ - • • +  a„+i)-B’i+i’+  • • •
- a n+10"+1i r +1- . . . —an+p0"+pRn+3? —. . .  ,

(4 )

Но свойству числа n , сумма ряда во второй строке правой части 
меньше е по абсолютному значенш. Далее, числа 0"+1, 0П+2, . . 
-0"+г образуютъ убывающую последовательность; следовательно, 
-на основанш леммы Абеля (§ 75), имеемъ

! an+1 Г +1В п+1+ . .  , + an+pr +pRn+p \ <Ъп+1е<е.

'Такимъ образомъ, сумма ряда, стоящаго въ третьей строке 
правой части, также меньше е по абсолютному значенш. На- 
конецъ, первая строка формулы (4) представляетъ многочленъ 
■п-ой степени по 0 , обращавшийся въ нуль при 0 =  1. Следо
вательно, можно найти такое положительное число »7, чтобы 
-при всякомъ 0, заключающемся между I —г? и I, абсолютное 
•значеше этого многочлена было меньше- г. Такимъ образомъ, 
при всехъ этихъ значетяхъ 0 мы имеемъ

IS1—f(x)\  < 3 е.

Но г есть произвольно малое положительное число; следова- 
'тельно, если х  стремится къ R ,  то f ( x )  имеетъ пределбмъ S .

Такимъ же образомъ можно доказать, что если рядъ (3 ) бу
детъ сходящимся при x = — R ,  то сумма этого ряда при х =  — R  

-есть пределъ, къ которому стремится сумма /(ж), когда ж 
•стремится къ — В.  Чтобы привести этотъ случай къ предыду
щему, нужно только заменить ж черезъ—ж.
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П р  и м е ч а н 1 е .  — Это предложете позволяетъ пополнить доказан
ную выше (§ 1 68) теорему объ умноженш рядовъ.

Пусть будутъ
S  = « 0-|-w1+w2+  • • >+М'п+ • • •> (5)
5 , = г0+ у1 +  г2+ . . . + гп+. .  • (&)

два ряда, — сходяпцеся, но не абсолютно, а только условно. Рядъ,. 
составленный по правилу умножешя рядовъ,

w0 v0+ ( m0 Уг+ щ  v0) + . . .  +  (м0 Уп+ . . .  + ип «0) + . . .  (7)

можегь быть сходящимся или расходящимся; но если онъ сходяпцйея, то. 
его сумма 2  равна произведенью суммъ двухъ первыхъ рядовъ, 2  — S  S ' .  
Въ самомъ деле, разсмотримъ три ц'Ьлыхъ ряда

f(x)=u0+u1x + ...+ u nxn+. .,
*(*)=»,t+ Vlx + . . . + v n ж“+ . . . ,
V(®) = и0 %+(М0 Tj +  Mi v0) х + . . .  +(w0-rn+  • • +м„ г0) *"+----

По предположенно, при х  — i эти ряды будутъ сходящимися; следова
тельно, при х,  заключающемся между — i и + 1 , эти ряды будутъ- 
абсолютно сходящимися, и къ нимъ будетъ применима теорема Коши 
объ умноженш рядовъ; такимъ образомъ, получаемъ соотношеше

/'(ж) <р(.х) = хр (ж). (8)
По теореме Абеля, если х  стремится къ единице, то f(x),  <р (х), ip (aty 
стремятся соответственно къ S, S ' ,  2 ,  и  такъ какъ обе части фор
мулы (8) остаются все время равными между собою, то въ пределе, 
имеемъ 2 = S S ' .

Эта теорема остается верною и для рядовъ съ мнимыми членами 
и можегь быть доказана такимъ же образомъ.

1 7 9 . Производный отъ цЬлаго ряда. — Дифференцируя 
почленно цЬлый рядъ

f ( x )= a 0+a1x + a i x2 + . , .  + апхп+ .  . . ,
сходяпцйея въ промежутка (—-й, -f-R), мы получимъ новый 
ц’Ьлый рядъ

а1 + 2агх + .  . . + папхи+1 + . . . , (9)

сходяпцйея въ томъ же промежутка. Чтобы доказать это, 
достаточно показать, что рядъ, составленный ивъ абсолютныхъ 
значешй членовъ ряда (9),

+  гЛ 2 X  + .  . . +  п Лп X” +_.. .

будетъ сходящимся, если X < i? , и расходящимся, если X  > iJ .
Чтобы доказать первую часть предложешя, предположимъ, 

что X < J? , и пусть будетъ В '  число, заключающееся между Х и В ,  
Х < В ’ < В .  Равсмотримъ вспомогательный рядъ

1 - + —  —  + —  
В ' ^ В ' В ' ^ В ' *
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который будетъ сходящимся, такъ какъ отношение каждаго

члена къ предыдущему имеетъ предЬломъ число ^  i меньшееМ
единицы. Умножая члены этого ряда соответственно на мно
жители

А Д ',  А -й " , . . . , A nR 'n, . . . ,

которые все меньше некотораго определеннаго числа, такъ 
какъ R '< R ,  мы получимъ новый рядъ

А^ -р 2А2 X  -р . . . -р п Ап Х п -р. . . ,

который, очевидно, будетъ также сходящимся.
Вторая часть предложешя доказывается такимъ же обра 

80МЪ. Если бы рядъ

А  +  аА  X i +  . . .-pw АпХ "  1+ . . . ,

где X xy R ,  былъ сходящимся, то былъ бы также сходящимся 
и рядъ

А 1Х 1+ 2A  -р. • . + п Ап X* -р. . . ,

+ 00
а, следовательно, былъ бы сходящимся и ‘рядъ ^  АпX", все

1
члены котораго меньше членовъ предыдущаго ряда; но тогда 
число R не было бы верхнимъ пределомъ значешй X, делаю- 
щихъ рядъ (i) сходящимся.

Сумма ft (x) целаго ряда (9) есть непрерывная функщя пе- 
ременнаго х  въ промежутке {—R, +R).  Такъ какъ рядъ fx{x) 
— равномерно сходящшся во всемъ промежутке ( - R ' ,  +R'),  
где R f <R,  то въ этомъ промежутке рядъ fx(x) представляетъ 
производную отъ f(x)  (§174). Но число R'  можетъ быть взято 
сколь угодно близкимъ къ числу R; отсюда следуетъ, что 
при всякомъ значешй х, содержащемся между —2? к  +R,  
функщя f(x)  имеетъ проивводную, и эта производная пред
ставляется рядомъ f ' (x) ,  члены котораго суть производныя 
отъ членовъ даннаго ряда f(x),

С  (х)=а1+2агх+  . . , + пап;£'~1+ . . . .  (ю)

Применяя те же разсуждешя къ целому ряду (ю ), мы 
видимъ, что рядъ f(x) имеетъ вторую производную

f "  (х)=2а2+6а3х+  . .  . +  «(w— 1) апжп“ 2-р. . . ,

и т. д. Такимъ образомъ, въ промежутке (—-R, +R)  функщя f(x)  
имеетъ безконечное множество производныхъ, и все эти про-
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изводныя представляются рядами, получающимися отъ почлен- 
наго дифференцировашя ряда (3 ),

/■(п) (ж) =  1 .2. . .иап + 2.3. . .«(«+ I) ап+1ж + • • • • (и )

Полагая въ этихъ формулахъ ж=о,  получимъ

f "  to)a0 = f(o), ax= f '  (о), a2=- ——» • • • >

и, вообще,
„ f M ( о)а = ---------- I" 1 .2 ...и

такъ что разложеше f(x)  тождественно съ разложешемъ по 
формул^ Маклорена

f W  = f (  o) +  i r ( o )  +  ̂ r ( o )  +  . . .  +  i £ >n,/■(n)(o) + . . . .

Такъ какъ коэффищенты а0, av  . .  ., ап отличаются отъ значе
ний функцш f (x)  и ея производныхъ при х —о лишь числовыми 
множителями, то ясно, что ф у н к п щ я н е  м о ж е т ъ  им-Ьть 
д в у х ъ  р а з л и ч н ы х ъ  р а з л о ж е н 1 й в ъ  ц ’Ь л ы й  р я д ъ .

Точно также, интегрируя почленно ц-Ьлый рядъ, мы получимъ 
новый ц'Ьлый рядъ съ произвольнымъ постояннымъ членомъ. 
Этотъ рядъ им’Ьетъ ту же область сходимости, какъ и данный 
рядъ, и им'Ьетъ этотъ последний рядъ своею производною. 
Интегрируя второй рядъ, мы получимъ третай рядъ, два пер- 
выхъ коэффищента котораго произвольны, и т .д ..

П р и м е р ы .  — I. Геометрическая прогресшя съ знамена- 
телемъ —х

I — Ж +  Ж2 — Ж3 +  . . . +  ( — . .

— сходящаяся при всякомъ значети ж, заключающемся ме

жду — I и + 1 , и ея сумма равна —— • Интегрируя ее поI ~|“ *с
членно между пределами о и ж, гд-Ь ]ж| < 1 , мы получаемъ 
уже известное (§ 49) разложеше log (1 +  х)

1 / . ж ж2 ж3 ,n/ +1I o g ( i + * ) = - - - + y - . . . + ( - i )

Эта формула в£рна и при ж =  х, такъ при этомъ значешиж рядъ, 
стояпцй въ правой части, остается сходящимся.

2. При всякомъ значенш ж, заключающемся между —I и + 1, 
тгЬемъ

—5 -2  =  1 - ж2+ ж4- ж6 +  . . . +  ( - 1 ) ’‘ж2” + -----X “Г Я/
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Интегрируя почленно это равенство между пределами о и х, 
где ! х \ < i ,  получимъ

Ж /гЗ /уО1Л/ iAs \ ( \ \
arctga; =  “ —з" +  т- —• • - +  V- 1 )п X2п+1

5  ' 2 П + 1
Такъ какъ при х = 1 рядъ, стоящгй въ правой части, остается 

сходящимся, то отсюда имеемъ

1+Н +- +«->
» I
2П +  I

3 . Пусть будетъ F  (х) сумма сходящагося ряда

F { x ) = i  + m ( m - 1)^  
1 .2 .+

m (m--1). . . { m - p  + i) ^  
1 . 2  . .  .p  + '

где m — какое-угодно число, и | гс| < I. Дифференцируя, по- 
лучаемъ

F ' { m - i ) .  . . { т - 2 И -1 )  ,
1 . 2  . . .  {р i) ^ +

Умножимъ обе части этого равенства на (г +ж) и соберемъ 
члены, содержание одинаковый степени перем'Ьннаго х. Поль
зуясь тожествомъ

{m—i ) . . . { m —p + i )  (от—г ) . . . {т— р) т{т— г ) . . .{т—р-\-г) 
1 . 2 . . .  (23 — 1) 1 . 2  . . р  1 . 2  . .  .р ’

которое легко проверить, мы получимъ формулу

/ . г , , , , Г , т т {т— i) 0{ i+x)F'{x)  = m i  +  ~  ------------- х г+ . . .

, т { т - 1 ) . . . { т - р + 1 )  ^
1.2  . . .р

или
{i+x) F '  {x )= mF {x).

Отсюда последовательно находимъ
F ’ {х) т 
F  {х)~ 1+х'

log [F{x)]=mlog (1 + ж) + log О,
т.-е.

F{x)=C{i+x)m. .
Для определешя постояннаго - С достаточно заметить, что 

-F(o) =  i ;  отсюда имеемъ С’=  I, и мы приходимъ къ разло- 
жетю  (1 + я)т , уже найденному въ § 50,

m { m - i ) .  . , { т - р + 1 ) . 
1 . 2 . . . р
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4. Заменяя въ предыдущей формул!; х  черезъ — а;2, т — че-
резъ— получимъ

—= L = - = i  +  *a;2 +  i - ^  xi +  . 
l / 1 - ж 2 2 2 .4

_ +  i  - 3 . 5 . . .  (2 w— 1) x,n _ 
2 . 4 . 6  . . .  2 n

Эта формула вйрна при всякомъ значенш х, заключающемся 
между— I и + 1 . Интегрируя об!; части между пределами о и х, 
гдЪ | гс (<  I , мы получимъ разложете arc sin а;

Л. Т лгЗ
a rc s in a ;= -+ -  -5- 

I 2  3
1 .3  а:5  ̂  ̂ 1 . З . 5 . . .  (2W —I) х2п+1
2 . 4 5  ' ’ ' 2 . 4 . 6  . . . 2 « 2 П+1

180. Распространено формулы Тэлора. — Пусть будетъ 
f(x) сумма щЬлаго ряда, сходящагося въ промежутка (— В, + В), 
х0— точка, заключающаяся въ этомъ промежутка, и (x0+h ) — 
другая точка въ томъ же самомъ промежутка, при условш 
|*о| +  Гл | < Я -  Рядъ

ао +  а±(х0 +  А) + а2 (а-,, +  й)2 + .  . . + an(x0 + h)n+ . . . ,
имФюпцй сумму f ( x Q + h), може’тъ быть замФненъ двойнымъ ря- 
домъ, который получится изъ предыдущего, если мы разло- 
жимъ различныя степени отъ (x0 + h) и будемъ располагать 
въ одной и той же строка одинаковым степени &,

«0 +  а1Ж0 +  а 2жо + • 
+  a j i  +  2 a2x0h + .

+  а2 +  •

+  • <

. + nanx*~1Ji+. 
, n ( n - z )

I . 2
anx;~2 h* + . (12)

Этотъ двойной рядъ будетъ абсолютно сходящимся. Въ самомъ 
дФлФ, заменяя каждый членъ этого ряда его абсолютнымъ 
значешемъ, мы получимъ новый двойной рядъ съ положитель
ными членами
А  +  А  IЧ  I + л2 1 х0 I2 + . . . + А п | х0 j"+ . . .

+  А  I ^ I +  2 А г | х0 11 h | - f . . .  4 -w Ап I х0 In 1 ] h | + .  . .

+  A l * l * + • • •  +

+ ......

n ( n —1) 
I . 2

A n\x0 \n~2 \h\*+...
( i 3)

Составляя сумму эдементовъ этой таблицы по вертикальнымъ 
столбцамъ, мы получимъ рядъ

А+А[К1+1 AIJ+--.+4J l*ol+|fc| ]"+••. ,
который будетъ сходящимся, такъ какъ, по предположешю,
I I “Н ^ I ̂  -®*
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Такъ какъ двойной рядъ (12) — абсолютно сходяпдйся, то 
мы можемъ суммировать элементы таблицы (12) или по стро- 
камъ или но столбцамъ. Суммируя по столбцамъ, мы полу- 
чимъ f ( x 0+ h ) .  Вычисляя ту же сумму по строкамъ, мы по- 
лучимъ рядъ, расположенный по степенямъ h, въ которомъ 
коэффищентами при h, /г2 , . .  . будутъ соответственно f ' { x 0) ,

Г Ы---------5
I . 2 Такимъ образомъ, предполагая \h \<B—\x0\, им-Ьемь.

f ( x 0+Ji)=f(no0) + ^ f ( xo) +  - • - + ~ — □) +  • •  ■ ■ (14)

Ф ор м ул а  (1 4 ) н а в е р н о е  п р и м ен и м а въ п р о м еж у т к е  от ъ  
х0—В + 1 ж0 | д о  х0+ В — | ж„1, н о  р я д ъ , стоя п ц й  въ  п р ав ой  ч а ст и , 
и н о г д а  м ож етъ  быть сх о д я щ и м ся  и  въ б о л е е  ш и р о к и х ъ  п р е-  
д е л а х ъ .  Р азсм отр и м ъ , н а п р и м ер ъ , ф ун к щ ю  ( i +ж)”1, г д е  т н е  
есть  ц е л о е  п ол ож и тел ь н ое  ч и сл о . Р а зл о ж еш е  этой  ф у н к ц ш  п о  
степ ен я м ъ  х  возм ож н о въ  п р о м еж у т к е  отъ ж =  — I  д о  х =  +  i .  
П у ст ь  б у д ет ъ  х0 зн ач еш е п ер ем ен н а го  х, зак л ю чаю щ ееся  
въ этом ъ п р о м е ж у т к е . Мы можемъ н ап и сать

( I  +  х)т =  ( I  +  Х0 +  X -  х 0)т = ( I  +  ж0Г [ 1 + е]т,
г д е

х —х0г = ------- ■
г  +  х 0

Е сл и  | £  | <  I ,  т .- е .  есл и  зн а ч еш я  п ер ем ен н а го  гг зак лю чаю тся  
въ  п р о м е ж у т к е  о т ъ — i  д о  г + г х 0, то ф у н к щ я  [ i + z ] m м ож етъ  
быть р а зл о ж ен а  п о  степ ен ям ъ  г * ) .  Т ак им ъ  обр азом ъ , есл и  х0 п о 
л о ж и т ел ь н о , то  новы й л р о м еж у т о к ъ  б у д ет ъ  ш и р е п р е ж н я г о  
( — i , + - i )  и ,  сл е д о в а т е л ь н о , н о в а я  ф орм ул а дастъ  возм ож ность  
вы числять зн а ч еш е  ф у н к ц ш  д л я  зн ач еш й  п ер ем ен н а го , л еж а-  
щ и х ъ  в н е  п ер в он ач ал ь н аго  п р ом еж утк а . Р а зв и в а я  это  зам е*  
ч а ш е , мы п р и дем ъ  к ъ  ч резвы чай н о в аж н ом у п о н я т ш  объ  а  н  а - 
л и т и ч е с к о м ъ  п р о д о л ж е н ! и ,  р а з с м о т р е т е  к о т о р а г о  мы 
отлагаем ъ д о  с л е д у ю щ е г о  том а.

И р и м е ч а н 1 е.  —  О ч ев и дн о , что теорем ы , док азан н ы й  з д е с ь  
д л я  р я д о в ъ , р асп ол ож ен н ы хъ  п о  степеням ъ  п е р е м е н н а г о  ж , 
л егк о  м огутъ  быть р асп р остр ан ен ы  н а  р я д ы , р асп ол ож ен н ы е

*) Полагая x=xa-\-h, получишь - - . Следовательно, разложе-

т е  по степенямъ z есть въ то же время разложеше по степенямъ Л, 
т.-е. формула (1 4 ). (Ред.)
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по положительнымъ степенямъ х —а, и, вообще, наряды,  рас
положенные по положительнымъ степенямъ любой непрерывной 
функщи <р(х). Для этого нужно только разсматрнвать эти ряды, 
какъ сложный функщи отъ х съ посредствующею фуыкщею <р(ж). 
Такъ, наприм'Ьръ, рядъ, расположенный по положительнымъ

степенямъ будетъ сходящимся при всйхъ значешяхъ перемен-
СО

наго х,  превосходящихъ по абсолютному значешю некоторый 
пред’Ьлъ, и будетъ представлять при этихъ значешяхъ пере- 
мФннаго непрерывную функцпо отъ х. Разсмотримъ, наприм-Ьръ,
функцпо ]/хг — а, которую мы можемъ представить въ вид'Ь 

1
/ а \ 2

± a ? l i — П . При значешяхъ перем'Ьннаго ж, абсолютныя зна-

чешя которыхъ больше ]/а, выражеше ( i  — —Л можетъ быть

разложено по степенямъ при этомъ мы получимъ формулуX
----- г а  г а *у ж2 —а = ж ------------------=2 X 2 . 4 ^

г . 2 . 3  . . . (2 ^ —3) ар
. 6 . . 2 р 2̂ —1

к о т о р а я  д а е т ъ  р азл ож ен и е ф у н к ц ш  j/ж2 — а, к о г д а  x > i / a .  
Е с л и  х <  — \ / а ,  т о  п р еды дущ и й  р я д ъ  б у д е т ъ  т а к ж е  с х о д я щ и м с я ,  

и  е г о  су м м а  р а в н а  — j/ж2 — а. Э та ф о р м у л а  м ож етъ  сл у ж и т ь  
д л я  р а з л о ж е ш я  к о р н я  к в а д р а т н а г о  и зъ  ц р л а г о  ч и сл а , есл и  
и зв 'Ь стен ъ  б л и ж а й ш ш  б б л ы ш й  точ н ы й  к в а д р а т ъ .

1 8 1 . У с и л и в а н н щ я  ф у н к ц ш . —  В ы в ед ен н ы й  вы ш е с в о й ст в а  
цФ лы хъ р я д о в ъ  у с т а н а в л и в а ю т ъ  б о л ь ш у ю  аналогию  м е ж д у  этим и  
р я д а м и  и  м н о г о ч л ен а м и . П у с т ь , н а п р и м Е р ъ , д а н о  н и с к о л ь к о  

-цФ лы хъ р я д о в ъ  / i (х ) п у с т ь  б у д е т ъ  ( — г, +  г) н а и 
м е н ь ш а я  и зъ  и х ъ  о б л а с т е й  с х о д и м о с т и . Т о г д а  п р и  \ х \  < г  

в сЬ  э т и  р я д ы  б у д у т ъ  а б со л ю т н о  с х о д я щ и м и с я , и  мы м ож ем ъ  
и х ъ  ск л а д ы в а т ь  и л и  п е р е м н о ж а т ь  с о в е р ш е н н о  т а к ъ  ж е , к а к ъ  

мы э т о  дЪ л аем ъ  съ  м н о го ч л ен а м и ; в о о б щ е , в с я ш й  цФлый м н ого -  
ч л ен ъ  п о  f t  ( « ) ,  f t  ( * ) , . . . ,  fn (ж) м о ж ет ъ  бы ть р а зл о ж е н ъ  в ъ  ц'Ьлый 
р я д ъ ,е х о д я п ц й с я  в ъ  том ъ  ж е  п р о м е ж у т к а  ( — г, +  г).

Ч т о б ы  р а сш и р и т ь  э т у  а н а л о г н о , мы п р е д в а р и т е л ь н о  д а д и м ъ  
о п р е д Ь л е ш е  н Ь к о т о р ы х ъ  в ы р аж ен и й , которы м и  б у д ем ъ  п ол ь -  

- з о в а т ь с я  в ъ  п о сл ф д у ю щ ем ъ . П у с т ь  б у д е т ъ  f ( х)  ц-Ьлый р я д ъ

f ( x )  =  a0 +  a1x + a 2 x i  +  . . . +  а„ж” + .  . .  ;



пусть будетъ <р (х) другой целый рядъ съ положительными 
коэффищентами

у ( х )  =  а 0 +  а 1 х  +  а 2х 2 + .  . , + а п х п + .  . . ,

сходящейся въ изв’Ьстномъ промежутке. Если каждый изъ 
коэффищентовъ а„ въ ряде <р (х) равенъ или больше абсолютна™ 
значешя соответствующего коэффищента въ ряде f(x),

то функщя (р (х) называется по отношенш къ f(x)  у с и л и - 
в а ю щ е ю ф у н к ц i е ю (fonction majorante). Чтобы выразить, 
это отношеше между функщями f(x) и (р (х), Пуанкаре (Poin
care) предложилъ следующее обозначете

Уеиливаюпця функцш оказываются полезными при разсмот- 
Р'Ьши щЬлыхъ рядовъ благодаря следующему ихъ свойству, 
непосредственно вытекающему изъ ихъ определешя. Пусть 
будетъ Р я (а0, ах, . . . , a j  многочленъ съ коэффищентами, дей
ствительными и положительными, зависяпцй отъ (w +  i) первыхъ 
коэффищентовъ ряда f(x).  Если въ этомъ многочлене мы за- 
менимъ а0, аг, . . . , ап соответствующими коэффищентами 
ряда ср(х), то, очевидно, будемъ иметь

| Р  (а0> а1> • • • ! а«) | ^  -Р (а0! й2) • • • I а")<
Напримеръ, если <р (х) есть усиливающая функщя для f(x),  

то [<р (ж)]2 будетъ усиливающею функщею для [f(x)f ,  и, 
вообще, {<р (ж)]" будетъ усиливающею функщею для [/"(а;)]". 
Точно также, если <р и <рг будутъ усиливающими функщями 
соответственно для f  и /,, то произведете <р(рг будетъ усили
вающею функщею для произведены! f f t , и т. д..

Если данъ целый рядъ f(x),  сходяпцйся въ проме
жутке (— R, + R), то нахождеше для этого ряда усиливающей 
функцш есть задача очень неопределенная. Но для упро- 
щешя последующихъ разсуждешй намъ выгодно выбирать 
усиливающую функцш какъ можно более простого вида. 
Пусть будетъ г положительное число, меньшее R,  но сколь 
угодно близкое къ нему. Такъ какъ при х = г  рядъ f{x) будетъ 
абсолютно сходящимся, то абсолютный значешя его членовъ 
имеютъ верхтй пределъ, который мы обозначимъ черезъ Ш. 
Следовательно, для всякаго значешя числа п, мы имеемъ, 
обозначая \ап \ черезъ А„ (§ 177),

ЖА„гп <^М, или \an \= A n<i—- ' '
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Отсюда сл'Ьдуетъ, что рядъ

4 X 4  ГЛАВА I X . ---- Ц-БЛЫЕ Р Я Д Ы .— ■ ТРИГО НОМ ЕТРИЯ. Р Я Д Ы . § l 8 l .

, ,  х п ЖМ + М -  + . . . + М  — = ------Г Г XI —  г

обпцй члеиъ котораго есть Ж —̂ i будетъ усиливающею функ-

щею для f(x) .  Этотъ видъ усиливающей функцш самый упо
требительный; онъ представляетъ убывающую геометрическую 
прогрессш. Если рядъ f (x)  не им-Ьетъ постояннаго члена, 
то вместо предыдущей усиливающей функцш мы можемъ 
взять функцш

XI —г

За число г можно взять любое число, меньшее В,  и ясно, что со
ответствующее число Ж , вообще, уменьшается вместе съ г, но 
никогда не можетъ сделаться меньше Л0. Если А 0 не равно 
нулю, то всегда можно найти такое положительное число q <  В,

чтобы функщя была усиливающею функщею для f(x) ,

т.-е. можно положить Ж —А 0. Въ самомъ деле, пусть будетъ

м + ж - + м ~ + . . . + м ^ + . . . ,

первоначальная усиливающая функщя, причемъ М  >  А 0. Возь-
д

мемъ число р, меньшее тогда, при n I , мы имеемъ

отсюда находимъ |a„p” | <  . Но | а0 |=х4 0; следовательно,
рядъ

СС ССр1
Л + Л " + Л ^ + -  • • -+А>^« +  - • •

будетъ усиливающею функщею для f(x) .  Такимъ обрааомъ, 
вообще, за число Ж  можно взять любое число, большее или 
равное А 0. Этимъ свойствомъ мы вскоре воспользуемся.



Точно также можно доказать, что если а0— о, то за усили
вающую функцпо можно взять
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XI —
Q

ff- li X
XQ 

I  — -
е

гд% (I — произвольное положительное число*).

П р и м 4  l a H i e .  — Е сли д л я  даннаго д 4 лаго р яд а  мы знаем ъ уси
ливаю щ ую  функцпо в ъ  в и д е  убывающ ей геометрической прогресеш , 
то мы  м ож ем ъ такж е судить о степени погреш ности, получающейся 
при  за м е н е  суммы f ( x)  даннаго ряд а  суммою его (и + г )  первы хъ чле-

М
н овъ . Е сли вы раж еш е ------- есть усиливаю щ ая ф ункщ я дл я  f (x) ,  то

ОСI —г
абсолютное зн ачеш е суммы отброш енныхъ членовъ даннаго ряда

хп+1+а, 2.

очевидно, меньш е суммы соотв’Ьтствуюпщхъ членовъ ряда

т .-е . меньш е м

/али+!
[г/

х 'I ---г

,,/'ж”+1 ж"+2 \

1 8 2 . Подстановка ряда въ рядъ. — Пусть будетъ

^ = f(y) = «o + a1y + . . . + a nyn+ . .  . (15)

рядъ, расположенный по стененямъ перем’Ьндаго у  и сходящшся 
въ промежутка {—В, + В).  Съ другой стороны, пусть будетъ

у =<р(х)=Ъ0+Ъ1х + . . .  + Ъпхп+ . . .  (16)

другой рядъ, сходяпцйся въ промежутка (—г, +#■). Если 
мы замЪнимъ въ рядф (15) у, у2, у3, . . .  ихъ разложетями 
въ ряды по стененямъ х, получающимся изъ формулы (16), 
то получимъ двойной рядъ

а0 + а Л  + а А

+а1Ъ1х  +га2Ъ0Ъ1х + . .  .+панЪп~1Ъ1х + . . ,
+а1 Ъгх*+а3 {Ъ\+2Ь0Ъ2)хя+ ............... ......................
+ ............................................................

*) Для этого нужно только В З Я Т Ь  Q < r ~ .
м

(РеЭ.)
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Найдемъ, при какихъ услов1яхъ этотъ двойной рядъ будетъ 
абсолютно сходящимся въ н'Ькоторомъ промежутка. Прежде 
всего необходимо, чтобы рядъ, стоянцй въ первой строке,

а0 +  й1 S0 +  a2 ^0+• • • + Я»^0 +  - • •

былъ абсолютно сходящимся, т.-е. чтобы было |&0|<_R. Это  
у с л о в 1 е в м е с т е  съ  т ^ м ъ  и д о с т а т о ч н о .  Въ самомъ 
Д’Ьл’Ь, если это услов1е удовлетворяется, то за усиливающую

7YI
функцию для (р (х) мы можемъ взять выражеше в и д а ------> где т

ОСI —
Q

есть любое положительное число, большее | 50|, и где р < г  
(см. стран. 414). При этомъ мы можемъ, очевидно, разсматривать 
только значешя х,  заключающаяся въ промежутка ( — Q, + Q). 
Следовательно, мы можемъ предположить т < В .  Пусть будетъ В г 
положительное число, заключающееся между mis. В.  Мы можемъ 
взять за усиливающую функщю для f(y)  выражеше вида

— =  Ж + Ж  — + Ж— +
ij +  в ' +  в п +  —

Если мы зам-Ьнимъ въ немъ у черезъ ——  и разложимъ сте-
х —

Q
пени переменнаго у по возрастающимъ степенямъ перемен- 
наго х  по формуле бинома, то получимъ новый двойной рядъ

М  4 - М  I "Ь • • • +  М
( Й * -

11Я.1т \ х  -,г ( т \ пх
+ м ( в ' ) р + - - - + п М [ в ' )  ё +  *-

(18)

+  .

B e t коэффшценты последняго ряда положительны и больше 
абсолютныхъ значешй соответствующихъ коэффиц1ентовъ 
ряда (1 7 ) ,  такъ какъ каждый иэъ коэффищентовъ таблицы (17 )  
получается изъ коэффищентовъ а0, а17а2, .. .,Ь0, Ъ1г Ь2, . .. только 
при помощи сложений и умножешй. Следовательно, если двой
ной рядъ (1 8 )  — абсолютно сходяпцйся, то двойной рядъ (1 7 )  
будетъ подавно абсолютно сходящимся. Если мы зам'Ьнимъ 
въ рядЬ (1 8 ) х  его абсолютнымъ вначешемъ, то для того чтобы 
полученный рядъ быль сходящимся, необходимо, чтобы были 
сходящимися ряды, составленные И8Ъ членовъ каждаго столбца
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таблицы (18), т.-е. чтобы было I ж I < р. Если это ycnoBie удовле
творяется, то сумма членовъ (и-Ы)-го столбца по замене х 
черезъ \х\ будетъ равна

Это показываетъ, что для абсолютной сходимости ряда (18) 
сверхъ того должно быть

т < В '

ж'<е(1_5 )' (i9)
Такъ какъ неравенство (19) влечетъ за собою предыдущее не
равенство |ж| <р,  то оно представляетъ необходимое и доста
точное ycnoBie, при которомъ двойной рядъ будетъ абсолютно 
сходящимся. Следовательно, двойной рядъ (17) также будетъ 
абсолютно сходящимся при всЬхъ значешяхъ перемгЬннаго х, 
удовпетворяющихъ неравенству (19). ЗалгЬтимъ, что при этихъ 
значешяхъ перемгЬннаго х рядъ <р (ж) также будетъ сходящимся, 
и соответствующее значеше иеремгЬннаго у будетъ меньше В'  
по абсолютному значенно, такъ какъ изъ неравенствъ

Ч> (х) |<

Q

\х\ т
Т < 1 - 2Г'

следуетъ неравенство \<р(х)\<В'.
Суммируя рядъ (17) по столбцамъ, будемъ иметь

ай + а1 <р(х) + а2 [<р(х)]й+.  . -~ап[ср (ж)]“+  • • • ,

т.-е. /*[др (гс)]. Съ другой стороны, суммируя по строкамъ, мы 
получимъ рядъ, расположенный по возрастающимъ степенями х; 
следовательно, мы имеемъ

f[<p (ж)]=с0+ с1ж+с2а:2+ .  . . + с„ж” + ----- (20)
Легко убедиться, что коэффищенты с0, с1; с2, . . .  выражаются 
черезъ коэффищенты рядовъ (15) и (16) следующими формулами

co=ao+ai K + anK + - ■ - + а»^о+- • • I
ci =  « Л  +  2« Л  +  • • - +  пап Ъ" - 1 &х + .  • . ,  (ai)
c2= « i» a+ a 8(^+2&0ba) + ................ ..

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА. 27



418 ГЛАВА XX.---Ц'ВЛЫЕ РЯДЫ.--- ТРИГОНОМЕТРИЯ. РЯДЫ. § 182.

Мы вывели формулу (20) только для значешй х,  удовлетво- 
ряющихъ неравенству (19); но это неравенство даетъ лишь 
нижнюю границу того промежутка, въ которомъ эта формула 
применима. Возможно, что эта формула будетъ иметь место 
и въ бол'Ье широкомъ промежутке. Полное решеше этого 
вопроса требуетъ изучешя функцш мнимаго перем'Ьннаго; 
мы возвратимся къ нему впосл’Ьдствш.

Ч а с т н ы е  с л у ч а и .—i .T акъкакъвънеравенстве(19)можно 
предположить число R '  сколь угодно близкимъ къ числу R,  то 
отсюда сл^дуетъ, что формула (20) будетъ применима при зна-

чешяхъ х, удовлетворяющихъ неравенству | ж |< р  По

этому, если рядъ (15) будетъ сходящимся при всякомъ значенш 
перем-Ьннаго у , то можно предположить число R  безконечно боль- 
шимъ, т — сколь угодно болышшъ, а, следовательно, д — сколь 
угодно близкимъ къ числу г ; отсюда слЬдуетъ, что формула (20) 
будетъ применима, если |ж|<?-, т.-е. она будетъ применима 
въ томъ же самомъ промежутке, въ какомъ будетъ сходящимся 
рядъ (16). Въ частности, если оба ряда f(x)  и <р (у) — сходя- 
пцеся при всехъ значетяхъ х  и у, то число г можно взять 
сколь угодно болыпимъ, и формула (20) будетъ применима 
при всехъ значетяхъ переменнаго х.

2. Если въ ряде (16) постоянный членъ Ъ0 равенъ нулю, 
то за усиливающую функцш для д> (х) можно принять выра
жение вида

т х

Q

гдЬ р < г , и т — произвольное положительное число. Совершенно 
такъ же, какъ и въ общемъ случае, можно доказать, что 
формула (20) будетъ применима и въ этомъ случае, если только

М<с>
R '

R ' +т' (22)

причемъ R '  можетъ быть взято сколь угодно близкимъ къ R.  
Промежутокъ, определяемый неравенствомъ (22), шире проме
жутка, опредЬляемаго неравенствомъ (19).

Последней частный случай особенно часто встречается. Здесь 
неравенство |60|< Л  удовлетворяется само собою, и коэффи- 
щентъ сп зависитъ только отъ а0, аг , . . .  ,ап, Jx, . . .

co ~ a oi с2= a i  ̂ 2 "Ь я2 , • • • ,  сп= Ъп + .  . . + а п .



П'р и м Ъ р ы.—I. Коши показалъ, что формулу бинома можно вывести 
изъ разиожешя log ( i+ж). Въ самомъ дЬл&, полагая
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1х X 2 X s  Ж4 \t/ = ftlog(l + x) = f* +--^-  +  ——-  +-. .J» 

(i+ x )^  = c^los<-1+a:)= ey = i +  -  +  —  +  . . . ;
имЬемъ

0 W i = e^1°s(1+a;W  = x4 - ,
I 1 . 2

^подставляя первое разложен!© во второе, получимъ

+ x f = i + t *  +  +\х 2 3 / X.2\l 2 3 /(l

Очевидно, что, расположивъ правую часть по степенямъж, мы будемъ 
им-Ьть коэффищентомъ при хп некоторый многочленъ «-ой степени 
по д; обозначимъ его черезъ Pn (/1). Этотъ многочленъ долженъ обра
щаться вънуль п ри |U = o, х, 2, . . . ,  (и—1 ) и равняться единиц^ при/х = м; 
этихъ условШ достаточно для его опредЬлетя:

" 1.2 ...П (23)

2. Пусть будетъ z = (i+x)x, гд-Ь х  заключается между — х и + 1 . По
лагая

,=  Ь108(1+ж)= х- 5  +  | - . . .  + (- 1Г ^ - 1 + . . . >
им^емъ

z=ey= 1+^ +  ̂ + . . . .
Второе разложеше возможно при всякомъ у, первое— только 

при | ж | < х. Подставляя первое разложеше во второе, мы получимъ 
формулу, прим-Ьнимую для х, содержащегося между — i и -f-i. Огра
ничиваясь двумя первыми членами, им-Ьемъ 

1
(х+жГ=е —; I +  H — — +  . . . +  ------1-----1.2 1.2...И+  •■ +  . . . = е - - ж + .  

2

Это покавываетъ, что если х  стремится къ нулю, оставаясь ххоложи-
1

тельнымъ, то функщя (х+ж)* стремится, возрастая, къ числу е.

183. ДФлеше целыхъ рядовъ. — Разсмотримъ сначала 
^)ункщю

f ^ ~ i  +  b1x + b z x2 + . . . . '

лгд’Ь рядъ, стояний въ знаменателе, начинается съ единицы 
и остается сходящимся въ промежутке (—г, +г). Полагая

у = Ь 1х + Ъ2х г + .  . .  ,
имеемъ

/'(» )= г^ -  =  1-2/+У2- /  +  - • • •1 + 2/
2 7 *



Подставляя первое разложете во второе, мы получимъ для f ( x y  
разложете въ целый рядъ

f{x) = i - b 1x+ {b l~ b2) х2 + . . . , (25)

имеющее место въ н'Ькоторомъ промежутке.
Такимъ же способомъ мы могли бы получить и разложете 

обратной величины любого ц-Ьпаго ряда, постоянный членъ 
котораго отличенъ отъ нуля.

Пусть теперь требуется разложить въ рядъ частное двухъ 
сходящихся ц'Ьлыхъ рядовъ

д> (х) _ a 0 +  a1x  +  a2 x 2jr . . .  
гр(х) Ъ0 +  Ъ1 х + Ъ 2х - +  . . .

4 2 0  ГЛАВА IX . —  Ц'ВЛЫЕ РЯДЫ. —  ТРИГОНОМЕТРИЯ. РЯДЫ. § х8 3 ..

Е с л и  Ъ0 н е  р а в н о  н у л ю , т о  мы м ож ем ъ  п р е д с т а в и т ь  эт о  ч а ст н о е  

въ  в и д е

У (ж)
у>(х) =  (а0 +  аг х + а 2х 2+ . . .)

________ I________
Ъ0 +  Ъ1х +Ъ2 х2+  . . .

П о  п р е д ы д у щ е м у , мы м ож ем ъ  за м е н и т ь  п р а в у ю  ч аст ь  п р о и з-  
в е д е ш е м ъ  д в у х ъ  с х о д я щ и х с я  ц ’Ьлы хъ р я д о в ъ . С л е д о в а т е л ь н о ,  
мы м ож ем ъ  п р е д с т а в и т ь  д а н н о е  ч а ст н о е  в ъ  в и д е  ц е л а г о  р я д а , ,  
с х о д я щ а г о с я  п р и  з н а ч е т я х ъ  х,  д о с т а т о ч н о  б л и зк и х ъ  к ъ  н у л ю ,

а0 +  х  +  а2 х2 +  . . .  
Ъ0 +  Ъг х  +  Ъ2 хг + . . .

= с 0+ с 1 х + с 2х * + ------- (2 6 )

Освобождаясь отъ знаменателя и сравнивая коэффициенты 
п р и  одинаковыхъ степеняхъ х  въ  обеихъ частяхъ, мы п о л у 
ч и м ъ  .ф орм ул ы

a» = V „  +  5i c„ - i +  • ■ - +  &„ со. ( « = о , 1 , 2 , . . . ) ;  (27)

и зъ  н и х ъ  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  п о с л е д о в а т е л ь н о  к оэф ф и щ ен ты  
с0 , Cj, . . .  ,сп. Д о л ж н о  за м е т и т ь , ч то  эти  к о эф ф и щ ен т ы  будутъ 
т е  ж е  сам ы е, к а ш е  мы п о л у ч и л и  бы , д е л я  п ервы й  р я д ъ  н а  
в т о р о й  п о  о б ы к н о в е н н о м у  п р а в и л у  д е л е ш я  м н о го ч л ен о в ъ , 
р а с п о л о ж е н н ы х ъ  п о  в о зр а ст а ю щ и м ъ  ст еп ен я м ъ  х .

Е с л и  60 = о ,  т о  р е зу л ь т а т ъ  б у д е т ъ  и н о й . П р е д п о л о ж и м ъ , д л я  
б о л ь ш ей  о б щ н о с т и , ч то  ip ( х ) = х  трх ( х ) , г д е  к —  ц е л о е  п о л о ж и 
т ел ь н о е  ч и с л о , a  ipi (x)  —  ц ел ы й  р я д ъ ,  п о ст о я н н ы й  ч л ен ъ  к о -  
т о р а г о  от л и ч ен ъ  отъ  н у л я . Мы м ож ем ъ  н а п и с а т ь

9 > ( х ) _ 1  <р(х)  

ip {х )  х к у>х { х)
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По предыдущему им'Ьемъ

^ = со+ с1ж+ - • •+с*_1**“ 1+в*ж*+с,+1/ +1+ . .

отсюда
''k—lФ И  с0 q  

;rT =  _* +  T ^ i +  • • • ------- К - + ск+1х +- • •
^  (х) X X X

(28)

Такимъ образомъ, частное этихъ двухъ рядовъ равно сумм’Ь 
рац1ональной дроби, обращающейся въ безконечность только 
при х — о, и дгЬлаго ряда, сходящагося въ н^которомъ про
межутка около значешя х=о.

П р и м 4 ч а н 1 е. —  П р и  вы чи сленш  различны хъ  степеней дЬлаго  
р я д а , удобно поступать  ыгЬдующимъ образомъ. В зявъ  логарием иче- 
ск1я производ ны я отъ об'Ьихъ частей тож ества

( » „ + « !  х + . . .  + а п ж " +  . . . ) т= с 0+ с 1 х + . . . + с п хп+ . . .

'.и освободивш ись отъ знам енателей , мы придем ъ  к ъ  новому тож еству

т  (с д + 2  а 2ж + . . .  + и  а п ж’1 -1 + . . . )  (c0+ C i х + . . .  + с п ж” + . . . )
=  (« „ + » !  х + .  . + а п х п + . . . )  (сг+ 2  сг х + . .  . + n c n x n- 1+ . . . ) .

Л е гк о  н а й т и  коэф ф ищ енты  п р и  разл ичны хъ  етепеняхъ  х въ об-Ьихъ 
ча с тя х ъ  пред ы д ущ аго  тож ества; сравнивая м еж д у  собою коэффи
циенты п р и  одинаковы хъ  етепеняхъ  х ,  мы получим ъ  рядъ  равенствъ, 
и зъ  которы хъ  м о ж н о  последовательно определить  коэф ф ищ енты  с1г 
сг, си, если и зв естенъ  первы й коэф ф ищ ентъ  с0. Н о , оче
в и д н о , С0 =  Й<Г

184 . Разложейе - —1 ■ —  • —  Н айдем ъ  р азл о ж еш е  1 —
Vi — 2 xz+z* Vi — 2 xz+z*

п о  степеням ъ  z. П о л агая  y = z x z —z2, ям еем ъ , при | у | < 1 ,

-ПЛИ

,7= = ( 1 -3 0  2=1 + \у + ^ \у * + - - - ,
V i —У 2 2 -4

i _ , .  . =1+^ £ н ^  + b 2 X z - z Y + . . . .  Сз°)
V l — Z X Z + Z 2 2 °

С о б и р ая  члены  съ одинаковы м и степеням и z ,  мы получим ъ  разд о ж е- 
s ie  вида ,

p = i = 5 . P . + P ,.+ P ^ + . . . + P .« "+ ...,  (3.)
где

Л -1 . Л - *  Л - 3^ 1» •••

JP еоть м ногочленъ  и -о й  степени  по  х. Э ти  многочлены  м огутъ  быть
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определены последовательно иаъ рекуррентной формулы. Въ самомъ 
д ел е , дифференцируя формулу (3 1 ) по г, имеемъ

-----——--- ^=Р1+ 2Р2^ + . . . + и Р п г п~1+ . . . ;
(1 - 2 ® г+г2)2

на основаши формулы (3 1 ), последнее равенство можно представить 
въ виде

(х—я) (Pq+ P j д + . . .  4-Р и г " + . . . )  =  (i — г а; г + г 2) (Р1+ г Р 2д + . . . ) .

Сравнивая коэффшценты при z" въ обеихъ частяхъ, мы получимъ ре
куррентную формулу

(И+ 1 ) Р п+1 = {2П+ 1) х Р п- П  Р „ _ г

Эта формула тождественна съ формулою, связывающею три последо- 
вательныхъ полинома Лежандра (§ 88); кроме того, мы видели, что- 
Ро—-^0> P l = -^1J Р 2 = Х2. Такимъ образомъ мы имеемъ, при всякомъд,.
Рп = Х п, и формула (3 1 ) обращается въ

— -----_ = г +  Х% д2+ . . .  + Х п гп .. ■, (32)
V I  — 2 X Z + Z 2

гдЬ Хп есть и-ый полиномъ Лежандра 

v _ 1 d"' = ------Д-----  ^  [(Ж2 —I)”].* 2 . 4 . 6 .. .2И Й О Г  1

Ниже мы увидимъ, въ какомъ промежутке применима формула (32)►

II. — Ц'ВЛЫЕ РЯДЫ  СО МНОГИМИ ПЕРЕМВННЫМИ.

1 8 5 . ОбпЦя с в о й с т в а . — Свойства цфлыхъ рядовъ съ однимъ 
перем'Ьннъшъ легко распространить и на цФлые ряды съ ни
сколькими независимыми перем^нными. Разсмотримъ сначала 
двойной рядъ X а тп хт уп, въ которомъ коэффищенты атп мо- 
гутъ быть положительными и отрицательными, и числа ш, п 
изменяются отъ о до +  оо. Докажемъ следующую теорему: 
е с л и  п р и  к а к и х ъ - н и б у д ь  з н а ч е н 1 я х ъ  п е р е м ^ н -  
н ы х ъ  х=Хо’У—Уо а б с о л ю т н о е  з н а ч е н ! е  к а ж д а г о  
ч л е н а  р я д а  X а тпхтуп м е н ь ш е  н ^ к о т о р а г о  о п р е -  
д ^ п е н н а г о  ч и с л а ,  то  п р и  в с Ь х ъ  з н а ч е н 1 я х ъ  
п е р е м ' Ь н н ы х ъ  х, у, у д о в п е т в о р я ю щ и х ъ  н е р а в е н -  
с т в а м ъ  j яг | <  | я?01 , | у | < | ? / 0|, э т отъ р я д ъ  б у д е т ъ  а б с о 
л ю т н о  с х о д я щ и м с я .

Въ самомъ дЗигЬ, предположимъ, что при всЬхъ значетяхъ 
чиселъ ж и я  мы имеемъ

, , ™ . . Ж

Абсолютное вначете общаго члена ряда Х а тпхтуп, очевидно,.
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| £
меньше соответствующего члена двойного ряда S M  —

пц

\Уо
Но при IX I<  | х0 1, I у I <  I у0 1 ЭТОТЪ ПОСЛЕДНЕЙ рядъ — сходяпцйся,

ж
и его сумма равна  ------- -——f----- ^ПТ’ какъ 9Т0 легко видеть,X

\ и ~ 2 -1 )
V х0 ) \ Уо\)

суммируя сначала элементы каждаго столбца этого двойного 
ряда и складывая зат^мъ все полученный суммы.

Пусть будутъ г и р два положительныхъ числа, при кото- 
рыхъ двойной рядъ 2 1 атп \ гт оп будетъ сходящимся, и пусть 
будетъ В  прямоугольникъ, ограниченный прямыми х —r, х=  —г, 
У—Qi V = —Q■ Для всякой точки (х, у). взятой внутри или на 
сторонахъ этого прямоугольника, абсолютное значете каждаго 
члена двойного ряда.

F ( x , y ) = 2 amnxmyn (3 3 )

меньше соответствующего члена ряда 2 \ атп | гтдп. Это пока- 
зываетъ, что рядъ (3 3 ) сходится внутри прямоугольника В  
абсолютно и равномерно и, следовательно, определяетъ внутри 
этой области некоторую непрерывную функцпо двухъ незави- 
симыхъ переменныхъ х  и у.

Какъ и въ случае рядов* съ однимъ переменнымъ, можно 
доказать, что, дифференцируя почленно несколько разъ дан
ный двойной рядъ (3 3 ), мы получимъ двойные ряды, абсолютно 
и равномерно сходяпцеся внутри прямоугольника, образован- 
нагопрямымиж=г—е,ж= —г + е ,у —д—£',у— — д + В где ешВ — 
два сколь угодно малыхъ положительныхъ числа. Эти ряды 
представляютъ частныя производный различныхъ порядковъ
отъ F ( x , y ); напримеръ, сумма ряда 2 татпхт~1уп равна
такъ какъ, располагая оба ряда по возрастающимъ степенямъ х , 
мы найдемъ, что члены второго ряда равны производнымъ отъ 
соответствующихъ членовъ перваго ряда. Отсюда следуетъ,

dm+nFчто частная производная равна сумме двойного ряда,
постоянный членъ котораго есть атп г . 2 . . .  т . 1 .2 . . .  п; следо
вательно, коэффищенты атп равны значен1ямъ соответствую-

dm+*Fщихъ частныхъ производныхъ при х = у = о, умножен-
нымъ на определенные числовые множители, и мы можемъ 
представить формулу (3 3 ) въ виде

F ( x ,  2/ ) = 2 г ; 2

'dm+,,F \

(3 4)
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Отсюда, между прочимъ, видно, что ф у н к ц д я  д в у х ъ  не -  
з а в и с и м ы х ъ  п е р е м ' Ь н н ы х ъ  м о ж е т ъ  р а з л а г а т ь с я  
в ъ  ц е л ы й  р я д ъ  т о л ь к о  о д н и м ъ  с п о с о б о м ъ .

Соединяя вместе всЬ члены даннаго двойного ряда съ оди
наковыми степенями х к у, мы получимъ простой рядъ

F{x,y)=<p0+<p1+g>2+ . . . + <рп+ . . . ,  (З5)

где fpn есть многочленъ п-ой степени по ж и у, который можно 
представить символически въ виде

9V 1 .2 , П
dF дРУ»)

х ^ + у ъ )  ■дх

Отсюда видно, что разложеше (З5) тождественно съ разло- 
ж етемъ функцш F ( x , y )  по формуле Тэлора (§ 51).

Пусть будетъ ( х0, у 0) какая-нибудь точка внутри прямо
угольника R,  и (x0 + h, y0 + k) — другая точка, при усло- 
вш | 1 +  | & | <  г, | у0 1 +  | к | <  q. Внутри прямоугольника,
ограниченнаго прямыми

х = х а±  [ г - | ® о | ] ,  2/  =  2/ о ±  [€» —  12/ 0  I ]  7

функщя F ( x ,  у)  можетъ быть разложена въ целый’ рядъ, рас
положенный по положительнымъ степенямъ х —х 0, у —у 0,

F(x 0 + h, y0+ k ) = ^ -

fdm+nF \  
\д х т дуп)*=х-у Я  / ! / = у 0

2 . .  . т . 1 .2  . -  ЪтГ .  п (3 6 )

Чтобы доказать формулу (3 6 ), зам-Ьнимъ каждый членъ двой
ного ряда

2 amK{x0 +  }i)m{y0 +  lt)n

его разложешемъ по степенямъ h и к. При сд'Ьланныхъ пред- 
положешяхъ, новый кратный рядъ будетъ абсолютно сходя
щимся; располагая его по степенямъ h и &, мы получимъ 
формулу (3 6 ).

Нетрудно убедиться, что веб предыдущая разеуждетя 
и теоремы распространяются на целые ряды съ любымъ чис- 
ломъ независимыхъ перем’Ьнныхъ.

1 8 6 .  У с и л и в а н н щ я  ф у н к ц ш . — Пусть данъ какой-нибудь 
целый рядъ f ( x ,  у, г , . . . )  съ п переменными. Рядъ <р(х, у, г , . . .) 
съ п  переменными называется по отношенш къ первому у с и - 
л и в а ю щ и м ъ ,  если каждый коэффищентъ ряда <р (х , у, я , . . . )  
положителенъ и больше абсолютнаго значетя  соответствую-
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щаго коэффищента ряда f (x,  у, s , . .  .). Въ сущности доказатель
ство теоремы въ § 185 уже было основано на прим^ненш усили
вающей функцш. Въ самомъ д-Ьл-Ь, если рядъ 2  \ атп хт у" | — 
сходяпцйся при х —r, у = д, то функщя

<р(х, у) =

где М  больше каждаго изъ коэффищентовъ ряда 2 1 атп х т уп |, 
есть усиливающая функщя для ряда 2 атпхтуп. Функщя

у>(х,у) = ___Ж_

можетъ быть также принята за усиливающую функцш для 
даннаго двойного ряда; въ самомъ деле, коэффищентъ при хтуп
въ у> (ж, у) равенъ коэффйщенту при хтуп въ Ж
следовательно, никакъ не меньше соответствующего коэффи
щента въ ф(х,у).

Точно также, если намъ данъ тройной рядъ

т-\-п
И,

f (x>y,z)=2 amnBx my”eP,

абсолютно сходяпцйся при x=r ,  y = r f , г=г" ,  где г, г', г"  — 
положительные числа, то этотъ тройной рядъ допускаетъ, 
какъ усиливающую функцш, выражен!е вида

<p(x,y,z) =

которое можно также заменить любымъ изъ следующихъ выра- 
жешй

Ж

=-(5+J +

Ж

Н )Н ? + й ]
Если рядъ /'(ж, у, г) не содержитъ постояннаго члена, то за 

усиливающую функцию для него можно также взять любую 
изъ предыдущихъ функций, уменьшенную на Ж.

Теорема о подстановке целаго ряда въ другой целый 
рядъ (§ 182) можетъ быть распространена на ряды со многими 
переменными. Е с л и  въ  с х о д я щ е м с я  ц ^ л о м ъ  р я д е  
съ  р  п е р е м е н н ы м и  у2, . . . ,  ур мы з а м е н и м ъ  э т и  
п е р е м е н н ы й  и х ъ  р а з л о ж е н 1 я м и  в ъ  с х о д я п щ е с я



ц е л ы е  р я д ы  съ q п е р е м е н н ы м и  хх, х2, . . .  , гг не  с о 
д е р ж а щ и м и  п о с т о я н н ы  хъ  ч л е н о в  ъ, то  р е з у л ь -  
т а т ъ  т а к о й  п о д с т а н о в к и  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  въ 
в и д е  с х о д я щ а г о с я  ц е л а г о  р я д а ,  р а с п о л о ж е н -  
н а г о  по  с т е п е н я м ъ  п е р е м е н и  ы х ъ  х1, х2, . . . х , е с л и  
т о л ь к о  а б с о л ю т н ы й  з н а ч е н i я э т и х ъ  п е р е м е н -  
н ы х ъ  б у д у т ъ  м е н ь ш е  н е к о т о р ы х !  п р е д ^ л о в ъ .

Такъ какъ ходъ доказательства не зависитъ отъ числа пе- 
ременныхъ, то мы ограничимся разсмотрешемъ следующаго 
частнаго случая. Пусть будетъ
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f(tj, 0 )=2атпутгп (37 )

целый рядъ, СХОДЯЩЕЙСЯ, если I у  \ ^ r ,  I z  I S  r ' • СЪ другой сто
роны, пусть будутъ

у=Ъ1х+Ъ2х*+. . . + Ъпхп+.  . . ,1
0 = ClX + C2X*+.. .+CnXn+ . . . , }

два ряда, не содержание постоянныхъ членовъ, и сходя- 
пдеся, если абсолютное значеше переменнаго х  не превосхо
дить р. Подставимъ въ рядъ (3 7) вместо у и z ихъ разложе- 
ш я (3 8 ). Такъ какъ эти разложешя сходятся при \х\  <  р, то 
каждое изъ произведетй ум гп ряда (3 7) можетъ быть разло
жено въ целый рядъ по ж, также сходянцйея при \х \ <  р. Та- 
кимъ образомъ, заменяя въ ряде (З7) каждое изъ произведе
т й  ут0п его разложетемъ въ целый рядъ по х , мы получимъ 
тройной рядъ, все коэффищенты котораго получаются изъ 
коэффищентовъ атп, Ъп, сп только при помощи сложещй и умно
жений. Намъ нужно доказать, что если переменное х  не пре
восходить некотораго предела, то этотъ тройной рядъ будетъ 
абсолютно сходящимся, и, следовательно, его можно будетъ рас
положить по во8растающимъ степенямъ переменнаго х. Прежде 
всего очевидно, что за усиливающую функцпо для f (y ,  г) 
можно взять функцпо

а за усиливающую функцпо для обоихъ рядовъ (3 8 ) — выра
жение вида

N
хI —
е

- N = N  х + 00 х  1

I  —
- =  2 *  <- 

p=i
XQ 2  \Р

(4 0 )

где Ж  и  N — два положительныхъ числа. Подставимъ въ двой
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ной рядъ (З9) вместо у ж z усиливающих разложешя (40). Такъ 
какъ эти разложешя сходятся при | ж | < р ,  то каждое изъ 
произведетй утгп въ ряде (З9) можетъ быть разложено въ рядъ, 
расположенный по возрастающимъ степенямъ переменнаго х  и 
еходянцйся при | х  | <  р. Такймъ образомъ, заменяя въ ряде (З9) 
каждое изъ произведетй ут гп разложетемъ въ рядъ по сте
пенямъ х у мы получимъ другой тройной рядъ, всЬ коэффи- 
щенты котораго действительны, положительны и больше еоот- 
в'Ьтствующихъ коэффищентовъ перваго тройного ряда. Поэтому 
нужно только доказать, что при достаточно малыхъ положи- 
тельныхъ значешяхъ переменнаго х этотъ второй тройной 
рядъ будетъ сходящимся. Сумма членовъ, получившихся отъ 
замены въ ряде (З9) произведешя ут i 1 усиливающимъ вы

ражен! емъ
+» I 1П-\-П

И

, равна

-щ т + п

'х\т+п

лДт+п

Но это выражете отличается только множителемъ Ш отъ 
общаго члена двойного ряда, получающагося отъ перемножен 
ш я рядовъ

причемъ оба эти ряда будутъ схрдящимися, если х  удовлетво-
ряетъ неравенствамъ (§ 182, форм. (22))

Г ^  г'X <  О - ■ , т) X <  р , - = »Vr + N  v r '+ N
Такймъ образомъ, если абсолютное значеше переменнаго х  бу-

Т /детъ меньше обоихъ чиселъ q — -у. и q ^  то все раз-
сматриваемые ряды будутъ абсолютно сходящимися, и мы бу- 
демъ иметь право расположить начальный тройной рядъ по воз
растающимъ степенямъ переменнаго х.

П р и м е ч а н 1 е. — Если ряды (3 8 ) содержать постояннные 
члены Ъй и с0) то теорема будетъ верна и въ этомъ случае, 
если только | й01 <  r > I со I <̂ г>■ Въ самомъ деле, мы можемъ 
заменить разложен1е (З7) разложен1емъ по степенямъ у — \  

и г —с0 (§ 185) и такймъ образомъ придемъ къ предыдущему 
случаю.
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. I II . — НЕЯВНЫЙ Ф У Н К Ц Ш .— А Н А ЛИ ТИ ЧЕСКИ  
КРИВЫ Я И ПОВЕРХНОСТИ.

1 8 7 . Н е я в н а я  ф у н к щ я  о д н о г о  п е р е м ^ н н а г о . — Мы уже уста
новили (г л . II, § 20 и сл^д.) существовате неявныхъ функцШ 
п р и  опред'Ьленныхъ условгяхъ относительно непрерывности. 
В ъ  тФхъ случаяхъ, когда лТвыя части данныхъ уравнешй 
разложимы въ цТлые ряды, мы можемъ придти къ бо.гЬе опре- 
дфленнымъ выводамъ.

П у с т ь  б у д е т ъ  F (x ,y )  = о у р а в н е н ! е ,  л Ф в а я  ч а с т ь  
к о т о р а г о  м о ж е т ъ  б ы т ь  р а з л о ж е н а  в ъ  сходяшдйся  
р я д ъ ,  р а с п о л о ж е н н ы й  по  с т е п е н я м ъ  х — х 0, у — у0, 
п р и ч е м ъ  э т о т ъ  р я д ъ  не  с о д е р ж и т ъ  п о с т о я н н а г о  
ч л е н а ,  и к о э ф ф и ц ! е н т ъ  п р и  у — у0 о т л и ч е н ъ  от ъ  
н у л я .  П р и  э т и х ъ  у с п о в ! я х ъ  у р а в н е н 1 е F(x ,y )  = о 
и м Ф е т ъ  о д и н ъ  и т о л ь к о  о д и н ъ  к о р е н ь ,  с т р е м я -  
н щ й с я  к ъ  у0, к о г д а  х  с т р е м и т с я  к ъ  ж0, и э т о т ъ  
к о р е н ь  м о ж е т ъ  б ы т ь  р а з л о ж е н ъ  в ъ  ц ’Ь л ы й  р я д ъ ,  
р а с п о л о ж е н н ы й  по  с т е п е н я м ъ  х —х0.

Д л я  у п р о щ е ш я  в ы ч и сл еш й  п р е д п о л о ж и м ъ , ч то  х0= у 0= о ,  что  

р а в н о с и л ь н о  п е р е н е с е ш ю  н а ч а л а  к о о р д и н а т ъ  въ  т о ч к у  (ж0, у0).
П е р е н е с я  ч л ен ъ  съ  п ер в о ю  ст еп ен ь ю  у  въ  д р у г у ю  ч а с т ь , 

мы м ож ем ъ  п р е д с т а в и т ь  д а н н о е  у р а в н е ш е  въ  в и д Т

y = f(x ,y )  = a10x + a 20x2 + a11x y + a 02y2 + . . . , (41)

п р и ч ем ъ  с т е п е н ь  п о с л Т д у ю щ и х ъ  ч л ен о в ъ  б у д е т ъ  вы ш е в т о р о й .  
П о к а ж е м ъ  с н а ч а л а , ч то  ф о р м а л ь н о  мы м ож ем ъ  у д о в л е т в о 
р и т ь  ур ав н ен и ю  (41), з а м е н я я  у р я д о м ъ

у —с1х + с 2х2+ . . . + спхп+ . . .  (42)

и  п о с т у п а я  с ъ  эти м ъ  р я д о м ъ  т а к ъ , к а к ъ  ес л и  бы о н ъ  бы лъ  
с х о д я щ и м с я . В ъ  сам ом ъ  д ’Ьл’Ь , с д ^ л а в ъ  п о д с т а н о в к у  и  с р а в 
н и в а я  к о эф ф и щ ен т ы  п р и  х  в ъ  о б ’Ь и хъ  ч а с т я х ъ  у р а в н е т я ,  мы 

п о л у ч и м ъ  у сл ов 1я

С1 = = а ю ,  С2 =  а 20 "1_ а 11 С1 ' Ь а 0 2 Сх )  • • • 1

в о о б щ е , ся в ы р а зи т ся  т о л ь к о  п р и  п ом ощ и  с л о ж е т й  и  у м н о 
ж ен и й  ч ер ез ъ  к о эф ф и щ ен т ы  ал , гд-Ь i + к  <  п , и  ч ер езъ  п р е д ы -  
д у п ц е  к о эф ф и щ ен т ы  сх, с2, . . . , сп_  . Т а к и м ъ  о б р а зо м ъ  мы 
б у д е м ъ  им'Ьть

Cn =  -^>; i ( a iOJ a 20> Я1Ы ■ • • > а 0» ) ’ ( 4 3 )



где Рп есть многочленъ, всЬ коэффищенты котораго суть 
ц'Ьлыя положительный числа. Чтобы все предыдупця д-Ьй- 
ств1я были возможны, намъ остается доказать, что полученный 
такимъ образомъ рядъ (42) будетъ сходящимся при достаточно 
малыхъ значетяхъ перем’Ьннаго х. Для доказательства мы 
воспользуемся однимъ весьма общимъ пр^емомъ, основная 
мысль котораго принадлежитъ Коши; этотъ пр1емъ основанъ 
на примЪненш усиливающихъ функщй.

Пусть будетъ
cp{x,T)=2 bmnx mY n
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усиливающая функщя для функцш f { x ,y ) ; причемъ 600= J01= o , 
и каждый изъ остальныхъ коэффищентовъ Ътп положителенъ 
и не меньше | affln|. Разсмотримъ вспомогательное уравнеше

Y=<p(x, Y ) = 2 bnnx«' Г», (41)'

и попытаемся удовлетворить этому уравненпо, принявъ за 
Y  целый рядъ по х,

Y = C 1x+ C 2xi + . .  . + Спхп+ -----  (42)'

Какъ и выше, мы найдемъ для коэффищентовъ Сх, С2, . . .  зна- 
чешя

и, вообще,
101 ^2 = ̂ 20 + &11 @1 + &02 С

2̂0> • • • 1 b j .

2
ll • • • 1

(4 3 )'

Такъ какъ вс-Ь коэффиц1енты многочлена Рп положительны, 
и ] атл | <  Ътп, то изъ соотношений (4З) и (4 З )' непосредственно 
видно, что |сп| <  Сп. Следовательно, если рядъ (42)' — схо- 
дяпцйся, то и рядъ (42) также будетъ сходящимся. Но за 
усиливающую функщю <р (х, Y) мы можемъ взять выражеше 
вида

<Р (х, Y) = j
Ж

‘"ЭИ )
- М - М - ,

Q

где M ,r ,Q  — положительный числа. Тогда вспомогательное 
уравнеше (41)', по освобождении отъ знаменателя, приметъ 
видъ

х
, м ?

Q + M ^Q  + M
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Это уравнеше имйетъ одинъ корень, равный нулю при х —о, 
именно:

Г =

Полагая

2 (q + M) 2 {Q + M)V -

X
4.M(q + M) г 

Q2 X
I —-г

a= r Q
у?+  2 M)

мы можемъ представить подкоренное выражеше въ виде

х\ / х

и тогда получимъ

2{д +  М ) [ - Н ^ Н ) 4]'
Отсюда видно, что этотъ корень Y  разлагается въ проме
жутка ( —а, +  а) въ сходяпцйся рядъ. Это разложеше должно 
быть тождественно съ гЬмъ, которое получается при помощи 
непосредственной подстановки, т.-е. съ разложешемъ (42)'; 
следовательно, рядъ (42) a f o r t i o r i  — сходяпцйся въ про
межутке ( —а, +  а). Нужно однако заметить, что этотъ про- 
межутокъ есть лишь нижняя граница промежутка сходимости, 
который можетъ быть въ действительности значительно шире.

Изъ самаго способа получешя коэффищентовъ сп очевидно, 
что сумма у ряда (42) удовлетворяетъ уравнение (41). Пред- 
ставимъ уравнеше F ( x , y )  = о въ виде F  ( х , у ) = у — f ( x ,  у ) = о \  

пусть будетъ у = Р ( х )  корень, который мы выше получили. 
Сделаемъ въ F ( x , y )  подстановку у = Р  (x)+z  и расположимъ 
результатъ подстановки по степенямъ х  и z. Все члены должны 
делиться на z, такъ какъ этотъ результатъ долженъ быть ра- 
венъ нулю, если z — о, каково бы ни было значеше перемен- 
наго ж; следовательно, мы будемъ иметь тождественно

F [x ,  P(x)  + z ] - z Q ( x ,  z),

причемъ Q (ж, z) есть целый рядъ по х  и z. Заменяя теперь 
въ Q (x ,z )  переменное z черезъ у —Р(х) ,  мы получимъ тоже
ство

F  (*, У ) = [ У ~ Р ( х ) ]  (х , у ) .

Такъ какъ коэффищентъ при у въ F  (ж, у) равенъ единице, 
то постоянный членъ въ Qx (ж, у) также долженъ равняться



единице, и мы можемъ представить предыдущее тожество 
въ виде

F ( x ,  y) =  [ y - P ( x ) ] [ i + > a x + 0 y + . . .] . (44)

Это разложеше F  (х, у) на произведете двухъ множителей 
было дано Вейерштрассомъ. Оно выд'Ьляетъ корень у —Р ( х )  
уравнетя F (х, у ) — о и, кроме того, показываетъ, что уравне- 
Hie F  (х , у ) = о не им-Ьетъ другого корня, стремящагося къ нулю 
вм'Ьст’Ь съ х,  такъ какъ второй множитель не стремится 
къ нулю при приближенш х ж у къ нулю.

П р и м ■£ ч а н i е. — Предыдупцй методъ опредЬлетя коэффи- 
щентовъ с въ сущности тождественъ съ методомъ, указан- 
нымъ въ § 46. Но здесь, кроме того, видно, что рядъ, полу
чающейся при неограниченномъ продолжеши вычислен^, — 
сходящиеся.

§§ 187— 188. ш . — н е я в н ы й  ф у н к ц и и  и  п р о ч . 4З1

1 8 8 . Общая теорема. — Разсмотримъ теперь систему 7? урав
нений съ p+ q  переменными

F 1(x1, х2, . . .  , хг; уи ур) = о,
F 2 (Ху, хг, . . . ,  xg, уу, у2, . . . ,  ур) =  о,

F  р ( * 1 )  • I Xql У и  Уч.1 • • • ) Ур)= °-

(4 5 )

Предположимъ, что функцш F y , F 2, . . . ,  F p будутъ равны нулю 
при х(= ук=о {г=х, . . .  ,q] k = i , . . .  ,р) и что шгЬ разлагаются 
въ ц^лые ряды вблизи этихъ значешй переменныхъ; кроме того, 
предположимъ, что приx.—yh= о функщональный определитель 
D ( F y ,  F 2, . . .  , F . )  „

Щ у п  у2, . . . ,  Ур) v 3 v 3
В1яхъ у р а в н е н 1 я (45) и м 4 ю тъ о д н у  и т о л ь к о  о д н у  
с и с т е м у  р е ш е н 1 й  в и д а

2/l == 93! (*ц *21 • • • > Xq)> •••> Ур~<Рр(.Х11Х21 •••1 Xq)l

г д е  д>у, <р2, . . .  , <рр—ц е л ы е  р я д ы  по х1г х2, . .  . ,  xg, о б р а 
щ а ю щ е е с я  въ  н у л ь  п р и  Ху=х2—. . . = x g—o.

Мы ограничимся для простоты случаемъ двухъ уравнений 
между двумя функщями и и v и тремя независимыми пере
менными х, у, г:

•=о,
. .  .= о . } (46)

Fy=au + bv + с х  + dy + ez + 
F 2 = a'u-\-b'v + c'x+d,y+e'z+
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Такъ какъ определитель аЪ'—Ъ а по предположение, не ра- 
венъ нулю, то уравнетя  (46) можно заменить двумя урав- 
нетям и вида

v = 2 bmnpqrxmf z * u 4 % / (4 7 )

где правыя части не содержать ни постоянныхъ членовъ, ни 
членовъ первой степени по и и v. Какъ и выше, можно до
казать, что этимъ уравнешямъ можно ф о р м а л ь н о  удовлетво
рить, взявъ за и и v целые ряды по ж, у , z

са  г х* f  f  v =  2  с(ы х' i f  г1, (4 8 )

причемъ коэффищенты сш , с'ш  выразятся черезъ коэффи
щенты amnpgr, bmnpjr при помощи однихъ только сложешй и 
умножешй. Чтобы доказать сходимость этихъ разложений, нужно 
и здесь сравнить ихъ съ аналогичными разложешями, полу
чающимися при решенш двухъ вспомогательныхъ уравненш

где Ж, г, д — положительный чиела, значешя которыхъ были 
указаны выше (§ 186). Эти два вспомогательныхъ уравнетя  
приводятся къ одному уравнение второй степени

x + y + z
т ___ Q2 V  J f e 2 «■ =Q

2  р+ 4  Ж-' ' ~2р +  4 Ж  x + y + z

Это уравнете имеетъ одинъ корень, обращающийся въ нуль 
при х = у = 2 —о, именно:

U -- 4 Ф + 2 Ж )  4Ф + 2 М )

x + y + z

x + y  + z

где
а  — г р +  4 Ж(

Если абсолютный значешя переменныхъ х, у, z не превосхо-

дятъ то этотъ корень разлагается въ сходящийся целый

ряда. Следовательно, ряды (48) также будутъ сходящимися 
между этими пределами.
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Пусть будутъ % и v-y реш етя уравнетй (47), разлагаю- 
нцяся въ ц'Ьлые ряды по х ,  у, я. Полагая и=и1+ и \  v = V y + v f , 
подставимъ эти значетя и и v въ уравнетя (47) и расположимъ 
результата по степенями, х, у , я, и' v ' . При этомъ всЬ члены 
должны им’Ьть множителей и' и «/; следовательно, возвращаясь 
къ переменными х , у, я, и, v, мы можемъ представить наши 
уравнетя въ виде

(U— U y) f  + ( v - V y ) < p  =0,1
(ll — Uy) fy  +  i v  — Vy) <Pi =  0 , \  47;

где f, <p, fy (fiy — целые ряды по x, у , z, и , v. Такимъ обра- 
зомъ, реш етя  u=Uy, » = ^  отделены; но, кроме того, ясно, 
что уравнетя Fy = о, F 2 =  о не имеютъ другихъ р^шенШ, обра
щающихся въ нуль при х —у = 0 = о. Въ самомъ деле, всякое 
другое реш ете уравнетй (47)' должно обращать въ нуль 
f(Py—<pfy\ но, сравнивая уравнетя (47) и (47)', мы видимъ, что 
постоянный членъ въ f  и <рг равенъ единице, а въ fy и <р — 
нулю. Следовательно, мы не можемъ удовлетворить уравне
ние f<py — fy<p=;o, взявъ для и и v функцш, обращающаяся въ нуль 
при x —y = z = о.

189. Формула Лагранжа. — Разсмотримъ уравнеше

у = а + х < р ( у )  (49)
п предположинъ, что функщя <р (у) можетъ быть разложена въ рядъ 
по возрастающимъ степенямъ у  — а, — сходяпцйся, если абсолютное 
значеше разности у — а не превосходить нЪкотораго предала,

9 {У) =<Р (а)+(у-а) ip'(а) +  <р"(а)+

По общей теорем* § 187, уравнеше (49) им-Ьетъ одинъ и только одинъ 
корень, стремящийся къ а, когда х  стремится къ нулю. При достаточно 
малыхъ значешяхъ х этотъ корень можетъ быть представленъ суммою 
сходящагося цЪлаго ряда

у= а+ а1х+ аг х -+ ............

Вообще, пусть будетъ f ( y )  функщя отъ у, разложимая въ рядъ по по- 
ложительнымъ степенямъ разности у —а. Зам-Ьняя въ ней у  предыду- 
щимъ разложешемъ, мы получиыъ для f  (у) разложев1е по степенямъ х,  
сходящееся при значешяхъ х,  заключающихся въ ггЬкоторыхъ пре- 
д-Ьлахъ

Ш = П а ) + А 1  * + Л  * 2 +  . . + А п х п+ . . . .  ( 5 0 )

Формула Лагранжа даетъ выражешя коэффищентовъ A l t  А 2 , . .  

А п , . . .  въ функцш отъ а. ЗаыФтимъ, что эта задача есть не что иное, 
какъ случай общей задачи (§ 187). Коэффищентъ Лп равенъ w-ой произ
водной отъ f  (у) при ж=о,  деленной на п', нричемъ у  определяется 
уравнешемъ (49); очевидно, что эту производную можно вычислить 
при помощи изв'Ьстныхъ намъ правнлъ. Вычислеше кажется сложными, 
но его можно значительно сократить, воспользовавшись следующими

28КУРСЪ МАТЕМАТПЧЕСКАГО АНАЛИЗА.
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у к а з  а ш  ям и  Л ап л аса  (см. у п р . 8, гл . II.) Д и ф ф ерен ц и руя  у р ав н еш е  (49) 
п о  х  ы по а, мы  п ол учи м ъ  д л я  частн ы хъ  п р о и зво д н ы х ъ  отъ у  следую - 
щ !я  ф орм улы

[ I - х у ' { у ) ]  ?~=<р(.у), [ I —аг < p '(2 /j]  g | = i ;

п о л а га я  u  = f(g ) ,  н з ъ  п р ед ы д у щ и х ъ  ф орм улъ будем ъ и м еть

ди , . ди 
T x =(piy) Ta in)

С ъ  д р у го й  стороны , п усть  будетъ  F (у) к ак ая-н и б у д ь  ф у н к щ я  отъ  у.  
Л егко у б ед и ться  н еп осредствен н ы м ъ  д и ф ф ерен ц и рован 1ем ъ, что

д_
да (51/

в ъ  сам ом ъ д е л е ,  ди ф ф ер ен ц и р у я  правую  и  л евую  часть, получим ъ 
в ъ  обои хъ  сл у ч аях ъ

* W O >  1 1  + * М
д2и  

да дх'

Д о к аж ем ъ , что п р и  всяк ом ъ  ц-Ьломъ ч и сл е  п  им-Ьетъ м есто  ф орм ула

дп и
дхп

Н а  основании (51), эта  ф орм ула в е р н а  п ри  п =  I .  Чтобы  д о к азать  ея 
общ ность, п ред п о л о ж и м ъ , что она в е р н а  п р и  каком ъ-н и будь  частном ъ 
зн а ч е ш и  ч и сл а п.  Т огда м ы  будем ъ и м еть

а ,1+ 1ц  дп 
дхп+ 1 ~  да"~1 дх

Н о, н а  оен о в аш и  соотнош енШ  (51) и  (51)', получаем ъ

Т х [ * Ы П
с л е д о в а т е л ь н о ,

да \ оа L (2/)
П ди~ 

дх
Л  д Г
c j  да |_'р 

д я П 1 да" V  J  да]

(У)
W-f-1 диЛ _

ба_|;

Т ак и м ъ  обр азо м ъ , эта  ф орм ула в е р н а  п р и  всяком ъ  п.
П ред п ол ож и м ъ  теп ер ь , что ж = о . Т о гд а  у  обратится в ъ  а, и  в ъ  f[a ) ,  

и  w-ая  п р о и зв о д н а я  отъ  и  по  х  буд етъ  р ав н а

/дя и \ __ а " - 1
\дх"1о d a " - 1[9 (а)"/■'(«)]•

Т ак и м ъ  образом ъ , разлож енце f  (у) по ф орм ул е Т эл о р а  будетъ  и м еть ви д ъ

f i y ) = f ( a ) + x  4>( a ) f ( a ) + ~ ^ -  [,р (а)* Л ( а ) ] + . . ,
1 .2  аа
„ п  ,7П—1 (52)
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Это — и звестн ая  ф о р м у л а  Л а г р а н ж а .  Она даетъ р а зл о ж е т е  
ко р н я  у,  стремящ агося къ  а, когда ж стремится к ъ  нулю . Н иже мы 
у ви д и м ъ , между какими пределам и эта формула применима.

П р и м Ь ч а н г е .  — И зъ  общей теоремы слЬдуетъ такж е, что корень у, 
разсматриваемы й, какъ  ф ункщ я отъ а? и а, можетъ быть представленъ 
двойны мъ рядом ъ, располож енныыъ по степенямъ х  и а. Этотъ рядъ  
можно получить, зам ен яя  каж ды й и зъ  коэф ф ищ ентовъ А п его разло- 
ж еш емъ по степенямъ а. Отсюда сл'Ьдуетъ, что рядъ  (59) можно диф фе
ренцировать почленно по параметру а.

П р и м Ь р ы .  — х. У равнеш е

У = а  + ^ ( у 2-  х) (53)
имЬетъ корень, равны й а  при  ж = о . Р а з л о ж е т е  этого корня по фор- 
мулЬ Л агранж а будетъ

у = а+ 1 (ft2- 1) + IL2
ж) 2 d(a2-  i)j

da

+ .1.2. . .И \2
х)» dH~ l  (а2- ! ) "  

dan~
+ • • • •

(54)

Съ другой  стороны, рЬш ая уравнеш е (53), мы найдемъ дл я  его корней 
;в ы р аж етя

y = - ± - V  1 — 2 ах-\-х2.

Чтобы получить корень, равны й а при х  = о, должно взять  зн акъ  —. 
.Д иф ф еренцируя обЬ части у р а в н е т я  (54) по перемЬнному а, мы придемъ 
к ъ  формулЬ, отличающейся отъ полученной выше формулы (32) (§ 184) 
только обозначеш ями.

2°. И звЬстное въ  астрономш  уравнеш е К еплера (Kepler) д л я  эксцен
трической аном алш  и

x < = a+ esh u x  (55)

■имЬетъ корень и, равны й а при  е = о . Р а зл о ж е т е  этого корня по фор- 
.мулЬ Л агранж а п ри  е, близкомъ к ъ  нулю , будетъ имЬть видъ

б2 d епи = а + е  sin  аЛ------ -у  (sin2 a )4 - . . .  --------------
1 . 2  da х.2 ...и da 1

Л ап ласъ  первы й доказалъ  при помощи весьма искусны хъ npie- 
м овъ изслЬ доваш й, что нреды дупцй рядъ  — сходящейся, если е 
меньш е 0,662743. • • •

190 . Обращена функщй. — Пусть будетъ

у=а1ж+а2ж2+...+а,,ж,*+... (57)
р я д ъ , сходящШ ся в ъ  промежуткЬ ( —г ,+ г ) ,  нричемъ первы й коэффи- 
дцентъ аг не равенъ  нулю. Б удем ъ разсматривать въ  уравн ен ш  (57) у, 
к ак ъ  независимое переменное, а ж  —■ какъ  ф ун кц ш  отъ у.  По общей 
теоремЬ (§ 187), это уравнен!е имЬетъ одинъ и  только оди н ъ  корень ж, 
-стремящ ш ся к ъ  нулю вмЬстЬ съ  у , и  этотъ корень разлагается в ъ  ряд ъ , 
расп олож ен н ы й  по степенямъ у,

х=Ь1у+ЪъУг-\-Ъгу*+...+Ьпуа+ . . . .  (58)

28*
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Коэффищентьт bj, Ъ„, Ъ3, . . .  можно определить последовательно, заме
няя въ формуле (5 7 ) х  его разложешемъ (5 8 ) ц приравнивая коэффи- 
щенты при одинаковыхъ степеняхъ у . Такимъ образомъ получимъ

2 a - a - f l i f f з

ai

Общее выражеше кoэффидieБтoвъ Ъп мы можемъ также получить 
п р и  помощи формулы Л агр ан ж а . Въ самомъ д е л е ,  п о л агая

w (x) =  a1+atx+ . . .+ап хп~ '+ . . . ,

мы можемъ представить уравнете (5 7 ) въ виде
IХ - У Ч’(х )

Отсюда, по формуле Лагранжа, получиыъ разложеше корня х ,  обра- 
щающагося въ нуль вместе съ у

у(о ) 1 . 2 . . .  п а х
—  1- L S +
с"-1 W(*)/o ’

причемъ указатель о показываетъ,что после дифференцироватй должно- 
заменить х  нулемъ.

Предыдущая задача известна также подъ именемъ задачи объ о б р а- 
щ е н i и р я д о в  ъ.

191. Аналитичестя функцш. — Въ послфдукяцемъ мы будемъ 
называть а н а л и т и ч е с к о ю  ф у н к ц д е ю  всякую функцш отъ 
любого числа независпмыхъ перемФнныхъ х ,  у ,  г, . .  . , которая 
вблизи системы значений х 0, у0, можетъ быть разложена
въ цФлый рядъ, расположенный по степенямъ х — х 0, у  — у0, 
z — z0, ■ . . ,—сходящейся, пока абсолютный значешя этихъ разно
стей непревосходить н-Ькоторыхъ предФловъ. З н ач етя  ж0, у 0, гй 
могутъ при этомъ подлежать извФстнымъ ограничешямъ, на 
которыхъ мы здФсь не будемъ останавливаться. Изъ всего из- 
ложеннаго въ этой главф слфдуетъ, что эти функцш, такъ ска
зать, происходить однФ изъ другихъ. Если даны одна или 
нисколько аналитическихъ функц1й, то интегрировате или 
дифференцировате, алгебраичестя дФйств1я умножения, дгЬле- 
т я ,  подстановки одной функщи въ другую и т. д. приводить 
къ новымъ аналитическимъ функц1ямъ. Точно также рФш ете 
уравнеш й, первый части которыхъ аналитичестя функцш, при
водить къ аналитическимъ ф унтцям ъ. Такъ какъ простМ ппя 
функцш — многочлены, показательная и круговыя функцш — 
суть функщи аналитичестя, то отсюда понятно, почему первыя 
функцш , которыми стали заниматься геометры, должны были 
быть аналитическими. Важное значете этихъ функщй уяснитса
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еще бол'Ье при изученш фунгацй мнимаго переменнаго и диф- 
■ ферешцальныхъ уравнении Однако, несмотря на основное 
значеше аналитическихъ функщй, не должно забывать, что 
онгЬ составляютъ лишь очень частную группу среди всЬхъ 
ыепрерывныхъ функщй*).

192. П лоетя кривыя. — Пусть будетъ А  В  дуга плоской 
кривой. Дуга А В  называется д у г о ю  а н а л и т и ч е с к о й  
к р и в о й ,  если вблизи каждой точки Ж0 этой дуги коорди
наты (ж, у) переменной точки Ж могутъ быть разложены въ це
лые ряды, расположенные по степенямъ н'Ькотораго пара
метра t —10, — сходянцеся, если абсолютное значеше разно
сти t —10 не превосходить ггЬкотораго предела,

x =  (p{ t )=x0 + al ( t - t 0) +  a2( t - t 0)2+  . . . + an( t - t 0)n+ . . . А 
у=хр (t)= ŷ0 + b1 {t—t0) + b2 (t—t0)z + . . .+&„(#—#0)“ +-  • • •/

Точка Ж0(х0, у0) аналитической кривой называется о б ы к н о 
в е н н о ю  т о ч к о ю,  если вблизи этой точки одна изъ двухъ 
разностей у —у0, х —х0 разлагается въ сходящейся рядъ, рас
положенный по цЬлымъ положительнымъ возрастающимъ сте
пенямъ другой разности. Предположимъ, напримеръ, что при 
значешяхъ ж, заключающихся между ж0—hvix0 + h, разность у—у0 
разлагается по степенямъ ж—ж0

У-Уо =  с1( х - х 0) + с2( х - х 0)2+ . .  .+сп( х - х 0)п+ -----(6о)

Тогда точка (ж0, у0) есть обыкновенная точка, и формулу (6о) 
легко заменить двумя формулами вида (59); для этого нужно 
только положить

ж=ж0-И -*0, )
У=Уо + с1 (*-Ч) + - • - + cn( t - t 0) + -----J '  ;

Если Cj не равно нулю, какъ это и будетъ въ общемъ случае, 
то, обратно, изъ уравнешя (бо) можно получить разложеше ж—ж0 
по степенямъ у —у0, сходящееся при значешяхъ у —у0, абсо
лютное значеше которыхъ не превосходить некотораго предела. 
Такимъ образомъ, каждая изъ разностей ж—ж0, у —у0 можетъ 
быть представлена сходящимся рядомъ, расположеннымъ по 
степенямъ другой разности. Иначе будетъ, если сг равно нулю, 
т.-е. если касательная къ кривой въ точке (ж0, у0) параллельна

*) Во второмъ том* будутъ приведены примеры неаналитическихъ 
функцШ, который тЪмъ не ыенЬе имЪютъ въ нтЬкоторомь проме
жутка (а, Ъ) неограниченный рядъ производныхъ.



оси Ох.  Какъ мы увидимъ ниже, въ этомъ случай изъ формулы (6о)- 
получается разлож ете х — х 0 по д р о б ы ы м ъ  степенямъ у — у 0. 
Точно также, если въ обыкновенной точк'Ь касательная па
раллельна оси Оу, то х — х 0 можно разложить въ цйлый рядъ 
по степенямъ у — у0> но обратное предложете пе им-Ьетъ мйста.

Если вблизи какой-нибудь точки Ш0 координаты (х , у )  пред
ставляются формулами (59), то эта точка будетъ обыкновенною- 
точкою, если, по крайней м-Ьрй, одинъ изъ коэффищентовъ аг, Ъх 
отличенъ отъ нуля. Предположимъ, напршгЬръ, что ах не равно 
нулю. Тогда изъ первой формулы мы найдемъ разложете t —t0.. 
по степенямъ х —х0 и, внося это разложете, t —/0 во вторую фор
мулу, получимъ разложете у — у 0 по степенямъ х — х 0.

Зам-Ьтимъ еще, что въ обыкновенной точкй кривая можетъ 
им-Ьть только два различныхъ вида: или въ этой точк-Ъ она 
будетъ им-йть обыкновенный видъ, или эта точка будетъ точкою 
перегиба. Всякая точка, не принадлежащая къ обыкновеннымъ, 
называется о с о б о ю  т о ч к о ю .  Если дуга аналитической кри
вой не им-Ьетъ особыхъ точекъ, то она называется п р а в и л ь 
н о ю д у г о ю .

Предположимъ теперь, что въ формулахъ (59) оба коэффи- 
щента а1) Ъ± равны нулю, но что, наприм’Ьръ, а2 отлично отъ 
нуля. Тогда первую изъ формулъ (59) можно представить 
въ вид-Ь

( x - x 0f  =  ( t - t 0) [ a 2 +  as ( t - t 0) +  . .

п р и ч ем ъ  вы раж ен и е в ъ  к в а д р а т н ы х ъ  с к о б к а х ъ  м о ж ет ъ  бы ть  

р а з л о ж е н о  в ъ  щ блый р я д ъ  п о  ст еп ен я м ъ  t - t 0. И зъ  этого- 
у р а в н е т я ,  о б р а т н о , мы вы ведем ъ  р а з л о ж е т е  t — t0 п о  ст еп е-

н я м ъ  ( х — х 0)2 и ,  в н о с я  эт о  р а з л о ж е т е  t — t0 в о  в т о р у ю  и з ъ  
ф о р м у л ъ  ( 5 9 ) ,  п о л у ч и м ъ  д л я  у  в ы р а ж е т е  в и д а

з
У —У о =  ci  ~  жо) +  с2 (х -  хь>2 +  Ч  (х -  ■хо)% + -----
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Точка ( х 0 , у 0) будетъ, вообще, точкою возврата перваго вида.
Предыдущее разсуждеше можно обобщить. Если разложе

т е  х — х а по степенямъ t — t 0 начинается съ члена «-ой степени,

то отсюда для у  — у 0 получается разложете по степенямъ ( х — х 0)п . 

Можно еще заметить, что вблизи точки {х0г у0) кривая, пред
ставляемая разложешями (59), можетъ им-Ьть только четыре 
различныхъ вида: точка ( х 0 , у 0) можетъ быть обыкновенною 
точкою, или точкою перегиба, или же точкою возврата перваго 
или второго вида.
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1 9 3 . Кривыя двойной кривизны. — Дуга А В  кривой двойной 
кривизны называется а н а л и т и ч е с к о ю  д у г о ю,  если вблизи 
каждой точки Ж0 этой дуги координаты ж, у, z переменной 
точки Ж  могутъ быть разложены въ целые ряды, расположен
ные по степенямъ параметра t —10,

х — х 0 +  а 1 +  . . . +  an (t — t0)n +  . . . ,
. 2/=2/o+ \  (^—̂ o) +  • • ■+ W —to)n+ • • • > 

s>=z0 +  c1 { t - t 0) + . . .  +  cn ( t - t 0)n+ ------

Точка Ж0 называется о б ы к н о в е н н о ю  т о ч к о ю,  если две 
изъ трехъ разностей х —х0, у —у0, z —za могутъ быть разложены 
въ целые ряды, расположенные по степенямъ третьей.

Можно доказать, какъ и выше, что точка Ж0 есть обыкно
венная точка кривой, если, по крайней мере, одинъ изъ трехъ 
коэффищентовъ а 1} Ъ1г сх не равенъ нулю. Поэтому, те значетя 
параметра t , которыя соответствуют особымъ точкамъ, должны 
удовлетворять одновременно тремъ уравнешямъ *)

dx dy dz
d t = ° ’ Ж= ° ’ 1  =  ° -

Пусть будутъ х0, у0, zQ координаты какой нибудь точки М0 
кривой двойной кривизны Г , представляемой системою двухъ 
уравнешй,

F ( x , y , z ) = o ,  F 1 (x , y , z )  = о, (6 3 )

причемъ левыя части этихъ уравнешй суть целые ряды по 
х —xoi У—Vat s ~Z q- Е сли функщональные определители

JD(F, F J  7) (F, F t) Т) (F , F J
JD(x,y) ’ В  {у, в) ’ JD(e,x)

не равны одновременно нулю при ж=ж0, У  = У 0= у п, z = z .0, то точка М0
будетъ обыкновенною точкою кривой. Напримеръ, если въ

точке М0 не равенъ нулю определитель^ -̂ ’ то изъ уравне-V  (X, у)
шй (6 3 ) мыполучимъ для х —ж0! у —у0 разложешявъ целые ряды, 
расположенные по степенямъ z — z0 (§ 188).

*) Если каждой точк-Ь М ,  лежащей вблизи точки Ы а, соотв&тствуеть 
нисколько значетй параметра t, приближающихся къ t0, когда М  при
ближается къ М а, то этихъ ycnoBifi не будетъ достаточно, чтобы точка М 0, 

соотв'Ьтствующая значение t0 параметра, была особою точкою. Такъ, 
наприм’Ьръ, для 1«ривой, определяемой уравнешями у=Р, z=ts,
начало координатъ не будетъ особою точкою.



1 9 4 . Поверхности. — Часть поверхности S  называется а н а 
л и т и ч е с к о ю ,  если вблизи каждой точки М0 этой части 
поверхности координаты х, у, z переменной точки М  могутъ 
быть разложены въ целые двойные ряды, расположенные по 
степенямъ параметровъ t —t0, u  — w0,

44°  ГЛАВА I X . ----Ц'ВЛЫЕ Р Я Д Ы .----- ТРИГО НОМ ЕТРИЯ. Р Я Д Ы . § 1 9 4 .

x - x 0= a 10( t - t 0) + a01{ u - u 0) + . . .  , |
y - y o = K ( t ~ to) + boi(u-Uo)+- ■ ■ , ' (64)
Z — Zq — C10 (*—£0) + C01.(M —Mo) +  - • • , J

— сходяпцеся, если абсолютный значетя разностей t —t0, u —u0 
не превосходить некоторыхъ пределовъ. Точка М0 поверхно
сти S называется о б ы к н о в е н н о ю  т о ч к о ю ,  если вблизи этой 
точки одна изъ трехъ разностей ж—х0, y —y0, z —z0 можетъ быть 
разложена въ двойной целый рядъ, расположенный по степенямъ 
двухъ другихъ разностей. Всякая точка М0, для которой три 
определителя

Р(У, z) D (г, ж) Р ( х , у)
D  (£, и)' D  (t , и)' D  (t , г<)

не равны одновременно нулю, есть обыкновенная точка поверх
ности. Напримеръ, если первый определитель не равенъ нулю, 
то изъ двухъ последнихъ уравнешй (64) мы получимъ разло- 
жешя t —t0, и — м0 по степенямъ у -  y0, z —г0 и, вставляя эти 
разложешя въ первое уравнете, получимъ разложете х —х0 
по степенямъ у — у0 и Zs-z0.

Предположимъ, что поверхность S  дана неявнымъ уравне- 
тем ъ  F (х, у, z)=o]  пусть будутъ х0, у0, z0 координаты какой- 
нибудь точки М0 этой поверхности. Если функцш F ( x , y , z )  
можно разложить въ тройной целый рядъ по степенямъ х —х0, 
У—Уо-i z —z 0, и если при этомъ три частныхъ производ- 

dF dF dFныхъ з — ) з — > -г—  не равны одновременно нулю, то изъ общей 

теоремы (§ 188) следуетъ, что точка М0 есть обыкновенная точка.

П р и м е ч а н 1 е. — Данное выше определете обыкновенной 
точки кривой и поверхности не зависитъ отъ выбора осей коорди- 
натъ. Предположимъ, напримеръ, что точка М 0(х0, у0, z0) есть 
обыкновенная точка поверхности S. Тогда координаты соседней 
точки выразятся формулами вида (64), причемъ три определи

т е ,  z) JD(z, х) D(x, у)
теля щ Ы ' тщтущтИ пр“ i=‘"’ не раиш одж>'
временно нулю. Преобразоваше координата заменяетъ пере-



§§ 19 4 —'I 95- l v - —  тригонометрически : ряд ы  и п ро ч . 441

м-Ьнныя х, у, Z тремя новыми переменными X ,  Т, Z,  предста
вляющими линейныя функцш старыхъ

Х —а^х +  +
Y = a3x + 02y + y 2z + d2,
Z  = а%х + 03у у30 +  63,

причемъ определитель Л ^  отличенъ отъ нуля. Заме-

няя х, у, я ихъ разложетями (64), мы получимъ для X, Y, Z  
три новыхъ разложетя прежняго вида, причемъ при t= t0, и=--и0 
не можетъ быть одновременно.

Д(Х, У) _  D( Y, Z) D(Z,X)
D ( t , n )  D( t, u ) ~ D ( t ,  u)~~0-

Въ самомъ деле, изъ формулъ преобразовашя мы найдемъ

х = А^Х  +  В 3 У-Ь C^Z-j-D], 
y = A 2X + B 2Y + C 2Z + D 2, 
z = A 3X + B 3Y + C 3Z + D 3,

и легко видеть, что три приведенныхъ вьппе функщонапьныхъ 
определителя отъ X, Y , Z могутъ одновременно равняться нулю 
только въ томъ случае, если равны нулю три определителя 
отъ переменныхъ х, у, г.

IV. — ТРИГОНОМЕТРИЧЕСК1Е Р Я Д Ы .— РЯДЫ ИНОГО
ВИДА.

1 9 5 . Вычислеше коэффищентовъ. — Мы займемся здесь ря
дами совершенно иного характера, чемъ ряды, изученные нами 
выше. Въ первый разъ тригонометричесме ряды, повидимому, 
разсматривались Даншломъ Бернульи (Daniel Bernoulli) въ за
даче о колебанш струнъ. Тотъ способъ определения коэффи
щентовъ, который мы здесь изложимъ, принадлежитъ Эйлеру.

Пусть будетъ f(x) функщя переменнаго ж, определенная 
въ промежутке (а, Ъ) (§ 2). Мы предположимъ сначала, что а и Ъ 
соответственно равны —л и + л ; этого всегда можно дости
гнуть, взявъ новое переменное х г, связанное съ х  соотношетемъ

, 2 жх — (а +  Ъ)л
ОС —-------г ~ *
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Предположишь, что при всЬхъ значешяхъ ж, заключающихся 
между — л и +  л, мы имеешь

f(x)  = -£-\-(a1 cosx± b 1 sinx) + . . .
(65)

+  (a nCOS т х + Ът sin тх) + . . . . )
гд е  а 0, ах, 61 5 . . . , а  6 . . .  —  неизвестные постоянные коэф-
фищенты. Эти коэффициенты можно определить следующимъ 
простымъ npieMOMb. Напомнишь сначала следуюпця очевидныя 
формулы, въ которыхъ предполагается, что от и п — целыя 
положительный числа:

+я
s in m xd x= o ]I —к

+Л
i cosmxclx = o, если т ф о;
J  —%

:+п cos (m-n)x+cos(m+n) х+п
cos тх  cos nxdx  

—я
если тфп\

+п
cos2 m x d x

_  f «
J  —-7С

dx=о,

L (
р-гЛС

J —71

+я X +  COS2 т х dx—л,  если т ф  о;

Г+ . . 7 f +rtcos(m-w)a:-cos(m+«)a: 7I втотж sm n xdx  = \ ---- ------- ----------------- — dx=o,
J  —Я J  —я 2
если т ф п
Г+я . 2 v Р+ я 1 — cos2 т а : ,l sin2 от a; dx — l -----------------аж=л, если т у : о ;
J —я J —л 2
,+я _

J 81J —п
sinmx cosnxdx =  (*+ж“  

J - я
sin (от +  п)ж 4-sin (от—и) жd x= о.

(6 6)

Проинтегрируешь обе части равенства (65) между преде
лами—л и + л ,  причемъ въ правой части произведемъ интегри- 
poB anie почленно; мы получишь

С-т-ТГ п р+Я
I  f { x ) d x — —  \  й ж = л а 0 ; 
J - я  2 J _ w

отсюда, найдемъ вначеше а0. Умножишь теперь обе части со- 
отношен1я (65) на cos т х  или sin от ж и проинтегрируемъ между 
пределами —л  и + л .  Единственнымъ членомъ въ правой 
части, интегралъ котораго между пределами —л  и 4-л не бу- 
детъ равенъ нулю, будетъ членъ съ cos2 от ж или sin2 от ж; 
такимъ образомъ мы получимъ следую идя формулы

p-f7C г*+7С
I f(x)  c o s m x d x —л а ^  \ f  (х) sin m x d x  =лЪ
•J - п  m J _я



Следовательно, значешя всЬхъ коэффищентовъ определятся 
формулами

а0=  -  I f(a)da, а = -  I f(a)cosmada,  
ж J —п ж J —п

I С‘̂гП
Ьт— - f(a)  sin то a da. 

ж J - я

Приведенное здесь вычислеше представляетъ не более, 
какъ наведете. Въ самомъ деле, мы предположили, что раз- 
ложеюе функцш f{a) въ рядъ вида (65) возможно, и что, 
кроме того, это разложете—сходящееся между пределами — л  
и + л- Но нельзя быть увереннымъ заранее, что оба эти 
услов’ш удовлетворяются. Поэтому необходимо изследовать, 
будетъ ли полученный такимъ образомъ рядъ сходящимся, 
и будетъ ли его сумма равна f{x). Заменивъ коэффиц1енты a,., I>i 
ихъ значениями (67) и сделавъ приведетя, мы найдемъ для 
суммы (то+  1) первыхъ членовъ ряда (65) выражеше
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Но по известной тригонометрической формуле имеемъ

- 4-cosa 4-cos2a-b. . ' . 4-cosTOa =

2 T O -I-I s in -------- a

. a 2 sm - 2
и, следовательно,

или, полагая a = x + 2 y ,  

n —x

■ aTO+x 
s m -------- (a—x )

. a—x2 sm —-—
■dar

a  I  f  2 , . s in (2 T O -f-l)M  ,

n J {X + 2 y ) - ^ ~  { Щ

Ися трудность состоитъ въ томъ, чтобы найти пределъ этой 
суммы при неограниченномъ возрастанш целаго числа т. 
Для реш етя  этого вопроса предположимъ, что функция f ( x ) 
удовлетворяем следующими услов1ямъ:

I. Функщя f[x), вообще, непрерывна между —л  и + л  за 
исключетемъ к о н е ч н а г о  числа значешй переменнаго ж, при 
которыхъ она сразу переходитъ съ одного значешя къ другому
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сл’Ьдующимъ образомъ. Пусть будетъ с какое-нибудь число, 
заключающееся между — л  и + л . Всегда возможно, при лю- 
бомъ значенш этого числа с, найти такое положительное 
число 7(, чтобы функщя f (x)  была непрерывною какъ между 
с — h  и с, такъ и между с и c + h .  Пусть будетъ е какое-нибудь 
произвольно малое положительное число. Когда s стремится 
къ нулю, то f[c+e)  стремится къ некоторому пределу f(c + о), 
а /’(с _ *)■—-къ некоторому пределу f(c — о). Если f(x)  прих= с  
непрерывна, то, очевидно, f ( c )= f(c  + o)—f(c — o). Но если 
оба предела f(c + о) и f(c — о) име.ютъ различный значешя, 
то функщ я/'(е) при х = с будетъ прерывною, и мы условимся

. .  , f(c + o )  + f ( c —o)принимать за /(с) среднее ариеметическое —----- -——------•
2

Очевидно, что последнее равенство имеетъ место также 
и для всЕхъ точекъ, въ которыхъ функщя непрерывна. 
Мы предположимъ, кроме того, что при приближены! е къ 
нулю + и /'(л — f) имеютъ пределы f (  — л 4-0) и /"(л — о).
При существованш точекъ прерыва, кривая, представляемая 
уравнетемъ y —f{x),  будетъ иметь видъ, аналогичный виду 
кривой на черт, и  (стр. 168). Мы видели, что такая функ
щ я f  (х) интегрируема во всякомъ промежутке, заключающемся 
между —л и 4 - л  (§ 79); очевидно, что произведете функ
ции f (x)  на любую непрерывную функцио будетъ также интегри
руемо въ томъ же промежутке.

2. Можно разбить промежутокъ ( — л, 4-л) наконечное число 
промежутковъ, въ каждомъ изъ которыхъ функщя f(x)  будетъ 
постоянно возрастающею или постоянно убывающею.

Для краткости мы будемъ говорить, что такая функц1я f(x) удо- 
влетворяетъ у с л о в i я мъ Д и р и к л е въ промежутке (— л, 4- л ). 
Очевидно, что всякая функгця, непрерывная въ проме
жутке ( — л, 4-л) и имеющая въ этомъ промежутке только 
конечное число maxima и minima, темъ самымъ удовлетво- 
ряетъ условшмъ Дирикле.

н о е  вы ш е в ы р а ж е т е  д л я  суммы  S m+i п р и в о д и т ь  къ  разы ск аш ю  

п р е д е л а  о п р е д е л е н н а г о  и н т е г р а л а

,п
Получен-

п р и  н е о г р а н и ч е н н о м ъ  в о з р а с т а н ш  и . П е р в о е  в п о л н е  ст р о г о е



§ i 96 - IV . —  ТРИ ГО Н О М ЕТРИ ЧЕСКИ  РЯ Д Ы  И П РОЧ. 445

изслгЬдоваше этого вопроса принадлежите Леженъ-Дирикле*). 
Въ нашемъ изложенш мы отчасти будемъ следовать методу
О. Бонне**).

Разсмотримъ предварительно определенный интегралъ

т Г4 . . sin пх ,  . ,  .
J  =  Ф )  (б9 )

J 0 х

гд'Ь 7» — положительное число, меньшее ж, и <р(х) — фунмця, 
удовлетворяющая въ промежутке (о, h) услов1ямъ Дирикле. 
Если <р (х) обращается въ постоянное С, то пределъ инте
грала J  найти легко. Въ самомъ делй, полагая пх=у,  имеемъ

J С"
4

sin?/ dy\

следовательно, при неограниченномъ возрастати п, J  имеете
Jt

пределомъ — С (§ 176, формула З9).

Предположишь теперь, что функщя уз (х) положительна и убы- 
ваетъ въ промежутке отъ о до 1г. Такъ какъ подъинтеграль- 
ная функщя меняете знакъ, когда х принимаете одно изъ

значешй вида - 4  то мы можемъ представить интегралъ J  въ 
виде
/=г«0-м 1+м2-м 3+ .  . . + ( - 1 ) 4  + . . . + ( —i)“ 0?tm. (о <  0 <  I),
где

(к+Оп
Г “ , . sin пх ,
J «  < p ( x ) ^ - d x

П
1

причемъ мы предполагаемъ, что верхшй пределъ h содержится

между
тж (m + i)jrи Интегралы и0, и- . идуте въ убы-п п

вающемъ порядке; въ самомъ деле, полагая въ интеграле ик 
пх= 1;л+у,  получимъ

sin у 
у + к ж

Но при техъ предположешяхъ, к а т я  мы сделали относительно 
свойствъ функцш <р (х), этотъ интегралъ уменьшается съ воз-

*) C r e l l e ’s J o u r n a l ,  т. IV; 1829.
**) M e m o i r e s  d e s  s a v a n t s  s t r a n g e r s ,  publies p a r  l’A cadem ie 

de Belgique, т. X X III.



расташемъ указателя /о. Такъ какъ ннтегралъ J  можно пред
ставить въ двухъ видахъ

J —Uq ( м2) (и3 м4) . . . ,
J =  и0 -  +  (м2 -  г<3) +  («4 -  м5) +  • • • ,

то отсюда сл'Ьдуетъ, ято J  заключается между и0 и и0 — их. 
Такимъ образомъ J  есть положительное число, меньшее м0, 
т.-е. меньшее интеграла
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. . sm пх 7 w (х) ------- ах.х

Но посл’Ь д тй  интегралъ, въ свою очередь, меньше интеграла
”  я. . р» sin пх 7 , Г sinw 7 . .

ф( +  о) — -<fo =  y (  +  o) — ?-dij=A<p{ + о),
J Q Х J О У

« С̂  smгде А  есть значете определенна™ интеграла I — -  с(у.
Jo У

Путемъ такого же разсуж детя можно убедиться, что опре
деленный интегралъ

J ' Ч
. . s m m ;  7 9> (х ) ------- cte,

где с есть какое-нибудь положительное число, меньшее h, при 
неогранпченномъ возрастали и стремится къ нулю. Въ самомъ

деле, предположить, что число с заключается между (*—1 )^ и  — •

Какъ и выше, можно доказать, что абсолютное значете инте
грала J '  меньше

т

j  " 9  (* )
sm пх 

х clx +
Г » , . sin пх 7
J т  Ч> ( * ) --------dxх

и темъ более меньше

У (с)
( Н

ч>
+

( - )\ п  J л
гл
п

_  <  2 JT У (С)

п п с

Следовательно, при неограниченномъ возрастания и, J '  стре
мится къ нулю*).

•) Къ этому результату можно придти еще проще, воспользовавшись 
второю теоремою о среднемъ значенш (§ 7 5 ). Такъ какъ функщя <р (х) 
убываетъ, то по формул^ (5 ) (§ 7 5 ) имЬемъ

V (с)
Сi

. . sm№V .<р (я) —-— dx=х
t  . 7 I  <р(с) tsm nxax= ----- — (cos ис-c o s  u|),Г -•J c

и правая часть, очевидно, стремится къ нулю.
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Для интеграла J , т.-е. при с = о, посл4 д т й  пр1емъ не при
менима Чтобы найти предгЬлъ интеграла J", возьмемъ какое- 
нибудь число с, заключающееся между о и h, такъ чтобы 
функщя д> (х) была непрерывна между о и с, и положимъ 
д>(х)=<р(с) + 1р{х)-, очевидно, что гр(х) есть убывающая функц1я, 
положительная въ промежутка (о, с) и изменяющаяся отъ 
Ф ( 4- о) — <р (с) до нуля, когда х возрастаетъ отъ о до с. Пред- 
ставимъ интегралъ J  въ виде

т . . fusin'пх . Гс . , s in пх j  Ch sinwa: , J=cp(c) \ -------dx + 1 у>(х) ------- dx +  l <p(x) --------dxj
J Q X Jo X J C X

Jt
или, вычитая изъ обеихъ частей — ф( + о),

2

J - ? ( p (  + ° )=<р{с) | j  d x -  +  (С)—gp ( + о)]

„ С  0  ■ nh ■ ( 7 0 )Г . . sm пх , Г . . sm пх 7
+  J V>(x) ——  dx +  J 9 И  ——  х̂-

ЖЧтобы доказать, что пределъ J  равенъ — ф (4-о), доста
точно показать, что можно найти такое целое число т, чтобы при 
всякомъ значенш числа п, большемъ т , абсолютное значеше 
каждаго изъ четырехъ членовъ правой части было меньше лю
бого заранее даннаго положительнаго числа -• На основанш 
сделаннаго выше заме ч атя , абсолютное значеше интеграла

Сс . . sinwa; 7I гр ( х ) -------dx
J 0 ж

меньше A ip( + о)=А  [ф( + о)—ф (с)]. Такъ какъ, при прибли
женна х  къ нулю, д> (х) стремится къ ср (-Ьо), то прежде всего 
мы можемъ взять число с настолько близкимъ къ нулю, чтобы

Ж  8обе разности А[д>(+о)—д> (с)]и -  [ф (4- о) — ф (с)] были меньше --
2 ' 4 

После того какъ мы такимъ образомъ выбрали значеше для с,
мы видимъ, что два остальныхъ члена правой части уравне- 
ш я (70) стремятся къ нулю при неограниченномъ возраста- 
ш и п.  Следовательно, можно взять число п  настолько большимъ, 
чтобы каждый изъ этихъ четырехъ членовъ по абсолютному

8
значенш былъ меньше —• Такимъ образомъ мы имеемъ

l i m J ^ - ф ( +  о). (71)II ~ CD 2
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Мы доказали эту формулу при некоторых! ограничительных! 
предположетяхъ относительно функцш <р (х); теперь мы по
стараемся отъ нихъ освободиться. Предположишь, сначала что 
въ промежутка (о,/?) функщя др (ж) убываетъ, но не остается 
все время положительною. Въ этомъ случай всегда, можно приба
вить къ функцш до (х) такое постоянное положительное число С. 
чтобы сумма гр (х) =  др (х) +  С была положительною въ проме
ж утка отъ о до 7г. Къ функцш гр (х) формула (71) применима, 
и мы, очевидно, им-Ьемъ

Г* . sin пх , Г7' . . sin пх 7 _ Г1' sin пх 7\ до ( х ) --------ах = \ гр (х)-------- ах— С \ -------- ах;
\  х  J o ж *

но правая часть им£етъ пред’Ьломъ ^  гр (+  о) — ~  С, т.- е. ^дз (+  о).

Предположим! дал^е, что функщя до (х) возрастает! отъ о 
до 7г; тогда функщя — др (х) убываетъ, и мы имФемъ

Г4 . . sin п х  7 rh , ч sin п х  7I (р (х ) --------а х =  — I — < р (х )----- — а х .
V  х  J0 *

Следовательно, и въ этомъ случай интегралъ также стремится 
л  ,

къ —до ( +  о).

Предположим! наконец!, что <р(х) есть какая-угодно 
функщя, удовлетворяющая въ промежутка (о, /г) услов1ямъ 
Дирикле. Мы можемъ разбить этотъ промежуток! на ко
нечное число такихъ частичных! промежутковъ (о, а), (а, 7>), 
(6, с), . . . , (I, А), чтобы въ каждом! изъ нихъ функщя до (я) 
была или возрастающею, или убывающею. Мы знаемъ, что инте

гралъ отъ о до а им'Ьетъ предбломъ ^-др( + о). Что касается 

остальных! интеграловъ, имеющих! видъ

Гь sinjiz:Л =  <р (х)— <fcc,
J  а  Х

то вей они стремятся къ нулю. Предположим!, напримйръ, 
что функщя др (х ) возрастает! въ промежутка отъ а до Ъ. 
Мы можемъ безчисленными способами составить функцпо гр (х), 
возрастающую въ промежутка отъ о до Ъ, непрерывную отъ о 
до а и совпадающую съ др (х ) въ промежутка отъ а до Ъ. При 
неограниченном! возрастанш п  интегралы

Са , , sin ид: 7 Сь . , sin пх 7 
\ V(x) —  —  or, гр{х)— —  dx 
J о . Х о х



им^иотъ оба предтЕзломъ yj ( +  0); следовательно, ихъ разность, 
которая есть не что иное, какъ Н , стремится къ нулю. Такимъ 
образомъ, формула (71) доказана для вс^хъ функщй <р (х), 
удовлетворяющихъ въ промежутке (о, h) услов1ямъ Дирикле.

Разсмотримъ теперь определенный интегралъ

г1 п  ч sin и ж _ , . ч . .
( ° < ^ < л)> (72)

^ о

где функщя f(x) положительна и возрастаетъ въ промежутке 
отъ о до 1г. Мы можемъ представить интегралъ I  въ виде

(СФункщя fp{x) = f (x )~.—  положительна и возрастаетъ въ про- sin ос
межутке отъ о до /г, кроме того, f (  + o) =  g>(+o), и, следо
вательно,

l im I =  т ^ ( + °)- (7 3 )

Выведя формулу (7З) въ предположен^, что f(x) положи
тельна и возрастаетъ въ промежутке отъ о до h, мы можемъ 
затемъ доказать такъ же, какъ это было сделано выше, что 
эта формула верна для всякой функщй f(x),  удовлетворяющей 
въ промежутке (о, h) услов!ямъ Дирикле.

1 9 7 . Ряды Фурье. — Тригонометричесте ряды, коэффищенты 
которыхъ ат и Ът определяются формулами (67), называются 
обыкновенно р я д а м и  Ф у р ь е  (Fouier), такъ какъ Фурье 
первый высказалъ теорему, что всякая функщя, п р о и з 
в о л ь н о  д а н н а я  въ некоторомъпромежутке,длинакотораго 
равна 2л, можетъ быть представлена тригонометрическимъ 
рядомъ (65). Подъ словами п р о и з в о л ь н а я  ф у н к ц 1 я  онъ 
подразумевалъ функцпо, представляемую графически дугами 
несколькихъ кривыхъ, считающихся обыкновенно различными. 
Мы заменимъ это несколько неопределенное понялче более 
точнымъ, ограничиваясь функщями, удовлетворяюпщми усло- 
в1ямъ Дирикле.

Чтобы доказать, что такая функщя можетъ быть предста
влена въ промежутке (—я,  + л) рядомъ Фурье, нужно найти 
пределъ интеграла (68) при неограниченномъ возрастании т.

29
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Разобьемъ этотъ интеграпъ на два другихъ, им'Ьющихъ пре-
Jt — (С JT (С

делами соответственно о и —— > -------- и о, и положимъ во
2 2

второмъ интеграле у = —я. Мы полуяимъ
п—х

sin (2 т + 1) у
Sm+1 =  ;  j  2 п * + * у ) - sin у dy

I
л+а; 

f — ,
+  — /Л ,' 0

sin (2 m + i )  zdz.
sm «

_  ’ . Ж  — X  Ж  +  ХЕсли ж заключается между — л  и +  л, то зн а ч е т я ------и ------2 2
заключаются между о и яг, и, на основанш предыдущаго па- 
раграфа, пределъ правой части при неограниченномъ возра
стали  т равенъ

f ( x  + o) - t f (x  — o)s[^(*+°)+|/?(а:-о)] = -
Следовательно, при всякомъ значеши переменнаго х, заключаю
щемся меж ду—л и +  л, данный рядъ — сходящийся и имеетъ 
сумму f(x) .

Предположимъ теперь, что х  равно одному изъ пределовъ, 
напримеръ, —ж. Мы можемъ представить Sm+t въ виде

n7t s i n ( 2 m+ i ) y
siny

-dySm+1 =  I  f f ( - *  + ay)
J o

It
1 C* s ,  , . s i n ( 2 m + x ) y  ,=  — l т{—ж + 2 y ) -----—-------— dy
*  J 0 sm у

, 1 Cn  f l  ■ . sin(2m+i)y ,
+  -  Л - * + я у ) -----^ ------- —я  J ji sm у

2

Первый интегралъ правой части имеетъ пределъ

о).

Заменяя во второмъ интеграле у черезъ л —я, получимъ 
я

I sin(2m-f 1 ) Z ,-  f { x - 2 z ) -----
я  J о з т г

этотъ интегралъ имеетъ пределомъ о ). Следовательно г

при ж = —л  сумма тригонометричёскаго ряда равна

f  o)~f~/*( — л -f-о)
2
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Очевидно, что при х = + л  эта сумма равна тому же самому 
•пределу.

Будемъ изображать х не длиною, откладываемою на прямой, 
а дугою, откладываемою въ положительномъ направленш 
на окружности, рад1усъ которой равенъ единице, начиная 
-отъ точки перес-Ьчетя этой окружности съ положительнымъ 
-направлешемъ нгЬкотораго начальнаго щаметра. Очевидно, 
что сумма ряда въ какой-нибудь точке т окружности есть 
среднее ариеметическое двухъ пред'Ьловъ, къ которымъ стре
мятся суммы этого ряда въ двухъ точкахъ т', т", взятыхъ 
'ПО об’Ь стороны точки т, когда эти точки т', тп неограни
ченно приближаются къ точке. т. Если оба пред'Ьльныхъ 
значешя f (  — n + о), f ( n —о) различны, то точка окружности, 
лежащая на отрицательномъ конце начальнаго д1аметра, есть 
точка прерыва.

Такимъ образомъ, в с я к а я  ф у н к ц 1 я, о п р е д е л е н 
н а я  въ п р о м е ж у т к а  ( — л ,+ л ) и у д о в л е т в о р я ю щ а я  
в ъ  э т о м ъ  п р о м е ж у т к а  у с л о в 1 я мъ  Д и р и к л е ,  
м о ж е т ъ  быт ь  р а з л о ж е н а  въ  э т о мъ  п р о м е ж у т к е  
з ъ  р я д ъ  Фу р ь е .

Вообще, пусть будетъ f(x) функщя, определенная въ ка- 
комъ-нибудь промежутке (а, а + 2  л), длина котораго равна 2 л, 
и удовлетворяющая въ этомъ промежутке услов1ямъ Дирикле. 
Очевидно, что существуетъ одна и только одна функщя F(x),  
имеющая перщдъ г л и  совпадающая съ f(x) въ промежутке 
'(«, а +  гл); действительно, при всякомъ значеши х эта функ
щ я F(x)  представляется суммою тригонометрическаго ряда, 
коэффищенты котораго ат и Ът определяются формулами (67),

Предполагая, что а содержится между гй л —ж и гАл +  л, 
мы можемъ представить коэффищентъ ат въ виде

I cos mxdx, Ът = -  F(x)&mmxdx.

Такъ какъ функщя F  (х) имеетъ перщдъ 2л и совпадаетъ 
®ъ промежутке (о, сс+гя) съ функщею /"(ж), то

(7 4 )

29*



Точно такъ же мы нашли бы

-j. л« + 2Я
ът == - \  f { x )s inm xdx .  (7 5 )

л  Jot

Такимъ образомъ, если функщя f(x)  определена въ какомъ- 
нибудь промежутке, длина котораго равна 2-т, то предыдупця. 
формулы позволяютъ вычислить коэффищенты разложетя этой, 
функцш въ рядъ Фурье, не приводя пред’Ьловъ промежутка 
къ —л: и + л .
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198. П р и м е р ы .  — I. Пусть требуется найти рядъ Фурье, сумма 
котораго была быравна — i при — к < х < о  и + 1  при о < х <  + я . Изъ фор- 
ыулъ (6 7 ) им-Ьемъ

cos т х  d x =  

sin m x d x =
2 — cos n u t — cos (—т п ) 

т я

Если т  — число четное, то Ът  равно нулю; если же т —нечетное, то- 

Ът  равно Умножая воЬ коэффициенты на ” , мы получимъ рядъ

sin a; sin за; sin(2>w+i) х
I 3 ‘ 2»( +  1 (76)

Если — я  < х  < о, то сумма этого ряда равна — -  ; если же о < х  < + я ,  то его 
ясумма равна - •  Точка а;=о есть точка прерыва, и при х = о  сумма ряда 
4

равна нулю, какъ это и должно быть. Вообще, сумма ряда равна ” ,
4-

яесли вш г положительно; она равна — > если sin а! отрицательно, и
4

равна нулю при sin ж = о.
Кривая, представляемая уравнешемъ (7 6 ), состоитъ изъ безчислен- 

наго множества прямолинейных?. отр-Ьзковъ, длины которыхъ равны я ,

лежащихъ на прямыхъ у =  ± ” , параллельныхъ оси Ох, и изъ безчислен-
4

наго множества уединенныхъ точекъ ( у = о, х=Тсл), лежащихъ на оси Ох.

2. Пусть требуется найти разложеше перем-Ьннаго х  въ рядъ Фурье- 
въ промежутка между о и 2  я . Мв им'бемъ
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О тсю да находимъ

ж_7г sin х  sin  2 х  sin  за?
(77)2 2 1 2 3

■Формула (77) в ер н а  дл я  в с ех ъ  значенШ  х ,  заклю чаю щ ихся между 
о и  271, П ри равн явъ  правую часть этой формулы перем енном у у,  мы по- 
лучим ъ уравнеш е кривой, состоящ ей и зъ  безчисленнаго множества

о тр езк ев ъ  прям ы хъ, параллельны хъ прям ой у = ~ ,  и  и зъ  безчисленнаго
2

множества уединенны хъ точекъ .

П р и м е ч а н 1 е . — Если ф ун кщ я, о п ред ел ен н ая  въ  пром еж утке 
Ч — 7t, + я ) , — четная, т .-е . если f ( —x )= f(x ) ,  то в с е  коэф ф ищ енты  Ът 
рав н ы  нулю , такъ  как ъ , очевидно,

Н апротивъ , если ф ункщ я f (x)  —  нечетная, т .-е . если f ( —x) = —f(x ) ,  
то в се  коэффищ енты  ат равны  нулю, вклю чая сюда а 0. Если ф ункщ я 
-определена только въ  пром еж утке отъ о до я , то мы можемъ продол
ж ить ее в ъ  пром еж утке отъ —я  до о, полож ивъ

Т аким и  образомъ, в ъ  промежутке отъ о до я  ф ункщ я f(x )  можетъ быть 
такж е представлена рядом ъ однихъ синусовъ и ли  однихъ косинусовъ.

199. Разложен1е непрерывной функцш. Теорема Вейерштраееа. —
П усть будетъ y = f( x )  ф ункщ я, непреры вная в ъ  промеж утке (а , Ь). 
В ейерш трассъ доказали  следую щ ее замечательное предлож еш е. П у с т ь  
б у д е т ъ  8 п р о и з в о л ь н о  д а н н о е  п о л о ж и т е л ь н о е  ч и с л о .  
М о ж н о  н а й т и  т а к  о й  м н  о г  о ч л  е н ъ  .Р (ж), ч т о б ы  п р и  в с е х ъ  
з н а ч е н 1 я х ъ  х  в ъ  п р о м е ж у т к е  (а, Ь) а б с о л ю т н о е  з н а ч е -  
s i e  р а з н о с т и  f ( x )  — Р  (х) б ы л о  м е н  ьш  е s.

И зъ  множества доказательствъ  этой теоремы наиболее простое при
надлежишь Лебегу (Lebesgue)*). Разсмотримъ сначала cлeдyю щ iй частный 
-случай. Пусть будетъ хр (х) ф ункщ я, непреры вная в ъ  пром еж утке отъ — г 
до -f-i и  оп ределен н ая  следую щ ими образомъ: хр (ж)=о при — i < ж < о ,  
и  ip(a?) =  2 Jcx при о < ж < [1 , г д е  к — данное постоянное число. Мы мо
ж емъ представить хр (ж) в ъ  ви д е  хр (х)=к  [®+| х  |]. Съ другой стороны, 
при  в сех ъ  зн ачеш яхъ  х,  заклю чаю щ ихся между — i  и  + 1 , мы им еем ъ

П ри этихъ зн ачеш яхъ  х,  корень можно разлож ить в ъ  р а в н о м е р н о  
с х о д я щ и й с я  р яд ъ , располож енны й по степенями ( i  — ж2). Такимъ 
образомъ, | ®| ,  а , следовательно, и  хр (х) могутъ быть представлены 
в ъ  этомъ пром еж утке многочленомъ съ любою степенью приближевая. 
Разсмотрим ъ теперь произвольную  ф ун кц ш  f ( x ) ,  непрерывную  в ъ  про
м еж утке (а, Ъ). Разобьемъ этотъ промеж утокъ на и частичныхъ нроме-

*) B u l l e t i n  d e s  S c i e n c e s  m a t h 6 m a t i q u e s ,  стр. 278; 189S.

f ( - x ) = f ( x ) ,  или f ( - x ) = ~ f ( x ) .

}x\ = V l - ( l—Xi).
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ж у т к о в ъ  (а0, « !> ,(« ! , Й2), ■ (an_ v  ап), при чеы ъ  a = a„<a1< ai < . . .  
< ап - 1 < ап = Ь> т а к ъ  чтобы  колебание ф у н к ц ш  f  (ж) в ъ  каж дом ъ  и з ъ  н и х ъ  

£
бы ло м ен ьш е - •  П усть будетъ  L  л ом ан ая  л и т я ,  состоящ ая и з ъ  отрЬз-

к о в ъ  п р я м ы х ъ , соеди н яю щ и хъ  м еж ду  собою въ  п оелЬ довательн ом ъ  п о - 
р я д к Ь  то ч к и  к р и в о й  у —f  (ж) съ  абсциссам и а0, ах, а 2, . . . ,  Ь. О рдината, 
лю бой то ч ки  этой  лом аной  л и н ш , очеви дн о , есть н еп р ер ы вн ая  функ-

S
щ я  <р (ж) абсциссы , и  абсолю тное зн ач еш е  разн о сти  f ( x )  — <р (ж) м еньш е -•  

В ъ  сам ом ъ дЬ л Ь , так ъ  к а к ъ  п р и  а (Ь£_ 1 < ж < а ^  ф у н к щ я  <р (ж) содерж ится, 

м еж д у  / '( a /U_ 1) и  f  (а^ ), то мы  м ож ем ъ  н ап и сать

<р (ж) = f ( a /t _ 1)+Q[f(alJL) - f  (ам_!)] =  f  ( a ^ f t -  b ) + f ( a ^ ,

гдЬ  0 —  п ол ож и тел ьн ое число , м еньш ее ед и н и ц ы . Отсю да им Ьемъ 

f (x )-< p  (x) = [ f ( x ) - f ( a /jl_ 1) ] ( i - b ) + [ f ( x ) - f ( a /x)] 0.

Т ак ъ  к а к ъ  м н ож и тель  0 п ол ож и тел ен ъ  и  м ен ьш е ед и н и ц ы , то абсолю т

ное зн а ч е ш е  р азн о сти  f —<p м еньш е ^ ( i  —0+ 0) =  - .  Мы м ож ем ъ пред ста

в и ть  ф ун кщ ю  <р (ж), к а к ъ  сумму п ф у н к щ й , ан ал о ги ч н ы х ъ  вы ш е у к азан н ой  
ф у н к ц ш  гр (ж). В ъ  сам ом ъ дЬ л Ь , пусть  б уд утъ  А г, А г...........А п в е р 
ш и н ы  л ом ан ой  л и ш и  L ,  в зя т ы я  в ъ  и х ъ  п оелЬ довательн ом ъ  п оряд кЬ . 
Ф у н к щ я  <р (ж) м ож етъ  ,быть п р ед ставл ен а , к а к ъ  сумма д в у х ъ  ф ункщ й. 
1рх и  <рх, y/j п р ед став л я е тъ  в ъ  п ром еж утка  (а, Ъ) ту  прям ую , н а  которой- 
л еж и тъ  сторон а А 0 А х, а  <рх —  п р ед ставл яетъ  нЬкоторую  м ногоугольную  
ли н п о  А 0' А х . .  -А 'н, п ер в ая  сторона которой  л еж и тъ  н а  оси О ж, такъ  
к а к ъ  в ъ  п ром еж уткЬ  (а0, а г) мы долж н ы  им Ьть <р(х) = грх (ж). Ф ун к щ я 
в ъ  свою  очеред ь, р а в н а  суммЬ д в у х ъ  н еп р ер ы вн ы х ъ  ф у н к щ й  гр2 и <р2\ гр3 
в ъ  промежутк-Ь м еж ду  а  и  at р ав н а  нулю , а в ъ  вром еж уткЬ  м еж ду аг и  & 
п р ед став л я етъ  п рям ую , н а  которой  л еж и тъ  сторон а А \  А \ ,  тогда к ак ъ  <р„ 
п р ед став л яетъ  нЬ которую  м ногоугольную  ли ш ю  А й"  А х"  А г" . . .  А п" , три. 
верш и н ы  к оторой  А 0",  А " ,  А . ” леж атт. н а  оси 0 ж, и  т. д . .Т а к и м ъ  обра- 
зо м ъ , м ы  м ож ем ъ  п р ед стави ть  <р{х) к а к ъ  сумму п ф у н к щ й  <р (ж) =  4>х+  
+ V 2+ » -  • + 4 ’я> ГД* V,- есть н еп р ер ы вн ая  ф у н к щ я , р ав н ая  нулю  м еж ду а- 
и  a ,—i > и  п р ед став л яем ая  отрЬ зком ъ  нЬ которой  п рям ой  в ъ  пром еж уткЬ  
м еж д у  и  Ъ. С д Ь лавъ  зам Ь н у  п ерем Ь н н аго  Х = т  х + п  и  вы бирая 
соотвЬ тствую щ им ъ образом ъ  чи сла т и  п, м ы  м ож ем ъ пред стави ть  г|д(ж)- 
в ъ  пром еж уткЬ  ( —1, + х )  слЬ дую щ им ъ равен ством ъ

Это п о к азы в ае тъ , что ф (. (ж) м ож но п р ед став и ть  съ  любою степенью  при- 
б л и ж е т я  м н огочлен ом ъ . Т ак ъ  к ак ъ  каж дую  и зъ  ф ун к щ й  у .  можно п р е д 
стави ть  в ъ  п ром еж уткЬ  (а, Ь) м н огочлен ом ъ  съ  п ри бл и ж еш ем ъ , мень- 

£
ш и м ъ — , то я с н о , что сум м а эти х ъ  м н огочлен овъ  буд етъ  отличаться

о тъ  ф у н к ц ш  f ( x )  м ен ьш е, чЬ м ъ  н а  е.
И з ъ  п р ед ы д у щ ей  теорем ы  сл Ь д у етъ , что в с я к а я  ф  у н  к  ц  i  я ,  н е 

п р е р ы в н а я  в ъ  п р о м е ж у т к Ь  («,  6),  м о ж е т ъ  б ы т ь  п р е д с т а 
в л е н а  в ъ  э т о м ъ  п р о м е ж у т к Ь  р а в н о м Ь р н о  с х о д я щ и м с я  
р я д о м ъ  м н о г о ч л е н о в ъ .  В ъ  сам ом ъ д Ь л Ь , возьм ем ъ  п о сл ед о ва
тел ьн о сть  п о л о ж и тел ьн ы х ъ  убы ваю щ и хъ  чи сел ъ  sly ег, . . . ,  еп, общШ
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членъ которой еп При неограниченном ъ возрастании п стремится 
к ъ  нулю. Н а основанш  преды дущ ей теоремы, для каж даго числа е 

этой последовательности мы можемъ найти  такой многочленъ Р.(х) ,  
чтобы абсолютное зн ачеш е разности f(pc)—Pi (x) во всемъ проме
ж утке (а , Ь) было меньш е е.. Разсмотрим ъ ряд ъ

P i  (*) +  [Д (ж) - P i  (*)]+ . . .+ [Р„ (ж)-Рп_1 (*)] +  . . . .

Если х  заклю чается въ  пром еж утка (а, Ъ), то этотъ ряд ъ  — сходящШ ея, 
и  его сумма равн а f  (х ). В ъ самомъ д е л е , ясно, что сумма Sn его 
п первы хъ членовъ равна Р я (аз); следовательно, разность f ( x ) —Sn, абсо
лютное значеш е которой остается меньшимъ вя , при  неограниченномъ 
в о зр а с т а т и  п  стремится къ  нулю . К ром е того, р яд ъ  будетъ равном ерно 
сходящ имся, такъ  как ъ , в зя в ъ  п  достаточно болыпимъ, можно сделать  
абсолютное значеш е разности f  {х) — Sn меньш имъ произвольно малаго 
положительнаго числа при всякомъ значенш  ж, заключающемся в ъ  про
меж утке (а, Ъ).

200. Непрерывная функщя, не имеющая производной. — Въ заюпо- 
чеш е этой главы  мы приведемъ данны й Вейерштрассомъ п ри м ерь  не
преры вной функции, не имею щ ей производной ни при  какомъ значении 
переменнаго. Пусть будетъ Ъ постоянное положительное число, мень
шее единицы , и  а — целое нечетное число. Разсмотримъ функщ ю F  (х), 
равную  сумме сходящ агося безконечнаго ряд а

+°°
F ( x ) = ^ b n со&{аппх) .  (78)

»=о
Т акъ какъ  этотъ р яд ъ  — равномерно ехсдяшдйся во всякомъ проме
ж утке, то ф ун кщ я F  (ж) непреры вна при  всяком ъ значенш  ж. Если 
п р о и зв е д е т е  аЪ меньше единицы , то все, сказанное о р я д е  (78), можно 
распространить и  н а  р я д ъ , составленный и зъ  производны хъ отъ чле
новъ  перваго р яд а ; следовательно, ф ункщ я F  (ж) и м еетъ  производную , 
которая будетъ сама непреры вною  ф ункщ ею . Н апротивъ , мы покажемъ, 
что если п р о и зв е д е те  аЪ будетъ больше некотораго пред ела , то 
р я д ъ  (78) не будетъ и м еть  производной*).

Обозначимъ черезъ т  какое-нибудь ц елое число и  положимъ

т—1

&m=jr ^  &n{cos [®“ я(ж + й)] —соз(а"я® )|,
п=0
+ 0°

i?m= |  J b - l c o .  [«" n{x+h)]~ cos (annx)}.
n=m

Тогда

i ± ± h b I ^ =sa+Rn. . (79)

*) Заменяя въ (7 8 ) F ( x )  черезъ у ,  мы видимъ, что у  есть резудъ- 
татъ сложен in безчисленнаго множества гармоническихъ колебатель- 
ныхъ движений съ убывающими амплитудами и пертдами.
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П р и м е н я я  к ъ  ф у н к ц ш  cos (апях)  ф ормулу к он еч н ы хъ  п ри ращ ен ш , 
м ы  н ай д ем ъ , что абсолю тное зн а ч е ш е  р азн ости  cos [ап я  (ж f  й )]—С08 (я*яж) 
м ен ьш е я а п\Ь \ .  С л ед о в ател ьн о , абсолю тное зн ач еш е  S m будетъ  м еньш е

m—1
— ^  „ п  ъп С1 О — I
п 2 а ъ =п ^ ти=0

и , тЬмъ болЬ е, м еньш е я  ~  , если  аЪ> I .  Б у д ем ъ  искать  теперь

н и ж ш й  нред-Ьлъ абсолю тнаго зн а ч е ш я  i?m, д а в ъ  п р и р ащ е н ш  h н е к о 
торое частное зн ач еш е . Мы можемъ представить атх  в ъ  видЬ

аиж = «т+ |т,

гд-Ь ат  — н ек о то р о е  ц-Ьлое число, и  §т  заклю чается  м еж ду — ~ и +  

П олож и м ъ

7г = ет

гд-Ь ет р а в н о ± 1 . Т ак ъ  к а к ъ  | | ш | < i  , то ясн о , что h им-Ьетъ зн ак ъ , оди-

3
н ак о вы й  со зн а к о м ь  ет, и  по абсолю тному з н а ч е т ю  меньш е 

П р и  таком ъ  в ы б о р а  чи сла h им Ьем ъ п р и  п  >  т

ann(x-\-h) =  а”~т атя  ( x + h )  = ап~тя(«т+ ет).

Такъ какъ а  — число нечетное, и em= ± i ,  то произведете ®”—т(“т 4-ет)> 
гд-Ь п > т ,  одинаковой четности съ am+ i ,  и, ел-Ьдовательно,

cos[an«(a;+7i)] = (— i)“m+1'
Точно также им-Ьемъ

cos (апп х ) = cos (ап~т атя х )  =  cos [ан—тл(ат + £т)]

=  cos (а”~та тп) cos (ая -т £т я).

Такъ какъ число а”- т а ,  одинаковой четности съ а  , то 

cos (апя х ) = ( - i ) “m cos (ая—т 1̂Л«).

Следовательно, мы получаемъ

д - = (~ Т — 1 П 1 + 003n=m
Такъ какъ вей члены этого ряда положительны, то сумма этого ряда 
больше перваго члена и, сл-Ьдовательно, больше Ьт, такъ какъ £т  заклю
чается между - -  и + - •  Такжмъ образомъ, мы имЬемъ

или, принимая во внимание, что 7г<—й>
2 0
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д л я  чего числа а и  Ъ долж ны  удовлетворять неравенству

аЪ>1+  —  ■
2

457

(8° )

Т огда соотношеше (79) цоказы ваетъ, что

F (x+ Ji)—F  (х) 
h

аЪ — I —

^ M ^ f M T - s z r

ззг

Вудемъ теперь давать целому числу ж  все болы ш я зн ачеш я. П ри не- 
ограниченномъ возрастанш  ж  правая часть посл&дняго неравенства 
неограниченно возрастаетъ, и  вм есте  съ тймъ h стремится к ъ  нулю. 
С ледовательно, какъ  бы ни  было мало число е, всегда можно найти та
кое приращ еш е h, меньшее « по абсолютному значенно, чтобы абсолютное 

F ( x + h ) - F ( x ) I 
1г '

значенье - ■ было больше всякаго заран ее даннаго числа.

Т аким ъ  образомъ, если соотн ош ете (8о) удовлетворено, то функщ я F  (х) 
не и м еетъ  производной ни  при каком ъ з н а ч е т и  переменнаго х.

УПРАЖНЕНШ.

1 . П рименить формулу Л агранж а к ъ  разложенью по степенямъ х  того 
к о р н я  уравнения уг= ау+ х ,  который обращается в ъ  а при ж = о.

2 . Р еш и ть  ту ж е задачу  для уравнения y —a + x t fn+1 = о. П рименить 
результата  к ъ  квадратному уравнение а —бж-f  сж2—о: разлож ить по степе

н ям ъ  с корень, стремяпцйся к ъ  'ко гд а  с стремится к ъ  нулю.

3 . Вывести формулу

4 . Если х  больше то 2

= х \ г ( х V  I 1,3 [ х У \
У г + х  i+a;'1' 2\i+a:j 2.4 \ i + x )  '

5 . Е сли | ж | < I , то

ж = 1 _ 2 Ж _  , _ 1 _  /  2 Х  у  1 . 3  [  2 Ж  \ 5

2 1+ж2 Т 2.4 \i-t-a:2/ ~1"г.4.6!\1+ж!>)

Чему равн а сумма р яд а , если [ ж | > i?
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6. В ы вести  ф орм улу

1 Г  П Х  , п ( п - 1) / х  \Я n{n — i ) { n — T.) j а; N а 'I
'  +  о" |_  а + х  +  1 .2  [а + ж / 1 .2 .3  \а + а у

7 . П о к а зат ь , что тЬ  зн а ч е ш я  sinrna: и  соэш ж , которы й п р и  sina ; =  o 
рав н ы  соответствен н о  о и  i ,  р азлагаю тся  в ъ  р я д ы  по степ ен ям ъ  sin  ж

эштж Г . w2- 1 . , . (>и2 -  I){тг
L I -2-3 x. 2 . 3 . 4 .

m 2(m2— 4) .

— ft)
— — sin5 ж 
5

w, . , ,cos m x =  1------- sin3a :+
1 . 2  1 . 2 . 3 . 4

sin 4."» —. . . .

[М ож но во сп о л ьзо ваться  ди ф ф ер ен щ ал ьн ы м ъ  у р а в н е т е м ъ

, ' d2u du , „
) W ' ~ Vdy+ 0>

котором у удовл етворяю тъ  cos m x  и  sin  nix, р азсм атр и в аем ы я , к а к ъ  

функции отъ  у = sin  ж .]
8. В ы вести  и з ъ  п р ед ы д у щ и й »  ф орм улъ  р азл о ж еш я

cos(w arc  cos х), sin  (и arc  cos x).

—*53”—'



ГЛАВА X.
ПЛ0С1ЛЯ кривы я.

Въ Аналитической Геометрш обыкновенно разсматриваются, 
только аналитичесшя лиши и поверхности. Но для существо- 
вашя т’Ьхъ геометрическихъ элементовъ, къ определенно ко- 
торыхъ мы теперь переходимъ, нужно только, чтобы функщи» 
имели производныя до Н’Ькотораго конечнаго порядка. Такъ,. 
плоская кривая, представляемая уравнешемъ y=f(x) ,  им^етъ 
касательную, если функц1я f(x) им^етъ производную f \ x ), 
им^етъ рад1усъ кривизны, если f'(x) въ свою очередь им'Ьетъ. 
производную f"{x), и т. д..

I. — ОГИБАЮЩШ КРИВЫЯ.

2 0 1 . Разыскаше огибающихъ.— Пусть дано уравнение плос
кой кривой С

f ( x , y ,a ) = o ,  (i)

зависящее отъ перемгЬннаго параметра а. При изм^ненш этого, 
параметра кривая С будетъ, вообще, непрерывно изменяться 
по виду и по положенно. Если все кривыя О касаются неко
торой определенной кривой Е,  то эта кривая Е  называется 
о г и б а ю щ е ю  кривыхъ С; кривыя С называются о г и б а е 
мыми кривою Е.  Посмотримъ, какъ по даннымъ кривымъ С 
узнать, имеютъ ли эти кривыя огибающую, и какъ найти эту 
огибающую.

Предположимъ, что огибающая существуетъ. Пусть бу- 
дутъ (х, у) координаты точки прякосноветя Ж  кривой Е  
съ огибаемою кривою С, соответствующею значению а пара
метра. Эти координаты х, у суть неизвестный функщи пара
метра а , удовлетворяюпця уравненш (х). Чтобы ихъ найти, 
намъ нужно выразить, что касательная къ кривой, описывае
мой точкою Ж при изменеши а, совпадаетъ съ касательною.
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к ъ  к р и в о й  С. О бозн ач и л и , ч ер ез ъ  6х  и <5у  к о л и ч е с т в а , п р о п о р -  

ц ш н а л ь н ы я  н а п р а в л я ю щ и м ъ  к о с и н у с а м ъ  к а с а т е л ь н о й  к ъ  о г и 

б а е м о й  к р и в о й  С, и  ч ер ез ъ  ^ —  п р о и зв о д н ы й  отъ  н еи з-  

в-Ь стны хъ ф у н к щ й  х —(р{а) , y — ip(a). Т о г д а  д о л ж н о  быть

dx dy 
da _ d a
дх бу 2

Т а к ъ  к а к ъ  к р и в а я  С п р е д с т а в л е н а  у р а в н е т е м ъ  ( 1 ) ,в ъ к о т о -  
р о м ъ  п а р а м ет р ъ  а им ’Ь етъ  п о с т о я н н о е  зн а ч ен и е , т о  д л я  о п р е 
д е л е н и я  к а с а т е л ь н о й  к ъ  к р и в о й  С мы им Т ем ъ

df  . df  — ож-f-r- о у = о. dx dy (3)

С ъ  д р у г о й  с т о р о н ы , и  н е и з в е с т н ы й  ф у н к ц ш  х —(р (я ) , у=тр (а) 
т а к ж е  д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  у р а в н е т ю

f ( x , y , a ) = o ,

н о  а  о б о зн а ч а е т ъ  з д е с ь  у ж е  н е  п о с т о я н н о е , к а к ъ  р а н е е ,  а  н е за в и 
с и м о е  п е р е м е н н о е ;  п о э т о м у  мы б у д е м ъ  т а к ж е  и м е т ь

d_fdx d f d j  djf_ 
dx da^  dy d a ^  da '

У с л о в 1е (2 ) в м е с т е  съ  у р а в н е т я м и  (3 ) и  (4 ) д а ет ъ

s i r 0 - <5 )

У р а в н е ш я  (5 ) и  ( i )  о п р е д е л я ю т ъ  н е и зв е с т н ы й  ф у н к ц ш  
х = < р { а ) , у = 1 р { а ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в ъ  т е х ъ  с л у ч а я х ъ ,  

к о г д а  о г и б а ю щ а я  с у щ е с т в у е т ъ ,  м ы  п о л у ч и м ъ  е я  
у р а в н е н 1 е ,  и с к л ю ч и в ъ  п а р а м е т р ъ  а  и з ъ  у р а в -

,  d f
н е н х й  г = о ,  = о .da

П у с т ь  б у д е т ъ  И ( х , у )  =  о  р е зу л ь т а т ъ  и с к л ю ч е т я  п а р а м ет р а  а 
и зъ  у р а в н е т й  ( i )  и  ( 5 ) .  Н а й д е м ъ , п р и  к а к и х ъ  у с л о в 1я х ъ  эта  
к р и в а я  п р е д с т а в л я е т ъ  о г и б а ю щ у ю . П у с т ь  б у д е т ъ  С0 о д н а  и зъ  

к р и в ы х ъ  с ем ей ст в а  ( i ) ,  с о о т в е т с т в у ю щ а я  значению  а0 п а р а м ет р а ;  
д а л е е ,  п у с т ь  б у д у т ъ  (х0, у0) к о о р д и н а т ы  то ч к и  п е р е с е ч е ш я
М п к р и в ы х ъ

/ > ,  у,  Я0) =  о , к
да0
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Уравнеюя (х) и (5) определяюсь две функцш х=<р(а), у=гр{а), 
обращаюпцяся при а=а0 соответственно въ х0, у 0. Следова
тельно, при а=а0 мы будемъ иметь

, . . ,  + Ш  = о .ох о \daj о ду0 \c(aj0

Изъ этого соотношетя и изъ соотношешя (3 ) видно, что въ 
точке (х0, у0) касательная къ кривой С0 совпадаетъ съ касатель
ною къ кривой В (х, у) = о, описанной точкою (х, у), если только

* d f . d f  .не будетъ одновременно -— =  о , - ,-= о , т.-е. если точка (х0, у0)
ОХ 0 0у<)

не будетъ особою точкою кривой С0. Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  
у р а в н е н 1 е  В(х,  у) =  о п р е д с т а в  л я е т ъ  ил и  о г и б а ю 
щу ю к р и в ы х ъ  С, и л и  же  м е с т о  о е о б ы х ъ  т о ч е к ъ  
э т и х ъ  к р и в ы х ъ .

Этотъ результатъ можно дополнить следующимъ замЬчатемъ. 
Если каждая изъ кривыхъ С имеетъ одну или несколько осо- 
быхъ точекъ, то место этихъ оеобыхъ точекъ необходимо вхо
дить, какъ часть, въ кривую В{х,у)  = о. Въ самомъ деле, 
пусть будутъ (х , у) координаты одной изъ этихъ оеобыхъ то 
чекъ. Координаты (х,у) суп. функцш отъ а, удовлетворяющая 
одновременно тремъ уравнешямъ

, ,  . ' df  dff(x, у, а)=о,  г о, Jy=o,

а, следовательно, и уравнетю ^ —о. Отсюда следуетъ, что 

координаты (х, у) удовлетворяютъ уравнение В = о, получаю

щемуся отъ исключешя параметра а изъ уравнешй f — о, ^ = 0 -

Въ самомъ общемъ случае кривая R(x,  у) =  о состоять изъ 
двухъ аналитически различныхъ частей, изъ которыхъ одна 
есть собственно огибающая, тогда какъ другая представляетъ 
место оеобыхъ точекъ кривыхъ даннаго семейства. 

П р и м е р ь .  — Разсмотримъ семейство кривыхъ
f(x, у, a)=yi ~ y 2 + ( x - a )2 = о.

д /»
Мы имеемъ ^ = —2 {х—а) и, исключая а изъ уравнешй / = о,

~  =  о, получимъ уравненхе у4—у-=о,  представляющее три пря-

мыхъ у = о , у — + 1 ,у=  — I . Легко видеть, что мы можемъ по
лучить все кривыя даннаго семейства изъ кривой yi —y2+ x2= о, 
заставляя ее перемешаться параллельно Ох. Но эта последняя
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кривая иагЬетъ двойную точку въ начале координата и ка
сается прямыхъ у — +  1 въ точкахъ ихъ пересечетя съ осью Оу. 
Следовательно, прямая у = о есть место двойныхъ точекъ, 
тогда какъ прямыя у = ±  i  представляютъ огибающую въ соб- 
ственномъ смысле.

2 0 2 . Если кривыя С имеютъ огибающую Е , то к а ж д а я  
т о ч к а  э т о й  о г и б а ю щ е й  е с т ь  п р е д е л ь н о е  п о л о -  
ж  е н i е т о ч к и  п е р е с е ч  е н i я д в у х ъ  к р и в ы х ъ  р а з - 
с м а т р и в а е м а г о  с е м е й с т в а ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х ъ  
д в у м ъ  б е з к о н е ч н о  б л и з к и м ъ  з н а ч е н 1 я м ъ  п а р а 
м е т р а .  Въ самомъ деле, пусть будутъ

f { x , y , a )  = o,  f ( x , y , a  + h) =  о (7)

уравнешя двухъ кривыхъ семейства, близкихъ между собою. 
Уравнешя (7), определяющ1я точки пересечетя этихъ кри
выхъ, очевидно, могутъ быть заменены системою двухъ равно- 
сильныхъ уравнешй

f ( x ,  у ,  а) =  о, f ( x ,  у ,  a + h ) - f ( x ,  у ,  а )  

h = 0 .

При приближенш h къ нулю, т.-е. при неограниченномъ при- 
ближенш второй кривой къ первой, второе изъ этихъ уравнешй

обращается въ ~ = о ,  откуда видно, что въ пределе эти точки

Ч е р т . 37  а. Ч ерт . 37  Ъ.

П е р е с е ч е н 1я  о б р а щ а ю т с я  в ъ  т о ч к и  о г и б а ю щ ей  к р и в о й . Г ео м е
т р и ч е с к и  э т о  с в о й с т в о  п о ч т и  о ч е в и д н о . В ъ  сам ом ъ  д е л е ,  и зъ  
ч е р т е ж а  З 7  а  в и д н о , ч то  т о ч к а  п е р е с е ч е т я  N  д в у х ъ  б л и з
к и х ъ  м е ж д у  с о б о ю  к р и в ы х ъ  С, С  н е о г р а н и ч е н н о  п р и б л и ж а е т с я  
к ъ  т о ч к е  п р и к о с н о в е ш я  Ж , к о г д а  к р и в а я  С'  ст р ем и т ся  сл и ть ся
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съ кривою С. Точно также, изъ чертежа З7 Ь видно, что если 
кривыя (i) им'Ьютъ двойныя точки, то две точки пересЬчешя 
двухъ близкихъ между собою кривыхъ С, С' стремятся слиться 
съ этою двойною точкою, когда кривая О'неограниченно при
ближается къ кривой С.

Изъ предыдущего зам^чатя понятно, почему вместе съ оги
бающею мы должны получить и место особыхъ точекъ. Предпо- 
ложимъ, наприм’Ьръ, что /'(ж, у, а) есть многочленъ m-ой степени 
по а .  Для точки Ж0 (ж0, у0), взятой произвольно на плоскости, 
уравнете

/■ («о, У0, « )= о  (8)

даетъ, вообще, т различныхъ корней для а; следовательно, 
черезъ точку Ж0 проходить т различныхъ кривыхъ разсматри- 
ваемаго семейства. Ноесли точка Ж0лежитъ на кривой Л (х, у) = о, 
то мы им'Ьемъ одновременно

f ( x 0, y 0,a)=o,

и уравнете (8) гогЬетъ двойной корень относительно а. 
Такимъ образомъ мы видимъ, что кривая R (х, у)—о есть место 
техъ точекъ плоскости, для которыхъ сливаются между собою 
две изъ числа кривыхъ семейства (i), проходящихъ черезъ 
одну изъ этихъ точекъ. Но изъ черт. З7 а и З7 Ъ видно, 
что приближается ли точка N  неограниченно или къ огибаю
щей или къ кривой, представляющей место особыхъ точекъ, — 
въ обеихъ случаяхъ две кривыя семейства, проходяпця 
черезъ N,  весьма близки одна къ другой и въ пределе стре
мятся слиться.

П р и AI е  ч а н i е. — Часто бываетъ нужно найти огибающую . 
кривой

F ( x , y , a ,b )  = о, (9)

уравнете которой содержитъ два переменныхъ параметра а и Ъ, 
связанныхъ соотнопгешемъ <р (<*, &) =  о. Этотъ случай не отли
чается существенно отъ общаго случая, такъ какъ мы можемъ 
разсматривать Ъ, какъ функцш отъ а, определяемую уравне- 
шемъ <р =  о. Согласно выведенному выше правилу, мы должны 
присоединить къ уравнение (9) другое уравнете, которое 
получимъ, приравнявъ нулю производную по а отъ левой 
части уравнетя (9),

dF dFdb
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Но изъ соотношешя ср (а, Ь) = о имйемъ

д<р д(р db 
да "** dbda~° '
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db
Исключая изъ двухъ посл'Ьднихъ уравнешй получимъ

dF д<р dF dtp
da db db da

(10)

Такимъ образомъ, мы получимъ уравнеше огибающей, исклю
чая а и Ъ изъ уравнешй F=o,<p — о и изъ уравнешя (хо).

203. Огибающая прямой лиши. — Возьмемъ уравнеше прямой D  

въ норманьномъ виде
х  cos а + у  sin a — f ( a ) = о, (и )

причемъ перем-Ьннымъ параметромъ служить уголь и. Взявъ произ
водную по параметру а, получимъ

—х  sin а + у  cos a —f ' ( a ) = о. (1 2 )

Изъ уравнешй (и ) и (1 2 ) мы найдемъ координаты точки прикосно-
вешя подвижной прямой D  съ оги- 

Черт. 38. бающею

x = f { a )  cos a - f ' ( a )  sin a, 
y = f ( a )  sin a + f f(a) cosa.J

Легко убедиться, что касательная къ 
кривой Е ,  описываемой точкою (х, у), 
есть въ самомъ дЬл% прямая D ;  дей 
ствительно, изъ уравнешй (1 3 ) ттЬемь

dx= -[/■(«)+/■"(“)] sin a da,\ 
d y =  [f (a) +/'"(a)] cos к da, /  1 4')

и, следовательно,

d x
— ctg a.

Ho ctg к есть угловой коэффищентъ прямой _D. Обозначая черезъ s длину 
дуги огибающей, мы получимъ изъ уравненШ (1 4 )

ds -  VdxP+dy* = ± [ f ( a ) F f 'W ld a ,
и, следовательно,

S = ± [ j  /‘(a)da+/',(«)]-

Отсюда видно, что взявъ за f{«) производную отъ ааранее известной 
функция, мы получимъ спрямляемую кривую*).

*) Все количества, входяпря въ формулу для s,
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Положимъ, наприм-Ьръ, f(a) =  l sin a cos а. П олагая въ уравяен ш  (и )  
последовательно у = о, аз=о, получимъ (черт. 38) OA = l sin а, 0 В = 1 со зк , 
и , следовательно, А В  = 1. Мы видим ъ, что искомая кривая есть оги
бающая прямолинейнаго отрезка постоянной длины  I, концы котораго 
екользятъ  по двумъ взаимно перпендикулярны м ъ прямымъ. Ф ор
мулы (13) даютъ здесь

х — 1 sin3 «, у  —I cos3 а,

и уравнеш е огибающей будетъ
2 2

Это — уравнен1е гипоциклоиды  съ четырьмя точками возврата; она 
и м еетъ  ви д ъ , представленны й на черт. (38). П ри изменении а отъ о

7Г '
до - (  точка п р и к о сн о в е тя  М  описываетъ дугу DC. Д лина этой дуги , 

считая отъ точки D,  равна
Са з I

?= \ 3I sin a cos a da — — sin2«. Jo 2
Пусть будутъ I  верш ина прямоугольника, поетроеннаго на О А и ОБ, 

и  М  — о сн о в ате  перпендикуляра, опущеннаго изъ  I  на А В .  И зъ  тре- 
угольниковъ  A M I ,  А М Р  им еем ъ

A M —A I cos u= l  cos2 а, А Р = А М sin a  =  Z cos2 a sin а.

СлЬдовательно, O P = O A ~ A P = ls m sa, и  точка М  есть точка прикосно- 
веш я прямой А В  съ  огибающею. Отсюда получаемъ

B M = l - A M = l  sm2 «;
Ятакимъ образомъ, длина дуги  D M = ~ B M .

204. Огибающая окружности. — Пусть будетъ

(ж -а )2+ (1 /-6 )2-б>2= о  (15)

уравнеш е окруж ности, г д е  a, b, q суть функцш  переменнаго параметра t. 
Мы знаем ъ, что точки, в ъ  которы хъ окружность (15) касается огибающ ей, 
суть точки пересечеш я этой окружности съ прямою

( х - а )  a '+ ( y —b)b'+QQ'-o. (16)

П рям ая (16) перпендикулярна к ъ  касательной къ  кривой , описываемой 
центромъ (а, Ъ) окруж ности при изм-Ьнеши параметра <; равстояш е этой

прямой отъ центра равно q г д е  s — длина дуги  кривой С, отсчи-

имею тъ геометрическое зн ачею е. Т акъ , « есть уголъ между Ох и  перпен- 
дикуляром ъ  ON, опущ енны мъ и зъ  начала координатъ н а  подвижную  
прямую , f  (а) —  разстояш е ON  отъ начала координатъ до этой прямой, 
Г(«) равно по абсолютному зн ач ен ш  разстоянпо M N  отъ точки прикос
н о в е т я  М  подвиж ной прям ой съ  ея огибающею до о с н & в а т я ^  перпен
дикуляра, опущ еннаго и зъ  начала координатъ  н а  подвижную  прямую. 
Эта формула епрям леш я назы вается иногда ф о р м у л о ю  Л е ж а н д р а ..

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 30
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тываемаяотъ какой-либо определенной точки этой кривой. Прямая (16) 
пересекаетъ окружность въ двухъ точкахъ А7, А7',  симметричныхъ отно

сительно касательной МТ; следова
тельно, огибающая будетъ состоять 
изъ двухъ ветвей Е , Е ', который, 
вообще, не будутъ аналитически раз
личными. Разсмотримъ несколько 
частныхъ случаевъ.

I. Если q постоянно, то хорда 
прикосновения N N '  обращается въ 
нормаль Р Р ' къ кривой О, и огибаю
щая состоитъ изъ двухъ параллель- 
ныхъ кривыхъ С\, Сг' . Мы получимъ 
эти кривыя, откладывая на нормали 
къ кривой С по обе стороны отъ 
точки М постоянную длину р.

2 . Если p = s+ c , то = и хорда N N '  обращается въ касатель
ную къ окружности въ точке Q. Въ этомъ случае обе ветви огибающей 
сливаются въ одну кривую Г , и нормалями къ этой огибающей Г  слу
жить касательный къ кривой С. Кривая С называется въ этомъ случае 
р а з в е р т к о ю  кривой Г; обратно, кривая I  называется р а з в е р 
т ы в а ю щ е ю  кривой С (см. § 206).

Если d(> > ds, то прямая (16) не пересекаетъ окружности, и огибаю
щая будетъ мнимая.

В т о р и ч н ы  я к а у с т и к и .  — Предположимъ, что рад^усъ пере
менной окружности пропорщоналенъ разстояшю центра этой окруж
ности отъ некоторой постоянной точки О. Примемъ эту точку О за 
начало координатъ. Тогда уравнеше окружности будетъ иметь видъ

(ж - а)2+ (у -  Ь)2=к2(а2+Ь2),

где  к — постоянный множитель. Уравнеше хорды прикоеновешя будетъ 

( х —а)а '+ {у — Ъ)Ь'+ кг(аа'+ ЬЪ')=о.

Пусть будутъ б и б' разстояшя центра М(а, Ъ) окружности отъ хорды 
прикоеновешя А/А7',  и отъ параллельной ей прямой, проведенной черезъ

начало координатъ (черт. 40). Изъ преды- 
дущихъ уравнений имеемъ д=к2дг. Следо
вательно, мы получимъ хорду прикосно- 
вешй, взявъ на рад1усе М  О такую точку Р, 
чтобы М Р = кгМО, и опуетивъ изъ точки Р  
перпендикуляръ на касательную М Т  къ 
месту центровъ С даннаго семейства 
окружностей. Предположимъ, что к<  I, и 
пусть будетъ Е  ветвь огибающей кривой, 
расположенная по одну сторону съ точ
кою О относительно касательной къ кри
вой С. Обозначимъ черезъ г и г  углы, 
образуемые прямыми МО и ЖАГ съ нор

малью M I. Мы будемъ иметь

. . M q . М р  sin i M q М О  i 
з т г  =  т т7 5 > sin »•= —  =  т г  =  г

M Q  M N  sin г М р  М Р  к

Черт. 39.

Лп
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Предположимъ, что въ О находится светящаяся точка, и что кри
вая С служить лишею разд-Ьла между средою, въ которой находится 
точка О, и другою средою, показатель преломлешя которой относительно

первой среды равенъ i .  ПослЬ преломлешя падаюнцй лучъ ОМ обра

щается въ преломленный лучъ МВ, который, по закону преломлешя, 
■будетъ лежать на продолженш прямой MN. Следовательно, все пре
ломленные лучи M R  будутъ нормальными къ огибающей Е, которая 
называется в т о р и ч н о ю  к а у с т и к о ю  ч е р е з ъ  п р е л о м л е н !  е. 
Каустика въ собственномъ смысле, или огибающая преломленныхъ 
лучей, есть развертка вторичной каустики.

Вторая ветвь огибающей Е '  не имеетъ, разумеется, никакого физиче- 
■скаго значешя; она соответствовала бы отрицательному показателю 
преломлешя. Если мы предположимъ к = 1 , то огибающая обратится 
въ  самую точку О, тогда какъ огибающая Е '  будетъ геометрическимъ 
местомъ точекъ, симметричныхъ съ точкою О относительно касательной 
къ кривой С. Вместе съ темъ эта кривая будетъ также вторичною 
каустикою ч е р е з ъ  о т р а ж е н ! е  для световыхъ лучей, выходящихъ 
изъ точки О и отражеяныхъ отъ кривой С. Такимъ же образомъ можно 
доказать, что если изъ каждой точки кривой С мы опишемъ окруж
ность раддусомъ, пропорщональнымъ разстоянно этой точки отъ не
которой неподвижной прямой, то огибающею этихъ окружностей будутъ 
вторичныя каустики для световыхъ лучей, выходящихъ изъ безко- 
нечно удаленной светящейся точки.

I I ,  — К Р И В И З Н А .

205 . Р а д !у с ъ  к р и в и з н ы .— С огласно обы чному п р е д  став л ен !»  
о  к р и в и з н е , к р и в и зн а  л и ш и  гЬмъ бол-fee, ч ем ъ  бы ст р ее  эта  
ливня у д а л я е т с я  отъ  св оей  к асател ь н ой . Ч тобы  п ерейти  отъ  
эт о го  н и ск ол ь к о  н ео п р ед ел ен н о г о  п р е д с т а в л е т я  къ точном у  
о п р е д е л е н н о , разсм отрим ъ сн ачала о к р у ж н о ст ь . Е я  к р и ви зн а  
в озр астаетъ  съ  у м е н ы н е т е м ъ  р ад1уса ; п оэт ом у  естеств ен н о  
п р и н я ть  за  м ^ р у  е я  кривизны  н а и б о л е е  п р остую  ф у н к ц ш  ра-  
f l iy c a , ув ел и чи ваю щ ую ся  в м е с т е  съ  у м е н ы н е т е м ъ  этого  р а д 1 у са ,

т . - е .  обр атн ую  ф у н к ц ш  p a fliy c a  Р азсм отрим ъ н а  ок р у ж н о ст и

p a f l iy c a  R  д у г у  А В ,  соотв етств ую щ ую  ц ен тр ал ьн ом у у г л у  со. 
У г о л ъ  м е ж д у  касательны м и въ к о н ц а х ъ  д у г и  А  и В  б у д ет ъ  
т а к ж е р а в ен ъ  со, и  д л и н а  д у г и  А В  б у д е т ъ  р а в н а  s=B<v\ 
•сл ед ов ател ь н о , к р и в и зн у  о к р у ж н о сти  м ож но так ж е и зм ер я ть

частны мъ —  О ч ев и д н о , что это  н ов ое о п р е д е л е т е  кривизны

м ож н о р а сп р о ст р а н и т ь  н а  всяк ую  п л оск ую  к р и в у ю . П у ст ь  
б у д е т ъ  А В  д у г а  п л оск ой  к р и в о й , н е и м ею щ а я .т о ч ек ъ  п ер еги б а ;  
п у с т ь  б у д е т ъ , д а л е е ,  у г о л ъ  м е ж д у  касательны м и въ к о н ц а х ъ

30» ;
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э т о й  д у г и ,  п р и ч ем ъ  н а п р а в л е ш е  э т и х ъ  к а са т ел ь и ы х ъ  с.оотвгЬт- 
с т в у е т ъ  н е к о т о р о м у  о п р е д е л е н н о м у  н а п р а в л ен н о  н а  к р и в о й ,

н а п р и м е р ъ , н а п р а в л е ш ю  отъ  А  д о  В .  Ч а с т н о е  —г б  назы -

Черт. 41.

arc А В
в а е т с я  с р е д н е ю  к р и в и з н о ю  д у г и  А В .  Е с л и  т о ч к а  В  н е 
о г р а н и ч е н н о  п р и б л и ж а е т с я  к ъ  т о ч к е  А ,  то  эт о  ч а с т н о е , в о о б щ е , 
с т р е м и т с я  к ъ  н е к о т о р о м у  п р е д е л у ,  к о то р ы й  н а зы в а ет ся  к р и 
в и з н о ю  в ъ  т о ч к е  А .  Р а д 1у с ъ  к р и в и зн ы  есть  р а д 1у с ъ  т а 

к о й  о к р у ж н о с т и , к о т о р а я  и м е е т ъ  

т у  ж е  к р и в и з н у , что и д а н н а я  
к р и в а я  въ  т о ч к е  А ;  с л е д о в а 
т е л ь н о , р а д 1 у с ъ  к р и в и зн ы  есть  
к о л и ч е с т в о , о б р а т н о е  к р и в и з н е .  
П у с т ь  б у д у т ъ  s д у г а  к р и в о й , о т 
сч и ты в аем ая  отъ  н е к о т о р о й  о п р е 
д е л е н н о й  т о ч к и  э т о й  к р и в о й , и  

а — у г о л ъ , о б р а зу ем ы й  н а п р а в л е-  
ш ем ъ  к а с а т е л ь н о й  съ  к ак и м ъ -  

н и б у д ь  п о ст о я н н ы м ъ  н а п р а в л е т е м ъ , н а п р и м е р ъ , съ  осью  
Ох.  О ч е в и д н о , ч то  с р е д н я я  к р и в и з н а  д у г и  А В  р а в н а  а б с о 

л ю т н о м у  зн ач ен ь ю  ч а ст н а г о  ^ - О т с ю д а , р а д 1у с ъ  к ри ви зн ы
Z I S

б у д е т ъ  р а в е н ъ

Г) , 1 - As ds R =  ± l i m  —  =  + T - -  
A a da

П р е д п о л о ж и м ъ , ч то  у р а в н е ш е  р а зсм а т р и в а ем о й  к р и в о й  ре
ш е н о  о т н о с и т е л ь н о  у , т . - е .  п р е д с т а в л е н о  въ  в и д е  y = f ( x ) .  
М ы и м е е м ъ

a  =  a r c t g y ' ,  da- у "  dx 
i + y , v

d s = \ / i  +  y '2 dx,

и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,

R =  + ( I + y *)1
y " ( 1 7 )

Т а к ъ  к а к ъ  р а д о у с ъ  к р и в и зн ы  ест ь  к о л и ч ест в о  с у щ ест в ен н о  
п о л о ж и т е л ь н о е , т о  зн а к ъ  +  у к а зы в а ет ъ  з д е с ь ,  ч то д о л ж н о  
б р а т ь  а б с о л ю т н о е  з н а ч е т е .

О т л о ж и м ъ  н а  н о р м а л и  к ъ  к р и в о й , н а ч и н а я  отъ  то ч к и  А  и  
в ъ  н а п р а в л е ш и  в о г н у т о с т и  к р и в о й , д л и н у , р а в н у ю  р а д 1 у с у  
к р и в и зн ы . Мы п о л у ч и м ъ  та к и м ъ  обр авом ъ  т о ч к у  7 , к о т о р а я  
н а зы в а е т с я  ц е н т р о м ъ  к р и в и з н ы .  К р у г ъ ,  оп и сан н ы й  изъ  
т о ч к и  7  р а д о у с о м ъ , равн ы м ъ  Л , н а зы в а ет ся  к р у г о м ъ  к р и -
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в и з  н ы .  П усть  б у д у т ъ  (х:, уг) коорди наты  ц ен т р а  кривизны . 
Э ти к оорди наты  у д о в л е т в о р я ю т  с о о т н о ш е т я м ъ

(  т  -4- « ^ \ 3
(хг - х) +  (ух - у )  у 1 =  о , (а?* -  х )2 +  (уг -  у)2 =  —

у
причем ъ п ер в ое соотн ош еш е п ок азы в ает е , что точ к а I  л еж и т е  
н а  нор м ал и , а  в т о р о е ,— что р а з с т о я т е  ея  отъ  точки А  
р авн о  R.  И склю чая х5 изъ эти хъ  уравн ен и й , получим ъ

I + у '2
Уг У=  i  Т77/

Ч тобы  у зн а т ь , к ак ой  дол ж н о  взять зн а к ъ , зам'Ьтимъ, что 
если  у "  п ол ож и тел ь н о , к ак ъ  н а  чер т. (4 1 ) , то  у 1 —у  д о л ж н о  
быть п ол ож и тел ьн о , и  н у ж н о  взять зн ак ъ  + ;  есл и  ж е  у "  от
р и ц а тел ь н о , то уг—у дол ж н о  быть так ж е отр и ц ател ь н о , и  
п о том у  зд ’Ьсь так ж е н у ж н о  взять зн ак ъ  + .  С л ед о в а т ел ь н о , д л я  
к о о р д и н а т ъ  ц ен тр а  кривизны  мы будем ъ  и м ет ь  '

*-*-*£> (*>
Е сл и  к оорди н аты  (х , у) точекъ  к р и в ой  вы ражены  въ ф ун к ц ш  

п ер ем ен н а го  парам етра t r  то  мы и м еем ъ  (§ 33)

У - t x '  У" =
ду dxd2y —dy сРх 

da? ’

и формулы (17) и (18) обращ аю тся  въ сл ед у н н щ я

Л = ±
(dx2 +  dy2)2

~  dxcPy — dydPx'
dx(dx2+ d y 2) , 

У1 y dx cPy—dy (Px хл —x — —
dy (dx2 +  dy2)
dxd?y—dyd2x

(19)

В ъ  т о ч к е  п ер еги б а  y " = о , и  р а д 1усъ  кривизны  обр ащ ается
въ  безк он еч н ость . В ъ  т о ч к е  в озв р ата  п ер в аго  в и д а  у раз-

1
л а г а ет ся  п о  степеням ъ х2, причем ъ разлож ение начи н ается  
съ  члена съ  п ервою  степенью  х\  с л ед о в а т ел ь н о , у '  и м еет ъ  к о 
н еч н ое  зн а ч еш е , т о г д а  к ак ъ  у "  безк он еч н о  велико; такимъ  
о б р а зо м ъ , въ этой  т о ч к е  р а доусъ  кривизны  р ав ен ъ  н ул ю .

п  р и м Ь ч а н 1 е .— Если координаты точекъ выражены въ функцш 
длины дуги кривой, причемъ эта длина принимается за независимое 
перем-Ьнное, то мы имеемъ'

х = ф ) ,  y=V(s);
такъ какъ dxs+dy!l=ds!‘, то функцш <р - ж у  удовлотворяютъ соотнц- 
шешямъ

Ф,2(3)+Ч>'Ч$)=*>



Р-Ьшая эти ур авн етя  по <р’ и tр', получимъ
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ц>'

v V ^ + v " 2

гдЪ е=  ± I. Въ этомъ случа-Ь формула, определяющая рад1усъ кри
визны, принимаетъ сл-ЬдуюшДй изящный ввдъ

^=Г9>"(5)]'2 +  [«'"(«)]г- (20)

206. Развертки. —  Для всякой точки кривой центромъ кри
визны служитъ предельное положение точки пресечешя двухъ, 
безконечно близкихъ нормалей. Въ самомъ дФлгЬ, возьмемъ 
уравнете нормали

X - x + { Y - y ) y ' = o , .

где X ,  Y  — текупця координаты. Чтобы получить точку пере- 
сечетя этой нормали съ безконечно близкою нормалью, намъ 
нужно присоединить къ этому уравненпо другое, которое мы 
получимъ, приравнявъ нулю производную по х  отъ левой части 
предыдущего уравнетя, т.-е.

- i - y ' 2 +  { Y - y ) y "  =  o .

Значете Y , получающееся изъ этого уравнетя, есть какъ 
разъ ордината центра кривизны; такимъ образомъ, теорема 
доказана. Отсюда следуетъ, что место центровъ кривизны 
плоской кривой есть огибающая нормалей или развертка  
этой кривой.

Прежде чемъ приступить къ более подробному изученш 
отношешя между кривою и ея разверткою, мы предварительно 
условимся точнее въ выборе некоторыхъ направлен .̂ Будемъ 
отсчитывать длину дуги плоской кривой отъ какой-нибудь 
неподвижной точки, взятой на этой кривой, въ одну опреде
ленную сторону; пусть будетъ а  уголъ, образуемый съ осью О х  

касательною, проведенною въ направлеши возрасташя дугъ- 
Изъ формулы tg а = у '  имеемъ

cosa = ±
1

j / l + у ' 2

Въ правой части всегда нужно брать 8накъ + ; въ самомъ дел е, 
если х  я  s  одновременно воврастаютъ или убываютъ, то уголъ a —  
острый, если же i n s  изменяются въ противоположных!, напра- 
влетяхъ, то уголъ а  —  тупой (§ 81). Точно также, обозначая
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черезъ & уголъ, образуемый касательною съ осью О у ,  мы будемъ 

иметь cos/S=̂ | Эти формулы можно также представить въ виде

d x  . du
cos а = - т-, sma=-fi 

d s  d s

причемъ уголъ а  отсчитывается въ томъ же направленш, какъ 
въ тригонометрш. Зам’Ьтимъ далее, что если на дут is н'Ьтъ 
точекъ перегиба, то на ней можно выбрать такое направлеше, 
чтобы s  и а  изменялись въ одинаковомъ направленш, т.-е. или 
оба возрастали, или оба убывали; тогда мы будемъ иметь 

ds
вдоль всей дуги В = П р и  такомъ выбора легко видеть,

изсл'Ьдуя на чертеже два возможныхъ здесь случая, что на- 
правлете отрезка, им'Ьющаго началомъ точку кривой, а кон- 
цомъ — центръ кривизны, всегда образуетъ съ осью О х  уголъ

а 1 — а + ^ -  Следовательно, для координатъ центра кривизны мы

получимъ формулы

х х= х + В  cos о + —• ] = * — В  sin а ,

ух= у  + В  sin \ а + ^ = у  +  В  cos а;

отсюда имгЬемъ

dxx= G O S a d s — В  cos a d a — sin  a  d B  =  — sin a  d B ,  

d y x—sin a d s—В  sin a  da  + cos a  d B =  +  cos a  d B .

Изъ этихъ формулъ прежде всего находимъ ^  = — ctga;

эта формула показываетъ, что касательная къ развертке есть 
нормаль къ данной кривой, какъ это уже было доказано не
посредственно (§ 204; а).' Далее, мы имеемъ

ds  ̂ -\-dyx= d B 2,

или d s r = + d B .  Предположимъ, для определенности, что при 
п'еремещети вдоль кривой С  (черт. 42) отъ М х до Ж2 рад1усъ 
кривизны постоянно возрастаетъ, и будемъ отсчитывать дугу 
развертки въ такомъ направленш, чтобы эта дуга возрастала 
вместе съ В .  Тогда изъ предыдущей формулы имеемъ d s x= d B ,  

или s x = B + C ,  и, следовательно, arc/1Т2= В 2 — В х. Такимъ  
образом ъ, длина дуги развертки равна раз
ности рад1усовъ кривизны кривой (С), соот-  
ветствующихъ двумъ концамъ этой дуги.
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Это свойство позволяешь, зная развертку  (D), вычертить 
непрерывнымъ движешемъ резвертывающую ( С ) .  Въ са- 
момъ деле, представимъ себе, что на развертке ( D ) ,  начиная 
отъ произвольной точки А ,  навита нить, которая загЬмъ отхо
дить отъ развертки въ точке 1 2 , принимая направление каса
тельной /2 М 2. Если мы обр-Ьжемъ нить А  Т2 М 2 въ Ж2 и будемъ 

 ̂ ^ наматывать ее на развертку, все время
■ ' держа нить натянутою, то конецъ нити

Ж2 опишетъ развертывающую ( С ) .

Это построете можно также описать 
следующими образомъ. Пусть будетъ s  

длина дуги A I  развертки; отложимъ на 
каждой касательной къ развертке длину 
1 Ж — 1 такъ, чтобы l  +  s  имело постоянное 
значете. Изменяя это постоянное, мы по- 
лучимъ безконечное множество разверты- 
вающихъ, который всЬ получатся изъ одной 
изъ нихъ, если мы будемъ откладывать на 

нормаляхъ къ ней произвольную постоянную длину.
Замйтимъ, что эти свойства можно легко получить изъ общей 

формулы для дифференщапа длины отрезка (§ 82)

d l — — cos o>l — d a 2 cos ю2 •

Если прямолинейный отр-Ьзокъ перемещается, оставаясь каеа- 
тельнымъ къ кривой,описываемой однимъ изъ его концовъ, и если 
онъ при этомъ остается нормальнымъ къ кривой, описываемой

друримъконцомъ,томыим'Ьемъсо1=я, о>2=^; отсюда d l — d<sY= о.

Если же отр з̂онъ нормаленъ къ одной изъ двухъ кри- 
выхъ, и длина I постоянна, то d l = о, cost»1=o, и, следова
тельно, cos cd2= o .

Въ этомъ изложенш теоремы о длине дуги развертки весьма 
Черт. 43. существенно предположете, что ращусъ

кривизны изменяется между концами 
разсматриваемой дуги въ одномъ и 
томъ же направленш. Въ противномъ 
случае теорема должна быть выражена 
иначе. Заметимъ прежде всего, что 
если въ какой-нибудь точке рад!усъ 
кривизны имеетъ maximum или mini
mum, то d R — o ,  и отсюда d x 1 = d y l = o )  

следовательно, развертка имеетъ точку возврата. Предполо-



И . ----КРИВИЗНА.§ §  2 0 б — 2 0 7 . 4 7 3

ж и м ъ , н ап р и м ’Ь ръ, что р а д 1 у съ  к ривизны  имЪетъ m a x im u m  

въ точ к ’Ь Ш \  мы им'Ьемъ

arc I I y = I M — 1гМ г, 
arc I l 2 =  I M  — I 2M 2,

и , с л е д о в а т е л ь н о ,

arc I XI I 2 =  2 I M -  J jJ f j  -  I 2M 2.

В ъ  этом ъ с л у ч а е  р азн ость  I 1M 1—I 2M 2 р а в н а  н е  сум м е  
д у г ъ  I I lf  1 1 2, а  и х ъ  р а зн о сти .

207. Циклоида.— Циклоидою называется кривая, которую опиеы- 
ваетъ точка окружности, катящейся безъ скольжешя по неподвижной
прямой. Примемъ непо
движную прямую за ось Ох, Черт. 44.
ту точку, въ которой окруж
ность касалась этой нря- У 
мой въ началЬ движ ет я 
(т.-е. когда точка, описы
вающая циклоиду, была 
точкою касатя), — за на-

т в

S

\ 
« 

W

чало координатъ, и перпен- 0 V \  | О, х
дикулярную прямую — за \ \  \ 1
ось Оу. Когда движущаяся М || /
окружность касается пря- \/
мой Ох въ точкЬ I , то точка Г В'
этой окружности, которая
была сначала въ 0, переходить въ точку М, и мы им’Ьемъ arc IM  =  01. 
Примемъ за независимое перемЬнное уголъ у между радаусомъ СМ и 
рад1усомъ С1. Обозначая черезъ Р  и Q проекцш точки М  на 01  и 
на IT ,  мы будемъ имЬть для координатъ точки М  (черт. 44)

x = O I—IP=R<p — R  sin у, y=M P= IC +C Q = R—R  cosy.

Легко убЬдиться, что эти формулы вЬрны при всякомъ значенш угла у. 
ПослЬ полнаго оборота точка М  опишетъ дугу ОВОг, и если бы дви
ж ете  продолжалось неограниченно, то мы получили бы безчисленное 
множество дугъ, равныхъ дугЬ ОВОг.

Изъ предыдутцихъ формулъ имЬемъ
ж = й(у —sin у), dx= R (i — cos y)dy, <Z2a?=jRsiny dy*, 
y = R(i — cosy), dy—R  sin<p dtp, d?y=R cos <p dp2.

Угловой коэффшдентъ касательной равенъ

dy _  sin у _  у 
dx i —cosy ° 2 ’

эта формула показываетъ, что касательною въ точкЬ М  служить пря
мая М Т, такъ какъ въ равнобедренномъ треугольник^ М ТС  уголь 
при Т  равенъ половинЬ внЬшняго угла МС1=<р. СлЬдовательно, 
нормалью въ точкЬ М  будетъ прямая M I, соединяющая точку М  съ точ
кою прикосновения I  окружности съ неподвижною прямою.



4 7 4 ГЛАВА X . —  П Л О С К Ш  КРИВЬТЯ. § 207

Для длины дуги циклоиды получимъ

ds2= R 2dq>2 [sin2 <р-\-(i — cos <p)2] = ̂ R 2 sin2 ?  d<p2;

если мы условимся отсчитывать длину дуги s такимъ обрааомъ, чтобы 
она возрастала вместе съ qp, то будемъ иметь

ds= 2R  sin -  dtp.
2

Отсюда, принимая точку О за начало дугъ, имйемъ

s= i,R  | i  — cos ?

Полагая <p—2it ,  найдемъ, что длина всей дуги 0 В 0 1 равна 87?; следо
вательно, длина дуги ОМВ между началомъ координатъ О и наивыс-

жею точкою В  равна 4 R , а длина дуги В М  равна 4/? cos Но изъ

треугольника ЖТСим-Ьемъ _MT=2i?cos следовательно, а хс В М = 2 М Т . 

Такимъ же образомъ для площади циклоиды получимъ

J(p
у  dx = \ R 2(i — 2 cos <p+cos2^)

0 Jo v

=  Д2 ^  ( l  -  2 cos у +

т.-е.

Отсюда следуетъ, что площадь, заключающаяся между дугою 0 В 0 1 
и основашемъ 0 0 1 равна 3яТ?2, т.-е. равна у т р о е н н о й  п л о щ ад и  
о б р а з у ю щ а г о  к р у г а .  [Галилей (Galilei).]

Формула для рад1уса кривизны плоской кривой обращается здесь въ

8R a sin3 -  d<p3
2 D . <Р(*=-------------------= 4/? sin —.

2R 2 sin2 -  d<p3 2
2

Но изъ треугольника Л/C lимееыъM I=  2  7? sin Следовательно, д —гМ1\

поэтому мы получимъ центръ кривизны, продолживъ прямую M l за 
точку I  на длину, равную M l.  Пользуясь этимъ свойствомъ, мы мо- 
жемъ найти развертку циклоиды. Въ самомъ деле, разсмотримъ окруж
ность, симметричную съ подвижною окружностью относительно точки I .  

Пусть будетъ М ' точка, въ которой прямая M l пересекаеть вту окруж
ность; очевидно, М '1 = 1 М , такъ что М ' есть центръ кривизны. Но

arc T 'M '= J iR —a.TeIM '= nR—a ic IM = n R —OI,
или,

arc Т ’М ’ = 0 Н -  0 1 =  1 Н =  Т ’В '.

Следовательно, точка М ' описываетъ дугу такой же циклоиды, какъ 
и начальная кривая OBO t ; точка возврата этой циклоиды л ежить
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въ В ',  а вершина въ О. Когда точка М  описываете дугу В 0 Х, точка М ' 
описываете дугу В ' О и  симметричную съ дугою O B '  относительно В В '.

208. Цепная лин1я.— Цепною лив1ею называется плоская кривая, 
уравнеше которой при
соотвйтетвующемъ вы- Черт. 45.

Обозначая черезъ <р уголъ, образуемый касательною ТМ  съ осью Ох, 
изъ выражешя для у ' получимъ

X х
- в“- е  * 2 а

sm<p=T ~ Z i ’ C0S<p=T~Z*=y‘
еа+е “ е“+е “

Paniyci кривизны R  имеете выражете

д  L. (*+#'*)*
У" « ’

но изъ треугольника M P N  имеемъ M P = M N cos <р, и, следовательно,

M N = ^ = y- = R .cos <р а
Отсюда видно, что рад1усъ кривизны цепной линш равенъ длине 

нормали M N \  пользуясь этимъ свойствомъ, легко было бы найти раз
вертку цепной линш. Длина s дуги A M  цепной лиши равна

или s= y  sin <р. Если изъ точки Р  опустимъ перпендикуляръ Pm на ка
сательную М Т, то изъ треугольника РМт  будемъ иметь

Мт = МР sin <p=s;
следовательно, длина дуги AM  равна отрезку Мт.

209. Трактриса. — Кривая, описываемая точкою «I, называется 
т р а к т р и с о ю ;  она представляете одну изъ развертывающихъ ценной 
линш и имеете въ А точку возврата (черт. 45). Очевидно, что каса-
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тельною къ трактрисЬ въ точк-Ь т служитъ прямая тР. Изъ треуголь
ника Ы Рт  им'Ьемъ т Р —у  cos <р = а; такимъ образомъ, длина отрЬзка 
касательной къ трактрисЬ между точкою прикосноветя те и осью Ох 
равна постоянному количеству а; трактриса есть единственная кривая, 
обладающая этимъ свойствомъ.

И зъ треугольника М Т Р  им'Ьемъ также M m \m T = a 2; такимъ образомъ, 
для трактрисы произведете рад!уса кривизны на длину нормали равно 
постоянному количеству, — но последнее свойство припадлежитъ кром-Ь 
трактрисы также и безчисленному множеству другихъ плоскихъ кривыхъ.

Пусть будутъ (х1г у 0  координаты точки те; мы им'Ьемъ

x 1= x —s cos <р=х — а е —е

е“+ е  а

y1= y-ssm < p= 2 а
X

е°+е

полагая e“ =  tg  - ,  получимъ уравнешя трактрисы въ видЬ 
2

^ n c o s O  +  a lo g  ^ = a s i n 9. (22)

TtПри измЬнеши параметра в отъ -  до я  точка (хг, уг) описываетъ 
дугу А т п, имЬющую асимптотою ось О®; когда же 0 измЬняется

7Сотъ -  до о, то точка (®1; у г) описываетъ дугу Ат'п', симметричную
съ первою относительно оси Оу и соответствующую вЬтви A M ' цЬп- 
ной лиш и.

210. Естественное уравнете кривой. — Пусть требуется найти плос
кую кривую, если извЬстенъ рад1усъ ея кривизны В  въ функщи 
длины дуги S, R  =  <p{s). Обозначая черезъ « уголъ, образуемый съ осью Ох

dsнаиравлешемъ касательной, имЬемъ R —± ^ ,  и, слЬдовательно,

Интегрируя, имЬемъ

d « = + * = + - ^ - .  
R  ~<p{s)

, Cs ds
“ "  L * (® )

и затЬмъ находимъ x  и у  при помощи двухъ новыхъ квадратуръ

®=®„ +  \ cos ads, --Уо + f  sin # ds.
•I .C.

Получающ1я ся  кривыя зависать отъ трехъ постоянныхъ ®0, у0, а0; но если 
мы будемъ обращать внимаше только на форму кривой, а не на ея поло- 
жеше, то получимъ, въ  сущности, только одну кривую. Въ саыомъ дЬлЬ, 
разсмотрнмъ частную кривую С, представляемую уравнетями

* - £. “ * [£,щ] *' г - sin (I. its] *•
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Если мы въ выраженш для а возьмемъ знакъ то обпця формулы 
м огум  быть представлены въ виде

х = х 0+ X  cos а0т- Y  sin а0, 
у= у0+ Х  sin «0+  Y  cos а0.

Следовательно, оне представляютъ ту же кривую С, но иначе рас
положенную относительно осей координатъ. Точно также, если мы 
возьмемъ при <p(s) знакъ —, то получимъ кривую, симметричную съ кри
вою G относительно оси X . Следовательно, плоская кривая будетъ 
вполне определена по своей форме, если известенъ рад1усъ кри
визны кривой въ функщи длины дуги. Уравнен!е R = <p(s) называется 
е с т е с т в е н н ы  м ъ  у р а в н е н i е м ъ (equation intrinseque) кривой. 
Вообще, если дано соотношете между двумя изъ количествъ R, s, а, 
то кривая будетъ вполне определена по своей форме, и координаты 
ея точекъ могутъ быть получены посредствомъ квадратуръ. Такъ, если 
известенъ рад1усъ кривизны Л  въ функщи угла а, Л = f(a), то мы 
имеемъ d s= f (a) da и затемъ

dx = cos a f  (a) da, 
dy = sm a f(a ) da,

и x  и у получаются посредствомъ двухъ квадратуръ. Если, напри- 
меРъ, R  постоянно, то изъ предыдущихъ формулъ имеемъ

x = x0-\-Rsia.a, y= y0—R  cos а;

следовательно, искомая кривая есть окружность съ рад1усомъ, рав- 
нымъ R. Этом результатъ следуем  также непосредственно изъ свой
ства развертки; такъ какъ длина дуги развертки искомой кривой 
должна равняться нулю, то развертка разсматриваемой кривой должна 
обратиться въ точку.

Найдемъ еще плоскую кривую, радоусъ кривизны которой былъ бы
Ci%

обратно пропорщоналенъ длине дуги, R = —. Мы имеемъ
S

4 7 7

Хотя эти интегралы не выражаются черезъ элементарныя функщи, 
темъ не менее не трудно составить представлеше о форме этой кривой. 
Когда s изменяется отъ о до +оо, то х  и у, проходя черезъ безко- 
нечное множество maxima и minima, стремятся къ некоторому общему 
конечному пределу (§ 91); следовательно, кривая имеетъ форму спирали 
и приближается асимптотически къ некоторой точке на прямой у= х*).

*) Очевидно, что эта кривая расположена симметрично относительно 
начала, и что значешю s = — 00 соответствуем, вторая асимптотическая 
точка кривой, симметричная съ первою точкою. (Ред.)
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2 1 1 . П о р я д о к ъ  п р и к о с н о в е н и я . —  П у с т ь  б у д у т ъ  С и  С' д в е  
п л о с ю я  к р и в ы я , к а с а ю п ц я с я  д р у г ъ  д р у г а  въ  т о ч к е  А . У с т а -  

н о в и м ъ  м е ж д у  т о ч к а м и  о б е и х ъ  к р и в ы х ъ  т а к о е  со о т в ет с т в 1 е ,  
ч тобы  к о г д а  т о ч к а  т  к р и в о й  С,  п е р е м е щ а я с ь , п р и х о д и т ь  

в ъ  А ,  вм'Ьст'Ь съ  н ею  п р и х о д и т ь  въ  А  и  с о о т в е т с т в у ю щ а я
ей  т о ч к а  т '  к р и в о й  С'.  П ри м ем ъ  

за  г л а в н о е  б е зк о н е ч н о  м ал ое д у г у  

А т ,  и л и , — что р а в н о си л ь н о  

э т о м у , — х о р д у  А т ,  и  опред-Ь- 

л и м ъ  с н а ч а л а , к а к о е  со о т в ет ст в 1 е  
д о л ж н о  у с т а н о в и т ь  м е ж д у  т о ч 
к ам и  т  и  т ' ,  чтобы  п о р я д о к ъ  

м ал ост и  о т р е з к а  тт' о т н о си т ел ь н о  

А т  бы лъ в о зм о ж н о  б о л е е  вы со- 

к и м ъ . О тн есем ъ  о б е  к р и в ы я  к ъ  с и 
с т е м е  п р я м о у г о л ь н ы х ъ  и л и  к о с о у г о л ь н ы х ъ  о сей  к о о р д и н а т ъ ,  
т а к ъ  ч т о б ы  о с ь  Оу н е  б ы л а  п а р а л л е л ь н а  о б щ е й  
к а с а т е л ь н о й  А Т .  П у с т ь  б у д у т ъ

у = /■ (* ) , (С)
Y = F { x )  ( С ’)

у р а в н е т я  о б е и х ъ  к р и в ы х ъ , и  {х0, у 0) —  к о о р д и н а т ы  т о ч к и  А .  
К о о р д и н а т ы  точ к и  т  б у д у т ъ  [ z 0 +  A, / ’(# < ,+ А )], а  к о о р д и н а т ы  
т о ч к и  т'  б у д у т ъ  \xQ +  k, F ( x 0 +  k)],  п р и ч ем ъ  к  ест ь  н е к о т о р а я  

ф у н к ц ш  отъ  h,  о п р е д е л я ю щ а я  х а р а к т е р ъ  с о о т в ет с т в 1 я  м е ж д у  
т о ч к а м и  о б е и х ъ  к р и в ы х ъ  и  с т р е м я щ а я с я  к ъ  н у л ю  в м е с т е  съ  А. 
З а м е т и м ъ , ч то п р и  та к о м ъ  в ы б о р е  оси  Оу мы м ож ем ъ  за м е н и т ь  

г л а в н о е  б е з к о н е ч н о  м а л о е  А т  ч ер ез ъ  h = a p  (ч ер т . 4 6 ) ,  т ак ъ  
к а к ъ  п р и  н е о г р а н и ч е н н о м ъ  п р и б л и ж е н ш  то ч к и  т  к ъ  т о ч к е  А  

ар
о т н о ш е ш е  ст р ем и т ся  к ъ  н е к о т о р о м у  к о н е ч н о м у  п р е д е л у ,  

о т л и ч н о м у  от ъ  н у л я .

П р е д п о л о ж и н ъ , ч то  п р и  н Ь к о т о р о м ъ  о п р е д е л е н н о м ъ  с о о т в е т -  
с т в ш  м е ж д у  т о ч к а м и  т  и  »»' о т р е з о к ъ  тт  о т н о си т ел ь н о  А б у -  

д е т ь  б е з к о н е ч н о  нал ы м ъ  ( г +  i ) - r o  п о р я д к а :  т о г д а  тт'  б у д е т ъ  

б е з к о н е ч н о  м алы иъ ( 2 г + а ) - г о  п о р я д к а . О б о зн а ч а я  ч ер езъ  6 
у г о л ъ  м е ж д у  о с я м и , б у д е м ъ  и м е т ь

тт' = [ ^ ( ^ 0 + k ) ~ f ( x 0 - rh )  -(-(A— A) c o s 6]2 +  (А— А)2 s in 2 6 ;  

о т с ю д а  с л е д у е т ъ ,  ч то  к а ж д а я  иаъ  р а зн о с т е й  ( к — А) и

Черт. 46.



F ( x 0+Jc)—f(x 0 + h )  д о л ж н а  быть п о  к р ай н ей  м-Ьр'Ь б езк о н еч н о  
м алою  (г -Ы )-г о  п о р я д к а , т . - е .  д о л ж н о  быть

к  =  h +  a hr+ l , F ( x 0 +  к) -  f ( x 0 + h )  =  /3 Ar+1,

при чем ъ  а  и  /9 су т ь  ф у н к ц ш  отъ Ь, остаю н н я ся  конечны м и, 
к о г д а  h стрем и тся  къ  н ул ю . П осл едн ю ю  ф ор м ул у  мы мож ем ъ  
п р ед ст а в и т ь  въ  в и д е

F (х0 +  h +  a hr+1)  -  f (x 0+А )==/9 hr+1.

Е сл и  мы разл ож и м ъ  в ы р а ж е т е  F ( x 0+ h + a h r+1) п о  степ ен ям ъ  а ,  
т о  ч аст ь , за в и ся щ а я  отъ  а ,  б у д ет ъ  безк он ечн о малою п о к р а й н ей  
м'Ьр’Ь (r +  i ) - r o  п о р я д к а . О тсю да с л ^ д у ет ъ , что р азн ость

J = F ( x 0 + h ) - f ( x 0 +  h)

есть  безк он еч н о  м алое п о  к р ай н ей  м е р е  ( r + i ) - r o  п о р я д к а ,  
н о  п о р я д о к ъ  ея  м алости  м ож етъ быть и  вы ш е. Э та р а зн о ст ь  А 
п р ед ст а в л я ет ъ  р а зс т о я ш е  тп м еж д у  д в у м я  точкам и к р и 
вы хъ С и С ',  леж ащ им и н а  п рям ой , п ар ал л ел ьн ой  оси  Оу. 
Т а к ъ  к ак ъ  за м ен о ю  точк и  т! точкою  п м ож н о тол ь к о  у в е л и 
чить п о р я д о к ъ  м алости  о т р е з к а  гпт!, то о т сю д а  сл 'Ь дуетъ , 
что п о р я д о к ъ  м а л о с т и  р а з с т о я н 1 я  м е ж д у  с о 
о т в е т с т в у ю щ и м и  т о ч к а м и  о б ’Ь и х ъ  к р и в ы х ъ  б у 
д е т ъ  в с е г о  в ы ш е  в ъ т о м ъ  с л у ч а е ,  к о г д а  с о  о т 
в е т е  т в у ю я й я  т о ч к и  т  и  т' л е ж а т ъ  н а  п р я м о й ,  
п а р а л л е л ь н о й  о с и  Оу. Е сл и  этотъ  п о р я д о к ъ  р а в ен ъ  (г + 1) ,  
т о  го в о р я т ъ , что о б е  кривы я имЪютъ въ т о ч к е  А  п р и к о с - .  
н о в е н 1 е  r - г о  п о р я д к а .

П р и м  -I; ч а  н  i  е . —  П о п о в о д у  эт о го  оп ред-Ь леш я м ож н о з а 
м ети ть с л е д у ю щ е е . О ч ев и д н о , что осью  О у .м ож етъ  сл уж и т ь  
л ю б а я  п р я м а я , н е  п ар ал л ел ь н ая  общ ей  к асател ь н ой  А Т .  О тсю да  
с л е д у е т ъ , что п р и  вычислении п о р я д к а  п р и к о сн о в еш я  д в у х ъ  
кривы хъ м ож н о считать соотв етствен н ы м и  точ к и  о б е и х ъ  к р и 
в ы хъ , лежаш Дя н а  о д н о й  п р я м о й , п а р а л л ел ь н о й  п р ои зв ол ь н ой  
п рям ой  D ,  лиш ь бы н а п р а в л еш е этой  п р я м о й  В  отли чалось  отъ  
н а п р а в л е т я  к а са тел ь н о й  А Т \  и зъ  п р ед ы д у щ а г о  док азат ел ь ст в а  
в и д н о , что получен н ы й  п о р я д о к ъ  м алости  н е  зав и си тъ  отъ  н а 
п р а в л е т я  п рям ой  I ) .  В ъ  п о сл ед н ем ъ  л егк о  у б е д и т ь с я  н е 
п о с р е д с т в е н н о . В ъ  сам омъ д е л е ,  п р ед п о л о ж и м ъ , что ч ер езъ  
т о ч к у  m  к р и в ой  С  п роведен ы  прям ы я mm' и  тп (ч ер т . 46)
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п о  д в у м ъ  оп ред'Ь л енн ы м ъ  н а п р а в л е т я м ъ , н е  п арал л ел ьн ы м ъ  
к а с а т е л ь н о й  А Т .  И зъ  т р е у г о л ь н и к а  тт'п  имгЬемъ

тт'
тп

s m  тпт

s in  т т п

К о г д а  т о ч к а  т  п р и б л и ж а е т с я  к ъ  А ,  т о  у гл ы  тпт', тт'п  имЪ ю тъ  
п р е д е л ы , отл и ч н ы е от ъ  о  и  л ,  т а к ъ  к а к ъ  х о р д а  т'п им ’Ь етъ  

п р е д ’Ь лом ъ к а с а т е л ь н у ю  А Т ;  с л е д о в а т е л ь н о , п о р я д о к ъ  о т 
р е з к а  mm' о д и н а к о в ъ  съ  п о р я д к о м ъ  о т р е з к а  тп.  О т сю д а  т а к ж е  
с л е д у е т ъ ,  ч то  к а к о в ъ  бы  н и  бы ль за к о н ъ  с о о т в е т с т в 1 я  м е ж д у  

т о ч к а м и  т'  и  т , тт'  н е  м о ж ет ъ  бы ть б е зк о н е ч н о  малымъ п о 
р я д к а  в ы сш а го , ч е м ъ  п о р я д о к ъ  б е зк о н е ч н о  м ал а го  тп,  т ак ъ

к а к ъ  ч и сл и т ел ь  s in  тпт,' и м е е т ъ  к о н еч н ы й  п р е д е л ъ ,  отличны й  
о т ъ  н у л я .

М ы б р а л и  з а  г л а в н о е  б е зк о н е ч н о  м ал ое  д у г у  А т  и л и  
х о р д у  А т ; н о  мы п о л у ч и л и  бы то т ъ  ж е  сам ы й р е зу л ь т а т ъ , в зя в ъ  

з а  г л а в н о е  б е зк о н е ч н о  м а л о е  д у г у  Ап  к р и в о й  С', т ак ъ  к а к ъ  
х о р д ы  А т  и  Ап  о д и н а к о в а г о  п о р я д к а  м а л о ст и .

Е с л и  к р и в ы я  С  и  С ' и м е ю т ъ  п р и к о с н о в е т е  r -г о  п о р я д к а ,  
т о  м е ж д у  то ч к а м и  т , т' м о ж н о  у с т а н о в и т ь  безч и сл ен н ы м и  с п о 
с о б а м и  с о о т в е т с т в 1 е  т а к ъ , ч тобы  тт' бы ло б е зк о н е ч н о  малымъ  
( r -J - i ) - r o  п о р я д к а ;  д л я  э т о г о  н у ж н о  тол ь к о  в зя т ь  Jc= h  +  a h s+1, 
г д е  s ^ t r ,  и  а  ест ь  ф у н к ц 1 я  отъ  h,  с о х р а н я ю щ а я  к о н е ч н о е  зн а -  

ч е ш е  п р и  h = о.  Е с л и  ж е  s < r ,  т о  тт' б у д е т ъ  т о л ь к о  (s  +  i ) - r o  

п о р я д к а .

2 1 2 .  Аналитически методъ. —  К а к ъ  в и д н о  и зъ  п р е д ы д у 
щ е г о ,  д л я  т о г о  чтобы  п о л у ч и т ь  п о р я д о к ъ  п р и к о с н о в е т я  к р и -  
вы хъ  С, С ' ,  н у ж н о  вы ч и сл и ть  п о р я д о к ъ  м ал ост и  р а зн о с т и

Y - y = F ( x 0 + h ) - f ( x 0 +  h)

о т н о с и т е л ь н о  h.  Т а к ъ  к а к ъ  к р и в ы я  к а с а ю т ся  м е ж д у  собою  
въ  т о ч к е  А ,  т о  мы и м е е м ъ  F ( x 0) = f ( x 0), F ' ( x 0) =  f ' (x ) ;  н о  м ож етъ  
с л у ч и т ь с я , ч то  п р и  х = х 0 б у д у т ъ  р ав н ы  м е ж д у  со б о ю  и  н е к о 
тор ы й  п р о и зв о д н ы я  в ы еш и х ъ  п о р я д к о в ъ  от ъ  о б е и х ъ  ф у н к щ й .  
Р а зсм о т р и м ъ  о б п ц й  с л у ч а й . П р е д п о л о ж и м ъ , ч то  мы и м еем ъ

F ( x Q) =  f {x Q) F ' ( x 0) = f ' ( x 0), \
F " ( x 0) = f " ( x 0), . . . ,  F w (x0) =  f (n\ x  о ) , |

и  п у с т ь  б л и ж а й п п я  с л е д у ю п ц я  п р о и зв о д н ы я  J ’ln+1)(« 0)» r " +1)(*i0)



б у д у т ъ  н е  равны м еж д у  собою . П р и м ен я я  ф ор м ул у  Т э л о р а  
къ ф унк щ ям ъ  F ( x )  и f (x ) ,  получимъ

Y = F { x,) +  \ f \ x0) +  . . .
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г.я + 1
+ ---------- F W (4 ) + ------~ , [ F (n+1\ x 0) +  e],

1 . 2 .  . . П  U/ I .  2 . . .(И+ I )  0/

y = f ( xo) +  \  f ' (x0) + -  ■ •

+ :
hn

1 . 2  . . .  и

гд'Ь, e , e — безк он ечн о малыя; вы читая, будеш ь и м ет ь

Г - у=аГ . а : . '.(п +1) [ ^ (”+1)K ) -/ -(”+1)W  +  * - ® /]- (24)

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  п о р я д о к ъ  п р и к о с н о в е н ! я о б ,Ь-  
и х ъ  к р и в ы х ъ  р а в е н ъ  п о р я д к у  т  е  х  ъ н а и в ы с ш и х ъ  
п р о и з в о д н ы х ^  о т ъ  ф у н к ц Ш  f (x )  и  F ( x ) ,  к о т о р а я  
в м е с т е  с о  в с е м и  п р е д ы д у щ и м и  п р о и з в о д н ы м и  
п о п а р н о  р а в н ы  м е ж д у  с о б о ю  п р и  х = х 0.

И зъ у сл о в ш  (2З ), которы й были дан ы  Л а г р а н ж ем ъ , в и д н о  
т а к ж е , что х —ха есть кратны й к ор ен ь  (п +  i ) - r o  п о р я д к а  у р а в н е -  
т я  F ( x ) = f { x ) .  Н о  к ор н и  этого  у р а в н е т я  о п р ед ^ л я ю т ъ  абсц и ссы  
общ и хъ  точекъ  об'Ьихъ кривы хъ С, С'; с л е д о в а т е л ь н о , м ож н о  
ск азать , что у  к ри вы хъ , им'Ьющихъ п р и к о с н о в е т е  w-ro п о р я д к а ,  
( п + 1) и зъ  и х ъ  точекъ п е р е с е ч е т я  сл иваю тся въ о д н у  т о ч к у .

И зъ формулы (24) в и д н о , что р азн ость  Y —у  м-Ьняетъ зн ак ъ  
в м е с т е  съ h п р и  п четномъ и н е м ен я ет ъ  зн а к а  п р и  п  н еч етн ом ъ . 
Т аким ъ обр азом ъ , к р и в ы  я ,  и м е ю ш д я  п р и к о с н о в е т е  
н е ч е т н а г о  п о р я д к а ,  н е  п е р е к р е щ и в а ю т с я  в ъ  
т о ч к е  п р  и к  о с н о в е н  i  я ,  а  к р и  в ы я ,  и м е ю  п щ  я п р и -  
к о с н о в е н 1 е  ч е т н а г о  п о р я д к а ,  в ъ  т о ч к е  п р и к о с -  
н о в е н 1я  п е р е к р е щ и в а ю т с я .  Н е т р у д н о  в и д е т ь , п оч ем у  
это  б у д ет ъ  так ъ . Р азсм отрим ъ, н а п р и м ер ъ , к р и в ую  С',  п е р е 
сек аю щ ую  к р и в ую  С въ тр ехъ  то ч к а х ъ , бл и зк и хъ  к ъ  т о ч к е  А ;  
если  мы будем ъ  непреры вн о и зм ен я ть  к р и в ую  <7 т а к ъ , чтобы  
в с е  три  точки перес'Ь чеш я н ак он ец ъ  сов п ал и  съ  точ к ою  А ,  
то въ  своем ъ п р ед ел ь н о м ъ  п о я о ж е т и  к р и в а я  С'  б у д е т ъ  и м ет ь  
п р и к о с н о в е т е  в тор ого  п о р я д к а  съ  кривою  С,  и ,  п о ст р о и в ъ  
ч ер теж ъ , л егк о  в и д е т ь , что о б е  кривы я б у д у т ъ  п ер ек р ещ и 
в ать ся  въ т о ч к е  А .  О ч ев и дн о , что т ак ое  ж е  р а з с у ж д е т е  
п р и м ен и м о  и  во в с е х ъ  д р у г и х ъ  ел у ч а я х ъ .

КУРСЪ МАТПМАТЙЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 31
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Е с л и , к а к ъ  э т о  и  б у д е т ъ  въ  общ ем ъ  с л у ч а й , у р а в н е т я  
о б ’Ь и х ъ  к р и в ы х ъ  н е  р е ш е н ы  о т н о с и т е л ь н о  у  и  У , т о , п о л ь 
з у я с ь  п р а в и л а м и  д л я  в ы ч и сл еш я  п р о и зв о д н ы х ъ  отъ  н ея в н ы хъ  

ф у н к щ й , м о ж н о  с о ст а в и т ь  н е о б х о д и м ы й  у с л о в 1 я , п р и  к о тор ы хъ  
д в ’Ь к р и в ы я  б у д у т ъ  и м е т ь  п р и к о с н о в е ш е  и -г о  п о р я д к а ;  таким ъ  

о б р а з о м ъ , э т а  з а д а ч а  н е  п р е д с т а в л я е т ъ  н и к а к и х ъ  осо б ы х ъ  

т р у д н о с т е й . М ы р а зсм о т р и м ъ  т о л ь к о  н и с к о л ь к о  ч аст н ы хъ  сл у -  
ч а е в ъ , в с т р е ч а ю щ и х с я  н а и б о л е е  ч а с т о . П р е д п о л о ж и м ъ , что  

к о о р д и н а т ы  т о ч е к ъ  к а ж д о й  и зъ  д в у х ъ  к р и в ы х ъ  вы раж ены  

в ъ  ф у н к ц ш  п е р е м е н н а г о  п а р а м е т р а

*  = т , \
у  )

Y = y > ( u ) , f

(С)

« ? )

г д Ь  х  и  X  с у т ь  о д и н а к о в ы й  ф у н к ц ш  отъ  t  и  и.  П у с т ь  п р и  

н е к о т о р о м ъ  ч а ст н о м ъ  з н а ч е н ш  t0 мы и м еем ъ

y ( t 0) = q > ( t 0) ,  y>'{t0) = < p ' ( t 0) ,

т а к ъ  ч то  о б е  к р и в ы я  к а с а ю т с я  д р у г ъ  д р у г а  въ  т о ч к е  А  
с ъ  к о о р д и н а т а м и  f ( t 0),  <р(£0) .  П р е д п о л о ж и м ъ , что з д е с ь  f ' ( t0) 
н е  р а в н о  н у л ю ; т о г д а  о б щ а я  к а с а т е л ь н а я  к ъ  о б е и м ъ  кривы м ъ  

в ъ  т о ч к е  А  н е  б у д е т ъ  п а р а л л е л ь н а  о с и  Оу. и  мы п ол уч и м ъ  

т о ч к и  о б е и х ъ  к р и в ы х ъ , и м е ю п ц я  о д н у  и  т у  ж е  а б с ц и с с у , п о 
л а г а я  u = t .  Съ д р у г о й  с т о р о н ы , т а к ъ  к а к ъ  р а зн о с т ь  х —х 0 
п е р в а г о  п о р я д к а  о т н о си т ел ь н о  t — t0l то  за д а ч а  п р и в о д и т с я  

п о д о б н о  п р е д ы д у щ е м у  к ъ  в ы ч и сл ен и е п о р я д к а  м ал ости  р а з 
н о с т и  y>(t)— <p(t) о т н о с и т е л ь н о  t —t0. С л е д о в а т е л ь н о , чтобы  к р и 
вы я С, С' и м е л и  п р и к о с н о в е ш е  н е  н и ж е  ю -го п о р я д к а , н е о б х о 
д и м о  и  д о с т а т о ч н о , ч тобы  бы ло

y ( t 0)=<p(t0), y>'(t0) =  <p'(t0) , . . . ,  ^ l") ( g = 9 > (" V „); (25 )

е с л и  п р и  эт о м ъ  п р о и зв о д н ы я  y>^+ 1\ t 0) и  g>c"+1)(f0) н е  равны  

м е ж д у  с о б о ю , т о  п р и к о с н о в е ш е  б у д е т ъ  к а к ъ  р а з ъ  ю -го п о р я д к а .
Р а зсм о т р и м ъ  е щ е  т о т ъ  с л у ч а й , к о г д а  к р и в а я  С  п р ед ст а в л ен а  

д в у м я  у р а в н е т я м и

z = f i f ) ,  y=<p{t) ,  (26 )

т о г д а  к а к ъ  к р и в а я  С'  д а н а  у р а в н е ш е м ъ  F ( x ,  у) =  о .  Э тотъ  

с л у ч а й  м о ж н о  п р и в е с т и  к ъ  п р е д ы д у щ е м у . З а м е н и м ъ  въ  F ( x ,  у) 
п е р е м е н н о е  х  ч ер ез ъ  f ( t ) \  п у с т ь  б у д е т ъ  y =  y>(t) н е я в н а я  ф у н к щ я ,  
о п р е д е л я е м а я  с о о т н о ш е ш е м ъ

F [ m ,  у > т = о. (27)
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О т сю д а  в и д н о , что мы м ож ем ъ п р и н я ть , что к р и в ая  С'  п р е д 
ста в л ен а  системою  д в у х ъ  уравнения

x = f ( t ) ,  y = 4>(t)- (28)

Ч тобы  кривы я С, С' и м ел и  въ т о ч к е  А ,  соотв ет ст в у ю щ ей  зн а -  
ч е н ш  t0 п ар ам етр а , п р и к о сн о в еш е п-го  п о р я д к а , н е о б х о д и м о , 
чтобы у дов л ет в ор я л и сь  найден н ы й  выше с о о т н о ш е т я  (2 5 ). 
Н о  п р о и зв о д и м а  различны хъ  п ор я д к о в ъ  отъ н ея в н о й  ф ун к -  
ц ш  ip(t) п ол учаю тся  и зъ  уравнений

d F  , d F  ,

d2F  d F  d F
+ - d f W i t ) f + ^ n t ) ^ ) = ° ’

(29)

d“F
dxn tmr.+---+d F

dy
•Snbt\  -(0= o .

П о л а г а я  въ эт и х ъ  ф орм ул ахъ  t= t0, z = f ( t 0), u> (t0)=<p (t0), 
*p' (i0)=<p'(t0), P<n)(t0) =  ff(’,>(i0), мы буд ем ъ  и м ет ь  н е о б х о 
димы й ycn oeiH  т о г о , чтобы п р и к о сн о в еш е кривы хъ С, С'  было 
п-го  п о р я д к а . Эти у сл о в 1я  м ож н о вы разить сл едую щ и м ъ  обр азом ъ .

П о л о ж и м ъ
m = F [ f ( t ) ,  <р(Щ.

Ч т о б ы  д а н н ы я  к р и в ы я  и м е л и  в ъ  т о ч к е  t —t0 п р и -  
к о с н о в е н 1 е  н е  н и ж е  и - г  о п о р я д к а ,  н е о б х о д и м о  
и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  б ы л о

* (< о )= о ,  Sf,( g  =  o , . . . ,  ®{n\ t 0)= o . (Зо)

К ор н я м и  у р а в н е ш я  о? (̂ 0) = о  сл уж и ть  зн а ч еш я  п ар ам ет р а  t, 
со о т в ет ст в у ю щ !я  точкам ъ п ер есеч ен и я  о б е и х ъ  к р и в ы хъ . П о 
эт о м у  п реды дущ ая у сл о в 1я  (Зо) показы ваю тъ, что зн а ч еш е  t —t0 
есть  ( п +  г)-кратны й к ор ен ь  у р а в н е ш я  ?F(#0) = o ,  т . - е .  что (и  +  i )  
точекъ  п е р е с е ч е ш я  разсм атриваем ы хъ кривы хъ сл и в аю тся  въ  
•одну т о ч к у .

213 . С оп ри касаю щ аяся  к р и в ы я .— Е сл и  д а н а  н е к о т о р а я  о п р е 
д е л е н н а я  к р и в а я  С и  д р у г а я  к р и в а я  С ', за в и ся щ а я  отъ  (и-ы) 
п ар ам етр ов ъ  а,Ъ, с, . . . ,  I и п р ед ста в л я ем а я  у р а в н еш ем ъ

F ( x ,  у, а, Ъ, с, . . . ,  1) = о ,

3 1 *
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то, вообще, возможно выбрать значения этихъ (n +  i) параыет- 
ровъ' такимъ образомъ, чтобы въ некоторой заранее данной 
точке кривой С кривая С' имела съ кривою С прикосновеше 
м-го порядка. Пусть будутъ x — f ( t ), y = <p{t) ур авн етя  кри
вой С. Чтобы кривыя С, С  имели въ точке t — t0 прикосно- 
вен1е n-го порядка, должны удовлетворяться услов1я (Зо), гд е

=  а , Ъ, с, . . . , /] .

К о г д а  з н а ч е ш е  t0 п а р а м е т р а  д а н о ,  т о  и зъ  ( п + 1) у р а в н е т й  (З о )  

м о ж н о  о п р е д е л и т ь  з н а ч е ш я  ( h +  i ) п а р а м ет р о в ъ  а, Ь, c , . . . , h  
П о л у ч е н н а я  так и м ъ  о б р а зо м ъ  к р и в а я  С'  н а зы в а ет ся  с о п р и 

к а с а ю щ е ю с я  съ  к р и в о ю  С.
П р и м е н и м ъ  э т у  т е о р п о  к ъ  п р о с т е й ш и м ъ  л и ш я м ъ . У р а в н е ш е  

п р я м о й  у = а х  +  Ъ за в и с и т ъ  отъ  д в у х ъ  п а р а м ет р о в ъ  а  и  Ь\ с л е 

д о в а т е л ь н о , с о п р и к а с а ю щ а я с я  п р я м а я  и м е е т ъ  съ  д а н н о ю  к р и 
вою  С, в о о б щ е , п р и к о с н о в е ш е  п е р в а г о  п о р я д к а . Е с л и  y — f{x)> 
ест ь  у р а в н е ш е  к р и в о й  С , то  п ар ам етр ы  а и  Ъ д ол ж н ы  у д о в л е 
т в о р я т ь  с о о т н о ш е ш я м ъ

f ( x 0) =  ax0 +  l ,  f ' (x 0) =  a;

в н о с я  п о л у ч е н н ы й  з н а ч е ш я  д л я  а  и  Ъ в ъ  у р а в н е ш е  п р я м ой ,, 
мы п о л у ч и м ъ  у р а в н е ш е  к а с а т е л ь н о й , к а к ъ  э т о г о  и  с л е д о в а л а  
о ж и д а т ь . У р а в н е ш е  о к р у ж н о с т и

(х  — а )2 +  (у — 5)2 — R 2 = o  (З2)

за в и с и т ъ  от ъ  т р е х ъ  п а р а м ет р о в ъ  a ,  J , R-, с л е д о в а т е л ь н о , с о 
п р и к а с а ю щ а я с я  о к р у ж н о с т ь  и м е е т ъ , в о о б щ е , п р и к о с н о в е ш е  

в т о р о г о  п о р я д к а . П у с т ь  б у д е т ъ  y = f ( x )  у р а в н е ш е  д а н н о й  
к р и в о й ; мы п о л у ч и м ъ  з н а ч е ш я  а, Ъ, R  и зъ  усл ов и й , в ы р а ж а ю -  
щ и х ъ , ч то  о к р у ж н о с т ь  в с т р е ч а е т ъ  э т у  к р и в у ю  в ъ  т р е х ъ  сл и 
в а ю щ и х с я  т о ч к а х ъ . Э ти  у с л о в 1я  д аю тъ  в м е с т е  съ  у р а в н е -  
ш ем ъ  (З г )  е щ е  д в а  у р а в н е т я

х - а  +  ( у - Ъ ) у ' = о ,  1 +  у'г +  ( у - Ъ ) у " = о .  (33 )

З н а ч е ш я  а  и  Ъ, п о л у ч а ю п ц я с я  и зъ  у р а в н е т й  (33 ) ,  т о ж д е 
ст в ен н ы  с ъ  к о о р д и н а т а м и  ц е н т р а  к р и в и зн ы  (§ 2 0 5 );  так и м ъ  

о б р а з о м ъ , с о п р и к а с а ю щ г й с я  к р у г ъ  е с т ь  в м е с т е  
с ъ  т е м ъ  и  к р у г ъ  к р и в и з н ы .  Т а к ъ  к а к ъ  п р и к о с н о в е ш е  
б у д е т ъ  в т о р о г о  п о р я д к а , т о  о т с ю д а  с л е д у е т ъ ,  что к р у г ъ .  
к р и в и з н ы  п л о с к о й  к р и в о й  п е р е с е к а е т ъ э т у  к р и 
в у ю  в ъ  т о ч к е  п р и к о с н о в е н ! я .

В с е  э т и  р езу л ь т а т ы  м о ж н о  бы ло п р е д в и д е т ь . В ъ  сам ом ъ  
д е л е ,  т а к ъ  к а к ъ  к о о р д и н а т ы  ц е н т р а  к р и в и зн ы  в ави сятъ  т о л ь к о
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•отъ х, у, у', у", то д в е  кривы я, и м ею п ц я  п р и к о сн о в еш е  в т о 
р о г о  п о р я д к а , им^готъ и  обнцй  центръ  кривизны . Н о  ц ен тр ъ  
кривизны  соп р и к асаю щ егося  к р у г а  ест ь , о ч ев и д н о , ц ентръ  
сам ого  к р у га ; сл ед о в а т ел ь н о , к р у гъ  кривизны  т о ж д ест в ен ъ  
с ъ  соп рик асаю щ им ся к р у го м ъ , так ъ  к ак ъ  п о с л е д ш й  и м еет ъ  
-съ кривою  п р и к о сн о в еш я  в торого  п о р я д к а . Съ д р у г о й  сторон ы , 
разсм отри м ъ  д в а  к р у г а  кривизны  д л я  д в у х ъ  б л и зк и х ъ  м еж ду  
■собою точекъ к ри вой ; р азн ость  р а д 1 у со в ъ , р а в н а я  д л и н е  д у г и  
р азв ер тк и  м еж д у  дв ум я  центрам и к ри визны , б у д ет ъ  больш е  
р а зст о я ш я  м еж д у  центрам и . С л Ь дов ател ьн о , о д и н ъ  изъ д в у х ъ  
к р у г о в ъ  р асп ол ож ен ъ  в н утр и  д р у г о г о , а  этого  н е м огло бы 
•быть, если  бы вблизи  точки п р и к о сн о в еш я  эти  к р у г и  были 
р асп ол ож ен ы  или о б а  в н утр и , или об а  в н е  к р и в ой  С. С л е д о 
в а т ел ь н о , они  долж ны  п ер есек а т ь  кри вую  С.

О дн ак о  н а  п л оск ой  к ри вой  м огутъ быть н ек от ор ы й  особы й  
т о ч к и , въ к оторы хъ  соп рик асак нщ й ся  к р у г ъ  н е  п е р е се к а е т ъ  
к р и в у ю ; это  за м еч а ш е  св я зан о  съ  одним ъ общ им ъ свойством ъ  
со п р и к а с а ю щ и х с я  к ри вы хъ . Е сл и  намъ д а н а  к р и в а я  С',  зав и 
с я щ а я  отъ ( w + i )  п ар ам етр овъ , то  къ  ( » + 1 )  ур ав н еш я м ъ  (Зо) 
мы можемъ п р и соеди н и ть  ещ е н овое у р а в н еш е

^ +1)Ю = о ,  -

е с л и  тол ь ко будем ъ  разем атривать t0, к ак ъ  н ов ое  н е и зв е с т н о е , 
к о т о р о е  н у ж н о  о п р ед ел и т ь  в м е с т е  съ парам етрам и а, Ь, с, . . . , I. 
•Отсюда в и д н о , что н а  пл оской  кри вой  С, в о о б щ е , есть т а т я  
■точки, въ которы хъ п р и к о сн о в еш е съ  соп р и к асаю щ ею ся  к р и 
вою  С'  б у д ет ъ  (w +  i ) - r o  п о р я д к а . Т а к ъ , н а п р и м е р ъ , есть точ к и , 
в ъ  к оторы хъ  к асател ь н ая  и м еет ъ  съ  кри вою  п р и к о сн о в еш е  
в т о р о го  п о р я д к а ; это  — точки п ер еги б а , д л я  к оторы хъ  у " = о .  
Ч тобы  пол учи ть точк и  к р и в ой , въ к оторы хъ  соп рикасаю щ ийся  
к р у г ъ  и м еет ъ  п р и к о сн о в еш е тр етья го  п о р я д к а , н у ж н о  п р о 
д и ф ф ер ен ц и р о в а т ь  п о с л ед н е е  изъ уравнений (33 ); это  д а етъ

З у 'у " + (У ~  Ь)у"'= о;
и скл ю чая  у —Ъ и зъ  этого  у р а в н е ш я  и  изъ  у р а в н е ш я  (33 ) ,  б у -  
д е м ъ  и м ет ь  v e n o e ie

( i+3/'V " -3 y y '2= o . (34)
Т о ч к и , удовл етворяю щ ая этом у у сл о в н о , суть  те, д л я  кото- 

d R  \
у ы х ъ  = о , т .-е . въ которы хъ р а д гу съ  кривизны  и м еет ъ  m a x i

m u m  или m in im u m . Н а п р и м ер ъ , у  эл л и п са  таким и точкам и  
-б у д у тъ  его  верш ины , у  циклоиды  —  т е  точ к и , въ  к оторы хъ  
.к асател ь н ая  парал л ел ьн а о с н о в а ш ю .'
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2 1 4 . Н а  с о п р и к а с а ю щ у ю с я  к р и в у ю  м о ж н о  с м о т р е т ь , к а к ъ  
н а  п р е д е л ь н о е  п о л о ж е ш е  к р и в о й  С',  в с т р е ч а ю щ е й  к р и в у ю  С 
в ъ  (w +  i )  б е з к о н е ч н о  б л и зк и х ъ  т о ч к а х ъ , к о г д а  в с е  э т и  точ к и  сл и 
л и с ь  в ъ  о д н у .  Р а зс м о т р и м ъ , н а п р и м е р ъ ,с е м е й с т в о  к р и в ы х ъ , за в и -  
с я щ и х ъ  от ъ  т р е х ъ  п а р а м е т р о в ъ  а ,  Ъ, с; п у с т ь  б у д у т ъ  0̂ + А х, t0 +  h2T 
t0 +  h3 з н а ч е т я  п а р а м е т р а  t, б л и з ш я  к ъ  з н а ч е т ю  / 0. З н а ч е ш я  

п а р а м е т р о в ъ  а, Ъ, с д л я  к р и в о й  С ' ,  в с т р е ч а ю щ е й  к р и в у ю  С  
в ъ  т р е х ъ  т о ч к а х ъ , с о о т в е т с т в у ю щ и х ъ  эти м ъ  зн а ч еш я м ъ  п а р а 
м е т р а  t ,  о п р е д е л я ю т с я  и зъ  т р е х ъ  у р а в н е н ш

Й'(^0+At) =  0, ^ 0  +  ̂ 2) —° i  (̂ 0 +  ̂ з)=  °* (З5)

В ы ч и т а я  п е р в о е  у р а в н е ш е  и зъ  к а ж д а г о  и зъ  д в у х ъ  о ст а л ь -  
н ы х ъ  и  п р и м е н я я  к ъ  р а зн о ст я м ъ  ф о р м у л у  к о н еч н ы х ъ  п р и р а -  

щ е ш й , мы п о л у ч и м ъ  р а в н о с и л ь н у ю  с и с т е м у  у р а в н е ш й

^(<o+*i)=°> ^ (̂ o +  ̂ i) =  °5 & ' У о + Ю = ° 1  (3 6 )
г д е  за к л ю ч а е т с я  м е ж д у  7гх и  й2, а  к2 —  м е ж д у  \  и  /г3. Д а л е е г 
в ы ч и т а я  в т о р о е  у р а в н е ш е  и зъ  т р е т ь я г о  и  п р и м е н я я  к ъ  р а зн о ст и  
ф о р м у л у  к о н е ч н ы х ъ  п р и р а щ е ш й , мы п р и д ем ъ  к ъ  н о в о й  с и с т е м е

S ( t0+ h 1) = o ,  § ' ( t 0 +  k1) =  o, § " ( t 0+ l 1) = o ,  (З 7 )

г д е  1Х за к л ю ч а е т с я  м е ж д у  кх и  1с2. К о г д а  hx, h2, h3 ст р ем я т ся  
к ъ  н у л ю , т о  б у д у т ъ  ст р ем и т ь ся  к ъ  н у л ю  и &х, /г2, ?х, и  у р а в н е -  
ш я  (З 7 )  в ъ  п р е д е л е  о б р а щ а ю т с я  въ

&(*о) =  о ,  § ' ( t 0) = o ,  $ ' % ) = о ,

а  э т о  т е  сам ы я у р а в н е ш я , к о то р ы й  о п р е д е л я ю т ъ  со п р и к а с а ю 
щ у ю с я  к р и в у ю . Д о к а за т е л ь с т в о  о с т а е т с я  так и м ъ  ж е  д л я  в ся -  

к а г о  ч и сл а  п а р а м е т р о в ъ . Мы м ож ем ъ  т а к ж е  о п р е д е л и т ь  с о п р и 
к а с а ю щ у ю с я  к р и в у ю , к а к ъ  п р е д е л ь н о е  п о л о ж е ш е  к р и в о й  С 'г 
к а с а ю щ е й с я  к р и в о й  О в ъ  р  т о ч к а х ъ  и  п е р е с е к а ю щ е й  э т у  к р и 
в у ю  в ъ  q д р у г и х ъ  т о ч к а х ъ  ( г д е  2p  +  2 = w + 1 ) ,  к о г д а  эти  
j p + q  т о ч е к ъ  сл и в а ю т ся  въ  о д н у .

Н а п р и м е р ъ , со п р и к а са ю щ и й ся  к р у г ъ  ест ь  п р е д е л ь н о е  п о л о 
ж е ш е  к р у г а ,  п р о х о д я щ а г о  ч ер еэ ъ  т р и  т о ч к и  к р и в о й  (7, б е з 
к о н е ч н о  б л и з ш я  к ъ  т о ч к е  п р и к о с н о в е ш я ;  в м е с т е !  съ  т ем ъ  с о 
п р и к а с а ю щ е й с я  к р у г ъ  е с т ь  т а к ж е  п р е д е л ь н о е  п о л о ж е ш е  к р у г а ,  
к а с а ю щ а г о с я  в ъ  д а н н о й  т о ч к е  к р и в о й  С  и  п р о х о д я щ а г о  ч ер езъ  
д р у г у ю  т о ч к у  эт о й  к р и в о й , б е з к о н е ч н о  б л и зк у ю  к ъ  п е р в о й .

О с т а н о в и м с я  н е с к о л ь к о  н а  этом ъ  п о с л е д н е м ъ  с в о й с т в е , к о т о 
р о е  л е г к о  п р о в е р и т ь .П р и м е м ъ  з а  н а ч а л о  к о о р д и н а т ъ  д а н н у ю  
т о ч к у  к р и в о й , э а  о с ь  О х— к а с а т е л ь н у ю  к ъ  к р и в о й , и  эа  п о л о ж и 

т е л ь н о е  н а п р а в л е ш е  о с и  Оу т о  н а п р а в л е ш е  н о р м а л и , к о т о р о е
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обр ащ ен о  къ ц ен т р у  кривизны . В ъ  н ач ал а  к о о р д и н а т а  мы буд ем ъ  

им^зть у' =  о; сл ед о в а т ел ь н о , В = ^  и  п о  ф орм ул ^  Т эл о р а  

получимъ

г д е  е безк он еч н о  мало в м е с т е  съ х.  О тсю да  с л е д у е т ъ , что В
. ж2 ~ О Р 2 

есть п р ед ъ л ъ  вы р аж ен ш  >

ж а ет ся  къ  т о ч к е  О. Съ д р у г о й  сто
роны , п усть  б у д ет ъ  В г р адаусъ  
к р у г а  Сх, к асаю щ агося  оси  Ох въ н а 
ч а л е  к о о р д и н а т а  и  п р о х о д я щ а г о  
черезъ  точ к у  Ж .  Мы им еем ъ

ОР2= М > п  = Р Ж ( 2В 1 — Р Ж ) ,  .
или

~ 6 F 2 Р Ж  
2Р Ж  1 2  ’

сл ед о в а т ел ь н о , п р е д е л ъ  р а ;ц у са  B t  д ей ст в и т ел ь н о  р ав ен ъ  р а -  
n iy c y  кривизны  В .

УПРАЖНЕНШ.
1. Применить обцдя формулы къ разысканйо развертокъ эллипса, 

гиперболы и параболы.
2. Доказать, что рад1усъ кривизны коническаго еЬчетя пропорщо- 

наленъ кубу отрЬзка нормали, заключающагося между точкою пере- 
сЬчешя нормали съ кривою и точкою встречи нормали съ одною изъ 
главныхъ осей.

3. Доказать, что радаусъ кривизны параболы равенъ удвоенному 
отрЪзку нормали, заключающемуся между точкою пересЬчешя нормали 
съ параболою и точкою встрЬчи нормали съ директрисою.

4. Пусть будутъБи F ' фокусы эллипса, М — какая-нибудь точка этого 
эллипса, M N  — нормаль и N  — точка встрЬчи нормали съ фокальною 
осью. Если изъ точки N  проведемъ къ M N  перпендикуляръ N K  и изъ 
точки пересЬчешя К  этого перпендикуляра съ рад1усомъ векторомъ M F  
возставимъ къ M F  перпендикуляръ КО, то точка перес-Ьчешя О пер
пендикуляра КО съ нормалью M N  есть центръ кривизны эллипса 
для точки М.

5. Предыдущее построеше не пригодно для тЬхъ вершинъ эллипса, 
который лежать на фокальной оси. Доказать правильность для этого 
случая слЬдующаго построешя. Пусть будутъ А О А' — большая ось и 
БО Б ' — малая ось. Построимъ на ОА и ОБ прямоугольники О А Р  Л  
и опустимъ изъ вершины Е  перпендикуляръ на АВ; точки С м В  
пересЬчешя этого перпендикуляра съ осями эллипса будутъ центрами 
кривизны для вершинъ А  и Б .

6. Доказать, что развертка логариемической спирали Q=aema> есть 
спираль, равная первой.
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7. Кривая, описываемая точкою окружности, катящейся безъ сколь- 
жеш я по некоторой неподвижной окружности, называется э п и ц и 
к л о и д о ю  или г и п о ц и к л о и д о ю .  Доказать, что развертка такой 
кривой есть подобная ей кривая.

8. Пусть будетъ А В  дуга кривой, на которой Н'Ьтъ ни особыхъ то- 
чекъ, ни точекъ перегиба. Отложимъ на нормали въ каждой точке т  

этой дуги по о б е  стороны отъ точки гп длины mnij, тт„, равныя н е 
которой данной длине 7. Когда точкам  опьсываетъ дугу А В , точки »нх, т2 
будутъ описывать соответственно дуги А 1В 1, А 2В 2. Доказать сл'Ьдую- 
пця соотношешя: S 1 = S —l6, S 2 = S +  Ш, .где S ,  S l t  S2 — длины дугъ А В , 
А ХВ Х, А 2В 2, и в  — уголь между нормалями въ точкахъ А  и В . При этомъ 
предполагается, что дуга А 1В 1, расположенная съ той стороны дуги А В, 
гд е  лежитъ развертка кривой А В ,  не встрЬчаетъ этой развертки.

9. Найти такую кривую С, чтобы раддусъ кривизны q въ каждой 
точке М  этой кривой и длина дуги S — A M , отсчитываемая отъ неко
торой определенной точки А  этой кривой, удовлетворяли соотноше
нию a s= e 24-a2, где  а —данная длина.

10. Пусть будетъ С данная кривая третьяго порядка, имеющая 
двойную точку въ точке О. Стороны прямого угла M 0N , вращающегося 
около точки 0 , встречаюсь кривую С соответственно въ точкахъ М  и N . 
Найти огибающую прямой M N . Разсмотреть, въ частности, те случаи, 
когда у равн ете  кривой С будетъ ).у2 = х2, и я?-\-у3= уху.

11. Найти те  точки, въ которыхъ кривая, представляемая уравнешями

х= а(п ш—sin w), у= а(п — cos и>),

имеетъ съ соприкасающимся кругомъ прикосновеше выше второго 
порядка.

12. Пусть будутъ т , -щ1г т 2 три близкихъ между собою точки неко
торой плоской кривой. Найти предельное значеше рад1уса круга, 
описаннаго около треугольника, образованнаго касательными въ  точ
кахъ т ,  т г , т 2, когда все эти три точки совпадаютъ между собою.

13. Доказать, что если замкнутая кривая, безъ точекъ перегиба, 
имеетъ замкнутую развертку, то полная длина этой развертки равна 
удвоенной разности между суммою значешй maxima рад1усовъ кри
визны и суммою значешй minima радаусовъ кривизны для всехъ то
чекъ первой кривой.

14. Проведемъ изъ каждой точки данной кривой отрезокъ постоян
ной длины, образующей съ нормалью къ кривой постоянный уголъ. 
Доказать, что каждая нормаль, проведенная къ геометрическому месту 
концовъ этихъ отрезковъ, проходить черезъ соответствующий центръ 
кривизны данной кривой.

15. Пусть будутъ г  pafliycb векторъ, проведенный изъ даннаго 
полюса въ одну изъ точекъ какой-нибудь плоской кривой, и р  — раз- 
е то яте  отъ полюса до касательной къ кривой въ этой точке; доказать,
что радаусъ кривизны R  выражается формулою Л = ± г

16. Доказать, что место фокусовъ параболъ, имеющнхъ съ данною 
кривою въ данной точке прикосновеше второго порядка, есть окруж
ность.

17. Найти место центровъ эллинсовъ съ даннымъ направлешемъ 
осей, иыеющихъ съ данною кривою въ данной точке прикосновение 
второго порядка.

-------- --------------



ГЛАВА XI.

Кривыя двойной кривизны.

I , — С О П Р И К А С А Ю Щ А Я С Я  П Л О С К О С Т Ь .

215 . О п р е д е л е т е  и  у р а в н е т е .  —  П усть  б у д ет ъ  Ж  точка  
к р и в о й  д в ой н ой  кривизны  Г ,  и М Т — к асател ьн ая  въ  этой  
т о ч к е . П роведем ъ  плоскость  ч ер езъ  прям ую  М Т  и  черезъ  н е 
к о т о р у ю  точ к у  М '  кри вой  Г , безк он ечн о близкую  къ  точ к у  Ж .  
К о г д а  точ к а  Ж '  н еогр ан и ч ен н о  п р и бл и ж ается  къ  т о ч к е  Ж ,  
то эт а  п л оск ость  б у д е т ъ , в ообщ е, стрем иться  къ  н ек о т о р о м у  
о п р е д е л е н н о м у  положению; эта  п р е д е л ь н а я  п лоскость назы 
в а ет ся  с о п р и к а с а ю щ е ю с я  п л о с к о с т ь ю  к ри вой  Г  въ  
т о ч к е  Ж .

В ы ведем ъ у р а в н е т е  соп ри к асаю щ ей ся  п л оск ости . П усть  
б у д у т ъ

У = < Р { * ) ,  s = 4>(t)  ( i )

в ы р а ж е т я  к оор ди н ат ъ  точекъ к р и в ой  Г  въ ф ун к ц ш  п ар а
м етра t; п у ст ь  точкамъ Ж  ж Ж '  с о о т в е т с т в у ю т  з н а ч е т я  t 
и t +  h этого  п ар ам етр а . У р а в н е т е  плоскости  М Т М '  будетъ

A { X - x )  +  B ( Y - y )  +  C { Z - t ) = o ,

п ри чем ъ  коэф ф ищ енты  А ,  В ,  С  долж ны  удов л ет в ор я т ь  соотн о-  
ш е т я м ъ

A f '< f ) + B < p \ t )  +  C y > \ t )=  о ,  (2 )

A [ f { t + h ) - f ( t ) ] + B [ < p ( t + h ) - g > ( t ) ] + C l y ( t + h ) - y > ( t ) ] = o .  (3 ) '

З а м е н я я  въ соотн ош еш и  (3 ) в ы р а ж е т я  f ( t + h ) ,  <p(t+h), ip(t+ й )  
и х ъ  р а з л о ж е т я м и  п о  ф о р м у л е Т эл о р а , получим ъ

А ^ т + ~  [rw+ejJ+Bj t^№+eJ}+* • •=°>

вы читая отсю да соотн ош еш е (г ) ,  ум н ож ен н ое  н а  Й, и  р а з д е -



/г2
л и в ъ  р е з у л ь т а т ъ  н а  — > мы п о л у ч и м ъ  с и с т е м у , р а в н о си л ь н у ю  

с и с т е м е  у р а в н е ш й  (2 ) и  (3 ) ,

A  f \ t )+ B < f> '{ t )  +  С ip ' ( t )= о ,
A  [ f " ( t )  -t-ej + i? W \ t )  +  *г] + С [<*"(<) +  f8] =  о,

г д е  f 2> гз б е зк о н е ч н о  малы  в м е с т е  с ъ Л .  П р и  п р и б л и ж е н ш  h 
к ъ  н у л ю  п о с л е д н е е  cooT H on ien ie  о б р а щ а е т с я  въ

A f " ( t )  +  B<p"(t) +  C y>"(t)= o .  (4)

С л е д о в а т е л ь н о , у р а в н е ш е  с о п р и к а с а ю щ е й с я  п л о с к о с т и  б у д е т ъ  

A { X - x )  +  B { Y - y )  +  C { Z - z )  =  о ,  (5)

п р и ч ем ъ  к оэф ф иц и енты  А ,  В ,  С д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  со о т н о -  
ш е ш я м ъ

A d x  + B d y  +  C d z —o, \ ,

А < Р х + В < Р у  +  С < Р г = о .  |

И с к л ю ч а я  и зъ  (5 ) и  (6 ) к оэф ф ициенты  А , В , С, мы м ож ем ъ  

п р е д с т а в и т ь  у р а в н е ш е  с о п р и к а с а ю щ ей с я  п л о с к о с т и  въ  в и д е
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Х — х Т - У Z - z
dx dy dz
d?x d2y d2z

И зъ  в с е х ъ  п л о с к о с т е й , п р о х о д я щ и х ъ  ч е р е з ъ  к а с а т е л ь н у ю  

к ъ  к р и в о й , с о п р и к а с а ю щ а я с я  п л о с к о с т ь  е с т ь  т а ,  
к ъ  к о т о р о й  к р и в а я  в с е г о  т е с н е е  п р и м ы к а е т ъ .  
Р а зсм о т р и м ъ  с н а ч а л а  к а к у ю -н и б у д ь  д р у г у ю  п л о с к о с т ь , п р о х о 
д я щ у ю  ч ер езъ  к а са т ел ь н у ю  п р я м у ю ; э т а  п л о с к о с т ь  п р е д с т а 
в и т с я  у р а в н е ш е м ъ  ( 5 ) ,  въ  к о т о р о м ъ  к о эф ф ш ц ен т ы  А ,  В , С  у ж е  
н е  у д о в л е т в о р я ю т ъ  ур ав н ен и ю  (4 ) .  П у с т ь  б у д е т ъ  F ( t )  р е зу л ь 
т а т ъ  п о д с т а н о в к и  вы раж ен и й  f ( t + h ) ,  <p(t +  h) , ц> (t +  h) в м е с т о  

т е к у щ и х ъ  к о о р д и н а т ъ  X ,  Y ,  Z  в ъ  л е в у ю  ч а ст ь  у р а в н е ш я  (5 );  
мы б у д е м ъ  и м е т ь

tA f" ( t )+ B < p " ( t)+ c v>"(t) + v ],

г д е  г] б е зк о н е ч н о  м ал о  в м е с т е  съ  h. С л е д о в а т е л ь н о , р а зе т о я -  
впе к а к о й -н и б у д ь  т о ч к и  к р и в о й  Г , б л и зк о й  к ъ  т о ч к е  Ж -, отъ  
р а зс м а т р и в а е м о й  п л о с к о с т и  ест ь  б е зк о н е ч н о  м ал ое в т о р о г о  
п о р я д к а ;  к р о м е  т о г о , т а к ъ  к а к ъ  F ( t )  п р и  д о с т а т о ч н о  м алы хъ  
з н а ч е ш я х ъ  h с о х р а н я е т ъ  п о ст о я н н ы й  зн а к ъ , т о  о т с ю д а  я с н о ,
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что в бл и зи  точк и  п р и к о с н о в е т я  к р и в а я  Г  р а сп о л о ж ен а  в ся  
п о  о д н у  ст о р о н у  к асател ь н ой  п л оск ост и .

И н аче б у д е т ъ  д л я  соп р и к асаю щ ей ся  п л о с к о с т и . Д л я  н ея  
мы имйемъ A  f " + В  <р" +  Су>"—о , и  чтобы п о л у ч и ть  в ы р е ж е т е  
д л я  F ( t ) ,  н у ж н о  п р о д о л ж и т ь  р а з л о ж е т е  к о о р д и н а т ъ  точ ек ъ  
к р и в ой  Г  д о  членовъ тр ет ь я го  п о р я д к а  отн о си т ел ь н о  h. П о сл й  
п о д ст а н о в к и  буд ем ъ  им йть

О тсю да в и д н о , что р а з с т о я т е  точк и  к р и в о й  Г  отъ  с о п р и к а 
саю щ ей ся  п л оск ости  есть безк он еч н о  м алое т р е т ь я г о  п о 
р я д к а ;  св ер х ъ  т о г о , такъ  к ак ъ  F ( t )  м й н я етъ  зн а к ъ  в м й ст й  
еъ  /г, то  о тсю да  с л й д у е т ъ , что к р и в а я  д в о й н о й  к р и 
в и з н ы  п е р е с й к а е т ъ  с о п р и к а с а ю щ у ю с я  п л о с к о с т ь  
в ъ т о ч к й  п р и к о с н о в е н ! я .  Эти св о й ст в а  в ы дй л я ю т ъ  
соп р и к асаю щ ую ся  п л оск ость  и зъ  в с й х ъ  д р у г и х ъ  п л о с к о с т е й , 
п р о х о д я щ и х ъ  ч ер езъ  к асател ь н ую  п р я м ую .

216 . С т а щ о н а р н а я  с о п р и к а с а ю щ а я с я  п л о с к о с т ь . —  П р ед ы -  
д у д ц я  заклю чения теряю тъ  си л у  въ томъ с л у ч а й , к о г д а  к о эф ф и 
циенты А ,  Б ,  С соп р и к асаю щ ей ся  п л о ск о ст и  у д о в л е т в о р я ю т ъ  
соотн ош ен !ю

В ъ  этомъ сл у ч а й  н у ж н о  п р о д о л ж и т ь  р а з л о ж е т е  к о о р д и н а т ъ  
д о  член овъ  ч етв ер таго  п о р я д к а , и  мы п ол учи м ъ  р езу и ь т а т ъ  в и д а

В ъ  т о ч к а х * , у д о в л ет в о р я ю щ и х ъ  со отн ош еш ю  (7 ) , со п р и к а са ю 
щ а я с я  п л оск ость  н азы вается  с т а ц 1 о н а р н о ю  с о п р и к а са ю 
щ ею ся  п л оск ост ь ю . Е сл и  A d ix J!- B d i y + C d i z н е  р а в н о  н у л ю ,—  
к ак ъ  эт о  и  б у д е т ъ  и м й ть м йсто въ  общ ем ъ с л у ч а й , —  т о  F ( t )  
н е  м йн яетъ  зн а к а  вм й стй  съ  h,  и  к р и в а я  н е п е р е с й -  
к а е т ъ  с т а ц ! о н а р н о - й  с о п р и к а с а ю щ е й с я  п л о с к о 
с т и .  К р о м й  т о г о , р а з с т о я т е  отъ  точ к и  к р и в о й  д о  с т а щ о р а р -  
н ой  со п р и к а са ю щ ей ся  п л о ск о ст и  б у д е т ъ  б езк о н еч н о  малымъ  
у ж е  п е т р ет ь я г о , а  ч ет в ер таго  п о р я д к а . Е с л и  бы мы и м й л и  
A d i x +  B d i y +  С (1* 2 = 0 , то  н у ж н о  бы ло бы п р о д о л ж и т ь  р а зл о -  
ж е ш е  д о  член овъ  п я т а го  п о р я д к а , и  т . д . .

A  d3x + B  d3y + C  d?z=o. (7 )
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И с к л ю ч а я  А ,  Б ,  С  и зъ  с о о т н о ш е т й  (6 ) и  (7) ,  
у р а в н е т е

d x  d y  d z  

d'2x  d 2y  d 2s  

d3x  <Py d?z
=  0.

мы п ол уч и м ъ

(8 )

К о р н я м и  э т о г о  у р а в н е т я  с л у ж а т ъ  з н а ч е т я  t , с о о т в е т с т в у ю п ц я  
т ^ м ъ  то ч к а м ъ  к р и в о й  Г , в ъ  к о т о р ы х ъ  с о п р и к а с а ю щ а я с я  п л о с 
к о с т ь  с т а щ о н а р н а . Т а к и м ъ  о б р а зо м ъ , н а  к а ж д о й  к р и в о й  д в о й 
н о й  к р и в и зн ы  е с т ь , в о о б щ е , н е к о т о р о е  ч и сл о  т о ч ек ъ , о б л а д а ю -
ЩИХЪ ЭТИМЪ СВОЙСТВОМ!..

П о с м о т р и м ъ , н'Ьтъ л и  т а к и х ъ  к р и в ы х ъ , д л я  к о т о р ы х ъ  всЬ  

с о п р и к а с а ю щ г я с я  п л о с к о с т и  бы ли бы ст а щ о н а р н ы м и . В ы р а 
ж а я с ь  б о л е е  т о ч н о , н а й д е м ъ  в сЬ  ф у н к ц ш  ж, у , z перем-йн- 
н а г о  t ,  н еп р ер ы в н ы й  в м е с т е  съ  и х ъ  п р о и зв о д н ы м и  д о  т р ет ь я г о  
п о р я д к а ,  п о д ъ  т’Ьмъ у сл о в 1 ем ъ , ч тобы  п р и  и зм е н е н !]!  t м е ж д у  

п р е д е л а м и  а и  Ъ (а < Ъ ) п р е д ы д у щ е й  о п р е д е л и т е л ь  А былъ  

т о ж д е с т в е н н о  р а в е н ъ  н у л ю .
П р е д п о л о ж и м ъ  с н а ч а л а , ч то  о д и н ъ  и зъ  м и н о р о в ъ  о п р е д е 

л и т е л я  А о т н о с и т е л ь н о  эл ем ен т о в ъ  т р ет ь ей  с т р о к и , н а п р и -  

меръ, dx сРу— dy d2x  н е  о б р а щ а е т с я  въ  н у л ь  въ  п р о м е ж у т к е  (я , Ь). 
Й з ъ  с о о т н о ш е т й

dz =  Сх dx 4 - С2 dy,
сРг=С^2х+ С 2<Ру К9)

мы н а й д е м ъ  д л я  Сх и  С2 ф у н к ц ш  отъ  t, н еп р ер ы в н ы й  въ  этом ъ  

п р о м е ж у т к е .  Т а к ъ  к а к ъ  А =  о ,  то  эт и  ф у н к ц ш  у д о в л е т в о р я ю т !, 
т а к ж е  со о т н о ш е ш ю

d3z = C 1d3x +  C2 d?y. (10 )

Д и ф ф е р е н ц и р у я  у р а в н е т я  (9 ) и  п р и н и м а я  в о  в н и м а т е  ф о р 
м у л у  ( г о ) ,  мы п о л у ч и м ъ  н ов ы я  у р а в н е т я

dCt d x + d C 2 dy— о ,  dCxd2x + d C 2 d2y —o,

о т к у д а  б у д е м ъ  и м е т ь  dCx—dC2— o.  С л е д о в а т е л ь н о , к оэф ф и -  
щ е н т ы  Сх, С2 п о с т о я н н ы , и ,  и н т е г р и р у я  п е р в о е  и зъ  у р а в н е 

ний ( 9 ) ,  п о л у ч и м ъ
г = С хх + С & + С а,

г д е  Ся — н о в о е  п о с т о я н н о е . О т с ю д а  с л е д у е т ъ ,  что к р и в а я  Г —  

п л о с к а я .
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Если при Н'Ькоторомъ значенш с параметра t, заключающемся между 
а и Ъ, определитель dx d2y —dy d2x  обращается въ нуль, то предыдущее 
разсуждеше не применимо, такъ какъ при этомъ значенш с параметра 
выражешя для С\и С2обращаются въ безконечность или делаются неопре
деленными. Предположимъ, для определенности, что въ промежутке 
(а, 6) определитель dxd?y—dyd?х  обращается въ нуль только одинъ 
разъ при / = с, и что при этомъ значенш параметра аналогичный опре
делитель dx d2g — dz d2X не равенъ нулю. Изъ предыдущего разсуждешя 
следуетъ, что все точки кривой Г, соответствующая значешямъ пара
метра t въ промежутке отъ а до с, лежать въ некоторой одной плос
кости Р, и что все точки кривой, соответствующая значешямъ пара
метра отъ с до 6, лежать въ некоторой одной плоскости Q. Съ другой сто
роны, такъ какъ при 1 = с миноръ dx d2z — dz d2x  не равенъ нулю, то можно 
выбрать настолько малое число h, чтобы этотъ миноръ не обращался 
въ нуль при измененш t отъ с—h до c+h. Следовательно, все точки 
кривой Г, соответствующая значешямъ параметра t отъ с — h до е+7г, 
также лежать въ некоторой одной плоскости R. Такъ какъ эта плос
кость R  должна иметь безконечное множество общихъ точекъ съ плос
костями Р  и Q, то эти три плоскости совпадаютъ между собою.

Обобщая это разсуждеше, мы найдемъ, что если определители

dx dty^-dy d2x , dx d2z - d z  d2x, dy d2z —dz d2y

не обращаются одновременно въ нуль въ промежутке (а, Ъ), то все 
точки кривой I '  лежать въ одной плоскости. Если же эти определи
тели обращаются одновременно въ нуль, то можетъ случиться, что 
кривая Г  состоитъ изъ несколькихъ дугъ плоскихъ кривыхъ, лежа- 
щихъ въ различныхъ плоекостяхъ и соединяющихся между собою 
въ техъ точкахъ, въ которыхъ уравнение соприкасающейся плоскости 
принимаетъ неопределенный видь*).

Если три предыдущихъ минора въ некоторомъ промежутке тожде
ственно равны нулю, то лишя Г  есть прямая лишя или состоитъ

dxизъ отрезковъ прямыхъ линШ. Напримеръ, если -щ не обращается 

въ нуль въ промежутке (а, Ъ), то мы можемъ написать

сРу d x —dy d2x  _  d2z d x—dz d- x
{dxf _ ° ’ (dirj* _ ° ’

откуда
dy = C1dx, dz=C2dx,

где C\ и Сг — постоянныя. Интегрируя еще разъ, получимъ 

у=С1х + С \, г=С2х+ С 'г;

отсюда следуетъ, что въ этомъ случае Г  есть прямая лишя.

*) Въ первый разъ этотъ особый случай, невидимому, былъ указанъ 
Пеано (Реапо). Очевидно, что онъ имеетъ исключительно аналитиче- 
скШ интересъ.
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217. Стащ онарныя каеательны я. — Предыдущая ипс.тЬдов!я приво
дить насъ къ изучение на кривой двойной кривизны н'Ькоторыхъ 
особыхъ точекъ, которыхъ мы еше не разсматрпвалн. Это т-Ь точки, для 
которыхъ имйютъ место равенства

d-х _  сТг>/ _  
dx ~  dy ~ ds ( i i )

Касательная къ кривой въ такой точке называется с т а ц 1 о н а р н о ю  
касательною. Пользуясь выражешемъ разстояш я отъ точки до прямой, 
легко доказать, что разстояше отъ какой-нибудь точки кривой Г  до 
касательной въ безконечно близкой точке, которое будетъ, вообще, 
безконечно малымъ второго порядка, для стащонарной касательной 
будетъ безконечно малымъ третьяго порядка. Если кривая Г  обра
щается въ плоскую кривую, то стащонарными касательными будутъ 
каеательныя въ  точкахъ перегиба. И зъ разеуж детй  предыдущихъ 
параграфовъ следуетъ, что единственная лиш я, все каеательныя ко
торой стащонарны, есть прямая.

Въ каждой точке, въ  которой касательная стащонарна, мы им-Ьемъ 
А  = 0 , и ypaBnenie соприкасающейся плоскости принимаетъ неопред'6- 
ленный видь. Но эта неопределенность — только кажущаяся. Если мы 
повторимъ для этого случая вычислешя, сделанный въ начале § 215 , 
продолживъ разложение координатъ точки М ' до членовъ третьяго по
рядка, и  воспользуемся соотношешями (и ) , то найдемъ, что уравнете 
плоскости, проходящей черезъ касательную въ точке М  и черезъ без
конечно близкую точку М ', можетъ быть представлено въ виде

Х —х
f i t )

Г "(<)+*1

Y - y  Z - z
<p'(t) tp'(<)

<e"'(t)+f2 rp'"(t)+t3

где  *j, f2, fs стремятся къ нулю одновременно съ h. Такимъ образомъ, 
эта плоскость стремится къ  вполне определенному предельному по
ложению, и  мы получимъ у равн ете  соприкасающейся плоскости, за
меняя второе изъ условШ (6) следующимъ

А (Рх+ В<Ру+  Cd3s =о. 
Если бы имели также

dax _  (Ру _ d 3z 
dx ~  dy ~  de ’

то нужно было бы заменить второе изъ  соотношение (6) еоотношешемъ

A d qx + B d ! ,y + C ( t ’z = o ,

где  q есть наименьшее целое число, при которомъ предыдущее соотно- 
ш е т е  отлично отъ соотносивши A d x + B d y + C d z= o .  Мы предоставляемъ 
читателю доказать это предложеше и наследовать для этихъ случаевъ 
положение кривой относительно соприкасающейся плоскости.

Въ общемъ случае, для стащонарной касательной не имеетъ места 
соотношеше

A d*x+Bd*y+Cd*e=о;

въ такой особой точке каждая касательная плоскость пересекается 
съ кривою, кроме соприкасающейся плоскости, которая съ кривою не 
пересекается.
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218. Приложеюе къ некоторымъ кривымъ. — Разсмотримъ кривыя 
двойной кривизны Г, удовлетворяюпця соотношение вида

x d y —y d x = K d z ,  (12)

где К  — данное постоянное. Изъ этого соотношетя получимъ

x d 2y ~ y d 2x=KH Pz,\ 
х  d?y—y d 3x + d x d 2y —d yd 2x —K d 3z . )

Найдемъ соприкасающаяся п л о с к о с т и  к ъ  кривой Г , проходящая черезъ 
данную точку (а, Ъ, с) пространства. Координаты точки прикоснове- 
т я  (х , у, г) должны удовлетворять уравнетю

а—х  Ъ -у  с—z 
дх dy dz 

d2x  d2y  d2z
= 0 ;

на основании соотношений (12) и (13) это уравнете обращается въ

а у-Ъ х+ К (с-г)= о . (14 )

■Следовательно, точки прикосновешя соприкасающейся плоскости съ 
кривою Г  суть точки пересЬчешя этой кривой съ плоскостью, прохо
дящею черезъ точку (а, Ь, с) и представляемую уравнетемъ (14).

Заменяя dz, d2z, d3z  ихъ значешями изъ (12 ) и (13 ), мы можемъ 
представить уравнете А =о, определяющее те точки кривой, въ кото- 
рыхъ соприкасающаяся плоскость стащонарна, въ  виде

А = (dx d2y  -  dy drx'f= о;

следовательно, для этихъ точекъ мы имеемъ
d2x _  d2y _  у d2x —x  d2y _  d2z  _ 
d x ~  dy ~ y d x —x  dy ~ dz '

■отсюда видно, что касательная въ этихъ точкахъ также стащонарна.
Легко получить несколько кривыхъ двойной кривизны, удовлетво- 

ряющихъ соотношешю (12). Наприм’Ьръ, можно положить

x = A tm, y= B tn, z= C tm+n,

где А , В , С , т , п — постоянныя. Простейшими кривыми этого рода 
будутъ кривая двойной кривизны третьяго порядка x = t, х  = Р, z —t3' 
и кривая двойной кривизны четвертаго порядка x = t, у —Р, z= P. 
Круговая винтовая лишя

£c=acos t, y = a s ia t ,  z= K t

удовлетворяеть тому же условно.
Чтобы получить все кривыя двойной кривизны, удовлетворяннщя 

соотношешю (12), представимъ это соотношеше въ виде

d(xy—Kz) - i y  dx.
Полагая

x= f(t), x y —K z —<p{t),

получимъ изъ предыдущаго соотношетя гу f'(t)=q>’(t). Репгавъ эти три
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у р ав н етя  относительно х , у, z , будемъ им^ть сбхщя вы раж етя коорди- 
натъ въ функцш перем'Ьннаго параметра

Эти формулы зависятъ О Т Ъ  двухъ произвольныхъ фуНКШЙ f  и <Р', но 
ясно, что, не нарушая общности, мы можемъ дать одной изъ этихъ 
функщй произвольный частный видъ, оаприм'Ьръ, положить f(t) = t-

П р е ж д е  чТ мъ п е р е й т и  к ъ  д а л ь н е й ш е м у  разсм отр'Ь нпо к р и -  

в ы хъ  д в о й н о й  к р и в и зн ы , мы о с т а н о в и м ся  н и с к о л ь к о  н а  т е о р ш  
о г и б а ю щ и х ъ  п о в е р х н о с т е й .

2 1 9 . П о в е р х н о с т и  с ъ  о д н и м ъ  п а р а м е т р о м ъ . —  П у с т ь  б у д е т е

у р а в н е т е  п о в е р х н о с т и  8 , за в и с я щ е й  отъ  п р о и зв о л ь н а г о  п а р а 
м е т р а  а.  Е с л и  с у щ е с т в у е т е  н е к о т о р а я  п о в е р х н о с т ь  Е ,  к а с а ю 
щ а я с я  к а ж д о й  и зъ  п о в е р х н о с т е й  S  в д о л ь  н е к о т о р о й  к р и в о й  С, 
т о  э т а  п о в е р х н о с т ь  Е  н азы в а ется  о г и б а ю щ е ю  п о в е р х н о 
ст е й  S,  а  л и ш я  п р и к о с н о в е т я  С  п о в е р х н о с т е й  S  и  Е  —  х а 
р а к т е р и с т и к о ю .

Т а к и м ъ  о б р а зо м ъ , чтобы  у з н а т ь , им'Ьютъ ли  д а н н ы я  п о в е р х 
н о с т и  S  о г и б а ю щ у ю , н у ж н о  изсл -Ь довать , м о ж н о  ли  о п р е д е 
л и ть  н а  к а ж д о й  и зъ  п о в е р х н о с т е й  S  т а к у ю  к р и в у ю  С , чтобы  

м е с т о  в с е х ъ  э т и х ъ  к р и в ы х ъ , с о о т в е т с т в у ю щ и х ъ  различны м ъ  
з н а ч е т я м ъ  п а р а м е т р а , к а с а л о с ь  к а ж д о й  п о в е р х н о с т и  S  в д о л ь  
с о о т в е т с т в у ю щ е й  к р и в о й  С. П у с т ь  б у д у т ъ  (х, у , г) к о о р д и н а т ы  

к а к о й -н и б у д ь  т о ч к и  Ж  х а р а к т е р и с т и к и . Е с л и  э т а  точ к а  н е  
е с т ь  о с о б а я  т о ч к а  п о в е р х н о с т и  S , т о  у р а в н е т е  к а са т ел ь н о й  
п л о с к о с т и  к ъ  э т о й  п о в е р х н о с т и  въ  т о ч к е  М  б у д е т ъ

С ъ д р у г о й  ст о р о н ы , в д о л ь  о г и б а ю щ ей  п о в е р х н о с т и  Е  к о л и 
ч ест в а  х ,  у , а  б у д у т ъ  ф у н к щ я м и  д в у х ъ  н еза в и си м ы х ъ  п ер е -
м е н н ы х ъ , у д о в л е т в о р я ю щ и м и  у р а в н е н и е  (1 6 ) , и  м е ж д у  и х ъ  
д и ф ф е р е н щ а л а м и  б у д е т ъ  и м е т ь  м е с т о  с о о т н о ш е ш е

(15)

I I  — О Г И Б А Ю Щ Ш  П О В Е Р Х Н О С Т И .

f { x , y , z ,  а) —о (16)

( 1 7 )
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Ч тобы  к аса т ел ь н а я  п л оск ость  къ  п ов ер х н о ст и  Е  была т о ж д е 
ств ен н а  съ к асательн ою  п лоскостью  к ъ  п ов ер х н о ст и  S,  н е о б х о 
ди м о и  до ста т о ч н о , чтобы м еж д у  дифф еренциалами dx, dy, dz 
сущ еств ов ал о  соотнош ение

д1
дх

, М л  df лdx -j- 3— dy +  3 — d z= o .  
dy s dz

С равн и вая  это  ycjioBie съ  (1 7 ) , получим ъ

(18)

Т аким и ж е  п р 1емами, к ак ъ  и  въ сл уч ай  п л о ск и х ъ  кривы хъ  
(§ 2 0 1 ) , м ож н о д о к а за т ь , ч то , о б р а т н о , у р а в н е ш е  Е { х ,  у, z ) = о ,  
п ол уч аю щ ееся  отъ и с к л ю ч е т я  п ар ам етр а  а и зъ  д в у х ъ  у р а в -  
н еш й  (16) и  (1 8 ) , п р едстав л я етъ  и л и  огибаю щ ую  п о в е р х 
н остей  S,  или  ж е  м'Ьсто особы хъ точекъ эти хъ  п о в ер х н о ст ей . 
Х а р а к т ер и ст и к а  С, п р едстав л я ем ая  у р а в н е т я м и  (16) и  (1 8 ) , 
есть т а к ж е  п р е д е л ь н о е  полож ение л и ш и  п ер есеч ен ь я  п о в е р х 
н ости  S  съ безк он еч н о  близкою  п овер хн остью  того  ж е  сем ей ства.

220. Поверхности, зависяпйя отъ двухъ параметровъ.—
Р азсм отрим ъ теп ер ь  у р а в н е ш е

f ( x , y ,  z ,  а,Ъ ) =  о , (19)

п р едстав л я ю щ ее п ов ер х н о ст и  S, зависящ ая отъ  д в у х ъ  п а р а 
м етровъ а  и  Ъ. В о о б щ е , н е  су щ еств у ет ъ  т а к о й  п о в ер х н о ст и , 
к о т о р а я  к асал ась  бы к а ж д о й  п ов ер х н о ст и  разсм атри ваем аго  
сем ей ств а в дол ь  н е к о т о р о й  к р и в о й . В ъ  самомъ д е л е ,  если  
мы устан ови м ъ  м еж д у  парам етрам и  а ж Ъ н е к о т о р о е  со о т н о -  
ш е ш е  Ъ=ф(а), то сем ейство п о в ер х н о стей  (19) обр ат и т ся  въ  с е 
м ейство п о в ер х н о ст ей , зав и ся щ и хъ  у ж е  только отъ  о д н о г о  
п ар ам ет р а , и  х а р а к т ер и ст и к а  этого  сем ейства б у д е т ъ  п р е д с т а 
в л ен а  у р ав н еш ем ъ  (19) и ур ав н еш ем ъ

d f  d f  .

Та + Ж * {а) =  0 ' (20)

г д е  Ъ св я зан о  съ а соотн ош еш ем ъ  Ъ = <р(а). Э та  х а р а к т ер и ст и к а  
за в и си тъ , в о о б щ е, отъ  п р ои зв ол ь н ой  ф у н к ц ш  <р(а), так ъ  что  
н а  к а ж д о й  п о в ер х н о ст и  S  есть  безч и сл ен н ое м н ож еств о  х а р а к т е -  
ри сти к ъ ; сл ед о в а т ел ь н о , съ  и зм ен еш ем ъ  а и  Ъ эти  х а р а к т е 
р и сти к и  н е  обр а зу ю т ъ , в о о б щ е, о д н о й  п о в ер х н о ст и . Б у д ем ъ  
теп ер ь  и ск а т ь , сущ ест в у ет ъ  л и  т а к а я  п о в ер х н о ст ь  Е ,  к о т о р а я  
к а с а ет с я  п о в ер х н о ст и  8  н е  в дол ь  к р и в о й , а  тол ь к о  въ  о д н о й

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 32
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и л и  н 'Ь ск о л ь к н х ъ  т о ч к а х ъ . Е с л и  т а к а я  п о в е р х н о с т ь  с у щ е с т в у е т ъ ,  
т о  к о о р д и н а т ы  (ж, у , z) то ч к и  п р и к о с н о в е ш я  п о в е р х н о с т и  S  
съ  о г и б а ю щ е ю  Е  б у д у т ъ  ф у н к щ я м и  д в у х ъ  перем И нны хъ  
п а р а м е т р о в ъ  а  и  Ь, у д о в л е т в о р я ю щ и м и  со о т н о ш еш ю  (1 9 ); с л е 
д о в а т е л ь н о , п р и  п е р ем ещ ен и и  п о  п о в е р х н о с т и  Е  и х ъ  д и ф ф ер ен -  
щ а л ы  d x , dy , dz у д о в л е т в о р я ю т ъ  с о о т н о ш еш ю

^ - d x  +  ^ - d y  +  ~  d z + ^ - d a + % d b = o .  ( 2 1 )ox ay J dz da db

Ч т о б ы  п о в е р х н о с т ь  Е ,  п р е д с т а в л я ю щ а я  м е с т о  точ ек ъ  (ж, у ,  г),  
к а с а л а с ь  п о в е р х н о с т и  S, н е о б х о д и м о , к р о м е  т о г о , чтобы  бы ло

d f  ,  d f  d f ,
-г - «ж +  -г— dy +  -ь  dz =  о . dx dy J dz

П р и н и м а я  в о  в н и м а ш е  с о о т н о ш е ш е  (2 1 ) ,  п ол уч и м ъ

d f  _ d f  77 
- з -я а  +  -тГ а о = о .  
d a  db

Т а к ъ  к а к ъ  а и  Ъ —  п е р е м е н н ы й  н езав и си м ы й , т о  к оор д и н ат ы  
(ж , у ,  г) т о ч к и  п р и к о с н о в е ш я  до л ж н ы  о д н о в р е м ен н о  у д о в л е 
т в о р я т ь  у р а в н е ш я м ъ

(22)

С л е д о в а т е л ь н о , мы п о л у ч и м ъ  у р а в н е ш е  о г и б а ю щ ей  п о в е р х 
н о с т и , и ск л ю ч и в ъ  а и  Ъ и зъ  т р е х ъ  у р а в н е ш й  (1 9 ) и  (2 2 ) .  
Д е й с т в и т е л ь н о , п р и в е д е н н о е  р а з с у ж д е ш е  п о к а зы в а ет ъ , ч то  п о 
л у ч е н н а я  т а к и м ъ  о б р а зо м ъ  п о в е р х н о с т ь  к а с а е т с я  п о в е р х н о с т и  
е с л и  т о л ь к о  з н а ч е ш я  (ж. у , z),  у д о в л е т в о р я ю щ а я  у р а в н е ш я м ъ  (1 9 )  

и  ( 2 2 ) ,  н е  у д о в л е т в о р я ю т ъ  о д н о в р е м ен н о  у р а в н е ш я м ъ

dx dy dz

С л е д о в а т е л ь н о , п о л у ч а ю щ а я с я  п о в е р х н о с т ь  б у д е т ъ  и л и  о ги б а ю 
щ ею  п о в е р х н о с т е й  S,  и л и  ж е  м ест о м ъ  и х ъ  осо б ы х ъ  т о ч ек ъ .

Т а к и м ъ  о б р а з о м ъ , мы и м е е м ъ  о г и б а ю п д я  п о в е р х н о с т и  д в у х ъ  

р а зн ы х ъ  в и д о в ъ  с м о т р я  п о  т о м у , за в и с я т ъ  л и  оги баем ы я п о 
в е р х н о с т и  о т ъ  о д н о г о  и л и  от ъ  д в у х ъ  п а р а м е т р о в ъ . Н а п р и м е р ъ ,  
к а с а т е л ь н а я  п л о с к о с т ь  к ъ  с ф е р е  и л и  к ъ  г и п е р б о л о и д у  зав и си тъ  
о т ъ  д в у х ъ  п а р а м е т р о в ъ , и  о н а  к а с а е т с я  п о в е р х н о с т и  тол ь к о  
в ъ  о д н о й  т о ч к е .  Н а п р о т и в ъ , к а с а т е л ь н а я  п л о ск о ст ь  к ъ  к о н у с у  
и л и  к ъ  ц и л и н д р у  за в и с и т ъ  т о л ь к о  отъ  о д н о г о  п е р е м е н н а г о  
п а р а м е т р а , н о  за т о  к а с а е т с я  с в о е й  о г и б а ю щ ей  п о в е р х н о с т и  
в д о л ь  ц е л о й  о б р а зу ю щ е й .
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221 . Р а зги б а ю щ а я ся  поверхности. —  Е сл и  мы им!;емъ сем ей 
ство п л оск остей , зав и ся щ и х ъ  отъ о д н о го  перем-Ьннаго п а р а 
м етр а , то  п о в ер х н о ст ь , оги баю щ ая п л оск ости  этого  сем ей ств а , 
назы вается  р а з г и б а ю щ е ю с я  п о в е р х н о с т ь ю .  П у ст ь  б у -  
детъ

e=<xx+yf(a)+<p{a)  (зЗ )

■ ур ав н ете п ер ем ен н о й  п л оск ости  Р ,  а —  п ер ем ен н ы й  п а р а -  
м етръ , и  Д а ) ,  <р{а) —  н ек о т о р ы й  ф у н к ц ш  этого  п а р а м ет р а . Х а 
р ак тер и сти к а  п л оск ости  Р  п р едстав и тся  у р а в н еш ем ъ  (2З ) и 
ур ав н еш ем ъ

x +  yf'(a) +  <p'(a) =  о ,  (24 )

к отор ое  пол учи м ъ, д и ф ф ер ен ц и р у я  у р а в н е т е  (2З ) п о  а. О тсю да  
‘в и д н о , что въ наш емъ с л у ч а е  х а р а к т ер и ст и к а  есть  н е к о т о р а я  
п р я м ая  л и ш я  (9 ; сл ед о в а т ел ь н о , р а зги б а ю щ а я ся  п о в ер х н о ст ь  
есть  п ов ер хн ость  л и н ей ч атая . Д о к а ж ем ъ , что в с е  прям ы я G  к а 
саю тся  н е к о т о р о й  к р и в ой  д в ой н ой  к ри визны . Д л я  эт о г о  п р о -  
ди ф ф ер ен ц и р уем ъ  (24) по а; п ол уч аю щ ееся  у р а в н е т е

yf"(a) +  <p"(a)=o  (2 5 )

о п р е д е л я е т ъ  н а  х а р а к т ер и ст и к е  G  н е к о т о р у ю  т о ч к у  Ж . П р и  
и зм е н е н ш  п ар ам етр а  а м естом ъ  точекъ  Ж  б у д е т ъ  н е к о т о 
р а я  к р и в ая  дв о й н о й  кривизны  Г , к асател ь н ою  к ъ  к о т о р о й  

■служить п р я м ая  G.  В ъ  самомъ д е л е ,  к р и в а я  Г  п р ед ст а в  
вл я ет ся  тр ем я  уравнениями (2 З ), (2 4 ), (2 5 ) , и зъ  к о то р ы х ъ  

?мы можемъ вы разить к оорди н аты  ж, г/, г въ  ф у н к ц ш  п а р а 
м етра а . Д и ф ф ер ен ц и р у я  д в а  п ервы хъ и зъ  эт и х ъ  у р а в н е н ш  
и п р и н и м ая  во вн и м аш е п о с л е д н е е , получим ъ

ds =  <xdx+f{a)dy, dx +  f ' ( a ) d y = о .  (2 6 )

Н о  т е  ж е  с о о т н о ш е т я  (2 6 ) мы п олучим ъ и  д л я  х а р а к т е р и 
с т и к и  G ,  д и ф ф ер ен ц и р у я  у р а в н е ш я  (г З ) и  (24) п р и  а  п о с т о я н -  
н ом ъ . О тсю да с л е д у е т ъ , что к а са тел ь н а я  к ъ  к р и в ой  Г  п а р а л 
л ел ьн а х а р а к т е р и с т и к е  G ; к р о м е  т о г о , о б е  эт и  п рям ы я и м ею т ъ  
общ ую  точ к у  Ж ; с л е д о в а т е л ь н о , о н е  м еж д у  собою  т о ж д е 
ственны .

С оп ри касаю щ ею ся  п л оскостью  къ  к р и в о й  Г. б у д е т ъ  сам а  
п л оскость  Р .  Д л я  д о к а за т ел ь ст в а  эт о го  п р е д л о ж е т я  д о с т а 
точ н о  п о к а за т ь , что ди ф ф ер ен щ ал ы  п ер в а го  и  в т о р о го  п о р я д к а  

■отъ х гу, г п о а  у д о в л ет в о р я ю сь  с о о т н о ш е т я м ъ

d e = x d x + Д а )  cfy,
■d?0=adix + f { a ) d 2y.

3 2 *
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П ер в о е  и зъ  эт и х ъ  соотнош ений' у ж е  было вы веден о; это —  
п ер в о е  и зъ  ур ав н ен и й  (2 6 ) .  Д и ф ф ер ен ц и р у я  его  сн ов а  п о  а ,  

пол учи м ъ
сРг =  а d2x  +  f (a )d2y +  [dx +  f'{a)dy\ da ;

п р и н и м а я  во в н и м а т е  в т ор ое  у р а в н е ш е  (2 6 ) , мы о т сю д а  п р и — 
дем ъ  к о  в т ор ом у  и ск ом ом у  со о т н о ш ен и е-  

■ И зъ  п р ед ы д у щ ег о  с л б д у е т ъ , что в с я к у ю  р а з г и б а ю 
щ у ю с я  п о в е р х н о с т ь  м о ж н о  о п р е д - Ё л и т ь ,  к а к ъ .  
м Ё с т о  к а с а т е п ь н ы х ъ  к ъ  н е к о т о р о й  к р и в о й  д в о й 
н о й  к р и в и з н ы  Г .  В ъ  в и д 4  и с к л ю ч е т я , эта  к р и в а я  Г  
м ож етъ  о б р а т и т ь ся  въ  т о ч к у  н а  к онеч н ом ъ  или  б езк он еч н ом ъ . 
р а зс т о я н ш ; т о г д а  р а зг и б а ю щ а я ся  п о в ер х н о ст ь  о б р а щ а ет ся  въ  
к о н у с ъ  и л и  ц и л и н д р ъ . Э то б у д е т ъ , если, f " (a )  =  o.

О б р а т н о , м б ст о  к асател ь н ы хъ  к ъ  к а ж д о й  к р и в ой  д в ой н ой ]  
к ри визны  Г  есть  р а зги б а ю щ а я ся  п о в ер х н о ст ь . П у ст ь  б у д у т ъ

x  =  У=9>У), z=V>(t)i

у р а в н е ш я  к р и в ой  Г .  С оп р и к асаю щ ая ся  п л оскость  этой  к р и в ой !

А  (X  — х ) В  (  Т — у) +  С [ Z —z) =  о

за в и еи тъ  тол ь к о  отъ о д н о г о  перем'Ь ннаго п ар ам етр а  t. П о к а -  
ж ем ъ , ч то х а р а к т е р и с т и к а  эт о й  п л оск ост и  есть к а са тел ь н а я -  
п р я м а я  къ  к р и в о й  Г .  Э та х а р а к т е р и с т и к а  есть л и ш я  п ер есЬ -  
ч е ш я  со п р и к а са ю щ ей ся  п л оск ост и  еъ  п лоскостью

d A ( X —x) +  d B ( Y — y ) + d C  (Z~—z) — о ,

к о т о р а я  т а к ж е  п р о х о д и т ь  ч ер езъ  т о ч к у  [х,.у, z). Ч тобы  д о к а 
за т ь , что эт а  л и т я  со в п а д а ет ъ  съ  к асател ь н ою  п рям ою  къ  к р и 
в о й  Г ,  д о ст а т о ч н о  п о к а за т ь , что

A d x +  Б  dy>+ С dz—о ,  
dA dx +  dB dy +  dC dz =  o .

П ер в о е  и зъ  э т и х ъ  с о о т н о ш ен ш  есть  о д н о  и зъ  с о о т н о ш е -  
ш й  (6 ) (§  2 1 5 ) ,  оп ред-Ь ляю щ ихъ  к оэф ф и щ ен ты  А ,  Б ,  С; в тор ое-  
мы п ол уч и м ъ , д и ф ф е р е н ц и р у я  п ер в о е  и  п р и н и м ая  в о  в н и м а т е -  
в т ор ую  и зъ  ф орм ул ъ  (6)

A  d2x  +  Б  сРу +  С d2z = о-.

Э тотъ  сп о со б ъ  обр азов ан и я  р а зг и б а ю щ и х с я  п о в ер х н о ст ей ;  
д а е т ъ  д о в о л ь н о  я с н о е  п р е д с т а в л е ш е  о ф ор м б  эт и х ъ  п о в е р х 
н о с т е й . П у ст ь  б у д е т ъ  А В  д у г а  к р и в о й  д в о й н о й  к р и в и зн ы ..
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‘П р ов едем ъ  въ к а ж д о й  т о ч к е  М  д у г и  А В  касател ьн ую  и р аз-  
- см отримъ только т у  изъ  д в у х ъ  частей  к асател ьн ы хъ , счи тая  
отъ точки п р и к о с н о в е т я , к о т о р а я  с о о т в ет ст в у ет е  одн ом у изъ  
д в у х ъ  п роти воп олож н ы хъ  н а п р а в л е н ^  н а  этой  к асател ьн ой ,

■ наприм'Ьръ, н ап р ав л ен ™  отъ А  д о  В .  М ест о  эти хъ  п ол уп р я -  
мыхъ есть часть п о в ер х н о сти  или п ол ость  S1: огр ан и ч ен н ая  
д у г о ю  А В  и  д в у м я  касательны м и въ точ к ахъ  А п  В ,  п рости раю 
щ им ися въ о д н у  ст о р о н у  въ безк он еч н ость . Е сл и  мы возьмемъ  
такимъ ж е образом ъ остальны я части  к асател ьн ы хъ , топ ол уч и м ъ  
д р у г у ю  полость S2, соеди н я ю щ ую ся  съ  в дол ь  д у г и  А В .  Д л я  
н абл ю дател я , пом’Ь щ аю щ агося н а д ъ  к ри вою , обе п ол ости  разги -

■ баю щ ей ся  п ов ер х н о ст и  б у д у т ъ  к азать ся  отчасти  закры ваю щ ими
■ о д н а  д р у г у ю . Я с н о , что в ся к а я  п л оск ость , п р о х о д я щ а я  ч ер езъ  
к а к у ю -н и б у д ь  -точку О д у г и  А В ,  бу д ет ъ  п е р е се к а т ь  о б е  п о 
л ости  и  S2 р азги баю щ ей ся  п о в ер х н о сти  п о  двум ъ  в-Ьтвямъ 
к р и в о й , сх о д я щ и м ся  въ ТОЧК'Ь 0  и образую щ им ъ з д е с ь  точ к у  
в о зв р а т а . В с л ^ д с т е  этого  к р и в ая  дв ой н ой  кривизны  Г  н а 
зы вается  р е б р о м ъ  в о з в р а т а  разги баю щ ей ся  п о в ер х н о ст и .

В ъ  этомъ св о й ст в е  так ж е легко у б е д и т ь с я  вы числеш емъ. 
гП римем ъ точ к у  0  за  начало к о о р д и н а т ъ , с ек у щ у ю  плоскость  —  
з а  п л оск ость  хОу,  касател ьн ую  прям ую  —  за  ось Ог, и  соп р и 
к асаю щ ую ся  плоскость  —  за  плоскость  хОг. Е сл и  мы примемъ г 
за  н езави си м ое п ер ем ен н о е , то р а зл о ж еш я  к оор ди н ат ъ  х , у

■ точк и  к р и в ой  Г  б у д у т ъ  и м еть  ви дъ

х — агяг-\-аг гг+ . . . ,  y ~ b siг3 + . . . ,  

т а к ъ  к ак ъ  въ  н а ч а л е  к оор ди н ат ъ  до л ж н о  быть

dx dy d-y
dz dz dz- ° '

О тсю да  с л е д у е т ъ , что у р а в н е ш я  к асател ьн ой  п рям ой  къ  к ри 
в о й  Г  въ т о ч к е , бли зк ой  къ н ач ал у  к о о р д и н а т ъ , б у д у т ъ

Х —а2гг—а2^  — . . .  Y —K z 3— . . .  . .
--------  -  , --------~ =  01. ---------=  Z - b .

П о л а га я  Z = o ,  мы получим ъ к оорди наты  X , Y  точки  п е р е с е -  
ч еш я  к асател ьн ой  прям ой съ сек у щ ею  п л оскостью . Р а зл о ж еш я  
э т и х ъ  к о о р д и н а т ъ  начи н аю тся со о тв ет ств ен н о  членомъ съ  г2 и  
членом ъ съ  г3. С л ед о в а т ел ь н о , к р и в ая  Г  и м еет ъ  въ н а ч а л е  
к о о р д и н а т ъ  точ к у  в озв р ата .

П р и м - Ь р ъ .  — Примемъ за ребро возврата кривую двойной кри
визны третьяго порядка x=t,  y  = i~, z= t3. Уравнеше соприкасающейся 
.плоскости къ этой кривой будетъ

t* -tf* X + 3tY -Z = o .  (27)
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Изъ опред£лешя огибающихъ. поверхностей с л-Ьдуетъ, что мы получпмъ. 
уравнеше разгибающейся поверхности, выразивъ, что уравнеше (27), раз- 
сматриваемое, какъ уравнеше по t, им&етъ двойной корень,т.-е. исклю- 
чивъ t изъ двухъ уравнешй

i2 — 2tX +  Г=о,д 
Xt*—2tY + Z = o .) (28).

Результатъ исключешя будетъ

(X 7 - Z ) 2- 4(Z 2-  Y)(Y2-X Z )= o ;.
такимъ образомъ, искомая разгибающаяся поверхность — четвертаго 
порядка.

Зам-Ьтимъ, что уравнешя (28) представляютъ касательную къ данной- 
кривой третьяго порядка.

222. Дифференщальное уравнеше разгибающихся поверх
ностей.—  П у ст ь  б у д е т ъ  z = F ( x , y )  у р а в н е ш е  р а зги баю щ ей ся  
п о в е р х н о с т и . Ф у н к н д я  F ( x , y )  у д о в л е т в о р я е т ъ  у р а в 
н е н !  ю s 2— r t — o ,  г д е  г ,  s ,  t ,  п р ед ст а в л я ю т ъ , к а к ъ  обы к н ов ен н о , 
частны я п р ои зв одн ы й  в т о р о го  п о р я д к а  отъ  ф у н к ц ш  F ( x ,  у) (§ х8 ).

В ъ  сам омъ дФлФ, к а са т ел ь н а я  п л оск ост ь  къ  эт о й  п о в е р х 
н о с т и , п р ед ст а в л я ем а я  у р а в н еш ем ъ

Z = р Х  +  q Y + г — р х  — qy,

д о л ж н а  завис-Ьть тол ь к о  отъ  о д н о г о  перем Ф ннаго п ар ам етр а;  
с л е д о в а т е л ь н о , и зъ  т р ех ъ  к ол и ч еств ъ  р, q, z —p x —qy п р о и з
в ол ь н о  тол ь к о  о д н о  и , въ  ч а ст н о ст и , м е ж д у  к о л и ч ест в а м и ^  и q 
д о л ж н о  бы ть н е к о т о р о е  со о т н о ш еш е  f (p ,  q) =  о . О тсю да с л е д у е т ъ ,

что о п р е д е л и т е л ь  Я к о б и  ^\ = r t —s2 д о л ж ен ъ  быть т о ж д е -D (x ,  у)
ст в ен н о  р а в ен ъ  н у л ю .

О б р а т н о , есл и  мы и м еем ъ  r t —s2 — о ,  то  р  и  q связан ы , п о  
к р а й н ей  м е р е ,  одн и м ъ  со о т н о ш еш ем ъ . Е сл и  эт и х ъ  соотнош ений  
б у д е т ъ  д в а ,  т о  у  и  q —  п о ст о я н н ы й , р ~ а ,  q = b ,  л  ф у н к щ я  
F ( x , y )  и м еет ъ  в и д ъ  ах +  Ъу+с;  с л е д о в а т е л ь н о , и ск ом ая  п о 
в е р х н о с т ь  ест ь  п л о ск о ст ь . Е с л и  ж е  м е ж д у  р  и  q есть  только- 
о д н о  с о о т н о ш е ш е , то  его  м ож н о п р е д с т а в и т ь  въ  в и д е  q=<p(p)r 
г д е  р  н е  е с т ь  п о с т о я н н о е .  Н о  мы и м еем ъ  та к ж е

D ( z - p x - q y , p) 
D (x ,  у) y(rt — s 2),,

о т к у д а  с л е д у е т ъ , что есл и  r t —s2 = о ,  то  z —р х  — qy есть  т а к ж е  
н е к о т о р а я  ф у н к щ я  гр(р) отъ  р .  Т ак и м ъ  об р а зо м ъ , н е и з в е с т н а я  
ф у н к щ я  z = F ( x ,  у)  и  е я  частны я п р о и зв о д н ы я  р и  q у д о в л е 
т в о р я ю сь  д в у м ъ  со о т н о ш еш я м ъ

2 = < Р ( Р ) ,  z - p x — <p(p)y =  t p { p )
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Д и ф ф ер ен ц и р у я  вт ор ое  и зъ  н и х ъ  п о  х  и  у,  получим ъ

д'Х) 07)
[ х + у < р ' ( р ) ]  +  ф ' ( р )  ^  =  о, [x + y < P ' ( p )  +  v ' ( l> ) ]  f a j= ° -

Т ак ъ  какъ  р  —  н е п о ст о я н н о е , то д о л ж н о  быть 

х+у<р '(р )+у> '{р )=о .

С л ед о в а т ел ь н о , мы получим ъ у р а в н е ш е  иском ой п о в е р х 
н ости , исклю чая р  и зъ  с о о т н о ш е т й

г = р х  + у М Р )  + H p ) i х  + У ф'(Р) +  У’'(Р) =  0.

Н о  это  и ск л ю чеш е даетъ  огибаю щ ую  п ов ер хн ость  п л оск ости , 
п р едстав л я ем ой  первымъ изъ  п р еды дущ и хъ  у р а в н е ш й , если  
въ немъ будем ъ  разсм атри вать р,  какъ  п ер ем ен н ы й  п ар ам етр ъ .

223. Огибающая семейства к р и в ы хъ  двойной кривизны. —
С емейство кривы хъ д в о й н о й  к ривизны , зав и ся щ ее отъ О дного  
п ер ем ен н а го  п ар ам етр а , в о о б щ е, н е  и м еет ъ  огибаю щ ей . Р аз- 
смотримъ сн ачал а сем ейство прямы хъ

x = a z + p ,  y  — bs  +  q, (29)

г д е  а , Ъ, р ,  q —  данны й ф у н к ц ш  п ер ем ен н а го  п ар ам етра а. 
Н а й д ем ъ , п р и  каком ъ у сл о в ш  к а ж д а я  п р я м ая  этого  сем ейства  
б у д е т ъ  к асать ся  н е к о т о р о й  к р и в ой  д в ой н ой  кривизны  Г .  
П усть  б у д е т ъ  z — q>(a) к о о р д и н а т а  z точки Ж ,  въ  к отор ой  
п р я м ая  В  разсм атри ваем аго  сем ейства к а са ет ся  о г и б а ю щ е й / .  
Эта к р и в а я  Г  б у д ет ъ  п р едстав л ен а  ур а в н еш я м и  (2 9 ) и  у р а в н е -  
т е м ъ  z=q>(a),  и  угловы е коэф ф ищ енты  к асател ьн ой  къ  этой  
к р и в ой  б у д у т ъ  и м еть  сл е д у ю н ц я  в ы раж еш я

doc^ = ау> '{а )  +  а'у>{а)+р',

<̂ -  =  Ъ<р'(а)+Ъ'<р{а)+д', ¥>'(«),

где а', Ь', р', q —-производныя отъ а , b ,p ,  q по а. Д л я  tofo 
чтобы этою касательною была сама прямая D, необходимо 
и  достаточно, чтобы было

dx _  dz dy _ ,  / г  
da а da ' da da

т.-е.
a'g>(a)+p'=  o ,  b'<p{a)+q' — o .

Т аким ъ обр азом ъ , н еи зв ест н а я  ф у н к щ я  <р(а) д о л ж н а  у д о в л е 
тв ор ять  двум ъ  различнымъ соотн ош еш ям ъ ; с л е д о в а т е л ь н о ,
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р азсм атр и в аем ое  сем ей ств о п рям ы хъ  б у д е т ъ  и м ет ь  огибаю щ ую  
тол ь к о  въ  томъ с л у ч а й , есл и  эти  с о о т н о ш е т я  б у д у т ъ  совм-Ь- 
стим ы , т . - е .  есл и

d o t — Ъ'р' =  о.

Е сл и  это  у с л о в 1е у д о в л е т в о р я е т с я , то  мы п олучим ъ оги баю щ ую
, . р '  q' 

в зя в ъ  <р(а) =  — ±-,=  — у

Это р а з с у ж д е ш е  л егк о  о б общ и ть . Р азсм отри м ъ  сем ейство  
к ри вы хъ  д в о й н о й  к ри визны  С , за в и ся щ ее  отъ перем-Ьннаго  
п ар ам ет р а  а; п усть  б у д у т ъ

F ( x , y , z , a ) = o ,  Ф (х ,  у, г, а ) =  о  (З о )

у р а в н е т я  эт о го  сем ей ств а . Е сл и  кривы я С к асаю т ся  н е к о 
т о р о й  к р и в о й  Г ,  то к оор д и н ат ы  (%, у, г) точк и  Ж , въ к о т о 
р о й  о г и б а ю щ а я  Г  к а с а ет с я  о д н о й  нзъ  кривы хъ С, с о о т в е т 
ств ую щ ей  н е к о т о р о м у  о п р е д е л е н н о м у  зк а ч ею ю  а  п ар ам ет р а , 
б у д у т ъ  ф у н к щ я м и  отъ а,  удов л ет в ор я ю щ и м и  дв ум ъ  у р а в н е -  
ш я м ъ  (З о) и , к р о м е  т о г о , ещ е двум ъ  др у ги м ъ  у р а в н е т я м ъ .  
П у ст ь  б у д у т ъ  dx , dy, dz ди ф ф ер еш ц ал ы , соотв ет ств ую щ ее п е р е 
м ещ ен и е  точ к и  Ж  в д о л ь  к р и в ой  О; так ъ  к ак ъ  н а  к р и в ой  С 
п ар ам ет р ъ  а о ст а ет ся  п остоя н н ы м ъ ,. то  м еж д у  этим и д и ф ф ер ен -  
щ а л а м и  б у д у т ъ  и м ет ь  м е ст о  с о о т н о ш е т я

d F  ,  d F  7 d F  ,-3- dx +  ̂ ~ dy+^~ dz =  о, dx dy *  dz
дФ , дФ  , дФ  ,
- 3 -  dx +  - г -  +  —  dz =  o.dx dy dz

(3i)

Съ д р у г о й  стор он ы , п у ст ь  б у д у т ъ  dx, dy, dz, da д и ф ф ер ен -  
щ а л ы  отъ  х, у, z, а, со о т в ет ст в у ю щ ее  п ер ем ещ ен и е  точ к и  Ж  
в д о л ь  к р и в о й  Г .  Э ти  ди ф ф ер ен щ ал ы  у д о в л ет в о р я ю ™  соотн о-  
ш е т я м ъ

d F  . d F  . d F  ,  d F  ,

dФ  , , dФ  , dФ r dФ  , 
- ^ d x + ^ d y  +  ̂ - d z + ^ d a ^ 0.

(З2)

Н ео б х о д и м ы м и  и  достаточн ы м и  условиям и т о г о , чтобы  к р и 
вы я С ж Г  к а са л и сь  м е ж д у  со б о ю , б у д у т ъ

dx _ d y _ d z ,  
dx dy d z 1

о т с ю д а , п р и н и м а я  в о  й н и м аш е с о о т н о ш е т я  ( 3 i )  и  (З 2 ) , получим ъ  

d F  УФ
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С л ед о в а т ел ь н о , к о о р д и н а т ы  ( x , y , z )  т о ч к и  п р и к о с -  
н о в е н 1 я  д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  у р а в н е н 1 я м ъ

F = о Ф =  о ,
d F  дФ 
д а ~ ° '  д а ~ ° '

(33 )

Т ак им ъ  обр азом ъ , д л я  того  чтобы кривы я С  и м ел и  огибаю щ ую , 
н е о б х о д и м о , чтобы п ри  всяк ом ъ  значении парам етра а  четыре 
п р ед ы д у щ и х ъ  у р а в н е т я  были совм естим ы . О бр ат н о , если  у р а в 
н е т я  (33) и м ею тъ  п ри  всяком ъ а общ ее р е ш е т е  относительно  
х ,  у ,  г , то изъ  п р ед ы д у щ а го  с л е д у е т ъ , что к р и в ая  Г ,  описы 
ваем ая  точкою  (х, у ,  г) ,  к а са ет ся  въ к а ж д о й  изъ  св ои хъ  то- 
чекъ  соотв ет ств ую щ ей  к ри вой  С.  П ри  этом ъ , о д н а к о , п р е д п о 
л а г а ет ся , что точ к а съ к оор ди н атам и  (х, у , z)  н е есть о со б а я  
точ к а  к ри вой  С, т . - е .  что отн ош еш я  ди ф ф ер ен щ ал ов ъ  dx, d y ,  dz  
д ей ст в и т ел ь н о  о п р ед ел я ю т ся  у р а в н е т я м и  (3 i ) .

П р и м е ч а н 1 е . —  Е сл и  кривы я С  п редставл я ю сь  х а р а к т е 
ри сти к и  сем ейства п ов ер хн остей  F ( x ,  у ,  s ,  а) =  о ,  8ависящ ихъ  
отъ о д н о г о  п ар ам етр а , то  четы ре у р а в н е т я  (33 ) п р и в одя тся  
тол ь к о  къ  трем ъ различнымъ у р а в н е т я м ъ

F =  о ,
d F
да

=  о , ~да2
= О. (34 )

С л ед о в а т ел ь н о , х а р ак тер и сти к и  сем ейства п ов ер х н о ст ей , зави- 
ся щ и х ъ  отъ  о д н о г о  п ар ам етр а , в с е г д а  и м ею тъ  огибаю щ ую , 
п р едстав л я ем ую  у р ав н еш я м и  (З 4 ). Это п р е д л о ж е т е  есть  обоб -  
щ е т е  теорем ы , д о к а за н н о й  выше д л я  обр азую щ и хъ  р азги баю 
щ ей ся  п о в ер х н о сти  (§ 2 2 1 ) .

Уравнетя переменной прямой представляются иногда въ виде

x - x 0__y-ya = z -  s0 
а Ъ с (35)

где х0, у0, 2 0) а, Ь, с — функцщ переменнаго параметра а. Легко найти 
прямымъ путемъ, при какомъ условш эта прямая имеетъ огибающую. 
Обоаначимъ черезъ I общее значете предыдущихъ отношешй; выра- 
яеетя координатъ любой точки этой прямой будутъ

х = х й+ 1а, у = у0+ 1Ъ, s - s 0+ l c .

Посмотримъ, нельзя ли принять I за такую функцию отъ а, чтобы под
вижная прямая (35) оставалась касательною прямою во всехъ точкахъ 
кривой, описываемой точкою (гг, у , г), Для этого должно быть

х \ + а '1 _  у'о+ЬЧ _ g'0+c'l  
а Ь с (36)с



Обозначая черезъ т  общее значеше отношенш (36) и исключая I и т 
изъ получающихся трехъ линейныхъ уравненщ, мы придемъ къ урав
нение

5 <э6  ГЛАВА X I . ----КРИ ВЫ Я ДВОЙНОЙ КРИВИЗНЫ . §§ 2 2 З — 2 2 4 .

х'о У' О у .
а ъ с =о. (37)
а' V с'

Если ycnoBie (37) удовлетворяется, то соотношешя (36) опред-Ьляютъ I, 
а, следовательно, и огибающую.

I I I .  — К Р И В И З Н А  И К Р У Ч Е Н I E  К Р И В Ы Х Ъ  Д В О Й Н О Й
К Р И В И З Н Ы .

224 . С ф ер и ч еск а я  и н д и к а т р и с а .— В ы берем ъ н а  к р и в ой  д в о й 
н ой  к ри визны  Г  н е к о т о р о е  о п р е д е л е н н о е  н а п р а в л ен !е  д в и ж е ш я ,  
к о т о р о е  прим ем ъ за  п о л о ж и т ел ь н о е , и  обозначиш ь ч ер езъ  s 
д л и н у  д у г и  A M  к р и в о й , отсчиты ваем ую  отъ н е к о т о р о й  н а 
ч ал ь н ой  точ к и  А  д о  к а к о й -н и б у д ь  точ к и  М  и  в зятую  со  зн а 
к ом ь  +  и л и  со  зн ак ом ь  — въ зав и си м ости  отъ  т о г о , со- 
в п а д а ет ъ  ли н а п р а в л е ш е  отъ А  д о  Ж  съ  п олож ительны м ъ  
н а п р а в л еш ем ъ , и л и  эти  д в а  н а п р а в л е ш я  п р оти в оп ол ож н ы . 
П у ст ь  б у д е т ъ  М Т  п о л о ж и т е л ь н о е  н а п р а в л еш е  к а са тел ь н о й  
п р ям ой  въ точкЬ  Ж , т . - е .  н а п р а в л еш е  въ ст о р о н у  в о з р а с т а т я  
д у г ъ . Е сл и  ч ер езъ  к а к у ю -н и б у д ь  т о ч к у  Ж п р о с т р а н с т в а  мы п р о -  
в е д е м ъ  п р я м ы я , п арал л ел ьн ы й  этимъ к асател ь н ы м ъ , то п ол учи м ъ  
к о н у с ъ S', которы й  н азы в ается  н а и р  а в  л я ю щ и м ъ  к о н у с о м ъ  
р а зг и б а ю щ ей ся  п о в е р х н о с т и , о б р а зо в а н н о й  к асательны м и къ  
к р и в о й  Г .  О пиш ем ъ и зъ  точ к и  О, к ак ъ  и зъ  ц ен т р а , сф ер у  
р а д о у со м ъ , равны мъ е д и н и ц Ь , и  п усть  б у д е т ъ  2  л и ш я  п ер е -  
с Ь ч е ш я  эт о й  сф еры  съ  н апр авл яю щ им ъ  к о н у со м ъ . К р и в а я  2  
н азы в ается  с ф е р и ч е с к о ю  и н д и к а т р и с о ю  к р и в ой  Г .

Черт. 48.

Т о ч к и  эт и х ъ  д в у х ъ  к р и в ы хъ  н а х о д я т с я  въ  однозы ачном ъ со -  
отв Ь тств ш ; к а ж д о й  точк'Ь Ж  к р и в о й  Г  со о т в Ь тств ует ъ  н а  к р и 
в о й  2  о п р е д Ь л е н н а я  точ к а  т,  въ  к о т о р о й  п р я м а я , п а р а л л ел ь 
н а я  н а п р а в л ен н о  М Т ,  п ер есЬ к а ет ъ  с ф е р у . К о г д а  точ к а  Ж  
оп исы ваетъ  к р и в у ю  Г  въ  п о л о ж и т ел ь н о м ! н а п р а в л е н ш , т о ч к а  т



описы ваетъ к ри вую  ^  въ нгЬкоторомъ н апр авл енн а, к отор ое  
мы примемъ за  п ол ож и тел ьн ое н а п р а в л е т е  н а  к р и вой  2 , т а к ъ  
чтобы соотв'бтствую щ тя д у г и  .ч и  б об'Ьихъ кривы хъ в озр астал и  
одн ов р ем ен н о  (черт. 4 8 ) .

О ч ев и дн о, что п ри  иерем'Ьщ еиш  ц ен т р а  О сферы  в ся  к р и 
в ая  2  п ер ем ести т ся  такимъ ж е образом ъ; п оэтом у  въ п о сл ед у ю -  
щемъ мы будем ъ  п р ед п о л а га т ь , что ц ентръ  О со в п а д а етъ  съ  
началомъ к о о р д и н а т ъ . Т оч н о т а к ж е , есл и  мы изм-Ьнимъ п ол о
ж ительное н а п р а в л е т е  н а  к р и в ой  Г ,  то к р и в ая  2  за м ен и т ся  
новою  к р и в ою , симметричною  съ  п реж н ею  отн осительно точк и  (У, 
н о д о л ж н о  за м ети ть , что п ол ож и тел ьн ое н а п р а в л е т е  mt к а с а 
тел ьн ой  прям ой  къ  к р и вой  2  н е  зависи тъ  отъ то г о , к а к о е  изъ  
д в у х ъ  н ап р ав л еш й  н а  к р и вой  Г  п р и н я то  за  п ол ож и тел ь н ое.

Д о к а ж ем ъ , что п л оск ост ь , к асаю щ ая ся  к о н у с а  в дол ь  о б р а 
зую щ ей  От, п а р а л л е л ь н а  с о п р и к а с а ю щ е й с я  п л о с 
к о с т и  к ъ  к р и в о й  Г  в ъ  т о ч к е  Ж . В ъ  самомъ д е л е , 
п усть  б у д ет ъ

A X  +  B Y + C Z = о

уравнение п л оск ости  Отт', причем ъ ц ентръ  О сферы  п р и н я ть  
за  н ачал о к о о р д и н а т ъ . Э та плоскость  п арал л ел ьн а  к асател ь-  
нымъ къ  к р и в ой  Г  въ точ к ахъ  Ж  и  Ж '; сл ед о в а т ел ь н о , если  
точкамъ Ж  и  Ж ' соотв ет ств ую тъ  зн а ч еш я  I и  t +  h п ар ам етр а , 
то д о л ж н о  быть ’

A f ' ( t )+ B < p '( t )  +  Cy>'(t) = о ,  (38 );
A  f ' ( t  +  h) +  В  <p'\t +  /г) +  С ip'{t +  h) =  о .  (З9)

У р а в н е ш е  (З9) м ож но за м ен и т ь  сл едую щ и м ъ

А  П <  +  * ) - Г (0  1 в  <p'(t +  h)-<p'(t) с  v ' ( t + h ) - v ' ( t )  о .
h h h ’

н о  п р и  п р и б л и ж ен ш  h къ  нулю  п о с л ед н е е  у р а в н е ш е  обра<- 
щ а ет ся  въ

A f"(t )+B<p"(t)  +  C y"(t)  =  о . (40)

У р а в н е ш я  (38 ) и  (4 0 ) ,  къ которымъ мы п р и ш л и , —  т е . ж е , 
каки м и  о п р ед ел я ю т ся  коэф ф ищ енты  А ,  В ,  С въ у р а в н ен ш  
со п р и к а са ю щ ей ся  п л оск ости  (§ 2 1 5 ).

225 . Рад^уеъ к ри ви зн ы . — П усть  б у д ет ъ  со у г о л ъ  м еж д у  пот 
лож ительны м и н а п р а в л е т я м и  М Т ,  Ж ' Т '  касател ьн ы хъ  въ  д в у х ъ  
бл и зк и хъ  м еж д у  собою  точ к ахъ  Ж , Ж '  к ри вой  Г .  П р е д е л ъ ,

со ,
къ  к отор ом у стрем ится  ч астн ое ~ р ПРИ н еогр ан и ч ев н ом ъ
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п р и б л и ж е н ш  точ к и  М '  к ъ  т о ч к е  М  н а зы в а ет ся , к а к ъ  и  въ с л у 
ч а й  п л о ск и х ъ  к р и в ы х ъ , к р и в и з н о ю  к р и в о й  Г  въ т о ч к е  М .  
К о л и ч е с т в о , о б р а т н о е  к р и в и з н е , т . - е .  р а в н о е  п р е д е л у  част-

а гс  М М '  ~
н а г о ----------------1 н азы в ается  р а д г у с о м ъ  к р и в и з н ы .  Р а -

д 1 у съ  к ри визны  м ож н о о п р е д е л и т ь  и н а ч е , к ак ъ  п р ед й л ъ  отн о-  
ш е т я  безк о н еч н о  м алы хъ д у г ъ  М М '  и  тт'\  въ  сам омъ д Ь л й , 
мы им й ем ъ

arc M M ' _ & r c  М М '  arc т т ' m m ' 
со Arc nun' m m ' ю

„ . , . . Arc mm
а п р и  п р и б л и ж ен ш  m  к ъ  m  к а ж д о е  и зъ  о т н о ш еш й  - - -  ■ ■ ■ »

т т '
тт

им йю тъ п р ед й л о м ъ  е д и н и ц у . Т а к ъ  к а к ъ  д у г и  s =  M M ,

и а = т т '  и зм е н я ю т ся  въ  од и н ак ов ом ъ  н ап р ав л ен 1и , то  мы 
и м йем ъ

ds . .
(41)В  = da

П у ст ь  б у д у т ъ

ж = /  Щ , y = 4>(t), z = y { t ) (42)

у р а в н е т я  к р и в о й  Г , п ри чем ъ  точ к а  О в зя т а  за  начало к о 
о р д и н а т а . Т о г д а  к о о р д и н а т а м и  (а , 0 , у) точ к и  т  б у д у т ъ  н а п р а -  
в л я ю п ц е к оси н усы  к а са т ел ь н о й  М Т

О тсю д а  и м еем ъ

da = dscPx—dxdPs
Ж 2

j .  d s d 2y —dy d2s  , d s d 2z  — d z d 2s
’ d f t = — ~ r —  i r = — = —

=  d<x2 +  ^ 2 +  dy2 =  (dsd2x - d x  d H f  +  (ds dry -  dy d2s)2 4- (ds d2z -  dz d2s)2
ds4

В о з в о д я  въ  к в а д р а т а  и  п р и н и м а я  в о  в н и м а т е  в ы р а ж еш я  д л я  ds2 
и dsd2s, п ол учи м ъ

2 _  (^ж2 +  dy2 +  dz2)[(cPx)2 - f  {(Ру)2 +  (d2z)2\ — (dx cPx - f  dy d2y +  dz d2z)2
_ _ _  _ - *

В в о д я  о б о з н а ч е т я

A = d y d ? z —dz'd2y, B = d z d 2x —dxcPz,) 
C = d x  cPy — dy d2x, j (43)

которы м и мы д а л й е  б у д ем ъ  п о л ь зо в а т ь ся , и  п р и м е н я я  тож е-
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ство Л а гр а н ж а  (§ i 3 x), мы можемъ п р едстав и ть  п реды дущ ее- 
в ы р а ж е т е  въ в и д е

do2= А 2 +  В 2 +  С2 
c/.s4

П ри этом ъ, ф орм ула (41) д л я  р а д 1у с а  кривизны  о бр ащ ается  въ.

В 2 = с&6
А 2+ В 2 +  С2' (44 )

Мы в и ди м ъ , что В 2 есть р а т о н а л ь н а я  ф унквдя отъ  х, у, 
х ' , у', / ,  х", у" , z " . Самый р а д 1у съ  кривизны  им ^етъ  и р р а щ о -  
н ал ьн ое вы р аж ен !е , н о  он ъ  р азсм атр и в ается , к ак ъ  к ол и ч ество, 
сущ еств ен н о  п ол ож и тел ьн ое.

П р и м 1}? ч а н  i  е . — Е с л и  за  н езависим ое п ер ем ен н о е  взя та  
д л и н а  д у г и  s к р и в ой  Г ,  то ф ун к ц ш  /'(.s), ср (s) и  гр (s) б у д у т ъ  
удовл етвор ять  ур а в н ен и е

f ' 2(s) +  <p'2(s) +  V>'(s) =  1 .

Д а л ^ е  мы им еем ъ

e  = /v(s), &=<p'{s), 7=V>\s),
da =  f"(s)ds, d(} =  <p"(s)ds, dy  = y>"(s) ds, .

do2 =  { [ f ' \ s ) f  +  [<p"{s)? +  [V > " W } d s \
(45)

и  в ы р а ж е т е  д л я  р а д 1 у са  кривизны  приним аетъ  особен н о  п р о 
стой  в и дъ

j p  =  [ f ' W + [ < р ' Ш  +  [p " (s ) f -  (44')

226 . Г л а в н а я  н о р м а л ь . Ц ен т р ъ  к р и ви зн ы . —  П р оведем ъ  че- 
р езъ  т о ч к у  М  к ри вой  Г  п р я м ую , п араллельную  к асател ьн ой  
п рям ой  mt къ к р и в ой  въ т о ч к е  т, и  разсм отрим ъ н а  этой ’ 
п р я м ой  н а п р а в л е т е  M N ,  парал л ел ьн ое п ол ож и тел ьн ом у н а 
п равл ен н о mt. П ол уч ен н ая  такимъ образом ъ п р я м ая  назы вается  
г л а в н о ю  н о р м а л ь ю  к р и вой  Г \  это та  н ор м ал ь , к о т о р а я  
л еж и тъ  въ соп р и к асаю щ ей ся  п л о ск о ст и , так ъ  к акъ  m t п ер п ен д и 
к у л я р н о  к ъ  От , и  п л оск ость  Omt п араллельна соп р и к асаю щ ей ся  
п л о ск о ст и  (§ 2 2 4 ) . Н а п р а в л е т е M N назы вается п о л о ж и т е л ь 
н ы  м ъ  н а п р а в л е н 1 е м ъ  г л а в н о й  н о р м а л и .  Э то есть  
в п о л н е  о п р е д е л е н н о е  н а п р а в л е т е , так ъ  к ак ъ  н а п р а в л е т е  к а 
сател ь н ой  mt н е  зав иси тъ  отъ н а п р а в л е т я , вы браннаго н а  
к р и в ой  Г  ( § 2 2 4 ) .  Н и ж е  мы у в и д и м ъ , к ак ъ  м ож но о п р е д е л и т ь  
эт о  н а п р а в л е т е ,  н е  п о л ь зу я сь  и н д и к а тр и со ю .

О тлож им ъ н а  направлении M N ,  н ач и н ая  отъ точк и  Ж , 
д л и н у  Ж  С , р ав н ую  р а д о у су  кривизны ; п ол уч ен н ая  таким ъ



обр азом ъ  точ к а  С н азы в ается  ц е н т р о м ъ  к р и в и з н ы  к р и 
в о й  Г  въ  точк'Ь М ,  а  к р у г ъ , оп и сан н ы й  въ со п р и к а са ю щ ей ся  
п л о ск о ст и  и зъ  точ к и  С ,к а к ъ  и зъ  ц е н т р а , р а д 1 у со м ъ , равны мъ М С , 
н азы в ается  к р у г о м ъ  к р и в и з н ы .  П у ст ь  б у д у т ъ  а', 0 ', у' н а -  
п р а в л я ю п ц е  к о си н у сы  гл ав н ой  н ор м ал и . К о о р д и н а т ы  х и у 1, е 1 
ц ен т р а  к ри визны  б у д у т ъ  равны

хх= х + В а \  ух= у  +  В 0 ', гх =  г +  В у ' .

Н о  мы имЬемъ

, d a ^ d a  ds _  dx ds d2x  — dx d2s
a da ~~ ds da ds ~  " dsz ’

5 1 0  ГЛАВА X I . ---- КРИВЫ Я ДВОЙНОЙ КРИВИЗНЫ . § 2 2 6 .

и т а т я  ж е  ф ормулы  имЬю тъ м Ь ето д л я  0 ' и  / .  З а м е н я я  въ ф ор- 
м улЬ  д л я  хг к ол и ч еств о  а' е г о  зн а ч еш ем ъ , пол учи м ъ

х х — х + В ?
ds d2x  — dx cPs 

ds3

К о эф ф и щ ен т ъ  п р и  B~ м ож н о и н а ч е  п р ед ст а в и т ь  въ  в и дЬ

ds2 сРх — dxds d2s _  d2x  (dx2 +  dy2 +  dz2) — dx (dx d2x  +  dy cPy +  dz d2z) 
ds* ds* ’

и л и , в в о д я  к оэф ф и щ ен ты  А ,  В ,  С,

В  dz— С dy 
d ? ~ ~

З н а ч е ш я  д л я  у1 и  zx п о л у ч а т ся  к р у г о в о ю  п о д ст а н о в к о ю  изъ  
зн а ч е ш я  д л я  х 1: и  так и м ъ  обр а зо м ъ  мы б у д е м ъ  имЬть

х х= х + В 2

ух =  у +  В 2

Z x — Z  - \ - В 2

B d z - C d y  
ds* ’

Cdx — Adz 
ds* ’ 

Ady — Bdx  
ds*

(46 )

Э ти  в ы р а ж е т я  д л я  x x, y t1 zx р ащ он ал ь н ы  отн о си т ел ь н о  x, у , z, 
xf, y',  / , x" ,  y" , z".

П р о в ед ем ъ  ч ер езъ  т о ч к у  M  п л о ск о ст ь  Q, п е р п е н д и к у л я р н у ю  
к ъ  M N )  эт а  п л оск ост ь  п р о й д ет ъ  ч ер езъ  к а са т ел ь н у ю  М Т  и  н е  
п е р е сЬ ч е т ъ  въ  точк'Ь М  к р и в о й  Г  (§ 2 1 5 ) .  П о к а ж е н ъ , ч то  ц ен т р ъ  
к р и в и зн ы  и  всЬ  точ к и  к р и в о й  Г ,  б л и з т я  къ  точ к Ь  М ,  л еж а т ь  
п о  о д н у  с т о р о н у  э т о й  п л о ск о ст и  Q. Ч тобы  эт о  д о к а за т ь , п р и -  
мемъ з а  н еза в и си м о е  п ер ем Ь н н о е  д л и н у  д у г и  s к р и в ой  Г , о т 
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считы ваемую  отъ точк и  М .  Д л я  к оор ди н ат ъ  X ,  Y, Z  точки М \  
бл и зк ой  къ  М . мы будем ъ  и м ет ь  в ы р аж еш я

_  s dx s2 
Х = ж + - — + ------I as 1 . 2

d2x
ds2 +  е

и соотв етствую щ ая в ы р аж еш я  д л я  к о о р д и н а т ъ  Y u Z .  Н о такъ  
к ак ъ  за- н езави сим ое п ер ем ен н о е  п р и н я то  s ,  то

dx _  d2x _ d a  _ d a d o  i  ,
ds a ' ds2 ds da ds R a ’

и  ф орм ула д л я  X  приним аетъ ви дъ

Х = ж  + a s - f  — •\R  } i . 2

З а м е н я я  въ л е в о й  части  у р а в н еш я  п л оск ости  Q

a ' ( X - x ) + n Y - y ) + r ' ( Z - z ) = о

т ек у н ц я  к оор ди н аты  X ,  Y ,  Z  приведенны м и выше разл ож еш ям и  
к о о р д и н а т ъ  точки М ' ,  получим ъ

i (аа'+̂ ,+7/)+т^{п+г̂ 82 (s+’).’
г д е  7) безк он еч н о  мало одн оврем ен н о съ  s; но это  количество  
п ол ож и тел ь н о  п ри  в с е х ъ  з н а ч е т я х ъ  s, бл и зк и хъ  къ  н ул ю . 
Т оч н о  т а к ж е , за м е н я я  X ,  Y , Z  к оор ди н атам и  x + R a ’ , y + R / 3', 
г + R y '  ц ен т р а  кривизны , мы н ай дем ъ , что резул ь татъ  п о д ст а 
н ов к и  б у д ет ъ  р ав ен ъ  R ,  т .-е . к ол и ч еств у , сущ ест в ен н о  п ол о-  
тел ьн ом у. Т аким ъ обр азом ъ , в с е  точки к р и в ой  Г ,  б л и зю я  к ъ  М , 
а  так ж е и  ц ентръ  к ривизны , л еж атъ  п о  о д н у  с т о р о н у  к а с а 
тел ь н ой  п л о ск о ст и , и , сл ед о в а т ел ь н о , теорем а д о к а за н а .

I

227 . Полярная прямая. Полярная поверхность. —  П ер п ен ди -  
к у л я р ъ  А къ  со п р и к а са ю щ ей ся  п л оск ости , п роведен ны й  ч ер езъ  
ц ен тр ъ  к ривизны , н азы вается  п о л я р н о ю  п р я м о ю .  Э та п р я 
м ая есть  х а р а к т ер и ст и к а  п л оск ост и , норм альной  къ  к р и в ой  Г .  
В ъ  сам омъ д е л е ,  о ч ев и д н о , что л и ш я  п е р е с е ч е т я  д в у х ъ  н ор -  
м альны хъ п л о ск о ст ей , п р о х о д я щ и х ъ  черезъ  д в е  б л и з т я  точки М  
и  АТ'кривой Г , есть п р я м ая  2 ), п ер п ен д и к у л я р н а я  къ к асател ь-  
нымъ М Т  и  М ' Т \  а , сл ед о в а т ел ь н о , и  къ  п л оскости  mOrri. 
К о г д а  точ к а  М '  п р и б л и ж а ет ся  къ т о ч к е  М ,  то  въ  п р е д е л е  
п л оск ост ь  mOm! д е л а е т с я  параллельною  соп р и к асаю щ ей ся  пл ос
к о ст и , и , сл е д о в а т е л ь н о , п р я м ая  D  въ п р е д е л е  обр ащ ается  
въ п р я м ую , п ер п ен д и к у л я р н у ю  къ соп р и к асаю щ ей ся  п л оск ости .



Ч тобы  д о к а за т ь , что эта  п р я м ая  п р о х о д и т ь  ч ер езъ  ц ен тр ъ  к р и 
визны , прим ем ъ за  н езав и си м ое п е р е м е н н о е  д л и н у  д у г и  s к р и 
вой  Г .  У р а в н е т е  н ор м ал ь н ой  п л о ск о ст и  б у д е т ъ

a ( X - x )  +  /9 ( Y - y ) + r ( Z - e )  =  о.  (47)

Х а р а к т е р и с т и к а  н ор м ал ь н ой  п л о ск о ст и  о п р е д е л и т с я  у р а в н е-  
т я м и  (4 7 ) и  (48 )

^ ( X - x ) + ^ { Y - y ) + ^ ( Z - z ) - i  =  o. (48 )

У р а в н е т е  (4 8 ) п р ед ст а в л я ет ъ  п л о ск о ст ь , п е р п е н д и к у л я р н у ю  
къ г л а в н о й  н ор м ал и  и п р о х о д я щ у ю  ч ер езъ  ц ен т р ъ  к ри визны . 
С л е д о в а т ел ь н о , л и ш я  п е р е с е ч е ш я  э т и х ъ  д в у х ъ  п л оск ост ей  
есть п о л я р н а я  п р я м а я .

Л и н ей ч а т а я  п о в е р х н о с т ь , о б р а зу е м а я  полярны м и прям ы м и, 
н азы в а ется  п о л я р н о ю  п о в е р х н о с т ь ю .  К а к ъ  в и д н о  и зъ  
п р е д ы д у щ а г о , п о л я р н а я  п о в ер х н о ст ь  есть  въ  то ж е  в р ем я  р а з 
г и б а ю щ а я ся  п о в е р х н о с т ь , оги б а ю щ а я  н орм ал ьны хъ  п л оск ост ей  
к ъ  к р и в о й  Г .  Е сл и  к р и в а я  Г  п л о с к а я , то  п о л я р н а я  п о в е р х 
н о ст ь  есть  ц и л и н д р ъ , и м ею щ ш  свои м ъ  п ер п ен д и к ул я р н ы м ъ  
с е ч е т е м ъ  р а зв е р т к у  к р и в о й  Г .  В ъ  этом ъ частном ъ с л у ч а е  в с е  
п р ед ы д у щ а я  с в о й ст в а  в п о л н е  оч ев идн ы .

2 2 8 . Кручеше. —  З а м е н я я  въ  о п р ед ел ен ы ! кривизны  к а с а 
т ел ь н ую  п л о ск о ст ь  со п р и к а са ю щ ею ся  п л оск ост ь ю , мы п р и -  
дем ъ  к ъ  н о в о м у  г ео м ет р и ч еск о м у  эл ем ен т у , которы й сл у ж и т ь  
м ер о ю  т о й  с к о р о с т и , съ  к ак ою  в р а щ а ет ся  соп р и к а са ю щ а я ся  
п л о с к о с т ь , к о г д а  точ к а  М  д в и ж е т с я  п о  к р и в ой  Г .  П у ст ь  б у 
д е т ъ  ю' у г о л ъ  м е ж д у  д в у м я  соп р и к асаю щ и м и ся  п л оск остя м и  
въ д в у х ъ  б езк о н еч н о  б л и зк и х ъ  т о ч к а х ъ  М  и  М П р е д е л ъ  ч аст-

н а г о  а г с ^ ^ / п р и  н еогр а н и ч ен н о м ъ  п р и бл иж ены ! точ к и  М '

к ъ  т о ч к е  М  н азы в ается  к р у ч е н 1 е м ъ  к р и в ой  въ  т о ч к е  М .  
К о л и ч е с т в о , о б р а т н о е  к р у ч е н ш , н азы в ается  р а д ! у с о м ъ  
к р у ч е н 1 я .

П р я м а я , п р о х о д я щ а я  ч ер езъ  т о ч к у  М  и  п е р п е н д и к у л я р 
н а я  к ъ  со п р и к а са ю щ ей ся  п л о ск о ст и , н азы в ается  б и н о р 
м а л ь ю .  В ы бер ем ъ  н а  б и н о р м а л и  п о л о ж и т ел ь н о е  н а п р а в -  
л е ш е  (к а к о е  и зъ  д в у х ъ  н а п р а в л еш й  мы прим ем ъ за  п о л о 
ж и т е л ь н о е , эт о  мы уст а н о в и м ъ  д а л е е ) ,  и  обозн ач и м ъ  ч ер езъ  
а", р" , у" со о т в ет ст в у ю п ц е  ем у  н ап р ав л я ю п ц е к о си н у сы . П р я 
м а я , п р о х о д я щ а я  ч ер езъ  н ач ал о  к о о р д и н а т ъ  и  п ар ал л ел ь н ая  
этом у  н а п р а в л еш ю , п е р е с е ч е т ъ  с ф е р у  съ  р а д !у с о м ъ , р а в -
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нымъ е д и н и ц е , въ н ек о т о р о й  т о ч к е  п, к оторую  мы будем ъ  
считать соотв етствую щ ею  т о ч к е  М  к ри вой  Г  (черт. 4 8 ) . М е -  
стомъ точекъ  п б у д ет ъ  н е к о т о р а я  сф ер и ч еск ая  к р и в ая  0 ,  
и , к акъ  и  вы ш е, л егк о д о к а за т ь , что р а щ у с ъ  к р у ч е ш я  Т  
м ож но так ж е о п р е д е л и т ь , какъ  п р е д е л ъ  о т н о ш е т я  со о т в ет -  
ств ую щ и хъ  безк он еч н о  малыхъ д у г ъ  arc М М ' , arc nri  кривы хъ Г  
и 0 . Т аким ъ образом ъ , мы им еем ^

y Z _ d s 2
Г  dz2'

г д е  т  обозн ач аетъ  д л и н у  д у г и  к ри вой  0 .

К оо р д и н а т а м и  точки п б у д у т ъ  a " , i3" ,y " ,  т . - е .  (§ 215 )

_______________ П‘ _________________________  __
± \/A*+W + C> ± у ж р ж + с 2’ '  ± у л 2ТЖ +С*’

в
7 =

С

причем ъ во в с е х ъ  тр ехъ  ф орм улахъ  к орень дол ж ен ъ  быть 
взятъ  съ одинаковы м ъ зн ак ом ь. И зъ эти хъ  ф орм улъ мы по- 
лучим ъ da", d0 ", d y н ап р и м ер ъ ,

, „  , (A 2 +  B 2 +  C2) d A - A ( A d A  +  B d B + C d C )Cla =  + -----------------------------------------— з------------------------
(А2 +  В 2+ С 2У

Т ак ъ  к ак ъ  dz2 =  da"2 +  dfi"2 +  dy"2, то изъ  п р ед ы д ущ его  будем ъ  
и м еть

^ ,  {A2+ B 2 +  C2) (d A 2 +  dB 2 +  d & ) - ( A d A + B d B + C d C )2 
~  (А 2 +  В 2 +  С2)2

и л и , н а  о сн о в а н ш  тож еств а  Л а гр а н ж а  (§ 1З 1 ),

л_ , (.B d C - C d B )2 +  ( C d A ~ A d C f + { A d B - B d A )2 
(А 2 +  В 2 +  С*)*

Ч и сл ител ь этого  вы раж ен !я  м ож но уп р ости ть , п ол ьзуя сь  со- 

о т н о ш е т я м и
A d x +  B d y +  G d z =  о , 

dA dx +  dB  dy +- d C dz= о ;

изъ  н и х ъ  мы им еем ъ

dх dy _  dz _ i  .
B d C - C d B ~ C d A - A d C ~ A d B - B d A ~ K '  l4 9 ;

г д е  ч ер езъ  ~  об о зн а ч ен о  общ ее з н а ч е т е  эти хъ  о т н о ш е т й  

О тсю да пол учаем ъ

d z 2 =
E?ds2

(А 2+ В 2 +  С2)2’
КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 33
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Ч т о  к а с а ет с я  зн а ч еш я  К ,  то  и зъ  п ер в а г о  о т н о ш еш я  буд ем ъ  
и м ет ь  н а  о сн о в а н ш  ф орм ул ъ  (4З) (§ 2 2 5 )

„  (dzd2x  — dxd2z)(dx d3y — dy cPx) — (dx d2y — dy d2x)(dz d?x — dx d3z) 
K = - -------------------------------------- -— Tx----------------------------------------------

=  dz d2x d?y — dx d2z d3y +  dxd2yd3z —dyd2xd3z +  dyd2z d3x — dzd2y cPx.

П р а в а я  часть  эт о го  в ы р а ж еш я  есть  н е  что и н о е , к ак ъ  р а зв е р 
нуты й о п р е д е л и т е л ь  А [ § 2 1 6 .  (8 ) ] . Т ак и м ъ  о б р а зо м ъ , мы и м еем ъ

л , Ads
dT'~'= ± A 2+ B 2+ C 2'

н , с л е д о в а т е л ь н о ,
т_  [ А 2+ В 2 +  С2 

~  А

Е сл и  мы б у д е м ъ  р а зсм а т р и в а т ь  р а д г у с ъ  к р уч ен ая  Т ,  п о д о б н о  
p a f l iy c y  к ри ви зн ы  Л , к а к ъ  к ол и ч еств о  с у щ ест в ен н о  п о л о ж и т ел ь 
н о е , то  д л я  Т  н у ж н о  б р ат ь  а б со л ю т н о е  зн а ч еш е  п р а в о й  части  
в ы р а ж еш я  (5 0 ) .  Н о  п о л у ч е н н о е  в ы р а ж еш е (5 0 )  р а щ о н а л ь н о  от н о 
си т ел ь н о  х ' , у , г', х" ,  у", z", х" ', у " \  а  п отом у  естеств ен н о
б р а т ь  въ  п р а в о й  ч аст и  ф ормулы  (5 0 ) в с е г д а  о д и н ъ  и  тотъ  ж е  
зн а к ъ , т . - е .  р азсм атр и в ат ь  р а д 1 у съ  к р у ч е ш я , к ак ъ  д л и н у , в зя 
тую  съ  о п р ед ел ен н ы м ъ  зн а к о м ъ . П р и  этом ъ ок азы в ается , что 
въ  за в и си м ост и  отъ  т о г о , б у д е т ъ  ли  д л я  точ к и  Ж  р а д 1у съ  
к р у ч е ш я  и м ет ь  п о л о ж и т ел ь н о е  или  о тр и ц ател ь н ое  зн а ч еш е ,  
к р и в а я  Г  в бл и зи  точ к и  Ж  б у д е т ъ  и м ет ь  д в о я к о е  р а сп о л о ж еш е .

Т а к ъ  к а к ъ  т еп ер ь  зн а к ъ  Т  зав и си тъ  тол ь к о  отъ  зн а к а  А , то  
р а зсм отр и м ъ , к а к ъ  м е н я е т с я  в и д ъ  к р и в ой  Г  в бл и зи  точ к и  М  
въ  зав и си м ост и  отъ  зн а к а  о п р е д е л и т е л я  А. П р ед п о л о ж и м ъ , 
что т р ех гр а н н ы й  у г о л ъ  Oxyz р а сп о л о ж ен ъ  таким ъ о б р а зо м ъ , 
что д л я  н а б л ю д а т ел я , ст о я щ а го  н а  п л о ск о ст и  хОу  въ т о ч к е  О 
со  стор он ы  п ол ож и тел ь н ы хъ  z, в р а щ еш е  отъ  п о л ож и тел ь н агб  
н а п р а в л е ш я  Ох къ  п о л о ж и т ел ь н о м у  н ап р ав л ен н о  оси  Оу к а 
ж е т с я  со в ер ш аю щ и м ся  н а  9 0 0 с п р а в а  н а л е в о .

В ы бер ем ъ  т еп ер ь  н а  би н ор м ал и  п ол ож и тел ь н ое  н а п р а в - ' 
л е ш е  M N b так и м ъ  о б р а зо м ъ , чтобы  тр ехгр ан н ы й  у г о л ъ  
М Т ,  M N , M N ^  и м ел ъ  то ж е  р а с п о л о ж е ш е  р е б е р ъ , к а к ъ  и  

т р ех гр а н н ы й  у г о л ъ  Oxyz*).  Т о г д а , есл и  мы б у д ем ъ  п ер ем ещ а т ь  
н еп р ер ы в н о  к р и в ую  Г  т а к ъ , чтобы  точ к а  М  п р и ш л а въ  О, 
к а са т ел ь н а я  М Т  со в п а л а  съ  п олож ительны м ъ н ап р ав л еш ем ъ  
о с и  Ох,  и  г л а в н а я  н ор м ал ь  M N  —  съ  полож ительны м ъ н а п р а -

*) Трехгранный уголъ, образованный касательною, нормалью и би
нормалью, называется о е н о в н ы м ъ  т р е х г р а н н ы м ъ  у г л о м ъ  
для данной точки кривой. (Ред.)
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в л е т е м ъ  оси  Оу, то M N t) сов п адетъ  съ положительны мъ на- 
п равл еш ем ъ  оси  От. П ри  этомъ д в и ж ен ш  абсол ю тн ое зн ач еш е  
p a fliy c a  к р у ч е т я  Т  остается  неизм'Ьннымъ; п оэтом у о п р е д е л и 
тель А н е  мож етъ обр ати ться  въ нул ь и , сл ед о в а т ел ь н о , не м е-  
н я етъ  зн а к а * ) . П р ед п ол ож и м ъ , что к р и в а я  Г  отн есен а  къ этой  
н ов ой  си стем е к о о р д и н а т а , и  что зн а ч еш е п ар ам етр а  t = o  соот
ветствуеш ь н ачал у к о о р д и н а т а . В ы р аж еш я  к о о р д и н а т а  точк и , 
■близкой къ  н а ч а л у , б у д у т ъ

X — Cty't -j- t2 (do — f)  , 
у  =  Ъ2 t2 +  t3 (b3 +  s') 
z =  t3 (cs +  е"), 'I

(51)

г д е  е , s', е" безк он еч н о  малы в м е с т е  съ  t; въ самомъ д е л е ,  
п р и  t =  o п р и  .такомъ в ы бор е  осей  до л ж н о  быть dy =  dz—d2m =  о .  
Мы можемъ п р едп ол ож и ть , что а х> о ,  такъ к акъ  въ против- 
номъ с л у ч а е  достаточ н о  зам ен и ть  t черезъ  —t, чтобы ах и зм е 
н и л ось  въ  — аг\ колич ество 62 —  п ол ож и тел ьн о, такъ  к акъ  при  
з н а ч е т я х ъ  t, бл и зк и хъ  къ н ул ю , у дол ж н о  быть пол ож и тел ьн о;  
н а к о н ец ъ , с3 м ож етъ быть к акъ  полож ительны мъ, такъ и  отри- 
цательны м ъ. Н о  п р и  t =  о мы им еем ъ  А =  1 2 аг Ъ2 ca di6, такъ что  
зн ак ъ  о п р ед ел и т ел й  А о ди н ак ов ъ  со знаком ь количества с3. 
П оэтом у  н у ж н о  различать д в а  сл уч ая  въ зависим ости  отъ  
зн а к а  с3. Е сл и  с3> о , то х  и z  отрицательны  п р и  и зм ен ен ш  t 

'Отъ —h д о  о , и полож ительны  п р и  и зм ен ен ш  t отъ о  д о  + h , 
г д е  h очень м алое п ол ож и тел ьн ое числ о. В ъ  такомъ с л у ч а е

Черт. 49а Черт. 496.
N N
Р Р

м \

м м
- н абл ю дат ел ь , стоя щ ш  н а  соп р и к асаю щ ей ся  плоскости  въ т о ч к е  М  
и обращ ен ны й  лицомъ къ ц ен т р у  кривизны  Р ,  у в и д е л ъ  бы 
д у г у  М М '  вп раво отъ себ я  н а д ъ  соп рик асаю щ ею ся  плоскостью , а  
д у г у  М М "  в л ев о  п о д ъ  соп рик асаю щ ею ся  плоскостью  (черт . 4 9 а ) ; 
с л е д о в а т е л ь н о , это  — п р а в а я  к р и в ая  (d ex tro rsu m ). Е сл и  бы 
бы ло е3 < о ,  то  р а сп о л о ж еш е кри вой  былобы обратны мъ(черт-49& ), 
и к р и в а я  была бы л е в о ю  (s in is tr o r su m ). П ри  этомъ безразл и ч н о, 
н а к о то р о й  изъ  д в у х ъ  сторон ъ  соп р и к асаю щ ей ся  плоскости  б у 
дешь стоя ть  н абл ю дател ь . В и д ь  п р ав ой  к р и в ой  имееш ь ш топоръ;

*) Впрочемъ, легко доказать непосредственаымъ вычислетемъ, что 
-при переходе отъ одной системы прямоугольныхъ осей къ другой си
стеме прямоугольныхъ осей знакъ определителя й  не меняется.

3 3 *
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и зъ  в ь ю щ и хся  р а с т е ш й  б объ  имееш ь в и д ъ  п р а в о й  к р и в о й ,,  
а хм ель —  л е в о й * ) .  Э ти д в а  р а с п о л о ж е ш я  к р и в о й  су щ ест в ен н о  
разл и ч ны . Н ап р и м ’Ь ръ , д в гЬ винтовы я л и ш и  съ  одинаковы м ъ  
х о д о м ъ , н ач ер ч ен н ы й  н а  д в у х ъ  к р угл ы хъ  ц и л и н др  а х ъ  съ о д и 
наковы м ъ р а щ у с о м ъ , налож им ы  о д н а  н а  д р у г у ю , если  оиЬ  о б е  
п р ав ы я  и л и  о б е  л^вы я; есл и  ж е  о д н а  п р а в а я , а д р у г а я  л е в а я ,  
то  о д н а  и зъ  н и х ъ  н а л о ж и м а  н а  в и н тов ую  л и ш ю , сим м етричную  
съ  др а н ою  отн оси тел ь н о  к а к о й -л и б о  п л о ск о ст и .

В ъ  посл'Ь дую щ ем ъ мы б у д ем ъ  п и са т ь  ф ор м ул у  р а д !у с а  к р у -  
ч е т я  Т  въ  в и д е

Т = ~ А 2 +  В 2 +  С2 
А (52 )

К р и в а я  б у д е т ъ  л е в о ю  въ шЬхъ т о ч к а х ъ , г д е  Т  п о л о ж и т ел ь н о , 
и п р ав ою  въ шЬхъ т о ч к а х ъ , г д е  Т  отр и ц ател ь н о . Е сл и  бы т р е х 
гр ан н ы й  у г о л ъ  им’Ьлъ о б р а т н о е  р а с п о л о ж е ш е , то и  п р ед ы д у щ ее-  
п р ав и л о  н у ж н о  бы ло бы за м ен и т ь  обратны м ъ.

229 . Формулы Френе.— К а ж д а я  точ к а  М  к р и в ой  Г  п р ед ст а в -  
л я етъ  в е р ш и н у  п р я м ого  т р ех г р а н н а г о  у г л а , о б р а зо в а н н а го  к а с а 
тельн ою  , гл авн ою  норм алью  и  би норм алью  и р а сп о л о ж ен н а го  о д и 
н а к о в о  съ  тр ехгр ан н ы м ъ  угл ом ъ  Охуг ( с м .е т р .5 1 4 ) .  П о л о ж и т ел ь 
н о е  н а п р а в л е ш е  гл ав н ой  нормали-— в п о л н е  о п р е д е л е н н о е  (§ 2 2 6 );  
н а п р о т и в ъ , п о л о ж и тел ь н о е  н а п р а в л еш е  к асател ь н ой  м ож етъ  
быть в зя то  п р о и зв о л ь н о  и , въ  свою  о ч ер ед ь , оп р едел я еш ь  собою  
п о л о ж и т ел ь н о е  н а п р а в л еш е  би н ор м ал и . Д и ф ф ер ен щ ая ы  о тъ  
д ев я т и  н а п р а в л я ю щ и х ъ  к о с и н у с о в ъ  (а , 0 , у), (а', 0 ',  у'), ( а " ,0 " ,  у") 
э т и х ъ  т р ех ъ  п рям ы хъ вы р аж аю тся  весьм а п р о ст о  ч ер езъ  В , Т~. 
и  ч ер езъ  самые к о си н у сы  п р и  п ом ощ и ф ор м ул ъ , д ан н ы хъ  Ф р ен е  
(F r e n e t)  * * ) .М ы  у ж е  вы вели ( § 2 2 б ,с т р .5 ю )  ф ормулы  д л я  da, d0 , dy

o,
d s ~ B ’  c l s ~  B ’ ds ~  В " ( 5 d )

Н а п р а в л я ю п ц е  к оси н усы  п о л о ж и т ел ь н а го  в а п р а в л е ш я  б и н о р 
м али  б у д у т ъ

„ А  В  С
] /  А 2 +  В 2 +  С2

0 ”= е
] /  А 2 + В 2 +  С2

у п = е
У а * + в * + с 2

г д е
S =  ± 1 .

*) Въ подлинник-!» авторъ даетъ опред-Ьлеше правыхъ и л-Ьвыхъ 
кривыхъ, обратное общепринятому. Поэтому въ этомъ м-Ьст-Ь перевода 
изложеше автора зам-Ьнено другимъ, соотв-Ьтетвующимъ обычному опре- 
д-Ьленш кривыхъ обоего рода. (Ред.)

**) N о u v е 1 1  е s A n n a l e s  d е M a th e m a tiq u e s , 1864; стр. 284.
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Т ак ъ  какъ  трехгранны й угол ъ  ( М Т , M N ,  M N b) р асп ол ож ен ъ  
•оди н ак ово съ угломъ Охув, то дол ж н о  быть

d ! = 0 ”r - p r " ,
' И Л И

в г - с $
Е ] / А 2+ В г +  С2‘

Съ д р у г о й  стороны , ф ор м ул у  д л я  da"  м ож но п редстави ть  
въ вид-Ь

da!, =  B ( B d A - A d B )  +  C ( C d A - A d C )
(А г+ В 2 +  С2)”-

и л и , п ри ни м ая в о  в н и м а т е  с о о т н о г а е т я  (49) и  з н а ч е т е  к ол и 
ч е с т в а  К ,

da" л С /З -В у  а! А
= еА — ----------------- 5= ----------------------

”  (А 2+ В 2 +  С2)* А 2+ В 2 +  С2

К оэф ф и щ ен тъ  при  а! есть не что и н о е , к акъ  ^ .[ф орм ул а (52)];

dfi" dy'
вы чи сл яя  такимъ ж е образом ъ п ол уч и м ъ *)

da"
ds Г  ds Т '

dd" A  d f _ 7 ^
ds 2 ”

(54)

эти  формулы  сходн ы  съ ф ормулами (5 З ).
Чтобы п олучить da', d/3', dy', п р оди ф ф еренц и руем ъ  изв’Ьстныя 

а а м ъ  с о о т н о ш е т я

а'2 + + y '2 =  i «
а а ' + 0  /2' + у у '  =  о ,  

a'a" +  jS'ff" +  y'y" =  о ;

зам-Ьняя da, d$, dy, da", dfi", dy" и хъ  зн а ч ет я м и  изъ (5З) и  
(4 4 ) , будем ъ  им-Ьть

a 'd a '+ p 'd f f 'A y 'd y '^  о, 

ada' +  0 d&, + y d y '  +  <̂  =  o,

dsa"da' +  p"d0 ' +  Y"dy' +  j ; =  о .

А
*) Если бы мы взяли формулу крудешя въ вид-Ь ^ ,= A ^+S^+C5’ 

-формулы Френе нужно было бы написать въ вцдЪ da" =  — • • - ■
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Р е ш а я  эти  у р а в н е ш я  п о  da', d/3 ', dy',  п олучим ъ

d a ^_  _  а  _ а "  cV _= _ l _ t L
ds ~~ В  Т '  ds ~~ В  Г '  ds ~  В  Т ' (5 5 )

Ф орм улы  (5 З ) , (5 4 ) , (5 5 ) су т ь  иском ы я ф ормулы  Ф р ен е .

П  р и м ,Ь ч а н 1 е . —  И зъ  ф орм ул ъ  (54 ) в и д н о , что к асател ь н ая -  
къ  сф ер и ч еск о й  к р и в о й  0 ,  о п и са н н о й  точкою  п  съ  к о о р д и н а 
там и а", у", п а р а л л ел ь н а  гл а в н о й  н ор м ал и . Э то м ож н о д о 
к азать  и  геом ет р и ч еск и . В ъ  сам омъ д е л е ,  разсм отрим ъ к о -  
н у съ  S',  в ер ш и н а  к о т о р а г о  л еж и т ъ  въ т о ч к е  О,  а  н апр авл яю щ ею  
л и ш ею  сл у ж и т ь  к р и в а я  0 . О б р а зу ю щ а я  On эт о г о  к о н у с а  п ер п ен 
д и к у л я р н а  къ п л о ск о ст и , к а са ю щ ей ся  к о н у с а  S  в д о л ь  о б р а зу ю 
щ ей  От  (§ 2 2 8 ) ,  и , с л е д о в а т е л ь н о , к о н у с ъ  S'  есть  доп ол н и тел ь н ы й  
к о н у с ъ  к ъ  к о н у с у  S. Н о , к а к ъ  и з в е с т н о , св ой ств а  д о п о л н и т ел ь -  
н ы хъ  к о н у с о в ъ  взаим ны , так ъ  ч то , о б р а т н о , об р а зу ю щ а я  От 
к о н у с а  S  п е р п е н д и к у л я р н а  къ  п л о ск о ст и , к аса ю щ ей ся  к о н у с а  8 - 
в д о л ь  On. Т а к ъ  к а к ъ  к а са т ел ь н а я  mt  къ  к р и в о й  2  п е р п е н д и 
к у л я р н а  къ  прямы мъ От и  On. то  она п е р п е н д и к у л я р н а  къ п л о 
ск о ст и  тОп. П о  той  ж е п р и ч и н е  к а са т ел ь н а я  fit' къ к р и в ой  0  
п е р п е н д и к у л я р н а  къ  п л оск ост и  тОп. С л ед о в а т ел ь н о , прям ы я mt 
и nt' п арал л ел ьн ы .

230 . Р а з л о ж е ш я  к о о р д и н а т ъ  х , у , г  п о  с т е п е н я м ъ  s. —  Е сл и ' 
дан ы  д в е  ф у н к ц ш н еза в и си м а го  п е р е м е н н а г о в , B=<p(s), T=y> (s ),  
и зъ  к о то р ы х ъ  п е р в а я  п о л о ж и т ел ь н а , т о  су щ ест в у ет ъ  к р и в а я  д в о й 
н о й  к ри ви зн ы  Г ,  в п о л н е  о п р е д е л е н н а я  п о  св оем у  в и д у , н о  н е  
п о  п о л о ж ен н о  въ  п р о с т р а н с т в е , у  к о т о р о й  р ад1усъ  к ри визны  и  
р а д 1 у съ  к р у ч ег а я  вы р аж аю тся  этим и д в у м я  ф орм улам и въ ф у н к 
ция дл и ны  ея  -д у г и , отсчиты ваем ой отъ н е к о т о р о й  точк и  этой- 
к р и в о й . С тр о го е  д о к а за т ел ь ст в о  эт о г о  п р е д л о ж е ш я  м ож етъ  быть- 
д а н о  ли ш ь п о с л е  т е о р ш  д и ф ф ер ен щ а л ь н ы х ъ  у р а в н еш й .М ы  з д е с ь  
тол ь к о  п о к а ж ем ъ , каки м ъ  обр азом ъ  м ож н о н ай ти  р а зл о ж е ш я  
к о о р д и н а т ъ  точ к и  и ск ом ой  к р и в о й  п о  степ ен ям ъ  s, п р е д п о л а г а я ,- 
что эти  р а зл о ж е ш я  возм ож ны .

П ри м ем ъ  з а  оси  к о о р д и н а т ъ  к а са т ел ь н у ю , гл авн ую  норм аль  
и  би н ор м ал ь  въ  т о ч к е  О, и  б у д ем ъ  отсчиты вать д л и н у  д у г и '  
эт о й  к р и в о й , н а ч и н а я  отъ  точ к и  О. В ы р а ж еш я  к о о р д и н а т ъ . 
точ к и  к р и в о й , б л и зк о й  к ъ  н а ч а л у  к о о р д и н а т ъ , б у д у т ъ

_ s  !dx\  s 2 {drx\ s3 /сРх\ J 
X 1 \ d s / 0 +  i  . 2  . 2 . 3  /о  ‘ ’ ’ ’

„ =  * Ж . _f!_ [&У\ + _ i ! _
y 1 W s /0 1 . 2  \ds2)o 1 . 2 .3  

_  s !dz\  s 2 ( & z \  $3
Z ~  1 \ds) 0 + 1 . 2  \<fe2/ o + 1 . 2 . 3

\ * * / o  ’
fdhs\
W  L + '

О (56 )'
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Но мы шгЬемъ
dx__ d2x da а' 
ds а’ сIs” ds~ i? ’

и, дифференцируя еще разъ,

d ? x  a' d H  I  f a  а " \

Ш* = ~ Ж Ш ~ в  \ в + Т )

Вообще, последовательное применете формулъ Френе дастъ для
сГх

выражете вида

^ = L na + M na ' + P y ,

где L n, М п, Р п — известный функцш отъ В ,  Т  и отъ ихъ про- 
изводныхъ по s различныхъ порядковъ. Такимъ же образомъ, 
заменяя а ,  а',  а" соответственно черезъ ft ,  ft', ft" и у, у', у " ,  мы 
получимъ производныя отъ у  и z .  Но въ начале координатъ 
должно быть e0=i, ft0 =  o ,  у 0 = о ,  а'0 == о, ft'0 = i ,  у '0 = о ,  а"0 = о ,  

ft”0 = ° ,  у"0= 1 ; поэтому, ограничиваясь въ формулахъ (56) тремя 
первыми членами, мы будемъ иметь

S S*
Х ~ 1 ~ 6 В ?  +  "  ' ’

__ s ^ d B
У~ 2В  6В 2 ds +

s3
6 В Т  + " ’ ’

(560

причемъ дальнейппе члены будутъ выше третьей степени. По-
dJR

нятно, что въ формулахъ (56') В ,  Т ,  , . . .  должны быть заме

нены ихъ значешями при s = o .
Съ помощью этихъ формулъ легко вычислить главный части нЪ- 

которыхъ безконечно малыхъ. Такъ, разстояте отъ какой-нибудь 
точки кривой до соприкасающейся плоскости въ безконечно близ
кой точке той же кривой есть безконечно малое третьяго по-

рядка, и его главная часть равна — Разстояте отъ точки

кривой до оси Ох ,  т.-е. до касательной, есть безконечно малое
s2второго порядка, и его главная часть равна —̂  (ср. § 214). 

Вычислимъ еще длину безконечно малой хорды с. Мы имеемъ

С 2 =  Х 2 +  у 2 +  8 2
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причем ъ дал ь н ей ш и е члены б у д у т ъ  выше ч етв ер той  степ ен и . 
О тсю д а  сл-Ь дуетъ

c = s _£1 _
2 4 Й2

т а к и м ъ о б р а з о м ъ ,р а з н о с т ь  я —с есть  б езк о н еч н о  м алое т р е т ь я г о
я3

п о р я д к а ,  и  его  гл а в н а я  часть  р а в н а
2 4 Й 2

Т о ч н о  та к ж е  м ож н о  д о к а за т ь , что к р а т ч а й ш ее  р а зс т о я ш е  
м е ж д у  касательны м и въ д в у х ъ  б езк о н еч н о  б л и зк и х ъ  то ч к а х ъ  
к р и в о й  есть  б езк о н еч н о  м алое т р ет ь я го  п о р я д к а , гл ав н ая  часть  

я3
к о т о р а г о  р а в н а  Э та тео р ем а  п р и н а д л еж и т ъ  Б у к е  ( B o u q u e t ) .

231 . Р а зв е р т ы в а ю п ц я  и р а зв е р т к и . —  К р и в а я  Г г н азы вается  
р а з в е р т ы в а ю щ е ю  к р и в о й  Г ,  есл и  к асател ьн ы й  къ к р и 
в о й  Г  в х о д я т ъ  въ  соста в ъ  н ор м ал ей  къ к р и в ой  У’,; о б р а т н о , 
к р и в а я  Г  н азы в ается  р а з в е р т к о ю  к р и в ой  Г х. О ч ев и дн о , 
что вс-Ь р азв ер ты в аю п ц я  к р и в ой  Г  л еж а т ь  н а  р а зги баю щ ей ся  
п о в е р х н о с т и , р ебр ом ъ  в озв р а т а  к о то р о й  сл у ж и т ь  к р и в а я  Г ,  
и п ер есЬ к а ю т ъ  ор т о го н а л ь н о  о б р а з у ю т !я  эт о й  п о в ер х н о ст и .

П у с т ь  б у д у т ъ  (х, у , z) к оор ди н ат ы  к а к о й -н и б у д ь  точк и  Ж  
к р и в о й  Г ,  а 0 , у —- н ап р ав л я ю п ц е к оси н усы  к асател ь н ой  к ъ  к р и 
в о й  Г ,  и  I д л и н а  о т р е з к а  Ш М 1 м еж д у  точкою  Ж  и  точкою  Ж х, 
в ъ  к о т о р о й  разв ерты ваю щ ая п ер есЬ к ает ъ  к асател ьн ую  къ  р а з 
в е р т к е  въ  т о ч к е  М .  К о о р д и н а т ы  точк и  Ж х б у д у т ъ

xx =  x + l a ,  V i = y  +  lft, zx= 0  +  ly,
о т к у д а

dxx =  dx +  lda-{-ad l,  
dyx= d y  +  1 d0 + 0  d l , 
dzx= d z  +  ldy  +  yd l.

Ч тобы  к р и в а я , оп исы ваем ая  точкою  М х, была норм ал ьна  
к ъ  Ж Ж Х, н е о б х о д и м о  и  д о ст а т о ч н о , чтобы  было a d x 1+ 0 dy1 +  
+  ydz1= o ,  т . - е .

a dx +  0  dy +  у dz +  dl + 1 (a da -f  0  d0  +  у dy) — о ,

и л и  ds +  d l = о .  С л е д о в а т ел ь н о , разверты ваю щ 1я  к р и в ой  д в о й 
н о й  к р и в и зн ы  Г  п о л у ч а ю т ся  таким ъ ж е п ост р о ен !ем ъ , к акъ  
и  р а зв ер ты в аю п ц я  п л о ск о й  к р и в о й  (§ 2 0 6 ) .

Н а й д ем ъ  т еп ер ь  в с е  разли ч ны й  р а зв ер т к и  д а н н о й  к р и в ой  
д в о й н о й  к ри визны  Г .  Д л я  э т о г о , о ч ев и д н о , н у ж н о  соеди н и ть
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всгЬ нормали къ  к ри вой  Г  въ т а т я  сем ейства, чтобы нормали  
к а ж д а г о  сем ейства образовали  разги - Черт 50
баю щ ую ся  п ов ер хн ость  (черт. 5 0 ) .

П усть  б у д ет ъ  В  о д н а  изъ р азв ер -  
ток ъ , (р —  у г о л ь  м еж д у  нормалью  М М 1 
и  главною  нормалью  M N  въ т о ч к е  Ж  
к р и вой  Р ,  I —  отр’Ьзокъ М Р  м еж ду  
точкою  Ж  и  п р оек щ ею  Р  точки М х на  
главную  норм аль. К оор ди н аты  (хх, ух, zx) 
точ к и  Ж , б у д у т ъ  им'Ьть в ы р а ж е т я

xx= x  +  la' +  la" tg<p, ' 
y i = y + l 0 ' +  l0 "tg<p, 
zx = z  +  l /  +  l / '  tgg>; j

мы получим ъ эти в ы р а ж е т я , п р о ек т и р у я  ломаную  л и н ш  Ж Р Ж 3 
п о сл ед о в а т ел ь н о  н а  три  оси  к оор д и н ат ъ . Т ак ъ  к ак ъ  к асател ь
ною  прям ою  къ  к р и в ой , описы ваемой точкою  Ж 3, дол ж н а  быть 
сам а п рям ая  М М Х, то мы долж ны  и м еть

dxx _  dyx dzx 
хг- х ~  y i - y ~  zx- z

О бозначим ъ ч ер езъ  К  общ ее зн ач еш е эти хъ  о т н о ш е т й . З а 
меняя въ у сл о в ш  dxx= K { x x—x) колич ества хх и dxx и хъ  
зн ач еш я м и  изъ (57) и  п ол ь зуя сь  формулами Ф р ен е, получим ъ

ads 1
- м

d l + n g y ^ - K l

+  <*" ^ d ( l t g < p ) - l- ^ - K l t g ( p  j = o.
У слов1я dyx= K ( y x—y) и  dzx—K { z x—z) п р и в ед у сь  къ двум ъ  
таким ъ ж е  с о о т н о т е ш я м ъ , которы й п ол уч атся  изъ  п р еды ду-  
щ аго  зам ен ою  а, а', а"  соотв ет ств ен н о  ч ер езъ  0 , 0 ', 0 "  и  у , у', у". 
Т а к ъ  к акъ  оп р ед ел и т ел ь  и зъ  д ев я ти  к о си н усов ъ  а , 0 , у , а ' , . . .  
отличенъ отъ н у л я  (онъ р авен ъ  е д и н и ц е ) , то тр и  п р еды дущ и хъ  
со о т н о ш еш я  равносильны  соотнош еш ям ъ

(-4 )'
dl +  l t g < p ^ = K l ,

7 (1 о
d ( l tg (p )— =  tg<p.

(58 )

И зъ  п ер в аго  им еем ъ l = R ;  это  п оказы в аетъ , что точка Р  есть  
ц ентръ  кривизны , и п рям ая  Р М Х —  п о л я р н а я  п р я м ая . С л е д о 



в а т ел ь н о , в с Ь  р а з в е р т к и  к р и в о й  Г  л е ж а т ь  н а  п о 
л я р н о й  п о в е  р  х  н  о с т и . Ч тобы  зак он ч и ть  н а х о ж д е т е  эти хъ  
р а зв е р т о к ъ , исклю чим ъ К  и зъ  д в у х ъ  посл'Ъ днихъ у р а в н е ш й  (5 8 ) , 
зам’Ьнивъ въ  н и х ъ  п р ед в а р и т ел ь н о  I  ч ер езъ  R \  п о с л е  п р и в е-  
д е т й  о с т а н ет ся  ds=Tdg>. С л ед о в а т ел ь н о , мы п ол уч и м ъ  уго л ъ  (р 
п о ср ед ст в о м ъ  к в а д р а т у р ы
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Е сл и  мы разсм отри м ъ  д в а  разл и ч н ы хъ  значения у г л а  <р, соот-  
в'Ь тствую щ ихъ дв ум ъ  разли чньш ъ  зн а ч еш я м ъ  п о с т о я н н а г о  ср0, 
то р а зн о ст ь  э т и х ъ  д в у х ъ  зн а ч ен ш  у г л а  <р б у д ет ъ  о ст а в а т ь ся  
п ост о я н н о ю  в д о л ь  к р и в о й  Г .  О тсю да  с л е д у е т ъ , ч т о  д в е  
н о р м а л и  к р и в о й  Г ,  к а с а ю н й я е я  д в у х ъ  р а з л и ч 
н ы х ъ  р а з в е р т о к ъ ,  п е р е с е к а ю т с я  п о д ъ  п о с т о я н -  
н ы м ъ  у г л о м ъ .  Е сл и  и з в е с т н о  о д н о  к а к о е -н и б у д ь  сем ей ств о  
н ор м ал ей  к р и в ой  Г ,  о б р а зу ю щ и х ъ  р а зги б а ю щ у ю ся  п о в е р х н о с т ь , 
то мы пол учи м ъ  в с е  д р у ш я  р а зг и б а ю п ц я ся  п о в е р х н о с т и , о б р а 
зованн ы й  н ор м ал я м и  к р и в о й  Г ,  есл и  п ов ер н ем ъ  в с е  норм ал и  
п ер в а г о  сем ей ств а  н а  п р ои зв ол ь н ы й , н о  п остоя н н ы й  у г о л ъ  
ок ол о  т о ч ек ъ , въ к отор ы хъ  о н е  п е р е се к а ю т ъ  к р и в ую  Г .

П р и м е ч а н 1 е I .  —  Е сл и  к р и в а я  Г  —  п л о с к а я , то  Т  р а в н о  
б езк о н еч н о ст и , и  ф ор м ул а  (5 9 ) д а ет ъ  <р=<р0. Р а зв е р т к а , с о о т в е т 
ст в у ю щ а я  зн а ч е н ш  у 0 =  о ,  есть р а зс м о т р е н н а я  выш е (§ 2 0 6 )  
п л о ск а я  р а зв е р т к а , п р ед ст а в л я ю щ а я  въ то ж е  врем я  м е ст о  
ц ен т р о в ъ  кривизны  к р и в о й  Г .  К р о м е  эт о й  р а зв ер т к и  есть  ещ е  
б езч и сл ен н о е  м н о ж ест в о  д р у г и х ъ  р а зв ер т о к ъ ; в с е  о н е  р а с п о 
л ож ен ы  н а  ц и л и н д р е , п ер п ен д и к у л я р н ы м ъ  с е ч е ш е м ъ  к о т о р а г о  
сл у ж и т ь  об ы к н о в ен н а я  р а зв е р т к а , и  п р едстав л я ю т ъ  кривы я  
д в о й н о й  к ри в и зн ы , назы ваемы й в и н т о в ы м и  л и н 1 я м и ;  
э т и  л и ш и  б у д у т ъ  н ам и  р а зсм о т р ен ы  въ сл е д у ю щ е м ъ  п а р а г р а ф е .  
Э то  —  еди н ств ен н ы й  с л у ч а й , к о г д а  м е ст о  ц ен т р о в ъ  к ривизны  
к р и в о й  ест ь  въ  то  ж е  в р ем я  ея  р а зв е р т к а . В ъ  сам ом ъ д е л е ,  
д л я  эт о г о  д о л ж н о  быть <р =  о ;  н о  д л я  т о г о  чтобы  у р а в н е т е  (59)  
у д о в л е т в о р я л о с ь  п р и  <р =  о ,  н е о б х о д и м о , чтобы  Т  было б езк о -  
н е ч н о  в е л и к о , т . - е .  чтобы  бы ло Л  =  о . С л е д о в а т ел ь н о , въ  этомъ  
с л у ч а е  к р и в а я  Г  д о л ж н а  быть п л оск ою  (§ 2 1 6 ) .

П р и м е ч а н 1 е I I .  —  Е сл и  к р и в а я  D  есть  р а зв ер т к а  к р и 
в ой  Г ,  т о , о б р а т н о , к р и в а я  Г  есть  р азв ер ты в аю щ ая  к р и в о й  D .  
С л е д о в а т ел ь н о , о б о зн а ч а я  ч ер езъ  д у г у  р а зв е р т к и , отсчиты 
ваем ую  въ н а д л еж а щ ем ъ  н а п р а в л е н ш , и м еем ъ

ds1= d ( M M 1);
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таким * о бр азом * , всЬ  разв ер тк и  кри вой  суть  спрям ляем ы »  
к р и в ы я *).

282. Винтовыя лиши. — Пусть будетъ С какая-нибудь плоская кри
вая; если мы отложимъ отъ каждой точки т этой кривой на перпенди
куляр* къ плоскости кривой С длину тМ, пропорцюнальную длин* 
дуги кривой С, отсчитываемой отъ некоторой постоянной точки А , 
то получимъ кривую двойной кривизны Г, представляющую м*сто 
точекъ Ж. Эта кривая двойной кривизны Г  называется в и н т о в о ю  
л  и H i  ею.  Примемъ за плоскость хОу плоскость кривой С, и пусть, 
будуть

у=ч>(.°)

выражешя координатъ какой-нибудь точки т кривой С въ функцш 
длины ея дуги а. Координаты соотвйтствующей точкиМ  кривой Г  будутъ

x-f(o), у = <р(а), z=Ko, (60)

гд* К  — постоянный множитель, причемъ функцш f  и <р удовлетво- 
ряютъ cooTHOmeHiio — Обозначая черезъ $ длину дуги кри
в о й  Г, изъ формулъ (бо) им*емъ

(№ = ( Г ~ + Ч > '2+ Щ  do*=(i+K*) do*,

и, сл-Ьдовательно, s = o Y i+ K 2+ 3  гд* Ж—постоянное. Если мы усло
вимся отсчитывать длины дугъ s ж о отъ одной и той же точки А кри
вой С, то будемъ им*ть Ы=о, и s = o V i + K ' 2. Направляющие косинусы- 
касательной къ кривой Г  будутъ

Г(о) 'ч_  ч>Ъ) v_ к  
VT+K* VI+K* (61)

Такъ какъ у не зависитъ- отъ а, то касательныя къ винтовой лиши 
образуютъ съ осью Oz постоянный утолъ. Это свойство — характеристи
ческое для винтовой лиши. В с я к а я  к р и в а я ,  к а с а т е л ь н ы й  
к ъ  к о т о р о й  о б р а з у ю т ъ  с ъ  н * к о т о р ы м ъ  о п р е д * л е н -  
н ы м ъ  н а п р а в л е н 1 е м ъ  п о с т о я н н ы й  у г о л ъ ,  е с т ь  в и н т о 
в а я  л и н i я. Для доказательства этого предложешя примемъ за ось Oz 
прямую, параллельную этому направление, и пусть будетъ С проекщя 
искомой кривой Г  на плоскость хОу. Уравнешя кривой Г  всегда можно, 
представить въ вид*

x —f  (о), у=<р(о), z=v(o), (62)

гд* функцш f  и <р удовлетворяютъ соотношению f '2jr<p'2 = 1 ; для этого 
нужно только принять за независимое перемФнное длину дуги о  кри
вой С. Отсюда им*емъ

_ d z_____ _ У>'
y ~ds~yf>2+(p'l+ y 'l

*) Т.-е. кривыя, у которыхъ длина дуги можетъ быть выражена йри, 
помощи функцш, предполагаемыхъ изв*стными.. (Ред.)
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Для того чтобы у  было постоянно, необходимо и достаточно, чтобы 
было постоянно ip', откуда «тЬдуетъ, что у> (о) должно быть вида Кв-\-га. 
Если мы перенесемъ начало координатъ въ точку ж=о, у ~  о, т = д0 
то иолучимъ для кривой Г  уравнеше (6о).

Такъ какъ для винтовой лиши у — постоянно, то изъ формулы dy /  
ds R

сл^дуетъ у '—о. Следовательно, главная нормаль винтовой линш пер
пендикулярна къ образующимъ цилиндра; такъ какъ, кроме того,главная 
нормаль перпендикулярна къ касательной къ винтовой линш, то она 
совпадаетъ съ нормалью къ цилиндру, и соприкасающаяся плоскость 
будетъ нормальна къ поверхности цилиндра. Бинормаль винтовой линш 
лежитъ въ касательной плоскости къ цилиндру и перпендикулярна 
къ касательной къ винтовой лиши; отсюда сл'Ьдуетъ, что бинормаль 
также образуетъ съ Од постоянный уголь.

d y '\л/у у  у"Такъ какъ у' = о, то изъ формулы - ~ = — — ~  имйемъ j>+'~7p  = 0  :
Тгакимъ образомъ, для винтовой лннш отпошеше -= постоянно.
R

У , У

Каждое изъ этихъ евойствъ характеризуетъ винтовую линш . Дока- 
жемъ, наприм-Ьръ, что в с я к а я  к р и в а я ,  д л я  к о т о р о й  о т н о -  

. Тг а е нде - р  п о с т о я н н о ,  е с т ь  в и н т о в а я  л и н i я (Ж. Бертранъ).

Изъ формулъ Френе им'Ьемъ

da _ d g  _ d y  _ Т __ i 
d a "~ d ^r' - d y " ~ R - H '

-если H  постоянно, то, интегрируя, получимъ

* " = Н а - А ,  р" = Н р ~ В ,  у" = Н у —С,

где А , В, С — новыя постоянный. Складывая эти уравнешя, предва
рительно умноживъ ихъ на а, р, у , получимъ

А а + В  р-{-Су~Н;

это уравнеше можно иначе представить въ виде 

А а + В  Р+ С у _  Н
Уа *+в *+с* у а ч ^ + с2

гг. л в  с .но ----------.-77=—» ===» - суть направляюща коси-
VA2+ B 2+C2 VA2+ B 2 + C2 I/А 2+В°-+С°-

нусы некоторой прямой А, и предыдущее соотношеше показываетъ, 
что касательная къ искомой кривой образуетъ съ этимъ направлешемъ 
постоянный уголъ; следовательно, искомая кривая есть винтовая лишя.

Вычислимъ еще рад1усъ кривизны винтовой лиши. Принимая во 
внимаюе найденныя выше значенья (61) для а, р , им-Ьемъ

a' da 1 

-и, такъ какъ у '—о,

Г  ( О ) ,
Р’_  I
R ~ i+ K 2

1  _  1
R 2~ ( i+ K 2)2 If n (63)
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Хсривизны перпендикулярнаго сЬчешя (§ 205, примечаете). Такимъ обра- 
зомъ, формулу (63) можно также представить въ видЬ R - г  (x+7f 2);- 
отсюда видно, что рад1усъ кривизны винтовой линш находится въ по- 
стоянномъ отношенш къ рад1усу кривизны кривой С.

Отсюда легко получить все кривьтя, для которыхъ R  и Т постоянны..

Въ самомъ д-Ьл-Ь, такъ какъ — — постоянно, то, по теорем-Ь Бертрана,.

искомыя кривыя суть винтовыя линш. Далее, такъ какъ Л постоянно,, 
то поетояненъ также и рад1усъ кривизны г кривой С. Следовательно,, 
эта кривая С есть окружность, и и с к о м а я  к р и в а я  е с т ь  в и н 
т о в а я  л и н i я , п р о в е д е н н а я  н а  к р у г л о м ъ  ц н л н н д р !  
Это предложеше принадлежать Пюизё (Puiseux)*).

233. Кривыя Вертрана. — Главныя нормали каждой плоской кривой 
служатъ вм'Ьст-Ь съ т-Ьмъ главными нормалями, къ безчисленному 
множеству другихъ плоскихъ кривыхъ, параллельныхъ первой. Берт- 
ранъ поставилъ задачу о разыскании всЬхъ кривыхъ двойной кри
визны, для каждой изъ которыхъ главныя нормали были бы въ то же- 
время главными нормалями некоторой другой кривой двойной кри
визны. Предположимъ, что координаты х, у, е точекъ искомой кри
вой Г  выражены въ функции длины s ея дуги. Отложимъ на каждой 
главной нормали къ кривой Г  отр-Ьзокъ длины I, и пусть будутъ X , Г, Z  
координаты конечной точки этого отрезка; мы будемъ иметь

Для того чтобы главная нормаль къ кривой Г  была въ то же врем® 
главною нормалью къ кривой Г ',  описываемой точкою (X, 7, Z), оче
видно, необходимо и достаточно, чтобы имели место соотносивши

<*'(« У <PZ-dZd?Y)+fi' (dZ <РХ-dX  d?Z)+y' (dX d?Y -dY d*X )= o**).

Изъ перваго соотношешя следуетъ dl= о; это показываетъ, что длина Г 
должна быть постоянною. Заменяя затемъ во второмъ соотношении d X r 
d?X, dY, . . .  ихъ значеетями, выведенными изъ формулъ Френе и изъ 
формулъ, получающихся отъ ихъ дифференцироваетя, после приве
дения получимъ

*) Въ этомъ доказательстве предполагается, что дело идетъ о дей- 
ствительныхъ кривыхъ, такъ какъ выше предполагалось, что .dP+.fl’+C 6 
не равно нулю (см. диссертащю Шона (Lyon), S u r  l e s  c o u r b e s  a. 
t o r s i o n  c o n s t  a n t e ,  1890).

**) Последнее уравнеше выражаетъ, что главная нормаль съ напра" 
вляющими косинусами а', р \  у’ перпендикулярна къ бинормали кривой/”"

Т

, Y — Z = z+ ly '. (64)

a ' dX + p ' dY + y' dZ= о.

(ер. § 225, форм. 43). (Ред.).
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интегрируя это уравнеше, будемъ иметь

W - -J T T I, (6 5 )

где I' — новое постоянное. Следовательно, и с к о м ы я к р и в ы я  с у т ь  
т е ,  д л я  к о т о р ы х ъ  с у щ е с т в  у е т ъ  л и н е й н о е  с о о т н о ш е н и е  
м е ж д у  к р и в и з н о ю  и к р у ч е н о е  мъ.  Очевидно, что это ycnoBie 
и достаточно, причемъ длина I дается самимъ соотношетемъ (65).

Одинъ замечательный частный случай этихъ кривыхъ, именно, тотъ, 
когда ра;иусъ кривизны постояненъ, быль уже раньте разсмотрЬнъ 
Монясемъ. Въ этомъ случае соотношеше (65) обращается въ l = R , 
и, следовательно, кривая Г ', представляемая уравнешями (64), есть 
место центровъ кривизны кривой Г. Предполагая l = R ~  постоянному, 
изъ уравнетй  (64) имеемъ

d X = - ^ , a " d s ,  d Y = - ^ p " d s ,  d Z = ~ y " d s \

эти формулы показываютъ, что касательная ,къ кривой Г ' есть поляр
ная прямая кривой Г. Рад1усъ кривизны R ' кривой Г ' будетъ равенъ

, dx*+dY"-+az>
da"2+dp''2+dy''2 ’

Следовательно, радгусъ кривизны 11' кривой Г ' также постояненъ 
и равенъ R . Кроме того, легко видеть, что связь между кривыми Г  к  Г  
взаимна; каждая изъ нихъ есть ребро возврата полярной поверхности 
другой. Все эти свойства легко проверить непосредственно на чает- 
номъ случае круглаго винта.

П р и м е ч а н 1 е .  — Не трудно получить обпия формулы, предста- 
вляюнця все кривыя двойной кривизны, рад1усъ кривизны которыхъ 
имеетъ постоянное значете. Пусть будетъ R  данный постоянный ра- 
даусъ, и пусть будутъ а, р, у некоторый функцш переменнаго пара
метра, удовлетворяюппя еоотношешю а2-\-р2-\-у2=г. У равнетя

pda, Z=  R ^ y  do, (66)X = R <\j «d o ,  Y = i ? j

где da=Vda2-\-dp2+ dy2, представляютъ искомую кривую, и легко до
казать, что мы' получаемъ такимъ образомъ все кривыя, обладающ!я 
требуемымъсвойствомъ. Въ самомъ деле, а, р, у суть не что иное, какъ 
направляющие косинусы касательной къ кривой, представляемой урав- 
нешями (66), а а — длина дуги сферической индикатрисы (§ 225).

IV.— ПРИКОСНОВЕНИЕ КРИВЫХЪ ДВОЙНОЙ 
КРИВИЗНЫ, — ПРИКОСНОВЕН1Е КРИВЫХЪ и

П О В Е Р Х Н О С Т Е Й .
' • ( .

2 3 4 . П р и к о с н о в е ш е  к р и в ы х ъ .— П о р я д о к ъ  п р и к о с н о в е ш я  к р и 
в ы хъ  д в о й н о й  к ри визны  о п р е д е л я е т с я  так и й ъ  ж е  о б р азом ъ , 
к а к ъ  и  п о р я д о к ъ  п р и к осн ов ен и я  п л о ск и х ъ  к р и в ы хъ . Р азсм от- 
рим ъ д в е  к р и в ы я  д в о й н о й  к ри визны  Г ,  Г ' , к асан я щ я ся  м еж ду,



собою  въ т о ч к е  А .  П усть  б у д ет ъ  Ж  точк а к р и в ой  Г ,  бл и зк ая  
къ т о ч к е  А,  и  п усть  т о ч к е  М  к ри вой  Г  со о т в ет ст в у ет е  н е 
к о т о р а я  точ к а  Ж '  к р и в ой  Г '  такимъ обр аэом ъ , что точки Ж ' и Ж  
витЬст-Ь п р и бл и ж аю т ся  къ точ к е А .  Н ай дем ъ  наивы сппй в о з
можны й п о р я д о к ъ  м алости  безк он еч н о  м алаго р а з с т о я т я  М М '  
отн оси тел ьн о д у г и  А Ж ,  р азсм атри ваем ой , к ак ъ  главное б ез
к он еч н о  м ал ое. Е сл и  этотъ наивы сппй п о р я д о к ъ  будетъ  ра- 
вен ъ  ( r a + i ) ,  то  мы будем ъ  г о в о р и т ь , что кривы я Г  ж Г '  
въ т о ч к е  А  им-Ьютъ п р и к о с н о в е н 1 е п-то п о р я д к а .

О тн есем ъ  о б е  кривы я къ си ст ем е  п рям оугольны хъ  о с е й * ),  
причем ъ возьмем ъ п л оск ость  уОг н е парал л ел ьн а общ ей  к а са 
т ел ь н ой  къ о б е и м ъ  кривымъ къ  т о ч к е  А ,  и предполож им ъ  
сн а ч а л а , что у р а в н е ш я  эти хъ  кривы хъ им ею тъ  ви дъ
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П у ст ь  б у д у т ъ  (х0, у0, д0) к оор ди н аты  точки п р и к о сн о в еш я  А .  
К о о р д и н а т ы  точ ек ъ  М ,  М '  б у д у т ъ  со о т в ет ст в ен н о  равны

[x0 +  Ji, f { x 0 +  Ji), <р(х0+ Ц ] ,  [x0+ k , F ( x 0+ k ) ,  Ф (х 0+ Щ ,

г д е  к  есть н е к о т о р а я  ф у н к щ я  отъ 7», за в и ся щ а я  отъ  п р и н я таго  
за к о н а  с о о т в ет с т в 1я  м е ж д у  точкам и кри вы хъ  Г  ж Г '  ж о б р а 
щ аю щ ая ся  въ  н ул ь  в м е с т е  съ  h. К а к ъ  и  въ  с л у ч а е  п л оск и хъ  
кри вы хъ  (§ 2 i i ) ,  за  гл а в н о е  безк он еч н о  м алое в м ест о  длины  
д у г и  A M  м ож н о п р и н я ть  h. Д л я  т о го  чтобы  р а зс т о я ш е  М М '  
было б езк о н еч н о  малымъ ( w - f i ) - r o  п о р я д к а , н е о б х о д и м о , чтобы  
к а ж д а я  и зъ  р а зн остей

к— Ъ, F  (х0 +  1с)— f { x 0 +  h) , Ф (х0 +  к )— <р(хо +  7г)

бы ла безк он еч н о  м алою , п о  к р а й н ей  м е р е ,  (» г -ы )-го  п о р я д к а .  
С л ед о в а т ел ь н о , д о л ж н о  быть

г д е  п ри  п р и б л и ж ен ш  h къ нулю  кол ич ества а, 0 , у  остаю тся  
к о н еч н ы м и **). З а м е н я я  въ  д в у х ъ  п о с л е д н и х ъ  у р а в н е т я х ъ  к

*) Пользуясь формулою для разетояшя между двумя точками въ косо- 
угольныхъ координатахъ, легко доказать, что зд-Ьсь въ этомъ пред
положение нЪтъ необходимости.

**) Т.-е. не обращаются въ безконечность; однако два изъ ннхъ 
могутъ обращаться въ нуль. (Ред.)

1с -  h =  ahn+1, F ( x a +  lc) - f ( x о +  h) =  0V+1,

Ф (x0 +  Jc)-<p (xQ +  ll) = yh"+1,



его  з н а ч е т е м ъ  h + ahn+xt п олученньш ъ и зъ  п ер в а г о  у р а в н е т я ,  
б у д ем ъ  им'Ьть

F  {х0 +  h +  ahn+1) -  f ( x 0 +  h) =  ffhn+1,

Ф (ж0 +  7г +  а/г"+1) — q> (x0 +  h) = y h n+l.

Р а зл а г а я  F  (x0 +  k +  ahn+l) и  Ф (x0+ h + a h n+]) въ  р я д ы  п о  
формулах Т э л о р а , н а й д ем ъ , что в с е  члены , с о д е р ж а н и е  а ,  
им'Ьютъ м нож и тел ем ъ  hn+1; с л е д о в а т е л ь н о , д л я  т о го  чтобы  р а з 
с т о я т е  М М '  было б езк о н еч н о  малымъ ( n + i ) - r o  п о р я д к а , н е 
о б х о д и м о , чтобы  к а ж д а я  и зъ  р а зн о ст ей

F  (х0 +  h)— f  (х0+ h) , Ф {х0 +  h) ~  <р (х0 f  h)

бы ла б езк о н еч н о  м алою , п о  к р а й н ей  м е р е ,  (п +  i ) - r o  п о р я д к а .  
О тсю да  сл гЬ д у ет ъ , что есл и  р а з с т о я т е  М М '  б у д е т ъ  б езк о н еч н о  
малымъ (w -j- i) -r o  п о р я д к а , то  р а з с т о я т е  M N  м е ж д у  точ 
кам и М  и  N  о б е и х ъ  к р и вы хъ  съ  общ ею  аб сц и ссо ю  x0+ h  б у 
д ет ъ  б езк о н еч н о  малымъ н е  н и ж е  (w +  i ) - r o  п о р я д к а . С л е д о 
в ат ел ь н о , мы п ол учи м ъ  н аи в ы сш ш  п о р я д о к ъ  м а л о ст и , с ч и т а я  
с о о т в е т с т в у ю щ и м и  т е  т о ч к и  о б е и х ъ  к р и в ы х ъ ,  
к о т о р ы й  и м е ю т ъ  о д н у  и  т у  ж е  а б с ц и с с у .

Л е г к о  н а й т и  этот ъ  наивы схш й п о р я д о к ъ  п р и к о с н о в е т я . Т а к ъ  
к а к ъ  въ  т о ч к е  А  к ри вы я к аса ю т ся  м е ж д у  с о б о ю , то мы и м еем ъ

f ( xo ) = F (x0)» Г (® o) =  F ' ( x 0) ,  <р(х0) =  Ф (х 0),  <р'{х0) =  Ф '(х0).

П р ед п о л о ж и м ъ , д л я  о б щ н о ст и , ч т о , к р о м е  т о г о ,

f "  (x0) = F " ( x 0),  . . . ,  f w  0x0) = F (я) (х0),
<р" (х0) =  Ф" {х0),  . . .  , g>(n) (х0) =  ф(п) (х0) ,

н о  ч т о , п о  к р а й н е й  м е р е ,  о д н а  и зъ  р а зн о ст ей

F {n+X) (x0) - f (n+1) ( * 0), Ф (п+1) ( * < , ) - <Р{П+1) (*о)

н е  р а в н а  н у л ю . В ъ  этом ъ с л у ч а е  р а з с т о я т е  М М '  б у д е т ъ  б е з 
к о н еч н о  малымъ ( w + i ) - r o  п о р я д к а , и  п р и к о с н о в е т е  б у д е т ъ  
и -го  п о р я д к а . Э тотъ  р езу л ь т а т ъ  м о ж н о  вы разить сл ед у ю щ и м ъ  
о б р а зо м ъ . Ч т о б ы  н а й т и  п о р я д о к ъ  п р и к о с н о в е н 1 я  
к р и в ы х ъ  Г  и  Г ', н у ж н о  р а з с м о т р е т ь  п р о е к ц 1и  
(С, С')  и  (С1, С \ ) э т и х ъ  к р и в ы х ъ  н а  п л о с к о с т и  хОу  
и хОг,  в ы ч и с л и т ь  п о р я д о к ъ  п р и к о с н о в е н 1 я  С 
съ С С г с ъ  С \  и  в з я т ь  м е н ь ш е е  и з ъ  э т и х ъ  д в у х ъ  

ч и с е л ъ .

О2 8  ГЛАВА X I . — КРИ ВЫ Я ДВОЙНОЙ КРИ В И ЗН Ы . § 2З 4.



Е сл и  кривы я Г ,  Г  п редставлены  у р а в н е т я м и

x  = f(t)i y  =  < p ( t ) ,  z = t f > ( t ) ,  (Г )

X = f { u ) ,  Y  = Ф ( и ) ,  Z = ¥ ( u ) ,  (Г ')
т о , д л я  того чтобы эти кривы я касал ись  м еж д у  собою  въ точк'Ь 
u = t  =  t0, дол ж н о  быть

§§ 2З4—  2З5. iv .— П РИ К0СН 0ВЕН 1Е К РИ В . ДВ . КРИВИЗНЫ И ПРОЧ. 529

*(<Ь) =  *«о). *4*0 ) =  <р'(*о), W o )  =  v>(* 0), ^ ( У = ^ ( * о ) -  
Е сл и  мы п р едп ол ож и м !., что f ' ( t 0) не р авн о  нул ю , то к асател ь
н ая  въ точк'Ь п р и к о с н о в е т я  н е б уд ет ъ  п араллельна п л о с 
к ости  уОе, и точки об Ь и х ъ  к р и в ы хъ , им'Ьюпця общ ую  а б сц и ссу , 
б у д у т ъ  соотвЬ тствовать одн ом у и  том у ж е з н а ч е т ю  парам етра t. 
С лЬ довательно, чтобы п р и к о с н о в е т е  было w-ro п о р я д к а , н е-  
об х о д и м о .и  до ста т о ч н о , чтобы р азн ости  Ф (£) —<p(t) и  ¥ { t ) —xp(t) 
были отн оси тел ьн о t —t0 безк он ечн о малыми (и +  i )  п о р я д к а , 
т. -е .  чтобы было

*'(*„) =  *>'(*о), . . . .  * Ы (*о) =  9™(*о),
У'(<о> =  * '(* « ) , ^  (t0) =  V>(u)(t0),

но чтобы , по к р ай н ей  м ^ р Ь , о д н а  изъ  р азн остей

Ф (пИ ,( д - Ф <п+1)( д ,  у ("+ 1, ( * о ) - ? (п+,,(*0) .
не была р авн а  н ул ю .

С л учай , к о г д а  к р и в ая  Г  п р едстав л ен а  у р а в н е т я м и

* = Л * ) .  У =?>(*). » = * ( * ) .  (6 7 )

а к р и в ая  Г '  д в у м я  не рЬш енньш и у р а в н е т я м и  

F ( x , y , z ) = о ,  F 1 (x ,y - ,g )= o ,
л егк о п р и в о д и т ся  къ п р еды дущ ем у. П ов т ор я я  р а зс у ж д е ш я  § 2 1 2 ,  
н е т р у д н о  д о к а за т ь , ч т о , дл я  того  чтобы въ к а к о й -н и б у д ь  
точкЬ  к р и в ой  Г ,  соотвЬ тствую щ ей  з н а ч е т ю  t0 п ар ам етр а , р аз-  
сматриваемы я кривы я имЬли п р и к о с н о в е т е  w-ro п о р я д к а , 
до л ж н о  быть

*t*o) = о, £'(#„) =  О, . . . ,  §Г(" Ч У =  о Л
^ ( У = о ,  S r \ ( t 0) =  О, . . . ,  * « ( « - < > ,  /

^  (<) =  F  [/■(#), (<), 1» (t) ] ,  У , (О = - F 1 ! /(* ) ,'9> (*). *  (<) ].

235 . С оп р и к аеаю п ц я ся  к р и вы я .— П усть  б у д ет ъ  Г  д а н н а я  к р и 
в а я , у р а в н е т я  к о то р о й  имЬютъ в и дъ  (67); съ  д р у г о й  стороны , 
разсм отрим ъ сем ейство кривы хъ Г ', зав и ся щ ее отъ 2  п +  2  
парам етровъ  а, Ъ, с, . . .  ,1  и  п р едстав л я ем ое у р а в н е т я м и

F ( x ,  у, z, а, Ъ, с, . . .  , 0 = о ,  F t (х, у, в, а , Ъ, с, . .  . , 0 = 0 .  (69 )
34КУРСЪ МАТЕМ АТИЧЕСК АГО АНАЛИЗА.
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В о о б щ е , м о ж н о  вы брать значения эт и х ъ  2 П  +  2  п ар ам етр ов ъ  
так и м ъ  о б р а зо м ъ , чтобы  с о о т в ет с т в у ю щ а я  к р и в а я  Г '  эт о г о  с е 
м ей ств а  и м ^ л а  съ  к р и в ою  Г  въ д а н н о й  т о ч к е  п р и к о с н о в е т е  
n -г о  п о р я д к а . П о л у ч ен н а я  таким ъ  о б р а зо м ъ  к р и в а я  н азы в ается  
с о п р и к а с а ю щ е ю с я  съ  к р и в ою  Г .  У р а в н е ш я м и , о п р е д е 
л яю щ и м и  зн а ч е ш я  п ар ам етр  овъ  а , Ь, с, . . . , I ,  б у д у т ъ  тЬ ж е  
д а н н ы я  вы ш е у р а в н е ш я  (6 8 ) . Н о  д о л ж н о  за м е т и т ь , что эти  
у р а в н е ш я  б у д у т ъ  совм ести м ы  тол ь к о  въ том ъ с л у ч а й , если  
к а ж д а я  и зъ  ф у н к ц ш  F  и  F x с о д е р ж и т ъ , п о  к р а й н ей  м е р е ,  
(n  +  i )  п а р а м ет р о в ъ . Н а п р и м е р ъ , есл и  кривы я Г '  б у д у т ъ  п л о с 
к и м и , то  о д н о  и зъ  у р а в н е ш й  (69) с о д ер ж и т ъ  тол ь ко тр и  п а р а 
м етра: с л е д о в а т е л ь н о , въ  т о ч к е , в зя т о й  п р о и зв о л ь н о  н а  к р и в о й  
д в о й н о й  к р и в и зн ы , п л о с к а я  к р и в а я  н е  м ож етъ  и м ет ь  съ к р и 
вою  д в о й н о й  к р и в и зн ы  п р и к о с н о в е ш я  выше в т о р о го  п о р я д к а .

П р и м ен и м ъ  э т у  тео р п о  к ъ  п р о ст ей ш и м ъ  л и ш я м ъ : къ  п р я 
м ой  и  к ъ  о к р у ж н о с т и . У р а в н е ш я  п р я м ой  с .одерж атъ  четы ре  
п а р а м ет р а ; с л е д о в а т е л ь н о , со п р и к а са ю щ а я ся  п р я м а я  и м е е т ъ ,  
в о о б щ е , съ  к р и в ою  п р и к о с н о в е т е  тол ь ко п ер в а г о  п о р я д к а .  
Л е г к о  д о к а за т ь , что со п р и к а са ю щ а я ся  п р я м а я  с о в п а д а ет ъ  съ  
к а са т ел ь н о ю  к ъ  к р и в о й  Г ' .  В ъ  сам омъ д е л е ,  п р едстав и м ъ  
у р а в н е ш я  п р я м ой  въ  в и д е

x = a z + p ,  у=Ъг +  у,
д л я  точ к и  п р и к о с н о в е ш я  (х0, у0, я0) съ  кри вою  Г  у р а в н е ш я  (68) 
о б р а щ а ю т ся  въ

х=ат0+р, х '0 = а/ 0, y0=be0 + q, у'0 = Ъ/ 01

о т к у д а  и м еем ъ

х'п ,  у' х'п у'п
«=-7-°, й =  p = x 0- - f  z0, <1 =  у0—- г  г01

г о г о 2 о . е о
и  мы п р и х о д и м ъ  к ъ  у р а в н е т я м ъ  к а са т ел ь н о й . Д л я  того  чтобы  
к а са т е л ь н а я  и м е л а  съ  к р и в ою  п р и к о с н о в е т е  в т ор ого  п о р я д к а ,  
д о л ж н о  быть x ' \  — a z ”^  у"й= Ъ г "0, и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,

х  о У о ^ о
т о ч к и , въ  к о т о р ы х ъ  эт о  и м е е т ъ  м е с т о , были нам и р азсм отр ен ы  
вы ш е ( § 2 1 7 ) .

В ъ  п р о с т р а н с т в е  у р а в н е ш я  о к р у ж н о ст и  с о д е р ж а т ь  ш есть  
п ар а м ет р о в ъ ; с л е д о в а т е л ь н о , с о п р и к а с а ю щ а я с я  о к р у ж 
н о с т ь  й м е е т ъ  съ  к р и в ою  Г  п р и к о с н о в е т е  в т о р о го  п о р я д к а . 
П р ед ст а в и м ъ  у р а в н е ш я  о к р у ж н о ст и  въ  в и д е

F(x,  У, г) = А { х - а ) + В ( у - Ъ )  + С{г-с)  =  о ,
F x(x, у , z) = ( x - a )2 + ( y - b )2 + ( z - c ) 2- R 2=o,
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прйчем ъ переменны м и парам етрам и б у д у т ъ  я , Ь, с, В  и  отно- 
ш е ш я  д в у х ъ  изъ к оэф ф иц1ентовъ А ,  Б ,  С  к ъ ' тр етьем у. У р а в -  
я е ш я , оп р едел яю щ ая з н а ч е т я  эти хъ  п арам етровъ , б у д у т ъ

г д е  х , у , я  долж ны  быть зам ен ен ы  соотв етств ен н о  черезъ  f ( t ) ,  
<p(t), В т о р о е  и  третье изъ  эти хъ  уравнений показы ваю тъ,
что плоскость  соп р и к асаю щ агося  к р у г а  совп адаетъ  съ со п р и 
к асаю щ ею ся плоскостью  къ  к ри вой  Г. Ч то к а са ет ся  д в у х ъ  
п о с л е д н и х ъ  у р а в н е т й , т о , разсм атри вая въ н и хъ  я , Ъ, с , к акъ  
текущ ая к оор ди н аты , в и ди м ъ , что они  представл яю тъ  л и н ш  
п е р е с е ч е т я  норм альной  п л оскости  къ к р и вой  Г  въ т о ч к е  (х,у,г)  
-съ норм альною  плоскостью  въ т о ч к е , безк он ечн о близкой  
к ъ  т о ч к е  (х , у , я), т . - е .  п ол ярн ую  прям ую . С л едов ат ел ь н о , 
ц ентръ  соп р и к асаю щ агося  к р у г а  л еж итъ  въ т о ч к е  п е р е се ч е ш я  
-соп рик асаю щ ей ся  п л оск ост и  съ  полярною  п рям ою . Т аким ъ о б р а 
зом ъ , соп рик асаю щ ей ся  к р у гъ  сов п адаетъ  съ  к р угом ъ  к р и 
визны , к ак ъ  это  и  м ож н о было п р е д в и д е т ь ; въ самомъ д е л е ,  
к ривы я, им ею щ гя п р и к о с н о в е т е  в торого  п о р я д к а , им ею тъ  
и общ гй к р угъ  кривизны , такъ  к ак ъ  з н а ч е т я  п р о и зв о д -  
ны хъ у', / ,  у", я" д л я  о б е и х ъ  кривы хъ оди нак овы .

236. Прикоеновеше кривой съ поверхностью. —  Разсм отрим ъ  
п о в ер х н о сть  8  и  к ри вую  Г , к асаю щ ую ся  этой  п ов ер хн ости  
йъ к а к о й -н и б у д ь  т о ч к е  А.  П усть  т о ч к е  М  этой  к р и в о й , бл и з
к ой  къ т о ч к е  А,  с о о т в е т с т в у е м  н е к о т о р а я  точк а М' п о в е р х 
н ости  такимъ образом ъ , что о б е  точки М  и М' в м е с т е  п р и 
бл и ж аю тся  къ т о ч к е  А.  Н ай дем ъ  сн ачал а, каким ъ образом ъ  
н у ж н о  вы брать точки М и М', чтобы п о р я д о к ъ  м алости  р а з-  
с т о я т я  ММ'  относительно длины  д у г и  AM  былъ возм ож но  
вы ш е. Вы беремъ так ую  си стем у прям оугол ьны хъ  осей  к о о р д и 
н а т а , чтобы к асател ь н ая  къ  к р и вой  Г  въ т о ч к е  А  не была 
п ар ал л ел ьн а  плоскости  уОя, и чтобы к асател ь н ая  плоскость; 
•къ п ов ер х н о ст и  S  въ т о ч к е  А  н е была п арал л ел ьн а  оси  Он.

А  (х — я) -f JB (у — Ъ) +  С (я—с ) = о .

( x - a )2 +  ( y - b )2 +  ( z - c ) 2- R 2 =  o,

д?г dx2 +  dy2 +  dz2
Ж2 + Ж2

3 4 *



Пусть будутъ (х0, у0, £0) координаты точки A, Z = F ( x , y )  — 
уравнеше поверхности S, y — f{x), z=<p (х)-— уравнешя кри
вой Г,  п предположимъ, что при н'Ъкоторомъ закона соот- 
B'feTCTBiH между точками М  и М'  разстояше М М '  будетъ 
безконечно малымъ ()i+i)-ro порядка. Координаты (.г, у. z) 
точки М  будутъ [х = xQ + h, y = f ( x 0 + К), z=q> (х0 + /«)]; обозначимъ 
черезъ X,  Y, Z = F  (X, Y) координаты точки М'. Для того 
чтобы разстояше ММ'  было относительно длины дуги A M  и л и , 
что то же, относительно h безконечно малымъ (п+ i)-ro по
рядка, необходимо, чтобы каждая изъ разностей Х  — х, Y —y r 
Z —z была безконечно малою, по крайней м-Ьр-Ь, (м-М)-го по
рядка. Следовательно, должно быть

X ~ x  = ahn+\  Y - y  = 0 hn+\  Z - z = y h n+\

гд'Ь а,  #, у остаются конечными при А= о. Отсюда тгЬемъ- 

F ( x  + ahn+\  y + 0 hn+1) - e = y h ”+1.

И зъ  эт о го  р а в ен ст в а  сггЬ дуетъ, что р а зн о ст ь  F ( x , y ) —z  сам а  
д о л ж н а  быть безк он еч н о  м алою , н о  к р а й н ей  м'Ьр’Ь, (w -f- i) -r o  
п о р я д к а . Э то п ок азы в ает ъ , что есл и  мы б у д ем ъ  счи тать  с о 
отв ет ст в у ю щ ею  т о ч к е  М к р и в о й  Г  т у  точ к у  N  п о в ер х н о ст и  
въ к о т о р о й  п р я м а я , п р о х о д я щ а я  ч ер езъ  М  и  п ар ал л ел ь н ая  
оси  Oz, п е р е с е к а е т ъ  эт у  п о в е р х н о с т ь , то п о р я д о к ъ  м алости  
р а з с т о я т я  M N  б у д е т ъ  не н и ж е  п о р я д к а  м алости  р а з с т о я -  
ш я  М М ' .  С л е д о в а т ел ь н о , мы п ол учи м ъ  п о р я д о к ъ  п р и -  
к о с н о в е н 1 я  к р и в о й  и  п о в е р х н о с т и ,  если  н айдем ъ- 
п о р я д о к ъ  м ал ости  р а з с т о я т я  M N  отн о си т ел ь н о  дл и ны  д у г и .  
A M  и л и , ч то то ж е ,  о т н оси тел ь н о  7г. И н ач е м ож н о с к а за т ь , 
что п о р я д о к ъ  п р и к о с н о в е ш я  к р и в о й  и  п о в е р х н о с т и  есть  п о 
р я д о к ъ  п р  и к  о с н  о в е Hi  я  к р и в о й  Г  с ъ  к р и в о ю  Г ' , .  
п р е д с т а в л я ю щ е ю  л и  н  i  ю п е р е с  е  ч е н  i  я  п о в е р х 
н о с т и  5  с ъ  ц и л и н д р о м ъ ,  п р о е к т и р  у ю  щ  и  м ъ к р и 
в у ю  Г  н а  п л о с к о с т ь  хОу п а р а л л е л ь н о  о с и  Oz. (П р и  
этом ъ , о ч ев и д н о , что за  н а п р а в л е ш е  о си  Oz мы м ож ем ъ п р и 
н я т ь  л ю бое  н а п р а в л е ш е , н е  п а р а л л ел ь н о е  к а са т ел ь н о й  п л о с 
к о ст и .)

У р а в н е ш я  к р и в о й  Г '  б у д у т ъ

* = /(* ) , Z = F [ x ,  f(x)]=<P(x)\ 

по п р е д п о л о ж е н ^ ,  мы и м еем ъ ,

Ф(я0) = У(хо)> Ф'(хо) = <Р'(Хо) -

5 З 2  ГЛАВА X I . ----КРИ В Ы Я ДВОЙНОЙ КРИ В И ЗН Ы . § 2 З 6 -
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есл и , к р о м е  т ого , бу д ет ъ

#"(*«) =  <Р"(*о), • • . ,  Ф(и)(*о) =  9 {П\ * о ) , ^ (n+1)W  #  9 {п+1)(х 0) ,

то к р и в ая  и  п ов ер хн ость  б у д у т ъ  и м еть  п р и к о с н о в е т е  w-го п о 
р я д к а . Т акъ  какъ  у р а в н е т е  Ф(х)=<р(х) даетъ  абсциссы  
точекъ  п е р е с Ь ч е т я  к р и в ой  съ  п о в ер х н о сть ю , то преды дущ ая  
условия п р и к о с н о в е т я  n -го п о р я д к а  показы ваю тъ так ж е, что  

■ (и  +  i )  точекъ  п ер есЬ ч еш я  кри вой  съ  п оверхн остью  сливаю тся  
въ о д н у  точ к у  А.

Разсм отрим ъ ещ е тотъ  сл у ч а й , к о г д а  к р и в ая  Г  п редставл ен а  
у р а в н е т я м и  x=f(t) ,  y=<p( t) ,  z= ip { t ) ,  а п ов ер хн ость  S'—ур а в -  
н е т е м ъ  F  (ж, у, а) =  о. З д 6 с ь  о п р е д е л е н н а я  выше к р и в ая  Г'  
п р ед ста в и тся  у р а в н е т я м и  x = f ( t ) , y =  q>(t), z =  x ( t ) ,  г д е  ф унк  
p in  л (t) о п р е д е л я е т с я  соотн ош еш ем ъ

Ч тобы  кривы я Г  и Г ’ и м ел и  п р и к о с н о в е т е  « -го  п о р я д к а , 
н е о б х о д и м о , чтобы р азн ость  n( t )  — ip(t) была относительно t —t0 
б езк о н еч н о  малою (и -Ы )-г о  п о р я д к а , т .-е . чтобы было

я г ( у  =  ̂ (# о ), я ' ( д = у /  (*0) , n {nX t0) = y > inX t0) .

В в о д я , к акъ  выше (§ 2З4), ф унк щ ю  & (t), мы можемъ п р ед ст а 
вить эти  услов1я въ в и д е

§: ( д = о ,  ^ '(^ о )= °>  ^ <n)( g = о .

Эти усл о в 1я  вы раж аю тъ, что («  + 1) точекъ п е р е с е ч е т я  п о 
в ер х н о ст и  съ  кривою  слились въ о д н у  точ к у  п р и к о с н о в е т я .

Е сл и  у р а в н е т е  п о в ер х н о сти  S  зав иси тъ  отъ ( « + 1 )  п ар а-  
м етровъ  а, Ъ, с, . . . ,  I, то  м ож но вы брать з н а ч е т я  эти хъ  п а р а -  
м етровъ такимъ обр азом ъ , чтобы эта  п ов ер хн ость  и м ел а  
съ  дан н ою  кривою  въ да н н о й  т о ч к е  п р и к о с н о в е т е  и -го  п о р я д к а .  
П о л уч ен н ая  такимъ образом ъ п ов ер хн ость  назы вается с о п р и 
к а с а ю щ е ю с я  п о в е р х н о с т ь ю .

Въ случае плоскости мы имеемъ три параметра; эти пара
метры определятся следующими уравнешями

A f ( t ) + В  ц> (t) +  Cip ( t )+ D = o ,
A f ' { t ) + B < p ' ( t )  +  Cy, ' ( t )  = 0 ,
A f " ( t ) + B < p " ( t )  +  Cy,"(t)  = 0 .

Мы п олучили  т е  ж е  самыя у р а в н е ш я , которы ми о п р ед ел я л а сь  
соп р и к а са ю щ а я ся  п л оскость  (§ 2 1 5 ); о ч ев и д н о , что п р и н осн о-



5З4 ГЛАВА X I . ---- К РИ В Ы Я ДВОЙНОЙ К РИ В И ЗН Ы . §§ 2 З 6 — 2 З 7 .

веше будетъ, вообще, второго порядка. Чтобы порядокъ при- 
косновешя былъ выше второго, должно быть

A f "  (t) + B<p"'(t)+Ctp"'(t) = о ,

т .- е .  со п р и к а са ю щ а я ся  п л оск ост ь  д о л ж н а  быть с т а щ о н а р н о ю .

237. Соприкасающийся шаръ. У р а в н е ш е  ш а р а  зав и си тъ  отъ  
ч еты р ехъ  п ар ам ет р ов ъ ; с л е д о в а т е л ь н о , соп р и к асаю щ и хся  ш а р ъ  
п м еет ъ  съ  к р и в ою  Г  п р и к о с н о в е ш е  т р ет ь я г о  п о р я д к а . П р е д -  
п ол ож и м ъ  д л я  у п р о щ е ш я  вы ч и сл ен ш , что к оор ди н ат ы  х,  у , z  
точ ек ъ  к р и в о й  Г  вы раж ены  въ ф у н к ц ш  длины  s ея  д у г и .  

Д л я  т о г о  чтобы  ш ар ъ  р а д т у са  д съ  ц ен тр ом ъ  въ т о ч к е  {а, Ъ, с)  
п м ел ъ  съ  к р и в ою  Г  въ д а н н о й  т о ч к е  эт о й  к р и в ой  п р и к о с н о 
в е т е  т р ет ь я г о  п о р я д к а , д о л ж н о  быть

§: (s) =  o ,  (s) =  o ,  &"(s)=o, =  о ,

где
§r(s) =  ( a ; - a ) 2 +  (2 /-& )2 ± ( z - c f - g 2,

п р и ч ем ъ  п р е д п о л а г а е т ся , что ж, у ,  z вы раж ены  въ ф у н к ц ш  
отъ  s. Р а ск р ы в а я  тр и  п о с л е д н и х ъ  у р а в н е ш я  и п р и м е н я я  ф о р 
мулы  Ф р ен е , пол учи м ъ

ар (s) =  (x—a)a+-(y-b)& + (z-c)y = о,

3 "(s) = {x -a )  + ( у - Ь ) ^  +  ( ^ - с ) ^ - Ы  =  о,В В

W"\s) = х —а а

в  \ в +  т ]
У - Ъ ( 0  , /9 '

в  \в + т
z - c  у у

В  \ в +  т
т  f}~R

В 2 I s  — «)«"-Ь (2/ — ч- (^ — С)у'] =  о .

Э ти у р а в н е ш я  о п р е д е л я ю т ъ  а, Ъ, с . Р а зсм а т р и в а я  въ п ер в о м ъ  
и зъ  н и х ъ  а, Ъ, с , к а к ъ  т е к у п ц я  к о о р д и н а т ы , мы в и д и м ъ , ч то  
п е р в о е  у р а в н е ш е  п р ед ст а в л я ет ъ  н ор м ал ь н ую  п л о ск о ст ь  к ъ  к р и 
в о й  Г  въ  т о ч к е  (ж, у, z), а д в а  п о с л е д н и х ъ  у р а в н е ш я  п о л у 
ч аю тся  и зъ  п ер в а г о  д и ф ф ер ен ц и р о в а ш ем ъ  п о  п е р е м е н н о м у  
п а р а м ет р у  s .  С л ед о в а т ел ь н о , ц ен т р ъ  е о п р и к а са ю щ а го ся  ш а р а  
с о в п а д а е т ъ  съ  точкою  п р и к о с н о в е ш я  п о л я р н о й  п р я м ой  съ  своею  
о ги б а ю щ ею . Ч тобы  р е ш и т ь  эт и  три  у р а в н е ш я , за м ети м ъ , ч то , 
п р и н и м а я  в о  внимание д в а  п ервы хъ  у р а в н е ш я , мы м ож ем ъ  
п р е д с т а в и т ь  п о с л е д н е е  у р а в н е ш е  въ  в и д е



Отсюда легко получимъ

§§ 2 З 7 ----238 . IV .---- Ш Ч Ш 0СН0ВЕН1Е К РИ В . ДВ. КРИВИЗНЫ И ПРОЧ. 5З5

Если В  постоянно, то центръ соприкасающегося шара со-

полученнымъ выше (§ 2ЗЗ).

238. Пряшыя, соприкасающаяся съ данною поверхностью. —
Если уравнешя кривой О зависятъ отъ (и+ 2) переменныхъ 
параметровъ, то можно выбрать значенш этихъ параметровъ 
такимъ образомъ, чтобы эта кривая имгЬла съ данною поверх
ностью S въ данной точке М прикосиовете м-го порядка. 
Въ самомъ д'Ьл’Ь, если мы выразимъ, что кривая С прохо
дить черезъ точку М и встр'Ьчаетъ въ этой точке поверх
ность S  въ (п -f i) слившихся точкахъ, то получимъ для опре- 
делешя значешя этихъ параметровъ всего (и + 2) уравнешй. 
Наприм^ръ, уравнешя прямой зависятъ отъ четырехъ пара- 
метровъ; следовательно, черезъ каждую точку поверхности 
проходятъ одна или несколько прямыхъ, имеющихъ съ поверх
ностью прикосиовете второго порядка. Чтобы найти эти 
прямыя, примемъ разсматриваемую точку М поверхности S 
за начало координатъ, и предположимъ, что ось Oz не лежитъ 
въ касательной плоскости къ поверхности S въ точке М. 
Пусть будетъ z —F  (х, у) уравнете поверхности S  относительно 
этой системы осей. Такъ какъ искомая прямая, очевидно, 
проходить черезъ начало координатъ, то ея уравнешя будутъ 
иметь видъ

Уравнете cg=F(aQ,bg) должно иметь д=о  тройнымъ кор- 
немъ; следовательно, должно быть

Рад1усъ соприкасающегося шара будетъ равенъ

впадаетъ съ центромъ кривизны, что согласно съ результатомъ,

c=ap + bq,
0 = а2 г + 2 abs + b21,



гд'Ь р , q, г, s, t представляютъ значетя производныхъ перваго 
и второго порядков'ъ отъ F{x,  у) при х = у = о. Первое изъ 
этихъ соотношетй показываетъ, что искомая прямая лежитъ 
въ касательной плоскости къ поверхности, что очевидно

a priori. Мы видимъ, да.тЬе, что отношеше ^ определяется изъ

уравнетя второй степени, корни котораго будутъ действительны, 
если s2—r t y о. Такимъ образомъ, черезъ каждую точку по
верхности проходятъ дв'Ь  и т о л ь к о  дв'Ь прямыхъ, им^ю- 
щихъ съ поверхностью прикосновете второго порядка; эти 
прямыя будутъ действительными или мнимыми въ зависимости 
отъ знака s- — rt.  Мы встретимся съ этими прямыми въ сле
дующей главе при разсмотр'Ьнш кривизны поверхностей.

5З 6  ГЛАВА X I . — -К Р И В Ы Я  ДВОЙНОЙ К РИ В И ЗН Ы . § 238 .

УПРАЖНЕН1Я.

1. Найти въ конечномъ виде уравнешя развертокъ кривой, пере
секающей подъ постояннымъ угломъ прямолинейный образующая пря
мого круглаго конуса. Изследовать полученным реш етя .

2. Сугцествуютъ ли т а т я  кривыя двойной кривизны Г, чтобы точки 
пересечен!» данной плоскости Р  съ касательною, съ главною нор
малью и съ бинормалью въ каждой точке этой кривой были вершинами 
равносторонняго треугольника?

3. Пусть будетъ Г  ребро возврата поверхности, огибающей семей
ство сферъ (т.-е. Г  есть огибающая характеристическихъ окружностей 
этого семейства). Доказать, что кривая, представляющая место центровъ 
переменной сферы, лежитъ на полярной поверхности кривой Г. Обрат
ное предложеше.

4. Пусть будетъ Г  данная кривая двойной кривизны, М  — точка
кривой Г, и О — данная точка пространства. Проведемъ черезъ точку О 
прямую, параллельную полярной прямой кривой Г  для точки М, и от- 
ложимъ на ней длину ON, равную paniycy кривизны кривой Г  
въ точке М. Доказать, что соответственные линейные элементы кри
вой Г ',  описываемой точкою N ,  и кривой Г " ,  местомъ центровъ кри
визны кривой Г ,  равны и взаимно перпендикулярны; кроме того, 
рад1усы кривизны въ соответственныхъ точкахъ кривыхъ Г '  и Г "  
равны между собою. [Руке (Rouquet).]

5. Доказать, что если рад!усъ шара, соприкасающагоея съ кривою 
двойной кривизны Г , имеетъ постоянную длину а ,'то  или кривая Г  
лежитъ на шаре pafliyca, равнаго а, или рад1усъ кривизны кривой Г  
постояненъ и равенъ а.

6. Доказать, что для того чтобы местомъ цонтровъ кривизны вин
товой лиши, проведенной на векоторомъ цилиндре, была другая вин
товая лиш я, проведенная на цилиндре съ образующими, параллель
ными образующимъ перваго цилиндра, необходимо и достаточно, чтобы 
перпендикулярнымъ сечев1емъ этого второго цилиндра была окружность
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или логариемическая спираль. Въ послЬднемъ случаЬ обЬ виитовыялиши 
лежатъ на круглыхъ конусахъ, имЬющихъ общую ось и общую вершину. • 

[Тиссо (Tissot), N o u v e l l e s  A n n a l e s ,  т. XI; 1852.]
7*. Если двЬ кривыя двойной кривизны имЬютъ обпця главныя нор

мали, то соприкасаюпйяся плоскости къ обЬимъ кривымъ въ точкахъ 
перееЬчетя этихъ кривыхъ съ одною и тою же нормалью образуютъ 
постоянный уголъ. Эти Д В 'Ь  точки и центры кривизны обЬихъ кривыхъ 
образуютъ систему четырехъ точекъ, ангармоническое отношете кото- 
рыхъ постоянно. Произведете рад1усовъ кручетя обЬихъ кривыхъ 
въ соотвЬтственныхъ точкахъ также постоянно.

[П. Серре, Мангеймъ (Mannheim), Шелль (Schell).]
8". Пусть будутъ х ,  у, z  прямолинейный координаты точекъ кривой 

двойной кривизны, и s — длина дуги этой кривой. Кривая Г0, предста
вляемая уравнениями

х„=  ̂ «■" ds, Уо=^ Г  ds, s0 = § y"ds,

гдЬ х0, уа, ,£0 — текупцякоординаты, называется д о п о л н и т е л ь н о ю  
кривою (courbe adjointe), а кривыя, представляемыя уравнен1ями

Х = х  cos 9 + а"0 sin 6, Y=y  cos б+«/0 sin б, Z= zcos  sin 0,

гдЬ X, Y, Z — текущая координаты, называются п р и с о е д и н е н 
ны ми кри вы м и (courbes associees). Найти для этихъ кривыхъ располо- 
жеше основного трехграннаго угла (§ 228), а также радаусы кривизны 
и кручешя.

Если кривизна кривой Г  постоянна, то кривая Г0 имЬетъ постоянное 
кручеше, и присоединенными кривыми будутъ кривыя Бертрана (§ 2 3 3 ). 
Вывести отсюда обппя уравнения этихъ послЬднихъ.

9. Пусть будутъ Г  ж Г ' кривыя двойной кривизны, касающаяся 
между собою въ точкЬ А . Отложимъ на этихъ кривыхъ, начиная отъ 
точки А, въ одинаковомъ направленш двЬ безконечно малыхъ дуги 
A M  и A M '. Найти предЬльное положете прямой М М '. [Коши.]

10. Для того чтобы прямая, неизмЬнно связанная еъ основнымъ 
трехграннымъ угломъ кривой двойной кривизны Г  и проходящая черезъ 
вершину этого угла, образовала разгибающуюся поверхность, необхо
димо, чтобы эта прямая совпадала съ касательною, за исключешемъ 
того случая, когда кривая Г  есть винтовая л и та . Въ послЬднемъ 
случаЬ еуществуетъ безчисленное множество прямыхъ, обладающихъ 
требуемымъ свойствомъ.

Для кривой Бертрана еуществуютъ два гиперболическихъ пара
болоида, неизмЬнно связанныхъ съ основнымъ трехграннымъ угломъ, 
всЬ прямолинейный образующая которыхъ образуютъ разгибаюпДяся 
поверхности.

[Чезаро (Cesaro), R i v i s t a  d i  M a t e m a t i c a ,  т. II, 1892; стр. 155.]
11*. Для того чтобы главныя нормали кривой двойной кривизны 

были бинормалями другой кривой двойной кривизны, между рад1усомъ 
кривизны и рад!усомъ кручешя первой кривой должно существовать 
соотнотете вида

[М ан гей м ъ , C o m p t e s  r e n d u s ,  1877.]
гдЬ 1 и £  — постоянный.



[Случаи* когда прямая, проходящая черезъ точку кривой двойной 
кривизны и неразрывно связанная съ основнымъ трехграннымъ угломъ, 
остается во все время движешя главною нормалью или бинормалью 
другой кривой двойной кривизны, были изучены Пелле (Pellet), 
( C o m p t e s  r e n d u s ,  май 1887), Чезаро ( N o u v e l l e s  A n n a l e s ,  1888, 
стр. 147), Балитраномъ (Balitrand) ( Ma t  h e  s i s ,  1894, стр. 159).]

12. Доказать, что если соприкасающаяся плоскость кривой двойной 
кривизны Г  постоянно касается одной и той же сферы съ дентромъ О, 
то i) плоскость, проходящая черезъ касательную къ кривой Г  и пер
пендикулярная къ главной нормали, проходить черезъ точку О, 2) отно- 
шеше paniyca кривизны къ рад1усу круче т я  есть линейная функщя 
длины дуги кривой Г. Обратный теоремы.

5З8 ГЛАВА X I . ---- К РИ В Ы Я ДВОЙНОЙ К РИ В И ЗН Ы . § 238 .
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ГЛАВА XII.
Поверхности.

I, — КРИВИЗНА КРИВЫХЪ, ПРОВЕДЕННЫХЪ НА 
ПОВЕРХНОСТИ.

2 3 9 . Основная формула. Теорема Менье. — Чтобы изслФдо- 
вать кривизну поверхности въ какой-нибудь обыкновенной 
ея точкФ М,  отнесемъ эту, поверхность къ систем'Ь прямо- 
угольныхъ осей координатъ, причемъ предположим!., что ось Oz 
не параллельна касательной плоскости въ точкгЬ М.  Если по
верхность аналитическая, то она представится уравнешемъ вида

z —F  (х, у), (i)

причемъ вблизи разсматриваемой точки М(х0, у0, z0) функ- 
щя F  (х, у) разлагается въ цТлый рядъ, расположенный по. 
степенямъ х — х0 и у — у0. Но для справедливости послТдую- 
щихъ разсужденш н-Ьтъ необходимости, чтобы поверхность 
была аналитическою. Мы предположили только, что функ- 
щя F  у) и ея частныя производныя перваго и второго по- 
рядковъ, который мы обозначимъ, сл-Ьдуя Монжу, черезъ j > ,  q, 
г, s, t, непрерывны вблизи значешй х0, у0.

Изъ уравнетя касательной плоскости видно, что напра- 
вляюнце косинусы нормали къ поверхности пропорщональны 
количествамъ р, q, —г. Если мы примемъ за положительное 
направлеше нормали то, которое образуетъ . острый уголъ 
съ осью Oz, то направляюпце косинусы Я, у,  v нормали опре
делятся однозначно формулами

X— ___ ^  > у  =  , '1 т =  —----- -------- (2)
j / i + ^  + g2 } / i  +p2 + q2 | / i  +p2 + q2

Пусть будетъ С кривая, лежащая на поверхности и про- 
ходяшая черезъ точку М] координаты точекъ этой кривой.
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будутъ функщями н'Ькотораго перем'Ьннаго параметра, тожде
ственно удовлетворяющими уравнетю (i); следовательно, ихъ 
дифференциалы удовлетворяютъ соотношетямъ

de=p dx + qdy, (3 )
d-я =р d-x +  q d-y -f r dx2 +  2s dxdy-f i dy2. (4)

Первое изъ этихъ соотношешй показываетъ, что касательная 
прямая къ кривой С лежитъ въ касательной плоскости кгь по
верхности. Чтобы истолковать геометрически второе соотно- 
шеше, выразимъ дифференщалы черезъ элементы, гогЬюице 
геометрическое значеше. Принимая за независимое переменное 
длину а дуги кривой С, им'Ьемъ

dx dy dz d2x a dry 0 ' d2z y’
do= *'  da=  у’ Ж2==Ж da2=W  do*= R

гд-Ь a, 0 , y, a', 0 ', / ,  В  им^ють обычное значеше (§ 229). Под- 
ставивъ эти значешя въ формулу (4) иразд-Ьливъ ее на ] / i  +р2 + q2, 
получимъ

у — pa!— q0 ' _ r  (I2 + 2.5 а 0  + 10 2 _
B y  I  + р 2 +  q 2 ] / i + p 2+ 22 ’

на основании формулы (2), это выражеше можно представить 
въ виде

X а! +  р  0 '  +  r y '  г  а 2 + 2 $ а  0  +£ 0 2

R  ] / 1 + p 2 +  q 2

Но числитель Ха'+ р0 ' + 17' есть не что иное, какъ косинусъ 
угла 0 между направлешемъ главной нормали кривой С и 
положнтельнымъ направлешемъ нормали къ поверхности; та- 
кимъ образомъ, мы получаемъ основную формулу

cos b_r>fi + 2xai  + t0 2 ,
~Я~ l / i + p 2+ ^ ~

Эта формула совершенно равносильна формуле (4); поэтому изъ 
нея можно вывести все свойства, касаюицяся кривизны кри- 
‘выхъ, расположенныхъ на поверхности. Т а к ъ к а к ъ  въ этой 
формуле рад1усъ кривизны В  и корень j / i +412 +  </2 суть коли
чества существенно положительный, то знакъ cosO одинаковъ 
со знакомь ru2 + 2S а0  + 102, т.-е. знакъ этого посл'Ьдняго ко
личества показываетъ, будетъ ли уголъ 6 острымъ или тупымъ.

Разсмотримъ сначала все кривыя, которыя проходятъ на 
поверхности S  черезъ какую-нибудь точку М  этой поверх
ности и HMinon. въ этой точке общую соприкасающуюся плос-



кость (отличную отъ касательной плоскости къ поверхности). 
Вс’Ь эти кривыя имеютъ общую касательную прямую, именно, 
прямую пересЬчетя ихъ общей соприкасающейся плоскости- 
съ касательною плоскостью къ поверхности. Следовательно, 
для всЬхъ этихъ кривыхъ направляюпце косинусы а, /9 , у оди
наковы. Далее, направлеше главной нормали каждой кривой, 
совпадаетъ съ однимъ изъ двухъ направлетй перпендикуляра 
къ касательной прямой, проведеннаго въ общей соприкасаю
щейся плоскости разсматриваемыхъ кривыхъ. Пусть будетъ со 
уголъ между нормалью къ поверхности и однимъ изъ этихъ. 
двухъ направлетй; тогда должно быть или 0—со, или 0= л  — ю. 
Но, какъ мы видели, уголъ 6 будетъ острымъ или тупымъ. 
въ зависимости отъ знака количества ra2 + 2S afi + tft2; поэтому 
для всехъ разсматриваемыхъ кривыхъ направлеше - главной 
нормали будетъ одно и то же. Далее, такъ какъ для всехъ 
разсматриваемыхъ кривыхъ значение угла 6 одинаково, то 
формула (5) показываетъ, что все эти кривыя имеютъ обпдй 
рад1усъ кривизны, и, следовательно, в с е  к р и в ы я ,  п р о 
в е д е н н ы й  на  п о в е р х н о с т и  ч е р е з ъ  к а к у ю - н и б у д ь  
т о ч к у  И и и м е  ю щ i я въ э т о й  т о ч к е  о б щу ю с о п р и 
к а с а ю щ у ю с я  п л о с к о с т ь ,  и м е ю т ъ  т а к ж е  и обнщй 
ц е н т р ъ  к р и в и з н ы .

Отсюда следуетъ, что мы можемъ ограничиться изучешемъ 
кривизны плоскихъ сечешй, проведенныхъ на поверхности. 
Разсмотримъ сначала, какъ изменяется кривизна различныхъ 
плоскихъ сечешй, образованныхъ на поверхности плоскостями, 
проходящими черезъ общую касательную прямую МТ. Не на
рушая общности, мы можемъ предположить, что для этой 
касательной прямой количество ra? + 2sa@ + tj92 положитель
но, такъ какъ достаточно изменить положительное напра- 
влеше оси Oz, чтобы г, s, t переменили знаки. Следова
тельно, для всехъ этихъ сечешй мы будемъ иметь cos 6 > о, 
и уголъ 6 будетъ острымъ. Пусть будетъ рад1усъ кривизны 
сечешя, образованнаго нормальною плоскостью, проходящею, 
черезъ МТ ; въ этомъ случае уголъ 6 равенъ нулю, и мы имеемъ.

I га2 + 2 sag + tft2
R i ]/ i+ p *  + q2

Сравнивая эту формулу съ формулою (5) для рад1уса кри
визны наклоннаго сечешя, образующаго съ нормальнымъ се.- 
чешемъ уголъ 6, находимъ

§ 23g .  I . ----КРИВИЗНА КРИВЫХЪ, ПРОВЕД. НА ПОВЕРХНОСТИ. 5 4 Г

I cos О
(6>



5 4 2 ГЛАВА X I I .  ----ПОВЕРХНОСТИ. § 2 З 9 .

или В = В Л cos 6. Эта формула показываетъ, что ц е н т р ъ  к р и 
в и з н ы  н а к л о н и  а го  с е ч е  Hi я е с т ь  п р о е к ц 1 я  н а  с е 
к у щ у ю  п л о с к о с т ь  центра  к р и в и з н ы  н о р м а л ь н а г о  
• с Ьч е н1я ,  п р о в е д е н н а г о  ч е р е з ъ  т у  же  к а с а т е л ь 
н у ю п р я м у ю .  Эта теорема принадлежим» Менье (Meusnier).

Всл,Ьдств1е теоремы Менье изучете крвиизны наклоннаго 
сЬ четя  приводится къ изучетю кривизны нормальныхъ сЬ- 
ченШ. Прежде ч'Ьмъ перейти къ изложешю результатовъ, 
полученныхъ по этому вопросу Эйлеромъ, зам’Ьтимъ сначала, 
что для нормальнаго сЬ четя формула (5) принимаетъ два 
различныхъ вида въ зависимости отъ знака количества 
ra2 + 2S a/i+t0 2. Во избежаше этого неудобства, условимся 
обозначать въ дальн^йшемъ черезъ В  рад1усъ кривизны, взятый 
со знакомъ +  или — въ зависимости отъ того, совпадаетъ ли 
иаправлеше отъ точки М  къ центру кривизны съ положитель- 
яымъ направлешемъ нормали къ поверхности, или эти два на- 
правлешя противоположны. Тогда рад1усъ кривизны В  пред
ставится въ обоихъ случаяхъ формулою

I _ r a 2 + 2 S a 0  +  t/92

R  У I  -\-р2 +  д2 ^

которая вместе съ гбмъ уже вполне определяете и положете 
центра кривизны.

Изъ формулы (7) не трудно составить представлеше о томъ, 
какъ расположена поверхность вблизи точки прикосновешя 
относительно своей касательной плоскости. Если s2 — r t< о, то 
при вращенш секущей плоскости около нормали трехчленъ 
r a 2 + 2S a f t  + t0 2 сохраняетъ постоянный знакъ, именно обпцй 
знакъ r u t .  Следовательно, въ этомъ случае центры кривизны 
всехъ нормальныхъ сечешй находятся по одну сторону каса
тельной плоскости, и, следовательно, все нормальный сечешя 
будутъ также расположены по одну сторону касательной плос
кости. Въ этомъ случае поверхность называется в ы п у к л о ю  
въ разсматриваемой точке, а самая точка называется э л л и п 
т и ч е с к о ю .  Напротивъ, если s2—г£>о, то при двухъ положе- 
шяхъ секущей плоскости трехчленъ г а 2 +  2 S aff +  t 0 2 обращается 
въ нуль, причемъ соответствуюпця нормальный о/Ьчещя имеютъ 
въ разсматриваемой точке точку перегиба. Когда секущая 
плоскость проходитъ въ томъ изъ двугранныхъ угловъ, обра- 
зованныхъ двумя упомянутыми нормальными сечешями, где В  
положительно, то соответствующее нормальное сечете будетъ 
расположено надъ касательною плоскостью; если же секущая



плоскость проходить въ дополнительномъ двугранномъ угле, 
то В  отрицательно, и соответствующее нормальное сечете 
расположено подъ касательною плоскостью. Следовательно, 
вблизи точки прикосноветя поверхность пересекаетъ каса
тельную плоскость. Въ этомъ случае поверхность называется 
поверхностью с е д л о о б р а з н о ю ,  а соответствующая точка 
называется г и п е р б о л и ч е с к о ю .  Наконецъ, если $2—rt=о, 
то все нормальный сечешя расположены по одну сторону 
касательной плоскости, кроме одного, имеющаго безконечно 
большой рад1усъ кривизны и, вообще, пересекающаго каса
тельную плоскость вблизи точки прикосноветя. Такая точка 
поверхности называется п а р а б о л и ч е с к о ю  точкою.

Все эти выводы легко проверить непосредственно, разсматри- 
вая разность u = z —z' между значетями координаты z для 
точки поверхности, близкой къ точке М(х„, у0, г0), и для точки 
плоскости, касательной къ поверхности въ точке М, причемъ 
обе точки проектируются въ одну и ту же точку (х , у) плос
кости хОу. Въ самомъ деле, мы имеемъ

z ' = p { x - x 0) + q { y - y 0),

и, следовательно, для точки прикосноветя

§§ 2 З 9 — 2 4 0 . I .— КРИВИЗНА КРИВЫХЪ, ПРОВЕД. НА ПОВЕРХНОСТИ. 5 4 З

ди д / ди
дх~^

0II1 6II1^

д2и д2и д2и
^ 2=Г’ дхду

Если s2—rt<.о, то и будетъ иметь въ точке М  maximum или 
minimum (§ 56), и такъ какъ въ этой точке и равно нулю, 
то вблизи точки М и сохраняетъ постоянный знакъ; напро- 
тивъ, если s2 — rt > 0 , то и не имеетъ въ точке М ни maxi- 
mum’a, ни minimum’a, и, следовательно, вблизи точки М и 
не имеетъ всюду одинаковаго знака.

2 4 0 . Теоремы Эйлера. Индикатриса. — Чтобы ‘ изследовать 
изменете pafliyca кривизны нормальнаго сечешя, примемъ 
разсматриваемую точку поверхности за начало координатъ и 
касательную плоскость къ поверхности въ этой точке за плос
кость хОу. При такомъ выборе осей мы имеемъ i>=<z=o, и 
формула (7) обращается въ

= г cos2 у + 2 s cos у sin 9 -И sin2 д>, (8)
J L l

где <р есть уголъ между осью Ох и лишею пересечешя секу
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щей плоскости съ плоскостью хОу. Приравнивая нулю производ
ную отъ правой части уравнетя (8), мы найдемъ, что В  будетъ 
имйть maximum или minimum для двухъ взаимно перпенди- 
кулярныхъ направлен^. Для болйе подробнаго изслйдовашя 
измйнешя pafliyca кривизны В  во всйхъ возможныхъ частныхъ. 
случаяхъ, выгодно воспользоваться слйдующимъ геометриче- 
скимъ представлетемъ. Отложимъ на лиши пересйчетя секу
щей плоскости съ плоскостью хОу длину О т, равную корню 
квадратному изъ абсолютнаго значетя соотвйтствующаго ра- 
щуса кривизны. При вращенш сЬкущей плоскости вокругъ 
нормали точка т опишетъ некоторую кривую, называемую 
и н д и к а т р и с о ю ,  и очевидно, что изъ разсмотрйтя этой 
кривой мы получимъ наглядное представлете о ходЬ измй- 
н е тя  радоуса кривизны нормальнаго сЬчетя.

Разсмотримъ три возможныхъ случая.
i) s2—rt<iо. Въ этомъ случай pafliy^  кривизны В  сохра

няешь одинъ и тотъ же знакъ; предположимъ, что В  поло
жительно. Выражетя координатъ точки т будутъ f  =  у'В cos ф, 
9 =  j/.Rsing>, и, слйдовательно, уравнете индикатрисы будетъ 
имйть видъ

r t - 2 +  2 S g r j  + t t ) 2 = I .  (9)

Это — уравнете эллипса съ центромъ въ началй координатъ. 
Отсюда видно, что В  будетъ имйть maximum, когда слйдъ cf,ку
щей плоскости совпадаетъ съ большою осью эллипса,и — mini
mum, когда сл Ьдъ сйкущей плоскости совпадаетъ съ малою осью, 
и что дв-Ь сЬкунця плоскости, слйды которыхъ равно накло
нены къ осямъ индикатрисы, даютъ для pafliyca кривизны В  
равныя значешя. Нормальный сйчетя, проходяпця черезъ 
оси индикатрисы, называются г л а в н ы м и  н о р м а л ь н ы м и  
cbneHi HMH,  а соотвйтствуюпце рад1усы кривизны — г л а в 
н ыми  р а д 1 у с а м и  к р и в и з н ы .  Если мы примемъ за оси 
Ох и Оу оси индикатрисы, то будемъ имйть s =  o, и фор
мула (8) обратится въ

-~ = r  cos2 ф+  t  sin2 ф. Л

Главные рад1усы кривизны В г и В 2 получатся, если мы поло-
Л  I I , Vжимъ ф = о  или ф= отсюда находимъ ^ -  =  г, =- =  г, и, слъ- 2 Му М2

довательно,
I _  cos2 ф i sin2 ф



2) s2—Н > о . Въ этомъ случай нормальный сЬчеюя, соответ
ствующая значетямъ угла (р, удовлстворяющп.мъ уравнешн)

г  cos2ф +  2  s  cos <f> sin (p + 1 sin2<p =  o,

имеютъ безконечно большое рад1усы кривизны. Пусть будутъ 
L\OLx, L'2OL2 следы этихъ нормальныхъ с-ечетй на плос
кости хОу. Предположишь, что когда следъ секущей плос
кости проходить въ угле L xOL2, то предыцугщй трехчленъ 
положителенъ Обозначая, какъ и въ первомъ случае, черезъ 
§ и г] координаты точки т, мы найдемъ, что соответствующая 
часть индикатрисы представится уравнетемъ

re,2 + 2S ^  + trj2= i.

Это — уравнете гиперболы, для которой асимптотами служатъ 
прямыя и гОЬх и L'2OL2, но если следъ секущей плоскости про
ходить въ угле L\OL:. то мы будемъ иметь В < о, и, чтобы по
лучить соответствующую часть индикатрисы, должно положить

ё =  | /  —-2?cos 95, у = | /  —i?sin q>.
Мы получимъ уравнете гиперболы

r§2 +  2S§r)+tTj2=  - I ,

сопряженной съ первою. При помощи этихъ двухъ сопряжен- 
ныхъ гиперболъ можно составить представлете о ходе изме- 
н етя  рад1уса кривизны нормальнаго сечешя. Принявъ за оси 
координата главный осп обеихъ гиперболъ, мы найдемъ, что 
общая формула (8) и въ этомъ случае можетъ быть предста
влена въ виде (ю), где В 1 и И2 обозначаютъ главные рад1усы 
кривизны, и изъ которыхъ одинъ положителенъ, а другой 
отрицателенъ.

3 ) s2 — r t= о. Въ этомъ случае рад1усъ кривизны R  сохра
няешь постоянный знакъ, напримеръ, знакъ + . Индикатриса 
представится и въ этомъ случае уравнетемъ (9), но такъ 
какъ здесь эта кривая принадлежишь къ параболамъ и вместе 
съ шЬмъ имеешь центръ въ начале координата, то она можетъ 
быть только парою параллельныхъ прямыхъ. Принявъ за ось 
Оу прямую, параллельную этимъ обеимъ прямымъ, мы будемъ 
иметь въ этой системе осей s = о, t — о, и общая формула (8) 
приметь видъ

1 2
- £ ■ =  Г CO S2 <jp,l i

или
I  CO S2 ( p

R ~  R,
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Эту формулу можно также разсматрпвать, какъ предельный 
случай формулы (ю ), когда одинъ изъ главныхъ рад1усовъ 
кривизны В 2 обращается въ безконечность.

Формулы Эйлера можно также вывести, и не пользуясь формулою (5). 
Принявъ разсматриваемую точку поверхности за начало коордннатъ, 
а  касательную плоскость—за плоскость хОу, и продолжая разложеше z 
по формулЬ Тэлора до членовъ третьяго порядка, мы можеыъ на
писать

n r + ^ s x y + t i f  ,

546

гдЬ опущенные члены — не ниже третьяго порядка. Чтобы получить 
радоусъ кривизны с-Ьчешя, образованнаго плоскостью y  = xtg<p, сдЬ- 
лаемъ сначала преобразоваше координатъ

х  = х ' cos <р—у' sin <р, у  — х ' sin <р+у' cos <р,
и положимъ затЬмъ у '= о . Мы получимъ разложеше z по степенямъ х

_ г cos2 < P + 2 S  sin<jp cos <p+t sin2 (p ,~ — x  • j
1.2

и, воспользовавшись замЪчашеыъ § 214 , придемъ къ форму л'Ь (8).
Примпчате.— Лишя пересЬчешя поверхности еъ своею касательною 

плоскостью имЬетъ уравнеше
о = 1& + 2S xy+tif+<F3 {х ,у )+ ----

Эта кривая имЬетъ двойную точку въ началЬ координатъ, и каса
тельный въ этой двойной точкЬ суть асимптотическая касательный. 
Вообще, если двЬ поверхности S, S, касаются въ началЬ координатъ 
плоскости хОу, то проекщя лиши перееЬчешя этихъ поверхностей на 
плоскость хОу представится уравнешемъ

o - ( r - r 1) x 0-+ 2 ( s - s 1) x y + { t - t1) y 2+ . . . ,

гдй »j, Sj, tx относятся къ поверхности а г, S, t—къ поверхностиS. 
Характеръ двойной точки зависитъ отъ знака выражешя (s—sx)- — 
~ ir ~ r i) если это количество равно нулю, то кривая пересЬче
шя имЬетъ, вообще, въ началЬ координатъ точку возврата.

Такимъ образомъ, въ каждой точкФ поверхности есть четыре 
зам'Ьчательныхъ положетя касательной прямой: дв’Ь взаимно 
перпендикулярныхъ касательныхъ, для которыхъ рад1усъ кри
визны Л  будетъ maximum или minimum, и двгЬ а с и м п т о т и 
ч е с к и  х ъ  или г л а в н ы х ъ  касательныхъ, для которыхъ В  
равно безконечности. ПослФдшя касательный мы получимъ, 
приравнивая нулю трехчленъ г аг +  2 s а /3 + t (см. § 2З8)*) .

*) СлЬдуетъ обратить внимаше на различ1е между г л а в н ы м и  н а - 
п р а в я е н 1 я м и  въ точкЬ поверхности и г л а в н ы м и  к а с а т е л ь 
н ы м и  въ этой точкЬ. Главныя направлешя суть направлешя осой 
индикатрисы; для нихъ R  есть maximum или minimum. Главныя 
касательныя суть асимптоты индикатрисы; для нихъ R =  со.

(Ред.).
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241. Главные рад1уеы кривизны. — Посмотришь теперь, ка
жи мъ образомъ можно определить главныя нормальныя сечешя 
и главные рад!усы кривизны въ любой системе прямоуголь- 
ныхъ осей координатъ.

Каждому значешю R  соответствуютъ, вообще, два нормаль
ны хъ сечешя, рад1усы кривизны которыхъ имеютъ это зна- 
чеше R. Исключите составляютъ только те случаи, когда R  
равно одному изъ главиыхъ рад1усовъ кривизны; такое зна- 
гчеше R  принадлежите только одному сечению, — именно, соот
ветствующему главному нормальному сечешю. Чтобы найти 
нормальный сечешя, радаусъ кривизны которыхъ имеете дан
ное значеше R, мы имеешь три уравнешя для а, Р, у

f f i+ p z  + q2
R = ra2 + 2saP + tp'2, y=pa + qP, а2 + Р2 + у2 =  I .

Изъ этихъ уравнешй легко составить однородное уравнеше 
нулевой степени относительно а и р

У I + р2 -f q2 ra2 + 2sap + tp 2
R ' a2+P2 + (pa + qP)2' ( i i )

положивъ R = D y  i + p 2 + q2, мы получимъ уравнеше, опреде- 
. рляющее отношеше а

a2 ( i+ p 2 — rD) + 2ap (pq — sD)+fi2(i + q2- t D )  = o.

Если это уравнеше имеете двойной корень, то этотъ корень 
обращаете въ нуль обе частныя производныя перваго по
рядка по а и р отъ левой части этого уравнешя

a(i +p2~rD )+ p  (pq — sB) = o,\ 
a(pq — sD) + P (x + q2~ t  D) = o.)

( 12)

Исключая изъ уравнешй (12) a, P и заменяя D его значе- 
н1емъ, мы получимъ уравнеше, определяющее главные рад1усы 
жривизны,

(rt -  s2) В 2 -  У I +р2 +  q2 [(i +рг) t+ (i + З2) г -  2р q s] R )
+ (i + ^  + 22)4 =  o.J (i 3)

‘Если же мы исключимъ изъ уравнешй (12) D , то получимъ 
уравнеше второй степени, определяющее лиши пересечешя 
•главиыхъ нормальныхъ сечешй съ касательною плоскостью,

a2 [(x-t-p2) s - p g ’»']
+  а  Р  [(I + р 2) t  -  (1 +  22) г )  +  р2 [р q t  -  (1 +  q2) s] - о .}  (14>

35*
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По самому существу задачи, корни уравненш ( i3 ) и (14)* 
всегда действительны; это легко проверить непосредственнымъ 
вычислешемъ.

Чтобы уравнеше (гЗ) имело равные корни, индикатриса, 
должна быть окружностью; тогда все нормальный сеченш 
будутъ иметь одинаковый рад1усъ кривизны. Въ этомъ слу
чае правая часть уравпешя (ц )  не должна зависеть отъ.

отношешя следовательно, должно быть

Точки, удовлетворяюпця этому условно, называются т о ч к а м и  
о к р у г л е н ! я .  Для этихъ точекъ уравнеше (14) обращается, 
въ тожество, такъ какъ здесь всяшй д1аметръ окружности 
есть и ея ось.

Въ некоторыхъ случаяхъ можно определить главный нормаль
ный сечешя поверхности изъ геометрическихъ соображешй. 
Напримеръ, если у поверхности S  есть плоскость симметрш, 
проходящая черезъ точку М  этой поверхности,то прямая пересе- 
ч е т я  этой плоскости съ касательною плоскостью въ точке М  
есть, очевидно, ось индикатрисы, и сечете поверхности плос
костью симметрш есть одно изъ главныхъ нормальныхъ се- 
чешй. Такъ, въ каждой точке поверхности вращешя мерщцанъ 
есть одно изъ главныхъ нормальныхъ сечешй; следовательно, 
плоскость второго главнаго нормальнаго сечешя проходить- 
черезъ нормаль къ поверхности и касается параллели. Но центръ- 
кривизны одного изъ наклонныхъ сеченш, проходящихъ че
резъ касательную прямую къ параллели, известенъ, именно, 
центръ самой параллели. По теореме Менье, отсюда следуетъ, 
что центръ кривизны второго главнаго сечешя лежитъ въ точке 
пересечешя нормали съ осью поверхности.

Въ каждой точке разгибающейся поверхности мы имеемъ 
s2—rt — о, и индикатриса состоитъ изъ пары параллель- 
ныхъ прямыхъ. Въ этомъ случае одно изъ главныхъ сечен1й 
совпадаетъ съ образующею, и соответствуют^ рад1усъ кри
визны безконечно великъ. Плоскость второго главнаго сечешя. 
перпендикулярна къ образующей. Все точки разгибающейся 
поверхности — п а р а б о л  и ч е с к ! я ,  и это единственный по
верхности, обладаюпця этимъ свойствомъ (§ 222).

Если неразгибающаяся поверхность въ некоторыхъ точ- 
кахъ выпуклая, а въ другихъ — седлообразная, то эта поверх
ность имеетъ, вообще, целую линш параболическихъ точекъ,.

а
г  s  t

(15)1 + р 2 ' pq 1 + g2



отделяющую области, гдЬ s 2 — r t  положительно, отъ областей, 
где s -  —  r t  отрицательно. На примерь, на торе такими лишями 
•будутъ две крайтя параллели.

На выпуклой поверхности существуете, вообще, только нисколько 
отд'Ьльныхъ точекъ округлеьпя. Докажемъ, что единственная действи
тельная поверхность, ве-Ь точки которой суть точки округленш, есть 
сфера. Обозначимъ черезъ А, р, v направляющее косинусы нормали 
къ поверхности; дифференцируя формулы (2), получнмъ

d X _ p q s - ( i + q 2) r  дХ p q t - ( i + q 2)s 
д х ~  ? ’ д у ~  |  ’

(х +P*+q*)* * (i+jP2+<?*)2
d p  p g r — (i+jx8)s d p  p g s - ( i + p 2)t
д х ~  l  ' д у ~  A ’

( i + p 2+ q 2)2 . 9 (i+p*+0«)*

или, по формулами ( 15),

дХ д м _  дХ _ д р  
д у ~ ° ’ д х ~ ° ’ д х ~ д у '
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Первое соотношеюе показываете, что А не зависите отъ х, второе, — 
что р не зависите отъ у, следовательно, общее значеше производ

ил дм ,ныхъ —, — не зависитъ ни отъ х, ни отъ у, т.-е. оно равно нъкото- дх ду
;рому постоянному - ■ Отсюда следуете

ж-ж0 . у-уо Va2-(iv-x^2-(y—y0)2----- , /Л =------ , > =  .................... ......... —Га а а
_ х —хв

р v Va2—(x—x0)2—(y—у о)2
У~Уо

Va2- { x - x aY - ( y - y af

■Интегрируя два послЬднихъ уравнешя, находимъ 

z=sa+]/a2- (х -гг0)2 -  (у -  у0)2,

а это — уравнеше сферы. Точно такъ жо можно было бы докавать, что

если ^ = ^ = о ,  то поверхность есть плоскость. Кроме этихъ решений,

уравнешя (15) им'Ьютъ еще безчисленное множество мнимыхъ решешй, 
удовлетворяющихъ уравнение i+p2+q2 = о; въ этомъ можно убедиться, 
дифференцируя это последнее соотношеше по а; и по у.
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II. — АСИМПТОТИЧЕСК1Я ЛИНШ.  — СОПРЯЖ ЕННЫЕ
л и н т .

242. Опред'Ьлеше и свойства аеимптотичеекихъ линш.—
Какъ мы видели, въ каждой гиперболической точке по
верхности существуютъ две касательныхъ, для которыхъ со- 
ответствуюнця нормальныя с^четя  имеютъ безконечно боль
шой pafliycx кривизны; это — асимптоты индикатрисы. Лиши, 
яежапця на данной поверхности и касающаяся въ каждой 
изъ своихъ точекъ одной изъ этихъ асимптотъ, называются 
а с и м п т о т и ч е с к и м и  л и н ! я м и  поверхности. При пере
мещены точки вдоль кривой, лежащей на поверхности, диф- 
ферешцалы dx, dy, dz пропорцшнальны направляющимъ коси- 
нусамъ а, /?, у касательной. Для асимптотической касательной- 
мы им'Ьемъ ra2 + 2sa0 +t/32=o,  и, следовательно, вдоль асимпто
тической лиши должно быть

rdx2 + 2$dxdy + tdy2 — o. (16)

Решая уравнеше поверхности относительно z и заменяя г, s, t 
ихъ значетями въ функцш переменныхъ х, у , мы получимъ

изъ уравнетя (16) два значехпя для dx
dy
dx =  9>i ( « ,  У ) , dx =  <Г2 (*, У)- (17)

Ниже мы увидимъ, что каждое изъ этихъ уравнешй имеетъ- 
безконечное множество интеграловъ, но что каждая пара зна- 
чешй (х0, у0) опреде.ляетъ, вообще, одинъ и только одннъ ин- 
тегралъ. Следовательно, черезъ каждую точку поверхности, 
проходятъ, вообще, две и только две аеимптотичеекихъ лиши; 
ихъ совокупность образуетъ двойную систему линш на по
верхности.

Асимптотическая лиши можно также определить чисто гео
метрически наосноватиследующаго ихъ свойства. А с и м п т о 
т и ч е с к а я  я и н 1 я  п о в е р х н о с т и  е с т ь  т а к а я  л и н i я,  
в ъ  к а ж д о й  т о ч к е  к о т о р о й  с о п р и к а с а ю щ а я с я  
п л о с к о с т ь  с о в п а д а е т ъ  съ к а с а т е л ь н о ю  п л о с 
к о с т ь ю  к ъ  п о в е р х н о с т и .  Въ самомъ деле, для того 
чтобы соприкасающаяся плоскость совпадала съ касательною- 
плоскостью, необходимо и достаточно, чтобы одновременна 
было (§ 215)

dz —р  dx—q d y = о , d2z —р  d2x  — q dry о .



Первое уравнете удовлетворяется для всякой кривой, ле
жащей на поверхности; дифференцируя его, получимъ

d?z —р (Рх — q (Ру - d p d x —dqdxj — о.

Отсюда сл'Ьдуетъ, что второе изъ предыдущих!» уравнешй 
равносильно следующему уравнен1ю, содержащему только 
дифференщалы перваго порядка,

dpdx+dqdy=о. (18)

Но уравнете (18) тождественно съ уравнетемъ (16), откуда 
и следуетъ справедливость нашего предложетя. Не трудно 
видеть, почему эти два определешя асимптотическихъ литй 
равносильны. Такъ какъ радтусъ кривизны нормальнаго се~ 
чешя, касающагося асимптоты индикатрисы, равенъ безконеч- 
ности, то, по теореме Менье, равенъ безконечности и рад1усъ 
кривизны асимптотической линш, если только соприкасающаяся 
плоскость не будетъ перпендикулярна къ нормали къ поверх
ности; въ последнемъ случае формула Менье принимаетъ 
неопределенный видъ. Следовательно, соприкасающаяся плос
кость асимптотической лиши должна совпадать съ касатель
ною плоскостью къ поверхности всякий разъ, какъ рад1усъ 
ея кривизны не равенъ постоянно безконечности; но въ послед
немъ случае мы получили бы прямую линно, соприкасающаяся 
плоскость которой неопределенна. Изъ этого определешя 
асимптотическихъ литй следуетъ, что асимптотичестя лиши 
сохраняются при всякомъ гомографическомъ преобразованш. 
Очевидно также, что дифференшальное уравнете асимптоти
ческихъ литий тгЬетъ одинаковый видъ въ прямоугольныхъ 
и въ косоугольныхъ осяхъ координатъ, такъ какъ уравнете 
соприкасающейся плоскости въ обоихъ случаяхъ одинаково.

Асимптотичестя линш существуютъ, конечно, только на 
поверхностяхъ седлообразныхъ. Но если поверхность анали
тическая, то, каковъ бы ни былъ знакъ количества s2—rt,  
дпфференщальное уравнете (16) имеетъ всегда безчисленное 
множество интеграловъ, действительныхъ или мнимыхъ. По
этому мы будемъ говорить, что аналитическая выпуклая 
поверхность имеетъ две системы мнимыхъ асимптотическихъ 
литй. Такъ, асимптотическими литями однополостнаго гипер
болоида будутъ две системы прямолинейныхъ образующихъ; 
для эллипсоида или шара эти образующая — мнимыя, но оне 
также удовлетворяюсь дифференщальному уравнение асимпто
тическихъ лишй.

§ 2 4 2 .  И .  —  АСИМПТОТИЧЕСКИ ЛИНШ  II ПРОЧ. 5 5 1
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П р и м Ъ р ъ . — Найяемъ асымитотическхя линш поверхности
 ̂п, *П: — а- у  .

М ы им'Ьемъ

)• = »»(»(- 1)х"'~'2у", S  =  m U X m ~ 1y " ~ l, ( m l t ( n - l ) j r my K~ 2, 

и диф ференциальное уравн еш е (16) приним аетъ в и д ь

т(т-■ >№ ■ ..(£)«*->--
у  dx

Р ё ш а я  это уравнеш е, получи.мъ дл я  о т н о ш е т я  ■ , д в а  зн ач еш я  hxх  ау
и  h2. С ледовательн о , асимптотическим и линиями будутъ л п н ш  п оверх 
ности, проектирую щ аяся на плоскость хОу  по кривы м ъ

?/'< = С\х, yh‘ = G,x.

243. Дифференциальное уравнеше асимптотическихъ лйшй 
въ криволинейныхъ координатахъ. — Предположимъ, что ко
ординаты точекъ поверхности выражены въ функцш перем'Ьн- 
ныхъ параметровъ и, v

x = f ( u 7 v). y = <p{u,v), z=ip{u7v). (19)

Воспользуемся вторымъ опред’Ьлешемъ асимптотическихъ лишй 
для вывода ихъ дифференщальнаго уравнешя. Напишемь 
уравнен1е касательной плоскости къ поверхности

А ( Х  —х) + В  (Y ~ y )  + C (Z —г)-—о; (20)

коэффищенты A, В 7 С должны удовлетворять уравнешямъ

л *£+ в *  + 0 * =о.
аи oti ди

a V  + b *v  + c *e
V V  O V  O V

(21)

которыя опред'Ьляютъ отношешя двухъ изъ коэффищен- 
товъ А. В,  С къ третьему (§ З9). Такъ какъ соприкасающаяся 
плоскость асимптотической линии совпадаетъ съ касательною 
плоскостью къ поверхности, то эти коэффищенты должны также 
удовлетворять уравнешямъ

A d x  + B d y  + Cdz = о.
А сРх +  В  d?y -f Сd?z=о.

Первое изъ этихъ уравнешй удовлетворяется тождественно. 
Дифференцируя его, мы впдимъ, что второе уравнеше можетъ 
быть заменено сл-Ьдующимъ

dAdx-rdBdy-T-dC'dz—o. (22)
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Уравнете (22) есть искомое дифференщальное уравнете 
асимптотическихъ лишй. Если, наприм-Ьръ, мы положимъ 
въ формулахъ (21) С= —I, то А  и В  представятъ соответ
ственно частный производный р  и q отъ z по х и у. и уравне
ние (22) совпадетъ съ уравнетемъ (18).

П р и м ' Ь р ы .  — Разсмотримъ, наприьгЬръ, коноидъ г — <р ( -) ,  Урав-\х  j
н е т е  ~ = <р равносильно уравнешямъ х= и , y=uv, ; = <p(v), и соотно

шения (21) обращаются въ

A + B v= o, Ви п- СУ (г>) = о.

Этимъ уравнешямъ можно удовлетворить, принимая С= — И, А = —v<p'(v), 
B=<p'(v), и дифференциальное уравнеше (22) принимаетъ видъ

и <р" (v) dv2—2 у/ (?;) dudv=o.

Одно изъ р'Ьшешй этого уравнения есть v = const; изъ него получимъ 
прямолинейныя образукищя. Разд^ливь уравнеше на dv. получимъ

отсюда имФемъ

<р” (v)dv _  2 du
<р' (V) — и ’

и2 = К<р' (v).

СлЬдовательно, асимптотическая линш второй системы проектируются 
на плоскость хОу по кривымъ

,.=A V  (*)•

Разсмотримъ еще поверхности, указанный Жаме (Jamet); ихъ урав- 
HeHie можетъ быть приведено къ виду

x f

Прннявъ за независимыя пером'Ьнныя z  и -  — и, мы получимъ диффе-X
ренщальное уравнете асимптотическихъ линш въ видф

, ,/Г (м ) „
У  Ъ\е) d s~ ± V  f iH) du’f {«)

откуда каждая изъ системъ асимптотическихъ динШ можетъ быть 
найдена одною квадратурою.

Геликоидъ есть поверхность, представляемая уравнен!ями 

a;={>cos<u, у = р sin ш, z=f(y)+}uo.

Предоставляемъ читателю доказать, что дпфференщальное уравнете 
асимптотическихъ ливШ геликоида будегь

«'/‘" (с )  dv*-2hd<o ds>+«Y  (<•) о ,

откуда w получается при помощи квадратуры.



244. Аеимптотичеешя лиши линейчатыхъ поверхностей.—
Исключая коэффищенты А, В, С нзъ уравнешя (21) и изъ 
уравнешя

A  d2x + В  (Ру + С dPz — о ,

554 ГЛАВА X I I . — ПОВЕРХНОСТИ. § 2 4 4 .

мы получимъ общее дифференциальное уравнеше асимптотиче-
СКИХЪ ЛИНШ

df dip dip
du du du
К dip dip
dv T dv
d2x cl2y cl2z

(2 3 )

Эго уравнеше не содержнтъ днфференщаловъ второго по
рядка d2u и d2v. Въ самомъ деле, мы им’Ьемъ

ди dv ои OUOV
d2f

dudv + T :  dv2, до2

п т а т я  же выражешя тгЬютъ место для d2y, d2z. Вычитая 
нзъ третьей строки определителя (2З) первую строку, умно
женную на (I2 и, и вторую, умноженную на d?v, получимъ

df дф dip
du du dn
df dip dip
dv dv dv

* 5 1  . . . .
du2 du dv dv2

— o.

Раскрывая этотъ определитель по элементамъ третьей строки 
п располагая по степенямъ du и dv, мы представимъ его въ вид&

D du2 + 2 В' du dv + D" dv2 = o, (24)

где черезъ D, JD', D"  обозначены определители

dx dy dz dx dy dz
du du du du du du
dx
dv

dy_
do

dz
dv , Z»' =

dx
To

dy_
dv

■dz
dv

d2x d2y d2z d2x d2y d2z
du2 du2 du2 du do du dv du dv

dx d_l dz
du du du
dx dji dz
do dv dv
d2x d2y d2z
T 2 do2 dv2

Z>" =
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Прим’Ьнимъ эти формулы къ линейчатымъ поверхностямъ. 
Уравнешя всякой линейчатой поверхности могутъ быть пред
ставлены въ ВПД'Ь

х = т0 + аи, у=уо + 0 и, г=0о+уи,

где ос0, у0, 0О, а, у — функции второго перемгЬннаго пара- 
метра V. При и —о и при изм^ненш v, точка (х0, у0, г0) описьг- 
ваетъ некоторую кривую Г  поверхности; съ другой стороны,, 
при v постояиномъ и при изм’Ьненш и, точка (х , у, 0) описы- 
ваетъ прямолинейную образующую поверхности, и переменное и- 
пропорщонально разстоянйо точки (ж, у, 0) отъ точки (ж0, уо,0о), 
въ которой разсматриваемая образующая пересЬкаетъ кривую/7.. 
Изъ формулъ (25) очевидно, что зд'Ьсь В  = о, В '  не завиеитъ- 
отъ и, и В"  есть многочленъ второй степени по и,

а . . .
х '0 4 а'и . . . 
х \  + а"и . . .

Такъ какъ въ уравнеше (24) civ входить множителемъ, то- 
одна система асимптотическихъ линш состоитъ изъ прямо- 
линейныхъ образующихъ v =  const.. Разд4 ливъ левую часть, 
уравнешя (24) на dv, мы получимъ дифференщальное уравне- 
nie второй системы асимптотическихъ лишй

(- ^  + Lu* + M u + N=  о, (26)

где / ,  М, N — функцш перем-Ьннаго v. Уравнешя этого вида 
обладаютъ замечательными свойствами, которыя будутъ ука
заны поздн'Ье. Такъ, напримеръ, мы увидимъ, что а н г а р м о 
н и ч е с к о е  от ноше н1е  к а к и х ъ - н и б у д ь  ч етырехъ-  
и н т е г р а л о в ъ  у р а в н е н 1 я (26) п о с т о я н н о .  Отсюда 
сл-Ьдуетъ, что ангармоническое отношеше четырехъ точекъ 
пересечешя прямолинейной образующей съ четырьмя асимпто
тическими лишями второй системы постоянно; это даетъ воз
можность найти всЬ асимптотичесшя лиши второй системы,, 
если три изъ нихъ известны. Мы увидимъ также, что если- 
изв'Ьстенъ одинъ или два интеграла уравнешя (26), то можно, 
найти все друпе интегралы соответственно двумя или одною- 
квадратурою. Если все прямолинейныя образуюпця поверх
ности встречаютъ некоторую прямую, то эта прямая есть 
одна изъ асимптотическихъ лишй второй системы, и, следова
тельно, все другая асимптотичесшя лиши второй системы можно-



найти двумя квадратурами. Если поверхность им'Ьетъ двг1; 
прямолнпейныхъ направляющихъ, то известны двф асимптоти- 
чееюя линш второй системы, п для опредЕлешя остальиыхъ 
нужно будетъ выполнить одну квадратуру. Но въ этомъ случай 
р-Ьшенie еще болйе упрощается. Въ самомъ дгЬлгЬ, если намъ 
дана линейчатая поверхность, имеющая двЕ прямолинейныхъ 
направляющихъ, то эту поверхность можно преобразовать гомо- 
графическн такпмъ образомъ, чтобы одна изъ этихъ напра
вляющихъ обратилась въ безконечно удаленную прямую; тогда 
разематриваемая поверхность обратится въ коноидъ, а мы ви- 
д-Ьли выше (§ 24З), что асимптотичестя линш коноида полу
чаются безъ квадратуръ*).

2 4 5 . Сопряженный линш. — Дв-Ь прямыя, проходянця черезъ 
точку поверхности S  и представляюндя два сопряженныхъ 
д1аметра индикатрисы въ этой точкй, называются с о п р я 
ж е н н ы м и  к а с а т е л ь н ы м и  къ поверхности въ этой точкй. 
Очевидно, что каждой прямой, касательной къ поверхности, 
соотв’Ьтствуетъ сопряженная касательная прямая; касательная 
совпадаетъ со своею сопряженною, если она есть главная 
касательная, и притомъ только въ этомъ случай. Пусть 
■будетъ z = F ( x , y )  уравнеше поверхности S. Угловые коэффи- 
щенты у  проекщй главныхъ касательныхъ на плоскость хОу 
удовлетворяютъ уравненш (§ 240)

r + 2 Sfl + ty'2 = 0 .

Пусть будутъ т и и/ угловые коэффищенты проекщй двухъ 
■сопряженныхъ касательныхъ на плоскость хОу. Для того чтобы 
лроекцш сопряженныхъ касательныхъ дйлили гармонически 
•проекщй главныхъ касательныхъ, должно быть**)

г + s(m+ т') + 1 тт'= о . (27)

556 ГЛАВА X I I .  —  ПОВЕРХНОСТИ. §§ 244— 245 .

*) Въ коноид^, разсмотр-Ьнномъ въ § 243, прямолинейная направляю
щая (ось коноида) была перпендикулярна къ образующимъ; однако, 
легко вид-Ьть, что уравнеше асимптотическихъ линШ будетъ имЪть 
•такой же видъ и въ томъ случай, когда прямолинейная направляющая 
■будетъ наклонена къ образующимъ подъ любымъ угломъ. (Fed.)

**) (Ср. § и г). Если мы им'Ьемъ кривую второго порядка a iz + 2b xyp  
+cy2+2CX+2fy-(-g =  o ,  то угловые коэффищенты двухъ е я  сопря
женныхъ дааметровъ удовлетворяютъ уравнению а+Ь(т +т ')+ст т '=о, 
а угловой коэффищентъ д асимптоты — уравнению а + 2Ъ,и+с/х2 = о.

(Ред.)
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Если на поверхности S дана какая-нибудь кривая С, то 
огибающая касательныхъ плоскостей къ поверхности S  въ точ- 
иахъ кривой С есть разгибающаяся поверхность, касающаяся: 
поверхности S  по кривой С. В ъ к а ж д о й  точке М  к р и 
в ой  С о б р а з у ю щ а я  этой р а з г и б а ю щ е й с я  п о в е р х 
н о с т и  е с т ь  к а с а т е л ь н а я  п р я м а я  к ъ  п о в е р х 
н о с т и  S, с о п р я ж е н н а я  съ п р я м о ю ,  к а с а ю щ е ю с я -  
к р и в о й  С.

Въ самомъ Д'ЬлЪ, вдоль кривой С количества ж, y ,n ,p ,q -  
суть функщн Н'Ькотораго перем-Ьннаго параметра а. Образую
щая нашей разгибающейся поверхности определяется системою 
двухъ уравнешй

Z - z - p ( X - x ) - q ( Y - y ) = o .
— d z + p  dx + qdy — dp (X —x) — d q (Y —y) = о,

изъ которыхъ последнее обращается въ

Y — у dp _  г dx+s dy 
Х  — х dq s dx+tdy

Пусть будетъ т угловой коэффищентъ проекцш касательной, 
къ кривой С, т! — угловой коэффищентъ проекцш образую
щей. Но мы имеемъ

dy
dx =т. г - у

Х —х — т

и поэтому- последнее соотношеше тождественно съ соотноше- 
шемъ (27). Такимъ образомъ теорема доказана.

Два семейства кривыхъ на поверхности, изъ которыхъ каждое- 
зависитъ отъ одного переменнаго параметра, образуютъ с о 
п р я ж е н н у ю  с е т ь ,  если касательный къ двумъ кривымъ. 
обоихъ семействъ, проходящимъ черезъ любую точку поверх
ности, будутъ въ этой точке сопряженными. Очевидно, что 
на каждой поверхности существуетъ безчисленное множество 
сопряженныхъ сетей, такъ какъ одно семейство кривыхъ можетъ, 
быть взято произвольно, и тогда второе семейство определится 
изъ дифферепщальнаго уравнешя перваго порядка.

Пусть дана поверхность, представляемая уравнетями (19); найдемъ, 
при какцхъ услшпяхъ лиши и — const., v = const, образуютъ сопряжен
ную сЬть. При перем-Ьщеши касательной плоскости къ поверхности 
вдоль кривой V  — const, характеристика (§ 221) этой касательной плос
кости представится уравнетями

<Ы
Оа

Л  (X —a?) J- И  (} С ( Z —z)  — о,

{X~x)+*S (Г_̂ )+£
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.Для того чтобы «та прямая совпадала съ касательною къ кривой
, . .. дх ду dzi< = consfc., направляюпие параметры которой равны ~ необ

ходимо и достаточно, чтобы было

, дх , г> д у , „ dz
А д» + В Ш+ С Ж=°’

<34 дх , дВ ду дС
да d v ^  ди йг- ди dv~~

.Дифференцируя первое соотношешо по и, мы найдемъ, что второе со- 
отношеше можно заменить сл-Ьдующимъ

А *!L + B - p L  + cди dv ди dv
JPz
ди dv о. ( 2 8 )

Исключая А , В , С изъ уравнений (21) и (28), мы получимъ искомое не
обходимое и достаточное ycnoeie

дх ду dz
ди Он ди
дх ду dz
dv dv dv
д2х д-у d 2z

ди dv ди dv ди dv

Эти услов1я показываютъ, что х , у , z  представляютъ собою три 
■интеграла уравнетя  вида

дЧ 
ди dv

дд <)0= ЖГ  +  Лт- ,ди dv ( 2 9 )

где М. и N — произвольныя функцш отъ и  и V.  Такимъ образомъ, 
■ достаточно знать три различныхъ интеграла какого-нибудь уравнешя 
вида (29), чтобы иметь уравнеше поверхности, отнесенной къ сопря
женной системе. НапримЬръ, если мы примемъ M = N = o, то всякш 
интегралъ уравнетя (29) будетъ равенъ суммЬ функхци отъ и  и функ
ции отъ v; следовательно, на всякой поверхности, представляемой 
уравнетями

x = f ( u ) + f 1 (v), y  =  4>(u)+<Pi(v),  г = Ц  (к) + <Мг>), (3°)
крнвыя (и) и (г>) образуютъ сопряженную сеть.

Поверхности вида (30) называются п о в е р х н о с т я м и  п е р е 
н о с а .  Каждая такая поверхность можетъ быть образована двумя 
■ различными способами поступательнымъ движешемъ некоторой неиз
меняемой кривой Г, одна изъ точекъ которой описываетъ некоторую 
другую кривую Г '.  Въ самомъ деле, разсмотримъ четыре точки 
М0, Мг, M z, М , соответствующая значентямъ (и0, vu), (u,v0), (щ, v), (и, v) 
параметровъ м и г ; .  На основанш формулъ (30), эти точки будутъ вер- 
•шинамн параллелограмма*). Если, оставляя г>0 постояннымъ, мы будемъ

*) Поэтому, при переход!-. м0 въ и отр-Ьзокъ М йМ„ перемещается 
-поступательно въ положеше М гМ , и точно также при переходе v0 
■въ v отрезокъ М0И 1 перемещается поступательно въ полож ете М3М.

(Ред.)
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изменять и, то точка Mt онишетъ некоторую кривую Г  поверхности; 
точно также, если при постоянноыъ и0 мы будемъ изменять V,  то 
точка Ж2 опишеть н-Ькоторую другую кривую Г ' поверхности. Следо
вательно, эта поверхность можетъ быть образована какъ поступатель- 
нымъ движешемъ кривой Г, прпчемъ точка Ш2 описываетъ кривую Г ', 
такъ и поступательнымъ движешемъ кривой Г ',  причемъ точка Ж, 
описываетъ кривую Г. Изъ самаго способа образовашя такихъ поверх
ностей очевидно, что оба семейства кривыхъ—сопряженный; въ самомъ 
д'ЬлЬ, наприм-Ьръ, касательныя прямыя, проведенный къ различнымъ 
положешямъ кривой Г ' въ тЬхъ точкахъ, где эта кривая пероеЬкаетъ 
кривую Г, образуютъ цилиндръ, описанный около поверхности вдоль 
■кривой Г\ следовательно, касательныя къ кривыми Г  и Г ' — сопря
женным.

III. — ЛИШИ КРИВИЗНЫ.

2 4 6 . Опред^леше и свойства. — Л и тя , лежащая на поверх
ности S, называется nnHi ei o к р и в и з н ы  этой поверхности, 
если нормали къ поверхности, проведенный въ различныхъ 
точкахъ этой линш, образуютъ разгибающуюся поверхность. 
Пусть будетъ #=f(x,  у) уравнеше поверхности въ прямоуголь- 
ныхъ координатахъ. Уравнешя нормали будутъ

X = - p Z + ( x + p z ) , \  „
Y = - q Z + ( y  + q*).j К 1

.Для того чтобы эта прямая образовала разгибающуюся по- 
•верхность, необходимо и достаточно, чтобы уравнешя (§ 22З)

— Zdp + d(x+pz) = оЛ 
- Z d q + d { y  + qz) = o J (3 2 )

удовлетворялись однимъ и тЬмъ же значешемъ Z,  т.-е. чтобы 
было

d(x+ps)^ d(y+qz) 
dp dq

или, но упрощеши,
dx+pdz _dy + qdz 

dp dq

-Заменяя dz, dp, dq ихъ значешями, мы можемъ представить 
-это уравнеше въ видгЬ

( i+ p 2)dx+pqdy pqdx + ( i+ q2)dy
rdx+sdy sdx + tdy '  '
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Отсюда получаются два значешя для если поверхность S  —

действительная, то эти значешя всегда действительны и раз
личны. Въ самомъ деле, заменяя dx и dy соответственно че- 
резъ а и /9 , мы получимъ найденное выше [§ 241, ур. (14)] 
уравнете, определяющее следы главныхъ нормальныхъ сечетй  
на касательной плоскости. Следовательно, к а с а т е л ь н ы й  
п р я м ы я  к ъ  л и н 1 я м ъ  к р и в и з н ы ,  п р о х о д я щ и м ъ  
ч е р е з ъ  к а к у ю - н и б у д ь  т о ч к у  п о в е р х н о с т и ,  с о - 
в п а д а ю т ъ  съ о с я м и  и н д и к а т р и с ы .  Изъ теорш диффе- 
решцальныхъ уравнетй следуетъ, что черезъ каждую обыкно
венную точку поверхности, за исключетемъ точекъ округлешя, 
проходить одна и только одна л и т я  кривизны, касающаяся 
каждой изъ осей индикатрисы. Если поверхность действи
тельная, то эти лиши всегда действительны; оне образуюсь 
на поверхности сеть, одновременно ортогональную и сопря
женную.

XVП р и м е р  ъ. — Найдемъ лиши кривизны параболоида z ~ ~  ‘ 
Мы им'Ьем-ь

х(7=-, Г = С = О,1 а
I

дифференщальное уравнеше (33) обращается въ

Отсюда иы-Ьемъ

(а2+ г/2) dx2 =  («2+ ж-2) dy2.

dx . du --------- ± — - = о.
Рж2+ а 2 Уу2-\-а2

Взявъ, наприм'Ьръ, передъ обоими корнями зн акъ+ , мы получимъ 
сл^дукший обппй интвгpaлъпpeдыдyщaгoдиффepeнцiaльнaгo уравнешя

(х+ У х2+а2) (у+Уу2+а2) = С;

этотъ интегралъ даетъ одну изъ системъ лишй кривизны. Полагая 

7.—xV y '1-\-ar-yyVxL-\-a‘l (34)

и пользуясь тожествомъ

(х  Уу2+аг+у Ух- + а2) '+  а4 = [ху+ У(х-+аг) 0/2+«2)]2, 

мы можемъ представить предыдупцй интегралъ въ вид’Ь

Я -|- У а2 -|- в4 — G*

Отсюда следуетъ, что проокцш одной изъ двухъ системъ лингй кри
визны могугь быть также представлены уравнешем ь (34), гд-Ь Я обозна-
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чаетъ произвольное постоянное. Точно также мы нашли бы, что урав- 
неше л и тй  кривизны другой системы будетъ

х  Vy2 + a?—yV x2 +а2 = у . (35)

Пользуясь уравнешемъ параболоида ху = az, мы можемъ представ 
вить уравнешя (34) и (35) въ вид!-.

V x 2 + г2 + V y t + z *  = О, Ух2 + г2 - Vy*+ 1 * =  С .

Но выражешя Vx* + z* и Уу2-\-2г представляютъ разстояшя точки 
(,х , у, z) соответственно отъ осей Оу и 0х\ следовательно, л и Hi и 
к р и в и з н ы  п а р а б о л о и д а  с у т ь  т а к i я к р и в ы  я, д л я  к о т о - 
р ы х ъ  с у м м а  и л и  р а з н о с т ь  р а з с т о я н 1 й к а ж д о й  и х ъ  
т о ч к и  о т ъ  о с е й  Ох и Оу п о с т о я н н а .

2 4 7 . Развертка поверхности. — Пусть будетъ С лиши кри
визны поверхности S. Когда точка М описываетъ кривую С, 
нормаль къ поверхности M N  остается касательною къ неко
торой кривой Г. Обозначимъ черезъ А точку прикосновешя 
литй M N  и Г ,  и пусть будутъ (X, Г, Z )  координаты этой 
точки. Координата Z  определяется любымъ изъ уравне- 
т й  (З2), причемъ эти оба уравнешя приводятся къ одному, 
такъ какъ С есть ли тя  кривизны. Мы можемъ представить 
уравнешя (З2) въ виде

у _ _  (i +ffa) dx +pq dy _ pq dx + ( i+q2) dy 
~  rdx + sdy sdx + tdy

Умножая числителей и знаменателей обеихъ дробей соответ
ственно на dx 1/1 dy, получимъ, по свойству равныхъ отношетй,

dx2 +  dy2 +  { p d x  +  q d y ) 2 _ dx2 +  dy2 +  ch 2
r d x 2 +  2 s d x d y  +  t d y 2 rdx2 + 2 sd x d y + td y 2

Нойж,йу,йдпропорщональнынаправляющимъкосинусамъ a , 0 ,y 
касательной къ линш кривизны, и мы имеемъ

Z-»*=
______ 1
ra 2 + 2 saft + tfi2

Сравнивая эту формулу съ формулою (7) (стр. 542), дающею 
алгебраическое значеше радауса кривизны В  нормальнаго се- 
чешя, касательнаго къ лиши кривизны, мы видимъ, что преды
дущее cooTHomeHie можно представить въ виде

Z -
в

У I +р2+ з2
= Bv, (3 6 )

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА. 3 6
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где v есть косинусъ остраго угла, образуемаго положитель- 
нымъ направлешемъ нормали къ поверхности съ осью Ог. 
Но, съ другой стороны, z + R v  представляетъ координату z1 
центра кривизны этого нормальнаго с4>четя (§ 226). Такимъ 
образомъ, формула (3 6 ) показываетъ, что т о ч к а  п р и к о с н о 
в е н  in А  н о р м а л и  M N  с ъ е я  о г и б а ю щ е ю  Г  с о в п а - 
д а е т ъ  съ  ц е н т р о м ъ  к р и в и з н ы  г л а в  н а г о  н о р м а л ь 
н а г о  с е ч е н  in,  к а с а ю щ а г о с я  ли Hi и С въ  т о ч к е  М. 
Такимъ образомъ, кривая Г  есть геометрическое место этихъ 
центровъ кривизны. Если мы разсмотримъ всЬ лиши кривизны 
одного семейства съ С, то м'Ьстомъ соотв’Ьтствующихъ крп- 
выхъ Г  будетъ некоторая поверхность 2 , для которой все 
нормали поверхности S  будутъ касательными. Въ самомъ дгЬлТ, 
каждая нормаль, наприм'Ьръ, нормаль M N , касается въ точке А  
одной изъ кривыхъ Г ,  а все кривыя Г  лежатъ на поверх 
ности 2 .

Разсмотримъ теперь литю кривизны С' другого семейства, 
проходящую черезъ точку М  и пересекающую ортогонально 
первую литю  С. Нормали къ поверхности S вдоль кривой С' 
также будутъ касательными къ некоторой кривой Г ' ,  пред
ставляющей место центровъ кривизны нормальныхъ сеч ет  й 
поверхности S, касающихся кривой С'. Местомъ этихъ кри
выхъ Г ',  соответствующихъ всемъ литямъ кривизны одного 
семейства съ (7', будетъ некоторая поверхность 2 ', для ко
торой, какъ и для 2 ,  все нормали поверхности S  будутъ 
касательными. Поверхности 2 , 2 ', вообще, аналитически не 
различны, а составляютъ две полости одной поверхности, 
представляемой неразложимымъ уравнешемъ.

Нормаль M N поверхности S  касается полостей 2 ,  2 '  въ двухъ 
главныхъ центрахъ кривизны А  и А '  поверхности S  въ точке М. 
Легко найти касательныя плоскости къ этимъ двумъ полостямъ 
въ точкахъ А  и А '  (черт. 51). Когда точка М  описываетъ 
кривую С, нормаль M N  образуетъ разгибающуюся поверх
ность D, для которой кривая Г  служить ребромъ возврата. 
Съ другой стороны, точка прикосновешя А '  этой нормали M N  
съ поверхностью 2 '  описываетъ некоторую кривую у', отличную 
отъ Г ', такъ какъ прямая M N  не можетъ оставаться одновре
менно касательною къ двумъ кривымъ Г и Г1'. Следовательно, 
разгибающаяся поверхность 1 ) и поверхность 2 '  касаются между 
собою въ точке А ',  и, следовательно, касательная плоскость 
къ поверхности 2 '  въ точке А '  касается разгибающейся по
верхности D вдоль прямой MN\ такимъ образомъ, искомою 
касательною плоскостью будетъ плоскость M N T ,  проходящая
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черезъ нормаль M N  и черезъ касательную прямую къ кривой С. 
Точно такъ же можно убедиться, что касательною плоскостью 
къ поверхности 2  въ точке А  будетъ плос
кость N M T ' , проходящая черезъ касатель
ную прямую ко второй линш кривизны С'.

Такъ какъ касательный прямыя къ кри- 
вымъ Си С', какъ оси индикатрисы, взаимно 
перпендикулярны, то обе плоскости N M T  
и NMT' взаимно перпендикулярны. Это при- 
водитъ. къ следующему важному свойству 
развертокъ. Проведемъ изъ какой-нибудь 
точки О пространства нормаль ОМ къ по
верхности 8 , и пусть будутъ А и А '  главные 
центры кривизны поверхности S, лежапце 
на этой нормали. Касательный плоскости 
въ точкахъ А  и А '  къ обТимъ полос- 
тямъ 2 , 2 ' развертки взаимно перпендику
лярны. Такъ какъ эти плоскости проходятъ черезъ точку О, 
то ясно, что д л я  н а б л ю д а т е л я ,  с м о т р я щ а г о  из ъ  
л юб о й  т о ч к и  О п р о с т р а н с т в а ,  о б е  п о л о с т и  р а з 
в е р т к и  п о в е р х н о с т и  S  б у д у т ъ  к а з а т ь с я  п е р е 
с е к а ю щ и м и с я  п о д ъ  п р я м ы м ъ  уг л о мъ .  Обратное 
предложеше будетъ доказано ниже.

2 4 8 . Формулы Родрига. — Если X ,y ,v  обозначаютъ направ- 
.ляюнце косинусы нормали къ поверхности, a R — одинъ изъ 
главныхъ радгусовъ кривизны, то координаты соответствую
щего центра кривизны будутъ (§ 226)

Х  — x + RX , Y = y + R y ,  Z = z  + Rv.  (З7)

Когда точка (ж, у, г) описываетъ линш кривизны, касательную 
къ тому нормальному сеченш, рад1усъ кривизны котораго 
равенъ R, то, какъ мы видели, соответствуюпцй центръ кри
визны описываетъ некоторую кривую Г, касающуюся нор
мали M N  къ поверхности S. Следовательно, должно быть

d X _ d Y _ d Z
X у г '

заменяя X, Y, Z  ихъ значетями изъ (З7), имеемъ

dx+ RdX.dy-\-Rdy_dz + Rdv  
Я у v

36*
v



564 Г Л А В А  X I I . -----П О В Е Р Х Н О С Т И . §§ 2 4 8 — 2 4 9 ,

Общее значете этихъ отношетй равно нулю; въ самомъ д'кггЬ,. 
умножая числителя и знаменателя перваго отношешя на Я, 
второго — на (И, и третьяго — на v и складывая числители 
и знаменатели получившихся отношетй, мы получимъ отно- 
шеше, равное предыдущимъ, у котораго знаменатель равенъ 
единице, тогда какъ числитель

Я d x + ц d y + v dz +  R  (Я dX +  у dy +  v dv)

тождественно равепъ нулю. Такимъ образомъ, мы получаемы 
формулы Родрига (Olinde Rodrigues)

dx + R d X = о, dy +  R d y = о, dz +  R d v  = о; (3 8 )

эти формулы имеютъ большое значете въ теорш поверхностей. 
Должно заметить, что формулы (3 8 ) применимы конечно только 
къ перем'Ьщенпо точки (ж, у, z) по линии кривизны.

249. Уравнеше лишй кривизны въ криволинейныхъ ко- 
ординатахъ. — Если прямоугольный координаты ж, у, z  точекъ 
поверхности выражены въ функцш двухъ перемЪнныхъ пара- 
метровъ и и v, то уравнетя нормали къ поверхности будутъ- 
им’Ьть видъ

X —ж Y —y _ Z —z 
~А

гд-Ь A, R , С определяются соотношешями (21). Необходимыми 
и достаточнымъ услов1емъ того, чтобы эта прямая образовала 
разгибающуюся поверхность, будетъ (§ 22З)

dx dy dz 
A R C  

dA dB dC
=  0. (39)

Заменяя здесь ж, у, z, А , В , С ихъ выражетями черезъ пере- 
менныя и и v, мы получимъ дифферешцальное уравнете лишй 
кривизны въ криволинейныхъ координатахъ.

Найдемъ, наприм'Ьръ, лиши кривизны геликоида

V
z = a  arc tg в х

мы можемъ доложить
x = g e o s b ,  y = p s in 6 , z= ab .

Коэффшденты А , В , С  должны удовлетворять соотношешямъ 

— A  q sin e+i?p  cos b + C a = о, A  cos 0-\-B sin 6 = 0 .

Полагая C = p ,  получимъ A  = a  sin 6 , B =  — a  cos в. Въ этомъ случай
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диф ференциальное уравнение (39), посл-Ь раскрытая оп ред ел и тел я  и 
п р и в е д е т я  подобны хъ чденовъ, обращ ается въ

^ -(ч ^ + а 2) <И2=о.
О тсю да им’бемъ

V'^+a*

в зя в ъ  передъ корнемъ, наприм Ь ръ, зн ак ъ  + ,  получим ъ п осл е  инте- 
г р и р о в а т я

p+^f2 + а?=ае>~V
или

Р= ?Г св- е» - г (,- 9»)] .

П роекцщ  полученны хъ л и т й  к ри ви зн ы  на плоскость хО у  будутъ  и м еть  
видъ  спиралей , который нетрудно построить.

Пользуясь тФмъ же самымъ способомъ, можно составить урав- 
Henie второй степени, определяющее главные рад1усы кривизны 
поверхности. Сохраняя за буквами А , В, О, Я, у, v преж тя 
значетя, им-Ьемъ

А  ________В _ _ ___1(_________ С _
~ У А * + Ж + (? ' р \/~ Ж + Ж + С *- V / > + Ж + С 2 ’

причемъ за положительное направлете нормали къ поверх
ности мы примемъ то, которое определяется последними 
формулами. Обозначимъ черезъ R главный рад!усъ кривизны, 
взятый съ его знакомь; тогда координаты соотвЬтствующаго 
центра кривизны будутъ

Х =ж + рЛ , Y —у + д В ,  Z = z+ g C ,

где д определяется соотношетемъ

В=дУ А*+В* + С*.

Когда точка (х , у, г) описываетъ линпо кривизны, касающуюся 
главнаго нормальнаго сечешя, рад1усъ кривизны котораго 
равенъ R, то, какъ мы знаемъ, точка (X , Y, Z) описываетъ 
некоторую кривую Г, касающуюся нормалей къ поверхности, 
проведенныхъ вдоль лиши кривизны. Следовательно, должно 
быть

d x + g d A + A d g  d y + g d B + B d g  c h + g d C - \ - C d g %
А  ~  В  “  С  ’
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отсюда, обозначая черезъ d g i-K  общее значение этихъ отно- 
шенш, им'Ьемъ

Их + д НА — ЛК  = о, |
dy + g d B - B K —o , \  (40)
dz+g dC— СК =  о. ]

Исключая изъ этихъ уравнешй д и К, мы получимъ урав- 
н е те  (З9) лишй кривизны. Но если мы зам'Ьнимъ doc, dy, dz> 
dA, dB, dC соответственно черезъ

dx d x ,  d C - . d C  .г- йм+г-да, . . . ,  -г— du+ — dv du dv On dv

и исключимъ изъ уравнешй (40) du, dv и К, то получимъ для д 
следующее уравнеше

dx dA dx dA
d^ + Q du dv A

dy dB dy , dB Вdu Tv + Q d»
dz dC dz dC

cJu + Q du Jv+Q dv

Заменяя здесь д черезъ — мы получимъ уравнеше

второй степени, определяющее главные радиусы кривизны.
Пользуясь уравнешями (З9) и (41), мы можемъ ответить на 

некоторые вопросы,'которыми мы уже занимались выше. Такъ, 
для того чтобы точка поверхности была параболическою, не
обходимо и достаточно, чтобы коэффиц1ентъ при р2 въ урав- 
ненш (41) былъ равенъ нулю; чтобы точка поверхности была 
точкою округлешя, необходимо, чтобы уравнеше (З9) удовле
творялось тождественно при всякомъ du и dv.

В ъ ви дЬ  п ри лож еш я п реды дущ и хъ  ф орм улъ, опредЬ лиы ъ гл авн ы е 
раддусы к р и ви зн ы  прям ого гел и кои да съ  направляю щ ею  плоскостью . 
И зм ен я я  нЬ еколько  п р е ж т н  обозн ач еш я, им’Ьемъ в ъ  этом ъ случаЬ

ж = м с о 8 » , у=  и sin  с, z = av,
A = a s in r , B±^—a c o s v , G = u ,

и уравнен1е (41) обращ ается въ

aV  = «2+fts,

откуда R  = ± СлЬдовательно, г л а в н ы е  р а д 1 у с ы  к р и 

в и з н ы  п р я м о г о  г е л и к о и д а  р а в н ы  и п р о т и в о п о л о ж н ы .
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2 5 0 . Теорема 1оахимсталя. — Для нЪкоторыхъ поверхностей 
лиши кривизны можно определить изъ геометрическихъ со
ображений. Такъ, очевидно, что лишями кривизны поверхности 
вращешя будугъ мерид1аны и параллели этой поверхности, 
такъ какъ эти кривыя касаются въ каждой своей точке одной 
изъ осей индикатрисы. Это легко проверить заметивъ, что 
нормали къ поверхности вдоль мерщцана образуютъ' плос
кость, а нормали къ поверхности вдоль параллели образуютъ 
круглый конусъ, т.-е. въ обоихъ случаяхъ нормали образуютъ 
разгибаюнцяся поверхности.

У разгибающейся поверхности одно семейство линий кри
визны состоитъ изъ образующихъ. Другое семейство состоитъ 
изъ ортогональныхъ траекторш этихъ образующихъ, т.-е. изъ 
развертывающихъ ребра возврата (§ 2З1). Эти лиши могутъ 
быть получены одною квадратурою. Если известна одна изъ 
развертывающихъ, то все остальньпг лиши кривизны этого 
семейства можно получить изъ нея безъ всякой квадратуры. 
Все эти результаты легко проверить непосредственнымъ вы- 
числешемъ.

Teopin развертокъ кривой двойной кривизны привела 1оахим- 
сталя (Ioachimsllml) къ важной теореме, имеющей въ этой 
теорш обширное пртгЬнеше. Пусть две поверхности S  и S'  
пересекаются по некоторой линш О, служащей лишею кривизны 
для каждой изъ этихъ поверхностей. Нормали M N  и M N'  
къ поверхностямъ S  и S' вдоль кривой С образуютъ две раз
гибающихся поверхности. Но каждая изъ прямыхъ Ж У и Ж№' 
нормальна къ кривой С. Отсюда, по § 2З1, следуетъ, что 
е с л и  д в е  п о в е р х н о с т и  и м е ю т ъ  о б щ у ю  л и н i ю 
к р и в и з н ы ,  то в д о л ь  э т о й  л и н 1 и  о н е  п е р е с е 
к а ю т с я  п о д ъ  п о с т о я н н ы м ъ  у г л о м ъ .

Обратно, е с л и  д в е  п о в е р х н о с т и  п е р е с е к а ю т с я  
п о д ъ  п о с т о я н н ы  мъ у г л о м ъ ,  и е с л и  л и н 1 я  п е р е -  
с е  ч е н i я е с т ь  л и н i я к р и в и з н ы  д л я  о д н о й  и з ъ  
э т и х ъ  п о в е р х н о с т е й ,  то о н а  б у д е т ъ  такж е л и т е ю  
к р и в и з н ы  и д л я  д р у г о й .  Въ самомъ деле, известно, 
что если семейство нормалей кривой двойной кривизны С об- 
разуетъ разгибающуюся поверхность, то семейство нормалей, 
которое получимъ, поворачивая каждую изъ этихъ нормалей 
на постоянный уголъ, въ нормальной плоскости къ кривой С 
также образуетъ разгибающуюся поверхность.

Всякая плоская или сферическая кривая есть лишя кривизны 
плоскости или сферы. Отсюда, по теореме 1оахимсталя, сле- 
цуетъ, что, д л я  т о г о  ч т о б ы  п л о с к а я  и л и  с ф е р и ч е 
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с к а я  к р и в а я ,  р а с п о л о ж е н н а я  н а  п о в е р х н о с т и ,  
б ы л а  л и н 1 е ю к р и в и з н ы  э т о й  п о в е р х н о с т и ,  н е 
о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  пов е рхнос т ь  п е р е 
с е к а л а  по э т о й  л и н i и п л о с к о с т ь  и л и  с ф е р у п о д ъ  
п о с т о я н н ы м ъ  у г л о м ъ .

2 5 1 . Теорема Дюпена.— Мы уже неоднократно встречались 
съ тройными ортогональными системами поверхностей (§§43,146). 
Teopifl такихъ системъ исходить изъ замечательной теоремы 
Дюпена (Dupin), которую мы здесь докажемъ.

Е с л и  д а н ы  т р и  с е м е й с т в а  п о в е р х н о с т е й ,  о б р а - 
э у ю щ и х ъ  т р о й н у ю  о р т о г о н а л ь н у ю  с и с т е м у ,  то 
л и н 1 я  п е р е с е ч е н 1 я  к а ж д ы х ъ  д в у х ъ  поверхностей  
р а з л и ч и ы х ъ  с е м е й с т в ъ  б у д е т ъ  л и н i е ю к р и в и з н ы  
д л я  к а ж д о й  и з ъ  э т и х ъ  п о в е р х н о с т е й .

При доказательстве этой теоремы мы воспользуемся следую- 
щимъ замечатемъ. Пусть будетъ F (х , у, г) —о  уравнеше поверх
ности, касающейся плоскости хОу\  въ начале координата, при

,  d F  d F  d F
x = y —z = о, мы будемъ иметь-3—=  о, -к- = о, тогда какъ —  неox Оу dz
будетъ равно нулю, если только, какъ мы и будемъ предпо
лагать , начало координата не есть особая точка поверхности.

Для того чтобы оси Ох и Оу совпадали съ осями инди
катрисы, необходимо и достаточно, чтобы въ начале коорди-

. d~zзначете второй производной s-натъ было s= o . Но
определяется изъ уравнешя

дхду

d'2F  д- F  d *F  d2F  d F
d x d y ^ d x d z  dy dz dz2 dz s ~ ° '

Такъ какъ въ начале координатъ р  и q равны нулю, то 
необходимымъ и достаточнымъ услов1емъ того, чтобы s было 
также равно нулю, будетъ

d2F
dxdy  ° ‘

Пусть теперь будутъ

F ^ , y , s ) = Q 1, F 2 (х, у, z ) = q 2 ,  F 3 ( x , y , z )  =  Qs

уравнешя трехъ семействъ тройной ортогональной системы 
поверхностей. Фунгаци F x, F 2, F 3 должны удовлетворять со- 
отношетю

d F \ d F \  dF^dF^  
dx dx dy dy dz dz o, (4 3 )
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а также двумъ другимъ соотношетямъ, который получаются 
изъ (4З) круговою перестановкою указателей i ,  2, 3 .

Черезъ каждую точку М  пространства проходить по одной 
поверхности каждаго изъ семействъ тройной системы, и каса
тельный прямыя къ лишямъ пересечешя этихъ поверхностей, 
взятыхъ попарно, образуютъ прямой трехгранный уголь. Чтобы 
доказать теорему Дюпена, достаточно показать, что каждая 
изъ этихъ прямыхъ служить одною изъ осей индикатрисы для 
каждой изъ об’Ьихъ поверхностей, которыхъ она касается.

Примемъ точку М  за начало координатъ, а ребра выше- 
упомянутаго трехграннаго угла — за оси координатъ; тогда 
три поверхности системы, проходятщя черезъ начало коорди
натъ, будутъ касаться соответственно трехъ плоскостей ко
ординатъ. Следовательно, при x = y = z —o мы будемъ иметь

дГ\
дх

щ  =
дх ) 0

о,

о,

дУ /о
д1 Л

дУ Уо
щ

Jo

д1.У
\ dz Jo
ш
dz J0

< ° ’

=о,

( £ ) . -
Чтобы оси Ох и Оу были осями индикатрисы поверхности

fd2F \F x(x, у, z) = о, должно быть въ начале координатъ

Дифференцируя соотношеше (4З) по у и опуская члены, обра- 
щаюпцеся въ начале координатъ въ нуль, получимъ

И  =0.
\ дх /о W  Wo V дг У о \дУ

ВТО равенство можно представить иначе въ виде

Изъ соотношетй, аналогичныхъ (4З), можно такимъ же образомъ 
вывести еще два другихъ соотношев1я, который получаются изъ 
(44) круговою перестанов!{ою буквъ х,  у, z и указателей i ,  2, 3 ,
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Изъ условий (44) и (45) непосредственно сл-Ьдуетъ

( Щ - о> (£& )0- о>
что и доказываетъ предложенную теорему.

Весьма замечательный примйръ тройной ортогональной си
стемы представляютъ собою софокусныя поверхности второго 
порядка (§ 147); по всей вероятности, разсмотреше этпхъ 
поверхностей и привело Дюпена къ общей теореме. Изъ тео
ремы Дюпена следуетъ, что пиши кривизны эллипсоида или 
гиперболоида (который еще ранее были определены Монжемъ) 
суть линш пересеченья этой поверхности съ софокусными по
верхностями второго порядка.

Параболоиды, представляемые уравнетемъ

р - 1 + ------ —  2 . Х  —  Х ,q - X

где Я — переменный параметръ, также образуютъ тройную 
ортогональную систему; отсюда можно получить лиши кри
визны параболоида. Упомянемъ еще приведенную выше (§ 246) 
тройную ортогональную систему

— = а , ]/х2+г2 + \/у 2 + #2 = 0 , ]/x2 + z2 — ]/y2 + z2 = y.Z

Разыскате тройныхъ ортогональныхъ системъ составляетъ 
одну изъ наиболее интересныхъ и наиболее трудныхъ задачъ 
Дифференщальной Геометрш. Этому вопросу посвящено очень 
много изследоватй, результаты которыхъ собраны Дарбу 
въ его книге*). Любая поверхность S  входитъ въ составь 
безконечнаго множества тройныхъ ортогональныхъ спстемъ. 
Одна изъ этихъ системъ состоитъ изъ поверхностей, параллель- 
ныхъ поверхности S, и изъ двухъ семействъ разгибающихся 
поверхностей, образованныхъ нормалями къ поверхности S  
вдоль лишй кривизны этой поверхности. Въ самомъ деле, 
пусть будетъ О какая-нибудь точка нормали M N  къ поверх
ности S  въ точке Ж, М Т  и ШТ' — касательныя прямыя 
къ двумъ лишямъ кривизны О, С нроходящимъ черезъ 
точку Ж. Касательная плоскость къ поверхности, параллель
ной поверхности £ и проходящей черезъ точку (9 , будетъ па

*) L e c o n s s u r l e s fs y s t e m e s  o r t h o g o n a u x  е t 1 е з с о о г -  
d о n п ё е s с u i\v i 1 i g n efe; 1898.



раллельна касательной плоскости къ поверхности $въ точк-fe Ж; 
касательными плоскостями къ разгибающимся поверхностямъ, 
образованнымъ нормалями къ поверхности S  вдоль кривой С 
и вдоль кривой С', будутъ служить соответственно плос
кости N M T  и N M T'.  Но эти три плоскости попарно взаимно 
перпендикулярны, что и доказываетъ, что разсматриваемая 
система будетъ тройною ортогональною.

При помощи преобразовашя обратными рад!усами векторами 
изъ каждой тройной ортогональной системы можно получить 
безконечное множество другихъ аналогичныхъ системъ, такъ 
какъ это преобразоваше сохраняетъ величину угловъ. Такъ 
какъ мы только что вид'Ьли, что всякая поверхность является 
членомъ некоторой тройной ортогональной системы, то отсюда 
сл'Ьдуетъ, что при всякомъ преобразовали обратными рад1у- 
сами векторами л и н i и к р и в и з н ы  п е р в о н а ч а л ь н о й  
п о в е р х н о с т и  п р е о б р а з у ю т с я  въ п и н г и  к р и в и з н ы  
н о в о й  п о в е р х н о с т и .  Это легко проверить непосред- 

• ственно.

252. Приложеше къ некоторымъ еемейетвамъ поверхностей. —
Найдено много поверхностей, лиши кривизны которыхъ удовлетво- 
ряютъ опред'Ьленнымъ геометрическимъ уелов1ямъ. Мы приведемъ зд-Ьсь 
нисколько наиболее простыхъ результатовъ этихъ изыеканШ.

Найдемъ всЪ поверхности, для которыхъ одною изъ системъ л и н т  
кривизны были бы окружности. По теорем'Ь 1оахимсталя, плоскость 
каждой изъ этихъ окружностей должна пересекать поверхность подъ 
постояннымъ угломъ. Отсюда следуетъ, что все нормали къ поверх
ности вдоль окружности С этой системы должны пересекать ось окруж- 
пости (т.-е. перпендикуляръ, проведенный къ плоскости окружности 
черезъ ея центръ) въ одной точке О. Сфера, описанная изъ точки О 
и проходящая черезъ окружность С, касается поверхности -вдоль С; 
следовательно, разсматриваемая поверхность есть огибающая сферъ, 

- зависящихъ отъ одного перемЬннаго параметра. Обратно, всякая 
поверхность, огибающая семейство сферъ, прёдставляетъ p-fenieme 
задачи, такъ какъ характеристики этого семейства, которым будутъ 
окружностями, составляютъ, очевидно, одно изъ семействъ лишй 
кривизны.

Поверхности вращ етя представляютъ, очевидно, частный случай 
поверхностей этого рода. Другой интересный частный случай предста
вляютъ т р у б ч а ты  я п о в е р х н о с т и  (surfaces canaux), т.-е. поверх
ности, огибаюицн сферу съ постояннымъ рад1усомъ R,  центръ которой 
описываётъ некоторую произвольную кривую Г.  Характеристиками 
этого семейства сферъ будутъ окружности съ радоусомъ R, центръ 
которыхъ описываетъ кривую Г  и плоскость которыхъ остается нор
мальною къ кривой Г. Нормали къ поверхности будутъ также норма
лями и къ кривой Г; следовательно, л атам и  кривизны второй системы 
будутъ линш пересбчешя поверхности съ разгибающимися поверхно
стями, образованными нормалями къ кривой Г.

§§  2 5 1 — 2 5 2 .  I I I .  Л И Н Ш  К Р И В И З Н Ы .  5 7 Г
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Если, кроме первой, и вторая система лиши кривизны поверхности 
'будетъ состоять изъ окружностей, то, на основанш предыдущего, эту 
■поверхность можно разсматривать, какъ огибающую любого изъ двухъ 
семействъ сферъ, зависящихъ отъ одного перем-Ьннаго параметра. 
Пусть будутъ Slt S2, S3 сферы одного и того же семейства, Clt Сг, 03— 

'Соотв-Ьтствуюпця характеристики, и Mv  М2, М3 — точки пересЬчен1я 
характеристикъ С3, Сг, С3 съ лишею кривизны 6" второй системы. 
Сфера S',  касающаяся поверхности во вс1>хъ точгсахъ окружности О/, 
касается также и трехъ сферъ St , S 2, S3 соответственно въ точ- 
жахъ Мг, М2, М3. Следовательно, и с к о м а я  п о в е р х н о с т ь  е с т ь  
о г и б а ю щ а я  п е р е м е н н о й  с ф е р ы ,  к а с а ю щ е й с я  т р е х ъ  
п о с т о я н н ы х ъ  с ф е р ъ .  Эта поверхность известна подъ именемъ 
ц и к  л и д ы  Д ю п е н а .  Мангеймъ далъ изящное доказательство того, 
■что циклиду Дюпена можно получить изъ тора преобразовашемъ обрат
ными рад 1усами векторами. Пусть будетъ у окрз^жность, ортогональная 
къ тремъ сферамъ Slt S2, S3. После преобразовашя обратными pauiy- 
■сами векторами съ полюсомъ въ какой-нибудь точке окружности у, 
эта окружность обратится въ прямую 0 0 ' ,  а сферы S1, S3, S3 обратятся 
-соответственно въ сферы 2 г, 2 3, 2 3, ортогональыыя къ прямой 0 0 ' \  
-следовательно, центры преобразованныхъ сферъ будутъ лежать на 
прямой 0 0 ' .  Пусть будутъ Сх, С3 , С3 сЬчешн этихъ сферъ плос
костью, проходящею черезъ 0 0 ' ,  С' — окружность, касающаяся окруж
ностей Сг', 6У, С3 , и . 2 '  — сфера, имеющая С  большими кругомъ. 
Ясно, что при вращенш фигуры вокругъ прямой 0 0 ' сфера 2 '  
-остается касательною къ тремъ сферамъ 2 1У Л?2, 2 3, и огибающею по
верхностью сферы 2 '  будетъ торъ, имГ>кшцй меридханомъ окруж
ность С'.

Определимъ, далее, поверхности, у которыхъ однимъ изъ семействъ 
линШ кривизны были бы плошая кривыя, расположенныя въ параллсль- 
выхъ плоскостяхъ. Примемъ за плоскость хОу плоскость, параллельную 
плоекостямъ линш кривизны, и пусть будетъ

х  cos а-\-у sin а =  Р(а, г)

.уравнеше касательной къ плоскому сечешю, образованному на поверх
ности плоскостью, параллельною плоскости хОу. Р(а,г) есть функщя, 
двухъ переменныхъ а и с, видъ которой зависитъ отъ вида разематри- 
ваемой поверхности. Такъ какъ самое сеч ете  представляетъ огибающую 
касательныхъ къ нему прямыхъ, то мы получимъ координаты ж, у  

точекъ поверхности, присоединяя къ предыдущему уравнение соотно- 
ш ете

дР-  х  вш а +  у  cos а = —  •

Следовательно, выраженья координатъ х, у ,  z будутъ

_  дР  . „  . . дРa: =  7' c o s a - —  sm s, y - P a i n a + —  cos a, z - s .  (46)

.Выбирая соответствующимъ образомъ функцию F  (а, г), можно всякую 
поверхность представить уравнешями вида (46); исключение предста- 
вляютъ только линейчатыя поверхности, для которыхъ направляющею 
-плоскостью служить плоскость г=о.
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Легко вывести, что коэффициенты А, В, С касательной плоскости 
къ поверхности будутъ

следовательно, косинусъ угла, образуемаго нормалью къ поверхности; 
съ осью Ог, будетъ

По теореме 1оахимсталя, для того чтобы сЬчешя поверхности плос
костями, параллельными плоскости хОу, были лшпями кривизны этой 
поверхности, необходимо и достаточно, чтобы эти плоскости пере
секали поверхность подъ постояннымъ угломъ, т.-е. чтобы v не зави
сало отъ а. Для этого необходимо и достаточно, чтобы Ъ\'{а, г) зависало 
только отъ перем-Ьннаго е; следовательно, F(a, z) должно иметь видь.

причемъ <р и ip— произвольны. Вставляя найденное вы раж ете функ- 
цш F  (a, z) въ уравнения (46), мы получимъ самыя обпдя уравнетя 
искомыхъ поверхностей

Эти поверхности могутъ быть образованы слтЬдующимъ образомъ. 
Если разсматривать въ двухъ первыхъ уравнешяхъ (47) z, какъ по
стоянное, а а, — какъ переменное, то эти уравнешя представляютъ. 
семейство кривыхъ, по которымъ проектируются на плоскость z = о се~ 
чешя поверхности плоскостями, параллельными плоскости хОу; но все 
эти кривыя параллельны кривой, которую получимъ, положивъ- 
въ двухъ первыхъ уравнешяхъ (47) <р (z) = о. Отсюда получается для 
разсматриваемыхъ поверхностей следующее построеше: в о з ь м е м ъ .  
в ъ  п л о с к о с т и  z = о п р о и з в о л ь н у ю  к р и в у ю  и п р о в е д е м ъ .  
в ъ  э т о й  п л о с к о с т и  к р и в ы я ,  к ъ  н е й  п а р а л л е л ь н ы й ;  з а - 
т - Ьмъ п е р е м ' Ь с т и м ъ  в с *  э т и  к р и в ы я  п а р а л л е л ь н о  оси Oz 
н а  р а з л и ч н ы й  р а з с т о я н 1 я по  к а к о м у - н и б у д ь  п р о и з 
в о л ь н о м у  з а к о н у .  Т о г д а  в с 4  э т и  к р и в ы я  о б р а з у ю т ъ .  
в ъ  с в о и х ъ  н о в ы х ъ  н о л о ж е н 1 я х ъ  п о в е р х н о с т ь ,  п р е д 
с т а в л я ю щ у ю  с а м о е  о б щ е е  p i  m e H i e  з а д а ч и .

Легко видЬть, что предыдущей способъ построешя можно заменить, 
следующимь. И с к о м ы й  п о в е р х н о с т и  м о г у т ъ  б ы т ь  о б р а 
з о в а н ы  п л о с к о ю  к р и в о ю  п р о и з в о л ь н а г о  в и д а ,  п л о с 
к о с т ь  к о т о р о й  к а т и т с я  б е з ъ  с к о л ь ж е н 1 я п о  п о в е р х 
н о с т и  ц и л и н д р а  с ъ  п р о и з в о л ь н ы м ъ  о с н о в а н ! е м ъ .  
Следовательно, это л -Ь п н ы я  п о в е р х н о с т и  (surfaces moulures). 
Въ этомъ легко убедиться изъ формулъ (47), разсматривая кривыя 
а = const.. Здесь оба семейства линш кривизны состоять изъ плоскихъ. 
кривыхъ z  — const, и a = const..

F(<x, z) = <p(z)+rp (а),
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II . — СЕМЕЙСТВА ПРЯМЫХЪ ЛИН 1Й.

Положеше прямой въ пространстве зависитъ отъ четырехъ 
перем'Ьнныхъ параметровъ. Следовательно, въ зависимости отъ 
числа данныхъ соотношений между этими четырьмя параметрами 
можно разсматривать совокупность прямыхъ лишй, зависящихъ 
■отъ одного, отъ двухъ и отъ трехъ перем-Ьнныхъ параметровъ. 
Перем-Ьнная прямая, зависящая отъ одного перемТниаго пара
метра, образуетъ линейчатую поверхность. Семейство прямыхъ, 
зависящихъ отъ двухъ различныхъ перем'Ьнныхъ параметровъ, 
называется к о н г р у э н ц 1 ею п р я м ы х ъ .  Н аконецъ, к о м - 
п л е к с о м ъ  п р я м ы х ъ  называется всякое семейство пря
мыхъ, зависящихъ отъ трехъ параметровъ.

2 5 3 . Линейчатыя поверхности. — Пусть будутъ въ системе 
прямоугольныхъ координатъ

x = az+p, y — bs + q (48)

уравнешя переменной прямой G, гд-Ь a, fe, р, q — функцш 
одного-перем’Ьннаго параметра и. Посмотримъ, какъ изменяется 
положеше касательной плоскости къ поверхности S, образо
ванной прямою G , когда точка прикосновешя М перемЬщается 
вдоль прямолинейной образующей G. Уравнешя (48), вместе 
■съ уравнешемъ z= z ,  даютъ выражешя координатъ точекъ 
поверхности S  въ функц!и независимыхъ параметровъ г и и; 
■следовательно, по § З9, уравнеше касательной плоскости Р  
къ поверхности S  въ точк'Ь М(х. у, г) будетъ

Х - х  Y —y Z - e  
а Ъ I

a z +р Ъ' z + q о
= о ,

гд'Ь а', Ь', р ‘’, q' обозначаютъ производный отъ а, Ъ, р, q по и. 
Заменяя х  черезъ a z+q), У черезъ bz + q и раскрывая опре
делитель, получимъ

{b'z + q') ( Х - а  Z - p ) - ( a ' z + p ' ) ( Y - b Z - q )  = о. (49)

Изъ уравнешя (49) прежде всего видно, что касательная плос
кость къ поверхности всегда проходить черезъ образующую G, 
что можно было видеть заранЪе; кроме того, отсюда видно, 
что при перемещенш точки прикосновешя М вдоль образую-
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щей касательная плоскость вращается вокругъ этой образующей
. a! з + р '

за исключешемъ того случая, когда отношеше у  g+q' не за"

виситъ отъ z, т.-е. когда a'q'—b'p '= о; этотъ частный случай 
мы пока выд'Ьлимъ нзъ разсмотр'Ьтя. Такъ какъ последнее от- 
ношеше первой степени относительно г, то всякая плоскость, 
проходящая черезъ образущую, касается поверхности въ одной 
и только въ одной точке этой образующей. Когда точка при- 
косновешя удаляется вдоль образующей въ безконечность, 
то касательная илоскость Р  стремится къ некоторому предель
ному положенно Р',  которое называется касательною  плос 
к о с т ь ю  въ  б е з к о н е ч н о  у д а л е н н о й  т о ч к е  о б р а 
з у ю щ е й .  Уравнеше плоскости Р' будетъ

V (Х  — а Z —p) — a' ( Y —Ъ Z —q) = o. (50)

Пусть будетъ со уголъ между этою плоскостью Р' и каса
тельною плоскостью Р  къ поверхности въ точке М  (х , у, з) 
той же образующей. Направляющее косинусы (а, /9, у) и (а', 0 ', у') 
нормалей къ плоскостямъ Р  и Р' соответственно пропор- 
щональны количествамъ

//, - я ' ,  а'Ъ — аЪ'
и

b'g + q', — (а г +р ') , Ь{а'з +р') — а (Ъ'з + q') ;

следовательно,

cos а) — аа' + 0 0 ' + уу'

где

Az + B
' \ / A \ / A ^ + 2 B z +C

А = а'2 + Ъ'2 +  (ab' — Ъа')2,
В  = а'р' + b'q' +  (ab' — Ъа') (aq — bp') , 
C=p'2 +q '2 + (a q '-b p y .

Вычисляя tg со и применяя тожество Лагранжа (§ 1З1), полу- 
чимъ после приведен] я

t V A C = B \J a 'q '- V p ')  j ^ X + g + g  ( }
Аз + В  Аз + В

Изъ формулы (51) видно, что предельная касательная плос
кость Р '  перпендикулярна къ касательной плоскости Рх въ неко
торой точке Ох на образующей 6?; координата зх этой точки равна

В ар' +  b'q' +  {ab' — ba) {aq' — bp')
H ~ ~ A  a'2 +  b'2 +  (ab'-ba ')2 (5 2 ) • '
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Точка Ог называется ц е н т р а л ь н о ю  точкою образующей G, 
а касательная плоскость Рх въ точке О, называется ц е н т 
р а л ь н о ю  п л о с к о с т ь ю .  Такъ какъ уголь 0 между каса
тельною плоскостью въ какой-нибудь точк'Ь М  образующей

л
и центральною плоскостью Рг р авен ъ ----а>, то формула (51)

2
можетъ быть заменена следующею

tH )_  1а'* + Ь* + (аЬ '-Ъ аУ Ц *-*1)
0 1/ А С - В 2 (a' q ' - b ' p ' ) } / i + a *  +  b* .

Пусть будетъ q разстояше центральной точки 0 1 отъ точки М 
прикосновешя касательной плоскости, взятое со знакомь+ 
или — въ зависимости отъ того, образуетъ ли направлете 0 г М 
съ осью Oz острый или тупой уголь. Мы будемъ иметь 
Q=(s—Z i ) y 1 + а 2 +  Ь2, и предыдущую формулу можно предста
вить въ ВИД"Ь

tgt>=*ip, (5З)
1’Д'Ь

7,_  а'2 +  Ъ’г +  (аУ—Ъа’)г ,
'' (a'q' — Ъ'р') (I +  а2 +  &2)’ (54)

множитель Тс называется п а р а м е т р о м ъ  р а с п р е д ^ л е н 1 я 
линейчатой поверхности. Формулою (5З) выражается весьма 
просто законъ вращешя касательной плоскости вокругъ об
разующей; въ нее входятъ только элементы, им-Ьняще геометри
ческое значеше; въ самомъ д£лгЬ, ниже мы увидимъ, какъ 
можно определить геометрически параметръ Тс.

Эта формула представляетъ, однако, некоторую неопреде
ленность, такъ какъ непосредственно не видно, въ какомъ. 
направивши должно отсчитывать уголъ 6; другими словами, 
неизвестно, въ какомъ направленш вращается касательная 
плоскость вокругъ образующей, когда точка прикосновешя 
перемещается вдоль этой образующей.

Это направлете вращешя вполне определяется знакомь пара
метра Тс. Чтобы это себе уяснить, вообразимъ наблюдателя, лежа
щего вдоль образующей (7 . При перемещенш точки прикоснове
ния Л/вдоль образующей въ направленш отъ ногъкъ голове наблю
дателя, последшй будетъ видеть, что касательная плоскость 
вращается или слева направо, или справа налево. Нетрудно 
сообразить, что определенное такимъ образомъ направлете 
вращешя сохранится и въ томъ случае, когда наблюдатель 
переменить положеше такъ, что ноги его будутъ находиться 
въ тоиъ месте, где была прежде голова, и обратно. Два гипер-
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болическихъ параболоида, им'Ькпцихъ общую образующую и сим- 
метричныхъ относительно плоскости, проходящей черезъ эту 
образующую, даютъ ясное представлете объ этихъ двухъ 
различныхъ расположетяхъ. Перем-Ьстимъ теперь непрерыв- 
нымъ движетемъ координатный оси такимъ образомъ, чтобы 
начало координатъ совпало съ Центральною точкою Ои  ось Од — 
съ образующею G, и плоскость хОг — съ центральною плос
костью Р х. Ясно, что выражете (54) параметра распредЬлетя 
сохранить при этомъ свое значете*), и формула (5З) обра
щается для новой системы осей въ

tg6=for, ■ (5З)'

где 6 обозначаетъ уголъ между касательною плоскостью и плос
костью у = о, отсчитываемый въ надлежащемъ направленш. 
При значенш и0 параметра, соотв'Ьтствующемъ оси Од, мы 
должны иметь a=b=p = q = о; при этомъ уравнете касательной 
плоскости (49) обращается въ

(b'z + q ')X -(a 'z+ p ')  Г = о .

Чтобы начало координатъ было центральною точкою, а плос
кость хОг —- центральною плоскостью, должно быть а'= о, q’—о; 
следовательно, уравнете касательной плоскости принимаетъ

видъ причемъ формула (54) даетъ 7с =  Отсюда
видно, что въ формул^ (53)' за положительное направлете 
отсчета угла 8 нужно принимать направлете вращ етя отъ 
оси Оу къ оси Ох. Если оси координатъ имеютъ такое же рас- 
положете, какъ выше въ § 228, то наблюдатель, лежащш 
вдоль оси Од, будетъ видеть, что касательная плоскость 
поворачивается слева направо, если 7с положительно, и справа 
налево, если 7с отрицательно.

Место центральныхъ точекъ всехъ образующихъ линейчатой 
поверхности называется л и н i е ю с ж а т i я (ligne de striction), 
или г о р л о в о ю  линЕею.  Координаты точекъ этой лиши 
выражаются въ функцш параметра и уравнетями (48) и (52).

П р и м е  ч а н i е. — Если для данной образующей мы имеемъ 
a'q'=l'p', то касательныя плоскости къ поверхности во всехъ 
точкахъ этой образующей совпадаютъ между собою. Если по
следнее соотношете имеетъ место для всехъ образующихъ, 
т,- е. при всехъ значешяхъ параметра м, то линейчатая поверх

*) Это видно изъ формулы (53), гд-Ь 9 и р иы-Ьютъ геометрическое- 
значете, не зависящее отъ выбора системы координатъ.

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА.

(Ред.)
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ность есть разгибающаяся поверхность (§2 2 3 ). Въ послйднемъ 
случай нетрудно придти къ результатам!., полученнымъ въ § 22З. 
Въ самомъ Д'Ьл'Ь, если а и V не равны одновременно нулю, 
то касательный плоскости къ поверхности во всйхъ точкахъ 
образующей G совпадаютъ между собою; но въ точке

£ = - - 7 ~ —%' т.-е. въ точке прикосноветя образующей съ ея (X о
огибающею уравнете касательной плоскости дйлается неопре- 
дйленнымъ. Принимая во внимате соотношеше а'д' = Ь'р', легко 
доказать, что значете г1. определяемою формулою (52), тожде

ственно съ значешемъ z =  Слйдовательно, для раз

гибающейся поверхности л и т я  сжатая совпадаетъ съ ребромъ 
возврата. Что касается параметра распр еде л е т я , то для раз
гибающейся поверхности онъ равенъ безконечности.

Если для каждой образующей а'=Ъ' — о, то поверхность есть 
цилиндръ; въ этомъ случай центральная точка — неопреде
ленна .

254. Геометрическое определеше параметра распределе
ние —- Центральную точку и параметръ распредйлешя можно 
определить еще иначе. Разсмотримъ вмйстй съ G сосйднюю 
образующую G1, соответствующую значешю параметра u+h. 
Уравнешя образующей <7 , будутъ

х =  {а +  Аа) г + р + А р ,  у = ( Ъ +  АЪ) z +  q + Ад. (55 )

Пусть будетъ 6 кратчайшее разстояте между обйими пря
мыми G и Gt , а — уголъ между этими прямыми, и X, Y, Z  — 
координаты точки пересйчешя образующей G съ общимъ пер-- 
пендикуляромъ къ обйимъ образующимъ. По извйстнымъ фор- 
муламъ аналитической геометрш имйемъ

гг_  Аа Ад +  АЪ Ар +  (а АЪ — Ъ А а )[{а  +  Аа) Ад — (Ъ +  АЪ) Ар]
_  (4 а )2 +  (АЬ)2 + ( а АЪ-Ъ A a f  ’

Аа Aq — АЪ Ар
У ( А а ) 2 -\-{АЪ)2 +  (а АЪ — ЪАа)2 

У ( А а )2 +  (АЪ)2 +  (аАЪ — ЪАа)2 

У  а2 +  Ъ2 -Ы  У  (а +  Аа)2 +  (Ь +  АЪ)2 + 1

При приближенш h къ нулю Z  обращается въ предйлй въ най-
. , s in  а

д е н н о е  вы ш е в ы р а ж е т е  (5 2 ) д л я  а  ^ д а ет ъ  въ  п р е-

д й л й  7с. С л й д о в а т ел ь н о , ц ен т р а л ь н а я  т о ч к а  есть  п р е д е л ь 
н о е  п о л о ж е т е  о с н о в а т я  о б щ а г о  п е р п е н д и к у л я р а  к ъ  о б р а зу ю -
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чцимъ G и а параметръ распред'Ьлешя равенъ пределу
. sin а отношенш . • о

Зам'Ьнимъ въ выраженш для 6 количества Аа, Ab, Ар, Aq
<ихъ разложениями по степенямъ h

7,2
Aa=Jia'+—  а"+. . . ,I . 2

■и ему подобными для Ab, Ар, Aq. Тогда числитель выражешя 
для d будетъ равенъ

k3
AaAq—AbAp=A2(a'q/—b'p')+— (a"q'-fa'q"—b"p'—b'p”) - f . . .  ,

тогда какъ знаменатель будетъ всегда первой степени отно
сительно h. Мы видимъ, что 6 есть, вообще, безконечно малое 
перваго порядка, за исключешемъ случая разгибающихся по
верхностей, когда мы им'Ъемъ a' q'— Ъ 'р '= о .  Но коэффищентъ

/г3при — есть производная отъ a'q —Ъ'р'\ следовательно, въ случай

разгибающихся поверхностей этотъ коэффищентъ также равенъ 
нулю, и потому для разгибающейся пбверхности кратчайшее 
разстояше между двумя безконечно близкими образующими 
будетъ безконечно малымъ не второго, а третьяго порядка 
(§ 2З0). Это замечаете принадпежитъ Буке, который, кром-Ь 
того, доказалъ, что если для какой-нибудь поверхности это 
разстояше представляетъ безконечно малое четвертаго порядка, 

/то  оно должно равняться нулю; это будетъ только въ томъ 
случай, когда разсматриваемыя прямыя лиши или касаются 
шлоской кривой, или образуютъ коническую поверхность. Чтобы 
въ этомъ уб-Ьдиться, нужно только продолжить разложеше 
выражешя Аа Aq — АЪ Ар до членовъ четвертаго порядка.

2 5 5 . Конгруэнцш. Фокальный поверхности. — Всякая сово
купность прямыхъ

x = a z + p ,  y = b z  + q, (56)

где a, b,p, q зависятъ отъ двухъ перем'Ьнныхъ параметровъ а и ft, 
-называется к о н г р у э н ц 1ею прямы хъ. Вообще, черезъ каж
дую точку пространства проходить нисколько лишй конгруэн- 
дш, такъ какъ при данныхъ значешяхъ х, у, s мы им-Ьемъ 
для определен!я а и /9 два уравнешя (56). Если между пара
метрами а и 0  мы установимъ некоторое соотношеше, то пере
м и н а я  прямая G, представляемая уравнешямй (56), образуетъ 
линейчатую поверхность, которая, вообще, не будетъ разги

37*



5 8 ° Г Л А В А  X I I . -----П О В Е Р Х Н О С Т И . § 2 5 5

бающеюся. Для того чтобы эта поверхность была разгибаю
щеюся, должно быть, какъ мы видгЬли,

dadq — dbdp — о;

заменяя здесь da черезъ *^dct + ̂  dfi , ,  получимъ
о а  o p

s * + s * ) @ * + S *
/ »  , дЬ

- \ Я л + д0 а>
(57)

Изъ этого уравнешя второй степени относительно мы по-

лучимъ, вообще, два различныхъ р еш етя  для ^

Ц =  <Ыа ,0 ) , ^  =da (58)

При нйкоторыхъ весьма общихъ услов1яхъ, который мы ука- 
жемъ впоследствии и который мы будемъ предполагать здесь 
выполненными, каждому изъ уравнений (58) можно удовле
творить, принявъ за |в одну изъ безчисленнаго множества нЪ- 
которыхъ опред-Ьленныхъ функщй отъ а: при этомъ каждое 
изъ этихъ уравнешй им-Ьетъ одинъ и только одинъ интегралъ, 
принимавший при а =  а0 данное значете /90. Следовательно, 
каждая прямая G конгруэнцш принадлежитъ двумъ разгибаю
щимся поверхностямъ, все образующая которыхъ будутъ пря
мыми этой же конгруэнцш. Пусть будутъ Г  и Г '  ребра возврата 
этихъ двухъ разгибающихся поверхностей, А  и А '  — точки 
прикосновешя прямой G къ Г  и къ Г '.  Эти точки А  и А '  на
зываются ф о к а л ь н ы м и  т о ч к а м и  образующей. Ихъ можно 
найти следующимъ образомъ, не интегрируя уравнешя (57), 
определяющего разгибаюпцяся поверхности конгруэнцш. Коор
дината г каждой изъ этихъ точекъ должна одновременно 
удовлетворять двумъ соотношешямъ

zda + dp=о, z db + dq = o*y.

заменяя здесь da, db, dp, dq ихъ выражетями, получимъ

(db 7 дЪ 7 \  д а  7 dq ,л <7а+-зт; dft ] -f- ̂  dft — о.г \да д&
*) Такъ какъ прямая (56) касается кривой Г  въ точкЬ А,  то для. 

перем-Ьщешя по кривой Г  им-Ьемъ
dx= a dz, dy=b dz. (Ред.)
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Исключая изъ этихъ уравнешй z, мы придемъ къ уравне-
. , dpшю (57); но если мы исключимъ изъ нихъ — j то получимъ урав-

н ете  второй степени, определяющее обё фокальный точки,
да др 

3 да да
дЬ

’др
да\ ( да др\ ( дЬ да\ , х 

+ др1~[г др + др) \г Та+ д а Г ° -  89)

Место фокальныхъ точекъ А  и А'  образуетъ две поверх
ности 2  и 2 \  уравнете которыхъ получимъ, исключая а  и р 
изъ уравнешй (56) и (59). Эти поверхности не будутъ, вообще, 
аналитически различными, а образуютъ две полости одной 
и той же поверхности; эта поверхность называется фо к а л ь 
ною п о в е р х н о с т ь ю .  Легко видеть, что фокальная по
верхность есть место реберъ возврата разгибающихся поверх
ностей конгруэнщи. Въ самомъ деле, по самому определенно 
кривой Г  очевидно, что касательная прямая къ этой кривой 
въ какой-нибудь ея точке а принадлежитъ къ конгруэнщи; сле
довательно, точка а есть одна изъ фокальныхъ точекъ этой 
прямой. Очевидно, что каждая прямая конгруэнщи касается 
обеихъ полостей 2  и 2 ' фокальной поверхности, такъ какъ 
такая прямая касается двухъ кривыхъ Г  и Г ',  расположенныхъ 
на этихъ полостяхъ.

Применяя разсуждешя § 247, легко найти касательный плос
кости къ полостямъ 2  и 2 ' фокальной поверхности въ точ- 
кахъ А  и А '  (черт. 51). Предположимъ, напримеръ, что пря
мая 6г, перемещаясь, остается касательною къ кривой Г; 
при этомъ она остается также касательною и къ полости 2 ', 
и ея точка прикосновешя съ 2 ' описываетъ некоторую кри
вую у', которая необходимо отлична отъ кривой Г'. Следова
тельно, разгибающаяся поверхность, образованная прямою G, 
будетъ касаться въ точке А '  полости 2 '] въ самомъ деле, 
такъ какъ касательныя плоскости къ обеимъ поверхностямъ 
имеютъ общими прямую Сг и общую касательную прямую 
къ кривой / ,  то эти касательныя плоскости совпадаютъ 
между собою. Следовательно, касательною плоскостью къ по
лости 2 ' въ точке А'  будетъ соприкасающаяся плоскость 
къ кривой Г  въ точке А. Точно также можно убедиться, что 
касательною плоскостью въ полости 2  въ точке А  будетъ сопри
касающаяся плоскость къ кривой Г' въ точке А '.  Эти две плос
кости называются фокальными плоскостям и конгруэнщи.

Можетъ случиться, что одна изъ двухъ полостей фокальной 
поверхности обращается въ лишю С. Въ этомъ случае прямыя 
конгруэнщи остаются касательными къ полости 2  и Пересе-
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каются съ лишею С; одно изъ семействъ разгибающихся поверх
ностей будетъ состоять изъконусовъ, описанныхъ около поверх
ности 2 , съ вершинами въ точкахъ лиши С. Если обе полости> 
фокальной поверхности обращаются соответственно въ линш С  
и С', то оба семейства разгибающихся поверхностей состоятъ- 
изъ конусовъ, имеющихъ вершины въ точкахъ одной изъ кри- 
выхъ С, С' и проходящихъ черезъ другую. Если лиши С и С' — 
пр ямыя, то конгруэнщя называется л и н е й н о ю  к о н 
г р у э н т е н ) .

2 5 6 . Конгруэнцш нормалей. — Очевидно, что нормали ко- 
всякой поверхности образуютъ конгруэнцш, но обратное пред- 
ложеше не верно; не всегда есть поверхность, нормальная: 
ко всемъ прямымъ данной конгруэнцш. Въ самомъ деле, 
если мы разсмотримъ конгруэнцш нормалей къ какой-нибудь 
поверхности S, то двумя полостями фокальной поверхности- 
конгруэнцш будутъ обе полости 2 , 2 ' развертки поверх
ности S  (§ 247), а мы видели, что въ точкахъ А. А '  прикосно
вения нормали къ обеимъ полостямъ развертки касательный- 
плоскости къ полостямъ развертки взаимно перпендикулярны. 
Последнее свойство вполне характеризуетъ конгруэнцш нор
малей. Въ самомъ деле, найдемъ, при какомъ условш все. 
прямыя, представляемый уравнешемъ (56), нормальны къ не
которой поверхности. Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы существовала такая функщя f(a,&), чтобы поверх
ность S , представляемая уравнешями

x = a z + p ,  y= be+ q , z = f { a , 0 ) ,  (60)

имела нормалями именно прямыя G. Следовательно, мы должны: 
иметь adx + bdy -f (h — o, или

дх  ,  ду дг
а <&+ ь £ + и - ° ’

дх  7 ду де
а ^  + 6 ^  + ̂ =°;

заменивъ въ этихъ уравнетяхъ х  черезъ аз+р, у черезъ bz + q-,~ 
и разделивъ ихъ на j / a 2 +  62-f-i, получимъ

др , ,  dq
А а -£ + Ъ Xд . /-5 — —— —. да да

( z y a 2 + b2+ 1)-|— — ... ——̂  — о ,да

л

У а2+Ь2 + 1  
др . . dq 

а £ + ь £

(6i)-
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Для того чтобы эти уравнения были совместимы, необходимо 
и достаточно, чтобы было

dfi

dp dq \  
й да + Ъ Та '

\V а2 +  Ъ̂ +1

dp dq'
а те+ ь тв

| / а 2 +  6а +  т./ (6а)

Если услов1е (62) удовлетворяется, то изъ уравнешй (61) можно 
определить г квадратурою. Получакнщяся поверхности зави- 
сятъ отъ одного прои8вольнаго постояннаго, входящаго при 
интеграцш, и образуютъ семейство параллельныхъ поверхностей.

Чтобы выяснить геометричесгай смыслу услов1я (62), заме- 
тимъ, что, по самому своему характеру, это соотношеше не 
зависите ни отъ выбора осей координате, ни отъ выбора не- 
зависимыхъ переменыхъ. Примемъ за ось Oz одну изъ прямыхъ 
конгруэнцш, а за параметры а и /9 — координаты точки пере- 
сечешя любой прямой конгруэнцш съ плоскостью z = о. Мы 
имеемъ изъ уравнешй (60) р = а ,  q—0 ; что касается а и Ъ, то 
они будутъ функщями переменныхъ а, /9 , обращающимися въ 
нуль при а=/3 =о. Отсюда следуете, что при значешяхъ 
а = о, 0 =о  параметровъ ycnoBie интегрируемости (62) обра

за дЪщается въ -^  =  ̂ -  Съ другой стороны, уравнеше (57) прини

маете здесь видъ

да /Ах дЬ\ , дЪ 7 „
Т ^  + \ Т а - Ц Г ^ Т ^ - 0 -

Если мы заменимъ въ этомъ уравнешй а и /9 соответственно 
черезъ х  и у, то получимъ уравнеше лишй пересечешя раз
гибающихся поверхностей конгруэнцш съ плоскостью хОу.
, г . да дЪ „ „Условге 4 -= -.- при а = 8 = о  показываете, что обе линш этого д@ да
семейства,проходяпця черезъ начало координата, пересекаются 
въ немъ подъ прямымъ угломъ*). Следовательно, касательный 
плоскости къ двумъ разгибающимся поверхностямъ, проходя- 
щимъ черезъ ось Os, взаимно перпендикулярны. Такъ какъ 
за ось Os можно принять любую прямую конгруэнцш, то мы

*) Если мы обозеачимъ черезъ р г, р 3 угловые коэффидаенты ли- 
нШ пересечешя разгибающихся поверхностей конгруэнцш съ плос
костью хОу, вычисленные для начала координатъ, то изъ послед

уй да __ . да дЬняго уравнешя получимъ р гр 2= — При условш им-Ьемъ

P iP i— — I, откуда и слЪдуетъ, что въ этомъ случае обе линш пере
секаются подъ прямымъ угломъ. (Ред.)
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получаемъ следующую важную теорему. Д л я  т о г о  ч т о б ы  
п р я м ы я  к о н г р у э н ц 1 и  б ы л и  н о р м а л я м и  к ъ  н е к о 
т о р о й  п о в е р х н о с т и ,  н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  
ч т о б ы  ф о к а л ь н ы й  п л о с к о с т и ,  п р о х о д я ш Д я  черезъ 
к а ж д у ю  п р я м у ю  к о н г р у э н ц 1 и ,  б ы л и  в з а и м н о  п ер 
п е н д и к у л я р н ы .

П р и  м-Ь ч а н i е .— Если мы примемъ за переменные параметры а 
и (? косинусы угловъ, образуемыхъ прямою съ осями Ох и Оу, то бу- 
демъ иметь

а , р I
V i - a * - p 2

Ъ = -
V i - о У -  р*

Ki+a2+62 =
V х — к2 — j?2

и уравнешя (6i) обратятся въ

\Уг-а*-р\
д I г____\
dp ( i / i - a2_(j2j +

, dPj- а д1- i
д р , й dq__I
Тр+1!Т Г  )

(63)

Услов1в интегрируемости (62) принимаетъ видъ откуда слЬ-

дуетъ, что р  и q суть частныя производный отъ некоторой функ- 
цш F(a , р),

OF OF 
Р = Т « ’ q= d T

причемъ функщя F(a, р) получается посредствомъ квадратуры. Найдя F,  
мы затемъ получимъ г , интегрируя уравнеше съ полными дифферен- 
вдалами

, / -г  \ I d * F , a d * F \ i  I d*F , а
(“ да2 ^дадр)  “ (“ д«др+ ^  др2)

отсюда имеемъ

,=  У , - * - Г  (C+F-

где С — произвольное постоянное.

257. Теорема Малюеа. — Если световые лучи, выходяпце изъ какой- 
нибудь точки, отражаются или преломляются какою-нибудь поверх
ностью, то после отражешя или преломлешя они будутъ нормальны 
къ некоторому семейству параллельныхъ поверхностей. Эта теорема, 
принадлежащая Малюсу (Malus), была распространена на случай не- 
сколькихъ последовательныхъ отражешй или преломленШ Коши, Дго- 
пеномъ, Жергонномъ (Gergonne) и Кетле (Quetelet), и мы имеемъ сле
дующую более общую теорему:

Е с л и  с в е т о в ы е  л у ч и  н о р м а л ь н ы  к ъ к а к о й - н и б у д ь  
п о в е р х н о с т и ,  т о  п о с л е  л ю б о г о  ч и с л а  о т р а ж е н Ш  и п р е 
л о м л е н ^  о н и  т а к ж е  о с т а ю т с я  н о р м а л ь н ы м и  к ъ  н е 
к о т о р о й  п о в е р х н о с т и .

Такъ какъ отражеше лучей можно разсматривать, какъ лреломлеше 
съ иоказателёмъ —г, то достаточно доказать эту теорему только для 
случая однократнаго преломлешя. Пусть будетъ £  поверхность,
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нормальная къ световыми лучамъ, т М  — падающШ лучъ, встре
чаю miii поверхность раздала 2  двухъ средъ въ тодк* Ж, М В — лучъ 
преломленный. По закону Декарта (Descartes), падающШ лучъ Мы,  
отраженный лучъ М Л и  нормаль M N  ложатъ въ одной плоскости, и между 
углами г и г  (см. черт. 52) существуетъ 
соотношето и sin i = sin г. Для определен
ности, мы предположимъ п<  I, какъ это 
принято на чертенке 52. Обозначимъ 
разетояше Мт  черезъ I и отложимъ 
на продолженш преломленнаго луча 
длину 1'=Мт', равную к —кратной 
длине I, где к обозначаетъ некоторый 
постоянный множитель, который мы опре- 
делимъ ниже. Геометрическимъ местомъ 
всехъ точекъ т', лежащихъ на различ- 
ныхъ лучахъ, будетъ некоторая поверх
ность S'.  Докажемъ, что можно вы
брать множитель к такимъ образомъ, чтобы преломленный лучъ Мт' 
былъ нормаленъ къ поверхности S ' .  Въ самомъ деле, пусть будетъ С 
какая-нибудь кривая, лежащая на поверхности S. Когда точка т  опи- 
сываетъ кривую С, точка М  опиеываетъ на поверхности 2  некоторую 
кривую Г,  а соответствующая точка т ’ опиеываетъ на поверхности S '  
некоторую другую кривую С'. Пусть будутъ s, a, s' длины дугъ кри- 
выхъ С, Г ,  С', измеряемый отъ некоторыхъ соответственныхъ постоян- 
ныхъ точекъ на этихъ кривыхъ, и о — уголъ между касательною М Тг 
къ кривой Г  и лишею пересечешя М Т  касательной плоскости къ по
верхности 2  къ точке М  съ нормальною плоскостью къ этой поверх
ности, проходящею черезъ падаюшдй лучъ Мт; далее, пусть будутъ <р 
и <р' углы касательной М Т г съ прямыми Мт и Мт'. Чтобы вычислить, 
напримеръ, cos <р, отложимъ на Мт  длину, равную единице, и спро- 
ектируемъ ее на прямую М 1\.  Для этого мы можемъ сначала проекти
ровать эту длину на М Т  и затемъ проектировать полученную проекщю 
на МТг. Поступая точно такъ же съ единицею длины, отложенного на 
Мт', мы получимъ соотношения

cos у = sin i cos to, cos <f.' = sin r cos <0.

Применяя къ отрезками Mm  и Mm' формулу (ю') § 82 для дифферен- 
щала отрезка прямой, получимъ

dl = —da cos to sin i,
dl'——da cos w sin r —ds'cos b,

где 0 есть уголъ между прямою т 'М  и касательною къ кривой С .  
Заменяя dl черезъ kdl', язъ  предыдущихъ уравнений будемъ иметь

cos to da(k s in i—sin r)=ds' cos 6.

Если мы положимъ k —n, то получимъ

ds' cos 0=о.

Отсюда следуетъ, что при к= п  лучъ Мт' будетъ нормаленъ къ кри
вой G', а такъ какъ кривая С' есть произвольная кривая, лежащая на 
поверхности S ' ,  то онъ будетъ нормаленъ и къ самой поверх

Черт. 52.
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ности S ' .  Эта поверхность S '  называется а н т и к а у с т и к о ю, или 
в т о р и ч н о ю  к а у с т и к о ю .  Очевидно, что поверхность S '  есть оги
бающая сферъ, описанныхъ изъ точки М, какъ изъ центра, рад1усами, 
равными и-кратной длин-Ь Мт. Такимъ образомъ, мы получаемъ сле
дующую теорему:

П у с т ь  п а д а ю щ 1 е  л у ч и  н о р м а л ь н ы  к ъ н е к о т о р о й  п о 
в е р х н о с т и  S; б у д е м ъ  р а з с м а т р и в а т ь  э т у  п о в е р х  н о сть , 
к а к ъ  о г и б а ю щ у ю  с е м е й с т в а  с ф е р ъ ,  ц е н т р ы  к о т о р ы х ъ  
л е ж а т ъ  н а  п о в е р х н о с т и  р а з д е л а  2 .  Т о г д а  а н т и к а у с т и 
к о ю  д л я  п р е  л о м л е н н ы х ъ л у ч е й  б у д е т ъ  о г и б а ю щ а я  

- с е м е й с т в а  с ф е р ъ  с ъ  т 4 м и  ж е  с а м ы м и  ц е н т р а м и ,  р а - 
n i y e u  к о т о р ы х ъ  о т н о с я т с я  к ъ  р а д 1 у е а м ъ  с о о т в ' Ь т -  
с т в у ю щ и х ъ  с ф е р ъ  п е р в а г о  с е м е й с т в а ,  к а к ъ  е д и н и ц а  
к ъ  п о к а з а т е л ю  п р е л о м л е н ! я .

Эта огибающая поверхность состоитъ изъ двухъ полостей, соответ
ствую щихъ равнымъ и противоположными по знаку показателямъ 
преломлешя. Вообще, эти две полости не будутъ аналитически раз
личны и представляютъ две полости поверхности, представляемой 
неразложимымъ уравнешемъ.

258. Комплексы. — Совокупность прямыхъ, зависящихъ отъ трехъ 
переменныхъ параметровъ, называется к о м п л е к с о м ъ  п р я м ы х ъ .  
Пусть будутъ

x= az+ p, y  = bz-\-q (64)

уравнешя некоторой прямой. Каждое соотношете между a, b, р ,  q

F ( a ,b ,p ,q ) = o  (65)

определяетъ некоторый комплексъ прямыхъ, и обратно. Если F  есть
целый многочленъ по а, Ъ, р ,  q, то комплексъ называется а л г е б - 
р а и ч е с к и м ъ .  Прямыя комплекса, проходяпця черезъ данную 
точку (хв, у0, г0), образуютъ конусъ съ вершиною въ точке (х0, у0, д0). 
Мы получимъ уравнеше этого конуса, исключая а, Ъ, р ,  q изъ соотно- 
шешй (64), (65) и (66)

x0 = az0+p, y0=bz0+q-, (66)

следовательно, уравнеше этого конуса будетъ

F  Ix -XQ' у - у 0 XqZ - x ZQ' y0z - y z 0\ _ Q 
\ z - z 0 ’ z - z 0 ’ z - z 0 ’ s - z 0 I

Въ каждой плоскости лежитъ безконечное множество прямыхъ, 
принадлежащихъ къ данному комплексу; эти прямыя огибаютъ неко
торую кривую, называемую к р и в о ю  к о м п л ек с а . Если комплексъ— 
алгебраическШ, то п о р я д о к ъ  к о н у с а  к о м п л е к с а  р а в е н ъ  
к л а с с у  к р и в о й  к о м п л е к с а .  Въ самомъ деле, предположимъ, 
что требуется найти число прямыхъ комплекса, проходящихъ черезъ 
данную точку А  и лежащихъ въ некоторой плоскости Р, проходящей 
черезъ эту точку. Для этого можно поступать двумя способами: можно 
или пересечь плоскостью Р  тотъ конусъ комплекса, вершина котораго 
находится въ точке А,  или провести черезъ точку А касательные 
прямыя, къ кривой комплекса, расположенной въ плоскости Pi Такъ
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какъ въ обопхъ случаяхъ мы должны получить одно и то же число, 
то теорема доказана.

Если конусъ комплекса обращается въ плоскость, то комплексъ. 
называется л и н е й н ы м ъ ;  въ этомъ случае уравнете (65) будетъ. 
иметь .видъ

A a + B b + C p + D q + E (a q -b p )+ F = o .  (68)

М'Ьстомъ прямыхъ комплекса, проходящихъ черезъ данную точку 
(х0, у0, zQ), будетъ плоскость, представляемая уравнетем ъ

A ( x - x 0) + B ( y - y 0)+C(x0z - z ax)
+JD (у0z - z 0y )+ E (y 0x - x 0y ) + F  ( z - z 0) - о .

Такъ какъ кривая линейнаго комплекса должна быть перваго класса,, 
то она обращается въ точку, т.-е. все прямыя комплекса, лежапця, 
въ данной плоскости, проходятъ черезъ некоторую точку этой плос
кости; эта точка называется п о л ю с о м ъ, или ф о к у с о м  ъ. Следова- 
тельно, линейный комплексъ устанавливаетъ соотвЬтстте между точ
ками и плоскостями пространства такими образомъ, что каждой точке 
пространства соответствуете определенная плоскость, проходящая че
резъ эту точку, и каждой плоскости соотв’Ьтствуетъ определенная, 
точка, лежащая въ этой плоскости. Точно также линейнымъ комплексомъ 
устанавливается соотвЬтств1е и между прямыми въ пространстве. Въ еа- 
момъ делЬ, пусть будетъ D  прямая, не принадлежащая къ комплексу;. 
дал-Ье, пусть будутъ F  и F '  фокусы двухъ плоскостей, проходящихъ 
черезъ эту прямую, и А — прямая Е Е '.  Всякая плоскость, проходящая, 
черезъ прямую А, имеете фокусъ въ точке <р пересечешя этой плос
кости съ прямою D, такъ какъ прямыя <pF, <pF', очевидно, принад
лежать къ комплексу, такъ какъ проходятъ черезъ фокусы Е  и Е '  и  ле
жать въ плоскостяхъ, которымъ соответствуютъ эти фокусы. Отсюда 
следуетъ, что всякая прямая, пересекающая прямыя В  к  А, принадле
ж ать къ комплексу, и что фокусъ каждой плоскости, проходящей че
резъ прямую D, есть точка пересечешя этой плоскости съ прямою А. 
Прямыя D  и А называются с о п р я ж е н н ы м и  п р я м ы м и ;  каждая 
изъ нихъ есть место фокусовъ плоскостей, проходящихъ черезъ другую.

Если прямая D  обращается въ безконечно удаленную прямую, то 
плоскости, проходяпця черезъ В,  будутъ между собою параллельны,, 
и изъ предыдущаго видно, что место фокусовъ плоскостей, параллель- 
ныхъ некоторой данной плоскости, есть прямая л и т я . Легко было бы 
убедиться, что всегда есть плоскость, обладающая темъ свойствомъ,. 
что м’Ьсто фокусовъ плоскостей, ей параллельныхъ, есть прямая, къ ней. 
перпендикулярная. Если мы примемъ эту прямую за ось Ог, то каж
дая плоскость, фокусъ которой лежитъ на оси Oz, должна быть парал
лельна плоскости хОу. На основания уравнешя (69) необходимымъ и; 
достаточными услов!емъ этого будетъ A —B  = C=D = o, и уравнете 
комплекса принимаете следующШ простой видъ

a q -b p + K = o ;  (70)
при этомъ плоскость, фокусъ которой лежитъ въ точке (х , у , г), пред
ставится уравнетемъ

X y - Y x + K ( Z - z ) = о, (71).
где X , Y, Z — текупця координаты.
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Въ видЬ примера, найдемъ кривыя, которыхъ касательный при
надлежали бы къ предыдущему комплексу. Разсмотримъ одну изъ 
такихъ кривыхъ. Предположимъ, что координаты х, у, z  ея точекъ 
выражены въ функцш перем-бннаго параметра; уравнешя касательной 
въ какой-нибудь точке этой кривой представятся уравнешямн

Х —х _ Y—y _ Z —z 
dx dy dz

Д ля того чтобы эта касательная принадлежала къ комплексу, необхо
димо и достаточно, чтобы она была расположена въ плоскости (71), 
имеющей фокусомъ точку (х, у, «), т.-е. чтобы было

x d y - y d x = K d z .  (72)

Выше (§ 218) мы видели, какимъ образомъ можно получить в се  функ
цш  х, у , z  nepeirbHH aro параметра, удовлетворяющая этому условно; 
следовательно, мы можемъ найти все кривыя, обладагопця требуемымъ 
свойствомъ.

Выводы, полученные въ § 218, выражаются весьма просто съ точки 
зрФнтя теорш комплексовъ. Такъ, напримЬръ, дифференцируя урав- 
неше (72), получпмъ

х  d2y  -  у d2x =К  d2z ; (73)

изъ соотношешй (72) и (73) слЬдуетъ, что соприкасающеюся плоскостью 
въ точке (х , у, г) служить плоскость (71). Такимъ образомъ, мы по- 
лучаемъ следующую теорему:

Е с л и  к а с а т е л ь н ы й  п р я м ы я  к ъ  к р и в о й  д в о й н о й  к р и 
в и з н ы  п р и н а д л е ж а т ь  к ъ  л и н е й н о м у  к о м п л е к с у ,  то  
• с о п р и к а с а ю щ е ю с я  п л о с к о с т ь ю  в ъ  к а ж д о й  т о ч к 4  э т о й  
к р и в о й  б у д е т ъ  т а  п л о с к о с т ь ,  д л я  к о т о р о й  э т а  т о ч к а  
- с л у ж и т ь  ф о к у с о м ъ .  [Аппель (Appell).]

Предположимъ, что требуется провести черезъ точку О простран
ства соприкасаюпцяся плоскости къ некоторой кривой двойной кри
визны Г ,  касательный къ которой принадлежать къ линейному ком
плексу. Пусть будетъ М  точка прикосновешя одной изъ этихъ плос
костей. На основанш предыдущей теоремы, прямая МО есть прямая 
комплекса, и, следовательно, точка М  лежитъ въ плоскости, имеющей 
•фокусомъ точку О. Обратно, если точка М  кривой Г  лежитъ въ плос
кости, имеющей фокусомъ точку О, то прямая МО, принадлежащая 
къ комплексу, лежитъ въ соприкасающейся плоскости къ кривой 
въ точке М, и  эта соприкасающаяся плоскость проходить черезъ 
точку О. Следовательно, искомыми точками прикосновешя будутъ 
точки пересЬчешя кривой Г  съ плоскостью, имеющей фокусомъ 
точку О (ср. § 218).

Линейные комплексы встречаются во многихъ гесметрическихъ 
и механическихъ теор1яхъ [см., напримеръ, докторская диссертацш 
Аппеля и Пикара*)].

*) A n n a l e s  s c i e n t i f i q u o s  d e  РЕ c o l e  N o r m a l e  s u p e -  
r i e u r e ;  1876 и 1877.



§ 2 5 9 - УПРАЖ НЕНШ . 5 8 9

УПРАЖНЕНШ.

1. Найти линш кривизны разгибающейся поверхности, огибающей 
семейство плоскостей, представляемыхъ въ прямоугольныхъ координа- 
тахъ уравнешемъ

Z = a х+у <р (a)+-R Vl+a?+<p2 («),

где а — переменный параметръ, <р (а) — произвольная функщя этого 
параметра, и R — данное постоянное.

2. Найти, при какихъ услов1яхъ прямая x= az+ a , y —bz+p, где а, 
Ь, a, ft — функцш н-Ькотораго перемЬннаго параметра, образуетъ раз
гибающуюся поверхность, у которой линш кривизны, перпендикуляр
ный къ образующимъ, расположены на концентрическихъ сферахъ.

3. Найтп лиши кривизны поверхности, представляемой въ прямо
угольныхъ координатахъ уравнешемъ

e*=cos х  cos у.

4. Разсмотримъ трехъосный эллипсоидъ, представляемый въ прямо
угольныхъ координатахъ уравнешемъ

л - -  а- Ъг ^ с 2— I - о,

и cinenie Е  этого эллипсоида плоскостью хОг. Требуется найти для 
каждой точки М  эллипса Е:  i) выражешя главныхъ ралдусовъ кри
визны J?!, /и эллипсоида; 2) соотношете между R x и R 2; 3 ) место 
центровъ кривизны главныхъ сеченШ, когда точка М  перемещается 
по’ эллипсу Е.

5. Составить ypaBHeHie второй степени, определяющее главные ра- 
д1усы кривизны для каждой точки параболоида, представляемаго 
въ прямоугольныхъ координатахъ уравнешемъ

X2 у2—+ ̂ - = 2Д, (X о

и выразить въ функцш переменнаго z  главные paniycH кривизны 
въ каждой точке лиши пересЬчешя предыдущаго параболоида съ пара- 
болоидомъ

ж2 . у2
я —А ' 6 —Я А.

6. Найти место центровъ кривизны главныхъ сеченш парабо
лоида x y = a z  для различныхъ точекъ оси Ох.

7. Найти уравнеше поверхности, представляющей место центровъ 
кривизны сечешй данной поверхности S  плоскостями, проходящими 
черезъ данную точку М  этой поверхности.

8. Пусть будетъ М Т  касательная прямая въ точке М  къ  данной 
поверхности второго порядка, О — центръ кривизны сечешя этой по
верхности какою-нибудь плоскостью, проходящею черезъ М Т ,  и О' — 
центръ кривизны развертки этого сечешя. Найти место точекъ О', 
когда секущая плоскость вращается вокругъ МТ.



9. Найти асимптотическая лиши тора, образованного вращеы1емъ 
крута вокругъ одной изъ его касательныхъ.

10. Пусть будетъ С данная кривая въ плоскости zOx прямоуголь
ной системы координатъ. Разсмотримъ поверхность, образованную 
окружностью, плоскость которой остается параллельною плоскости хОу, 
центръ которой описываетъ кривую С, а рад!усъ изменяется такимъ 
образомъ, что окружность постоянно пересекается съ осью Од. Со
ставить дифференщальное уравнеше асимптотическихъ лишй этой по
верхности, принимая за независимый переменный координату g какой- 
нибудь ея точки и уголъ 6 между рад!усомъ окружности, проходящимъ 
черезъ эту точку, и лишею пересечен1я плоскости окружности съ плос
костью гОх. Применить полученные выводы къ случаю, когда кривая С 
есть парабола, вершиною которой служить точка 0, а осью — ось Ох.
■ 11. Линейчатая поверхность касается другой линейчатой поверх
ности во всехъ точкахъ прямолинейной образующей Л этой последней 
поверхности; кроме того, все образуются первой поверхности пере
секаются съ прямою й .  Найти асимптотичесюя лиши первой линей
чатой поверхности.

12. Найти на прямомъ геликоиде т а т я  лиши, въ каждой точке 
которыхъ соприкасающаяся плоскость проходить черезъ нормаль къ по
верхности въ этой точке.

13. Найти асимптотичесшя лиши линейчатой поверхности, предста
вляемой уравнешями

x  = (i+u)  cos v, y= (i  — и) sin v, г —и.

14*. Доказать, что сечешя поверхности S  плоскостями, проходящими 
черезъ прямую d ,  и линш прикосновешя конусовъ, описанныхъ около 
поверхности S  и имеющихъ вершины въ точкахъ прямой А , образуютъ 

на поверхности S  сопряженную сеть.
[Кенигсъ (Koenigs).]

15*. Если неизменяемая прямая движется такимъ образомъ, что три 
■ея точки остаются соответственно въ трехъ взаимно перпендикуляр- 
иыхъ плоскостяхъ, то эта прямая остается постоянно нормальною 
къ некоторому семейству параллельныхъ поверхностей. Одна изъ этихъ 
поверхностей есть геометрическое место средины отрезка этой прямой 
-между точкою ея пересечешя съ одною изъ плоскостей координатъ 
и основашемъ перпендикуляра, опущеннаго на эту прямую изъ начала 
координатъ.

[Дарбу, C o m p t e s  r e n d u  s ,  т. ХСП, стр. 446; 1881.]

16*. На всякой поверхности есть мнимая лишя кривизны, пред
ставляющая геометрическое место точекъ, для которыхъ i + р2+дг=о.

Для доказательства этого предложешя нужно показать, что диффе
ренщальное уравнеше лишй кривизны можетъ быть представлено 
въ виде

(d p d y -d g  dx) (i+l?+<f)+(p d y - q d x )  (p dp+q dq)=o],

[Дарбу, A n n a l e s  d e  l’E c o l e  n o r m a l  e; 1864.]
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1. Ирращональныя числа. — Постепеннымъ обобщешемъ мы 
переходник въ ариеметик’Ь отъ чиселъ натуральныхъ къ числамъ 
дробнымъ, къ нулю и къ числамъ относительнымъ (положитель- 
нымъ и отрицательнымъ). Но уже операц1я  извлечешя корня 
приводить къ введению новаго рода чиселъ, ч и с е л ъ  и р р а -  
г щ о н а л ь н ы х ъ .  Къ этимъ новымъ числамъ мы прпходимъ 
также, применяя числа къ измерен™ конкретныхъ величинъ. 
Если мы им^емь, наприм^ръ, две еоизмЪримыхъ длины А  я  В, 
то икрою В  по отношен™ къ А , или отношешемъ В  къ А, 

тназывается число —■> представляющее частное чиселъ т и и,

показывающихъ содержат?- общей икры въ длинахъ В  и А. 
Если А  и В — несоизмеримы, то ихъ отношеше не можетъ быть 
преставлено целымъ или дробнымъ числомъ, и является числомъ 
другого рода — ирращональнымъ. Хотя несоизмеримое отноше-

ше ^  не равно никакому ращональному числу, но существуетъ

безчисленное множество рацгональныхъ чиселъ, сколь угодно

близкихъ къ чтобы получить такое число, достаточно за-

менить В  какимъ-нибудь отрезкомъ С, отличающимся отъ В  
менее, чемъ на любой сколь угодно малый отрезокъ 6 , но 
соизмеримымъ съ А .  На этомъ основанъ способъ приближен- 
наго вычислешя ирращональныхъ чиселъ, какъ отношешй 
между несоизмеримыми величинами, излагаемый въ элементар
ной геометрш.

Иррацшнальныя числа можно также определить чисто 
ариеметически, не прибегая къ разсмотренш отношешй между 
конкретными величинами. Мы изложимъ здесь методъ Деде- 
кинда (Dedekind).

Пусть мы какимъ-нибудь способомъ разбили все ращональ- 
•ныя числа на два класса А  и В ,  обладавшие темъ свойствомъ,
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к л а с с а  В  е с т ь  н е к о т о р о е  
в с Ь х ъ  о с т а л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ

что каждое число а класса А  менее каждаго числа Ъ класса В .  
Будемъ говорить, что мы этимъ установили въ области ра- 
щоналышхъ чиселъ некоторое с -Ь ч е н i е. При этомъ могутъ 
представиться три случая.

1. С р е д и  ч и с е л ъ  к л а с с а  А  е с т ь  н е к о т о р о е  
ч и с л о  L,  б о л ь ш е е  в с Ь х ъ  о с т а л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  
т о г о  же  к л а с с а .

2. С р е д и  ч и с е л ъ  
ч и с л о  L, м е н ь ш е е  
т о г о  ж е  к л а с с а .

3 . Въ  к л а с с !  i  н 4 тъ ни о д н о г о  ч и с л а ,  б о л ы н а г о  
в с ’Ь х ъ  о с т а л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  т о г о  же  к л а с с а ,  и 
въ  к л а с с е  В  н ! т ъ  ни о д н о г о  ч и с л а ,  м е н ь ш а г о  
в с Ь х ъ  о с т а л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  т о г о  же  к л а с с а .

Въ первыхъ двухъ случаяхъ очевидно, что наше pa3oieme 
ращональныхъ чиселъ на два класса вполне опредЬляетъ 
число L, обладающее гЬмъ свойствомъ, что всякое число, 
меньшее L, принадлежитъ къ классу А,  а всякое число, 
большее L, принадлежитъ къ классу В.  Такое число называется 
иногда само с Ь ч е н 1 е м ъ  и обозначается символомъ (А, В). 
Въ третьемъ случай не существуетъ рацтнальнаго числа, 
обладающаго предыдущими свойствами, но мы будемъ при
нимать, что и въ этомъ случае наше pas6ieme опред'Ьляетъ 
некоторое и р р а ц л о н а л ь н о е  число L, большее всЪхъ 
чиселъ класса А  и меньшее всЬхъ чиселъ класса В. Эго 
число L  определяется такимъ образомъ ариеметически, какъ 
некоторое сечете.

Докажемъ, что каждому числу, данному, какъ отношеше 
двухъ величинъ, соответствуешь некоторое определенное сече
т е .  Для этого будемъ изображать по правиламъ аналитиче
ской геометрш каждое число х  точкою х' некоторой прямой

Ох'такъ, чтобы отношете уг=, где О К ОВ ■единица меры, равня

лось х.  Пусть намъ дано число L .  Тогда соответствующая 
точка L '  на прямой распределить все ращональныя точки 
на два класса А ',  В ' ,  причемъ къ А '  мы отнесемъ все ращо
нальныя точки а ' ,  лежапця влево отъ L ' ,  а къ классу В '  —  
все точки Ь', лежащгя вправо отъ L ' \  если точка L '  сама ра- 
щональна, то мы отнесемъ ее безразлично къ классу А '  или 
къ классу В ' .  Очевидно, что при этомъ координата каждой 
точки а'  будетъ меньше координаты каждой точки Ъ', и мы 
получимъ некоторое сечете, определяющее данное отноше
т е  L .
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Докажсмъ, обратно, что каждому данному [сЬченпо { А ,В )
. соотвЬтствуетъ отношете нЬкоторыхъ двухъ отрЬзковъ. Пусть 
намъ дано сЬчете (А, В). Разсмотримъ всЬ ращональныя 
числа а, принадлежапця къ классу А,  и всЬ ращональныя 
числа Ъ, прина'длежапця къ классу В, и нанесемъ на прямой 
всЬ точки а', Ъ1, координаты [которыхъ суть рац!оналышя 
числа а, Ъ. Такъ какъ изъ самаго опредЬлетя сЬ четя слЬдуетъ, 
что каждое число а меньше каждаго числа Ъ, то всЬ точки а' 
будутъ лежать по одну и ту же сторону относительно всЬхъ 
точекъ напримЬръ, при обычномъ способЬ изображешя 
всЬ точки а' будутъ лежать лЬвЬе всЬхъ точекъ Ъ'. Распре- 
дЬлимъ теперь в с Ь точки прямой на два класса А', В  слЬдую- 
щимъ образомъ. Къ классу А' отнесемъ всЬ точки а' и вс'Ь 
точки, лежапця между точками а', а къ классу В  — всЬ 
остальныя точки прямой. При дальнЬйшемъ доказательствЬ 
мы будемъ пользоваться тЬмъ свойствомъ, что точки прямой 
образуютъ на ней непрерывный рядъ. Это свойство выражается 
различнымъ образомъ. Мы выраэимъ его въ следующей формЬ:

Е с л и  в е б  т о ч к и  п р я м о й  р а с п р е д Ь л е н ы  н а  д в а  
к л а с с а  т а к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  что  м е ж д у  к а ж д ы м и  
д в у м я  т о ч к а м и  о д н о г о  и т о г о  же  к л а с с а  н а 
х о д я т с я  т о л ь к о  т о ч к и  т о г о  же  к л а с с а ,  то в с е г д а  
с у щ е с т в у е т ъ  о д н а  и т о л ь к о  о д н а  п о г р а н и ч н а я  
т о ч к а ,  т .-е . т а к а я  т о ч к а ,  что  к а ж д ы й  д в Ь  т о ч к и ,  
м е ж д у  к о т о р ы м и  о н а  л е ж и т ъ ,  п р и н а д л е ж а т ь  
к ъ  р а з л и ч н ы м ъ  к л а с с а м ъ .

Очевидно, что предыдущее распредЬлеше точекъ прямой 
на классы А ',  В '  обладаетъ свойствомъ, требуемымъ этою 
акшомою. Поэтому здЬсь существуетъ такая пограничная 
точка L'\ пусть ей соотвЬтствуетъ число L. Если это число 
ращонально, то оно принадлежитъ или къ кассу А ,  или 
къ классу В ,  и мы имЬемъ a < ^ L  <  Ъ, или а < L < i  b; если же 
число L  — иррацшнальное, то мы имЬемъ а  <  L  <  Ъ. Такимъ

образомъ, число L, опредЬленное, какъ отношете 8 ПА
можетъ быть также опредЬлено и какъ сЬчете (Л, В). Отсюда 
слЬдуетъ, что сЬчетя опредЬляютъ все непрерывное множество 
дЬйствительныхъ чиселъ.

2. СЬчешя въ области дЬйствительныхъ чиселъ. — Пред- 
положимъ теперь, что множество всЬхъ чиселъ, какъ ращо- 
нальныхъ,такъ и ирращональныхъ, разбито на два класса А и В у 
обладающихъ слЬдующими свойствами:

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 38
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1. В с я к о е  п о л о ж и т е л ь н о е  и л и  о т р и ц а т е л ь н о е  
ч и с л о  п р и н а д л е ж и т !  к ъ  о д н  ому и з ъ  д в у х ъ  к л а с 
со въ.

2. Л ю б о е  ч и с л о  к л а с с а  А  м е н ь ш е  л ю б о г о  ч и с л а  
к л а с с а  В.

Очевидно, что оба класса содержать безчисленное множество 
какъ ращональныхъ, такъ и ирращональныхъ чиселъ. По- 
кажемъ, что всегда существуетъ число L , обладающее следую
щими двумя свойствами:

т. В с я к о е  ч и с л о ,  м е н ь ш е е  L , п р и н а д л е ж и т !  
к ъ  к л а с с у  А.

2. В с я к о е  ч и с л о ,  б о л ь ш е е  L , п р и н а д л е ж и т ъ  
к ъ  к л а с с у  В.

Это число L  называется и въ этомъ случае с е  ч е н i емъ и, 
какъ мы увидимъ, будетъ или ращональнымъ, или ирращо- 
нальнымъ. Существовате числа L  есть следств1е самаго 
понятая ирращональнаго числа, какъ мы его ввели выше.. 
Въ самомъ деле, разомотримъ въ обоихъ классахъ А  и В  
только ращональныя числа. При этомъ множество всехъ 
ращональныхъ чиселъ разобьется на два класса (а) и (3 ), 
-обладающихъ следующими свойствами: i) в с я к о е  р а д и 
к а л ь н о е  ч и с л о  п р и н а д л е ж и т ъ  к.ъ о д н о м у  и з ъ  
д в у х ъ  к л а с с о в  ъ; г) л ю б о е  р а ц 1 о н а л ь н о е  ч и с л о  
к л а с с а  (а) м е н ь ш е  л юб о г о  р а ц 1 о н а л ь н а г о  ч и с л а  
к л а с с а  (/3). Здесь могутъ представиться три случая.

1. Въ классе (а) можетъ существовать рацшнальное число ->
б о л ь ш е е  в с е х ъ  р а ц 1 о н а л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  т о г о  же

Рк л а с с а .  Тогда это число — и будетъ числомъ L.  Въ самомъ

дел е , всякое число, меньшее принадлежитъ къ классу А.

РВсякое число Ъ, большее принадлежитъ къ классу В.  Это 
очевидно, если Ъ — ращонально; если же Ъ ирращонально, то 
мы возьмемъ число г, заключающееся между ^  и Ъ. Это ращо-
напьное число г принадлежитъ къ классу В ; следовательно, 
принадлежитъ къ классу В  и число Ъ.

р
2. Въ классе (iff) можетъ существовать ращональное число

м е н ь ш е е  в с е х ъ  р а ц 1 о н а л ь н ы х ъ  ч и с е л ъ  т о г о  же
к л а с с а .  Какъ и въ первомъ случае, можно доказать, что /
число будетъ числомъ L.
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3 . Наконецъ, можетъ быть, что въ классй (а) нйтъ ни одного 
ращональнаго числа, болынаго всйхъ остальныхъ ращональ- 
ныхъ чиселъ того же класса, и въ классй {ft) нйтъ ни одного 
ращональнаго числа, менынаго всйхъ остальныхъ ращональ- 
ныхъ чиселъ того же класса. Тогда такое разб1ете ращональ- 
ныхъ чиселъ на два класса (а) и (ft) опредйляегь, по преды
дущему, нйкоторое иррацюнальное число т. большее всйхъ 
ращональныхъ чиселъ класса (а) и меньшее всйхъ ращональ- 
ныхъ чиселъ класса {ft). Въ этомъ случай числомъ L  будетъ 
именно это число т. Въ самомъ дйлй, всякое ращональное 
число, меньшее т, будетъ принадлежать къ классу А,  и вся
кое рацшнальное число, большее т, будетъ принадлежать 
къ классу В.  Возьмемъ теперь какое-нибудь ирращональное 
число т '< ж ,  и пусть будетъ К  ращональное число, заключаю
щееся между т! и т\ такъ какъ К  принадлежитъ къ классу А , 
то будетъ принадлежать къ классу А  и число т'. Точно такъ же 
можно было бы доказать, что всякое иррацшнальное число, 
большее ш, принадлежитъ къ классу В.

Самое сйчете L  можетъ принадлежать какъ къ классу А 1 
такъ и къ классу В.  Такъ,въ первомъ случай оно принадле
житъ къ классу А,  во второмъ — къ классу В , а въ третьемъ 
оно можетъ принадлежать или къ классу А,  или къ классу В. 
Мы видимъ зд'Ьоь, что сйчете, произведенное въ множествй 
всйхъ, какъ ращональныхъ, такъ и иррацшвальныхъ чиселъ, 
не даетъ никакихъ новыхъ чиселъ.

3 . Наибольший изъ предйловъ.— Мы уже нисколько разъ 
употребляли слово м н о ж е с т в о .  Поняйе множества есть одно 
изъ тйхъ, сущность которыхъ достаточно пояснить примерами. 
Всякое собрате конечнаго или безконечнаго числа вещей со
ставляешь множество; таковы множество цйлыхъ чиселъ, множе
ство ращональныхъ чиселъ, множество прямыхъ на плоскости, 
и т. д. Понят1е о множествахъ, ограниченныхъ сверху или 
снизу, и о верхнихъ и нижнихъ границахъ было выяснено 
выше (стр. 147). Замйтимъ только, что множество, ограни
ченное’ и сверху, и снизу, называется просто о г р а н и ч е н -  
н ымъ  м н о ж е с т в  омъ.

Пусть будетъ (Е) некоторое ограниченное множество. По от- 
ношешю къ этому множеству мы можемъ разбить вей, какъ 
положительный, такъ и отрицательный числа на два класса а!' 
и JB' слйдующимъ образомъ. Мы будемъ говорить, что число а: 
принадлежитъ къ классу А',  если существуешь бёзконечно 
много чиселъ множества (В), большихъ числа ж. Въ против-

38»
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номъ случай мы будемъ говорить, что число х  принадлежите 
къ классу В'.  Такъ какъ множество (В) — ограниченное и- 
состоите изъ безконечнаго множества чиселъ, то очевидно, что 
существуютъ числа обоихъ классовъ, и что любое число класса А ’ 
меньше любого числа класса В Пусть будете А. число, раз
деляющее оба класса А'  и В'; следуя Коши, это число на
зывается н а и б о л ь ш и м ъ  и з ъ  п р е д е л о в ъ  множества (Е). 
Пусть будете е произвольное положительное число; по самому, 
определенш числа Л очевидно, что число А + е  принадлежите 
къ классу В',  и число A —е къ классу А'. Следовательно„ 
всегда есть безконечно много чиселъ множества (В), заклю
чающихся между А —£ и А+ е,  тогда какъ есть только ко
нечное число (или нуль) чиселъ, болыпихъ А + е.

Это число А  связано съ однимъ важнымъ вопросомъ. Для 
простоты изложешя будемъ изображать каждое число а точкою 
съ абсциссою а на прямой х ' х , и обозначимъ одною и тою же 
буквою какъ точку оси, такъ и ея абсциссу. Такимъ образомъ, 
всякому множеству (В) чиселъ соответствуете множество точекъ 
на прямой, или л и н е й н о е  м н о ж е с т в о .  Точки ограни* 
ченнаго множества расположены все на отрезке оси конечной., 
длины. Пусть дано линейное множество (В); если вблизи не
которой точки I этого множества есть безконечно много точекъ 
множества, или, точнее, если существуете безконечно много 
точекъ множества, раеположенныхъ между 1—е и 1+е, где е—- 
произвольное положительное число, то точка I называется 
п р е д е л ь н о ю  т о ч к о ю  или т о ч к о ю  с г у щ е н 1 я .

В с я к о е  о г р а н и ч е н н о е  л и н е й н о е  м н о ж е с т в о ,  
с о д е р ж а щ е е  б е з к о н е ч н о  м н о г о  т о ч е к ъ ,  и м е е т ъ  
по  к р а й н е й  м е р е  о д н у  п р е д е л ь н у ю  т о ч к у .

Въ самомъ деле, по основному свойству числа А очевидно, 
что точка съ абсциссою А есть предельная точка. Кроме того,, 
могутъ быть и друг:я предельный точки;, эти предельный 
точки образуютъ новое множество (В)', которое называется 
п р о и з в о д и ы м ъ  м н о ж е с т в о м ъ  множества(Е). Докажемъ,. 
что в е р х н я я  г р а н и ц а  Ж'  м н о ж е с т в а  (В)' е с т ь  к а к ъ  
р а з ъ  ч и с л о  А .  Въ самомъ деле, пусть, будетъ е произволь
ное положительное число; существуете только конечное число 
точекъ множества (Е), болыпихъ М ' + е ,  такъ какъ въ про- 
тивномъ случае эти точки образовали бы новое множество,, 
наиболышй изъ пределовъ котораго былъ бы больше М'.. 
Съ другой стороны, такъ какъ есть по крайней мере одна., 
предельная точка съ абсциссою, большею М ' — е, то необхо
димо существуете безконечно много точекъ множества (Е)у.
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болынихъ Ш'—е. Точно также, нижняя граница т' производ- 
наго множества называется н а и м е н ы н и м ъ  и з ъ  п р е д е 
л о в  ъ множества (Е ).

Сущеотвоваше предЬльныхъ точекъ ограниченнаго множе
ства, состоящаго изъ безконечнаго множества точекъ, можетъ 
быть доказано непосредственно (см. §§ 70, 120). Множество 
н е о г р а н и ч е н н о е ,  содержащее безконечное множество то- 
'чекъ, можетъ не иметь предельной точки; таково, напри
меръ, множество всехъ целыхъ чиселъ. Но предельная 
точка существуетъ во всякомъ случае, если только на 
какомъ-нибудь отрезке конечной длины находится безконечно 
много точекъ множества; напримеръ, множество точекъ, со- 
ответствующихъ числамъ io w, где п принимаетъ все целыя 
положительный и отрицательный значешя, имеетъ предель
ную точку въ начале координатъ.

4 . Функцш.— Современное определете слова ф у н к ц 1 я 
принадлежитъ Кошй и Риману. П е р е м е н н о е  у н а з ы 
в а е т с я  ф у н к ц 1 е ю  ж, y= f(x) ,  е с л и  к а ж д о м у  з н а ч е -  
Hi r o х с о о т в е  т ст в у е тъ н е к о т о р о е  з н а ч е н ! е  у. 
Пусть будутъ а и Ъ постоянный числа (а<6); если всякому 
числу х, заключающемуся между ашЪ,  соответствуете некото
рое число у , то говорите, что функщя f(x) о п р е д е л е н а  
в ъ п р о м е ж у т к е ( а ,  Ъ). Разность а —Ъ называется а м п л и т у 
дою промежутка, числа а и Ъ — пределами, или г р а н и ц а м и .  
Относительно чиселъ а и Ъ можно сделать несколько допу- 
щешй. Мы можемъ разсматривать эти числа, какъ принадле
жащая къ промежутку (а, Ь), который въ этомъ случае назы
вается з а к р ы т ы м ъ .  Можно также разсматривать одно изъ 
этихъ чиселъ, или и оба, какъ не припадлежапця къ проме
жутку (а, Ъ); тогда промежутокъ (а, Ъ) называется о т к р ы 
т ы м и  Напримеръ, совокупность значешй ж, удовлетворяю- 
щихъ услов1ямъ о <  ж <С i , образуете закрытый промежутокъ; 
напротивъ, взявъ совокупность значешй ж, удовлетворяющихъ 
услов1ямъ о<ж<1  или о < ж ^ 1 , мы получимъ открытый про
межутокъ.

Пусть будете (Е ) совокупность значешй функщи f ( ж), 
определенной въ промежутке (а,Ъ)\ если это множество (Е )—• 
ограниченное, то функщя f ( x )  называется о г р а н и ч е н н о ю  
в ъ  п р о м е ж у т к е  (а ,Ь). Верхняя и нижняя границы множе
ства (Е ), М я т ,  называются также в е р х н и м и  и н и ж-  
я и м и  г р а н и ц а м и  ф у н к ц 1 и /"(ж); разность Л = М —т 
называется к о л е б а н 1 е м ъ  ф у н к ц 1 и  в ъ  п р о м е ж у т к е
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( а ,  Ъ). Соотношеше y  — f ( x )  выражаетъ здесь зависимость между 
двумя ограниченными множествами: множествомъ значешй 
перем^ннаго х и множествомъ значешй функщи у. Напомнимъ, 
что для того чтобы-функщя f  (х) была ограниченною въ про
межутка (а, Ъ), не достаточно, чтобы при всякомъ значешй х  
въ этомъ промежутка она имела конечное значеше (§ 6 9 ).

Пусть будетъ f (x)  функщя перем-Ьннаго х, определенная 
вблизи некоторой точки гс0, но которая можетъ быть и не 
определена въ самой точке х0. Если для всякаго сколь угодно 
малаго положительнаго числа е можно найти такое положи
тельное число у, чтобы было \ f ( x )—?| <е при о<1|ж—а?0|<у,  
то функщя f  (х ) имеетъ въ точке х0 п р е д е  л ъ (. Функция мо
жетъ иметь въ какой-нибудь точке определенный предЬлъ,

не ‘ будучи определенною въ этой точке. Такъ, функции X ’
z s in - i  е ** имеютъ въ точке х = о  своими пределами нуль,

а между темъ для значешя х = о  все эти функцш остаются 
неопределенными, если только мы не введемъ какого-нибудь 
дополнительнаго успов1я, напримеръ, не потребуемъ, чтобы 
оне сохраняли въ начале координатъ непрерывность. Если 
функщя определена въ какой-нибудь точке, то ея значеше 
въ этой точке можетъ и не совпадать съ ея пределомъ 
въ этой точке; это будетъ иметь место во всякой точке, 
въ которой функщя не будетъ непрерывною.

5 . Непрерывный функщи. Современное определете непре
рывности, какъ оно изложено въ § 3 , принадлежитъ Коши. 
Для геометровъ, современныхъ Ньютону и Лейбницу, функщя 
была непрерывною, дели ее можно было выразить при помощи 
символовъ привычныхъ действий, каковы действ1я ариемети- 
чесшя, тригонометричестя, логариемичесшя. Э т о т ъ  родъ не
прерывности известенъ подъ именемъ Э й л е р о в о й  н е п р е 
р ы в н о с т и .  Въ § 2 указанъ методъ графическаго предста- 
влешя непрерывной функцш. Но должно заметить, что не 
всякая непрерывная функщя допускаетъ такое графическое 
представлеше. Въ самомъ деле, выше было доказано (§ 200), 
что .существуютъ непрерывный функщи, имеюпця безконечное 
множество maxima и minima во в с я к о м ъ  п р о м е ж у т к е .  
Но мы, очевидно, не можемъ вообразить непрерывную лишю, 
имеющую безконечное множество колебашй между всякими 
двумя сколь угодно близкими ординатами. Это покавываетъ, 
что графическое представлеше, являясь прекрасными сред-
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ствомъ при изысканш свойствъ непрерывныхъ функщй, не дос
таточно для строгаго доказательства этихъ свойствъ. Поэтому 
доказательства теоремъ о непрерывныхъ функщяхъ должны 
быть даны исключительно изъ самаго опредЬлешя непре
рывности; некоторый изъ такихъ теоремъ были даны въ § 70.

6. Прерывный функцш. — Разсмотримъ функцш f{x), огра
ниченную и определенную въ промежутке (а, Ъ). Выделимъ 
изъ промежутка (а, Ъ) множество Е,  и пусть будетъ х0 одна 
изъ предельныхъ точекъ этого множества. Множеству зна- 
чешй х, заключающихся въ промежутке (х0, x0+sf ; е. >о). бу
детъ соответствовать ограниченное множество значешй функ
цш съ верхнею границею Mi и нижнею границею т.. При 
приближении е. къ нулю числа М .  и т. стремятся соответ
ственно къ некоторымъ пределамъ Мп и тп, которые назы
ваются в е р х и и м ъ  и н и ж н и м ъ  п р е д е л о м ъ  ф у н к ц i и 
с п р а в а  о т ъ  т о ч к и  х0; ихъ разность сол =М п —тп назы
вается к о л е б а н 1 е м ъ  ф у н к ц 1 и  с п р а в а  от ъ  т о ч к и  х0. 
Если оба предела М п  и т п между собою равны, то этотъ 
обпцй пределъ обозначается, следуя Дирикле, черезъ f ( x 0-fo) .  
Разсматривая промежутки (®0, х0—е.; мы точно такъ же
придемъ къ определенно верхняго М х и нижняго_ т х преде- 
ловъ функцш с л е в а  отъ точки х0. Разность сох= М х — тх 
называется колебашемъ функцш с л е в а  отъ точки ж0; если 
Ж; и тх между собою равны, то этотъ общий пределъ обо
значается черезъ f ( x 0 — о)*).

Если въ какой-нибудь точке х0 будетъ

M n =  mn =  M x =  m} = f { x 0 +  o) =  f ( X o - o )  =  f(Xo),

то функщя f(x)  называется н е п р е р ы в н о ю  въ точке #0. 
Всякая функщя, которая не будетъ непрерывною въ 
точке х0, называется п р е р ы в н о ю  въ точке х 0, а сама 
точка х0 — т о ч к о ю  п р е р ы в н о с т и .

Предположимъ, что пределы f ( x 0 + o) и f ( xQ—о) суще- 
ствуютъ, т.-е. что юл =со  ̂=  о. Если эти оба предела f ( x 0 + о) 
и f{xQ—о) между собою равны, то точка х 0 можетъ быть точ

*) Иногда бм-Ьсто промежутковъ (х„, cCq+ s,.) и (ж0> х0— разсматри- 
ваются промежутки (x0+s.-, ха— Тогда пределы Ж  и т, къ которымъ 
стремятся верхшя М. и нижшя т( границы значешй функщй въ про- 
межуткахъ (ж0-И,., хо -*,) при приближеши в̂. къ нулю называются 
в е р х н и м ъ  и н и ж н и м ъ  п р е д ’Ь л о м ъ  ф у н к  ц i и  в ъ  т о ч к е  
х0, а разность ш = М —т к о л е б а н 1 е м ъ  ф у н к ц ! и в ъ  т о ч к е ® , .
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кою прерывности только въ томъ случае, если этотъ обпцй 
пред'Ьлъ отличенъ отъ /'(ж0); но въ этомъ случае достаточно 
было бы переменить значете функцш въ точке ж0, чтобы 
уничтожить прерывность. Такая прерывность называется 
у с т р а н и м о ю  или н е с у щ е с т в е н н о ю .  Наприм’Ьръ, для 

sin Xфункцш f ( x ) = ——  мы имеемъ f (  + o ) = + i ,  f ( —o ) = + i ,X
/ ( о ) —неопределенно; но, определяя эту функцш услов1ями

мы получимъ функцш, непрерывную въ начале координатъ. 
Но7 если при всякомъ принятомъ значенш f ( x0) оба числа 
f ( x0+o) и f(%Q—о) между собою различны, то точка х0 не
обходимо есть точка с у щ е - с т в е н н о й  прерывности и назы
вается т о ч к о ю  п р е р ы в н о с т и  п е р в а г о  р о д а .  Если 
въ точк'Ь прерывности перваго рода мы им-Ьемъ

то такая точка называется п р а в и л ь н о ю ;  зам'Ьтимъ, что 
последнее равенство имЬетъ место также для всякой точки х0, 
въ которой функщя непрерывна. Разсмотримъ, напримЬръ, 
функцш f(x),  представляемую суммою сходящагося ряда

Следовательно, функщя f(x)  прерывна при ж= х, и точка 
х —1 есть точка прерывности перваго рода, и притомъ пра
вильная. Правильныя точки обладаютъ сл-Ьдующимъ свой- 
ствомъ. Если f [ x )  имеетъ въ х0 правильную точку прерыв
ности, то функщя <p(t), определяемая равенствомъ

<Р У)  =  f (*0 +  2t ) +  f (X0 -  2 t ) -  2 f  К )  ,

непрерывна при t =  о.
Можетъ случиться, что мы будемъ иметь

sin# \  * 1 ч .
f (X) = — ~ при Х^О, f ( o ) = + l ,

sma;

мы имеемъ

f{ 1 +  о ) = - 1 ,  f (  1 -о )  =  +  1, f{  i)= o .

f Ô o)= f  (xo +  °) <  f ( xo - ° ) i
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такая функщя называется н е п р е р ы в н о ю  с п р а в а  отъ 
точки х 0, или п о л у н е п р е р ы в н о ю  в в е р х ъ  отъ х 0; если же
будетъ f{x0)=f(x,о- 0 ) >  f (x0 +  о), т0 Функц1я называется 
н е п р е р ы в н о ю  с л е в а  отъ х 0 , или п о л у н е п р е р ы в н о ю  
в н и з ъ  отъ х0: Какъ примерь такихъ функщй, разсмотримъ 
функщи

f(x0)= x  lim
« = с о

.. -Jib _пх  —  I
П ^ПХ +  I g> (ж)=Пт

п= с о

х п — п  
х п + п ’

мы им'Ьем'ь

Д х - о ) = - 1 , '  / ' ( i ) =  / ’( i  + o) =  +  i ;

9*(i —o)=9>(i)= — i,  9>(i + o ) =  +  i .

Следовательно, функщя f ( x )  непрерывна справа, а фунгаця 
ф (х )  — слева отъ х — 1 .

Если, по крайней мере, одно изъ колебашй функцш соп, 
въ точке х0 отлично отъ нуля, то точка х0 называется т о ч 
к о ю п р е р ы в н о с т и  в т о р о г о  р о д а .  Заметимъ, что 
въ случае неограниченной функщи колебатя функщи соя , 
въ точке х0, или и пределы f ( x 0+ o ) ,  f (х0—о) могутъ 
быть безконечны; въ этомъ случае точка х 0 называется также 
точкою прерывности второго рода. Разсмотримъ, напримеръ,

функцш y= sin  -• При приближенш х  къ нулю какъ со стороныX
Iположительныхъ х ,  такъ и со стороны отрицательныхъ х , -

неограниченно возрастаетъ, и у  не стремится ни къ какому 
пределу, хотя и содержится постоянно между — i  и + i ;

следовательно, здесь тп — тх=2.  Уравнеше sin^ =  J., где

] Л | < i ,  имеетъ безконечное множество корней, заключаю
щихся между о и г, какъ бы а ни было мало. Каково бы 
ни было принятое значете для у  при х = о ,  для функщи у  
точка ж=о есть точка прерывности второго рода, и мы имеемъ 
въ этой точке с у щ е с т в е н н у ю  прерывность.

Въ предыдущихъ примерахъ изъ анапитическаго выражетя 
функщи непосредственно видно, чтб будетъ съ функщею 
въ точке прерывности. Но это бываетъ не всегда такъ. Пред- 
положимъ, для определенности, что функщя F ( x )  дана своимъ 
аналитическимъ выражешемъ для всякаго значешя ж, большего 
некотораго постояннаго числа а, и пусть требуется узнать, 
стремится ли F ( x )  къ пределу при приближенш х  къ +  оо.
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Если аналитическое выражете функцш F  (х) не позволяетъ 
это узнать непосредственно, то въ большинства случаевъ 
можно решить вопросъ, воспользовавшись сл-Ьдующимъ пред- 
ложешемъ.

Д л я  т о г о  ч т о б ы  п р и  п р и б л и ж е н ! и  х  к ъ  +оо 
ф у н к ц и я  F  (х) с т р е м и л а с ь  к ъ  н е к о т о р о м у  п р е 
д е л у ,  н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  р а з н о с т ь  
F (p )—F(q) с т р е м и л а с ь  к ъ  н у л ю,  к о г д а о б а ч и с л а 
р  л j  н е о г р а я и ч е н в о  в о з р а с т а ю т ъ  н е з а в и с и м о  
д р у г ъ  о т ъ  д р у г а .

Выражаясь точнее, для того чтобы функщя F (х) имела 
пред^лъ, необходимо и достаточно, чтобы для всякаго поло- 
жительнаго числа е можно было найти такое соответствующее 
число А,  чтобы абсолютное значеше разности F (p )—F(q ) 
было меньше е, когда каждое изъ чиселъ р  и q больше или 
равно А.

Это ycnoBie н е о б х о д и м о .  Если F(x)  имеете пределъ L,  
то есть такое число А,  что при всякомъ значенш х > А  абсо-

€  ьлютное значеше разности F{x)—L  меньше - . Следовательно,2
если оба числа р  и q будутъ больше Л , то абсолютное зна
чеше разности F(p) — F(q)  будетъ меньше е.

Это условче — д о с т а т о ч н о .  Въ самомъ деле, разсмотримъ 
последовательность

F(a), F (а + 1), ..., F{a+ri),

где п — целое положительное число. Эта последовательность — 
сходящаяся, такъ какъ при всякомъ положительномъ числе к 
абсолютное значеше разности F  (a + n+Jc)—F  (а + п) будетъ 
меньше е, если а+ п  больше А  (§ 156). Следовательно, при 
неограниченномъ возрастанш целаго числа п число F  (а+п) 
стремится къ некоторому пределу L. Разсмотримъ теперь 
к а к о е - н и б у д ь  число и пусть будетъ п такое целое 
положительное число, что х ^ > а + п > х — I. Мы имеемъ

F  (x)—L = [ F  (x)—F(a+n)] + [F(a+n)—L]\

при неограниченномъ возрастанш х  количество а+п  также 
неограниченно возрастаете, и обе разности, стояпця въ правой 
части предыдущего равенства, стремятся къ нулю; следова
тельно, F(x)  имеете пределомъ L.
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Точно такъ же можно было бы доказать, что для того чтобы 
функщя F  (х) стремилась къ пределу, когда х  стремится 
къ а, оставаясь, наприм'Ьръ, больше а, необходимо и доста
точно, чтобы разность F(p) — F(q) стремилась къ нулю, когда 
оба числа р  и q, оставаясь большими as, независимо одно отъ 
другого стремятся къ а.

7 . Монотонный функцщ. — Функщя f(x),  определенная 
въ промежутке (а, Ъ), называется м о н о т о н н о ю  (monotone) 
въ этомъ промежутке, если произведете

(%- xi)[f(x2) -/■(%)]

сохраняетъ постоянно одинъ и тотъ же знакъ для всякихъ 
двухъ чиселъ хг и х2, принадлежащихъ къ разсматриваемому 
промежутку. Функщя называется в о з р а с т а ю щ е ю ,  если 
при всякихъ значешяхъ хг и ж2 это произведшие положительно 
или равно нулю; если же при всякихъ значешяхъ х г и х2 это 
произведете отрицательно или равно нулю, то функщя на
зывается у б ы в а ю щ е ю .

Если ж2; .ж1, то для возрастающей функщи разность f  (ж2) —
— /'(#i) положительна или равна нулю, а для убывающей 
функщи — отрицательна или равна нулю. Если монотонная 
функщя имеетъ одно и то же значеше, какъ при х = х х, такъ 
и при х = х 2, то она сохраняетъ то же самое значеше во всемъ 
промежутка (a:L, х 2). Монотонная функщя можетъ имгЬть въ про
межутка (а, 6) любое число точекъ прерывности, но всФ эти 
точки прерывности будутъ перваго рода. Разсмотримъ, на
прим'Ьръ, возрастающую функцш, и пусть будетъ х0 точка 
прерывности. Когда е, оставаясь положительнымъ, стремится 
къ нулю, то f  {х0—е) не можетъ убывать. Сверхъ того, постоянно 
/'(я0—е)<Ц f{b). Сл-Ьдовательно, f { x 0—в) им'Ьетъ предЬлъ f ( x Q—о) 
(§ i). Точно такъ же можно доказать, что /'(а;0 +  г) имеетъ 
предгЬлъ /(аг0 +  о). Такъ какъ, кром’Ь того, всегда им^емь 
f  (x0—e ) < f  (х0 + е), то отсюда отЬдуетъ, что f ( x 0—о ) ^  f{x0+o).  
Если f ( x 2 —o) = f  (я0 +о), то гЬмъ самымъ f  (x0) = f  (х0—о), и 
въ точк-Ь хй функщя непрерывна. Но если /  (х0—о) меньше 
f  (хо+о), то f ( x 0) можетъ быть равно какому угодно числу, 
заключающемуся между f ( x 0—o) и f ( x Q + o).

Если ограниченная функщя им-Ьетъ въ разематриваемомъ 
промежутка (а, Ъ) только конечное число точекъ прерывности, 
и если этотъ промежутокъ можетъ быть разбить на к о н е ч 
н о е  число частичныхъ промежутковъ, въ каждомъ изъ кото-
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рыхъ функщя будетъ монотонною, то говорить, что эта 
функщя удовлетворяетъ въ промежутка (а,Ъ) у с л о в 1 я м ъ  
Д и р и к л е  (§ 195). Очевидно, что такая функщя им'Ьеть 
точки непрерывности только перваго рода.

8. Функцш съ ограниченные изменетемъ. — Пусть будетъ 
f  (х) функщя, ограниченная въ промежутке (а,Ъ), где а<_Ь. 
Разобьемъ этотъ промежутокъ на частичные промежутки воз
растающими числами a?1} х2, . .  . , х„-г,

— я < С . . . .  ^ x n—i<C,xn=bj

и положимъ

< Н  f  (% ) - f  ( « Ж ! / - (ъ)  -  П *д  I+ • • •+! f  (Ь) - /  (*»-i) I-

Такимъ образомъ, каждому разбгешю разсматриваемаго про
межутка будетъ соответствовать такое число v > o .  Число v на
зывается и з м е н е н ! е м ъ  функцш f(oc) для промежутка (а, Ь). 
Если множество чиселъ v , соответствующихъ всемъ возмож- 
нымъ разб1етямъ промежутка (а, Ъ), есть ограниченное мно
жество, то функщя f ( x)  называется функщею съ о г р а н и 
ч е н н ы  мъ и з м е н е н 1 емъ въ промежутке (а,Ь). Верхняя 
граница V  чиселъ v называется п о л н ы й  и з м е н е н 1 емъ 
ф у н к ц ! и  f ( x)  въ этомъ промежутке. Введете этого важнаго 
класса функщй принадлежитъ Жордану.

Очевидно, что всякая монотонная функщя есть функщя 
съ ограниченнымъ изменетемъ, такъ какъ здесь все разности 
f  (xi)—f  1) имеютъ одинаковый знакъ. Изъ определетя 
функщй съ ограниченнымъ изменетемъ следуетъ также, что 
сумма двухъ функщй съ ограниченнымъ изменетемъ есть 
также функщя съ ограниченнымъ изменетемъ. Если f  (х) есть 
функщя съ ограниченнымъ изменетемъ въ промежутке (а, Ь), 
то она будетъ таковою во всякомъ промежутке (а^, йх), заклю
чающемся въ первомъ, и, въ частности, въ промежутке (а , х ), 
где х  есть произвольное число, заключающееся между а и Ъ.

Пусть будетъ р  сумма техъ изъ разностей f  (x{)—f  ( х ^ ) ,  
который положительны, а (—и) — сумма отрицательныхъ раз
ностей. Очевидно,

v=p + n, f (b)—f  (а) = р—п,

ж, следовательно,

v = 2 p + f ( a ) —f(b), v —2 n + f  (b)—f  (а)
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Если функщя f  (ж) съ ограниченнымъ изменешемъ въ про
межутка (а, 5), то числа р  и и, соотв'Ьтствуюпця всевозмож- 
нымъ разб1ешямъ этого промежутка, очевидно, образуютъ 
также два ограниченныхъ множества. Пусть будутъ Р  и N  
верхшя границы этихъ мыожествъ; числа Р  и N  называются 
п о л н ы м ъ  п о л о ж и т е л ь н ы м ъ  и п о л н ы м ъ  о т р и ц а 
т е л ь  н ым ъ  и з м е н е н 1 е м ъ  функцш въ промежутка (а, Ь). 
На основанш предыдущаго, между числами F, Р , N  суще- 
ствуютъ соотношешя

7 = 2  Р +  f { a ) - f  (6), V = 2 N + f ( b ) ~ f { a ) .

Обозначимъ черезъ 7 (ж), Р(х), N (х) вышеуказанный полный 
изм-Ьненля функщи f  (х) въ промежутка (а, ж), где х  заклю
чается между а и Ъ. Функцш 7  (ж), N  (ж), Р(ж) по самому 
ихъ определенш необходимо функщи возрастаклщя; въ са- 
момъ Д'Ьл’Ь, очевидно, что при возрастании ж функщи Р(ж) и 
N  (ж) не могутъ убывать. Между функщями f  (ж), 7  (ж), Р(ж), 
N  (ж) при всякомъ ж всегда существуютъ два соотношешя

7  (ж)=2Р(ж) + /"(а)—f  (ж), 7  (x) = z N  (x) + f  (ж)—f  (а),

откуда
/-(ж )= /-(а)+Р(ж )-^(ж ).

Такъ какъ обе функщи /,(а) +  Р(ж) и N  (ж) — возрастающая, 
то отсюда сл^дуетъ, что в с я к а я  ф у н к ц 1 я  съ о г р а н и 
ч е н н ы м ъ  и з м ,Ь н е н 1 е м ъ  е с т ь  р а з н о с т ь  д в у х ъ  в о з - 
р а с т а ю щ и х ъ  ф у н к ц i й. Это свойство можно было бы при
нять за опред-Ьлеше функщй съ ограниченнымъ изменешемъ; 
въ самомъ деле, разность двухъ возрастающихъ функщй равна 
сумме возрастающей и убывающей функщи, т.-е. сумме двухъ 
функщй съ ограниченнымъ изменешемъ. Следовательно, эта 
сумма сама есть функщя съ ограниченнымъ изм'Ьнешемъ.

Если къ об-Ьимъ возрастающимъ функщямъ Р(ж), N  (ж) мы 
прибавимъ какую-нибудь возрастающую функцш <р(ж), то по- 
лучимъ новыя функщи Р х(ж), N x(x) ,— также возрастающая, 
и ихъ разность будетъ равна разности первоначальныхъ функ
щй Р(ж) и N  (ж). Такимъ образомъ, всякую функцш съ огра
ниченнымъ изм’Ьнешемъ можно представить безконечно разно
образно, какъ разность двухъ возрастающихъ функщй. Такъ 
какъ всякая монотонная функщя имеетъ точки прерывности 
только перваго рода, то то же имеетъ место и по отноше- 
шю къ сумме двухъ монотонныхъ функщй; следовательно,
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в с я к а я  ф у н к ц i я f (x )  съ о г р а н и ч е н н ы м и  и з м ^ н е -  
н1емъ и м ^ е т ъ  т о ч к и  п р е р ы в н о с т и  т о л ь к о  п е р -  
в а г о  р о д а .

Какъ примерь функцш съ неограниченнымъ изменешемъ,
разсмотримъ функцш (а?) =  sin - > принимая f { о)= о . Легко

видеть, что полное изм^нете этой функцш въ промежутке,
заключающемся между значетями. обратными числамъ - и

2

п л + - 1  равно 2 п. Следовательно, въ промежутке (о, -)  эта2 \  JIJ
функщ я— съ безграничнымъ изменешемъ, что слфдуетъ также 
и  изъ того, что для этой функцш х = о  есть точка прерыв
ности второго рода.

Разсмотримъ теперь, въ частности, функцш f  (х) съ ограничен
нымъ изменешемъ въ промежутка (а, Ь), непрерывную въ этомъ 
промежутка*). Разобьемъ промежутокъ (а, Ъ) на части точками 
д'Ьлетя х х, х2, . - . ,  ж„_1, и пусть будетъ v изм-Ьнете функцш 
въ разсматриваемомъ промежутка, соответствующее такому 
разб1енш.

Е с л и  ч и с л о  п н е о г р а н и ч е н н о  в о з р а с т а е т ъ  та -  
к и м ъ  о б р а з о м ъ ,  ч т о  н а и б о л ь ш е е  з н а ч е и 1 е  X р а з 
н о с т е й  х.—х{_г с т р е м и т с я  к ъ  н у л ю,  то ч и с л о  v 
и м ^ е т ъ  п р е д ^ л о м ъ  п о л н о е  и з м е н е н 1 е V.

Доказательство этой теоремы основывается на следую - 
щемъ замечаши. Предположимъ, что каждый изъ промежут- 
ковъ (а,%1), (хг, х2), . . . разбитъ на более мелше промежутки 
новыми точками д ел етя , и пусть будетъ

a i У\1 У2' • • * > Ук—1’ ХП Ук+v • • • ’ Vl—v  Х2' Vl-if.i> • • • ) ®

получившаяся иовая последовательность. Обозначимъ черезъ v' 
число, аналогичное Ъ, для этого новаго разб1ешя. Мы, оче
видно , имеемъ

I f  Ю  - f { a ) \ ^ \ f ^ ) - f  (У/с-0 I +  • • • + 1 П У г ) - № \ ,
\f(x2) - f ( * i ) \ ^ \ f ( xz) - f { y l_ 1)\ +  - • ■ +  \f(yll.+l) - f ( x i)\ »

и, следовательно, « <^г/.

*) Всякая непрерывная функщя не есть непрем-Ьнно функщя съ огра- 
ниченньшъ изм-Ьнешемъ. Такъ, непрерывная функция Вейерштрасса, 
приведенная въ § гоо, — съ неограниченнымъ изм^нетемъ во вся- 
комъ промежутк-Ь, функщя xsin  - — вблизи начала координать.
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Пусть будетъ V верхняя граница чиселъ v, и е — некото
рое положительное число. По самому определению числа V, 
существуетъ такая последовательность возрастаюшихъ чиселъ

а < я 1< а 2< . . ..<яр_г<&, 

что число v0, определяемое равенствомъ

»0= \ П + • ■ + \ f (b)—f(aP-i)\  >

6 0 7

будетъ больше V -----Пусть будетъ Я положительное число,
2

меньшее всехъ разностей ах—а, a2—av  . . . , Ъ—а■ v  Разсмот- 
римъ какое-нибудь разбиение промежутка (я , Ь) на частичные 
промежутки, меныте Я, возрастающими числами я, х17 х2, . . . ,  
xn—v  и ПУСТЬ будетъ v соответствующее изменеше функцш. 
Расположимъ теперь все числа ж,. и а. въ возрастанопцемъ по
рядке; мы получимъ новое разб1еше промежутка (я, Ъ), после
довательное къ двумъ первымъ, и, на основанш предыдущаго 
замечашя, соответствующее этому новому разб1енпо изменение 
функции v' будетъ не меньше v0 и v.

Найдемъ верхнш пределъ разности v' — v. Мы можемъ 
перейти отъ разб1етя, которое даетъ v, къ разб1енио, которое 
даетъ разбивая точками ях, я2, я3, . . .  , а х те промежутки 
{xf_v  хг), внутри которыхъ содержится какая-нибудь изъ этихъ 
точекъ ак, причемъ очевидно, что въ каждомъ изъ промежут- 
ковъ («._!, ж.) можетъ заключаться не более одной точки я*. 
Полное число промежутковъ (* , хг), которые можно будетъ
разбить такимъ образомъ, самое большее равно р —г. Мы 
имеемъ

I f  (Х,) — f (ai) \ +  \ f  (®t.) — f  (ж,_1) | -  | /'(s ,-)-A *,._ 1) | ],
причемъ знакъ суммы распространяется на все те промежутки 
{x._v  ж,.), внутри ксторыхъ содержится одна изъ точекъ ак. 
Пусть будетъ «в наибольшее значеше колебания функцш f {x ) 
въ каждомъ изъ частичныхъ промежутковъ (я, хг), (ж1? ж2) , . . . .  
Очевидно, что разность

\ f ( x t) - f  к )  I+ 1 / - ю - т . , )  | - 1 |

не можетъ быть больше, чемъ 2 а», и, следовательно, разность 
»'—v не можетъ быть больше, чемъ г (р—i)<o. Такъ какъ 
функщя f  (х) непрерывна, то можно найти такое положитель
ное число т), чтобы во всякомъ частичномъ промежутке съ ам
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плитудою, меньшею т], колебаше функцш /  (х) было меньше

—г—— л', следовательно, если наибольшее эначеше разно- 
4  (Р - I )
стей хг—ах, х2—хх, . . . , Ъ—x„-i будетъ меньше у, то мы будемъ 

£
имЪть г/—v < -- Сверхъ того, мы можемъ представить разность 2
У —  V  В Ъ  в и д е

V —v =  V —v0+ ( v '—v)—(v'—v^,

и, следовательно, получимъ V — г><е. Такъ какъ v не можегь 
быть больше У, то отсюда следуетъ, что v имеетъ преде* 
ломъ У.

Пользуясь этою теоремою, можно доказать, что ф у н к -  
ц 1 я  У(х), п р е д с т а в л я ю щ а я  п о л н о е  и з м е н е н 1 е  
ф у н к ц 1 и  f  (х) в ъ  п р о м е ж у т к е  (а, х), е с т ь  н е п р е 
р ы в н а я  ф у н к ц 1 я  о т ъ  х.

Пусть будетъ х0 значеше переменнаго х, заключающееся 
между а и Ъ, и а, уг, у2, . . . ,  уп, х0 — некоторая последова
тельность возрастающихъ чиселъ. V(х0) есть пределъ изме- 
н е т я  v

v =  I f  Ы ~  /  («) I + 1 f  W  ~ / 'Ы 1 +  --
+ \аУп) - П У п-г)\ + \П*о)Ч(Уп)\-

Сумма всехъ членовъ, кроме последняго, не можетъ быть 
больше V(уп); следовательно, она не больше V(х0—о), такъ 
какъ V(х) есть возрастающая функщя. Такимъ образомъ, мы 
имеемъ

V (xo-o )  + \f.(x0) - f { y n)\.

Такъ какъ функщя f(x)  непрерывна, то разность f  (x0) —f  (у„} 
стремится къ нулю вместе съ \х0—уп \\ следовательно, пре
делъ V(х0) изменетя v не можетъ быть больше V (ж0—о), 
а, такъ какъ функция V(х) возрастающая, то необходимо 
У (хо) — У (хо ~ ° )  ■

Чтобы доказать, что точно такъ же F(a:0)=  Т(ж0 +  о), поЛо- 
жимъ

ъ - х = у ,  V M =  Уф)-У(*У,

Ух (у) представляетъ полное изменеюе функцш f ( l —y) въ про
межутке (о, у).  На основами предыдущаго имеемъ

Уг (Уо)=  У\ (Уо ° ) !

и, следовательно, У  (х0) = V ( x 0 + o).
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Такъ какъ функцш V(x) и f ix)  непрерывны, то > будутъ 
также непрерывными и функцш i

р  (х) = 7  (%) + f ( x ) - f ( a ).

Следовательно, в с я к а я  н е п р е р ы в н а  я '  фу н к  ц i я 
с ъ  о г р а н и ч е н н ы м ъ  и з м гЬ н е н 1 е м ъ  е с т ь  р а з н о с т ь  
д в у х ъ  н е п р е р ы в н ы  хъ в озр  а с т а ю щ и х ъ  ф у н к ц и й .

7 Ь; {i j. * ’• v j /IГ! !_> * * i;
П р и м е р ъ .  — Если непрерывная функщя f(x) имфетъ 

въ некоторомъ промежутке (а, Ъ) только конечное число maxima 
и minima, то очевидно, что она будетъ въ этомъ промежутке 
функщею съ ограниченнымъ изменетемъ. Разсмотримъ, напри- 
мкръ, функцш fix),  возрастающую отъ а до а1; затемъ убы
вающую отъ аг и а2, и снова возрастающую отъ а2 до Ь. 
Возьмемъ две функцш /j(a;), /2 {х), определенный слрдугощимъ 
образомъ:

1. Въ промежутке (а, аг): / j (х)—f(x), f2 (x)=o;
2. Въ промежутке (ах,а 2): f1 (x)=f(a1),  f2 (х)==/■(%)-/М ;,.,;

fi И = / 'И - / ' ( а 2)+ /'(« :), ц,Ч!13 . Въ промежутке (а2, 6): 4(ж) =  /(а 1) - / ‘(а2).
Ясно, что обе функцш (ж) и /2(х) непрерывны и возра

ст аютъ во всемъ промежутке (а,Ъ), и ихъ разность равна fix).  
Точно такъ же можно было бы поступить для разложетя f(x) 
на разность двухъ непрерывныхъ возрастающихъ^ функщй и 
при любомъ числе maxima и minima въ промежутке (о, 6).

Вообще, пусть будетъ f(x) такая функщя,|что мы можемъ 
разбить промежутокъ (а, Ъ) на р  частичныхъ промежутковъ, 
въ каждомъ изъ которыхъ функщя будетъ монотонною; кроме 
того, предположимъ, что функщя f{x) имЕетъ только конечное 
число точекъ прерывности, и притомъ правильныхъ. Съ по
мощью предыдущаго n p ieM a можно представить эту функцш f i x ), 
какъ разность двухъ возрастающихъ функщй, имеющихъ 
только правильный точки прерывности.

9 . Обобщеше поняня производной. — Разсмотрете верхнихъ 
и нижнихъ пределовъ функцш справа и слева отъ какой-нибудь 
точки позволяетъ расширить понятае обыкновенной производ
ной заменою его понятлемъ п р о и з в о д н а г о  ч и с л а ,  суще- 
ствующаго какъ для непрерывныхъ, такъ и для прерывныхъ 
функщй, вполне определенныхъ вблизи некоторой точки х.

П р о и з в о д н ы м и  ч и с л а м и  ф у н к ц 1 и f ix)  в ъ  т о ч к е  х  
н а з ы в а ю т с я  в е р х и ie и н и ж н 1 е  п р е д е л ы ,  к ъ  к о т о -

39КУРСЪ МАТЕЫАТНЧЕСКАГО АНАЛИЗА.
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р ымъ  с т р е м я т с я  в е р х н i я и н й ж н i я г р а н и ц ы
f ( x + h ) - f ( x )  

hч е н 1 й  о т н о ш е н 1 я п р и  п р ' и б я и ж е н

з н а- 

i и h

к ъ  н у л ю  к а к ъ  со с т о р о н ы  п о л о ж и т е л ь н ы х ъ  Ь, 
т а к ъ  и со с т о р о н ы  о т р и ц а т е л ь н ы х ъ  Ъ.

Такимъ образомъ, всякая вполне определенная функщя 
имеетъ во всякой точке ч е т ы р е  производныхъ числа, конеч- 
ныхъ или безконечныхъ, равныхъ или неравныхъ. Если два 
производныхъ числа, соответствующихъ положительнымъ hr 
равны между собою, то говорить, что функщя f(x) имеетъ 
п р о и з в о д н у ю  с п р а в а  от ъ  х. Такъ же определяется 
п р о и з в о д н а я  с л е в а  о т ъ  х. Если все четыре производ
ныхъ числа конечны и между собою равны, то говорить, что 
функщя имеетъ п р о и з в о д н у ю  въ т о ч к е  х. Напримеръ, 
функщя f{x), определяемая равенствами

f{x)—x  s in— при х ^ осс и f(o)=o,

имеетъ въ начале координата производную справа + 1 , и 
производную слева —I.

Если въ некоторомъ промежутке (я , Ъ) производный числа 
непрерывной функции f(x) составляютъ ограниченное множе
ство, то можно доказать, что такая функщя удовлетворяетъ 
въ этомъ промежутке условно

\ f (x2) - f ( x 1) \ < K \ x 2- x 1\,

где К — некоторое положительное число, а х1У х2—кашя-нибудь 
числа, содержащаяся въ промежутке (я, Ъ). Это ycnoeie назы
вается у с л о в 1 е м ъ  Л и п ш и ц а  (Lipschitz); оно имеетъ весьма 
большое зиачете въ теорш дифференщальныхъ уравнений.

Точно такъ же можетъ быть обобщена и производная второго 
порядка. Разсмотримъ отношете

А Ч _  f{* + h) + f ( x - h ) ~  з  f{x) 
h2 h2

если обыкновенная производная второго порядка существуетъ, 
то она равна пределу этого отношешя при h = о; но можетъ 
случиться, что производной второго порядка не существуетъ, 
тогда какъ предыдущее отношете темъ не менее имеетъ 
лределъ. Этотъ пределъ

Нш f ( x  +  Jl) +  f ( x - h ) —  2 f ( x )
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когда онъ существуетъ, называется о б о б щ е н н о ю  п р о и з 
в о д н о ю  в т о р о г о  п о р я д к а  (ср. § i 3 ). Шварцу принад- 
лежитъ следующая теорема, имеющая приложеше при изученш 
тригонометрическихъ рядовъ*).

Е с л и  f(x) е с т ь  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц i я въ п р о м е 
ж у т к а  (а, Ь) и п р и т о м ъ  т а к а я ,  что  п р и  в с я к о м ъ  
з н а ч е н 1 и ж в ъ  э т о м ъ  п р о м е ж у т к а

f ( x + h ) + f { x - h ) - 2 f (x) „
™  А2

то f(x) е с т ь  л и н е й н а я  ф у н к ц i я п е р е м ^ н н а г о  х.
Теорема была бы очевидна, если бы мы допустили, что f{x) 

им'Ьетъ въ промежутка {а, V) производный перваго и второго 
порядка, но здесь мы этого не предполагаемъ.

Разсмотримъ линейную функцйо

т + ^ т - ю ъ

эта функщя равна функцш f(x) при х= а  и при х —Ъ. Если f(x)  
не есть линейная функщя, то разность

9 { * ) = № - № - % Е £ т - № }

въ промежутка (а, Ъ) не равна постоянно нулю.
Предположимъ, наприм’Ьръ, что <р (с) >  о , г д е  с есть н е к о 

торое число между а и Ъ. Тогда вспомогательная функщ я

V ( x ) = f ( x ) - f ( a ) - ^ - ^ [ f ( b ) - f ( a ) ]  + ~ { х - а ) { х - Ъ )

будетъ положительною п р и ж = е ,  если а взято достаточно мало. 
К ром е того, функщ я ip (ж) равна нулю при х —а и при х —Ъ\ 
следовательно, она имеетъ m axim um  при некоторомъ значе- 
нш  x —xlt заключающемся между а и Ь. Н о, какъ легко видеть , 

-ф ункщ я у>(х) удовлетворяетъ условш

П т  » ( « + * )  +  » ( *  -  ft) ~ 3 У  (*) _  п 2
/i=o №

Отсюда следуетъ , что при достаточно маломъ h не можетъ 
-быть одновременно

у> [хх+Ъ)- t p i x j ^ о, ^ ( х 1- Ц - ц > ( х 1) ^  о, ■

*) Лебегъ,L е 9 о n s s u r  l e s  s e r i e s  t r i g o n o m 6 t r i q u e s ; i 8 9 & .
3 9 *
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и, следовательно, при х = х х функщя ip (х) не можетъ иметь 
maximum. Такимъ образомъ, предположете, что разность 
(р (х ) не равна нулю во всехъ точкахъ промежутка (а, Ъ), 
приводить къ противоречш.

1 0 . Непрерывныя кривыя. — Пусть будутъ f(t), <p(t), ip(t) 
н е п р е р ы в н ы  я функцш переменнаго t\ множество точекъ, 
координаты которыхъ определяются формулами

x = f ( t ) ,  У = < р У ) ,  z = r p ( t ) ,

составляютъ н е п р е р ы в н у ю  к р и в у ю  Г.  Предположимъ, 
что непрерывныя функцш f(t), <p(t), ip (t) имеютъ n e p i о д ъ mr 
т.-е. что при всякомъ t имеютъ место равенства

f ( t + c o ) = f ( t ) ,  ip(t + a>) = <p{t), ip ( t-\-со) = ip (t)-

въ этомъ случае достаточно изменять t въ любомъ промежутке 
(а, а + со) съ амплитудою ю, чтобы получить все точки кривой Г; 
такая кривая Г  называется з а м к н у т о ю  к р и в о ю .  Очевидно, 
Пто мы можемъ предположить со положительнымъ; кроме того,, 
предположимъ, что со есть наименьшее положительное число, 
удовлетворяющее тремъ предыдущимъ равенствамъ. Если при 
двухъ различныхъ значетяхъ t', t "  мы имеемъ одновременно

f ( t ' ) = f ( t " ) ,  9 ( П = 9 > ( П ,  9 ( П = У > ( П ,

и при томъ разность t ' —t"  не есть краткое числа ы, то со
ответствующая точка кривой Г  называется ея д в о й н о ю  
т о ч к о ю .  Если же нельзя найти никакихъ двухъ такихъ 
значешй t' , t ' \  удовлетворяющихъ предыдущимъ соотноше- 
т я м ъ , чтобы t ' —t” не было кратнымъ числа со, то кривая Г  
не имеетъ двойной точки. Такимъ же образомъ определяются 
и кратныя точки высшей кратности. Кривыя, не имеюпця 
кратныхъ точекъ, называются п р о с т ы м и  к р и в ы м и  или 
к р и в ы м и  Ж о р д а н а .  Чтобы применить эти определешя 
къ плоскимъ кривымъ, достаточно положить ip (t)=o.

Жор дань строго доказалъ (см. его Cours d’Analyse), что 
замкнутая простая плоская кривая С разделяетъ плоскость 
на две области, внешнюю и внутреннюю, причемъ в с я т я  две 
точки одной и той-же области могутъ быть соединены ломаною 
литею , не пересекающею кривой С, тогда какъ всякая не
прерывная л и тя ,. соединяющая точку внутренней области 
съ точкою внешней области, необходимо пересекаетъ кри
вую С. Заметимъ, что обратное предложете неверно: мно
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жество точекъ, разделяющее плоскость на две части, одну — 
внутреннюю, а другую — внешнюю, по отношению къ этому 
множеству не определяет!., вообще, непрерывной кривой. 
Такимъ образомъ, поняПе аналитической непрерывности не 
равносильно геометрическому понятно границы области, раз
деляющей плоскость на две отдельныхъ области.

Пеано далъ весьма замечательный примерь плоской кривой, 
обладающей следующимъ свойствомъ. Можно составить там  я 
непрерывный функцш f(t) и <р (t) переменнаго t въ проме
жутке (о, i), что при измененш параметра t точка съ коор
динатами x —f(t), y=q>(t) совпадетъ последовательно со 
в с е м и  т о ч к а м и ,  л е ж а щ и м и  в н у т р и  к в а д р а т а ,  
-сторона котораго равна единице*). Очевидно, что функщя, 
представляющая кривую Пеано, какъ и функщя Вейерштрасса, 
не имеетъ производной ни въ какой точке.

1 1 . Длина дуги кривой. — Въ § 8о было доказано, что кри
вая, представляемая уравнетями

x=f( t ) ,  y=<p{t), z=y{ t ) ,

где f, q>, ip, функщи, непрерывныя въ некоторомъ проме
жутке (а, Ъ), спрямляема, если функщи f(t), <р (t), ip (i) имеютъ 
производныя, непрерывныя въ промежутке (а, Ъ). Эти условм 
достаточны, но не необходимы. Услов1я необходимыя и до
статочный были даны Жорданомъ: Д л я  т о г о  ч т о б ы  к р и 
в а я  С б ы л а  с п р я м л я е м о ю ,  н е о б х о д и м о  и д о с т а 
т о ч н о ,  ч т о б ы м н о ж е с т в о  ч и с е л ъ  I ,  и з м е р я ю щ и х !  
п е р и м е т р ы  м н о г о у г о л ь н ы х ъ  л и н 1 й ,  в п и с а н н ы х ъ  
в ъ  С, было о г р а н и ч е н о .

Это ycnoeie н е о б х о д и м о .  Въ самомъ деле, пусть будетъL  
длина многоугольной линш Р0 Р х Р 2 . . .  Р п, вписанной въ кри
вую С. Предположимъ, что при неограниченномъ возрастании п 
такъ, что maximum Я длинъ сторонъ многоугольной лиши 
стремится къ нулю, количество L  стремится къ пределу S. 
Не можетъ существовать никакой другой многоугольной ли
ши, вписанной въ С, периметръ которой L '  былъ бы большей. 
Въ самомъ деле, если бы такая лишя. существовала, то, раз
бивая каждый изъ промежутковъ на частичные более мелгае

*) Пеано, S u r  u n e  c o u r b e q u i  г е т р  l i t  u n e  a i r e  p l a n e .  
{Math. Annalen, т. XXXVI).

Гильбертъ, U e b e r  d i e  s t e t i g e  A b b i l d u n g  e i n e r  L i n i e  a u f  
-ei n F l B c h e n s t i i c k  (Math. Annalen, т. XXXVIII).
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промежутки, мы нашли бы, что периметры новыхъ многоуголь
ны хъ лишй всЬ больше L '  и, следовательно, не могутъ стре
миться къ S.

Это услов1е д о с т а т о ч н о .  Въ самомъ деле, пусть будетъS 
верхняя граница чиселъ L,  и пусть будетъ е какое-нибудь 
заданное положительное число; существуете такая последо
вательность возрастающихъ чиселъ

а =  а0< а 1< а 2< . . , < а р =  6,

что периметръ А  соответствующей вписанной многоугольной.
Sлинш будетъ больше S — • Разсмотримъ такую последователь-2

ность возрастающихъ чиселъ

«=Ч<*1<*2<- • =

чтобы все промежутки t .—tf были меньше некотораго лоло-
жительнаго числа J?, которое само меньше наименьшей изъ 
разностей ах — а0, а2—а1, . . . ,  Ъ — а Пусть будетъ L  пери
метръ соответствующей вписанной многоугольной лиши. Мы 
докажемъ, что при достаточно маломъ т] будетъ S —£ < « .

Для доказательства расположимъ числа t. и ак въ возрастаю- 
щемъ порядке, и пусть будетъ L'  длина вспомогательной 
многоугольной линш, получающейся при этомъ новомъ спо
собе разб1ешя. Число 11 будетъ не меньше L  и Л и, следо
вательно, больше S — -•2

Мы можемъ перейти отъ многоугольной лиши съ длиною L  
къ многоугольной лиши съ длиною L', заменяя стороны с., 
у которыхъ въ промежутке (t._v  t{) заключается точка av  двум» 
другими сторонами треугольника, имеющаго вершины въ точ- 
кахъ, соответствующихъ значешямъ t v  о,., t.. Число такихъ- 
сторонъ ct самое большее будетъ равно р — I. Такъ какъ функ
ции f ,  <р, ip непрерывны, то всегда можно выбрать настолько 
малое положительное число ij, чтобы при \H—f'\<lrj было

V W ) - f ( f ) Y +[<р(П -< р( П ¥ + Ы П - ч>(П Г<
В €мы будемъ иметь и, такъ какъ L ' > S — , то L > S —2 2

Следовательно, число L  имеетъ пределомъ S.
Заметимъ, что число L  не меньше каждаго изъ чиселъ

' ^1 z  y - y ^ i l
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Следовательно, чтобы L  было ограниченнымъ, необходимо 
чтобы функцш /(#), cp(t), ip(t) были съ ограниченнымъ изм-Ьне- 
шемъ. Эти услов1я достаточны, такъ какъ, съ другой стороны, 
мы им'Ьемъ

L < 2  | х . - х . ^  | + ^ |  У -У ,_ х \ + 2 \ I-

Итакъ, д л я  т о г о  ч т о б ы  к р и в а я  б ы л а  с п р я м л я е 
мою,  н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  ф у н к ц 1 и  
f(t), <p(t), ip(t) б ыл и  съ  о г р а н и ч е н н ы м ъ  и з м ^ н е н 1 е м ъ .

12. Площадь замкнутой кривой. Будемъ называть м н о г о 
у г о л ь н о ю  о б л а с т ь ю  всякую плоскую ограниченную об
ласть, границы которой состоять изъ конечнаго числа прямо- 
линейныхъ отрезковъ; эта область можетъ состоять изъ нЬ- 
сколькихъ многоугольниковъ, не имеющихъ никакой общей 
точки. Опр еде лете  площади такой многоугольной области 
известно изъ элементарной геометрхи. Разсмотримъ теперь 
замкнутую простую кривую С, разделяющую плоскость на две 
области, в н у т р е н н ю ю  область D  и внешнюю область. При
писать области D определенную площадь — эначитъ, въ сущ
ности, допустить следующш поступать:

(i) С у щ е с т в у е т ъ  ч и с л о  и п р и т о м ъ  т о л ь к о  о д н о ,  
б о л ь ш е е  в с я к а г о  ч и с л а ,  и з м е р я ю щ а г о  п л о щ а д ь  
л ю б о й  м н о г о у г о л ь н о й  о б л а с т и ,  - с о д е р ж а щ е й с я  
въ  Р,  и м е н ь ш е е  в с я к а г о  ч и с л а ,  и з м е р я ю щ а г о  
п л о щ а д ь  любо-й м н о г о у г о л ь н о й  о б л а с т и ,  с о д е р 
ж а щ е й  въ  с е б е  D.

Существоваше е д и н с т в е н н а г о  числа, удовлетворяю- 
щаго предыдущему условно, можетъ быть строго доказано 
въ томъ случае, когда кривая С удовлетворяетъ некоторому 
весьма общему условно, которое всегда удовлетворяется для 
кривыхъ, который обыкновенно разсматриваютъ.

Пусть будетъ Р  многоугольная область, содержащая D, р —- 
другая многоугольная область, содержащаяся въ D, А ш а  — 
соответствую пця площади этихъ обеихъ областей. Ясно, 
что каковы бы ни были обе многоугольный площади, мы 
ймеемъ А > а .  Следовательно, числа А  имеютъ нижнюю гра
ницу ok, и числа а имеютъ верхнюю границу сЯ/; сверхъ того; 
необходимо оД/ < e i. Если <А' =аЛ, то площадь D  называется 
к в а д р и р у е м о ю ,  и число <А есть мера площади области Р$)~

*) Это оцредЬлен1е квадрируемыхъ плоекихъ областей- можно‘̂ рас
пространить на области, определенный съ большею общнойъЙ* 
см. Бэръ, L e mo n s  s u r  l e s  t h e o r i e s  g e s 6 r - a l e s  d’AnaHyisfsfe; 
т. I, стр. 148.
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Ясно, что это числом  единственное, которое удовлетворяетъ 
условш (i)j iJ! : . . ;

Д л я  т о г о  ч т о б ы  о б л а 'с т ь  Р  б ыл а  к в а д р и р у е 
мою,  н е о б х о д и м о  и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  д л я  в с я -  
к а г о  п о л о ж и т е п ь н а г о  ч и с л а  е м о ж н о  б ыл о  н а й т и  
т а к у ю  м н о г о у г о л ь н у ю  о б л а с т ь  Р,  со д е р ж а щ у ю  Р ,  
и т а к у ю  д р у г у ю  irk 6 г о у г о л ь н у ю  о ' б л а с т ь  р, с о 
д е р ж а щ у ю с я  въ  Р;  ч т о б ы  р а з н о с т ь  А —а п л о щ а 
д е й  об л а с т е й  Р  и р  бы л а мен ь ше  е.
-, По самомому опредклешю,услов1е необходимо. Оно вмкстк 
съ ткмъ и достаточно, такъ какъ разность А —а не можетъ 
быть меньше разности] ©I—сЯ/. Отсюда слкдуетъ, что если 
область Р  квадрируемая и имкстъ площадь с.1 , то всегда 
можно найти такщ двк многоугольный области P o p ,  одну — 
содержащую 72, а другую — содержащуюся въ Р , чтобы раз
ности И — <А—а были меньше всякаго даннаго положитель- 
наго ччсла е. Предыдущее ycnoeie квадрируемости площади I)  
можетъ быть иначе выражено слкдующимъ образомъ: Н е о б х о 
д и м  о и до с т а  т о ч но,; ч т о б ы  м о ж н о  был о  з а к л ю ч и т ь  
г р а н и ц у  С в ъ  т а к у ю  м н о г о у г о л ь н у ю  о б л а с т ь ,  п л о 
щ а д ь  к о т о р о й  б ы л а  бы м е н ь ш е  в с я к а г о  д а н н а г о  
ч и с л а .  Въ самомъ дклк, многоугольная область, содержащая С, 
есть разность двухъ многоугбльныхъ областей, одной — содер
жащей Р ,  а другой — содержащейся въ Р .

Нетрудно доказать,' что если область Р , граница которой, 
состоитъ изъ нксколькихъ замкнутыхъ крйвыхъ, можетъ быть 
разбита на сумму или разность квадрируемыхъ, площадей, 
то область Р  также квадрируема, и ея площадь равна суммк 
или разности еоставляющихъ ее площадей: Изъ сказаннаго 
мы видимъ-, что числом измеряющее площадь области, огра
ниченной замкнутою кривою, определяется,, какъ екнете, 
едкланное въ множествк положительныхъ чиселъ, Изъ этого 
опредклен!я вытекаетъ нксколько свойствъ, который также 
могли бы служить опредклешями. Разсмотримъ одно изъ нихъ, 
которое тЬсно примыкаетъ къ обычному понятш -площади. 
Пусть будетъ £?/ замкнутая плоская' кривая,; ■ Ограничивающая 
квадрируемую область Р  еъ площадью оЯ,- Разобьомъ плоскость 
на квадраты прямыми, параллельными двумъ взаимна перпен- 
дикулярнымъ направлешямъ, и  отстоящими ■ друтъ отъ друга 
на разстояще р, Мы получимъ квадраты трехъ родовъ: ^ к в а д 
раты, .расположенные внутри Р;. 2) квадраты внклпде, не 
имкюпце ни одной общей точки съ Р ; ; 3 ) квадраты смешан
ные, имкюпце точки и внутри Р , и внк Р , Легко доказать,
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что п р и  н е о г р а н и ч е н н о м ъ  у м е н ь ш е н и и  q с у м м а  
п л о щ а д е й  с м е ш а н н ы х !  к в а д р а т о в ъ  с т р е м и т с я  
к ъ  нулю.  Отсюда сл^дуетъ, что п р и  н е о г р а н и ч е н 
н о мъ  у м е н ь ш е н ! и  р с у м м а  п л о щ а д е й  в н у т р е н -  
н и х ъ  к в а д р а т о в ъ  с т р е м и т с я  к ъ п л о щ а д и  D.

13. Теоремы существовашя неявныхъ функщй. — Дока
зательства теоремъ существовашя неявныхъ функщй даны 
въ §§ го, 25. Мы приведемъ здесь новое доказательство 
Гурса, какъ требующее менынаго количества ограничитель- 
ныхъ условий*). Разсмотримъ предварительно агЬдуюпцй част
ный случай.

П у с т ь  б у д е т ъ  f ( x ,  у , г) н е п р е р ы в н а я  ф у н к г щ я ,  
и м е ю щ а я  н е п р е р ы в н у ю  п р о и з в о д н у ю  f': (х, у, г) 
в б л и з и  с и с т е м ы  з н а ч е н Л й  (х0, у0, г0). Е с л и  э т а  
ф у н к щ я  f (x,  у, г) и ея п р о и з в о д н а я  ^  п р и  э т о й  
с и с т е м е  з н а ч е н ! й  р а в н ы  н у л ю,  то  у р а в н е н 1 е

z = z 0+f(x ,  у , г) (i)

и м Ь е т ъ  о д и н ъ  и т о л ь к о  о д и н ъ  к о р е н ь  z=<p(x, у), 
с т р е м я п щ й с я  к ъ  г0, к о г д а  ж и у с т р е м я т с я  с о о т 
в е т с т в е н н о  к ъ  х0 и у0, и в б л и з и  э т о й  с и с т е м ы  
з н а ч е н 1 й  ф у н к ц 1 я  <р е с т ь  н е п р е р ы в н а я  ф у н к  ц i я 
п е р е м ^ н н ы х ъ  х  и у.

Такъ какъ функщй f ( x , у, z) и f': (x, у, г) равны нулю 
при ж=ж0, у= у0, z —z0 и непрерывны вблизи этой системы 
значетй, то мы можемъ выбрать три такихъ положительныхъ 
числа я, Ь, с, чтобы функщй f(x,  у, г) И fz (ж, у , г) были не
прерывны въ области D , определяемой условиями

x0- a < i x £ x 0+a, у0-Ъ<^у < у 0 + Ь, ze-c< ,z< ^z0+c,
1

и чтобы, кроме того, въ области D было

|Д(ж, у , з ) \<К,  (2)

гдф К  есть какое-нибудь положительное число, меньшее 
единицы. Условно (2) всегда можно удовлетворить соответ- 
ствующимъ выборомъ чиселъ я, Ъ, с, такъ какъ непрерывная 
функщя f~ р а в н а  н у л ю  п р и  ж=ж0, у = у 0, з = з 0.

*) Гурса, S u r  l a  t h e o r i e  d e s  f o n c t i o n s  i m p  l i  c i t e s  ( B u l 
l e t i n  d e  l a  S o c i 6 t e  m a t h 6 m a t i q u e ,  т. XXXI; 1903).
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Для р еш етя  уравнетя (i) мы прим'Ьнимъ методъ посл'Ьдо* 
вательныхъ приближешй. Положимъ последовательно

Zl = Z0 + f(x ,  у , s0), s2=z0 + f{x, у, ег), 
и, вообще,

*n= zo + f ( x i Vi ( и = I,  2, . . . , со). (3 )

Докажемъ, что если разности х —х0, у —у0 будутъ достаточно 
малы, то все разности 8п—г0 по абсолютному значенпо будутъ 
оставаться меньшими с, и, следовательно, предыдущая по
следовательность операцш можетъ быть продолжена неогра
ниченно. Пусть будетъ г какое-нибудь число, заключающееся 
между г0—с и з0 + с; мы можемъ написать

f ( x , У, e)=f(x ,  у , z0)+ f(x ,  у, s ) - f { x , у , «„),

и, следовательно, применяя формулу средняго значсшя и 
принимая въ соображете услов!е (2), получимъ

\ f (x,  у, g)\ <  !/■(«, у , *0)| +ЛГ 1^—«г0|. (4)

Возьмемъ теперь такое положительное число А, чтобы оно 
было не больше меныпаго изъ чиселъ а, Ъ, и ,чтобы абсолютное 
значете функцш f ( x , г/, г0) было меньше (г —К) с, когда 
точка (х , у) остается въ области D',  определяемой услов!ями

x0- h ^ x ^ x 0 + h, y0- h ^ y ^ y 0 + h.

Изъ неравенства (4) следуетъ, что будетъ также

\f(x, у, г ) \ < { г - К ) а - К с = с .

Такимъ же образомъ последовательно можно убедиться, что 
если точка (ж, у) остается въ области D',  то абсолютный 
значетя всехъ разностей zl —z0, z2—z0, . . .  , zn — z0, . .. будутъ 
меньше с. Следовательно, мы получаемъ неограниченную по
следовательность функщй гг (х, у), z2 (x, у), . . . ,  zn (ж, у), 
определяемыхъ рекуррентнымъ закономъ (3 ), который все 
непрерывны въ области D'  и заключаются между z0 — c и z0+c. 
Докажемъ, что п р и  н е о г р а н и ч е н н о м ъ  в о з р а с 
т а й  i и п ф у н .к ц 1 я  zn(x, у) с т р е м и т с я  к ъ  н е к о т о 
р о м у  п р е д е л у .  Въ самомъ деле, изъ соотношешй

*« =  г 0 +  /■(*, У , Zn - l = S <) +  f ( X ’ У .
принимая во внимаше ycnosie (2), следуетъ

<-E’l£f—1—
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и, следовательно,

' | |  < * " " ’ | * i-* o 1 <  Я ”" 1 {1 - Щ е -

Такимъ образомъ, рядъ

*o+(*i—*o) +  (*2—А  ) +  . . .  +  (*„—A--i)+ • •• (5 )

— равномерно сходяицйся въ области D ' w  имеетъ суммою' 
некоторую функщю Z(x,  у), непрерывную въ этой области. 
Эта функщя Z  удовлетворяетъ уравнение (i), такъ какъ при 
неограниченномъ возрастали п уравнеше (3 ) обращается 
въ пределе въ

Z = e 9+f{x,  у , Z). 1 (6)

Сверхъ того, при х = х 0, у= у 0 все функцш гх, z2, . \ . обра
щаются въ 80, и, следовательно, мы будемъ иметь Z(x0, уо)=0о‘, 
такимъ образомъ, функц1я Z(x ,y )  удовлетворяетъ всФмъ тре- 
буемымъ услов1ямъ. • ‘

Z.(x, у) е с т ь  е д и н с т в е н н ы й  к о р е н ь ,  у д о в л е т в о 
р я ю  пщй этимъ;  у с л о в 1 я м ъ .  Точнее, когда точка (х, у) 
заключается въ области D',  уравнеше (i) не имеетъ никакого 
другого корня, кроме Z , заключающегося между г() - с ж 0 о+с: 
Въ самомъ деле, пусть будетъ Zx такой корень; изъ соот- 
ношетй

. -  Z x==g0+f(x ,  у, г х), gn=Zb+f(x, у , #„_,)•
получаемъ >

Z 1- z n = f ( x , y , Z 1) - f (x ;y ,g„- . i )J 

и, следовательно,

. . i, , I I <  K \ Z x—0n_ i.| •

Отсюда будемъ, иметь

\Zx- * b \ < K "  ' \ z x- f x \.

Следовательно, цри неограниченномъ возрастанш п раз
ность Z x—sn стремится къ нулю; такимъ образомъ, Z x то
ждественно съ Z. Приведенное здесь доказательство не только 
позволяетъ убедиться въ существованш корня Z(x ,  у), но и 
даетъ способъ его вычислить. Такъ какъ абсолютное значете 
разности меньше ( i —K) с, то абсолютное значете раз
ности гп—гя_! будетъ мейыне (1 —К ) с К п~1. Отсюда сле
ду етъ, что ̂  ограничивая рядъ (5) членомъ (гп— , мыдоцу- 
стимъ погрешность, абсолютное значете которой меньше с К*.
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Отъ этого частнаго случая легко перейти къ общей теорем1!;.
П у с т ь  б у д е т ъ  F ( x , y , z )  ф у н к ц и я  п е р е м е н н ы х ъ  

х , у , з ,  у д о в л е т в о р я ю щ а я  с л ’Ь д у ю щ и м ъ  у с л о в 1 я м ъ :  
г . Ф у н к н д я ^  н е п р е р ы в н а  и и м !; е тъ  н е п р е р ы в н у ю  
ч а с т н у ю  п р о и з в о д н у ю  F': в б л и з и  с и с т е м ы  з н а - 
ч е н 1 й (ж0,у 0,£ 0); 2. F ( x 0, у0, еа) р а в н о  н у л ю,  т о г д а
к а к ъ  F ' ( x 0, y 0, s 0) о т л и ч н о  о т ъ  н у л я .  П р и  э т и х ъ  
у с л о в 1 я х ъ  у р а в н е н 1 е

F ( x , y , e ) = о (7)

им! » е т ъ  о д и н ъ  и т о л ь к о  о д и н ъ  к о р е н ь ,  с т р е м я -  
п щ й с я  к ъ  з0, к о г д а  х  и у с т р е м я т с я  с о о т в е т 
с т в е н н о  к ъ  х0, у01 и э т о т ъ  к о р е н ь  е с т ь  н е п р е р ы в 
н а я  ф у н к ц 1 я  п е р е м ! з н н ы х ъ  х  и у в б л и з и  т о ч к и  
(*Ь* У о)-

Обо8начимъ F'z(x0, у0, г0) черезъ т ;  по предположению, 
т отлично отъ нуля, и уравнете (7) равносильно уравнению

z= ea + Y e - z 0~ F ( x , y , s ) ^ ,  (8)

но уравнете (8) им'Ьетъ видъ уравнетя (i), въ которомъ

f  У. У Л

Такимъ образомъ, теорема доказана, и очевидно, что разсу- 
ж дете не зависитъ отъ числа независимыхъ перем’Ьнныхъ.

Перейдемъ теперь къ изучению системъ неявныхъ функщй, 
опредЬляемыхъ совместными уравнешями. Пусть будутъ

f/iK , • • • » Vi, • • • . ур), ■ , fP(xv  • • •. *»; у»  • • • . ур)
р  функщй п + р  перем'Ьнныхъ xv ук, непрерывныхъ и им-Ьющихъ 

непрерывный частныя производныя ^  вблизи системы значенШ

х{—х° ук=у%. Если, кроме того, р  функщй f.  и jр2 частныхъ
df. .

производныхъ — ■ равны нулю при этой систем!» значетй, то

_ р у р а в н е н 1 Й
yi=yi+fi, y^ y l+ U , • • •» yp=yl+fp (9)

и и е ю т ъ  о д н у  и т о л ь к о  о д н у  с и с т е м у  p-femeHifi

yi=<Pi(*v *2. • • •» *«),-••,  Ур=<Рр(хч хъ • • • » *«)>
с т р е м я щ и х с я  к ъ  з н а ч е н 1 я м ъ  у\, у*, . , ур, к о г д а
агх, х2, . . . ,  хп с т р е м я т с я  с о о т в е т с т в е н н о  к ъ  ж?
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ж , х„, и э т и  р е ш е н 1 я  с у т ь  н е п р е р ы в н ы й
ф у н к п + и  в б л и з и  э т о й  с и с т е м ы  з н а ч е н 1 й  ж®,
Жд, . . . ,  хп.

Разсмотримъ, для определенности, два уравнешя съ двумя 
независимыми переменными ж, у и двумя функщями и, v и 
предположимъ x0=y0=u0—v0=o.  Этому последнему условно 
всегда можно удовлетворить, заменяя х, у, и, v соответственно 
черезъ ж0+ж, у0+у, и0+ и , v0+v. Тогда уравнешя (ю) будутъ 
иметь видь

U=f(x,  у; м, v), v = <p(x, у; и, v), (и )

v .  . d f d f d w d wпричемъ при x = y - u - = v —o функцш f, <р, равны

нулю и непрерывны вбливи этой системы значешй. Пусть бу
дутъ а, Ъ, с таюя положительныя числа, чтобы шесть преды- 
дущихъ функщй были непрерывны въ области D, определяе
мой услов1ями

\х\<^о,, |у|<1&, | м| ^С,  | « | < с ,

и чтобы, кроме того, въ этой области было

д1
ди < К , \df\

1«Ч
< * , I д9> I ^  V \дф

| dv < K , (12)

где К — какое-нибудь положительное число, меньшее Соста- 
вимъ, подобно предыдущему, две последовательности функщй

% = f{x,  2Г, о, о) , ^  =  9Р(ж, у; о, о) ,
«2 = /> , 2Г, «1 , Ml), м2 = да(ж, 2/; Ml),

................ * * * • J * ’ * ' » ...................J
и, вообще,

«•=/Ч®>. у; «п-1, m_ i ), мп=9> (ж, у; (гЗ)
Если [абсолютный значешя количествъ г(я_ ь г?я_ х будутъ 
меньше с, то, применяя формулу средняго значешя къ разно- 
стямъ м„— v„—vx и принимая во внимаше услов1я (12), по- 
лучимъ

К 1 < | /■(*» Г, о) 1+2Же, ’ |м„|<у>(ж, у; о, о)| +  2Хс.

Выберемъ теперь такое положительное число h, чтобы оно 
было не больше меньшаго изъ двухъ чиселъ а и Ъ, и чтобы 
абсолютный значешя функщй f ( ж, у; о, о) и у>(ж, у; о, о) 
были меньше (i — 2 К) с, когда абсолютный значешя перемен- 
ныхъ ж и у не превосходятъ А. Если точка (ж, у) остается 
въ области 1У, определенной такимъ образомъ, то последо
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вательно можно убедиться, что всЬ функцш и,., v{. будутъ 
непрерывны и по абсолютному значенш будутъ оставаться 
меньше с.

Докажемъ, что п р и  н е о г р а н и ч е н н о м ъ  в о з р а с т а л и  
ч и с л а  п ф у н к ц 1 и  ип и vn с т р  ем я т е  я к ъ  н гЬ к о т о р ы м ъ  
п р е д е л а м ъ  U (ж, у) и V (ж, у). Въ самомъ , раземот- 
римъ два ряда j

г«1+(м2—Mi) +  . . . + (ип- и „ - 1) + . . . ,  I
V1 + (V2 ~  + • • •  + (»«- Vn—l) + -----  ( ( ч ) ,

Изъ соотношений ( i3 ) получаемъ

и« =  f(x_, у; м„_ь  v„_i) —/‘ (х,  у ;  м„_:2, vn- 2),

и, следовательно, на основании ycnoeifi (12),

| -('п — и,,— 1 1 <  К  | м и _ х  —  ип— 2 1 -Ь  F  | « „ - I  —  г > „ _ 2 1 .

Очевидно, что такое же неравенство существуетъ для [ vn— vn̂ x . 
Обозначая черезъ Д  наибольшее изъ чиселъ | и„—un- i  | и 
| г?и — _11, им’Ьемъ

Д  < 2* Д_„
и, следовательно, Д  <  (2 К )  ”-1 Д  <  (2 К )  " -1 (1 — 2 К )  с.

Отсюда сл-Ьдуетъ, что оба ряда (14) — равномерно сходя
щееся въ области I /  и представляютъ две функцш U (х, у) и 
V(x,  у), непрерывный въ этой области. Эти функцш V и V  
удовлетворяютъ уравнетямъ (и ) ,  такъ какъ при неограни
ченномъ возрастанш числа п соотношетя ( i3 ) въ пределе 
обращаются въ,

U = f ( z ,  у; U, V), V=y>(x, у; U, V).

Какъ и выше, можно было бы доказать, что U и V — един
ственные корни уравнетй (и ) , удовлетворяюпце требуемымъ 
услов1ямъ.

Разсмотримъ наконецъ систему самаго общаго вида

* 2 !  • • • I  Хп1 Уп У21 • •  • 1 2/ р )  =  ° >  ^ 2 =  ° )  • • • > - Д  =  0 *  ( 1 5 )

П р е д п  о л о ж и м ъ ,  ч т о  ф у н к ц 1 и Д ,  . . . ,  F  н е п р е 
р ы в н ы  и и м е ю т ъ  н е п р е р ы в н ы й  ч а с т н ы й  п р о и з -  

dFв о д н ы я  -т—' в б л и з и  с и с т е м ы  з н а ч е н 1 й  #$, . . . ,  ж“, 
дУк

у\, у°р, п р и  к о т о р ы х ъ  Д  =  о, Д = о ,  F p—o,  и 
ч т о  ф у н к ц 1 о н а л ь н ы й  о п р е д е л и т е л ь

д ( д ,  д ,  Д )
2/ г »  » 2 /Р ) v •
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п р и  з н а ч е н 1я х ъ ж 5, | /“ не р а в е н ъ  нулю.  П р и  э т и х ъ  
у с л о в 1 я х ъ  у р а в н е н 1 я  (15) и м ^готъ  о д н у  и т о л ь к о  
о д н у  с и с т е м у  р е  ш е н i й

Ух=Ч>.i ( * i ,  • • • , *„)» • • • ,  2 /р ^ р О ы  ■ ■ • , *„)>

где cpv  <р2, , <рр—н еп р е р ы в н ы я  фу н к  iji и п е р е м е н -
н ы х ъ  ж1? х п, с т р е м я п щ я с я  с о о т в е т с т в е н н о
к ъ  yl, . . . ,  ур, к о г д а  п е р е м е н н ы й  х и  ж2, . . . ,  х п 

с т р е м я т с я  к ъ  ж}, ж2, • ■ • t х>1.
Для упрогцешя изложешя заметить ж, черезъ х ° + х ,  и у к че- 

резъ у 1 + У к , такъ чтобы все начальный значетя ж?, у° были

равны нулю. Обозначимъ черезъ а]1с значете производной

при этихъ начальныхъ значетяхъ. По предположение, опре
делитель

« п «12 . . .  а 1Р

А = «21 «22 . . .  а 2р

« И й р 2 • • • й у р

dFj
дУк

отличенъ отъ нуля. Очевидно, что система уравнетй (15) 
равносильна следующей системе

«и  »1 +  « ц  y2+ - - - + « i p  У,=аи  2 / i+ • • •+ « !„  yf - ^ i = W v  \
« 2 1  2/ г  +  « 2 2  У 2 +  • •  • +  « 2 Р  Ур=а2\ 2/ i  +  • • - + « ? р  Ур г =  |

«,1 2/i +  « P 2 2/г +  - • - +  арр У р ~ а р \  2/i +  - • - + « р р  2/р—•Fp=V>p, )

где при ж,—о, у*=о функцш и ихъ частныя производный 
равны нулю. Решая систему (16) относительно уг, у2, . . . ,  у ,
что возможно, такъ 
къ системе вида (9).

какъ А не равно нулю, мы придемъ
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Цифры въ указателе соотв’Ьтствуютъ номерамъ страницъ.

Абелевъ иитегралъ 230.
Абель (Abel) 160, 230, 371, 402, 404. 
Абданкъ-Абакановичъ (Abdank-Aba- 

canowicz) 210 .
Абсолютно сходянцйся рядъ 366,373, 

379, 381, 402,422.
Адамаръ (Hadamard) 403. 
Алгебраичесмй комплексъ 586. 
Альфенъ (Halphen) 37.
Амперъ (Ampere) 73, 85.
Амплитуда 597.
Амслеръ (Amsler) 210.
Аналитическая кривая 437, 439;—по

верхность 440; — функц1я 436. 
Аналитическое продолжете 411. 
Антикаустика 586.
Аппель (Appell) 588.
Апсидальная поверхность 92.
Арндтъ (Arndt) 380.
Архимедъ 140.
Асимптотичестя касательный 546; 

— линш 550, 552, 554.

Балитранъ (Balitrand) 538. 
Безконечно малое 22; главное— 22. 
Безконечныя значетя подъинтеграль- 

ныхъ функщй 183 ; — предфловъ 
интеграловъ 188; — функщй 5, 601. 

Бельтрами (Beltrami) 93.
Бернульи Дашилъ (Daniel Bernoulli) 

441.
Бертранъ (Bertrand) 68, 86, 139, 210, 

361, 524, 525.
Беръ (Baire) 14, 615.
Билинейный ковар1ангь 92.
Бинарная кубическая форма 64. 
Биномъ Ньютона 109, 419.

Бинормаль 512.
Бонне (Bonnet) 160, 445.
Борда (Borda) 139.
Буке (Bouquet) 520, 579.

Верхшй пред^лъ множества 148 ; — 
функцш справа, сл-бва отъ точки 
599; — въ тоник 599.

Верхняя граница функцш 597. 
Вейерштрассъ (Weierstrass) 8, 431, 

453, 455.
Вив1ани (Viviani) 301.
Винтовая лиюя 522, 523; круговая — 

495.
Вторичная каустика 466, 586. 
Выпуклая поверхность 542.
Выспне дифференщалы 26, 28, 30. 
Выснпя производный 8 , 45, 46, 610.

Галилей (Galilei) 474.
Гаро (Наго) 139.
Гауссъ (Gauss) 208, 366.
Геликоидъ 553, 564, 566.
Гессе (Hesse) 63.
Гильбертъ (Hilbert) 179, 613. 
Гипербола, ея площадь 228. 
Гиперболичесте синусъ, косину съ 228. 
Гипоциклоида 465 , 488.
Главная нормаль 509.
Главная часть безконечно малаго 22. 
Главное безконечно малое 22.
Главные pafliycbi кривизны 544, 547, 

565 ; — центры кривизны поверх
ности 133.

Главный касательный 546 ; — напра- 
влешя 546 ; — нормальный скчешя 
544, 547.

Гольдичъ (Holditsch) 212.
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Гомографичесгая преобразовашя 75.
Горловая лишя 577.
Граница верхняя, нижняя множе

ства 147, 595;— функцщ 597.
Гревсъ (Graves) 174.
Гринъ (Green) 274, 324.
Гурса (Goursat) 39, 50, 74, 94, 617.

Даламберъ (D'Alembert) 136, 306, 352.
Дарбу (Darboux) 8, 147, 570, 590.
Двойная лишя 121 ; — точка 117, 612.
Двойной интегралъ 263, 266, 270; — 

рядъ 376, 381, 391.
Дедекиндъ (Dedekind) 591.
Dextrorsum (кривая) 515.
Дирикле (Dirichlet) 272, 324, 369,444, 

445.
Дифференцировате подъ знакомъ ин

теграла 201, 393 ; — рядовъ 388.
Дифференвдалъ 23 ; — перваго, вто

рого,... порядковъ 23; полный—25; 
полный — сложной функцщ 28 ; — 
произведения 30.

Дифференщальные биномы 234.
Дифференщальные параметры Бель- 

трами 93 ; — параметры Ламе 87.
Дифференщальный инвар1антъ Аль- 

фена 92.
Длина дуги кривой 169, 172, 613.
Дополнительная кривая 537.
Дуга правильная 438.
Дюбуа-Реймонъ (du-Bois-Beymond) 

361.
Дюгамель (Duhamel) 141, 362.
Дюпенъ (Dupin) 568, 584.

Естественное уравнете 477.

Жаме (Jamet) 553.
Жергоннъ (Gergonne) 584.
Жорданъ (Jordan) 384, 604, 612, 613.

Задача Вив1ани 301.
Закрытый промежутокъ 597.
Заменашере.ч'Ьнныхъ 65, 66, 68, 70, 

76у 80, 82; — въ двойныхъ интегра- 
лахъ 276, 279, 282 ; — въ криволи- 
нейныхъ интегралахъ 195; — въ про- 
стыхъ интегралахъ 174 ; — въ трой- 
ныхъ интегралахъ 316.

Замкнутая кривая 612.

ИзмЬнеше отрезка прямой 173. .
ИзмИнете функцщ полное 604;-гпОл- 

ное положительное, отрицательное 
605.

Инверыя 72.
Индикатриса 544; сферическая — 506.
Интегралъ неопределенный 162 ; — 

определенный 155 ; — Эйлеровъ 
В (p,q) 293; — Эйлеровъ Г [а) 192.

Интегралы i  ̂  xdy — ydx 200 ; 

j  R ( x ,  V A x 2 +  2 Bx  +  C) dx 224 ;

R (sin x, cos x)clx 247; J  cos [ax +■

+  6)... dx 253; j  R (x) e WXdx 255.

Интегралы Абелевы 230;—гиперэл- 
липтическче 236,240,241; — двойные 
263, 266, 270;— Дирикле 324; — 
кратные 326 ;—  криволинейные 193, 
332, 340; — отъ дифференщальныхъ. 
биномовъ 234 ; — по поверхности 
294 ; — псевдо-эллиптичесме 245, 
258; — равномерно сходяпцеся 394; 
расширеше понятая — 183,188, 190, 
291 ; — тройные 311, 314 ; — эллип- 
тичесме 236, 240,241,242.

Интегральный логариемъ 256.
Интегрировате по частямъ 177.
Интегрируемый функцш 155.
Интерполироваше 206; — (методы 

Гаусса) 208.
Ирращональное тасло 591, 593.

1оахимсталь (Ioachimstal) 567.

Кардмпда 172.
Касательная плоскость 18, 44, 82,113.
Касательная прямая 6, 55, 103 ; ста- 
. щонарная — 494.

Касательнъш асинптотическщ 546 ; 
главный— 546; сопряженный—556.

Каустики вторичный 466, 586.
Квадратура 140, 168, 615 и др.; — 

гиперболы 228; — параболы 140 ; — 
эллипса 198.

Квадрируемая область 615.
Кельвинъ (Kelwin) 91.
Кеннгсъ (Koenigs) 590.
Кеплеръ (Kepler) 435.

КУРСЪ МАТЕМАТИЧЕСКАГО АНАЛИЗА. 4 0



б 2 б АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ,

К етл е  (Q u e te le t) 534.
Ковар1антъ билинейный 92.
Kone6aHie въ промежутка, 149, 263, 

597; — въ точкЬ, 599; — ел-Ьва отъ 
точки 599 ; — справа отъ точки 599.

Ком плексъ  (прямыхъ) 574, 586 ; алге
браический -— 586 ; линейный — 587.

Конгруэнщя (прямыхъ) 574, 579 ; ли
нейная — 582 ; — нормалей 582.

Конечная функщя 149.
Коническая точка 120.
Коноидъ 553.
Конусъ 500; — касательныхъ 119, 120 ; 

направляюнцй — 506.
Координаты криволинейный ортого

нальный 86 ; — полярный 70, 281; — 
эллиптичестя въ пространств^ 
323;— эллиптичестя на плоскости 
281.

Корни уравнешя 4, 9, 136. 306; об
и д е — двухъ уравнений 338.

Косинусы направляюнце 172.
Котсъ (Cotes) 208.
Коши (Cauchy) 8, 97, 111, 346, 350, 

352, 356, 369, 403, 419, 429, 537, 
584, 597, 598.

К р атн ы е интегралы  326 ; — ряды 382, 
391.

Кривыя аналитичесюя 437, 439 ; — 
Бертрана 525, 537 ; — двойной кри
визны 6, 55, 439, 489 и др. ; — 
дополнительный 537 ; — Ж орда
на 612; — замкнутый 612, 615; — 
л-Ьвыя 515 ; — комплекса 586 ; — не
прерывный 612 ; — огибаемыя 459, 
503 ; — огибаюпця 459, 503; —
Пеано 613 ; — плосмя 6, 23, 33, 437, 
459 и др.; — подарныя 74; — пра
вый 515; — присоединенный 537; — 
простыя 612;—развертывающш 466, 
472, 520; — соприкасаюнцяея 484, 
486, 529;—спрямляемый 169, 613;—', 
уникурсальныя 230.

К р и в и зн а  467, 507 ;— кривы хъ на  по
верхности 539.

Криволинейны е интегралы  193, 332, 
340.

К р у го в а я  винтовая лин1я 495, 525.
К р у г ъ  кривизны  468, 484, 510.
К р у ч е ш е  512.
К э л и  (C a y le y ) 292.

Лагранжъ (Lagrange) 6, S, 90, 96 
207, 433.

Ламе (Lame) 86, 87, 343.
Лапласъ (Laplace) 79, 90, 435.
Лебегъ (Lebesgue) 453, 611.
Лежандровы интегралы 244, 391.
Лежандръ (Legendre) 36, 73, 74, 83, 

181, 244, 422, 465.
Леженъ-Дирикле (Lejeune-Dirichlet) 

272, 324, 369, 444, 445.
Лемниската 232, 245.
Лейбницъ (Leibniz) 8, 22.
Ли Софусъ (Sophus Lie) 73.
Линейная конгруэнщя 582.
Линейное множество 596.
Линейный комплексъ 587.
Линейчатая поверхность 300, 554, 574.
Лишя винтовая 495, 522, 523 ; — гор

ловая 577 ; — двойная поверхности 
121; — кривизны 559, 564 ; — сжатая 
577 ; — уровня 273 ; — ценная 230, 
475.

Липшицъ (Lipschitz) 610.
Люнъ (Lyon) 525.
Л1увилль (Liouville) 241.
Логариемичесте признаки сходи

мости 359.
Логариемъ 62, 106, 107 ; интеграль

ный — 256.
Лопиталь (L’Hopital) 12.
Л-Ьвая кривая 515.
Л-Ьпная поверхность 573.

Маклоренъ (Maclaurin) 104.
Малюсъ (Malus) 584.
Мангеймъ (Mannheim) 537, 572.
Мансюнь (Mansion) 216.
Maxima 121, 123, 126, 128, 130, 133.
Менье (Meusnier) 542.
Мертенсъ (Mertens) 374.
Мёрфи (Murphy) 398.
Minima 121, 123, 126, 128, 130, 133.
Многочлены Лежандра 36, 181, 210, 

422.
Множество 147, 595;—линейное'596; — 

неограниченное 597 ; — ограничен
ное 595 ; — ограниченное сверху 
147; — ограниченное снизу 147; — 
производное 596.

Монжъ (Monge) 33.
Монотонная функщя 603.
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Наиболышй изъ пред-Ьловъ 346, 355, 
403, 595.

Наименьший изъ пред-Ьловъ 597.
Направлявлще косинусы 172.
Начальный функцш 145, 161.
Невенгловсш й (N iew eng low ski) 231.
Неограниченное множество 597.
Неопределенны й выражен1я 12, 102, 

И З .

Неопределенный интегралъ 162, 217 
и др.

Непрерывная кривая 612.
Непрерывная функщя 3, 8, 13, 146, 

150, 261, 453, 455, 598.
Непрерывность 3,598 и д р ;—Эйлерова 

598.
Несоизмеримость я 2 260.
Неявная функщя 39, 50, 428, 431, 617.
Н и ж тй  пределъ множества 149 ; — 

функщи слева, справа отъ точки 
598 ; — функщи въ точке 599.

Нижняя граница функцш 597.
Нормальное сечете  поверхности 539, 

544.
Нормаль главная 509; — плоской кри

вой 33.

Область интегрировашя 264, 311,' 
316, 326.

Область квадрируемая 615.
Область сходимости 402.
Обобщеше производной 609.
Обратная функщя 46, 55.
Обращеше рядовъ 436 ; — функщй 

55, 435.
Объемъ 265, 298, 300.
Обыкновенная точка кривой 437, 

439 ; — поверхности 440.
Огибаемая кривая 459, 503 ; — прямая 

505.
Огибающая кривая 459, 503 ; — пря

мой лиши 464, 505 ; — окружности 
465.

Огибающая поверхность 496, 497 ; — 
плоскости 499 ; — сферы 571, 572.

Ограниченная функщя 597.
Ограниченное множество 595;—сверху 

147;—снизу 147.
Однородная функщя 32.
Окружность соприкасающаяся 530.
Определенны й интегралъ 155 и д р .

ОпредЬллтель Якоби 50, 57, 63 ; —
Гессе 63.

Открытый промежутокъ 597.
Осгудъ (Osgood) 158.
Основной трехгранный уголъ 514.
Особая точка кривой 115, 438, 439, 

461 ; — поверхности 44, 118, 497.
Остаточный членъ въ формуле Тэлора 

по Коши 97 ; — по Лагранжу 96.

Парабола, ея квадратура 140 ; сопри
касающаяся — 99 ; спрямлеше — 
229.

Параболоидъ 113.
Параляельныя кривыя 215 ; — поверх

ности 91.
Параметръ распределешя 576, 578.
Пеано (Реапо) 493, 613.
Пелле (Pellet) 538.
Пенлеве (Painlev6) 94.
Пер1одъ интеграла 335;—функщи 612.
Петля 337.
Пикаръ (Picard) 340, 588.
Планиметръ Амслера 210.
Плостя кривыя 6 , 23, 33, 437, 459 

и др.
Плоскость касательная 18, 44, 82, 

113 ; — нормальная 511; — соприка
сающаяся 489 ; — фокальная 581; — 
центральная 576.

Площадь гиперболы 228 ; — кривой 
141, 145. 166; — кривой въ по- 
лярныхъ координатахъ 198 ; — кри
вой замкнутой 195, 615;—параболы 
140 ; — поверхности 285 ; — эллипса 
198.

Поверхности 19,-43,81, 440, 496 539, 
и др.; — апсидальныя 92; — вы
пуклин 542 ; — Жаме 553 ; — линей- 
чатыя 300, 554 , 574; — лепныя
573 ; — огибакпщя 496, 497 ; — па- 
раллельныя 91; — переноса 558 ; — 
полярный 512, 522; — разгибаю
щаяся 86, 499, 502, 548; — сопри
касавшаяся 533; — седлообразный 
543;—трубчатыя 571; — фокальныя 
581.

Подарная кривая 74.
Подкасательная 33.
Поднормаль 33.
Подстановка ряда въ рядъ 415, 425».

4 0 *
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Полиномы Лежандра 36, 181, 210, 
422.

Полное ивм^Ьнеше функцш 604; — 
положительное 605 ; — отрицатель
ное 605.

Полный дифференщалъ 25 ; — слож
ной функцш 28.

Положительное направлеше главной 
нормали 509.

Полунепрерывная функщя 601.
Пблусходянцеся ряды 369.
Полюсы комплекса 587.
Полярная поверхность 512, 522; — 

прямая 511.
Полярныя координаты 70, 281.
Порядокъ прикосновешя кривыхъ 

двойной кривизны 526, 529 ; — кри
вой съ поверхностью 531 ; — плос- 
кихъ кривыхъ 478, 480, 483.

Последовательность расходящаяся, 
сходящаяся 345.

Последующее разб1еше 154.
Постоянное Эйлера 108.
Правая кривая 515.
Правильная дуга 438 ; —- точка 599.
Пределъ 1 ; — множества верхнШ 

148 ; — множества нижшй 149 ; — 
функцш 598; — функцш верхний, 
нижшй, слева, справа отъ Т|0чки 
599 ; — функцш въ точке 599.

Предельная точка 596.
Предельный значешя интеграловъ 

183, 188.
Преобразовашя Ампера 85 ; — томо

графическое 75 ; — Лежандра 74, 
83 ; — обратными рад1усами векто
рами 72 ; — прикосновешя 73 ;— то
чечное 71.

Прерывная функцгя 4, 203, 599.
Прерывность 4, 203, 599 ; — несуще

ственная 600;—существенная 600;—
- устранимая 600.
Приближенное вычиспеше опредблен- 

ньгхъ интеграловъ 204, 206, 208, 
210.

Призматоидъ 326.
Признаки сходимости последователь

ностей 345; — рядовъ: Гаусса 366;— 
Далаыбера 352 ; — Дюгамеля 362; — 
Коши 350, 352, 356, 383 ; — логарие- 
мичееше 359 ; — Раабе 362.

Прикосновеше кривыхъ двойной кри
визны 526 ; — плоскихъ 478, 480; — 
кривыхъ съ поверхностью 531.

Прингсгеймъ (Pringsheim) 361.
Присоединенная кривая 537.
Производное число 609.
Производныя 5, 8 ; — второго по

рядка обобщенная 610 ; — слева 
отъ точки 610 ; — справа отъ точки 
610; — отъ неявной функцш 42, 
45 ; — отъ целаго ряда 406 ; част
ный — 14, 46.

Промежутбкъ закрытый 597; — откры
тый 597.

Простыя кривыя 612.
Прямой геликоидъ 566.
Прямыя огибаемыя 464,505 ; — поляр

ныя 511;—соприкасающаяся съ кри
вою 530 ; — соприкасающаяся съ 
поверхностью 535; — сопряженный 
комплекса 587.

Псевдо-эллиптичесше интегралы 245, 
258.

Пуанкаре (Poincare) 413.
Пуассонъ (Poisson) 213, 343. .
Пюизё (Puiseux) 525.

Раабе (Raabe) 362.
Равномерная сходимость 385.
Равномерно непрерывная функщя 

152, 262.
Рад1усъ кривизны кривой двойной 

кривизны 507 ; — плоской кривой 
67, 71, 468 ; главные — 544, 547, 565.

Рад1усъ кручешя 512.
Развертки кривой двойной кривизны 

520 ; — плоской кривой 466, 470 ; — 
поверхности 561.

Развертывающая кривая 466, 472, 520.
Разгибающаяся поверхности 86, 499, 

502, 548.
Разложеше въ ряды 95, 99, 104, 111, 

345, 441 и др.;—непрерывной функ
цш 453.

Разложешя ех 105 ; sin#  105 ; cosх 
105; log (1+г) 106; (1+ж)"1 109 ; 
arc sin х  110  ; arc tg x  110  ;

1
7 —  421.V 1 — 2 xz + z-

Р азности первыя, вторыя, . . .  20.
Р аспространеш е формулы Тэлора 410.



АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ. 6 2 9

Ребро возврата 501.
Рнманъ (Riemann) 147, 369, 597.
Робертсъ Вильямъ (Roberts William) 

309.
Родригъ Олиндъ (Rodrigues Olinde) 

36, 564.
Р о л л б  (Rolle) 8.
Руке (Rouquet) 536.
Рулетта 216.
Ряды абсолютно сходяпцеся 366, 

373, 379, 381, 402, 422 ; — Борда 
139 ; — Гаро 139 ; — двойные 376, 
381, 391 ; — знакопеременные 366, 
379, 383 ; — знакоположительные
отъ 350 до 366, 376, 382 ; -— кратные 
382 ; — Маклорена 104 ; — полу- 
сходяпцеся 369; — равномерно схо- 
дяццеся 385, 388, 391; — съ мни
мыми членами 373,381 ; — тригоно- 
метричесте 441 ; — Толора 104, 179, 
410 ; — условно сходяниеся 369 ;— 
Фурье 449 ; — целые 401, 404 , 406, 
415, 419, 422, 424.

Семейства кривыхъ 459, 503 ; — по
верхностей 496, 497.

Серре (Serret) 245, 537.
Симпсонъ (Simpson) 208.
Sinistrorsum (кривая) 515.
Соприкасающаяся окружность 530; — 

парабола 99 ; — плоскость 489 ; 
етащонарная — плоскость 491 ; — 
поверхность 533 ; — прямая 484, 
530 ; — сфера 534.

Соприкасающаяся кривыя 483, 486, 
529 ; — прямыя съ поверхностью 535.

Соприкасавшийся кругъ 484; — шаръ 
534.

Сопряженная сеть 557.
Сопряженный касательный 556;—пря

мыя комплекса 587.
Спрямлете лемнискаты 245 ; —■ пара

болы 229 ; — эллипса 244.
Стащонарная касательная 494 ; — со

прикасающаяся плоскость 491.
Стильтьесъ (Stieltjes) 12.
Стоксъ (Stokes) 296.
Сумма ряда 348, 373, 377, 379, 381, 

387, 404.
Сходимость абсолютная 366, 373, 379, 

381,402, 422;—последовательностей

345 ; — равномерная 395 ; — рядовъ 
348 и сл., 400  и сл..

Сфера 549 ; соприкасающаяся — 534 .
Сферическая индикатриса 5 0 6 .
Седлообразная поверхность 5 4 3 .
Сеть сопряженная 5 5 7 .
С е ч е т е  592, 593.

Таблица съ двойнымъ входомъ 3 7 6 , 
3 8 1 .

Таннери (Tannery) 3 8 2 .
Тиссо (Tissot) 5 3 7 .
Точки возврата 118 ; — гиперболйче- 

сю я 543; — двойныя 117, 612; — 
двойныя уединенныя 117; — кони- 
ч е стя  120 ; — кратныя 612 ; — 
обыкновенный 437, 439, 440 ; — 
округлешя 548; — особыя 44, 115, 
118, 438, 439, 461, 497 ; — парабо- 
личесмя 543; — правильный 600 ;— 
перегиба 469, 485 ; — предельный 
596 ; — прерывности 599 ; — пре
рывности второго рода 601 ;■ — 
прерывности перваго рода 600 ; — 
сгущешя 596; — угловыя 7; — уеди
ненныя поверхности 120 ; — фокаль
ный 580 ; — центральный 576 ; — 
эллиптичесшя 542.

Трактриса 475.
Трансцендентность е 179.
Тригонометричесте ряды 441.
Тройные интегралы 311, 314.
Трубчатыя поверхности 571.

Угловая точка 7.
Уединенныя точки кривой 117 ; — по

верхности 120 .
Указатели 164.
Ультра-эллиптичесме интегралы 236, 

240, 241.
Умножете рядовъ 374, 406.
Уравнеше дифференщальное разги

бающихся пов. 502 ; — естественное 
477 ; — Кеплера 435 ; — Лапласа 
79; — потенгЦала 86.

Усиливаюпця функцш 412, 424.
Усло1пя Дирикле 444, 604.
Уэль (Ноиё1) 228.

Фаа де Бруно (Faa de Bruno) 38.
Ферма (Fermat) 144.



Фокальная плоскость 581 ; — поверх
ность конгруэнцш 581; — точка 
580.

Фокусы комплекса 587.
Формула бинома 109, 419 ; — Грина 

274, 324; — замены перем’Ьнныхъ въ 
криволинейны хъинтегралахъ 195;— 
въ простыхъ интегралахъ 175 ; — 
и н тер п о л и р о в атя  Л агранж а 207 ;— 
конечныхъ приращенгй 9, ея обоб- 
щ еше 1 2 , ея распространею е 18; — 
К отса 208; — Л агранж а 433 ; — Л е
ж андра 465; — Леженъ- Дирикле 
272 ; — М аклорена 104 ; — Остро- 
градскаго 324 ; — приведеш я йнте- 
граловъ 218, 236, 250 ; — Родрига 
564 ; —  Симпсона 208 ; — средняго 
значеш я двойн. инт. 265 ; — прост, 
инт. 159, 160; — Стокса 296 ; — 
Тэлора 96, 104,179, 410 ; — Уоллиса 
252 ; —  Френё 516.

Форма кубическая бинарная 64.
Франклинъ (Franklin) 269.
Френе (Frenet) 516.
Функщональный определитель 50, 

57, 63.
Функщя В (р, q) 293 ; Г  (а) 192 ; 

log .Г (n +  1) 305.
Функщя 2, 13, 597; — аналитическая 

436; — Вейерштрасса 455 ; —вполне 
определенная 2 ; — интегрируемая 
155 ; — конечная 149 ; — монотон
ная 603; — начальная 145, 161 ; — 
непрерывная многихъ перем!шныхъ 
13, 261 ; — непрерывная одного пе- 
ременнаго 3, 146, 150 453, 455, 
598 ; — непрерывная слева 601 ; — 
непрерывная справа 601 ; — непре
рывная, не имеющая производной 
8, 455 ; — неявная 39, 50, 428, 431, 
617 ; —• обратная 46, 55 ; — ограни
ченная 5 9 7 ;— однородная 32; — 
прерывная 4, 203, 599;—равномерно 
непрерывная 152, 262 ; — съ огра- 
ниченнымъ изменейемъ 604; — 
удовлетворяющая услов1ямъ Дири
кле 444, 604 ; — Липшица 610 ; — 
усиливающая 412, 424 ; — эллипти
ческая 244.

Фурье (Fourier) 449.

63о АЛФАВИТНЫЙ

Характеристика 496, 505.

Центральная плоскость 576; — точка 
576.

Центры кривизны кривой двойной 
кривизны 510; — кривой плоской 
468, 471 ; — поверхности 133.

Циклида Дюпена 572.
Циклоида 473.
Цилиндръ 500.
Целые ряды съ многими перем. 422 ; — 

съ однимъ перем. 401,404, 406, 415, 
419.

Цепная лишя 230, 475.

Частныя производныя 14, 46.
Чезаро (Ces5ro) 537, 538.
Число иррацшналыгае 591, 593 ; — 

производное 609.

Шаль (Chasles) 174.
Шаръ соприкасаклцШся 534.
Шварщанъ 93.
Шварцъ (Schwarz) 13.
Шелль (Schell) 537.
Шефферъ (Scheffer) 130.
Штейнеръ (Steiner) 216.
Штурмъ (Sturm) 166.

Элементъ линейный 288, 320 ; —
объема 319 ; — площади 280 ; — по
верхности 288.

Эллипсоидъ, его объемъ 2 9 9 ;— по
верхность 309.

Эллипсъ, его дуга 244; — периметръ 
390 ; — площадь 198.

Эллиптические интегралы 236, 240, 
241, 242.

Эллиптичестя координаты 281, 323.
Эпициклоида 488.
Эрмитъ (Hermite) 102, 179, 214, 220,. 

247. '
Эйлерова непрерывность 598.
Эйлерово постоянное 108.
Эйлеровъ интегралъ второго рода 

192; — перваго рода 294.
Эйлеръ (Euler) 108,192, 247, 258, 294, 

441, 543, 598.

Якоби (Jakobi) 25, 36, 50, 74.
Якоб1анъ 50, 57, 63.
Якоб1евъ определитель 50, 57, 63.

УКАЗАТЕЛЬ.
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