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Элементарный курсъ теорш чиселъ.

Г Л А В А  I.

О делимости чиселъ.

§ 1. Мы будемъ разсматривать въ  первой главГ исключительно числа 
■ Л д Ь лы я положительный, а потому будемъ тагая числа называть просто чи­

с л а м и .

О  § 2. Если число а  есть произведете двухъ чиселъ Ъ и с ,  а  —  Ъ . с , 
го число а  мы будемъ называть к р а т н ы м  числа Ь ,  прйчемъ будемъ го­
ворить, что число а  д'Ьлится на Ь ; съ другой стороны, число Ь мы будемъ 
зазы вать дплю пелем ъ  или множш пелемъ  числа а . Будемъ также говорить, 
что Ь входитъ множителсмъ въ число а .

§ 3. Очевидно, что если число а  есть крат ное Ь , и  Ь — крат ное 6 ,  
то число а  есть крат ное с , ибо два равенства а  =  m b , Ь — пс  влекутъ, 
какъ сл'Ьдств1е, равенство а  —  (т п )с . Это свойство можетъ быть распро­
странено на какое угодно число чиселъ, а именно, если ит ьет ся р ядь чи- 
сель, изъ кот орыхъ к аж дое  предыдущ ее есть крат ное к аж дого  н епосред­
ственно за  пимъ слгьдующаго, то к аж дое  изъ этихъ чиселъ будеш ь крат - 
нымъ относительно аоьхъ слгьдующихъ.

§ 4. Если дна числа а  и Ь суть крат ныя т рет ъяю числа с ,  ши 
кратными этого числа будутъ сумма а -\- Ь и  разноспгь а — Ь.

В ъ  еамомъ дЬлЬ, два равенства: а  — тс и Ь =  пс влекутъ, какъ сл'Ьд- 
CTBie, равенство a z tz h  =  (т  ±  п)с .

§ 5. Одной изъ важн'Ьншихъ задачъ теорш чиселъ является нахож- 
деше всЬ хъ  общихъ делителей двухъ чиселъ а ,  b .
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Для р'Ьшешя этой задачи предложенъ еще Эвклидомъ весьма важный 
по своимъ ириложеш'ямъ алгорит м ъ1). Этотъ алгоритмъ состоять въ сл'];- 
дующемъ.

Д-Ьлимъ большее изъ чиселъ, наир, а , на меньшее b . Если делете  
соверш ается безъ остатка, то всякая делитель числа b будетъ делителемъ 
числа а . В ъ  этомъ случай,- следовательно, задача нахождешя всех ъ  об- 
щнхъ делителей чиселъ а и h приводится къ задаче нахождешя всехъ 
делителей числа Ь.

Обращаемся къ случаю, когда а  не делится на Ь . Производя деле­
ние по правиламъ элементарной ариеметики, приходимъ къ некоторому 
частному q x и остатку г г . Тогда нолучимъ равенство:

a =  bqi +  r1 . (1)

Иеныпее число Ь будемъ делить на первый остатокъ г, и обозначимъ 
черезъ q2 и г2 частное и остатокъ этого д е л е т я . Получаемъ

Ъ =  гу q2 r2 . (2)

Продолжая первый остатокъ делить на второй остатокъ, приходимъ къ 
равенству

r i — r2 (h  4 -  ' з , (3)
гд е г:1 —  новый остатокъ.

Остатки j - j , г2 , г3 , . . .  при такомъ носледовательномъ делен in сле- 
дуютъ убывая. Такъ какъ чиселъ целыхъ положительныхъ, меньшихъ 
числа гг , конечное число, то после ковечнаго ряда носледовательныхъ 
делений мы придемъ къ остатку, равному нулю, такъ что получимъ

r„ -i =  rnqn+i (w -|~l),
такъ какъ гп+\ =  0 .

На ocHOBaHin равенства (1) каждый обшдп делитель а. чиселъ а и Ь 
будетъ делителемъ числа 1 Х, ибо делитель числа Ь будетъ делителемъ 
числа bqx (см. § 3), а кроме того, число а ,  будучи общимъ делителемъ 
чиселъ а и bq1 , будетъ делителемъ числа а  —  bq1 , равнаго остатку .

Птакъ, общш делитель а двухъ чиселъ а и Ь будетъ общимъ дели­
телемъ чиселъ !> и ? ! ,  а следовательно, на основапш равенства (2) будетъ 
делителемъ числа г2 . Продолжая наше разеуждеше, мы заметимъ, что 
всякой общи! делитель а чиселъ а и Ь будетъ делителемъ последняго 

остатка гп .
Очевидно, что и обратно: всякш делитель остатка г„ будетъ делите­

лемъ в с е х ъ  предыдущих!, остатковъ и общими делителемъ чиселъ а  и />.

1) А.норитмомъ называется всякая последовательность дЬнствпь выполняя 
когорыя мы рЬшаемъ какую нибудь задачу.
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Таки.чъ образомъ мы видимъ, что задача нахожденья всьъхъ общихъ 
дьълитёлей двухъ чиселъ а и Ь равносильна задачи нахожденья всьъхъ дьъ- 
лителей посльъдняго изъ осьпаткоыъ г„ въ алюритмгь Эвклида.

Среди делителей числа г п находится, очевидно, само число г», при- 
чемъ это число будетъ, очевидно, наибольшимъ изъ всЬхъ делителей; по­
этому, нослЬднш остатокъ гп есть не что иное, какъ наиболытй дьълипьелъ 
двухъ заданныхъ чиселъ а и Ь. Если этотъ посл-Ьдн1й остатокъ равенъ 
единицЬ, то очевидно, что въ этомъ случай числа а и Ь не могутъ имЬть 
общихъ делителей, отличныхъ отъ единицы. Подобный числа носятъ на- 
зваш е взаимно проспшхъ чиселъ.

§ 6. Алгоритмъ Эвклида представляетъ изъ себя .начало, на основа- 
нш котораго могутъ быть съ удобствомъ доказываемы самыя разнообраз­
ный предложешя reopiu чиселъ.

Какъ примЬръ, приведемъ рядъ доказательствъ простКйшихъ теоремъ.

§ 7. Если числа а  и Ь взаимно простыя, то -ecu оби/ie дьълиьпели 
чиселъ ale и Ъ будуьыъ общими дьълтнелпми чиселъ к и Ъ.

В ъ  самомъ дЬлЬ, въ этомъ случа-fe алгоритмъ Эвклида приводится 
къ равенствамъ:

а =  bqt +  

b =  Г] 2 -(- r>
( 1)

>'п—2 —  г„_1 q n -j- 1 ,
ибо rH =  1 .

Умножая равенства (1) на к ,  получимъ:

к а =  bkq\ 4- кь\ 

kb   у2 —|— kv2

к/'п-2 =  к/'„-12» Н-  к ■

( 2 )

Равенства (2) показываютъ, что общш дЬлитель чиселъ ка  и b бу­
детъ д'Ьлителемъ числа .

Общ!Й д'Слитоль чиселъ Ь и &/•, будетъ д'Ьлителемъ числа кг>.
Продолжая разеуждешя далЬе, замЬтимъ, что oomiit дЬлитель пер- 

выхъ чиселъ к а и Ь будетъ Д'Ьлителемъ чиселъ кг„ 2 и Ь „ _ 1, а слЬдова- 
тельно, и числа к ,  откуда слЬдуетъ справедливость высказанной теоремы.

§ 8. Если а  и к суть числа взаимно простыя съ Ь, то и произве­
денье ьиъ ак должно быть простынь съ Ь.
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Справедливость этого предложенья вытекаетъ какъ следртвте изъ тео­
ремы предыдущаго §-фа. В ъ  самомъ д ел е, на основами! продыдущаго 
общий наибольшей делитель у чиселъ ак  и Ь будетъ такой же, какъ у ли­
сель к  и а ; но эти послед ni я взаимно простыл; следовательно, этотъ на­
ибольший дйлнтель равенъ единице, а следовательно взаимно простыл и 
числа ак  и Ь .

§ 9. Если а и Ъ взаимно простых, но ак  дплится на Ъ , то к д п -  
лишсх на Ь .

Теорема эта есть следствие теоремы § 7. В ъ  этомъ случае число h 
есть о б щ т наибольшей делптель чиселъ ак  и Ь .

§ 10. Теорема § 8 можетъ быть обобщена следу ющимъ образом л.. 
Разсмотрнмъ два ряда чиселъ

а , Ь ,  с ,  . . . (1>

(2>

Положимъ, что каждое изъ чиселъ ряда (1) взаимно простое съ каждымъ 
изъ чиселъ ряда (2); тогда произведшие всехъ  чиселъ перваго ряда 
а .Ь . с  :  . . . будетъ взаимно простынь съ произведен! емъ а . ,3. у . . . вто­
рого ряда.

Въ самомъ д ел е , числа а  и Ь простая съ  числомъ а ,  следовательно 
и ихъ произведшие аЪ будетъ также взаимно простое съ а . Но такь какъ 
далее и число с также простое съ а , то произведшие (аЪ)с будетъ также 
простое съ а .

Продолжая такое же разсуждеше, мы заметимъ, что и произведете 
в с е х ъ  чиселъ

а , Ь ■ с . . . (3)'

будетъ взаимно простое съ а.
Но такь какъ число (3) окажется взаимно простымъ не только съ а , 

но и со всеми числами ряда (2), то, следовательно, это число (3) будетъ 
взаимно простымъ съ произведешемъ о . 3 . у . . . чиселъ второго ряда, 
что и требовалось доказать.

§ 1 1 .  Если мы в се  числа ряда (1) предыдущаго §-фа, число кото- 
рыхъ пусть будетъ: т ,  будемъ предполагать равными между собою и рав­
ными числу а ,  а в с е  числа ряда (2), числомъ п ,  равными а ,  то прихо- 
димъ къ такому свойству чиселъ:

Если Она числа а  и у. суть числа взаимно простых, то будуть 
т акж е взаимно простыми произвольных ихъ степени а т и а " .

§ 12. Теорема предыдущаго §-фа даетъ возможность показать, что 
корень любой степени т изъ ц п лаю  числа А будетъ число или ирращ о- 
нальное, ила цплое.



Въ самомъ деле, допустимъ, что этотъ корень будетъ числомъ ращо- 
нальньШъ

где а  и Ь— числа взаимно простыл.
Получаемъ равенство

. ат =  АЬт. (1)

Оказывается, съ одной стороны, что число ат должно быть взаимно 
простымъ съ числомъ Ът (см. § 11); съ другой стороны а"‘ делится на Ь"' 
па основанш равенства (I) . Оба эти требовашя могутъ быть удовлетво­
рены только иоложен1емъ: Ьт =  1 ,  откуда 6 =  1, что и требовалось до­
казать.

§ 1 В. Разсмотримъ теперь общихъ делителей ряда- чиселъ

а , Ь . с , . . . (1)

число которыхъ больше двухъ.
Находнмъ по правилу Эвклида общш наибольший делитель первыхъ 

двухъ чисел'ь а  и Ь. Пусть этотъ делитель будетъ 8 , ;  тогда общШ дели­
тель первыхъ трехъ чиселъ ряда долженъ быть делителемъ числа 8j и 
третьяго числа с. Найдемъ общш наибольший делитель 32 чиселъ Sj и с. 
Очевидно, что обшде делители первыхъ трехъ чиселъ ряда (1) будутъ въ 
то же время делителями числа 82 и обратно.

Обицо делители перв!.1хъ четырехъ чиселъ ряда найдутся, если раз- 
сматривать обшде делители числа 82 и четвертаго числа нашего ряда.

Продолжая такимъ обра-зомъ вычислен1е наибольшихъ общихъ дели­
телей для ряда паръ чиселъ, мы придемъ, наконецъ, къ такому числу 8 , 
что всякШ общш делитель всехъ чиселъ ряда будетъ делителемъ этого 
числа 8 , и обратно; всякий делитель числа 3 будетъ общимъ делителемъ 
всехъ  чиселъ ряда.

Очевидно, что само число 8 будетъ наиболыиимъ общимъ делите­
лемъ всехъ чиселъ разсматрнваемаго ряда.

§ 14. Коли общш делитель всехъ чиселъ ряда равенъ единице, то 
мы будемъ называть тагая числа не импющимп оощаго дплителя. На- 
зваше же взаимно простыхъ мы будемъ придавать чнсламъ, когда число 
нхъ больше двухъ, только въ  томъ случае, если каждый два нзъ этихъ 
чиселъ попарно взаимно простыл. Отсюда, очевидно, следуетъ, что взаимно 
проетыя числа суть т акж е числа безъ оощаго дтьлшпеля, но обратно можно 
указать числа безъ общаго делителя, которыя не будутъ взаимно простыми, 
наир. 2 , 6 , 9 .
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§ 15. Поставимъ теперь задачей найти вей числа, кратныя н'йсколь- 
кихъ чиселъ а , Ь , с , . . .

Разсмотримъ сначала два числа а  и Ь .
Обозначимъ черезъ S общаго наибольшего делителя этихъ. чиселъ, 

такъ что будетъ а =  о д , , Ь =  о/>,, где а , и &, взаимно простая числа.

Всякое кратное числа а  будетъ иметь видъ

5(1 =  50(7, . (1)

Коли мы желаемъ, чтобы это кратное было также кратнымъ Ь , то необ­
ходимо подобрать число s такимъ образомъ, чтобы зоа, делилось на o j, 
другими словами, чтобы за , делилось на 5 , ;  числа а, и Ь, взаимно про- 
стыя, следовательно, з должно быть кратнымъ Ь , , и мы получаемъ з =  tbx .

Итакъ, подставляя въ формулу ( 1) ,  получаемъ общи! видъ tbalhl 
числа, кратнаго двухъ заданныхъ а и Ъ ■

Очевидно, что наименьшими кратнымъ будетъ число, получаемое при 
наименьшемъ значенш 1 , т. е. при t =  1 . Обозначая наименьшее кратное 
чиселъ а  и Ь черезъ и , получимъ:

a = o a , 5 ,  =  ^ .  (2)
О

Получаемъ теорему:

Наименьш ее крат ное двухъ чиселъ равняется ихъ произведеюю , д е ­
ленному на наибольш ем  общаго делит еля.

Очевидно, что задача нахожДсшя напменъшаго кратнаго ряда чиселъ: 
а ,  Ь , с ,  . . . приведется къ нахождешю нанменыпаго кратнаго чиселъ: 
и , с , . . . Ищсмъ следовательно, наименьшее кратное чиселъ р и с и 
продолжаемъ нахождеше последовательное наименьшихъ кратиыхъ чиселъ 
но два, до техъ  поръ, пока не дойдемъ до числа to, представляющаго 
наименьшее кратное всех ъ  чиселъ ряда.

§ 16. Не трудно видеть, что, если числа ряда а , Ь , с . . . взаимно- 
простым, то наименьшее кратное ихъ равно ихъ произведение а . 1 .  с . . 
В ъ  самомъ д ел е , въ этомъ случае общШ наибольшей делитель о чиселъ 
а  и Ь равенъ единице; значить р =  а Ь .

Дал Ье, число р оказывается взаимно простынь съ третьимъ числомъ 
с ,  следовательно, наименьшее кратное трехъ чиселъ а , Ь , с  будетъ равно 
произведеюю рс =  аЬс, и т. д.

§ 17. В ъ  нредыдущихъ §-хъ мы видели, что задача нахождения всехъ  
общихъ делителей несколькихъ чиселъ. приводится къ задаче нахождешл 
в с е х ъ  дЬлителей некотораго числа. Этой последней задачей мы теперь 
и займемся.



Если некоторое число р  имеетъ, кроме единицы, только одного д е­
лителя, а именно, самого себя, то такое число называется простымъ.

Не трудно убедиться въ следующихъ свойствахъ простыхъ чиселъ:

I. Если р  простое число, а а  другое число, то р  или входить мно- 
жителемъ въ число а , или взаимно простое съ нимъ.

Въ оамомъ деле, общимъ наибольшимъ делителемъ чиселъ а и р  
можетъ быть или единица, или р  .

II. Если произведен!е нЬсколькихъ чиселъ делится на простое число 
р , то на него делится, по крайней мере, одно изъ этихъ чиселъ, ибо, 
если бы все множители не делились на р , то и произведшее по теореме 
§ 10 не делилось бы на р .

§ 18. Если некоторое число а ,  кроме самого себя и единицы, имеетъ 
делителя Ь, то оно называется числомъ состатымъ.

Относительно составныхъ чиселъ имеетъ место теорема:
Всякое составное тесло разлагает ся однимъ только способомъ на 

простые мпоокуители.
Возьмемъ произвольное число а .  Можетъ произойти одно изъ двухъ: 

или это число окажется простымъ, или же оно будетъ иметь некотораго 
отличнаго отъ единицы делителя Ъ. Если b число не простое, то оно имеетъ 
некотораго делителя с , отличнаго отъ единицы: если делитель с не про­
стой, то можно указать новаго его делителя d . Продолжая такимъ обра- 
зомъ далее и замечая, что делители Ъ , с , cl, . .  . идутъ убывая, мы дойдемъ 
такимъ образомъ до делителя р , который будетъ простымъ числомъ.

Мы получимъ Следующее разложете нашего числа: а  =  рах .
Если число а { простое, то разложете на простые множители окон­

чено; если же число а х составное, то применяя къ нему предыдущее раз- 
суждеше, мы придемъ къ некоторому простому его множителю />,; будетъ 
а 1= р . а 2 и л п ,а = р р 1а2 . Продолжая далее выделеnie простыхъ множителей 
въ числе «2 , мы разложимъ число а  на простыхъ множителей а =  рр г р.2 . . .

Не трудно убедиться, что такое разложете совершается одними 
способомъ.

Въ самомъ деле, если допуетимъ другое разлож ете: а =  qqph ■ • •, 
получаемъ равенство

V P ilh -  —  Щ\<Ь ■ • • (О

На основанш свойства II предыдущая параграфа простое число р  должно 
делить одного изъ множителей q , <р , q2 , . . . второй части. Пусть этотъ 
множитель, делящийся на р  есть у , тогда должно быть q =  р , ибо q про­
стое число.

Можемъ сократить на одинъ множитель равенство (1) и тогда полу­
чимъ равенство р хр 2 . . . — qpp, . .  . Рассуждая подобно предыдущему, по­
лучимъ ру =  qx и т. д. Птакъ мы видимъ, что два разложенья р р хр 2 . . .  и
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<l<h0.2 ■ • • должны состоять изъ одних!) и т'йхъ же множителей и могутъ 
отличаться только порядкомъ ихъ расположёшя.

§ 19. Среди простыхъ делителей составного числа въ его разложети 
на простые множители могутъ быть нйсколько одинаковыхъ, а потому вся­
кое составное число т можетъ быть представлено въ такомъ вид!;:

1 1 , 1 ,  1 
т =  p p i i h  ■ ■ ■ р п",

гдй р , P i , р 2 , . . . , 1>п различным простыл числа, входяшдя въ составь 
числа т , а I , , 12, • • • , I» некоторые цельте положительные ихъ пока­
затели.

§ 20. Уже Эвклидомъ показано, что рядъ простыхъ чиселъ:

2 ,  3 ,  5 , 7 ,  11 ,  13 ,  17 ,  19,  2 3 ,  29 ,  . . .

продолж енный неопределенно, н е может ъ состоять изъ конечнаю числа 
чиселъ, т. е. другими словами, что число простыхъ чиселъ безконечно велико. 
В ъ  самомъ дйлй, допустимъ обратное, что рядъ простыхъ чиселъ обры­
вается на нйкоторомъ чнслй р  ; тогда число N =  ( 2 . 3 . 5  . . . р )  -j- 1 дол­

жно было быть:
1) или простымъ,
2) или имйть простого делителя, превосходящаго р .
Обй эти возможности надо откинуть какъ противоречащая предпо­

ложение.
Доказанное Эвклидомъ цредложеше есть частный случай другого, 

болйе общаго, а именно, что во всякой аргюметической прогрести, состав­
ленной изъ цгьлыягъ чиселъ вида ах  -\- b . гдй а  и Ъ числа взаимно простыл, 
заклю чает ся бсзчислеипое множество простыхъ чиселъ.

Это цредложеше было доказано L. Dirichlet !)•
Оказалось, что предложеше, такъ просто доказываемое въ случай 

а =  1 , потребовало въ общемъ случай приложешя соображенш интеграль- 
наго исчислешя.

§ 21. Размотримъ задачу нахождения всйхъ дйлителей числа

I К ‘г г„
т = p p i P i  ■ . . рп •

Не трудно видйть, что дйлителемъ числа т можетъ быть только число
вида

X X, Х2 X
р Pi Ра ■ ■ ■ Рп

при условш о о ^  Xj ^  , . . . , О ^  хп .

’) См. Д. Граве. Арифметическая Teopia алгебраическихъ величинъ. Томь I. 
Квадратичная область, Стр. 219.



Если делитель отличенъ отъ самого числа, то мы будемъ его назы­
вать настоящими дЬлителемъ.

Если мы. разсмотримъ выражения

Р  =  1 + jР .+  Р 2 +  • ■ • + Р

p ,  =  i-f_P i 4 -^ ,2 _|_ . . . р  

Рп— 1 ~\-Рн~\-рп2-\- ■ ■ • +  Рв’\

и если мы пронзведемъ иеремножеше членовъ въ иронзведеш'и много- 
членовъ

'  РР\Рг • • Р«,  (1)
то получится многочленъ, каждый изъ членовъ котораго будетъ д'Ьлите­
лемъ числа т . КромЬ того, всяган дЬлитсль числа т  встретится одинъ 
разъ среди членовъ этого произведенья.

СлЬдователыю, произведете (1) нредставляетъ изъ себя не что иное, 
какъ сумму всЬхъ дЬлителей числа т .

Итакъ, мы вндимъ, что сумма всЬхъ дЬлителей числа т выражается 
формулой

/+1- 1 Pi
1 -piи _Рп

р — 1 Pi — 1 Р» —

Число всЬхъ дЬлителей числа т будетъ равняться, очевидно, числу 
всЬхъ членовъ въ произведенш (1). Но такъ какъ

въ полиноме Р  число • членовъ есть / - f - 1 ,

11 11 P i n  И 11  ̂1  ̂ 1

„■ „ Р, I ,, » ,1 ^П+ 1 ,

то число дЬлителей числа т выразится такъ:

{/ 4-1)(1 1 +  1 ) . . . (in 4 - г ) .

§ 22. Для составлешя таблицы иростыхъ чиселъ до извЬстнаго пре- 
дЬла былъ данъ еще Эратаеееиомъ (276— 194 до Р. X .) щйемъ, носягщй 
до сихъ поръ назвате Эратосвеиова ргьшета и состоянии въ слЬдующемъ: 
выписываютъ до требуемаго предЬла всЬ но порядку натуральныя нечет­
ный числа и затЬмъ вычеркиваютъ кратныя числа 3, оставляя число 3; пер- 
вымъ послЬ 3 невычеркпутымъ чнсломъ оказывается простое 5, вычеркива-
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ютъ кратныя этого числа; поел!; числа 5 оказывается первыми не вычер- 
кнутымъ чиеломъ следующее простое 7, вычеркиваютъ далйе кратныя его 
и продолжаюсь описанный процессъ до тйхъ норъ, пока не останутся ис­
ключительно числа простыл.

§ 23. Равносильную по трудности задачу представляетъ разложеше 
чиселъ на простые множители. Для рйшенгя этой задачи приходится про­
бовать д-Ьлнть заданное число А на вей по порядку простыл числа не 

превосходянря ] / А .  Этотъ известный уже съ древности npie.Mb остается 
до сихъ поръ единственнымъ путемъ для рй ш етя задачи, причемъ при­
ходится считать задачу разложешя очень большихъ чиселъ на простые 
множители задачей трудною.

Существенный добавлешя сдйланы Ёи1ег’омъ Д и Чебышевымъ2), 
хотя эти добавлешя относятся не къ вадоизлиьнетю  метода, а лишь каса­
ются уменьшешя числа пробъ дйлешй.

Для облегчен!я разложешя чиселъ на множители въ настоящее время 
имйются очень болыш'я таблицы дйлителей. Основной принципъ построе- 
ш я этихъ таблицъ состоять въ томъ, что для каждаго числа дается въ 
таблпцй наименышй простой его дйлитель.

Таблица Z. Ghernae. подъ назвашемъ Cribrum arithm eticum  Deventer 
1811 идетъ до числа 1020000.

Для чиселъ первыхъ трехъ миллюновъ имйется хорошая таблица
L . Ch. B u rckhard t. Tables des diviseurs pour tons les nombres des 1-e, 

2-e, et 3-e million, on plus exactem ent, depnis la 3036000  avec les nombres 
premiers qui s’y trouvent. Paris 18 1 4 — 17.

Небольшое и звл ечете изъ этой таблицы (отъ 1 до 107999) я даю 
въ концй этой книги съ у к а за т е л ь  правила пользовашя таблицей.

Таблица Burckhardt'a продолжена Glaisher’oM'b для 4-го, 5-го и 6-го 
мпллюна и Dase для 7-го и 8-го.

§ 24. Старые математики пытались подвести законъ ряда простыхъ 
чиселъ подъ какую нпбудь общую формулу. Такъ, напримйръ, Euler дал ь 
три формулы

х 2 Д- х  Д- 17 ,

2х2 Д- 2 9 ,  

х2 -J- х  Д- 41 ,

который при гюдста новкй вмйсто х  натуральнаго ряда чиселъ 0, 1, 2, 3 , . . .  
да ютъ большое число простыхъ чиселъ.

Д Euler. Commentationes Arithmeticae eolleetae. T. 1. p. 379. T. 2. p. 270. 
*) Чебышевъ. TeopiH сравнений. Глава VIII.



и

Но не трудно видеть, что полнкомъ сь целыми коэффициентами 

а -\-Ъх~{- сж2 +  Лхя + .  . .

не можстъ представлять постоянно (при вс'Ьхъ ц'Ьлыхъ зиачешяхъ ж) только 
простыл числа.

Въ самомъ д'Ьл-Ь, пусть при нфкоторомъ ц'Ьломъ значеши ж0 ноли- 
иомъ даетъ простое число р, т. е.

р  =  а  +  Ьх0 +  еж02 +  dx03 +  • • •

Очевидно, что при х  =  х0 +  РУ будетъ получаться значеше

a  -{- bx0 +  сх0 +  dxn 3 +  • • ■ + Р -  +

полинома, делящееся на р , какое бы целое зпачешо ни принимала буква 
у , поэтому иашъ полиномъ не будетъ всегда давать простое число.

§ 25. Знаменитый математика, Fermat (1601— 1665) думалъ, что чи­
сла вида

‘2й
2 + 1  (1) 

всегда простыл и, действительно, для первыхъ значеши п =  0 ,  1 ,  2 , 3 ,  4 
получаются простыл числа 2 ,  о , 1 7 , 257 ,  65537.

Но уже Euler (1707— 1783) показалъ, что при п — 5 формула (1) 
даетъ число делящееся на 641.

Lanclry показалъ, что при п — 6 число будетъ делиться на 274177.  
Известный русскш математикъ священникъ отецъ Первушинъ нашелъ д е­
лителей при и =  12 и п — 23, эти делители суть

при п =  1.2 114689

при п =  23 167772161

Наконец,ъ, Lucas указываеть делителя 2748779069441 для случая 
п =  36.

§ 26. Молено думать, что числа вида

2 92 22 22
2 +  1 . 2 + 1 ,  2 +  1 , 2 +  1 , 2 +  1 , . . .

суть простыл.
Eisenstein высказалъ теорему, для которой быть можетъ оиъ име.гь 

доказательство:
Существуете безчислениое множество иростыхъ чпеелъ вида

о"
2 + 1 .

До сихъ поръ не найдено доказательствъ этихъ двухъ предложений.



12

Вообще говоря, самъ законъ распредЬлешя простых'ь чиселъ, законъ 
ихъ сл-Ьдовашя другь за  другомъ п редставляет рядъ задачъ громадной 
трудности не рЪшенныхъ до настоящаго времени.

Русская наука можетъ гордиться замечательными изсл'Ьдошйсмъ 
Чебышева о простыхъ числахъ. Эти нзслйздованая были продолжены reni- 
альнымъ н'Ьмецкимъ математикомъ Ш етапп’омъ.

Е . Landau, профессоръ университета въ Гёттингене, лучш1й знатокъ 
аналитической Teopin чиселъ, написалъ о простыхъ числахъ большое (два 
тома) сочинеше подъ заглав1емъ: Handbuch der Lehre von der Verteilung 
der Prim zahlen 1909. Всякш  желаю mi u познакомиться съ совремеинымъ 
иоложешемъ вопросовъ о простыхъ числахъ найдетъ въ книгЬ Landau пре­
красное руководство.

В ъ  блестящей речи, произнесенной на общемъ собранш 23 Августа 
1912 Международнаго Конгресса Математиков!, въ Cambridgc’e , профессор'!, 
Landau подчеркнулъ рядъ вопросовъ о простыхъ числахъ, представляю- 
щихъ до сихъ поръ непреодолимыя трудности:

1. П редставляет, ли функщя n l  - f - 1 при Д'Ьлыхъ значешяхъ п без- 
численное число простыхъ чиселъ?

2. И м е е т  ли уравнеше т =  р-\-р' для всякаго четнаго т^>  2 p i -  
uieiiie въ  простыхъ числахъ р  и р' ?

3 И м е е т  ли уравнеше 2 = р  —  р' безчисленное число рЬшеши въ 
простыхъ числахъ?

4. Л е ж и т  ли между п2 и (?г -р 1)- при всякомъ целомъ п но край­
ней м ер е одно простое число?

§ 27. Обращаясь къ вопросу о д'Ьлителяхъ чиселъ, мы должны упо­
мянуть о некоторыхъ вопросахъ теорш чиселъ, которые некогда играли 
большую ролъ и занимали внимаше самыхъ выдающихся математиковъ. 
В ъ  настоящее время эти вопросы считаются устаревшими и ими мало 
интересуются.

Такая перемена отношешя ученыхъ къ объекту и зучетя  объясня­
ется желаш емъ решать задачи „важный и необходимый" для движенья 
науки впередъ.

Одного обстоятельства, что данный вопросъ „интересенъ и любопы- 
тенъ“ еще не достаточно, чтобы на него обратили вниман1е серьезные 
ученые.

К ъ числу такихъ устаревшихъ задачъ принадлежит задача нахОж- 
д е т я  чиселъ совершенныхъ (numeri perfecli) и друж ест вет ыхъ  (nuineri 
am icabiles).

§ 28. Совершеннымъ называется число, сумма настоящихъ делителей 
котораго равна этому числу.



Если мы буде.мъ разсматривать сумму о(и) всгьхъ делителей числа 
п , то совершенное число определится равенствомъ

о(п) — 2п (1)

Такими совершенными числами являются напр.

6 , 2 8 , 4 9 6 , 8 1 2 8 , . . .  (2)
Въ самомъ дТлТ.

6 = 1 4 - 2 + 3  ; 28 =  I 4 -  2 +  4 +  7 +  14 ; . . .

До еихъ поръ не извпс.тпо пи одною нечет наго совершенною числа.
Эвклидъ далъ единственную известную методу для нахождения чиселъ 

совершенныхъ.
Разсмотримъ числа вида

п =  2*р , (3)

гд-fe р  число простое, тогда сумма делителей будетъ

о (и) =  (2“+ ' —  1) (р +  1)

Уравнеи1е (1 ) даетъ

(2“+ ‘ — 1.) (р +  1) =  27+'р
Откуда

р  =  2*+« —  I (4)

Итакъ, совершенныя числа получаются по формулТ (3) и (4) при 
такнхъ значешяхъ а ,  которыя обращаютъ выражен1е 2’+ *—  1 въ простое 
число.

Очевидно, что число а + 1  должно быть простымъ, ибо, если а + 1  = + ,  
то вы ражен! е 2 яг— 1 очевидно дТлится на 2 ч —  1 .  Это услов1е, будучи 
необходимымъ, однако не достаточно, ибо 211— 1 =  2 3 . 8 9 .

Полагая а +  1 =  2 ,  3 ,  о , 7 получаемъ совершенныя числа, указан­
ный въ ряд'Ь (2).

§ 29. Н е существуешь другихъ четныхъ совершепныхъ чиселъ кромп 
получаемыхъ по методгь Эвклида.

В ъ  самомъ дТлТ, пусть четное совершенное число п им Те гь видъ 
п =  2xpt'у* . . .

Тогда по опредТленно совершеннаго числа нмТемъ

г.И-1 —  1 пк+' —  1
2X+ W  . . . = ( 2 х+ ‘ — 1)^----------------------- Д  . . .1 р  —  1 q —  I

— 13 —
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или иначе
rtV-n* . . ,

Р Ч к • • • +  2 b fH Z T  —  С1 +  V +  • • • Ю (1  +  Ч +  Ч'2 +  • • • +  3*0 • • • (1)

ppqk
Мы замъчаемъ прежде всего, что число —-  должно быть ц *-

лымъ и должно нм*ть видъ pv-[qw . . .  Разенство (1) невозможно, если поел* 
р а ск р ь т я  скобокъ во второй части будегь бол*е двухъ члеиовъ. Значить 
задача возможна только въ случай 2 =  (;j. +  1) № +  1) . . . или jj- =  1 , 
/• =  0 , . . . то есть п  =  2хр  .

Резюмируя сказанное мы зам*чаемъ, что совершенныя числа, до сихъ 
поръ изв-Ьстныя, получаются по формул* 2 ? - , (2р — 1) при простыхъ зна- 
чеш лхъ р~.'2, 3 ,  5 ,  7 ,  1 3 ,  1 7 , 1 9 , 3 1 ,  6 1 ,  . . .

§ 20. Числа называются дружественными (n. amicabiles), если сумма 
наст оящ ихъ делителей каждаго изъ нихъ равна другому. Два такихъ числа 
т  и п определяются уравнешемъ з ( т )  =  а(и) =  т  -f- п .

Таковыми числами являются сл*дуюшДя napi>i чиселъ

2 8 4 =  22. 71 220 =  22. 5 . 1  1

18416 =  24. 1151 17296 =  2 * 2 3 . 4 7  .

E u ler далъ таблицу 61 пары дружествеиныхъ чиселъ.

§ 31. Мы- уиомянемъ зд *сь  еще объ одноыъ старомъ вопрос*, о такъ 
называемыхъ фигурпыхъ числахъ.

Разсмотримъ рядъ ариеметическихъ прогрессш, начинающихся съ 1 
и разности которыхъ суть числа натуральнаго ряда 1 , 2 , 3 , 4 ,  . . .

1 , 2 , 3 ,  4 , . . .  п , . .  .

1 , 3 , 5 ,  7 ,  . 2и —  1,  . . .

1 , 4 ,  7 ,  1 0 ,  . . . 3 п —  2 ,  . . .

1 , 5 , 9 ,  13 , . . . 4»  —  3 , . . .

Суммы п  иервыхъ члеиовъ этихъ прогрессий нредставляютъ изъ себя такъ 
называемый: треугольным, квадратным , пШ ш уюлыш н, шестиугольным . . .  
числа порядка п .

Итакъ, q - угольное число порядка п есть не что иное какъ сумма п 
нервыхъ члеиовъ ариеметической прогрессии съ разностью q —  2 ,  а именно

1 +  1 1+ (2 — 2)] +  [1 +  2(« — 2) ] + . . . + [ 1 + ( » - Ш - 2)].
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Если мы обозначимъ это число чсрезъ Р н̂ >, то мы получимъ 

P ^  =  n + ( q - 2 ) n ( n ~ 1 ] .

Н азвате такихъ миогоугольныхъ чиселъ происходить отъ н'Ькохораго 
геометрического построешя, которое пояснимъ на числахъ шестиугольныхъ

Р,М — п -f  2(н* — п) =  2»2 — п 

Pj№ =  1 , Р«>  =  6 , Р 8<«> =  15 , =  28 .

Строимъ рядъ шестиугольниковъ подобныхъ и подобно расположенныхъ
съ центромъ подобья въ вершшгЬ одного
изъ нихъ (общей для всЬхъ ихъ) при
чемъ длина стороны возрастаетъ въ
ариометической nporpeccin. Если мы
на этихъ шестиугольникахъ располо- 15<
жимъ натуральный числа въ указан-

... 14- /10
номъ порядки, то по одной сторонъ
общей веЬмъ шестиуголъникамъ полу- л .......$ .......р
чимъ шестиугольный числа. Подобные
же чертежи относятся къ многоугольниками съ другими числомъ сторонъ.

§ 32. Фигурныя числа получили особенное значете послФ теоремы, 
высказанной безъ доказательства ГеппаСомъ.

'Jeope.ua. Всякое натуральное число есть сумма трехъ треуголь- 
пыхъ, четырехъ квадратныхъ, пяти пятиугольныхъ, шести шестиуголь­
ныхъ и  да. д.

Въ продолжено! двухъ столФтш несмотря на усилья самыхъ выдаю­
щихся математиковъ теорема не была доказана въ общемъ ея видЬ и 
только в'ь 19-мъ столФтш Cauchy доказали её. видоизмФнивъ ея форму­
лировку.

§ 33. W aring>) высказали предположите, которое можно разсматри- 
вать до некоторой степени какъ обобщеше приведенной выше теоремы 
Fermat. Это предположено относится къ представление натурадьнаго числа 
въ видЬ суммы одинаковыхъ степеней другихъ чиселъ, т. о. къ представ-

’) Meditationes aritlmetioae ed. 3. Cambridge 1782. p. 340 —350.
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л е н т  числа п  въ виде

п =  аР bP +  СР -(- . . ( 1 )

W aring утверждали, что для каждого числа р  существуетъ минималь­
ное число J\Tp членовъ второй части уравнения (I) ,  нричемъ всякое число 
п распадается на N p р -ы х ъ  степенен и не всякое можетъ быть представ­
лено въ виде суммы р -х ъ  степеней съ менынпмъ чЪмъ Np числомъ чле­
новъ.

Лишь въ последнее время удалось H ilbert’y доказать *) теорему 
W aring’a.

§ 84. Излагая основныя свойства делимости чиселъ, я обратили вни- 
маше читателя на знаменитый въ HCTopin теории чиселъ задачи.

На этихъ задачахъ рельефно выступаетъ обпцй характера вопросовъ 
и задачи теорш чиселъ. Эти задачи донускаютъ элементарную формули­
ровку понятную для людей знающпхъ только ариометику, и полученный 
часто путемъ интуитивной догадки о не представляютъ громадныя затруд­
ненья и остаются впродолжеше вйковъ нерешенными.

§ 35. Является существенными вопроси: действительно ли 'задачи,, 
нерешенный до сихъ пори въ теорш чиселъ, не имеютъ простого реш е­
т я  и требуютъ новыхъ пр1емовъ и методовъ изеледовашя, или же р е ш ет е  
этихъ задачи не трудно, но случайно ускользаетъ отъ догадокъ ученыхъ.

Бывали случаи, что, действительно, совершенно элементарный со- 
ображешя долго не были замечены математиками. Одинъ изъ такихъ при- 
меровъ въ нсторш математики я приведу. Последователи Ferm at’a раз- 
сматривали разлож ете на множители чиселъ вида 2п z t  1 . Landry дали 
таблицу разложен!й до 6 4 ,  нричемъ • прибавляетъ, что наибольшее 
затрудненно представляло разложение

Потоми оказалось, какъ показали одинъ изъ мало известныхъ математи- 
ковъ Anrifeuille, что формула (1) непосредственно следуетъ изъ тождества

Примеры, подобные указанному однако настолько малочисленны, что 
приходится держаться мнешя обратнаго, а именно, что, если задача про­
шла нерешенною черезъ усилья наиболее талантливыхь математиковъ, то 
мало надежды на простое ея р е ш ет е . l

l) Nachrichten tier Gott Ges. d. W. 6. 2. 1909.

2“  +  1 == 5 . Ю 7 3 6 7 6 2 9 .5 3 6 9 0 3 6 8 1  . 0 )

iv a
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Попытки искать новые npieMbi р еш етя  трудныхъ задачъ приводили 
обыкновенно къ важными научнымъ открьтямн.

Такъ было дело съ доказательствомъ теоремы Ferm at’a, получив­
шей назваше ,,великой теоремы F erm at’а 11. Эта теорема соетоитъ въ ел е- 
дующемъ.

Уравнете х" -)- у* =  г п не можешь быть удовлетворено пи при каких» 
цгьлыхъ значешпхъ х ,  у ,  z ,  если цплое число п больше 2 .

Эту теорему Fermat сообщила, на пол'Ь принадлежавшего ему сочи-, 
н етя  Дюфанта, причемъ Fermat присовокупляетъ:

.. // пашелъ замгъчателъное доказательство этого предложепгя, но 
поле кт/ги слишкомь узко, чггюбы его написать

Съ тЬхъ поръ въ нродолжеше почти трехсотъ лети эта задача не 
решена, несмотря на то, что едва ли найдется кроме квадратуры круга 
другая задача, которая привлекала бы большее внимаше математиковъ. 
Теорема Ferm at’a разделила участь квадратуры круга также но громад­
ному числу ошибочныхъ доказательства., даниыхъ различными авторами.

Несмотря на это, очень многое уже сделано для доказательства тео­
ремы Ferm at’a.

Euler доказали теорему для п =  3 и 4 .  Для п =  5 было дано дока - 
зательство Dirichlet и Legendre'oMH вт> 1825— 1827 годахъ. Въ 1837 году 
Lame доказали теорему для п — 7 .

Особенно замечательны изслфдоватя по этой задаче знаменитаго 
н'Ьмецкагб математика Kummer’a, который посвятили ей большую часть 
своей жизни. Сначала Kummer’y показалось, что они решили задачу вполне, 
затЬми они заметили въ своемъ доказательстве слабый пунктъ. Желая 
освободить доказательство отъ замеченныхъ ими недостатковъ, Kummer 
пришелъ къ научному открытие первостепенной важности. Они ввели въ 
науку новое поняие, которое они назвали идеалънъшъ числом». При по­
мощи идеалыгахн чиселъ, они сделали свое доказательство вполне стро­
гими, но зато, къ оожаленш, его новое доказательство оказалось пригод­
ными не для всехъ  целыхъ значенш показателя п . Во вся ко ми случае 
для всехъ значений показателя до 100 теорема доказывается по Kummer’y 
вполне строго.

§ 35, Итаки, на примере задачи Ferm at’a мы видимъ, что движете 
впереди теорш чиселъ не можети быть совершено элементарными нр1емами.

> Пзсл'Ьдователь долженъ быть во всеоруж1и созданныхи его предшествен­
никами общихи теорШ и методъ. Въ виду этого я ставлю целью книги 
нзложеше ч е х и  общаго характера методъ, который сделались классиче­
скими и который составляют!, азбуку теорш чиселъ.

Усганова адукацьн 
9ln»6ci:i saspxafHu ун1верс1тзт 

in* n.M.MsaispaBi' 
6 1 Б Д 1 Я Т Э К А



Г Л Л В  А II.

Элементарные ев'Ьд'Ьшя изъ аналитической теорш
чиселъ.

§ 1. В ъ  теорш чиселъ мы будемъ разсматривать пошше о фупкцги, 
проходящее черезъ всю математику. Скажемъ нисколько словъ объ этомъ 
понятш.

В ъ  основу мы кладемъ поняие о числовомъ множествп  или ансамбли.

Чиеловымъ ансамблемъ называется такимъ образомъ указанная сово­
купность чиселъ S , что относительно каждаго числа можно будетъ ска­
зать, принадлежитъ оно къ совокупности или н1;тъ.

Здесь мы беремъ общее поняие о числе, данное въ элементарной 
алгебре, т. е. разсматриваемъ в се  возможныя какъ вещественныя, такъ 
и мнимыя числа.

§ 2. Если мы одно изъ чиселъ ансамбля S , не указывая которое 
именно. обозначимъ одной буквой х , то эта буква выразить такъ назы­
ваемую перелпытую величину, пробт ающ ую Рамный ансамбль. • ■

§ 3. Если Mi.i напишемъ х  =  « ,  где а есть одно изъ чиселъ ансам­
бля S , то мы говоримъ, что перем енная приняла частное значение а .

§ 4. Обыкновенно устанавливается некоторый процесса, изменены! 
пёремгтной величины  гЬмъ что указывается, катая значенья переменная 
нринимаетъ раньше и катая позже.

Къ числу такихъ процессовъ изменены отм'Ьтимъ, напримКрт,, воз­
растание и убывание переменной.

§ 5. И змените вещественной переменной х  носитъ пазваше непре- 
рывнаго, если она, принимая два зиачешя а и h , проходить черезъ все 
нром ежу то ч н ыьг зиаче ш я .
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Если переменная х  принимает^'комплексный значения, то непрерыв­
ное оя измекенйе можно геометрически интерпретировать, какъ непрерыв­
ное движении точки по плоскости.

§ 6. Разсмотрейе непрерывных'!. переменныхъ привело къ анилину 
безкопечно малыхъ, имеющему громадный приложения въ натуральной 
философш.

§ 7. Если две перемениыя х н у ,  пробегающая ансамбли S  и I ,, 
таковы, что указаны правила соответствия чаетныхъ значении ими прини- 
маемыхъ, причемъ, если одна переменная х  принимаетъ некоторое произ­
вольно в).1бранное значете изъ ансамбля S,  то другая у приметъ уже 
вполне определенное соотвиы ответов значение пзъ ансамбля ^ ; тогда 
переменную у называютъ зависимою перем/ьшою, или функцгею отъ х ,  
которая носить название переменной независимой.

То обстоятельство, что у есть функцйя отъ х  обозначается знакомъ 
y — f(x )  (первая буква слова functio).

Очевидно, что всякая формула, заключающая х , есть всегда неко­
торая функцйя отъ х ,  напримеръ

з.----------
у — х2 х  —  3 , у =  1()х , у =  у х 2 —  1.

Для обозначенйя различныхъ функцйй можно брать или различный 
буквы, или одну и ту же букву снабжать различными значками!

Л И ,  Л И ,  f"iX): 'НХ) , F (X) , • ■ •
§ 8. Понятйе о функции одной переменной незавиисимой обобщается 

на случай многихъ переменныхъ независиимыхъ. Такт,, наииримеръ. велии- 
чина V, определяемая формулой

sin г -\-f

принимаетъ онределешиое зииаченйе, когда величины х , у ,  г ,  t принима­
ют!, определенный значенья.

Величиииа V будетъ фупкцйей отъ четилрсхъ переменньихъ независи- 
мыхъ х , у , г , t .

§ 9. Часто принято би.ило говориить, что теорйя чиселъ характеризуется 
употребленйомъ прерывпыхъ переменныхъ и функций, т. е. такихъ, кото­
рый отступаютъ отъ основнои'о свойства непрерывнаго измененйя.

Известный pyccitifi математикъ ии фйлосои{)ъ Бугаевч, лиобплъ теорйно 
чиселъ, которую онъ называлъ артмолоией, противоииоставлять анализу 
безкопечно малыхъ и видели, ея главииое' отличйе въ прерывности! разсма- 
триваемыхъ величинъ.
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Но современная наука враждебна какимъ либо предвзятымъ симпа- 
•пямъ или антипапямъ. Она старается для достиженья своихъ цблей брать 
все хорошее и удобное, гдб бы оно ни находилось, а потому въ настоя­
щее время обнаруживается въ теорш чиселъ сильное т еч ет е  въ пользу 
сближенья съ анализомъ безконечно малыхъ.

Образовалась цблая наука, которой даютъ названое аналитической  
meopiu чиселъ, въ которой на каждому шагу применяются соображешя 
ннтегральнаго ие числе т я ,  Teopin рядовъ, теорш функцш комплекснаго 
перембннаго.

Не надо думать, что аналитическая Teopin чиселъ является особен- 
нымъ отдбломъ Teopin чиселъ.

Сближен!е теорш чиселъ съ другими частями алгебраическаго и тране- 
дендентнаго анализа все болбе и болбе разростается въ грандиозное цб- 
лое, которому лучше всего дать назваше чистой математики въ отлич!е 
отъ математики, имбющей цблыо приложешя въ техникб и натуральной 
философш.

§ 10. В ъ  зтомъ курсб я ограничусь очень незначительными свбдб- 
шями по аналитической Teopin чиселъ, лишь тбми свфдбшями, которыя 
имбютъ большое значеше для самого курса.

Функщя [х].

§ 11. Мы размсмотримъ функцш веществен наго перембннаго х ,  ко­
торая предетавляетъ изъ себя не что иное, какъ цилую часть веществен­
ного числа х  или, иначе сказать, наибольшее налое число не превосходя­
щее х .

Для обозначешя этой функцш былъ введешь Legendre’OM'b знакъ Е х  
отъ слова E n tier (цблая часть).

Мы возьмемъ болбе употребительное нынче обозначите Gauss’a [х] .
Но опредбленно функцш мы имбемъ, напримбръ,

[2J =  2 , [ у ]  =  5 , [>/14] =  3 , [««»*] =  — 1, [ — |] =  — 2 -

§ 12. Не трудно видбть, что если мы будемъ изображать въ вндб 
линш на плоскости двухъ координатъ х  и у уравнеще

У =  И .

то получимъ не непрерывную лнн!ю, а линш прерывную, состоящую изъ
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горизонтальныхъ прямолийёйныхъ кусковъ длины равной единиц^ и рас- 
положенныхъ подобно ступенямъ лестницы.

YI

§ 13. По определенно функцш мы им'Ьемъ неравенства

М  ^  X <  [х] +  1 
или

X —I-1 <■ [х\ ^  X .

§ 14. Если х  =  у -j- z rfr t
то

Iх ! S* [у\ +  й ■+••••• “Ь й ; ( 1)
ибо

?/ =  [у] +  Уо, *  =  [г] Д- г0 , . . .  t =  Щ +  t0 , (2)

где у0 , 20, . . .  t0 суть правильным дроби или нули.
Изъ равенствъ (2) получаемъ

х — [у] +  й  -Ь • • • +  И +  (Уо “Г го ■+■ ■ • • к) > 

откуда сл'Ьдуетъ непосредственно неравенство (1).

§ 15. Докажемъ для всякихъ трехъ натуральныхъ чиселъ п , а ,  Ъ 
справедливость равенства

Докажемъ равенство
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ибо другое будетъ следовать изъ того же доказательства.

Д'Ьлимъ п на а
п =  aq  -f- г ,

гд'Ь q частное, а г  остатокъ, причемъ г  ^2 а — 1 

Д’Ьлимъ дал'fee q на Ь

Получаемъ

но

q —■ bq' -f- s , гдгЬ s ^ . b  —  1 .

и — abq1 +  as  -f- т

as  -f- r ^  a(b —  1) -f- a  —  1 

^  a h —  1 

<  ab .

Итакь, на ocHOBaniH (3) нм'Ьемъ

' '  й

но на основанш (1) и (2)

я'-
м -

й
что и требовалось доказать.

(1)

(2)

(3>

§ 16. Обращаемся теперь къ задач'Ь найти, съ какимъ показателемь 
входитъ данное простое число р  множителемъ въ факториальное произ- 
веденге

п\ =  1 . 2 . 3 . 4  . . . п ;

Очевидно, что всЬ множители этого произведешя, которые суть крат­
ные числа p t, будутъ им4ть видъ

р ,  2р ,  Ър, . . .

Число этихъ чиселъ есть

й
Итакъ, въ произведете п ! входитъ степень
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и кромф того еще такая степень, которая входитъ въ фактор1алъ

■ * • И
Повторяя разсуждешя получимъ еще степень съ показателемъ

L V - н

и т. д., то есть окончательно показатель степени, съ которою число р вхо­
дитъ въ факторгалъ п ! будетъ

|] + н ч я
£ ОН i

+  . . . (1)

Особенно просто получается показатель (1) если написать число р  
по систем^ счислешя при основании р  (р-адическимъ числомъ по термино­
логии профессора Hensel’a)

п =  а -)- Ър -\- ср2 -\- др3 .

Нетрудно вид'Ьть, что число (1) равно

w & +  с +  • • - )
Р —  1

Отсюда нолучаемъ какъ верхнШ пред'Ьлъ показателя, съ которыиъ 
р входитъ въ факторгалъ р ! ,  число

п
Р - - 1 ’

§ 17. Известна теорема о возвышен1и многочлена въ щЬлую положи­
тельную степень, выражающаяся формулой

(а +  6 +  с - f  . . .  +  =  ^  а Ip 1! " '—хТ а*^ сХ • • • ^ >

гдф сумма показателей въ каждомъ члснФ равна и , причемъ сумма рас­
пространяется на всЬ дфлыя и равныя нулю значешя а , {3, у , . . . X , 
удовлетворяются равенству

п — а +  Р +  7 ~Ь • • • +   ̂•
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Очевидно, что выражешс

п !
* ! ? ! - • !  . .  ."к !

какъ коэффищентъ полинома возвыиюннаго въ целую ножительную сте­
пень есть целою число.

Посмотримъ, нельзя ли убедиться, что формула (1) даетъ целое 
число, независимо отъ того откуда эта формула получена.

Мы им'Ьемъ равенство

"  __“ I Р I I I ил

Прилагая неравенство § 14, нолучимъ

Щ >[?]+й +Ш +'"
Суммируя по значку 1с — 1 , 2 , 3 , . . . ,  нолучимъ

Но левая часть этого неравенства даетъ показателя, съ которым!, 
простое число р  входить въ часлителя выражешя ( 1) ,  а правая часть укя- 
зываетъ показателя знаменателя.

Следовательно показатель числителя не менее показателя знамена­
теля и теорема относительно целости выраженья (1) доказана.

• 1 1 \

§ 18. Докажемъ теперь одну формулу, которая была исходной точ­
кой изследованШ Чебышева о лростыхъ числахъ.

На основанга § 16 получаемъ

где произведете П распространяется на все простыл числа, не превосхо­
дящая числа п .  11рологариомировавъ, получаемъ

lg ( 1 . 2 . 3  . . .  п) — 2 Е И 2 Й *з  & *  +

Введемъ въ разсмотреше функцш 0(у;), выражающую сумму лога- 
риемовъ всехъ  нростыхч. чисель не превосходя щи хъ х .  Покажемъ сыра-
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ведливость слЬдующаго равенства

гд'Ь въ первой части пишутся функщи Ь до гЬхъ поръ, пока нерестаютъ 
существовать простыл числа, ме?ышя аргумента функцш; во второй же 
части сумма распространяется на всё простыл числа, не превосходящая п .

Въ самомъ д'Ьл-Ь, разсмотримъ какое нибудь простое число р . Его 
логариомъ будетъ входить во все первый функщи

! И > Й i k H s

, , п п
до гвхъ  поръ, пока въ ряде чиселъ п ,  . . .  но появятся менышяр.

Пусть при н'Ёкоторомъ числе к произойдут'!, неравенства

« п
к >  к +  1 ’ (2)

тогда 1др войдетъ въ первую часть к разъ слагаемымъ. Неравенства (2) 
можно преобразовать такъ:

Р

т. е. получаемъ

Итакъ, мы видимъ, что въ первой части равенства (1) логариемъ 
всякаго простого числа р  входить со множителемъ к , следовательно, ра­
венство (1) справедливо.

Подобнымъ же образомъ покажемъ

«ч/» ) + * ( р / ” ) + * ( | / ~ ) + . .
- 2  К

119Р

- - 2 Й
Ь р (3)



Суммируя равенства (2) и (3), получимъ окончательно формулу 

1д ( 1 . 2 . 3 . . .  * ) = « ( " )  +  б ( | )  +  б ( | )  +  . . .

+  »(✓ «)+<>(| / +

+  в ( ^ ) + - о ( [ / | )  +  б (| / /’| ) + . . .

§ 19. Закончимъ изложение свойствъ функции [.-г] указашемъ на одну 
формулу, имеющую значеше въ н'Ькоторыхъ вопросахъ теории чиселъ. 

Разсмотримъ функщю

У =  f { x ) , (О

которую мы для простоты будемъ предполагать обладающею сл-Ьдующими 
свойствами:

1) она однозначна для всЬхъ значенШ въ промежутка х — 0, х = Ь ,
2) непрерывна, во всемъ промежутка,
3) все время возрастаете
4) при х  =  0 ; у =  /(0) =  0 .

Пусть требуется вычислить сумму

[/(1)] +  1/(2)] +  Ш \  +  [/-(б)]. (2)

Обозначнмъ функцию обратную черезъ F ( x ) , такъ что будегь

x  =  F ( y ) .

Оказывается возможнымъ такъ преобразовать сумму (2), чтобы въ 
нее входили щЬлыя значеш'я обратной функщи, то есть величины

ту)}.

Для этой ц'Ьли разсмотримъ, сколько членовъ въ ряд'П (2) равны числу

v =  \f{n)\.

Сначала найдемъ число т членовъ суммы (2) меньшихъ v .
Должны буемъ написать неравенства

—  26 —

\fhn)} < v ^  [ f(m  -(- 1)J.
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Отсюда
f (m)  <  v ^  f ( m  4 - 1 )

Взявъ отъ всЬхъ трехъ частей неравенства функцш F( x ) ,  которая 
также возрастающая, получимъ

F( f { m ) )  < F ( v ) ^ F ( f { m  +  1))
или иначе

т <  F(v) ^  т  1 .

Отсюда получаемъ одно изъ двухъ 

или I., т — [F(v)] 

или II., тп =  [.F(v)] —  1 =  F(v) — I .

Случай II им-Ьетъ мйсто, если F(v) =  [_F(v)], то есть если на лиши

У =  А * )

лежитъ точка съ н/Ьлыми координатами х  =  т +  1 ,  у =  v .

Разсмотримъ сначала случай, что на разсматриваемой кривой не су- 
ществуетъ точекъ съ цйлыми координатами. Тогда на всемъ протяженш 
кривой y <= f(x)  имйегь м'Ьсто случай I.

Мы получимъ число членовъ суммы (2) равныхъ у, если изъ числа 
членовъ меньшихъ v 4-1  вычтемъ число членовъ меньшнхъ у. Отсюда по­
лучаемъ

п=Ъ у=р

s = 2  W *)]  =  2 v i [ ■ * > + 1 ) ]  -  № } ,
»=1 V =  1

гдй р =  [/■(&)].
Или нанисавъ подробнее

s =  Р {Ъ -  [ ^ ( « ] 1 4 -  (Р—  П { ГЛРЙ 4-  [>(р — 1 ) ] } 4 - . . .
. , .  +  2 . { [F (3 )]  —  [F (2 )]I  4 -  1 . { [_F(2)] —  [ Л 1)]b

такъ что

■5 =  Р ь — 2 № ] .  (4)
У = 1

Сопоставляя (3) и (4), получимъ окончательно

П =  Ъ V=fl

2  [ f l » ) i + 2  [ * » ] = & ? .
♦1 — 1 V =  1
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Для я <  Ь и а — [/’(я)] будемъ имФ.ть 

п= а  v=a

+  =  (G)
« = !  v =  1 . .

Вычитая (6) изъ (5) получимь 

н—Ь v=(i
S  (/ (» )]+ Е ^ К " ) ] = Ь р  —  ав . (7)

» = а + 1  '/=аД-1

Последняя формула находится 
мулой интегральнаго исчисления

У

формулу (7) непосредственно изъ

полной аналопи съ известной фор-

ft Ф

ydx  Д- j xdy  =  /ф —  яа (8)

а i

гдф а = = Д я ) ,  3 — f { h ) .

Въ формулой (7) приходится при 
вычислено! еуммъ первой части 
считать число точекъ съ целыми 
координатами, лежащихъ въ двухъ 
площадяхъ, аналогичныхъ инте- 
граламъ первой части равенства 
(8); поэтомумы могли бы получить 

геометричесгшхъ соображений

§ 20. При разсужденгяхъ нредыдущаго параграфа мы предполагали, 
что на разсматриваемой дугй кривой y =  f ( х)  не существуешь точекъ съ 
цйлыми координатами. Если же такая точка появляется, то она даетъ 
лишнюю единицу, ибо её при геометрическомъ вывода формулы (7) § 19 
придется принимать въ счегь въ обйихъ суммахъ

г с
j  xdy  и j y d x ,

откуда получается въ первой части (7) лишняя единица,
Въ этомъ легко убедиться изъ сл'Ьдующихъ аналитическихъ сообра- 

женш, ибо, если точка съ координатами (т +  1 ,  v) лежитъ на кривой, то 
придется принять въ разсчетъ случай И § 19, и тогда въ формул-Ь

S  =  Xv { [ ^ ( v  +  l . ) J - [ E ( v ) ] t .
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придется вместо [.F(v)] писать- [/,1 (v)] —  1 и мы будемъ имфть

• •. (V +  1) {[^(v  +  2)] -  [A’(v +  Д 1 Н - V {[JP(v +  1)] -  [F W I  +  и  +

"  +  ( v - l ) { [ ^ ( v ) ]  -  1 - F ( v - 1 ) }  +  . . .

Произойдетъ измФнеше относительно иредыдущаго случая на число

V . 1 +  (v —  1)(—  1) =  1 •

Итакъ, если на дугу между абсциссами я и 6 (включая вершину пре­
дала Ь) попадаюсь '  точекъ съ целыми координатами, то получаемъ фор­
мулу

n=b V=р

S № ) ]  +  S r p (v)] =  i P - « - « .+  -
п=1 v = а—(—1

Если мы будемъ называть ариомети-чеекой нагрузкой дуги число '  
лежащихъ на ней точекъ съ целыми координатами, то последняя формула 
даетъ для такой нагрузки определенное вполне аналитическое выражеше. 
Эти соображешя обобщаются безъ труда на случай геометрш большаго 
числа измФренш. Въ частности можно получить выражеше ариеметической 
нагрузки куска поверхности.

§ 2 1 .  Приложимъ выведенную въ предыдущемъ параграфе формулу 
къ весьма важному случаю1), когда линия разсматриваемая есть прямая

_ Q  . _ РУ — р Х  у х  — q У ,

а Р  и Q нечетным взаимно простыл пфлыя числа, причемъ Q < ; Р .
р __1

Пусть я =  0 ,  *  =  0 ,  кроме того 6 =  — -— , тогда должно быть

3 = У
о И т  IУ\ =  [ Q— 1

2Р  J |_ 2 -Г 2 Р
. Q - 1

о

и значить имвемъ

lJ—1 У -1

п =  1 ч =  1

) Kmnutein. Joiirn: frtr г. и. aug. Math. 28, 1844, р. 24ti.
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§ 22. Покажемъ еще применеше приводимьтхъ соображений къ зна-

Еели будемъ разематривать кривую 
лшшо, определяемую уравнешемъ

х р +  У  — dp , (1)

где а  некоторое заданное целое число, 
то доказательство невозможности уравне- 
нгя (1) при р~>  2 и при произвольном'!, а 
сведется къ доказательству того, что равна 
нулю ариеметическая нагрузка конечнаго 
куска А В  кривой (1) заклгаченнаго между 

положительными нанравлешлми осей координатъ, если при этомъ оба конца 
А  и В  исключаются изъ раземотрешя.

Мы придемъ къ случаю разобранному нами, если возьмемъ за новое 
начало координатъ А .

Получаемъ формулу .

менитой теореме Ferm at’а. 

Y

х = а —1 х = а —1

а?=1 а-=1
=  ( а - 1 ) ? - К ,

где i  искомая нагрузка
Вследстчне симметричности кривой (1) относительно координатъ х  и 

у  число г,  не можетъ быть нечетными и, следовательно, наименьшее его 
значеше отличное отъ нуля должно быть 2.

Итакъ, доказательство теоремы Ferm at’а равносильно съ проверкой 
справедливости неравенства

х = и —1

у  аР— хр  j -j- |̂а —  \/ (i f— хр

Ж=1

<  ( а — 1)2 +  2 ,

при всякомъ а .

О функцш 'f(n), выражающей число чиселъ меньшихъ п и взаимно-
простыхъ съ п.

§ 23. Следуя Euler’y мы будемъ обозначать число чиселъ меньшихъ 
п и взаимнонростыхъ съ п знакомъ <р(и).

Такъ, нанримеръ, непосредственная проверка даетъ



Число п Числа взаимно простыл съ п j Значете о(п)

п —  3

п =  2

п =  4

1 ,  2 

1 , 3

1 , 2 ,  3 ,  4

1

и такъ далее.
Знакъ <р(«) нредставляетъ замечательную по свойствамъ функции. 

Эта функщя принадлежите къ числу такъ называемыхъ аривметическиз-ъ 
или числоеыхъ, ибо она определена только для цйлыхъ значенш аргу­
мента п .

§ 24. Теорема. Если d есть дплгтель числа п , такъ что п  — сЕ , 
то число чиселъ меныиихъ п и имтощихъ съ п наибольшим общаго дп- 
лышеля d будешь <р(8).

Въ самомъ деле, пусть т число меньшее п и имеетъ съ п общаго 
наибольшаго делителя d ; тогда m =  d . e •, иричемъ г число взаимно про­
стое съ 8. Кроме того г < 8 ,  ибо по предположен™ т<Сп. Итакъ, чиселъ 
т будетъ какъ разъ столько, сколько существуетъ чиселъ г меныиихъ о 
и взаимно простыхъ съ 8 , т. е. Ь (8).

§ 25. Хотя знакъ <а(1) не имеетъ значетя самъ по себе, но серьез­
ный основания заставляйте поставить требовате <?(1) == 1 , которое мы 
будемъ сохранять въ дальнейптемъ.

§ 26. Теорема. Существуетъ равенство

гдгь сумма распространена на воьхъ дплителей о числа и .
Для доказательства теоремы мы можомъ разеуждать такъ. Вынишемъ 

всехъ делителей числа я , пусть они будутъ

Будемъ собирать числа не иревосходянця п въ группы, причемъ въ 
каждую группу возьмемъ числа, имеюпця одного и того же общаго наи­
большаго делителя съ п . Обозначимъ знакомъ (Ик) группу чиселъ, имею- 
щихъ съ п общаго наибольшаго делителя <1,.

VJ(p(8) =  и , (1)

1 ,  dp, do, . . .  clk , n , 

пусть дополнительные делители будутъ

п ,  81? 8 , ,  . . .  8*, 1 (ЗД — п ) .

(2)

■(*)
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Получймъ сл1;дующш рядъ группъ

ш .  .(<*,), Ш ,  . . .  1 4 L  ( » и .  (4)

очевидно, на основати теоремы § 24, получаемъ въ грунпахъ (4) фгйдую- 
ния числа чиселъ

'?(п),  * ( 8 j ) , ?(р2) ,  ••• ? ( 1 ) -  (5)

Такъ какъ вей числа 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  п попали по одному въ которую 
нибудь изъ группъ, то должно получиться

?(П) 4~ ?(®l) +  'flu's) +  • • • +  ®(°*) +  ? ( I) =  п 

и теорема доказана.
Если рядъ чиселъ (2) представляетъ дйлителей числа п ,  расположен- 

ныхъ въ возрастающемъ порядкй, то рядъ дополнительныхъ делителей (3) 
даетъ т'Ь же числа, но въ обратномъ порядка. Папримйръ, п  =  12

?(1 ) +  ?(2 ) 4 -  * (3 ) +  «(4) +  * (6 )  +  * (1 2 ) =  12 
ибо • л

1 +  1 +  2 +  2 2 +  4 = 1 2 .

§ 27. Теорема. Если а и Ь два взаимно простыхъ числа, то илиьетъ 
мгьсто равенство

'у(аб) =  + а ) ® 4 ) .

Справедливость этой теоремы проверяется непосредственно для вс'Ьхъ 
малыхъ чиселъ a h , не превосходящихъ какого нибудь опредйленнаго числа, 
напримйръ, числа 30.

Такъ, иапримйръ, ®(6) -  * (2 .3 )  =  ®(2)®(3); <р(10) =  * (2 .5 )  =  ®(2)*(5) 
и т. д.

Можемъ применить поэтому доказательство по индукцш, то есть до­
казывать теорему для чиселъ а  и Ь , предполагая ея справедливость для 
чиселъ меньшихъ.

Пусть а пробйгаетъ всю совокупность настоящихъ делителей а , а р 
совокупность настоящихъ делителей числа b ; тогда вей делители числа а  
получаются при помощи чиселъ а  и а , а вей дйлители числа b при по­
мощи чиселъ Ь и р. Очевидно, что вс!; дйлители числа ab будутъ имйть 
видъ ab, a'i, аЬ, ар, причемъ совокупность чиселъ aft, ab, ар даетъ вейхъ 
настоящихъ дйлителей числа аЬ .

Но теореый § 26 будемъ имйть

а  =  ®(а) +  V j <р(а)

Ъ =  *(&) +  V|*(p)

ab =  <р (ab) +  2  ?(ар) +  £  <р(«&) +  £  <р(ар).

( 1 )

( 2)

( 3)
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Перемножая (1) и (2 ) ,  получимъ

ab =  ®(а)®(6) 4 -  2  ®(а)<р((3) +  £  ?(«)?(&) +  £  ®(«)®(Р) • (4)

Но по предположение справедливости доказываемой теоремы для ти­
се лъ меньшихъ получаемъ

?(«)?№ ) =  ?(«Р) > «(«Ж 6) =  ®(«Ь) , ?(«М Р) =  ?1>Р)

и, следовательно, сравнивая (3) и (4), получимъ

<р(а)?(Ь) — и(аЪ)
и теорема доказана.

§ 28. Теорема последняго параграфа даетъ возможность вывести 
весьма важную формулу для вычисления фу.жцш ® (п).

Пусть будетъ п = р г 1р 2 

тогда получаемъ

а>к
• • • Рк ,

Д / ®2\ ( шк\
2 ) • • ■ ?\Рк ) (1)

§ 29. Остается найти выражение

®(РШ) ,
где р  простое число.

Остановимся сначала на случае <о=1. Очевидно, что тогда <р(р)—р — 1, 
ибо вс/Ь числа 1, 2, 3, . . .  р— 1 взаимно простыл съ простымъ числомъ р. 

Обращаемся теперь къ общему случаю рт.
Очевидно, что числа менышя р ш и взаимно простыл съ р ш суть не 

деляшдяся на р , а потому изъ всехъ чиселъ

1 ) 2 , 3 , . . .  p w (1)

придется откинуть все деляшдяся на р , то есть числа

\ . р ,  2 . р ,  3 . р ,  . . .  р * - ' . р .  (2)

Такъ какъ число откинутыхъ чиселъ (2) есть рт-\  то получится 
окончательно г

<р(рш) =  р'° — _рш~ 1 — р ш (1 —  i  ] . (3)

§ 30. Сравнивая формулу (1) § 28 съ формулой (3) § 29, мы полу­
чимъ окончательно следующую формулу для вычислешя ®(м) въ самомъ 
общемъ случае.

О
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Ш1 шг «>*
1ЬСЛИ П — рг р2 . ■ ■ Рк > 

ТО

Такъ, иаприм1;ръ,
»г =  24 =  23. 3

T ( M ) = 2 4 ( l - I ) ( l - ^  =  8,-

и действительно существуетъ только 8 чиселъ

1 , 5 ,  7 ,  1 1 , 1 3 ,  1 7 ,  1 9 , 23 

меныпнхъ 24 и взаимно простыхъ съ 24.

Принципъ Dedekind’a.

§ 31. Формулу (1) нредыдущаго параграфа можно переписать въ та- 
КОМЪ виде

'f(ft-) =  п —
р  1

+ у  —— у
Zj P\P2

п
PlPiPs

+ (1)

где суммы распространяются на различныя сочетан1я различныхъ простыхъ 
множителей р г , р 2 , р 3 , . . .  числа п  по одному, по два, по три и т. д. 

Формулу (1) можно считать следеттаемъ формулы

S  <?(*) — п ( 2)
и её можно было бы написать сразу, применяя некоторый „принципъ 
обращ ет я“, указанный D edekind'ом ъ1) и Liouville'ем ъ2) и составляюпцн 
весьма важную теорему T eop in  чиселъ.

Этотъ принципъ мы разъяснимъ на более общей задаче.
Задача. Две функщи 'Ь(х) и F (x )  связаны равенствомъ

2  *(3) =  **(« ) (3)

справедливыми для всякаго целаго п ,  причсмъ сумма въ левой части рас­
пространена на всехъ  делителей числа п . Спрашивается, что можно ска­
зать о вычислена функщи ’1(х) ? l

l ) Dedekind. Journal lur г. u ang. Math, 54. 1857. 
г) Liouville. Journ. do math. p. et appliq. (2) 2, 1857.
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Начнемъ со случая п — р"\ гдй р  простое число. Тогда формула (3) 
перепишется такъ

<Н1) +  'Кр ) +  'Кр2) +  • • • Ч- 'К-Р'0-1) +  'Кр ш) =  F ( p w) ■ (4)

Применяя последнюю формулу для числа ш меньшаго на единицу, 
получимъ

'>(1) +  'КР) +  'И-Р2) +  ••• + 'Н Р Ш_1) = - Р ( Р Ш' 1)> (5)

и мы лолучаемъ, вычитая (5) изъ (4),

'Ир ш) =  F ( p m) —  F ( p m~])

или, обозначая р"‘ =  п ,

№  =  F ( n ) - F f i y ( 6 )

Докажемъ теперь, что если

п = р 1 'Рч ~Рз 

то изъ равенства (3) будетъ следовать такое

ф(») =  F (n )  —  '-F  ( y j  - f  Z F
Р1Р2

n
P 1P2P3

(7)

гд4з суммы распространены на всевозможный сочетатя произведенш раз- 
личныхъ иростыхъ множителей р х . р 2 , р я , . . .  по одному, по два, по три, 
по четыре и т. д.

Справедливостъ формулы (7) проверена для случая (6) одного мно­
жителя числа п и можетъ быть для общаго случая доказана по индукщи. 
Предположимъ эту формулу справедливою для числа т , составленнаго изъ 
нйкотораго числа различиыхъ простыхъ множителей, покажемъ ея спра­
ведливость для числа п , имйющаго еще одного лишняго простого множи­
теля р

п — тр'".

Пусть простые множители числа т суть 

P i ,  Рг, Рз,

Обозначимъ всйхъ делителей числа т черезъ

] , (1Л, d2 , . . .  т ;
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получаемъ

'КО 4- ’Adi) <Ь(т)

''Ар ) +  ДОьр) +  • • • - f  A mP) 

b(p*>) +  'A'hp"') + . . .  4- <ИЦр“) =  F (n) ■

Вычитая изъ обепхъ частей послйдняго равенства соответственны я 
части равенства для <о —  1 , получимъ

'АРЮ) -f 'AF"di) +  ’AP'^h) 4  • • • + =  F(n) — F^~\. (8)

Введемъ новыя обозначешя

’АР"'Х) =  'А(х )

F (p mx) — F(p"'-lx) =  F x{x) ,

тогда равенство (8) можетъ быть переписано такъ

S  + i №) = -

Такъ какъ мы предполагаемъ формулу (7) справедливою для числа 
т , то можно будетъ написать

« » ) = е д - 2 * у  +  ^ Р ,
т

или окончательно

\{п)
К >  М ^ И Ш ]

+

Переписывая эту формулу такъ

'An) =  F(n) —  y F ^  +  y F f  ,
“  \Р 1 \pPil

!L\ . ■ S W — W
^  \РР\Рг)

получаемъ доказательство справедливости формулы (7) для числа п  съ 
большимъ на единицу числомъ различныхъ простыхъ множителей.

Такимъ образомъ теорема Dedekind’a доказана вполне.

§ 32. Формулу (7) лредыдущаго параграфа, выражающую законъ 
обращсшя Dedekind’a, можно написать в'ь болгЬе компактномъ виде, если 
ввести въ разсмотреше новую числовую функцш Moebins’a

К и) ,
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определяемую следующими свойствами:

1) К 1) =  1 ,
2) =  0 ,  если въ составъ п входятъ простые множители съ по­

казателями большими единицы,

3) р.(и) == (—  1)*, если п есть произведете первыхъ степеней к  раз- 
личиыхъ простыхъ множителей.

Мы можемъ доказанную формулу Dedokind’a переписать въ такомъ
виде

Мп) =  2 К м ) ^ ( ^ ; ) »  (1)

где сумма распространена на всехъ делителей т  числа п .

§ 33. На основанш сказаннаго легко решить аналогичный воиросъ 
относительно произведёт!.

Пусть задано уравиете

116(8) =  F ( n ) ,  (1)

где произведете П распространено на всехъ делителей 8 числа п .

Мы приведсмъ задачу обрагцетя равенства, т. е. нахождения вида 
функцш ^(?г), къ задаче предыдущей, если прологариемнруемъ ypaBiienie (1)

' £ 1д Щ  =  19 Ь\п). (2)

Отсюда на основанш формулы (1) § 32 получимъ

1уЦп) =  ^  р.(»г) ly F  ,

или переходя отъ логариемовъ къ числамъ, получимъ

/ W \ Ц-'т)
-к«) =  (3)

Эта формула (3) могла бы быть получена безъ введетя логариемовъ, 
если бы по аналогш съ доказательствомъ теоремы Dedekind’a мы вместо 
действ! й сложеш'я и вычиташя равенствъ применили бы д е й о т я  умноже- 
шя и де.лшпя

Этим'ъ я хочу сказать, что формула (3) остается справедливой и при 
такихъ символахъ, при которыхъ логариемировате недопустимо, лишь бы 
сохранялись правила алгебры рацюнальныхъ действШ.
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Формула (3) можетъ быть переписана еще такъ

IIW * * ) щ р (  и ) . .\р 4hp2Psl

гд-fe произведенья II распространены на сочеташя различныхъ простыхъ 
множителей р г , р 2 , р 3 , . . .  числа п  по одному, два, три и т. д.

§ 34. Покажемъ некоторый приложешя функцш р (п ).
Докажемъ следующее равенство

=  ( 1 )

гдЪ сумма -  распространяется на веЬхъ делителей т  иЬкотораго числа 
п , причемъ единственное исключеше представляетъ число п =  1 , когда 
получаемъ

р Ш - 1 .

Такъ какъ функщя р (т )  равна нулю, если т  пмйетъ кратные про­
стые множители, то достаточно разсмотр'Ьть только там я значенья т , ко­
торый составлены изъ первыхъ степеней различныхъ простыхъ множите­
лей P i, P i ,  . . .  Рк числа п . Пусть число данныхъ множителей есть к t 
тогда первую часть равенства можно будетъ переписать такъ

Р(1) +  2  ^РгРг) +  2  Р(Р\Р2Рз) +  • • •

или иначе
Ц к -  1) к ( к - \ ) { к - 2)

+  ~ГГ2 ГТ2Тз------+
т. е.

] g p ( m ) = ( i - l ) *

и равняется нулю, что доказываетъ справедливость равенства (1 ) .

§ 35. Разсмотримъ безконечный рядъ уравнешй

'\{т . 1) *J>(m. 2) -| -ф (т . 3) -|- . . . =  F ( m ) ,  (1 )

которыя получаются при всевозможныхъ значешяхъ

т =  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  . .  .

Мы предполагаемъ конечно сходящимся рядъ стояний въ первой 
части уравнешя (1), а также вей ряды, которые у насъ будутъ встре­
чаться, мы будемъ предполагать сходящимися.
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Если мы будемъ считать функцйо F(m)  известною, а функщю 4(и) 
искомою, то, заставляя число т  пробегать натуральный рядъ чиселъ, по- 
лучимъ безконечное число уравнений линеиныхъ относительно безкойеч- 
наго числа неизвФстныхъ

4(1) > ф(2), -КЗ),

а именно эти уравнешя будутъ

т  +  'КЗ) +  4(4) +  4(5) +  4(6) +  • • =  Л 1 )

-К2) + 4 ( 4 )  • + 4 ( 6 ) + . . . =  F (2 )

4(3) + 4 ( 6 ) + . . =  F (  3)

4(4) + .................................. F ( 4 )

' К 5 ) + ................. =  F ( 5 )

4(6) +  • • =  F (  6)

Нетрудно решить эти уравнетя относительно неизв’Ьстныхъ. Пока- 
жемъ решете относительно <ф(1), для этой цели умножпмъ уравнеше (1), 
которое можно переписать такъ

^  4(ww) =  F ( m ) ,
П

на а ( т )  п иросуммируемъ по т

^  ^  ^  и(v i)F (m ) . (2)
т п т

Перепишемъ последнее уравнеше (2) такъ

2 ( а д ж « )  =  2 ^ ( т № ) ,
и in

где внутренняя сумма распространяется на всЬхъ делителей d  числа п . 
На основанш теоремы § 34 зам-Ьчаемъ, что эти суммы обращаются въ 
нуль, за исключетемъ. первой, соответствующей п =  1 н мы получаемъ

< К 1 ) = 5 > М - ? » .  (3)

§ 36. Этотъ выводъ формулы (3) § 35, уже давно известный, можно 
разсматрнвать какъ замечательный примерь на т е о р т , развитую более
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или менее систематически лишь въ последнее время, а именно теорйо 
безконечныхъ определителей, или, другими словами, теорйо сиетемъ урав- 
н етй  съ безконечнымъ числомъ неизвестныхъ. Эта reopin получила въ 
последнее время большое развил е въ Gottingen’e  въ школе профессора 
Hilbert’a, причемъ обратили на себя внимате работы его ученика Тбр- 
litz’a,



Г Л А В  А III.

Teopiff сравнений.

§ 1. Если разность двухъ чиселъ а  и Ь делится на число к , т. е. 
если число

я — Ь 
к

цЬлое, то будемъ говорить, что числа а п Ь сравнимы по модулю к и 
будемъ записывать это свойство знакомъ

а =  Ь (mod к) .

Этотъ знакъ носитъ назваше сравнены.
Числа а и Ь мы будемъ предполагать, какъ положительными, такъ 

и отрицательными; модуль же к будемъ всегда считать положительными 
§ 2. Если число а  отъ дЬлешя на к дасгъ остатокъ г, то мы будемъ 

имЬть а =  kl -j- г , гдЬ I некоторое ц'Ьлое число; слЬдовательно, разность 
а —  г  дЬлится на к , и мы получаемъ a =  r  (mod к ) .

Справедливо также свойство обратное, а именно, что если а и г  
числа положительныя, число же г  <  к и сравнимо по модулю к съ а , то 
г  будетъ остатокъ отъ д'Ьлешя я на к ; въ самомъ дЬлЬ, сравнеше

а  =  г  (mod к)
даетъ

гд'Ь I ц'Ьлое число, откуда получаемъ

я — Ы -Г г .



Сравнеше
а =  О (mod к)

равносильно съ утверждешемъ, что а  делится на к .

§ 3. Для еравнешй оказываются справедливыми мнопя изъ про- 
стейшихъ свойствъ уравненш. Перечислимъ здесь эти свойства.

I. Два числа а и а 1 , сравнимыя по модулю к съ третьимъ числомъ 
Ь , сравнимы между собой.

В ъ  самомъ д ел е, сравнешя

а  =  b (mod к ) ; а 1~ Ь  (mod к)

показываютъ, что разности а —  b и а , — Ь д-Ьлятся на к , а сл'Ьдовательно 
будетъ делиться на к и выражето а  —  Ь —  ( а , — Ь) — а  —  a t значить

а =  а х (m odfc).

II. Въ  сравнешяхъ можно переносить члены изъ одной части въ 
другую съ переменой знака.

Въ самомъ дйл'Ь, покажемъ, что сравнеше

а  -Ь а х =  Ъ (mod 7с) (1)
влечетъ, какъ ел1>дств1е,

а  — Ь — (mod к ) . (2)

Действительно, сравнен!е (1) показываетъ, что делится на к число 
а -\ -а х —  Ъ, но это число можетъ быть написано такъ

а  — (Ь—  а,)

и следовательно, делимость его на к показываетъ справедливость сравне- 
шя (2).

III. Сравнеше можно складывать и вычитать почленно.
Въ самомъ д ел е, сравнешя

а =  Ъ (mod к) и а х =  Ьх (mod к)

показываютъ делимость на к чиселъ

я —  Ъ и я , — б , ,

следовательно, должна делиться на к сумма и разность этихъ чиселъ
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и следовательно, должно иметь место сравнение

а ± а 1= Ъ ± Ъ ^  (modк ) .

IV. Члены сравнения могутъ быть умножаемы на одно п то-же число. 
Въ самомъ деле, сравнеше

а =  Ъ (mod к ) ,

сложенное почленно сь самимъ собою I разъ, даетъ

la =  lb (mod к ) .

Следовательно, высказанное свойство справедливо при I положительномъ.
Для доказательства справедливости возможности умножении на отри­

цательное число вычтемъ последнее сравнете изъ тождественнаго

0 =  0 (mod к) ,
получаемъ

( — I) а =  ( — l)h (mod к ) .

V. Сравнения можно почленно перемножить, т. е. два сравнения

a =  ft(mod&) и а, = Ь г (modЛ) (3)

влекутъ, какъ следствие, сравнете

a Ci = Ь  (mod к) .

Въ самомъ деле, сравнения (3) даютъ

а — ЪА-Ы
и

сь 1== Ъ1 -f- kl i .

Отсюда
(ici 1 — Ь1)\ —(г к (Ы1 — -|— kll\) •

(4)

Такъ какъ трехчленъ въ последииихъ скобкахъ есть целое число, то 
произведен1е со, сравнимо съ пропзведешемъ ЬЬ, по модулю к .

VI. Применяя последниоио теорему объ умножении къ несколькимъ 
одинаковьпмъ сравненпямъ, получаемъ, что сравненья можно почленно воз­
вышать въ любую целую положительную степень, т. е., что сравнеиие

а  =  Ь (mod к)
вдечетъ, какъ следсгао

пп =  Ьп (иииой к).
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V II. Разсчотримъ ц-Ьлую функщю

f { x ) = p 0 x K +  . . .  - fp «

съ целыми коэффициентами. Тогда сравнеше

а  =  Ь (mod к)

будетъ имЬть слТдств1ёмъ
f ( a )  =  f ( b )  (mod А;). (5)

В ъ  самомъ д-Ьл-Ь, на основанш свойства VI получаемъ рядъ сравнений 

ап ~ Ь п , а ”~1 =  Ьп~1, . . . а ~ Ъ ,  1 =  1 (mod&).

Умножая эти сравнешя нослфдовательно на коэффищенты

Ро , Pi > ■ ■ ■ ,

и складывая, получимъ сравнен!е (5), что и требовалось доказать.

V III. Если число I взаимно простое съ модулемъ к , то сравнеше

l a — lb (mod к) (6)

можетъ быть сокращено на число I, т. е. получится

a = b ( m o d k ) . (7)

В ъ  самомъ Д'Ьл'Ь, сравнение (6) показываетъ, что д'Ьлится на к число 

1а — 1Ь =  1 (а —  Ъ).

Но такъ какъ I число взаимно простое съ к ,  то должна д-Ьлнться на к 
разность а —  Ь,  т. е. должно удовлетворяться сравнеше (7).

IX .  Если одна изъ частей сравнешя

а =  Ь (mod к ) ,

напр. Ъ,  и модуль к делятся на некоторое число I,  то должна делиться 
на I и другая часть а .

В ъ  самомъ Д'Ьл'Ь
а =  Ъ -f- к т ,

откуда сл'Ьдует'ь, что если Ь и к Д'Ьлится на I , то должно делиться на I и а .

X . Общш множитель членовъ сравненья и модуля можетъ быть со- 
кращенъ, т. е. сравнеше

1а =  ТЬ (mod Ik) (8)
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влечетъ, какъ следеттае, сравнеше

а =  Ъ (mod к) . (9)

Въ самомъ деде, сравнеше (8) показываехъ, что

1а — 1Ъ __ а —  Ь
1к к

есть число ц’Ьлое.

XI. Два числа, сравнимый по некоторому модулю к ,  будутъ сравнимы 
также по всякому делителю этого модуля к .

X II. Два числа, сравнимый между собой по взаимно простымъ мо­
дуля мъ

, к2 , к3 , . . .

сравнимы также по ихъ произведение, т. е. сравнешя

а =  Ъ (mod кг) , а ~ Ъ  (mod к2) . . . 

влекутъ, какъ следствие, сравнеше

а  =  Ъ (mod 7с, к2к3 . . .  ) ,

ибо если разность я —  Ъ делится на взаимно простая числа

кх , к2 , к3 , . . .  ,

то она, очевидно, делится и на ихъ произведете.

§ 4. Если мы перенесемъ все члены сравнешя въ одну часть его, 
то сравнеше приметь видъ

Q (м , v , w . . . ) =  О (mod &),

где и , v,  iv, . . . входяпця въ сравнеше буквы.
Одной изъ главныхъ задачъ этой главы будетъ рЬшеше сравненга 

съ однимъ неизвестнымъ, при чемъ мы будемъ разематривать сравнешя 
вида

f  (ос) =  0 (mod к ) , (1)

гд * f ( x )  целая фуикщя отъ одной неизвестной х  съ целыми коэффи- 
щентами. Корнемъ сравнен!я мы будемъ называть такое число а ,  которое 
даетъ тождественное сравнеше

f(a) — 0 (mod к). (2)



46

Не трудно видеть, что если изв'Ьстенъ одинъ корень а  сравнешя, 
то по этому; корню можно составить безчисленное множество другихъ 
корней. В ъ  самомъ д ел е, на основашп свойства УИ сравнешй (см. § В), 
мы им-Ьемъ, что при

х  —  a (m od i) (3)
будетъ

f ( x )  =  f ( a )  (m od i) . (4)

Сопоставляя ( 2 1 и (4), мы получимъ

f ( x )  =  0 (mod к ) .

Другими словами, окажется, что всякое число х , удовлетворяющее сравне­
нию (3), будетъ корнемъ заданнаго сравнешя (1).

Итакъ, корню а сравнешя (1) будетъ соответствовать безчисленное 
число корней, выражаемыхъ по формуле

а —  к г ,

где г  произвольное целое число.

§ 5. Во всемъ дальнейшемъ мы будемъ называть классом?, чиселъ 
совокупность чиселъ, сравнимыхъ между собой но модулю к .

Если одно изъ чиселъ некотораго класса мы назовемъ а ,  то оче­
видно, что все  числа этого класса сравнимы съ а по модулю к ,  и следо­
вательно, общш видъ числа, принадлежащаго къ этому классу, будетъ

а  —  к г ,

где г  положительное или отрицательное целое число, или нуль.
В ъ  предыдущемъ §-е мы выдели, что если сравнении удовлетворяете 

одно число класса, то ему удовлетворяютъ и в се  числа этого класса, а 
потому в с е  числа одного класса, удовлетворяюиия сравнен] ю, считаются 
за одно р е ш ет е  этого сравнешя. Для характеристики класса чиселъ вы­
бирается обыкновенно одно изъ чиселъ этого класса.

Мы будемъ называть наименьшимъ положитёлънымъ вычетомъ или 
просто положителънымъ вычетомъ числа а  по модулю 1с наименьшее по­
ложительное число, принадлежащее къ классу а —  кг .

Подобнымъ ж е образомъ отрицате.ттмъ вычетомъ будемъ называть 
наименьшее по абсолютной величине отрицательное число, заключающееся 
въ классе.

Такъ, напрнмеръ, разсмотримъ вычеты числа 5 по модулю 3.
Мы видимъ, что среди чиселъ класса 5 —  Ъг положительнымъ выче­

томъ явится число 2, а отрицательнымъ вычетомъ —  1 .
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Изъ двухъ вычетовъ, положительнаго и отрицательнаго, мы будемъ 
называть абсолютно малымъ вычетомъ тотъ изъ нихъ, абсолютная вели­
чина котораго меньше. Въ данномъ примере абсолютно малый вычетъ 
есть —  1 .

Не трудно дать общую формулу для двухъ вычетовъ нйкотораго по­
ложительнаго числа а по модулю к .  Въ  самомъ деле, положительный вы­
четъ есть наименьшее положительное число, заключающееся въ формуле

“ - * * * * ( ! - * ) •

Такъ какъ г  есть целое число, то последнее число будетъ наимень-
шимъ положительньшъ въ томъ случай, когда целое число г есть наи-
,  а
большее изъ не превосходяшихъ число - г , т. е. когда

К

- f f l -

Следовательно, положительный вычетъ определяется формулой

м н е -

Очевидно, что отрицательный вычетъ выразится формулой:

Сравнюсь абсолютный величины вычетовъ (1) и (2). Можетъ про­
изойти одно изъ неравенствъ:

При верхнемъ знаке абсолютно малымъ будетъ положительный вы­
четъ; при нижнемъ знакй— отрицательный вычетъ. При среднемъ знаке 
равенства оба вычета будутъ иметь одинаковую абсолютную величину. 
Въ этомъ последномъ случай мы будемъ говорить, что существуетъ два 
абсолютно малыхъ вычета: положительный и отрицательный.

Неравенство (3) можно переписать такъ

а  га-) <  1
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получается такой способъ нахожденья абсолютно малаго вычета. Разность

представляетъ собою правильную дробь, которая получается отъ выдЪлешя

целой части дроби ^ , н у насъ выходить, что, если эта правильная дробь

меньше половины, то абсолютно малый вычетъ положительный, если эта 
дробь больше половины, то абсолютно малый вычетъ отрицательный. На- 
примЪръ, требуется найти обсолютио малый вычетъ числа 9 по модулю 6. 
Разсматриваемъ дробь

Такъ какъ дробная часть послйдняго см'Ьшаннаго числа есть поло­
вина, то получается два абсолютно малыхъ вычета:

-1-3 и —  3.

§ 6. Не трудно убедиться, что различныхъ классовь чиселъ по модулю 
к можетг быть только к .  Если мы будемъ выбирать за представителя 
класса положительный вычетъ, то значенья этого положнтелънаго вычета 
могутъ быть только так)я

О, 1 ,  2 ,  . . . ,  к —  1 . (1)

Покажемъ, что два класса чиселъ, соотв1втствукшие двумъ различ- 
нымъ числамъ а ,  (3 изъ ряда (I) ,  должны быть различны между собой, 
т. е. не могутъ заключать общихъ чиселъ. Въ самомъ д ел е, допустимъ 
обратное, т. е. предположимъ, что существуетъ число у , входящее въ оба 
рассматриваемые класса. Тогда получаемъ

у =  a (mod к ) ,

у =  р (mod к) ,

откуда

а =  j3 (mod к) ,

и следовательно, разность а —  (3 должна делиться на к , что невозможно, 
ибо оба числа а и р  меньше к ,  а следовательно меньше этого числа и 
абсолютная величина ихъ разности.

Числа ряда (1) мы будемъ называть полной системой вычетовъ по 
модулю к .
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Этимъ вычетамъ соотв-Ьтствуетъ к различныхъ классовъ чиеелъ. 
Каждое изъ чиеелъ, положительныхъ или отрицательныхъ, принадлежит, 
хсъ одному изъ такихъ классовъ.

§ 7. Теорема. Если число а взаимно простое сь модулемъ 1с и мы 
Оудемъ подставлять въ формулу ах  b вместо х  последовательно числи 
полной системы вычетовъ

0 , 1 ^ 2 , . . . ,  к — 1,  (1)

то полу чимъ систему чиеелъ несравним,ыхъ между собой.
Въ самомъ д1;лгЬ, предположимъ обратное, а именно, что для двухъ 

чиеелъ a, J3 ряда (1) им'Ьетъ мЬето сравнете

аа -f- Ь =  ар б (mod к ) .

Тогда пол у чае мъ
а а =  ар (mod 1с),

.Г ■ . • . . .

и на основами свойства УШ сравненш, получаемъ

а =  j3 (mod к) ,
что невозможно., • '* >• .•• • . . ■

Итакъ, если въ выраженш

ах  +  b

х  проб'Ьгает'ь полную систему вычетовъ по модулю к ,  то само выраже- 
iiie ах  -(- Ь проб'Ьгаетъ также полную систему вычетовъ.

§ 8. Теорема E u ler’a.
Если число а взаимно простое съ к , то будешь иметь место 

сравнен ie
а?(Ь) =  1 (mod к ) ,

гд е  'з функюн, разематравившаяся въ § 2Н сл. I I .
Пусть числа, взаимно простыл съ к и менышя этого числа, будут.

п1 > а2 , «8 , . . .

причемь пусть а  обозначает, одно изъ нихъ.
Обозпачимъ черезъ Ъ\, Ь2 , . . . положительные вычеты чиеелъ <mj, , 

аа2 , а а 3 , , такь что пм Ьемъ рядъ сравнений

auj == bj

а а?

аа3 =  ba
(mod к) .

4
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Перемножал эти сравнешя, получимъ

а^к> а х а., а 3 . . . =  ЬхЬ2 Ь3 . . . ( m o d i ) .  (1)

Числа hr , Ь2, Ь3, . .  . должны быть взаимно простыл съ к .  В ъ  самомъ 
д'Ьл'Ь, допустимъ обратное, а именно, что какое нибудь изъ чиселъ b , 
наир. Ь\, имеетъ иФкотораго общаго делителя 8 съ модулемъ к ; тогда 
по свойству IX  сравненш этого же делителя Ь должна иметь нервая часть, 
что невозможно, ибо эта часть представляетъ изъ себя произведете чиселъ 
взаимно простыхъ съ к .

Итакъ, все Ьх , b2 , bs , . . . суть числа, взаимно иростыя съ к .
Не трудно убедиться, что среди чиселъ 6 не можетъ быть одинако- 

выхъ, ибо все  числа
а а х , а а 2 , а а я . . . . .

какъ иолучаюпцяся отъ подстановки въ выражеше а х ,  вместо х ,  чиселъ, 
несравпимыхъ по модулю к ,  должны принадлежать къ различнымъ клас- 
самъ (см. § 7) и, следовательно, не могутъ иметь одинаковыхъ вычетовъ.

Итакъ, числа i>,, Ь2 , bs , . . .  суть т е  же, что и числа « , ,  а2 , а 3 , . . . ,  
только могутъ отличаться порядкомъ расположешя. Следовательно, и.меетъ, 
место равенство

ci j . а2 . . . .  — b j . b2 ■ • * •

Отсюда на основаши сравнешя (1) получаемъ

а? ( « =  ] ( m o d i ) ,  ,

что и требовалось доказать.

§ 9. Теорема Eulor’a есть обобщеше теоремы, предложенной раньше 
F e rm a t ’oMb, когда модуль есть простое число р .  При нростомъ модуле р  
для всякаго числа а ,  не дёлящагося на р , имеетъ место сравнеше

o f - '  =  I (m od p ),
ибо 'i(p) = р  —  I .

§ 10. Въ видЬ легкаго упражнения предлагасмъ читателю доказать 
следующее предложеше.

Теорема. Если три числа а , Ь , с не имеютъ общаго делителя, то 
выражеше

ах  - f  Ь

ъ(а с )
иолучасть — у разъ значешя взаимно иростыя съ с ,  когда х  пробе- 

гаетъ систему всЬхъ вычетовъ по модулю с .



Сравнешя первой степени.

§ 11. Будемъ разсматривать сравнешя вида 

а х —  6 =  0 (mod к ) .

Придется разсмотр'Ьть отдельно два случая:

1) а взаимно простое съ к ,
2) а  пм'Ьетъ н1;котораго общаго делителя 8 съ к . .

§ 12. Итакъ, предноложимъ, что число а  взаимно простое съ к .
Для р'Ьшешя сравнешя

ах  —  6 =  0 (mod к) (1)

достаточно подставить въ выражеше а х — 6 всю полную систему вычетовъ.
По сказанному въ параграфа 7 получатся числа, вычеты которыхъ 

образуюсь полную систему. Следовательно, при н'Ькоторомъ значегаи х  и 
только при одномъ этомъ а х — 6 будетъ иметь вычегь равный нулю. 
Следовательно, заданное сравнение (1) будетъ иметь одно и только одно 
рЬшеше.

§ 13. Посмотримъ, какь вычислить корень сравнешя (I)  нредыдущаго 
параграфа. Сравнеше (1) § 12-го равносильно уравнешю ах  — Ь — к у , где 
у целое число.

Итакъ, наша задача привелась къ решенпо въ целыхъ числахъ не- 
онределоннаго у равненья

ax —  ky — b. (1)

Изъ элементарнаго курса известно, что уравнеше (1) при а  и к  
взаимно простыхъ имеетъ р е ш е т я ,' выражаемый формулами х  =  а -ф- let и 
y  =  $-\-at ,  где а и {5 даючъ одно реш ете уравнетя (1 ) ,  a t произволь­
ное целое число.

Уравнеше
X =  а И

можетъ быть представлено въ виде сравнешя

х =  a (mod к ) ,

л мы нолучаемъ одно р еш ете сравненья.

Наиримеръ, требуется решить сравнеше

8а; — 3 =  0 (mod 15).
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получаема

х —  6 (mod 15).

§ 14. Теорема Etiler’a даетъ также возможность написать сразу р-Ь 
шеше сравнешя первой степени.

Въ еамомъ д'кгЬ, пусть задано сравнеш'е

ах  —  Ь =  О (mod к ) . (1

По теорем-Ь E u ler’a им-Ьемъ

а?л> =  1 (mod к ) .

Умножая на Ь , получимъ

Ъа^к> — Ь (mod к) ,

или иначе

—  Ь ~  0 (mod А:) .

Отсюда получается сразу рйшешо сравнешя (1) въ видй 

х  =  Ьа^к) 1 (mod к ) .

Така, напримЬръ, сравнешс

8х —  В =  0 (mod 15)

будетъ им'Ьть р'Ьшеше

х  ~  3 . 8^(15> '(mod 15).

Но
3 _ 8*m>)-t =  з  _ 8b- i =  з . =  6 (mod 15),

что видно изъ формула

3 . 8  =  24 =  9 (mod 15),

3 . 82 =  9 . 8  12 (mod 15),

3 . 83 =  1 2 . 8 =  Г, (mod 15) ,

3 . 84 =  (>. 8 =  3 (mod 15) ,

Р-Ьшаемъ уравнеше

3.87 =  3.8?е= 6 (mod 15).
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§ 15. Обратимся теперь къ случаю, когда въ сравнеши

ах  —  5 =  0 (mod к) (1)

коэффициент!, а имфетъ некоторый обпцй наибольшей делитель 5 съ мо­
дулем'!, к .

Но свойству IX  cpaeneHie будегь невозможно, если на этого дели­
теля 8 не будетъ делиться коэффициента 5 . Итакъ, предположимъ, что 
этотт, коэффиндентъ также делится на 3 .

Полагая а — ал8 , 5 =  5,8,  к =  к\8,  и применяя свойство X ,  приве- 
демъ p b r n e H i e  сравненья (1) къ р-Опент новаго сравнешя

гг,ж —  5, =  0 (mod к {) ,  (2)

въ которомъ коэффициента «, взаимно простой съ модулемъ.
Это сравнете (2) имЬетъ, какъ мы видели, только одно р еш ете

х  =  a. (mod /с,). (3)

Но очевидно, что числа, принадлежащая къ одному классу но модулю 
к  1 , м01утъ принадлежать къ различнымъ классамъ по первоначальному 
модулю к . При этомъ не трудно убедиться, что число такихъ классовъ но 
модулю к ,  къ которыми принадлежать числа (3), будетъ равно 8 .

Въ самомъ дФле, если мы напишемъ 8 чиселъ

« , *  +  , * +  Щ  , . . . , а - f  (8 — 1) k i ,

то эти числа, очевидно, несравнимы по модулю к ,  ибо разность каждыхъ 
двухъ изъ этихъ чисел ъ но абсолютной величине меньше к .

Такт, какъ всЬ числа (.3) будуть вт. то же самое время решениями 
заданнаго сравиетя (1), то. следовательно, это сравните (1) будетъ иметь 
8 реш ети, определяемых'!, классами

х  =  п 

х  =  а А, 

ж =  » +  '2ki , (m od i).

ж =  <*-h (8 —  1) к у (

Иапримеръ, требуется решить сравните

15 х  -ф 18 =  0 (mod 21) .

Сокращая на 3, нолучимъ

5 х  -ф б =  0 (mod 7).
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Этому новому ср авнент удовлетворяет!)

х  =  3 (mod 7 ) .

Составимъ три числа В , 3 -(- 7 , 3 -Ц— 2 . 7 ,  который будутъ предста­
вителями класеовъ, дающихъ р-Ьшешя

■х —  3 (mod 21) ,  

х  = 1 0  (mod 21 ) ,

. х  =  17 (mod 2 Г ) .

§ 16. Задать рядъ сравнений

.r ,=  a(modrt) ;  # =  |3 (mod ?>); х  == у (mod с ) ;  . . . , (1)

гд-fe модули а ,  Ь , с ,  . .  . числа взаимно-простыл. Числа же а , р , у , . . . 
произвольный. Требуется найти всФ числа, удовлетворикладя этиаъ сравнс- 
адямъ.

Введемъ въ раземотр-йше число т ,  равное произведенш а.Ъ.с . . . 
модулей. Kpotofe того, обозначим!.

гд-fe

Н 1 Я М Ъ

т =  а А =  ЬВ =  сС — . . . ,

А =  Ъс . . .  ; В  =  ас  . . .  ; С =  аЪ . . .  ; . . .

Обозначимъ черезъ и', V, с', . .  . числа, удовлетворяющая сравне

Ап' =  1 (mod я ) ,

В / /  =  1 (mod b),

Се' =  1 (mod с ),

Каждое изъ этихъ сравненш будегь им-Ьть по одному р-Ьшенто, ибо 
коэффищенты А , В , С , . . . взаимно-простые с/ь соотв-Ьтственными моду­
лями.

Не трудно убФдиться, что числа, удовлетворяющая вефмъ заданным!» 
сравнеюямъ (1), даются сравнешемъ

х  —  А а'а В1>' р 6’с 'у  -)- . . . (modm).  (2)

Въ самомъ д-Ьл-Ь, на основами свойства XI сравнеше (2) влечетъ, 
какъ сл-Ьдстсте

х  =  А а'а ВЬ' р -f- C d -}- . . . (moda) .
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По такъ какъ 

а

то получаемо

В ~ С ~  . . . ~  0 (mod а).  

Аа' =  1 (mod а ) , 

ж =  а (mod а ) .

Подобнымъ же образомъ проверятся в с !  остальныя изъ заданныхъ 
сравнений.

Съ другой стороны, сравнете (2) можно получить, какъ сл-Ьдсгае, 
изъ сравнетй ( I )  и, следовательно, все числа, удовлетворяют!?! сравнениям'!, 
(1), выражаются въ форме (2).

Въ самомъ Д'Ьл'Ь, пусть жх и х2 будутъ два числа, удовлетворяющихъ 
сравнешямъ (1); тогда мы получимъ

— ж! = 0 ( т о й я ) ,  ж2— ж, =  0 ( m o d i ) , . . . , ж2 — ж, =  0 (modс ) ,

откуда на ос-новаши свойства X II сравненш, получимъ

ж2 — жх e s  (mod т ) .

О сравнежяхъ высшихъ степеней.

§ 17. Вт, разсматриваемой глав'Ь мы будемъ заниматься исключительно 
сравненьями вида

аж" -f- а, х”- ’ -f- . . . л х  +  Пп = 0  (m odp), (1)

при чемъ модуль р будемъ предполагать числомъ простымъ, а коэффи- 
щенты

а , я х, . . . , a „ _ i , и„

произвольными целыми числами или нулями.
Очевидно, что все члены съ коэффищентами, делящимися на р, мо- 

гутъ быть исключены изъ сравнетя. Точно такъ же вей коэффищенты 
могуть быть заменены ихъ положительными вычетами по модулю р .

§ 18. Можно сравнете (1) предыдущаго §-а привести въ новому виду, 
въ которомъ коэффищентъ при старшей степени неизв'Ьстнаго р авет, 
единице. Въ самомъ деле, умножимъ сравнете (1) на число я', удовле­
творяющее сравненш

яя' =  1 (modp).

Это сравнете всегда им'Ьетъ р еш ете относительно я', ибо коэффи­
циента, а взаимно-простой съ р , такъ какъ всякое число, не делящееся на
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простое число р ,  есть взаимно простое съ иимъ.. Отсюда, умножая срав- 
н ете  (1) предыдущего §-а на я', приведемъ его къ виду

х* а' а-ь ar”_1 -j-  а’ а , х"~2 -)- . . . =  0 (m o d p ).

§ 19. Обозначая первую часть сравненья (1) § 17 черезъ f ( x ) ,  будемъ 
писать наше сравнеше въ такомъ виде

f ( x ) =  0 (modp) . (1)

Пусть а. будетъ корнемъ сравнешя (1 ) .  Будемъ делить f(x )  на .с —  я ,  
при чемъ обозначимъ черезъ f , (x)  частное, а черезъ г, постоянный оста- 
токъ. Получаема., очевидно,

О =  /(«) =  0 (m odp),

ибо а корень сравнешя (1).

Получаемъ
f { x )  =  (x — <x)f1( x ) + r 1 , 

где r j делится на р .  Сравнеше (1) принимаете видъ 

(х — *)/',(*) г, =  0 (mod р)
или иначе

(х — *)fi{x ) =  0 (mod р ) . (-1)

Пусть £ будетъ другой корень сравнешя (1) (несравнимый съ я но 
модулю р). Корень (3 долженъ удовлетворять сравненью (4), х. е. должно 
быть

(Р —  <*) М Р) =  0 (mod р ) .

По } —  а не делится на р  , следовательно, получаемъ 

f i  ф )= = 0 (т о б р ) .

Значить корень j3 есть корень сравнешя . ' •

f i  (аг) =  O (m odp). (5)

Дел им ъ  функции (х) на х —-р; обозначимъ при этомъ частное че­
резъ /2 (х ) , а остатокъ черезъ гг ; получимъ г2 =  /", ((1) , следовательно г2 
делится на р. Мы получаемъ

Л(^) =  (ж — Р)/а (* )  +  '*
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или, подставляя вв равенство (3), получимъ

f (x)  =  (х —  а) (х. —  (5. f 2(х) - f  г, - f  г2 (х  —  а) =

=  (ж -  а) (а; — (3) f , {x)  +  р (1х -4- т ) , (6)

гдЬ I и т  цфлыя числа.

Взявъ третт корень у сравненья (1), заметим ь, что этотъ корень 
будетъ корнемъ сравнен in

f t(x) =  0 mod р ) .
Получимъ

f 2(x) =  (х  —  у ) f a x )  - f  rs .

Подставляя въ уравненье (6), получимъ

f (x)  =  (x — tx)(x — p)(x — 'j)ft(x) +  p ( l l x i +  » » , « + ' « , ) ,  (7)
гд1>

?,, т j , и , ,
ц-Ьлыя числа.

Продолжая наше разсуждеше дал-Ье, мы придемъ къ такому выводу: 

Если сравнен,ie (1) будучи степени п , илтетъ п разлпчныхъ корней 
а , ^ , у , . . . , X , то импетъ .шьето равенство

f(x)  =  а (х —  а) (х  —  [5) (х  — у) . . . (х —  7) -4- $<? ( х ) , . (8)

гдгь f ( x )  цгьлап фушцгя степени не выше п —-7  съ целыми коэффициен­
тами.

§ 20. Изъ соображенш нредыдущаго §-а вытекаетъ, что сравнете 

f {x)  =  0 (mod р)

степени п не можетъ и.мгьтъ больше п ргыиент.

В ъ  самомъ дф.гЬ, нредиоложимъ, что кром'Ь п корней а . |3, у , - . . ,  7 
сравнете наше им'Ьеть еще п -f- 1-ый корень }х. Тогда на основанш фор­
мулы (8) нредыдущаго §-а заданное сравнете можегь быть заменено 
сл'Ьдующимъ, ему равносильнымт.

а (х  — а) (я —  fl) . . . (х  —  7) =  О (m od p ).

Этому последнему долженъ удовлетворять корень и., и мы получает. 
cpaBHenie

«(u  —  a) fp. —  [3) . . . (р. —  7) =  0 (m od p ).



Эго же сравнете невозможно, ибо а  не делится на р и ни одна 
изъ разностей

(х -  а ,  и — р, ох — у ,  . . . , р — ).

не равна нулю и не делится на р , такъ. какъ нс1; корни а , [3, р
предполагаются различными и несравнимыми но модулю р.

i : т :' ML.fi; г ; ■ \
§ 21. Теорему предыдущаго §-а можно доказать еще следующим ъ 

образомъ: Если мы предположимъ, что сравнена

f ( x )  ~  0 (mod р)

степени п пм'Ьегь больше п ;решенш, то, обозначая одинъ корень черезъ 
а и поступая, какъ сказано въ § 19, зам'Ьтимъ, что сравнете

(а?) =  0' (mod#)

должно удовлетворяться всеми остальными корнями \3, у , . . . , и следо­
вательно, будучи степени п — 1-ой, должно иметь более, чемъ п —  1 
корень.

Продолжая далее, пршдемъ къ заключен™, что сравнете первой 
степени

ах  —  6 =  0(modp)  -

должно иметь больше одного р Ь т е т я , что невозможно, ибо но нашему 
предположен™ коэффищентъ а  не делится на р.

§ 22. Если сравнете степени п импетъ болте п корней, то оно 
должно обращаться въ тождественное сравнете, у -которого ест коэффи­
циенты дплятся на модуль, и следовательно это сравнете имЬетъ место 
при всякомъ численномъ значенш х.

Изъ этого соображен1я можно вывести формулу (8) § 19. Въ самомъ 
д ел е, обозначая черезъ а , Ji, . . , , 1 я корней сравнешя n -ой степени

f ( x )  =  0 (mod //),

мы заметимъ. что эти же корни будутъ корнями такого новаго сравнешя

f ( x ) —  а ( х — а) (ж —  р) . . . (ж —  =  0 (mod^’l ,

где а  коэффищентъ при старшей степени .<• въ функиди f { c )  . Но это 
сравнен!е, очевидно, степени меньшей и ,  ибо сокращаются члены сте­
пени п . Итакъ, это последнее сравнеш'е имеетъ больше корней, чемъ 
единицъ въ показателе степени, следовательно, его первая часть должна 
иметь видъ ръ  (х} ,  где v (х) целая функшя съ цел 1»тми коэффищентами.
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§ 23. Положишь, что сравнено

/(ж) =  0 (mod р)  (1)

иместь столько корней, сколько единицъ въ показателе степени, и поло- 
жимъ, что кроме того /’(ж) =  ср(ж) . ф (ж) , Г Д 'Ь  <f И ф Ц-Ьлыи фуНКЦШ съ 
целыми коэффициентами. Тогда каждое изъ двухъ сравнеш'й

у  (ж) =  0 (modp) , '}/(£c) =  0(modp)  (2)

должно иметь столько корней, сколько единицъ въ показателе его степени, 
Въ самомъ деле, если а есть корень сравнения (1), то f (a)  делится 

н а р .  Но произведете <р(а).ф(а) тогда и только тогда делится на р .  
когда по крайней мере одинъ изъ множителей ю (а) или ф (а) делится 
на р .  Следовательно число а должно быть непременно корнемъ одного 
изъ сравнен]й (2).

Допустима что первое изъ сравненш (2), т. е.

¥ (ж) =  0 (mod р)

имФетъ меньше корней, чемъ единицъ въ показателе его степени. Тогда 
все остальные корни сравнешя (1) должны быть к'орнями другого сравне- 
шя (2), т. о.

Ф (х) =  0 (mod р) , 

и вышло бы, что сравнеше это

ф (ж) —  0 (mod р)

имееть больше корней, чемъ единицъ въ ею степени, что невозможно. 
Итакч,, если сравненгс (1) импеть максимальное число корней, то такое ж е  
число корней имиютъ оба сравнения (2).

§ 24. На основан in теоремы Ferm at’a мы замечаемъ. что сравните

r p-i —  i = o  (mod р)

имФетъ р — 1 решенШ

1 , 2 ,  3 ,  . . . , р — 1 .

Т е  же решешя будотъ иметь сравнен!]1

ж*-1 —  1 —  (х  —  1)(.т —  2) . . . (х  — р -ф- 1) =  0 (m odp ).

Но это сравнеше степени р —  2 .  следовательно, все коэффициенты 
пт. первой части должны делиться на р . Последний коэффишентъ даетъ 
сравнеше

I —  1 . 2 . 3  . . . (р —  1) =  0 (mod р ) .
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откуда получается справедливость слЬдующаго сравнен!»

1 . 2 . 3  . . . (р —  I) =  —  1 (mod р ) .

Свойство, выражаемое иосл'Ьдиимъ сравнешемь, представляетъ весьма 
важную теорему, указанную въ первый разъ Wilson’oM'b. Теорема Wilsoiva 
замечательна гЬмъ, что она характеризуетъ простое число р , г. е., если 
мы скажемъ, что число

1 . 2 . 3  . . .  ( р - 1 ) + 1  (1)

делится на р ,  то число р  необходимо, должно быть простымъ.

Въ самомъ д ел е, допустимъ, что число р  не простое, а что оно за­
ключаете, пекотораго делителя q . Такъ как’ь число

Ч < Р ,

то оно должно заключаться въ ряде чиселъ

1 , 2 , 3 , . . : ,  р — 1.

Значить, при делен]и числа (1) на q должна получаться вч, остатке 
единица, и следовательно, число (1) не можегь делиться на q и темь 
более на р .

§ 25. Дальнейшее заключение изъ соображешй предыдущаго пара­
графа состоитч. въ томъ, что если мы обозначимъ

{ х — 1)(х —  2 ) . .  . ( х  — р  + \ ) = хр-'-\- q&r-'2-\- qzX*-* . . .  - f  qp 2х + ( у р_ , ,

то все  коэффищенты
<h, «8, • • - , (1)

К]юме нослЬдняго делятся на р .
Разсмотримъ теперь

St =  1* 4- 2* +  3* + . . , + ( / > —  1)*. .

На основании известныхъ изъ алгебры формула, Newton’a мы заме­
чав мъ, что все

S1, S2 , , Sp—i

должны делиться на р , ибо эти выраженья представляются целыми функ­
циями отч, коэффищентовъ (1) съ целыми коэффициентами.

Отсюда имеемь рядъ сравненш

S,  =  0 (m odp ); S2 =  0 (mod р ) ; . . . ; Sf _ 2 =  0 ^modj>).

Но такъ какъ р  —  1-я степень всякаго числа сравнима съ единицей, 
то вытекаете,, что

= р  —  1 (in o d y ).
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Следовательно, можно высказать такое предложен],е, что

Sk =  0 (mod р ) ,

если к не О/ьлится на р — 1 , и и.шъетъ мгьсто сравнение

Sk =  р  — 1 (mod р) 

при к делящемся на р  —  1 .

§ 26. Мы видели уже, что сравнение

x f ~x — 1 = 0  (mod/)) (1 )

им'бётъ рфшешями числа 1 , 2 , 3 , . . .  р — 1. Если мы умиожимъ сравне- 
nie (1) на х ,  то получим ь сравнеше

хр — х  —‘0 (mod/)),

которое удовлетворяется всеми классами

О, I ,  2 , . . . p i - \ .

§ 27. Делимъ функцш /(ж) если ся степень больше р ,  на функвдю 
хр —  х ; пусть частное отъ этого делешя будетъ Q (x ) , а остатокъ степени 
меньшей р  будетъ Л (х ) , тогда имеемъ тождество

f  (ж) — (хр — x)Q х ) Щ х ) .

] 1олучаемъ сравнеше

f( .r)  =  (хр -  x)Q(x) Е (х )  (modр ) ,

но хр — ж =  0 (mod/)) при всЬхъ значешяхъ х ,  следовательно, сравнеше

f ( x )  =  0 (mod/))

степени большей р  можетъ быть заменено всегда сравнешемъ

Щ х )  =  0 (mod р)
степени меньшей р  .

§ 28. Напримерт. f (x)  —  ж4 -)- 1 , р — 3 . тогда мы имеемъ

Ж4 1 == (ж:|---х)х  4 - X2 -j- 1 .

Следовательно сравнеше
X1 +  1 =  0 (mod 3)

можно заменить такими
ж 2 -f- I == 0 (mod 3).



§ 29. На осйованш сказаннаго въ § 27 можно ограничиться разом о- 
тр к тем ъ  сравнен]'» степеней не высшихъ р  —  I .

Теорема. Сравноше f ( x )  =  0 (mod/?) степени не выше р — I тогда и 
только тогда имкетъ максимальное число корней, когда вч. остатка отъ 
дклешя на f ( x )  двучлена х р—-х  получается нолиномъ, век коэффищенты 
котораго дклятся на р  .

Въ самомч, дклк, положимъ что сравнен!» f ( x )  ~  0 (mod/;) имкетъ 
максимальное число корней. Если степень сравнения есть т , то пусть 
корпи его будутъ

а , , а2 , . . . от. ( I)

Тогда, дкля х>' —  х  на f (x )  , нолучимъ частное Q(x) и остатокъ Л ( х ) , 
такъ что будетъ имЬть мксто тождество

хр — х  ,== f(pc)Q(x) - f  Е (х ) . (2)

Но такъ какъ корни (.!) удовлетворяютъ двумъ сравнешямч, 

хр —  х  =  0 (mod р) и f (x )  ~  0 (mod/>), 

то они тоже удовлетворяютъ и сравнение

R(x) ~  0 (mod р ) . (3)

На основаьпи § 22 мы замкчаемъ, что век коэффигцонты многочлена 
R (x)  должны дклиться на р ,  ибо сравнешо (3) иыкетъ т корней (I) ,  
тогда какъ степень его меньше т .

Обратно, если предположить, что век козффишенты Щх) дклятся на 
р  , то на основании тождества (2) получаемъ

хр  — x  =  f(x)Q(x)  (mod р ) .

Мы замкчаемъ, что сравнено!

f(x)Q (x) =  0 (modp)

лмкетъ р , то есть максимальное число корней. Значить и оба сравнешя 

f i x )  =  0 (mod/;), 0(а?) == б (mod/>) 

имкютъ максимальное число корней, и теорема доказана вполнк

§ 30. Такъ, напримкръ, сравнен!»

х 3 —  ж2 —  2ж =  0 (mod 5)

имкетъ три корпя, ибо остатокъ отъ дклешя ж5 —  х  на x i — ж'2 — 2ж 
будетъ 5 г2 -|- э х .
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Г Л А И А IV.

Teopia вычетовъ степеней.

§ 1. Возьмемъ некоторое число а ,  взаимно простое съ модулемъ к .  
Будемъ разсматривать рядъ степеней числа а

1 , а , а2 , as , (1)

Такъ какъ все числа этого ряда взаимно простыл съ к , то, следова­
тельно, и вычеты вс/Ьхъ степеней числа а должны быть простыми съ к .  
Но число такихъ вычетовъ конечное и равно ?(/с), а следовательно, среди 
чисолъ ряда ( I )  должны быть числа, сравнимый по модулю к ,  и, следова­
тельно. при некоторыхъ нелыхъ числахъ V И V должно иметь место 
сравненге

а ''+v =  a v (mod к) .

Но такъ какъ а простое съ к , то, сокращая сравните на а ‘ , по- 
лучимъ

я- =  1 (mod к) . (2)

Итакъ, мы видимь, что существуетъ такое целое число п , при кото- 
ромъ имеотъ место сравнение (2).

Очевидно, что чиеелъ, нодобныхъ п , можетъ быть безчисленное мно­
жество, ибо, возвышая сравнеше (2) въ произвольную степень I , получимъ

1 (mod А).

Следовательно, всякая степень а ,  показатель которой кратное » ,  бу- 
детъ иметь вычетомъ единицу.

Обозначим!, черезъ т наименьшее положительное число, при кото- 
ромъ имеетъ место сравнеше

ат =  1 (mod к ) .



Мы будемъ говорить, что число а  принадлежит е по модулю к кь 
показателю т .

Показатель т обладаетъ сл'Ьдующимъ очень важными свойствомъ. 
Всгь числа

'[, а , а2 , а 3 , , aw_1

не сравнимы м еж ду собой по модулю к .
В ъ  самомъ дЪл'Ь, допустивъ обратное, что

а а =  ai3 (mod к ) ,

гд’й т Д> о. >• р , получаемъ, что

n= > -p ^ l (m odк ) ,

и выходило бы, что число а принадлежать къ показателю, меньшему т , 
что невозможно.

Единственный степени а ,  даюнця вычеты, равные единиц^, будутъ 

ат , а3»1, а?т, . . .

На основанш теоремы Euler’a

afit) == ] (mod к)

мы замечаема, что показатель в. (к) доллсенъ быть кратнымъ т .  Отсюда 
получается такое предложеше: число а ,  взаимно простое съ к ,  принадле- 
ж ит ъ всегда къ такому показателю т , который есть дзълшпель числа »(&).

Но примеру Enler’a 1) мы будемъ называть первообразнымъ корнемь 
числа к такое число а , которое принадлежите кь наибольшему изъ возмож- 
ныхъ показателей, т. е. къ показателю «(<■). Другими словами, первообраз­
ный корень есть такое число, у которого наименьшая степень, сравнимая 
еъ единицей, есть ъ(к) .

§ 2. Не трудно убедиться. что первообразные корни не сугцествують 
для большинства составны.сг чиселъ.

Въ с а м о м ъ  Д’Ь л Ь , в о зь м е м ъ  ч и сло

k =  p r f r i  . . . ,

гл/Ь р , q , г . . . различным простыл числа.

l) Euler, Demonstrationes circa residua ex divisiono potestatum per numeros 
priraos resultantia. Novae Comen tatipnes.
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Пусть а  будетъ первообразный корень числа к ;  тогда им-Ьемъ рядъ 
сравненш

ач(р j  (rnodp’ ) , 

а®(а ) ̂  [ (m0(j  '

Обозначпмъ черезъ s наименьшее кратное всйхъ чисслъ 

<?№ ) = Р г-\ р  -  Ъ>
b(q9) =  q ? - l ( l —  1 ) ;

(p(rT) =  г?-1 (г —  1),

Тогда мы, очевидно, нолучнмъ рядъ сравнений

п’ =  1 (modpa) ,  a’ =  1 (mod </?), a* =-(m od гт), . . .
I

Такъ какъ модули p 1, q'f , ft ,  . . .  взаимно простые, то имйзеть м-Ьсто 
сравненье

as =  1 (mod к)

(см. свойство X II сравнешй).
Не трудно показать, что во многихъ случаяхъ число

х<<?(к),

и, следовательно, а не можегь быть первообразнымъ корнемъ.

Такъ, напрпм'Ьръ, наименьшее кратное S ,  чнселъ , a(qP) , . . . 
будетъ меньше ихъ произведенья, т. е. <?{к), если два какая-нибудь изъ 
этихъ чнселъ будутъ им-Ьгь общаго делителя. Такой случай произойдетъ, 
если въ составь числа к входить, по крайней м-Ьр-Ь, два нечетныхъ про- 
стыхъ числа р  и q , нбо тогда <э(р*) u о(д^) числа четныя и имйиотъ об- 
щаго миолсптеля 2 .

Кромй того, не существуете первообразныхъ корней, если въ к  вхо­
дить одно нечетное простое число и степень простого числа 2 ,  большая 
единицы, ибо тогда ? (2 Х) будетъ число четное, такъ какъ

— 2х- > .

Чтобы докончить разборъ вс'Ьхъ случасвъ, необходимо разсмотр^ть 
еще нрсдположете

к =  2\
Въ этомъ случай» •

<?(А) =  2V- 1.
5
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Число а ,  будучи взаимно-простымъ съ к ,  должно быть нечетнымъ, 
и следовательно, оно можетъ быть представлено въ такомъ виде:

а =  ±  1 -j- 2 2/,

где I некоторое целое число.
Возвышая въ квадратъ, получимъ

а2 =  1 +  23/,,
где Z, новое целое число.

Возвышая далее въ квадратъ, получимъ

а2* =  1 +  2Ч2.

Продолжая далее, мы придемъ къ раненству

Но
а 2" ~ г =  1 +  2"/v_ 2 . 

9v—2 =  Ш

Следовательно, мы имеемъ

Т  ч(к>
а = 1  (mod/.;),

I

и, следовательно, число а не можетъ быть первообразнымъ корнемъ числа 
к  при v не меньшемъ 2 .

Единственное исключете будетъ составлять случай

v =  2 .

В ъ  этомъ случае число 4 имеегь первообразный корень 3, ибо

? (4) =  2 
и

З2 =  1 (mod 4 ) .

Резюмируя все сказанное, мы получаема следующую теорему:

Число к можетъ имгыпъ первообразные корни только въ слгьдующихъ 
случаяхъ:

1) оно есть нечетное простое число или его степень:
2) оно есть удвоенная степень нечетного простою числа 
и 3) к  =  4 :

§ 3. Приступимъ теперь къ разсмотренйо первообразныхъ корней 
некотораго простого числа р .
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Ыа основаны соображен!й § 1 показатель, къ которому принадлежит, 
некоторое число а , не делящееся на простое число р , долженъ быть д е­
лите лемъ числа р —  1 . Разсмотримч. какой нибудь изъ такихъ делителей о. 
Тогда число а должно быть корнемъ сравнешя

хь =  1 (mod р ) . (1)

Не трудно убедиться, что сравнеше (1) пгЬетъ 8 корней. Въ самомъ 
д ел е, c p a B H e n ie

хр—1 —  1 = 0  (modp) (2)

на основаны теоремы Ferm at’a им'Ь'ёт'ь столько корней, сколько единица, 
въ показателе степени, но это сравнете (2) можетъ быть переписано въ 
такомъ виде

(ж8 —  1 )<Ь(ж) =  0 (m odp),

где <]>(*) целая функщя отъ х ст, целыми коэффищентами.
На основан1и § 7 гл. IY мы замечаемъ, что максимальное число 

корней должно иметь cpaBnenie 1 , ,

х г — 1 =  0 (m odp),

что и требовалось показать. < с С r
Обратимся теперь къ вопросу, будетъ ли всяюй корень сравнен!и 

(].) принадлежат!, къ показателю 8 , а не къ какому-либо меньшему.
Допустимъ, что среди корней существуетъ одинъ а ,  принадлежат,!и 

къ показателю 8 . Тогда очевидно, что корни сравнешя (1) будутъ пред­
ставляться числами 1 , а ,  а2,• а * , . . . , а8" 1.

Никакихъ другихъ корней сравнеше (1) иметь не будетъ. Посмотримъ, 
къ какому показателю будетъ принадлежать некоторый корень пг . Обо­
значить черезъ h этого показателя; тогда

a‘h =  1 (mod р) ,

и следовательно, rh должно быть кратнымъ числа о .
Обозначить черезъ 1с общаго наибольшаго делителя чиседъ г и о, 

такъ что г — к>\, 8 -= й 8 ,, где >\ и 8, числа взаимно простыл. Тогда число 
rh — lcrxh должно делиться на Ых , и следовательно, rxh ’~ должно делиться 
на 8 ,,  откуда вытекаетъ, что h должно делиться на 8, , и мы получаемъ, 
следовательно, при h —

. nr8» =  акгА  == ars  =  (а5) '1 =  1 (mod р ) ,

и, следовательно, оказывается

(а1')8» =  1 (mod р) ,

т. е. число аг принадлсжитъ къ показателю 8 , ,  меньшому 8.
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Отсюда мы зам'Ьчаемъ, что степень, аг будегь принадлежать къ по­
казателю о только въ томъ случай, когда к =  1 , т. е. показатель г есть 
число взаимно простое съ 8 .

Такнмъ образомъ мы впдимъ, что изъ чпселъ ряда I , а2 , а3 , а5-1 , 
дающихъ все решетя сравпсшя .

х ь =  1 (m od^),

принадлежать показателю 8 только те, у которыхъ показатели взаимно 
простые съ о. Следовательно, число чиселъ, припадлежащ ихъ къ показателю  
8 , должно быть о (6 ), если только существуешь одно изъ такихъ чисслъ.

Такимъ образомъ, обозначая чорезъ <}(8) число чпселъ, принадлезка- 
щихъ действительно къ показателю 8 , получаемъ одно изъ двухъ: или

'К8) =  <?(8) >
или

ф(8) =  0 .

Разсмотримъ числа 1 , 2 , . . . , р —  1 . Каждое изъ этихъ чисслъ 
будегь принадлезкать къ некоторому показателю, каторый будотъ делнто- 
леы'1 числа р  — 1 . Поэтому, розематривая всю сумму

2  'К8) »

распространенную на всехъ делителей 8 числа р — I , мы замечасмъ, что 
эта сумма равна р  — 1 , ибо при счете числа чиселъ, нринадлеэкащнхъ 
каждому показателю, каждое нзъ чиселъ ряда 1 , 2 ,  . . . , р —  1 встре­
тится одниъ разъ, и мы имеомъ равенство

2 'К®) = р ~ J •

Но мы видели уже (см. § 26 гл. II) справедливость равенства

2 ? i 8) = p — 1 .
Отсюда получаема;

2 - х 8) — 2  е?1®) •

Каждый изъ членовъ левой части или равняется соответствующему 
члену правой, или же равенъ нулю., Но второе предположоте невозможно, 
ибо, при равенстве нулю котораго либо члена левой части, въ правой 
части остается липши положительный членъ, и равенство нерестаетъ быть 
возмозкиымъ.

Отсюда получаемъ окончательное равенство

■1/(8) =  .

справедливое для всехъ делителей числа р  —  I .
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§ 4. Соображешя предыдущаго параграфа указываютъ не только на 
существоваюе первообразных'!, корней для всякаго простого числа р ,  но, 
кроме того, приводятъ къ заключенно, что такихъ первообраз юл хч. корней 
будстъ <э(р — 1 ).

§ 5. Возьмемъ какой нибудь первообразный корень д простого числа 
р . Тогда степени

д ,  д0- ,  д \  , g»-l =  1 (modjp) (1)

будугь несравнимы между собой по модулю р ,  а потому всякое произ­
вольно взятое число а , но сравнимое съ нуломъ по модулю р , будстъ 
•сравнимо но модулю р  съ  однимъ пзъ чпеолъ пашего ряда (1), такт, что 
для всякаго числа будстъ существовать показатель а , удовлетворяющая 
сравнение

а ~  д* (modр ) .

Мы будемъ называть показатель а иидексомъ числа а  и обозначать

а =  Ind а .

Изучеше индексов'!, чиселъ нриводитч, къ Teopin, имеющей большую 
аналогно съ Tcopicii логарпомовъ.

Первообразный корень g называется основатели индексовь.

§ 6. Для всякаго простого числа р  можно составить таблицу индок- 
совъ, относящихся къ которому нибудь пзъ иервообразпыхъ корней. Такъ, 
•папрнмТръ, для простого числа 19 при основанш 10 получается следую­
щая таблица:

i
Число

..
0 2 3

1!
■ 4 | й 6 7 | в 9

■
0 17 5 16 '! 2

II
4

12 ! 15
10

1
1

6 3 13
II

11 7
II

14

с*со

Въ 1839 году было издано сочинете: Canon Arithmeticus Jacobi, 
заключающее таблицы индексовь для вс'Ьхъ цростыхъ <шселъ до 1000 ’). 
(И звлечете изъ этихъ таблпцъ помещено вь конце книги).

*) Таблицы Jacobi продолжены но моему предложение студентами KieBCKaro 
Университета для простыхъ модулей до 2000. Ори вычислетяхъ пользовались 
счетными машинами. Эти таблицы до енхъ поръ не опубликованы, онТ> находятся 
въ библютекЪ KieBCKaro Унпверентета.
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§ 7. Докажемъ теорему, что индексъ произведения чисело

А , В , С .

сравнимъ съ суммой индексовъ множителей по модулю р  —  1 .

Въ самомъ дРлР, им’Ремъ рядъ сравнений 

g i m  а =  д  (ra o d jj) , g'“dS~  В  (m od # ), g In d C =  С (m odp ), . . . 

Перемножая эти сравнетя, получимъ

у Ш  А +  Ш  B +  ln d C  + .  . . =  Д  f t ( J  .  ( n l 0 ( J p'j _

Но, съ другой стороны

gind (Лвс. ..) А В С . . .  (mod р ) .

Раздрляя, получимъ

g in d  Л +  In d  В +  In d C  +  . , . -  In d  (ABC . . . ) = =  ]  ( m o d # )

Ho g  есть первообразный корень; следовательно, показатель

In d  А  In d  В  +  In d  С -1- . . .  —  In d  (А В С . . .)

драится на р —  1 , и мы нолучаемъ сравнеше, выражающее справедливость 
теоремы

In d  (А В С . . .) =  In d  A -f- In d  В  +  In d  С - f  . . .  (mod р  — 1).

Какъ сл'Рдств|'е изъ этой теоремы, получается, что 

Ind (А”) =  п In d  .4. (mod р —  1 ) , р

§ 8. Какой бы изъ первообразныхъ корней числа р ни былъ взятъ 
за ocuoB aH ie индексовъ, гмдексъ единицы равепъ нулю. Подобнымъ же об-

разомъ гтдексъ числа — 1 осhim  и тотъ ж е для всяким у и равепъ^--—  -  

(за исключеигемъ р  =  2 ) .
Въ самомъ д'РлК, сравните gf ~1— 1 =  0 (mod#) можегь быть пере­

писано такъ
p-л р_1

(д — 1)(£Г . +  l)  =  0 (m o d p ),

и мы видимъ, следовательно, что дйлитая на р  одинъ изъ множителей

г 1 p_-i
1 , 2

1 ) 9 +  1 •9
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Но сравнеше
p -i

2
<7 — 1 =  0 (modp)

невозможно, ибо въ противномъ случай число у не было бы первообраз- 
иымъ корнемъ, такъ какъ степень числа д  съ показателемъ, меньшим-ь 
р  —  1 , была бы сравнима съ единицей.

Итавъ, им-Ьетъ м'Ьсто сравнение

н следовательно, 

откуда

2
у + 1 = 0  (mod/i), 

2
д  = — l(m o d p ), 

Ind  ( - ! )  =  £ = - - ,

причемь это равенство не зависитъ отъ выбора основашя д .

§ 9. Подобно теорш логариемовъ, теор1и индексовъ упрощаетъ зна­
чительно выкладки въ разныхъ вопросахъ теорш чиселъ.

Вт. вид;!; примера возьмемъ задачу р'Ьшегпя сравнены! первой сте­
пени.

Положимъ, требуется решить сравнеше

8х  +  13 =  0 (mod 19).

Переписываем'!, это такъ

пли иначе

откуда

и

8 ж =  —  13 (mod 19),

8гк =  6 6mod 191,

In d  х  +  In d  8 =  ln d  6 (mod 1 8 )

In d  x  =  Lnd 6 —  Lnd 8 (mod 18). 

Изъ таблицы индексовъ получаемъ

In d  х  =  4 —  15 (mod 1 8 ) , 

Lnd x  =  — 11 (mod 18 ), 

In d  x  =  7 (mod 1 8 ) .
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Отсюда
х —  15 (mod 19 ).

§ 10. Приложишь Teopiio индексовъ къ реш етю  двучленныхъ срав- 
нспш вида

х ” =  q (modjp), (1)
где р  простое число.

Обозначишь черозъ $ ипдексъ искошаго числа х ; иолучаомъ

nt. =  In d  q (modp —  1) (2)

Если п число взаимно простое съ р  — 1 , то сравнеше (2), первой 
стопепп отпосительпо £, даетъ одно р еш ете, и следовательно, также за­
данное двучленное сравнето (1) и.ч'Ьеть одно p'femciiic.

Обозначишь теперь черсзъ 8 общаго иапбольшаго делителя чиселъ п 
и р  —  1 ;  тогда пообходимымъ услов1емъ для возможности сравпетя (2 ) ,  а 
следователь™, и сравнешя (1), будстъ (см. § 3 главы III)

In d  q ~  0 (mod 8 ). (3)

Если услов1е (3) выполнено, тогда на основати соображен! ii § 15 
гл. III сравпото (2) пместъ 8 решсиш, а следовательно, 8 решений будеть 
иметь и заданное сравнето ( I ) .

Услов1с (3) должно, очевидно, иметь место независимо огь выбора 
осповашя д  таблицы нндексовъ, поэтому прсдставпмъ его въ другой форме.
Сравнето (3) даетъ V

In d  q =  8е ,

где s целое число. Итакь, имеемъ

q =  д и (тпойр).

Возвысишь это сравнен1е въ степень -   ̂ * , тогда получишь

р—1
8

q =  1 (m odp ).

Итакь, услов1е, необходимое и достаточное для сущ сствоватя 8 ре­
ш ети  сравпетя (1), с о с т о п т ъ  вь справедливости сравнешя

pszl. 8
q =  1 (mod р ) . (4)

Если сравнето (4) не удовлетворяется, то двучленное сравнето (1) 

не имеотъ р еш етя .
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§ 11. При q — 1 сравнеше (4) предыдущаго §-а всегда удовлетворя­
ется, слЬдовательно, cpaBiienio

х п =  1 (modp) (1)

имЬетъ всегда 8 рЬшепш.

Если п есть дЬлитель числа р — 1 , т. е. 8 =  и , то сравнетс (1) 
им'Ьетъ и рЬшетй. Это мы впдЬли уже нзъ другихъ соображенШ.

§ 12. ПримЬннмъ нашу Teopiio къ рЬш стю сравнеи1я

х 12 =  13 (mod 1 7 ). (1)

Составляемъ таблицу индексовъ для модуля 17 при основаши 10:

—

N
0

1
1

2 ' 3
1

4 5 6 7 8 9

0
I

10 11
1

4 i 7 5 со 6

l 1 13 15 12
1

3
1 1 
j 2 I 8

ИмЬемъ

или, сокращая на 4 

или

12 Ind х  5= 12 (mod 16) 

3 In d  х  =  3 (mod 4)

(2)

Ind x  —  1 (mod 4 ) .

Отсюда нолучаемъ слЬдуюа|,нхъ четыре рЬшешя сравнешя (2):

In d x  —  1 (mod 16),

In d  x  —  5 (mod 1 6 ),

In d x  — 9 (mod 1 6 ),

In d x  =  13 (mod 16 ).

Отсюда по таблицЬ индексовъ нолучаемъ слЬдуюпця четыре pl> 
теш я  заданнаго сравнетя (1)

10 (mod 17), 

х —  6 (mod 17), 

х ~  7 (mod 1 7 ), 

х =  11 (mod 17 ).
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Способъ Коркина ptiueHin двучленныхъ сравнены.

§ 13. Въ связи съ Teopiefi первообразныхъ корней и индексовъ на­
ходится метода р'Ьшешя двучленныхъ сравнешй, предложенная Коркинымъ 
въ его посмертномъ мемуарК, напечатанномъ въ Московскомъ Математи- 
ческомъ сборник'Ь') подъ заглав1емъ „О распредплети цплыхъ чиселъ по 
простому модулю и о двучленных^ сравнетяхъ, съ таблицей первообраз­
ныхъ корней и характеровъ, къ нимъ относящихся, для простыхъ чиселъ, 
менъшихъ 4000й.

Метода Коркина основана на введены н-Ькоторыхъ чиселъ, который 
онъ называетъ характерами,.

При помощи таблицы этихъ характеровъ получается способъ нахо­
дить р'Ьшешя двучленныхъ сравнешй, степень которыхъ есть делитель 
р —  1 , гдЬ р  есть простой модуль, по которому разсматривается сравнете.

Таблица Коркина, составленная для простыхъ чиселъ меныпихъ 
4000 была продолжена пр. К. Поссе до 1 0 0 0 0 2). Въ виду того, что наиболь­
шая таблица индексовъ до сихъ поръ публикованная Сапой Arithmeticus 
Jacobi идетъ лишь до 1000 и что едва ли можно ожидать въ скоромъ 
времени составленья и и здатя таблицъ индексовъ до Ю 000, таблица Кор­
кина и Поссе будетъ очень полезною для р'Ьшешя двучленныхъ сравнении

Мы лриводимъ въ конц'Ь книги извлечете изъ этой таблицы, идущее 
до 2000.

§ 14. Будемъ разсматривать лишь ташя сравнен in

a:5 =  a(m odp) (1)

r.vb 2 Д'Ьлитель ч и сл ам — 1 . Мы вид'Ьли уже, что услов1емъ необходи- 
мымъ и достаточными для существованья р-Ьшеньй сравнешя (1) будетъ 
справедливость сравненья

р - 1
а  = 1  (mod р) (2)

Если сравнете (2) не удовлетворяется, то сравнете (1) не им'Ьетъ
р'Ьшетй относительно х ,  и число а  называется певычещомъ степени о
простого числа р .  Если же сравнете (2) им'Ьетъ м'Ьсто, то сравнете (1)
пм^етъ 3 корней и число а  носить назваше вычета степени 3 простого
числа р .  При 3 = 2  вычетъ и невычетъ называются квадратичными.

•

*) Томь двадцать седьмом. Выпуски первый. Стр. 28—1В7. 1909.
г) Математичестй сборники. Москва, а также Acta mathematica t. 35.
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§ 15. Очевидно, что можно ограничиться разсмотр'Ьшомъ случая о =  д , 
где q простое число, входящее въ составь р — 1.

Сравнеше
a5 =  «(inodp) (1)

будете иметь q корней, если
у- 1

а 4 =  1 (m odp).

Въ теорш двучленныхъ сравнон1и по простому модулю существуете 
полная аналопя съ алгебраической xcopiefi двучленныхъ уравнений, а 
именно, въ алгебре, двучленное уравнеше xi =  а имеете q ' корней, нзъ 

которыхъ достаточно знать одипъ, который .можно обозначить черезъ р а , 
остальные корни будутъ иметь видъ

t\ Р  а„ t3 \/а , . . . t.q î р а ,

где tq , t2 , . tq..x будутъ мнимыми корнями уравнешя t'i =  1 , причемъ-
можно положить t2 =  , t3 =  t l3 , . . .

Подобное свойство существуете у сравненШ (1), а именно если из­
вестно одно ргЬшеше сравнешя (1 ) .а ,  то q — 1 другихъ получается вт, 
виде

ан1 , аи2 , . . . сш9_ 1 ,

где и , , « 2 , ■ • • v-q 1 суть реш етя, отличныя оть единицы, сравнения

ж? =  1 (mod т?). (2)

Такъ же какъ и при уравнения хъ, имеютъ место сравнешя

щ  =  , м3 =  гц3 , . . .  м ,_, == а р - 1,

ибо, если сравнеше (2) имеетъ корень щ , то и всякая степень этого 
корня есть корень сравнешя.

Коркинъ предлагаете называть корни

»о =  1 , « о  « г »  • • • ” ,(j-i

сравншпя (2) главными характерами. 
Очевидно, что число

«

будучи корнемъ сравншпя (2 ), будете сравнимо съ однимъ изъ главныхъ 
характеровъ

Р -\

'( ? )п =  m (m odp).
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Число и { с -ть, по Коркину, характер!, числа а въ томъ смысла, что 
если щ — 1 , то а  есть вычетъ степени q : при всЬхъ другихъ значепьяхъ 
характера число а есть невычетъ. Каждому характеру и{ соотв-Ьтствуотъ

-------- корней сравнотя (3 ) .
Я

Такъ, напрпм-Ьръ, при р  =  43 , q — 7 получаемъ

Главный характеръ
Числа а  соотвгЬтствующ1я 

главному характеру

Щ =  1 1 , 6 , 7 , 3 6 , 3 7 , 42

U у =  11 4 , 15 , 19 , 2 4 , 2 8 , 39

и2 =  и ^ ~  35 1 0 , 16, 17, 2 6 , 2 7 , 33

w g — и ] ̂  ■1" 4-1 з , 1 8 , 2 1 , 2 2 , 2 5 , 40

и4 ~  г«(4 =  21 2 , 12, 1 4 , 2 9 , 8 1 , 41

w5 =  г«,6 =  16 5 , 8 , 1 3 , 3 0 , 3 5 , 38

и0 =  м,6 =  4 9 , 11 , 2 0 , 2 3 , 3 2 , 34

§ 16. Пусть простое число q входить въ р  —  ! съ показателемъ а ,  
такъ что

р  =  q*N  - f  1 ,
гд-Ь

№ —  q N , 4- р ; 0 <  р C q  .

Будемъ разематривать вы раж сте

р— 1

а я* ■

Эго выражешо будетъ корпемъ двучленпаго ураппешя

д?
1 ; 0 (m odp ),

Если мы обозначимъ черезъ д первообразный корень числа р , то за  
главные характеры можно будетъ принять вычеты чиселъ

* = i o
г 7

р - i
, Щ =  д  я

*=!<>
м s =  g q м«-1

р —1
— а Я

(7—1).

Если а =  1 , то главные характеры достаточны для рйшешя двучлен- 
ныхъ сравнсшй. Если же в > 1 ,  то кром!> главиыхъ харахстсровъ Коркинъ 
вводить въ разсмотрЬшо еще друпо характеры, которые онъ называетъ
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дополнительными
I

p - U
щ =  д  ч и'! =  д  ?

- i .
-Ъ p ~ u

щ<—» =  д  1* (1)

гд-fe i проб'Ьгаетъ полную систему вычетозъ по модулю д .  Характеры п', 
Коркинъ называстъ характерами второго порядка, характеры и"—  харак­
терами третьяго порядка п т. д.

Различиыхъ порядковъ характеровъ будетъ а . Въ  своей таблиц^ для 
каждаго простого множителя числа р  —  1 Коркинъ даотъ по одному основ­
ному характеру каждаго порядка, нзъ котораго друпс получаются возвы- 
шешемъ въ степень.

Табличные 'характеры суть числа (I)  при i =  1 , при чемъ нижше 
значки пропускаются

р—1 р — I р —i у—1
и ~ д  Ч , и' =  д  Ч\ и" — д  . . .  и«~" =  д Р  .

§ 17. Нетрудно усмотреть сл'Ьдуюпця свойства характеровъ

м/Й м^(= и?~]) 

=  1 .

( 1 )

(2)

( 3)

§ 18 Изобразимъ у-адически (см. гл. II § 16) индексъ ш второй части 
а сравнешя

хч =  a (modр ) , (1)
Пусть будетъ

ш =  Х0 А,<7 Х2(7г .

Если а  есть вычетъ степени q , то на основами § 10 должна рав­
няться нулю первая цифра Х0 , т. е.

Итакъ
40 — ^1? +  2̂<72 -)-••• 

. . .
а =  д

тогда

77 — - ( K l +  ХгЯ1 +  \,73+  -.) (с— 2) (я— 3) (о — 4)
а ~ д  Ч S mJ и\ 'и) (2)

Рядъ множптолей обрывается на томъ мйстЬ, гдЬ верхний значекъ 
характера становится нулемъ, т. е. характера» д-Ьлается главнымъ. Осталь­
ные множители равны единиц!;.
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Ищемъ одно изъ решений сравнен]я

Hi =  ал (mod р) ' (3)
получаемъ

„ +  >•,<? + М 3+ - - )  ( * -1 )  Ist—2) ( i—3)
11 =  д  а =  U) щ ̂

Число У получается пзъ (2) увеличешемь на единицу верхнихъ знач- 
ковъ характеровъ.

Принимая обозначешя § 1 6  N  =  д'Л7’, +  о , зам'Ьчаемъ, что можно 
подобрать два цйлыхъ числа т и а такъ, чтобы было

I

qт — pa =  1 .

Перепишсмъ сравнеше (1) такъ

д r/т—рз
х  = а (4)

Возвыейвъ далее обе части сравнешя (3) въ степень а , получимъ

оа Ж  Аг//- +  рз 
Q =  а =  а

Перемножая сравнешя (4) и (5), получимъ

, , Д« — W + - )  (а У ) =  а

откуда приходимъ къ сравненш первой степени

a JV з -(- т 
xil =  а

(5)

(61

Такпмъ образомъ, одинъ изъ корней х  двучленнаго сравнешя (1) 
найденъ, остальные получатся черезъ умножение на главные характеры. 
Все д'Ьло сводится къ нахождению g-адическихъ дифръ Х1} Х2, Х3 , . . . 
индекса числа а  .

§ 19. Коркинъ даетъ хоронии способъ нахожденья цифръ Х( при по­
мощи его таблицы.

Если задано сравните (1), то несомненно, что надо начать дело сгь
р — 1
---- о*—1 V

проверки сравнешя а 1 =  1 , или иначе а 1 =  1 ; если это сравнеше 
не удовлетворяется, то и заданное невозможно. •

Коркинъ предлагаеть эту проверку производить при помощи последо­
вательного вычисленья вычетовъ по модулю р  чиселъ

N  дХ чгХ 
а  , а , а
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Быть можетъ единица появится раньше ч'Ьмъ при а
Пусть будетъ

а  ■ =  1 ,

тогда

а =  li

будетъ однимъ изъ главныхъ характеровъ; такъ какъ число Хг у насъ уже
вычислено, то остается только посмотреть, съ какою степеню табличнаго 
главнаго характера это число сравнимо.

Пусть Окажется, что

с __ \__
’1 --- М ---  U\x 1

тогда число

а =  ?2

будетъ корнемъ сравнешя 

или сравнешя
«2 =  ?1

;2 =  .

Применяя свойство (1) § 17, получимъ

( 1 )

гд'Ь р. одинъ изъ главныхъ характеровъ. Такъ какъ t2 и г«у известны, ибо 
с2 уже вычислено, а находится по таблице какъ степень табличнаго 
характера и', то легко найдемъ, съ какимь изъ главныхъ характеровъ 
сравнимо число ц , т. е. получасмъ

такъ что
=  ну,,

Далее число

' 2 =  Му Муг .

q?~3N  ,
а = ^ з

будетъ корнемъ сравнешя

р ®— и’ и;з —  Ну̂ Н)., 1

такъ что
• ;s =  , (2)

где р/ опятг. одияъ изъ главныхъ характеровъ, мы его найдемъ зная L
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иi  , , такъ что получится

Ъ =  uf y i , uK -

Продолжая далее разсуждеше, мы придем ь, наконецъ, къ числу

N 
а ,

причомъ получимъ его представлешо черезъ характеры, а значить и 
цифры X j, Х2 , . . .

§ 20. Главные характеры и., и', . . .  определяются сравнениями пер­
вой степепп (1), (2), . . .  Для более удобиаго на практике решения этихъ 
сравпснш можно воспользоваться свойствамп (2) и (3) (см. § 17) харак- 
теровъ.

Такъ, паиримеръ, для решетил сравнения

?3 =  и ) [и [у

относительно р/, умножасме обе части на X 5 получимъ

h uq—X, =  ul ul /  =  4 + х /  •

Умиожая далее на , получимъ

^u'q -\  K j - l - k 2 =  гН\>-’
и наконецъ

^ 3 « д - 1 - ^ V l  =  U' .

§ 21. Что к а с а е т с я  р е ш с ш я  к в а д р а т н ы х ъ  c p a B H e n ii, т . е . с л у ч а я  

q —  2 ,  то гл авн ы й  х а р а к т е р ъ
Р -1

•>
9

равенъ всегда —  1 . Очевидно, что нетъ надобности его приводить въ таб­
лице. Коркшгь ионижаетъ на единицу верхше значки и вводить для слу­
чая q =  2 обозначешя

Р—1 Р—1

т д * . г ^ д * ,

р - 1
. . . f ia- 2) =  9 *  ,

Для случая q =  3 ,  Коркинъ обозначаешь характеры буквами

г ,  г', .

Для простыхъ множителей болыпихъ 3 вводятся но порядку ихь 
величины обозначешя •

и ,  и' , . . .  ; о , v’ , . . .  ; w ,  ю ' , . . .  ; . . .  п т .  д,
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§ 23. Пояснимъ приведенную теорш примерами.
Г прим'Ьръ. Требуется решить сравнен1е

жб =  121 (mod 751) .

Зд-Ьсь р  —  1 =  2 . 8 . 53 , а =  3 , N  — 6 =  1 5 -(- 1 ,  N l =  1 ,  р =  1.
N

Составляемъ вычетъ а = 1 2 1 °  по модулю 751. Вычислеше произво- 
димъ такъ

1 2 1 2 =  372 ;  1213 =  3 7 2 . 1 2 1  =  703 , 1216 =  7032=  51 ,

такъ что
N.

а =  51 .

qN g‘N
Дал-fee а  =  515 =  8 0 , а =  805 =  1 ,
Итакъ, сравнен1е возможно и им-Ьетъ 5 корней.
Вычисляя вычетъ степеней даннаго въ таблиц-fe характера и — 4 6 0 ,

мы находимъ
80 =  4604 =  м4 .

Извлекая изъ об-Ьихъ частей корень 5-ой степени получимъ

51 =

или м/51 =  Wjp., или еще такъ 51 = р . ,  откуда взявъ изъ таблицы 
ге/ =  у/ = 1 7 1  получимъ

р. =  8 0 . 1 7 1 . 5 1  =  1 ,
такъ что

N
а  =  5 1  =  м 4 '.

Дал-fee находимъ

=  и'1 =  (и")4 =  1004 =  595.

Р-Ьшая неопред-Ьленное уравнеше

5т —  о =  1 ,
получимъ

т = 1 ,  о = 4 .

Отсюда одинъ изъ корней ж заданнаго сравнен1я найдется по сравне­
ние (6) § 18

ж5954 =  121l -4+' (mod751) ,

43ж =  168 (mod 751) .

Р-Ьшая неопред-Ьленное уравнеше

43ж —  751//= 168 ,
6
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получимъ
ж =  458 ( mod7 5 1 ) .

Остальныя рйшзн'я заданнаго сравнетя получатся черезъ умноже- 
pie на степени табличнаго главнаго характера и =  460

458.460 =  4 0 0 ;  4 0 0 .4 6 0  =  5 ;  4 . 4 6 0  =  4 7 ;  4 7 . 4 6 0  =  5 9 2 .

II прим'йръ. Р-Ьшить сравнеше

ж2 =  569 (mod 769) .

ЗдЪсь р  — 1 =  28. 3 , j y =  3 ,  JVj =  1 ,  о =  1 ,  т =  2 .
Д4ло сводится къ сравнение

xil =  5692 (mod 769) .

N
Необходимо найти Q . Для этой ц'Ьли представимъ а  =  5693 =  676 

черезъ характеры.
Вычисляемъ вычеты чиселъ

N  2N 2гАГ 2НТ
а = 6 7 6 ,  а  = 1 9 0 ,  а  =  7 2 6 ,  а  = 3 1 1 ,

( 1 )
2 *N 261У 2 SN  21N

a  = 5 9 6 ,  a  | = 7 0 7 , a  =  768 =  —  1 , a  = 1 .

Следовательно сравнен1е возможно.
Такъ какъ главные характеры при q =  2 суть -\- 1 и — 1 , то числа 

р. суть ±  1 .
Итакъ

2 617
а  = ±  f =  ±  62 , ибо f 2 =  —  1 .

Сравнивая съ числами (1) получимъ знакъ —

26ЛГ__

Извлекая корень квадратный, получимъ

a" =  ±  ( 6 2 . 7 2 9 )  =  ±  569 .

Сравнивая съ (1), замЪчаемъ, что надо сохранить знакъ + ,  такъ что

24 Лг
а = 1 Г .

Извлекая корень квадратный, получимъ

с? =  ± f f "  =  zh ( 2 7 . 7 2 9 )  =  rfc 458 .
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Сравнивая съ (1) ,  ставимъ знакъ

9 » i V
a"

Извлекая корень квадратный, им-Ьемъ 

2CV
а == =ь =  - t  ( 6 2 . 2 7 . 3 0 0 )  =  d= 43 .

Сравнивая съ (1) ,  получаемъ знакъ —

a =  —  f f" f" ' .

Извлекая корень квадратный, получимъ 

2 N
а = ±  f f ' f ' f" '  =  ±  ( 6 2 . 7 2 9 . 3 0 0 . 2 3 1 )  =  dr 579 , 

надо будетъ поставить знакъ—

2Х
а =  —

и, наконецъ,
N

a = ± f f ' f " f irf v = ± :  9 3 ,

что даетъ знакъ —

а  =  —  f f ,f " f n f v .

Отсюда за й можно принять число

О  =  =  7 4 3  _

Придется решать сравнеше

743ж =  12 (mod 769)

или, что одно и тоже, неопределенное уравнеше

743# — 7 6 9 # =  12 .

Получаемъ окончательно

х =  177 (mod 769) .

Другое р'Ьшете заданнаго квадратпаго сравнешя получится черезъ 
умножете на —  1 .

.г =  — 177 =  592 (mod 769) .
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g 24. Способъ Коркина нуждается въ добавленш, относящемся къ  
рКшетю сравнешя

хи =  a (modp) (1)

въ случае п взаимно простого съ р  —  1 .
Мы знаемъ, что въ этомъ случай сравнеше (1) имКетъ только одно 

р'Ьшеше при всякомъ а .
ДКлимъ число р  —  1 на п и обозначить черезъ р остатокъ этого 

дКлешя
р  —  1 =  пШ  р .

Р бутдетъ чнсдомъ взаимно простымъ съ п .
Подбираемъ два числа т и з такъ, чтобы было

пт —  ра =  I .

Получаются два сравнешя

х и =  ап~ ~ “ ,

1 =  апХ+ ?.

Перемножая первое изъ нихъ съ з-ою степенно второго, получимъ

х" =  а ЫИ7+г>

или окончательно искомое рйшеше сравнешя (1)

х  — Яж'+* .

Примерь. Требуется решить сравнение

х1 =  1 0 0 ( mo d 6 0 7 ) .
Здесь

р  —  1 == 606 =  7 . 8 6 - f - 4 ,  7 . 8  — 5 . 4 = 1 ,  

п =  7 ,  М  =  86 . р =  4 , з =  8 ,  т — 5 , х== 1003c- 5 + 3 = B S o .

§ 25. Я  привожу въ конце книги извлечеше изъ таблицы Коркина 
до 2 0 0 0 . Если употреблять счетный машины, то ргЬшеше квадратныхъ и 
двучлонныхъ сравнение по способу Коркина есть дело н-Ьсколькихъ ми­
нуть. Я долженъ обратить внимаше на то обстоятельство, что Коркинъ 
употребляетъ абсолютно малые вычеты, считая, что черезъ это достигается 
упрощение выкладокъ. При употребление счетныхъ машинъ такое умень­
шение чиселъ никакой роли не играетъ и является предпочтительнее раз- 
сматривать только положительные вычеты.

Вообще могу самыми настоятельнымъ образомъ рекомендовать при 
заняНяхъ теорёей чиселъ употреблять счетныя машины. Особенно можно
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рекомендовать русскую машину „Лриомометръ В. Г. Однера“, какъ самую 
простую. Опытъ показывает!,, что при бережномъ и ум'Ьломъ съ нею об- 
ращенш машина сохраняется въ целости очень долгое время. Вычислеше 
безошибочно и совершенно не утомляетъ вычислителя.

§ 2G. Въ заключеше сообщу одну теорему элементарнаго харак­
тера, приведенную въ статье пр. К. Ilocce J).

Если число а примадлежитъ къ показателю т , а число b къ п ока­
зателю п  но простому модулю р , и въ разлож ет яхъ т и п  на простые 
множители нптъ общихъ простыть множителей съ одинаковыми показа­
телями степеней, то произведете аЬ принадлежишь къ показателю N , 
гдп N  наименьшее кратное чиселъ т и п .

Пусть индексъ числа а будетъ а ,  а индсксъ числа Ь будетъ р'.
Им'Ьемъ ■

<хт =  (р  —  l ) u , 0 )

=  {р  —  1 )v, (2)

гд'Ь р- взаимно простое съ т  
Пусть 8 будегь обшдй

, a v съ п .
наибольший д-йлитель чиселъ те и п , тогда,

полагая
те

Щ  =  j  , «1 =

будомъ им'Ьть
N  =  т п| =  пт

иричемъ ш, и щ  числа взаимно простыл.
Умнолсая равенство (1) на и, , а (2) на тг и складывая, получимъ

(“ +  P ) N =  (р —  l)(:-iw, - f  vwtj).

Произведете аЬ будетъ принадлежать къ показателю N.  если (j.w1+vw i1 
будетъ чнеломъ взаимно нростымъ съ N .  При условш теоремы это будетъ 
им’Ьть м'Ьсто, ибо всякий простой делитель числа N  будетъ обязательно 
заключаться или въ те, или въ и , . Свойство произведеюя аЪ принадле­
жать къ показателю N  можетъ падать если будутъ существовать простые 
множители, входящие въ одипаковыхъ степеняхъ въ т  и п . Простой при- 
м Ьръ этого обстоятельства даетъ случай когда число 2 входить въ т  и п 
въ одипаковыхъ степеняхъ. Въ этомъ случай вей четыре числа р, v, те,, п 1}

’) К. Поссе. ЗамЬтка о р'Ьшенш двучлениыхъ сравненШ съ нростымъ моду- 
лемъ по способу Коркина. Оообщеше Харысовскаго Мат. Общ. 1909.
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нечетиыя, но число р %- f - v w,  четное, следовательно, не взаимно простое 
съ N  =  т1п18 .

§ 27. Покажемъ, что таблица Коркина равносильна полной таблице 
индексовъ, ибо можно найти индексъ всякаго числа а .

qX
Если а не вычегп> степени q , го можно выразить а черезъ харак-

N
геры совершенно такъ, какъ Коркннъ выражаетъ а . Придется только

зачать со сравнешя а  ~  1 , а не съ а  “ =  I . Роль И будетъ играть 
N

а . Когда а былъ вычетъ, то при вычислено! й достаточно было увели­
чить на единицу все  вер хте  значки характеровъ; теперь же придется 
кроме этого увеличет'я умножить все произведете на прилично выбран­
ный характеръ.

Итакъ мы получаемъ во всехъ  случаяхъ 

X  (а—1) (а—2) (с—3)
а =  «х0 и\ г\  •••

Пусть индексъ числа а будетъ ш, тогда

iVw lYlX0+ X ,g-p X jg2-(- . . .)
9 — 9

Откуда
“  =  h  +  К  9 +  } 292 +  • • ■ (mod q * ) .

Проделавъ то же самое по всемъ остальнымъ простымъ числам!- 
, f t . . . ,  входящимъ въ составъ р — 1 , получаемъ

ы =  ро - Р ррг -|- р2г2 +  • • • (mod гР)

<о =  vj 4 -  -J- >/2t2 - f - . . .  (mod ft)

Реш ая последнгя совместныя сравнетя (см. гл. Ш § 16), находимъ 
искомый индексъ. Пояснимъ сказанное примерами.

I примеръ. Требуется найти индексъ числа 37 но модулю 257. 
Итакъ р  =  2 5 7 , р  —  1 =  28.
Составляемъ вычеты степеней а .

а  =  3 7 ,  «2 =  8 4 , я2* =  117,  «23=  6 8 , tft' =  255 , м2‘ =  4 ,  а2в= 1 ^

а2’ =  256 =  —  1 .

Получаемъ последовательно

a ? = f ,  а ?  =  —  f' , а2" =  —  f f " ,  eft" =  f f ’f'", а2г =  — / W '\

«2 =  —  а =  ■
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Написавъ
a — f ivtfovf i r,fi" fo" fi'fi 

получимъ искомый индексъ

<о =  1 +  0 . 2  +  1 . 22 - f - 1 . 2»  +  0 . 24 +  1 . 2s 1 . 2« =  109 .

Если бы въ выражеши а передъ характеромъ стоялъ знакъ — , то 
необходимо было бы въ <о прибавить еще одинъ членъ 1 . 27 соответству­
ющей главному характеру —  1 .

II примеръ. Требуется найти индексъ числа 442 при модуле 571.  
Им'Ьемъ ^  =  571,  р  — 1 =  2 . 3 . 5 . 1 9 .

4422 =  82 , 442* = 4 4 3  , 4428=  396,  4421« =  362 ,  442г2=  285 ,  

442е4 =  143 ,  442128 =  464 , 4422Бе= 2 9 ,  442272=  220,  442280 =  3 2 8 ,  

442184 =  270 , 442286 =  1 .
Следовательно

со =  0 (mod 2)

2) ^ = ^  =  190

442 i eo= з з 9 , 442176 =  524 , 4 4 2 ’84 =  231 ,  442188=  124,  442190 =  4 6 1 .

Сравннваемъ съ характерами г  =  109,  г2 =  461 .
Следовательно

< о = 2  (mod 3 ) .

442вв =  214 ,  4 4 2 4 2 = 3 8 3 ,  442“ * =  1 ,

следовательно,

4)
Р —  1 

19
=  30

<о =  0 (mod 5 ) .

442м = 3 1 ,  442^ =  29 ,  4 4 2 3 ° = 9 4 .

Сравннваемъ со степенями характера 

« =  271 ,  г;2 =  353 ,  v8 =  306 ,  «4=  131 ,  y« =  9 9 ,  у6 =  568 , у7 = 1 1 6 ,

у8 =  31.

Идти далее не надо, ибо мы имеемъ

44224 =  1)8 _
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или

откуда

^ 2 4 ш  —  д30 .$

24ш =  240 (mod 2 . 3 . 5 . 1 9 ) ;

со =  10 (mod 19) .

Для нахождешя искомаго 
(см. гл. III § 16).

индекса со решаем?. совместно сравнен1я

со =  0 (mod 2) ! « =  0 +  =  2 8 5 , а' =  1

со =  2 (mod 3) Р =  2 5 =  190, Ъ '=  1

со =  0 (mod 5) 7 =  0 С =  114 , с = 4

со =  10 (mod 19) 8 —  10 D =  3 0 , d ' =  7

откуда =1- •, 1 '1̂  =ё ^ — : ‘ Й ̂  4-

с о = 0 . 2 8 5 . 1 + 2 . 1 9 0 . 1  —|— 0 . 1 1 4 . 4  +  1 0 . 3 0 . 7 (m od j?-- 1 )

и наконецъ
со =  200 .



Г Л А В А  V.

О квадратичыыхъ вычетахъ.

§ 1. Будемъ разсматривать сравнеше второй степени

ах2 -f- Ьх -(- с =  0 (mod к ) . (1)

Не трудно убедиться, что это сравнеше сводится къ сравнение первой 
степени въ сл'Ьдующихъ двухъ случаяхъ

1) к =  2(
и

2) а  =  0 (mod к ) .

Въ самомъ деле, въ первомъ случай сравнеше.(1) можно переписать
такъ

ах {х —  1) +  (« - f  Ъ)х -f- с ~  0 (mod 2 ).

Но х ( х — 1) всегда делится на 2, и следовательно, при всякихъ 
значешяхъ х  им4емъ

ах (х  —  1) =  0 (mod 2 ), 

откуда получаемъ сравнеше первой степени

(а +  &)# +  с =  0 (mod 2 ) .

Во второмъ случае при всякомъ х  имеетъ место 

ах2 =  0 (mod к) ,

следовательно, получаемъ

Ь х с  =  О (mod к ) .
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§ 2. Предположимъ теперь, что к не равно 2 и а  не делится на к . 
Тогда, умножая сравнете (1) § 1 на 4 а , получимъ

(2 ах  +  Ъ)2 —  Ъ2 +  4ас =  0 (mod А ).

Обозначая 2ах -\-Ъ =  у , приходимъ къ р-Ьшент сравнения

у2= Ь 2 —  4ас (mod к ) .

§ 3. Займемся сначала изучетемъ сравненш вида

a?2 =  g( modp) ,  (1)

где р  нечетное простое число, a q не делится на р .
Общш наибольший делитель чиселъ 2 и р — 1. есть, очевидно, 2; 

следовательно, cpaBneHie (1) будетъ иметь два р'Ьшеш'я (см. § 11 гл. IV), 
если будетъ иметь место услов1е

р-‘
q =  1 ( modp) ,

и не будетъ иметь ни одного р еш етя , если сравнете (2) не удовлетво­
ряется.

Покажемъ, что этотъ второй случай (отсутствие решенш) характе­
ризуется сравнетемъ вида, подобнаго^сравиетю (2). Въ  самомъ деле, по 
теореме Ferm at’a

gp_1 = = 1 ( modp) ,
следовательно, разность

р-1 pj- 1

qp~' —  I — (q 2 - l ) ( q  2 + 1 )

должна дйлиться на простое число р .
Но если сравнете (2) не имеетъ места, то множитель

р- J
2

Я - 1

не делится на р ; тогда долженъ делиться на р  второй множитель

Г-1

1 4 - 1  >
и следовательно, должно иметь место сравнен1е

р-|
2

q =  —  l ( modj j ) . (3)
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Будемъ на основанш сказаннаго въ предыдущей главе число q на­
зывать квадратичнымъ вычетомъ числа р , если оно удовлетворяетъ срав­
нению (2), и квадратичнымъ невычетомъ, если оно удовлетворяетъ ерав- 
ненда (8). Назваше квадратичный вычетъ указываетъ что число q является 
по модулю р  вычетомъ некотораго квадрата ж2 ,

Это пои я Tie о квадратичныхъ вычетахъ распространяется на к а т я  
угодно составныя числа, причемъ число q называется квадратичнымъ вы­
четомъ составного числа к , если сравнете

х2 =  q (mod к)

им'Ьетъ р еш ете , и квадратичнымъ невычетомъ въ случае невозможности 
посл'Ьдняго сравнетя.

§ 4. Въ теории квадратичныхъ вычетовъ имеются въ виду главнымъ 
образомъ слгЬдуюнця две задачи.

I. По данному числу к указать вей его квадратичные вычеты q и 
для каждаго изъ этихъ вычетовъ решить сравнете

х2 =  q (mod к) .

И. По данному числу q найти все числа к , для которыхъ q есть, 
квадратичный вычетъ.

§ 5. Мы начнемъ съ первой задачи и будемъ сначала предполагать 
модуль числомъ простымъ. Поставимъ себе задачей определить изъ ряда 
чнеелъ

1 , 2 , 3 -------- , р -  1 (1)

число квадратичныхъ вычетовъ простого числа р .
Квадратичные вычеты суть не что иное, какъ решошя относительно 

q с.гЬдующаго двучленнаго сравнетя.
p - л

q 2 ~  1 (m od^). ^

Такъ какъ во второй части этого сравнетя находится единица, то 

цо соображетямъ § II  гл. IV" сравнете (2) пм-Ьетъ ровно - - реш ети.

Обозначймъ эти реш етя

Ъ , ?2 , • • • , • (3)
~Т'

Числа (3) и будутъ квадратичными вычетами числа р . Остальныя 

же числа ряда (I),  число которыхъ равно также ̂  - — , будутъ невычетами.



Числа ряда (3) можно получить следующими образомъ. Возьмемъ 
первую половину чисолъ ряда (1)

1 , 2 , 3 , . . . ,  (4)

и возвысимъ ихъ въ квадратъ

I2 , 22, 3«, . . .  , ( ^ Р 1) -  (5)

Можно утверждать, что положительные вычеты квадратовъ (5) по 
модулю р  дадутъ полную систему квадратичныхъ вычетовъ (3).

В ъ  самомъ д ел е, очевидно,'^что всякш положительный вычетъ ква­
драта есть въ то же время квадратичный вычетъ. Остается, следовательно,- 
доказать, что в се  положительные вычеты ^чиселъ (5) различны между 
собою; другими словами, доказать, что числа (5) несравнимы по модулю р .

Предположимъ обратно, что въ ряде (5) существуетъ два числа г- 
н s2 , сравнимый по модулю р ; тогда разность

I2 —  ,я2 — (г  4 -  s) (г —  s) ]

должна делиться на простое число р . Но это невозможно, ибо оба мно­
жителя v -(- s и г  — s по абсолютной величине меньше р , такъ какъ числа

X у
г  и s не превосходить —  Следовательно, ни одинъ изъ множителей

г  -}- s , г  —  s не можетъ делиться на р  .

Не трудно убеди 1ься, что квадраты чиселъ другой половины ряда 
(1),  т. е чиселъ

Р _±  1 V +  3 
2 ’ . 2 ’

дадутъ т е  же самые квадратичные вычеты (3), ибо

(р — г)2 — р 2 —  2р г  г2 =  г2 (m odp ).

Такъ напримеръ, составимъ рядъ квадратичныхъ вычетовъ для р  =  13. 
Число этихъ вычетовъ

Возвышаемъ въ квадратъ числа 1 , 2 ,  3 , 4 ,  5 ,  6 .  Получаемъ рядъ 
сравнешй

Ч 2 =  1 (mod 13) ;  22=  4 (mod 13) ;  32 =  9 (mod 13) ;

42 =  3 (mod 13); 52=  12 (mod 13); 62 =  10 (mod 13).
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Отсюда получаются следующее квадратичные вычеты 

1 , 3 , 4 ,  9 ,  10 , 12 .

§ б. Произведете двухъ вычетовъ ’) q l , q2 есть т акж е вычетъ, ибо 
существуетъ два числа аз,, х2 , удовлетворяющая сравнешямъ

х\ — q j (mod_p), x'i — q2 (moclp).

Следовательно, существуете число х х х 2 , удовлетворяющее сравнен™ 

(* i x2)i =  q l q2 (mod р ) .

§ 7. Покажемъ теперь, что произведете вычета q на невычетъ t 
даеи.ъ невычетъ.

Мы видели уже, что отъ умножения на число q ,  нс делящееся на 
р , системы чиселъ

\ , 2 ,  . . . , р - \  (1)

получаются числа, несравнимый между собою по модулю р  и, следова­
тельно, въ своихъ полржительныхъ вычетахъ, воспроизводящ1я ту же си­
стему чиселъ. Числа ряда (1) распадаются па две части: квадратичные 
вычеты и невычеты. На основанш нредыдущаго §-а мы видимъ, что при 
умножеши квадратпчиыхъ вычетовъ па вычетъ q должна воспроизводиться 
та же часть ряда (1), образованная квадратичными вычетами. Следова­
тельно, невычеты должны получаться отъ умножешя вычета q на не­
вычеты.

§ 8. Соображенья, аналогичный приведеннымъ въ иредыдущемъ §-е, 
показываютъ, что произведете невычета на невычетъ даетъ вычетъ, ибо, 
если мы умножимъ па невычетъ вс/1> числа, то при умножеши вычетовъ 
получаются, какъ мы видели, невычеты; следовательно, умножеше невы- 
четовъ даетъ, обратно, вычеты.

§ 9. Произведении ряда  чиселъ а ,  I), с ,  . . . даетъ вычетъ пли не­
вычетъ, судя по тому, будешь ли среди множителей четное число псвы- 
четовъ или нечетное.

В ъ  этомъ можно убедиться еще такимъ образомъ. Равенство

Р~Л р -1  р -1  1>-Л
2 2 2 2

(аис . . . ) =  а b с . . .

ноказываетъ, что первая его часть будетъ сравнима съ I или —  1 ,

М’Въ дальн'Ьйшемъ „квадратичный вычетъ u =  „,вычетъы.
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смотря но тому, будетъ ли число множителей, сравнимых?, съ —  1 , четное 
или нечетное.

§ 10. Legendre ввелъ въ разсмотреше символъ

определяемый равенствомъ

если q квадратичный вычетъ числа р , и равенствомъ

( I )-  =  — 1
Р

если q невычетъ.
Такимъ образомъ, всегда им'Ьетъ место сравнеше 

q~*~=  (| )  (m od p ).

Изъ определешя символа Legendre’a следуотъ такое его свойство

- т
-\
V I "

§ 11. Обратимся теперь къ-разсмотренш  вычетовъ чиселъ состав-
ныхъ.

Начнемъ со случая, когда модуль квадратнаго сравнешя есть сте­
пень простого нечетнаго числа. Поставимъ себе задачей найти число ре­
шено!

х 2 =  q (modyr"). (1)

где т  некоторое целое число, a q квадратичный вычетъ числа р т, кото­
рый будемъ предполагать числомъ, взаимно иростымъ съ модулемъ, т. е. 
не делящимся на р .

Введемъ въ разсмотреше сравнеше

x 2 =  q (modyj). (2)

Если невозможно сравнеше (2), то, очевидно, не будетъ удовлетво­
ряться и сравнеше (1), ибо если разность ж2 —  q не делится на р , то она 
не будетъ делиться и на р т. Покажемъ, что всякому решение а  сравне­
шя (2) можно сопоставить решеше сравнешя (1).

Введемъ въ разсмотреше две целый функцш

<р(ж) и е (ж ),
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определяемый тождествомъ

( a  - f  ] / х ) т =  <р(ж) - f  t y ( x ) ] / x . (3)
гд*

, , , т (т —  1 )а(х) — ат -|-------— -— - am ix  -j- . . . ,

Ф(*) =  тат~1 +  -- - - г —  я-"-3а; +  . . .

Функцш а (ж) и ^(ж) им*югь целые коэффищенты, значить, подста­
новка въ нихъ вместо х  всякаго ц*лаго числа даётъ число целое.

Изъ тождества (3) получимъ другое тождество, изменяя знакъ у
корня

(а —  ] /х)т =  <?(#)— Ц х ) ] / х , (4)
откуда получимъ

=  (а +  У х )т +  (а — V х )"

'\(х )

Сравнен1е 

даетъ два такихъ 

и

Но

а

Ср двнете

_  (a  -j- |/аг)т —  ( а —  \/х)т'
2 |Гх 

а2 q (mod/)) 

o(q) =  9 (а2) (modp)

<i(q ) =  4 (a2) (mod p ) .

<р(я2) =  2"‘- ‘am,

4(a2) =  2M" ,nm_l. 

v(q) ~  2,,,_1«"‘ (mod/;)

показываетъ, что v(q) не должно делиться на р , ибо а  не можетъ д *-  
литься на р , такъ какъ въ обратномъ случай делилось бы на р  число q , 
что противоречить предположен!ю.

Подобнымъ же образомъ покажемъ, что <\i(q) не делится на р . 
Перемножая тождества (3) и (4), получимъ

(я2 —  * ) ' " =  [?(а:)]2 —  ж[<)/(х)]2 . 

Подставляя въ равенство (5) х  =  ц , получимъ 

(я- — qY =  [«(</)}-’ —  q[̂ (q)]- .

(5)



Ho а2 —  q делится на р , следовательно, вторая часть посл'Ьдняго 
равенства должна делится на р'“, и мы получаемъ сравнете:

[®(з)]2 =  гС'Кз)]2 (modpm) . (6)

Решаемъ cpaBHeHie первой степени

tZ&(g.)x =  rf(q )  (mod рт) , g (7)

имеющее одинъ корень, ибо Ъ{д) число взаимно-простое съ р т.
Не трудно убедится, что получаемое такимъ образомъ число х  есть 

корень заданнаго сравнетя (1).
В ъ  самомъ д ел е, возвышаемъ сравнете (7) въ квадратъ

— 96 —

[’НйЧ2#2 =  [ср(0')]2 (mod рт) .

На основами сравнетя (6), получимъ:

[й(д)]2ж2 =  q[ty{q)]2 (mod р т ) ,

откуда, сокращая на [^(<0]2> получимъ заданное сравнете.
Меняя знакъ у х ,  получимъ второе р еш ете — х  сравнетя (1). 
Покажемъ теперь, что заданное сравнете (1) не имеетъ больше 

решенш. Обозначимъ черезъ у произвольное р еш ете разсматриваемаго 
сравнетя. Тогда имеютъ место два сравнетя

или

х 2 =  у{т о& рт) , y2 =  q(rao<ipm). 

Отсюда получимъ
у 2 —  х2 =  0 (mod^m)

(У 4- х)(у —  х) =  (mod рт) .

Не трудно убедиться, что не возможно совместное существоваме обо- 
пхъ сравненш

у - 1- ж =  0 (modp) 
и

у  —  a: =  0(mod/>),

ибо въ противномъ случае имело бы место сравнете

2 х ~  0 (m od p ),
что давало бы

и
х  =  0 (modp) 

q — 0 (m od p ).
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Итакъ, степень р т должна входить множителемъ вгь одинъ изъ дву- 
члоновъ у-\ -х  или у — х ,  и следовательно, мы приходимъ къ одному 
изъ двухъ сравненШ у =  х  (modр"1) или у ~ —  х  (тос1рш) , показываю- 
щимъ, что сравнеше (1) не имеете другихъ р-Ьшенш, кроме ж и — х .

§ 12. Обратимся теперь къ случаю, когда модуль есть степень числа 
2, и разсмотримъ сравнеше

x 2 =  q (mod 2m) .

Число q мы должны предполагать числомъ нечетнымъ.
Начнемъ со случая

т =  1 ;

тогда, очевидно, придется разсматривать cpaBnenie

х 2 =  1 (mod 2 ) .

Сравнеше будетъ иметь только одинъ корень, образованный клас- 
сомъ чиселъ нечетныхъ.

Если
т =  2 ,

то сравнегпе
х 2 =  q (mod 4)

возможно только въ случае
q =  1 (mod 4 ) ,

ибо квадратъ всякаго нечетнаго числа 2п  - j-  1 выражается по формуле

4 и2 +  Ап +  1

н, следовательно, сравнюсь съ единицей по модулю 4. 
Сравнеше

х2 =  I (mod 4)

имеете, очевидно, только два р еш етя

х  =  I (m od4 ) , х  =  —  1 (mod4)
При т  =  3

x2 =  q (mod 8 ) .  (1)

Всякое нечетное число можете быть представлено въ виде 4и ±  1 . 
Квадрате такого числа выразится по формуле 16и2 x t  8п -)- 1 , п следо­
вательно, число д должно удовлетворять cpaBHeniio q =  1 (mod 8 ) .

Если это услшие удовлетворяется, то сравнеше (1) имеете четыре
корня

х =  1, ж =  3, х ~ 5 ,  х ~ 7  (mod 8).
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§ 13. Обращаемся теперь къ общему случаю

где
т >  3 .

Очевидно, что сравненье (1) возможно только въ случай возможности 
сравнешя

х2 =  q (mod 8 ) .  (2)

откуда получается необходимое услов1е возможности сравнешя (1)

q ~  1 (mod 8 ) .

Покажемъ теперь, что это условье достаточное, и что при его вы­
полнении сравнете (1) им'Ьетъ р еш ете. Для этой цели покажемъ, что 
всякому решенпо сравнешя (2) можно сопоставить некоторое решенье 
сравнен1я (1), такъ что сравнение (1) должно иметь, по крайней мере, 
четыре рЛзшешл.

Не трудно показать, что всякому р'Ьшенш а сравненья

x 2~ q  (mod 2г)

можно сопоставить р еш ете  сравненья

х 2 =  q (mod 2^+>) (3)
Мы им'Ьемъ

а2 —  q =  h (4)
где h  некоторое целое число.

Будемъ искать р е ш ет е  сравненья (3) въ такой форме

х  — a - j-  2*~1у  (5)

Возвышая въ квадратъ, получаемъ

х2 =  а2 -|- 2V- а у - f  22^ -2 f .

Складывая съ равенствомъ (4), будемъ иметь 

х 2 — q =  2* h +  2* а у -f- 22н -2 у2 .

х ,  определяемый ььо формуле (5), будетъ решешемъ сравненья (3), если 
у  подберемъ на основанш сравнешя

2Н и +  2И- ау  4- 22е - 2 у2 == 0 (mod 2^+!)
Но если

ТО

2р- —  2 ^  н-4- 1 ;

следовательно, последнее сравненье можно переписать такъ

х2 =  q (mod 2m) , (I )

2r(/j ау) =  0 (mod 2('+|) .
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Сокращая это сравнеше на 2н-, получимъ

это же сравнеше можно решить, ибо а число нечетное.
Итакъ, подставляя въ формулу (5), вместо у ,  корень сравнешя (6), 

получимъ для х  значеше, удовлетворяющее сравнент (3).
Итакъ, можно считать доказанным^ что по четыремъ рЪшешямъ 

сравнения (2) молено найти четыре соответственных!, р еш етя сравнения (1).
Покажемъ теперь, что, кроме полученныхъ такимъ образомъ решенш, 

но будетъ существовать другихъ решенш сравнешя (1).
Въ самомъ д'Ьл'Ь, обозначимъ чорезъ z произвольное ptiueme срав­

нешя (1), а чорезъ х  одно какое нибудь определенное изъ решенш. Тогда 
должно иметь место cpaBnenie

г2 — х 2 =  0 (mod 2">). (7)

Оба числа z и х  нечетныя, следовательно, оказываются четными 
числа г -\-х и z — х  .

Сокращая сравнеше (7) на 4 получимъ

г  4 - х  z — х
— —̂  —  0 (mod 2m_s) .

Такъ какъ разность двухъ чиселъ

z -)- х z —  х  
2 > ~~2~

ость нечетное число х ,  то нзъ этихъ чиселъ одно должно быть нечетнымъ, 
и следовательно, какъ необходимое слСдств1е посл1;д,няго сравнешя, должно 
получаться одно изъ двухъ следующих!,

=  0 (mod З”1- 2) или г  Х =  0 (mod 2’“ -2) 

или, что одно н тоже

z -f- х =  0 (mod 2m~1) или г  —  х  =  0 (mod 2"1-1) .

Итакъ, все реш етя z сравнешя (1) должны заключаться въ двухъ 
классахъ:

х ,  х  +  2ю- 1, х  +  2 . 2"“—г, х  - f  3 .2 '" -  1___
п

—  х ,  — х 2 т — х  -f- 2 . 2’"~1, __х  -j- 3 2П|_'

Эти все числа распадаются по модулю 2"1 на четыре класса, откуда 
получается только четыре реш етя:

h -(- л у =  0 (mod 2 );  (6 )
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г =  х  (mod 2m) , z =  x-\- 2m ‘ (mod 2"'), 

z =  —  x  (mod 2"‘) , z =  —  x  2’"-1 (mod 2"‘) .

§ 14. Резюмируя сказанное въ нредыдущемъ §-1;, можемъ высказать 
такую теорему.

Теорема, сравненье х 2 =  q (mod 2m) J )  всегда возможно при т =  1 
п имгьетъ одгтъ корень, 2) при т = 2  оно возможно въ случаи q ~ l ( m o d  4) 
и имгьетъ 2  корня, 3) при т 3 сравнете возможно, если q =  /(m od 8), 
и импетъ всегда четыре корня.

§ 15. Обращаемся теперь къ р'Ьшетю сравнетя

x 2~ q  (mod k ) , (1}

где к  произвольное составное число.
Пусть k =  a b c . . . ,  где множители а ,  Ь, с , . . .  суть степени иро- 

стыхъ чиселъ, входящихъ въ к , и следовательно, числа взаимно простыл.
Не трудно видеть, что сравнеше (1) возможно только при возмож­

ности всЬхъ сравнетя

х 2 =  q (m odа ) , ж2 =  </(m odb) , x 2 =  q (m ode), . . .  (2 ) .

Отсюда должно иметь место

для всякаго нечетнаго простого числа р , входящаго въ к .
Если среди простыхъ множителей заключается 2, то должны удовле­

творяться условёя теоремы § (4.
Разсмотримъ сначала только степени нечетныхъ простыхъ чиселъ. 

Тогда каждое изъ сравнений (2) имеетъ два корня.

Пусть а будетъ корень иерваго сравнешя (2), [j корень второго, у 
третьяго и т. д. Тогда х ,  удовлетворяющие сравнение ( I) , определится 
изъ системы сравненш

х  =  а (mod а ) , х  =  р (mod Ь ), х  =  у (mod с ) , . . .

Всякое число ж =  р, удовлетворяющее последнимъ сравнешямъ, удов­
летворяете сравненьям!. (2), а следовательно, и сравненно (1).

В ъ  § 16 главы III мы видели, какъ найти такое число р.
Если черезъ р. мы обозначим!, число сравнений (2), то, комбинируя 

но одному каждое изъ двухъ решешй каждаго сравнетя (2), иолучимъ 
2* различныхъ чиселъ р, удовлотворяющихъ заданному сравнение (1).
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Обращаемся теперь къ случаю, когда кроме р. степеней нечетныхъ 
простыхъ чиселъ входить въ модуль к еще степень числа 2. Если эта 
степень первая, то число реш ети сравнетя (1) остается по прежнему 2% 
ибо сравнеше

х 2 =  q (mod 2)

тгЬетъ  только одииъ корень.
Если въ число к входить множителемъ число 4, то сравнен1е

x 2 =  q (mod 4)

тгЬетъ  два корня, и следовательно, общее число р'ЬшенШ сравненья (1) 
будетъ 2г+>.

Наконецъ, при существовании въ к множителя 2’“, где т ^ В ,  по­
лучается 2г+2 решешй сравнетя (1).

§ 10. Обращаемся теперь къ разсмотр'йнпо обратной задачи.

Найти по заданному числу q все числа к ,  относительно которыхъ q 
будетъ квадратичнымъ вычетомъ.

Сравнеше
x2 ~ q  (mod к)

локазываетъ, что искомое число к есть не что иное, какъ делитель вы- 
ражешя

x2 —  q ,  (1)

н следовательно, для р еш етя  задачи надо найти вс'йхъ делителей чиселъ 
х 2 —  q , получаемыхъ при всевозможныхъ значен1яхъ х  .

Не трудно убедиться, что эти делители совпадаютъ съ делителями 
следующей квадратичной формы

?2 -  <П2, (2)

где $ и т] взаимно простыл числа.

Что всякШ делитель выражешя (1) есть также делитель выражен) я 
2), следуетъ изъ того, что выражеше (1) получается изъ (2) при

? =  7 ] = 1 .

Справедливо также обратное заключеше. Пусть к будетъ делитель 
формы (2). Число т) должно быть взаимно нростымъ съ к , ибо, если бы 
эти два числа имели множителя 8, то этотъ множитель долженъ былъ бы 
входить въ число \, а следовательно, $ и т) не могли бы быть взаимно 
простыми.
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Найдемь корень х  сравненья

которое им'Ьетъ одно только ргЬшеше.
Сопоставляя сравненье (3) со сравнешемъ ?2 =  q rf  (mod к ) , выража­

ющими, что к есть делитель формы (2), получимъ t f x 2 =  qy\2 (mod к ) . 
Сокращая на р2, получимъ х'2 =  q (mod к ) , что и требовалось доказать, 
т. е. что к делить -вырежете

х 2 —  q .

§ 17. I[такт,, обратимся къ задач-Ь: найти вс/Ь модули к ,  при кото­
рыхъ возможно сравнеьпе

х 2 — q  (mod к ) . (1)

Возможность сравненья (1), какъ .мы видЬли, завысить отъ характера 
простыхъ множителей числа к . Случай множителя 2 ,  какъ трактующийся 
на основанш элементарныхъ соображенш, мы оставимъ въ сторон’Ь.

Остается, ел-Ьдовательно, перейти къ разсмотр-йнью нечетныхъ про­
стыхъ множителей числа к .  Мы приходимт. такимъ образомъ къ задач-Ь: 
найти всп простым числа р ,  относительно которыхъ данное число q 
есть квадратичный вычетъ; эта же последняя задача приводится къ раз- 
смотр'Ьнт простыхъ множителей числа q (это число можетъ быть задано, 
какъ положительнымъ, такъ и отрицателышмъ).

Итакъ, мы ириходымъ къ решенью такой задачи: найти всп простым 
числа р , при которыхъ импютъ мпсто сравненья

х 2 =  —  1 (mod р ) , х 2 =  2 (m odp), х2 =  q (bnodp), 

гд-Ь q нечетное простое число.

§ 18. Займемся сначала сравььеньемъ

х 2 =  — 1 (m od p ). (1)

Должно ы.м’Ьть мйсто cpaBHenie

( ~ )  = ( -  l ) ^ ( m o d p ) .

Отсюда получаемъ

г]х =  I (mod к) , (3)

Итакъ, для возможности сравненья (1) необходимо, чтобы число

p - J
2
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было четное, т. е.

откуда р  — 4 и 1 .
Получаемъ теорему, что —  1 есть квадратичный вычетъ для воьхъ 

простыхъ чиселъ вида 4 п  -f- 1 и  квадратичный невычетъ дли воьхъ про- 
стыхъ чиселъ вида 4 п -\ -3 .

На основанш соображеиш §§ 16 н 17 замечавмъ, что есть простып 
формы- х 2 -)- У2 долж ны быть вида 4п  - f  1 .

Euler доказалъ следующую замечательную теорему: всякое простое 
число вида 4 п  •-(- I можешь быть представлено только однимъ способомъ 
иь видп суммы х г +  у2 двухъ квадратовъ, прп чемъ существуешь нредло- 
жен1е обратное: если число вида 4п  -j- 1 только однимъ способомъ раскла­
дывается на сумму двухъ квадратовъ, то оно простое.

§ 19. Обратимся къ доказательству одного весьма важнаго закона, 
называемаго закономъ взаимности двухъ простыхъ чиселъ и выражаемаго 
формулой

где у  и g нечетныя простыл числа.
Вт, первый разъ этотъ законъ въ полномъ объеме, хотя въ иной 

форме, былъ высказанъ Еи1ег’омъ въ мемуаре,- O bservations circa clivisi'c- 
ncs quadratorum per numeros primes. Commentations Arithmeticae. Tom. 
I, p. 477.

Euler не иривелъ однако доказательства. Legendre въ сочинешп 
Recherches d’analyse indeterminee. Hist, de 1 ’Acad, de paris. 1785 p. 465 
независимо отъ Euler’a пришелъ въ нахождение закона и ему удалось дать 
строгое доказательство, хотя и не всего закона въ полномъ его объеме.

Первый доказалъ законъ взаимности Gauss. Ему удалось дать семь 
различныхъ между собой вполне строгихъ доказательствъ.

После Gauss’a можно насчитать около пятидесяти доказательства., 
данныхъ другими учеными.

Приступимъ въ раземотренш сравнешя

х 2 =  q (moelp),

где р нечетное простое число, a q другое простое число. 
Разсмотримъ рядъ чиселъ
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Пусть положительные вычеты этихъ чиселъ по модулю р  будутъ

Обозначимъ черезъ

1 ) '2 > Р~ 1 
2

а 1 }  a 2 j  ■ ■ ■ ! а р ( 1 )

ртЬ изъ числа этихъ вычетовъ, которые больше - - ,  а черезъ

h  , Ъ 2 , . . . , Ь ,  (2)
. Р

вычеты, меньшш ту ‘

Все числа щ и Ък различны между собой. Числа

Р —  «1, Р —  «2 , • • • , Р —  а ? (3)

будуть меньше ^  ■ Покажемъ, что эти новыя числа отличны отъ чпселъ 

(2). В ъ  самомъ д ел е, допустивъ обратное, а именно, что

Р  —  а — Ъ, 

а  +  Ь =  р ,  

а Ь =  0 (m od p ).

Но такъ какъ а я Ъ суть вычеты двухъ чиселъ

щ  и tq,

sq 4 -  tq =  0 (mod/)) 

s - j-1  =  0 (mod/)),

P --
что невозможно, ибо оба положительных!, числа s , t не иревосходятъ 0 

Итакъ, равенство (4) невозможно; следовательно, числа (3) и (2)

(4)
получимъ 

и, следовательно,

то должно иметь место 

или

1

даютъ въ общей сложности Р —  1 Рразличныхъ чиселъ, меньшихъ — , т. е

другими словами, эти две системы чиселъ обнимаютъ систему

1 , 2 , 3 , Р -  1 
о

Перемножал числа (2) и (3), получаемъ равенство 

(Р — a i) (Р —  аг) ■ ■ ■ (р —  а ?) bk b2 . . . Ъ, =  1 . 2 . 3
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Отсюда, выкидывая члены, сравнимые съ нулемъ по модулю р , полу- 
чимъ сравнение

( — 1)ра 1а2 . . . арЪ1Ь2 . . . h , ~  1 . 2 . 3 . . .  -  (m odp). (5)

Перемножая сравнения
q =  rx (mod р ) ,

2Ч =  r2 (m od#),

—  Ч =  rp -i  (mod p ) ,
 ̂ 2

нолучимъ
1 j

q 2 A  . 2 . 3 . . .  =  rxr2 . . .  rp- i  (mod p ) ,
z  2

пли иначе
JO — 1

q 2 . 1 . 2 . 3 . . .  2— =  a ia2 ■ • ■ «PM a - . .b , (mod#) (6)

Сопоставляя сравнешя (5) и (6), получимъ

откуда
q 2 =  (—  1)р (m od#),

Получается теорема: если среди вычетовъ:

(?)

Г 1 > >2> •  • • > ГР - 1  
2

существуетъ о бЬлыиихъ j , то q будетъ квадратичнымъ вычетомг числа 

р , если р будетъ четпое, п певычетомъ, если р число нечетное.

§ 20. Равенство (7) предыдущего §-а позволяетъ трактовать вполнР 
задачу, поставленную въ § 17, относительно сравнения

х'2 ~  2 (mod р ) ,

PPuieiiie задачи формулируется въ вид'Ь следующей теоремы, ука­
занной Fermat’oM'b и доказанной въ первый разъ Lagrange’eMB.

Теорема. Число 2  есть квадратичный вычетъ простыхг чиселъ вида 
8 и ,+  1 и 8т? —(- 7 и невычетъ для простыхг чиселъ вида 8м -f- 3 и 8м -(- 5 . 

Въ самомъ д’ЬлФ, при q =  2 числа

■> Р —  1Ч, Ч ,  • • •, ч
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обращаются въ сл'Ьдуюнуя
2 , 4 ,  . . . .  р —  1.  (1)

Такъ какъ эти числа меньше р , то они совпадаютъ со своими вы­
четами по модулю р .

Для нахождешя числа р необходимо указать вс'Ь числа ряда (1), 

Рболышя -- .  Итакъ, р нужно оудетъ определить изъ неравенства

Iff-  1 
2 Р <

Получаемъ неравенство

значить
4

>  +  2

< Р <
ff +  2

4 ’

(см. Гл. II § 13).

Разсмотримъ теперь предположешя

р  === 8п  —{— 1 , 8п +  3 ,  8п +  5 , 8м 7 .
Получимъ

К 8
р8м +  3 ' ~8п - f  5" "8 п —J— 7~| Г 8м +  9”

1 4 J 4 > L 4 У 1 4 J
т. е.

случаяхъ

р =  2п , 2п -j- 1 , 2п -f- 1 , 2п -j- 2 .

Итакъ, мы видимъ, что четныя значешя для р получаются въ двухъ 

8п 1 и 8ге +  7 ,

что подтверждаетъ справедливость высказанной теоремы.

§ 21. Обращаемся теперь къ случаю, когда g есть нечетное простое 
число.

Сохраняя обозначешя § 19, получаемъ рядъ равенствъ
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гдТ

V

Введемъ обозначешя

' __Р — 1
2

i =  J . ,

Ы. =  В

M ! w t + - + a --V\ \-Р-\ ' ' I- р

Тогда получимъ, складывая равенства (1),

V2 —  1
q*-T -  =  pP +  A +  B .

Такъ какъ числа

р —  а 1, р  —  а2 , р  —  а е , 6 , ,  . . . ,  Ъ„ 

суть но что иное, какъ всТ числа ряда

Р —  1

то, складывая, получимъ

[ 9Ху ~ у . .

V2—  1
РР—  А - г  В = ^ —^— .

Вычитая равенство (3) изъ (2), получимъ

( д - 1 ) ^ - 1 - = 1 » ( Р - Р ) '+ - 2 4 .

Такъ какъ имТетъ мТсто сравнете

р ~  — 1 (mod 2 ) ,

то получимъ следующее сравнен1е

р == Р  - (q — 1) (mod 2 ).

Разсмотримъ сначала случаи

2 =  2.

( 2)

(3 )

(4)

Въ этомъ случай всгЬ числа

Q, Ч ,  • • •, Р'Ч

не превосходят, 2р’, слТдователыю, они меньше р , откуда равняются нулю 
всТ знаки Е  въ выражении Р , такъ что получимъ

О,
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it мы получаемъ сравнеше

Отсюда получаемъ

Р = Р  g —' (mod 2),

2 \ v -1- ]  =  ( _ 1 )р =  ( - 1 ) т - . ( 5 )

Равенство (5) еще разъ подтверждаетъ справедливость теоремы Fer- 
m at’a. доказанной нами въ § 20.

Если q число простое нечетное, то q —  1 делится на 2 и сравнеше 
(4) даетъ

\j =  Р  (mod 2 ) ;
следовательно, получаемъ

ml
р J (6)

Обозначнмъ для сокращешя 

На основан)и соображенш Гл. II § 21

? + е = ^ ^ Д . <Ч

Тавъ какъ оба числа р  я q простыл нечетныя, то будемъ им'Ьть два 
равенства

I  = < - m  (| = ( -» *•

Отсюда получаемъ

что на основании равенства (7) даетъ формулу

z )  ( | U ( - 1 ) W
vl  \q

выражающую законъ взаимностп двухъ печетныхъ простыхъ чиселъ.

§ 22. Для удобства вычислешя символа Legendre’а, а также и для 
приложешя к'ь другимъ вопросамъ, Jacobi сд'Ьлалъ *) весьма важное обоб- 
menie символа Legendre’a.

l) Jacobi, Journ. f, Math 30 p. 172.
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Пусть разсматрнвается н-Ькоторое нечетное число Т , разлагающееся 
на простыхъ множителей

Р,  Pi ,  Vi---
такъ что

■Р =  РРхРг ■ ■ ■

Онред'Ьлнмъ новый символъ

при помощи равенства

при чемъ число М  мы предполагаемъ взаимно простымъ съ числомъ Р .
Если М квадратичный вычетъ числа Р ,  то онъ долженъ быть со­

гласно § 15 квадратичнымъ вычетомъ относительно всЬхъ простыхъ чиселъ

Р - P i , Vi , •••
такъ что им'Ьемъ равенства

Следовательно, окончательно получимъ

Обратное нредложсн1е однако несправедливо, а именно, если им'Ьетъ 
м’Ьсто равенство (1), то изъ этого не сл’Ьдуе’п ., что М  есть квадратичный 
вычетъ числа Р , потому что символъ Jacobi будетъ равенъ -f- 1 также въ 
томъ случа-Ь, если среди входящихъ въ ого составь символовъ Legendre’a 
будетъ четное число, равныхъ ( — 1), между тЬмъ какъ достаточно для 
существовашя такихъ равныхъ ( — 1) символовъ, чтобы число М  было не- 
вычетомъ относительно нЬкоторыхъ простыхъ множителей числа Р .  Но 
тогда число М должно быть невычетомъ и относительно всего произве-
Д в ! П Я  Р .

Если им'Ьетъ м’Ьсто равенство

то число Л/, очевидно, невычетъ числа Р .
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Символъ Jacobi зам is чате л енъ тгЬмъ, что для него удовлетворяются 
всЬ выведенныя нами свойства символа Legendre’a.

§ 23. Докажемъ справедливость равенства

тдгЬ Р  и Q. взаимно простыл числа.
Раскладывая на простые множители, получимъ

Р  =  р р 1р 2. . .

Q — ЧШ 2 ■ ■ ■
Получаемъ

что и требовалось доказать.

§ 24. Не трудно убедиться въ справедливости слРдующаго равенства

(т)(7) Й - - ' Н # ) : <»

В ъ  самомъ д ел е, полагая Р  =  ppiPz ■ ■ •, получимъ

( Й = Ш Й ) -

Но въ § 10 мы имели уже, что

ь м х .

Следовательно, перемножая равенства (2), получимъ

IL \ j M  \ /N\ j L M N . .  .\ / Ь М Л  . .  .\ ( L M N . .
( р ) \ р ) \ Р / ------ Г  У ) \ У ,  I 1 Уг ) ■ " ’

откуда на основанди онред'Ьлендя символа Jacobi получается равенство (1).
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Сл,Ьдств1емъ выведенной теоремы будетъ упрощеше выкладокъ ст­
ен мволомъ Jacobi, состоящее въ томъ, что въ числителе такого символа 
можно пропускать множители, равные полному квадрату, ибо, если

то имЬетъ мйсто равенство:
Ы  =  L .

( J J N ..
\ Р 1 \ Р  )

такъ какъ множитель даетъ ( + 1 ) .  

§ 25. Если

то
М  ~  Мл  (mod ] ’), ( 1 )

(2)

Въ самомъ д’Ьл’Ь, cpaBneHie (1) влечетъ за собою, какъ сайдсттне, 
рядъ такихъ

М  =  Ж, (modр ) , М =  (mod p i ) , М =  Mi (modp2) . . .

откуда получаемъ

Перемножая эти равенства, получнмъ равенство (2).
Итакъ, мы видимъ, что вг, симвомъ Jacob i можно числителя его з а ­

менять оетаткомъ, происходящимъ отъ дгълетя его на знаменателя.

§ 26. Импетъ место при всякомъ нечетномъ числе р  равенство:

I— 1\ р- 1
(— ) =  ( - 1 ) т .  (1)

Въ самомъ дйл'Ь, принимая во внимаше разложете на простые мно­
жители

Р  = р р хр2
получимъ

Р =  [1 +  (р— 1)][1 +  (JPl — 1)] [1 +  (^8— 1)] +  • • • —

=  1 +  £ ( р - 1 )  +  4А,

гдй к дЬлое число, а знаки £  распространяется на вс/Ьхъ простыхъ мно­
жителей.
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Итакъ,

т. е.
2 L 2 '

yPzl -P-i
( - 1 ) "  2 = ( — 1) 2 •

Но, перемножая равенства

i z l  /—  1 p»-i 
2 .I--- 1 \ —  I--- 1 \ ^  I--- 1 \ ‘

( у 1 . Ь г ) - ( - 0  *■' Ь т Н " 1»
п принимая во внимаше равенство (2), получимъ равенство (1). 

§ 27. Не трудно доказать также справедливость равенства

( ! )= < -* >
рг— 1 
8

(2)

( 1 )

Въ самомъ д'1зл'Ь, если р  нечетное число, то р 2 — 1 делится па 4, и 
следовательно

даетъ
Р 2 =  [1 +  ( V2 -  Щ 1 +  w  -  1)][1 +  (i>23 - !)]• • •  

Р 2 —  1 =  £ ( р 2 —  1) (mod 16).

Сокращая это сравнеше на 8, нолучимъ

Р2 —  10 .
s — 2 ' т - (

такъ что
^ -1  .Р1- !

(--- 1) « = ( ---- 1) * ,

откуда сд'Ьдуетъ справедливость равенства (1).

§ 28. Символъ Jacobi удовлетворяете равенству

р  1 g-i 
2 ‘ 2 ( 1)

которое, въ случай В  и Q нечетныхъ иростыхъ, выражаете законъ вза­
имности.

На основаши вышепрвведенныхъ свойствъ символа Jacobi мы имгЬ- 
емъ равенство

=  П
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где произведете // распространяется на век сочеташя каждаго нечетнаго 
простого делителя числа Q съ каждыми такимъ же д’Ьлителемъ р  числа Р . 
(Р и Q мы нредполагаемъ нечетными).

На осиованш закона взаимности можно написать

р-1 ?- i . Pz} ч \ 
' 2 2

Очевидно, что

2р  — 1 q —■ I V I р  —  I  V I  q —  1

2 2 /_| 2 2 ]  2 '

Но мы увидели, что

2р —  1 р —  1 ,  ,
—5— =  (mod 2) >

Ч—  I _ _ 0 — 12 (mod 2 ),

следовательно, им'Ьегь место равенство (I).

§ 29. Для н'Ькоторыхъ вопросовъ приложешя важно установить зна- 
чеше символа Jacobi въ случае отрицательнаго знаменателя, при чемъ мы 
вводимъ такое определено

Q \ _ i Q \(AHI)
но при этомъ надо иметь въ виду следующее обстоятельство, а именно, 
что свойства символа Jacobi, выраженныя въ §§ 26 и 28, не всегда при­
меняются, все же остальным свойства им'Ьютъ место и для новаго обоб- 
щешя символа Jacobi.

Свойство § 26 не пмеетъ места при Р  отрицательному Что касается 
до свойства § 28, выражающего обобщенный закона, взаимности, то оно
сохраняется, если только одно изъ чиеелъ Р  и Q отрицательное.

Въ самомъ деле, мы имеемъ

f r № h № ) № -

Р . - 1  i z i  № - 1  , . l g r 1
( - 1 )  2 ' 2 ( - 1 )  2 =  (—  1)L 2 ‘ J 2 .
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Црибавнмъ къ множителю —  . ■?■ +  1 четное число —  1,—  р , , ш>. 

лучимъ - •

— Рг~  1 Q-1

d i r ; 1) - ' - 1' ' ?

Или обозначая — 1\ =  Р , получаемъ

Р—1 9 —1

( 1 И | ) = ь . ) г . : : 7 . ,

что и требовалось показать.

§ 30. Нриведенныя въ послЬднихъ параграфах!» свойства символа 
ЛасоЫ даютъ удобный способъ вычислешя пакт» символа Jacobi, такъ и 
символа Legendre’a.

Положимъ, что требуется вычислить численное значеше символа

/ 7 8 3 4 5 6 \ 
19073421/ ‘

Применяя определите символа Jacobi, получимъ
• •: • г: : , и  ч « и . ; : ; , ,  ; ,1 ; ,,J .

, / 783456 V__/ . .2 \5. / 24483 \
\9073421 / ~  19073421/ ' \9 0 7 3421/ ’

но по формул4 § 27

(§ 0 7 3 4 2 1 ) =  _  1 ’

сЛ'Ьдовательнй, заданный символъ оудегь равенъ

/ 24483 \
1.9073421 / ‘

П о’закону взаимности получаемъ . . > г" _

/ 24483 \ .1' 9073421 \
\9073421/ \Г 24483/ ’

по въ числителФ» символа можно написать. остатокъ отъ дФлешя числителя

на знаменателя, поэтому

/9073421 \__
\ 24483/ ~

{ Ы 7 Щ
\24483/ : *
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РазсуЖдая аналогично и дальше, тгЬемъ

/14-711 \ /24483\ I 9772ч ( 2 \2 / 244_3\ I 24431
\24483/ \14 7 11/ ” \14711/ 114711/‘ \ 14711/ \ 14711/

следовательно, заданный символъ есть +  I .

§ 31. Укажемъ очень простое правило Eisenstein’a ') для вычисления 
символа Jacobi.

Если р  и р , два взаимно простыхч, печетпыхъ числа, то составимь 
систему ypaniionifi

Р =  кР\ Н- 4>г 

Pi =  kiP2 +  sdh  

р2 =  к^Рз +  Svpi

Рп — /‘ иРи+1 4* ги ,

где числа р ,  р 1} р 2 , . .  . р „ р п+ 1 все положительныя нечетны* и убы­
вающая, т. е.

P > P i > P i >  > Р п > р ,.+ \ ,  
а

Очевидно, что все числа к /с,, к2, . . .  должны быть четными. 
Папишемъ около каждаго равенства

Ру- =  "Ь syPy+*

некоторое число, которое мы назовемъ обочпымъ.

О Eisenstein, Einfaelier 
Journ. f. Math. В. 27, 1844.

Algorithmus zur Be?timmung dcs W’crthes von



Пусть это обочное число есть единица, если пмЬютъ м'Ьсто сравнен i n 

JV+i = —  I (mod 4 ) ,  £Fj j ,i+ 2 -= —  1 (mod 4) 

и нуль во всЬхъ остальныхъ случаяхъ.

Теорема Eisenstein’a состоитъ въ томъ, что символъ ( — ) равспъ (—  I)-,
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гдп  X есть сумма обочныхъ чиселъ.
Справедливость этой теоремы сл'Ьдуетъ изъ такихъ формулъ

Ч>2\
Pi

( - - 1 У
'■ (.Р—1) 4  (Ч>,—1)

( Г

ё )  - & Н -
V ( / w 4 ( £.P3-i>

1)"
Р 2

^  )  =  f — - ) = ( — ;1)'
P’1+1 ] \Ря + \

тг (iJn+i—с  4-С»—х)

откуда черезъ умножеше получимь

-5 ( P i ~ 1) т ( £л - ! )  +  4  (р г— l ) ( ei A — 4 ) +  -  +  2 0 J» + 1 — ! )  j  С » — 1 )

ё - ' - "

что и треоовалось доказать.
=  ( - l ) s

ПримЬръ. Требуется найти значение

2477 | 4535 j 2 
4954

Обочное — 419 2477 ! 6
число 2514

0 '! 4 5 3 5 =  2 . 2 4 7 7 —  419 — 37 419 1 12
444 j

1 2477 =  G .4 I9 —  37 — 25 1 37 I 2
О 4 1 9 =  12 .3 7 — 25 50 1

— 13 ! 25
0 3 7 =  2 . 2 5 —  13 26

о ; 2 5 =  2 . 1 3 — 1 —  1

') на основано! g JO.
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Отсюда окончательно

( 2477) =  ( -  1 Г +,+0+0+,, =  - 1 -

§ 32. Обращаемся теперь къ окончан1ю р еш етя  задачи, поставленной 
въ § 17, а именно, къ нахождение вс'Ьхъ нечетныхъ нростыхъ чиселъ, 
для которыхъ заданное число D  есть квадратичный вычетъ.

Поставили, задачу бол'Ьо общилп. образомъ, а именно: иайдсмъ все 
нечетныя положительный числа п , взаимно простыл съ D  и удовлетво- 
рлюнря уравнен1ю

( £ ) - + ■ ■

Въ § 16 мы видели, что задача приводится къ разсмотр'Ьнпо дели­
телей квадратичной формы

х 2 — D if- .

Что касается числа D , то мы его можемъ предполагать не деля­
щимся ни на какой квадратъ цЬлаго числа; следовательно, относительно 
числа 1) можно делать следующий предположотя

1) или D — ± P ,

2) или 1) =  ± 2 Р ,

где Р  есть произведете первыхъ степеней некоторых!, нечетныхъ про- 
стыхъ чиселъ.

§ 33. I.
D  =  dz Р  =  1 (mod 4 ) .

Возьмемъ положительное число п , взаимно простое съ числомъ '2D. 
Тогда, на основанш обобщеннаго закона взаимности, получимъ

Итакъ, для нахождения всехъ чиселъ п , удовлетворяющихъ уравне- 
шю (1) § 31, достаточно раземотреть все числа, несравнимый между 
собою но модулю Р , при чемъ придется разематрнвать только о (Р ) чиселъ, 
меньшнхъ Р  и взаимно простыхъ съ Р .

Покажемъ, что изъ этихъ чиселъ существуетъ

| ? ( Р )
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чиселъ таковыхъ, что удовлетворяютъ равенству

а другш
I ) - + 1

этихъ чйсолъ удовлетворяютъ уравнение

р  -  1-

Будемъ числа первой категорш называть числами а ,  а числа второй 
категорш обозначать черезъ Ь . Если число Р  есть простое число, то спра­
ведливость этого предложешя мы уже вид'Ьли въ § 5 главы V, ибо въ 
этомъ случай числа а  суть не что иное, какъ квадратичные вычеты числа 
Р ,  а числа Ь квадратичные невычеты.

Обращаясь теперь къ общему случаю нечетнаго составного числа Р , 
покажемъ прежде всего, что существуетъ по крайней м'ЬрЕ одно число Ь , 
удовлетворяющее равенству

IP 
,Р

В ъ  самомъ д'Ьл’Ь, та къ какъ число D  мы не предполагаемъ равнымъ 
едииид'Ь, то существуетъ по крайней м'Ьр’Ь одииъ простой множитель р , 
заключающийся въ числ'Ь Р ; получаема

Р = р . 1 \ ,

гд'Ь р  и Р х числа взаимно простыл.
На основами! соображенш § 10 главы III можемъ подобрать число Ь 

такъ, чтобы оно удовлетворяло двумъ сравнешямъ

Ъ =  р (mod,#}. й-£* =  I (mod 1J X) , (1)

гд-Ь р одинъ изъ невычетовъ числа р . - 
Отсюда мы видимъ, что

.V.:. . : ; г-! •. . . . .  )

Итакъ, найдя но крайней М’Ьр'Ь одно изъ чиселъ Ь,  покажемъ, что 
половина вс'Ьхъ чиселъ, взаимно простыхъ съ Р ,  принадлежитъ къ числамъ- 
а , а половина къ числамъ Ь .



Обозначить черезъ т вен кое число, меньшее Р и взаимно простер 
съ Р  и раземотримъ сумму:

где сумма распространяется на все числа т .
Такъ какъ найденное нами число & взаимно простое съ Р  [на осно- 

ван1и формула. (1)], то, следовательно, все числа Ът им’Ьютъ своими вы­
четами по модулю Р  всю систему чиселъ т (см. § 7 главы III).

Итакъ, нм'Ьем’ь

откуда
,S'.== 0 . .

Значить, въ сумме та11Ре же число членовъ, равныхъ +  1 ,

какъ и членовъ, равныхъ —  1 .
Мы можемъ ограничиться раземотрешемъ нечетныхъ значенш т , 

если всякое четное число т заменимъ нечетнымъ числомъ т-\- Р ;  при 
этомъ мы должны расширить число классРвъ чиселъ и разематривать числа

уже по модулю 2 Р ,  такъ что окончательно мы получаема. ^»(Р) классова,

чиселъ, удовлетворяющпха, или условгямъ

D\—j =  -f- 1 ; п = а  (mod 2 Р)

или условшмъ

=  —  I , п =  Ъ (mod 2Р ) ,

где а  и Ь нечетныя числа,
Пояснимъ сказанное примеромъ

Р = 3 3 ;  <s(Р) =  20 .

В с е  числа, менышя Р  и взаимно-простыя съ Р , будутъ

=±= 1 ;  ± 2 ;  ± 4 ;  ± 5 ;  ± 7 ;  ± 8 ;  ± 1 0 ;  ± 1 3 ;  ± 1 4 ;  ± 1 0 .

Проверка даетъ
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следовательно.

( -
3\
г) =  +  ь

когда
п =  1 ; 1 7 ; 2 5 ;  2 9 ; 31 ; 3 5 ;  3 7 ;  41 ; 4 9 ;  65 (mod 66)

и
/Зс 
\ п ') '•

когда
п = о ;  7 ;  13 ; 19 ; 23 ; 48 ; 47 ; 5 3 ; 59 ; 61 (mod 66) .

§ 34. II.
J )  =  ±  P  =  3 (mod 4 ) .

Обозначая снова черезъ n положительное число, взаимно простое съ 
числомъ 2D , получюгь, прпм-Ьняя обобщенный законъ взаимности:

н будетъ следующее ргЬшеше нашей задачи

когда

или когда 

л

п = ;  1 (mod 4) и п =  a  (mod Р)  

п —  3 (mod 4) и п =  Ь (mod Р ) ,

1 ,

когда 

или когда
п =  1 (mod 4) и п =  Ь (mod Р)

п =  3 (mod 4) и п  =  a (mod Р ) .

Итакъ, мы видимъ, что задача приводится къ прежней задаче на­
хождения чиселъ а  и Ь , удовлетворшощихъ услов!ямъ

Такъ какъ въ этомъ случае число п должно удовлетворять двумъ 
сравненгямъ по модулю 4 и по модулю Р ,  то получаются классы чиселъ 
по модулю 4Р .

Примерь.
D =  +  \ 5 .
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Тогда

0 - + ' .
если

и

или если 

и

и

если

и

*

или если

п =  1 (mod 4)

и =  + 1 ;  + 2 ;  -}- 4 ;  — 7 (mod 15)

и =  3 (mod 4)

—  2 ; — 4 ;  + 7  (mod 15) ,

и =  1 (mod 4)

п = — 1 ; —  2 ; — 4 ;  -f- 7 (mod 1 о) 

п ~  3 (mod 4)

п =  - f  1 ; - f  2 ; - f  4 ;  —  7 (mod 15) .

Отсюда слТдуетъ окончательно

=  4 - 1 ,
когда

когда

и =  1 ;  7 ;  1 1 ; 1 7 ; 4 3 ; 4 9 ; 5 3 ; 59 (mod 60)

и = 1 3 ;  19 ;  2 3 ;  29 ;  31 ;  37 ;  4 1 ;  47 (mod 60) .

§ 35. III.
D  =  ± 2 Р = =  2 (mod 8 ) .

Въ этомъ случае, если п означаетъ положительное число, взаимно 
простое съ I ) , им'Ьемъ

-р (пг-1) / пО
ЛР,

и, следовательно,
D

=  +  1 ,
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если

или если 

и

и = ± 1  (mod 8) п и =  a  (mod р) 

п =  ± 3 (m od8) и п =  Ь (modр ) ,

если

или если
п =  ± 1  (mod 8) и п =  Ь (mod Р)

п =  r t  3 (mod 8) и п =  a  (mod Р ) .

Каждой паре сравнений соответствуешь классъ чиселъ п по модулю 8Р . 

§ 36. IV.

D  =  ± 2 р  =  & (mod 8 ) .

Въ этомъ случай

следовательно.

если

или если

если

или если

( I H + * .

i)>

п =  1 ; 3 (mod 8) и п =  a (mod Р) 

11 =  5 ; 7 (mod 8) и п =  Ь (mod Р )

и =  1 ; 3 (mod 8) и и =  Ь (mod Р )
. ’ ! ‘ . I-

п ~ 5 ;  7 (mod 8) и n =  a ( m o d P ) .

II въ этомъ случае получаются классы чиселъ п . по модулю 8 Р .

I ■ j
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С в я з ь  съ Teopieii группъ.

§ I . Euler’oBa xeopiH вычотовъ степеней по простому модулю, изло­
женная нами въ предыдущей главк можетъ быть разсматриваема какъ 
частный случай бол*е общей тоорш, носящей название meopiu гр/тпъ.

Эта теория, настолько же старая но ея внутреннему содержание, какъ 
сама математическая мысль, получила лишь въ последнее время оконча­
тельную формулировку.

Въ основ* тсорш дежщъ понятие о тикъ называемой групть одно- 
родныхъ предметовъ, иошгпе, давшее возможность сблизить самый разно­
родный части математики.

§ 2. Формулируема, попя'ле о групп* въ его современном'!, самомъ 
рбщемъ вид*. Рассматривается совокупность "Ш н Ькоторыхъ однородныхъ 
предметовъ. Эти предметы могутъ быть самой разнообразной природы: 
числа, формулы, ацалитичесю'я onepanin, гоомотричесшя фигуры, механи­
ческая двлжешя и т. д. Число предметовъ совокупности Di можетъ быть 
какъ конечное такт, и бозконечное.

§ 3. Установимъ понятие объ онеращп сопоставлены  или композиц'ш 
предметовъ совокупности АН. Предположим'!,, что указаны правила, по ко- 
торымъ всякими, двумъ нредметамъ А и В  совокупности АН сопоставляемъ 
н'Ькоторын опред'кленпын предмета С тон же совокупности. Такое сопостав­
ление будемт, обозначат!, символическим!» равонствомт,

А *  В = С  '■ ; -  ’ '
•Л:.:•!•'• . ' , , У.

гд * знакъ ест!, знакъ композпщп, которую будемъ иногда называть сим- 
волическнмь умноженгемъ. Композицио будемъ предполагать, вообще говоря 
д*йсгш ем ъ но перестановочными,, то есть будемъ считать два результата
композпщп - . • ! v

Л>|< В  и В-Х-А,
вообще говоря, различными.. 1
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§ 4. Опредпленге группы. Группой называется всякая совокупность 
О предметовъ ЗК , обладающая следующими четырьмя свойствами:

I. Композиция всякихъ двухъ предметовъ совокупности G даетъ пред­
мета топ ж е  совокупности.

И. 7хомпозицгя предметовъ совокупности G обладаешь сочетатель- 
нымъ (ассоцiarnuвиымъ) закономъ

А$с(В% :С) =

III. Сущеетвуютъ въ совокупности в  предметы 1 такого вида, что 
для веякаго предмета А изъ совокупности G нмпетъ место равенство

А ^.1  =  А .

Предметъ 1 носить налейте правой единицы группы.
IV.  Для некот орой опредгьлттой изъ едипицъ I  и  для веякаго пред­

мета А совокупности G существуете въ совокупности, G другой пред­
метъ X  , удовлетворяющт равенству

А $?Х -=  1\

элемента X носить названое праваго обратнаго относительно А .

§ 5. Предметы, входяпце въ составь группы, носягь иазваше о я эле­
мент овг.

Если число элементовъ группы конечное, то группа называется ко­
нечною, въ обратномъ случай без конечною.■ Число элементовъ конечной 
группы называется ея порядкомъ.

Можно доказать, что данные въ предыдущем!, параграф!; четыре по­
стулата: 1, II, 1Г1, и IV, оиред'Ьляюпре группу, независимы между собой.

§ 6. Не им’Ья въ виду излагать полную теорйо группъ, мы остано­
вимся только на самыхъ важныхъ свойствахъ группъ.

Покажемъ прежде всего, что сущсствуегь только одна единствен­
ная единица въ групп!;.

Допустпмъ существоваше двухъ единицъ I  и 7 , ,  причемъ единица 
1  ость та, которая требуется въ постулат!, IV.

На основанш постулата IV  можёмъ единиц!; /, сопоставить элементъ 
X  такой, чтобы было

I 1* X = I .  (1)

Умножая въ смысл!; композицш это равенство сл Ьва на 7 ,,  получимъ

откуда
l l * ( I \ * X )  =  I r f . J ,

(2)



но I  н /, единицы, сл'Ьдователыю

J,b|<Ji =  I,, А * /  =  /,,
и равенство (2) даотъ

1 ,* Х  =  1и

откуда, сравнивая съ (1), получимъ

1 =  1 , .

§ 7. Покажемъ, что единственная правая единица i  есть въ то же 
самое время и л'Ьвая. Лоложимъ что

1 * Л  =  В .  (1)
Докажешь, что В  =  А .
Возьмемъ для А  правый обратный элемента Г  и умножнчъ на него 

справа равенство (1)
Y  =  В %  Y, 

гд'Ь
A * Y = I ,  (2)

получаема
1 > Y I=  B>Y Y .

Сравнивая ca (2) получимъ

Л % Y  =  В  Д: Y .

Умножая последнее равенство справа на элемента обратный Y  по-
лучимъ

А =  В
что и требовалось доказать.

§ 8. Покажемъ наконецъ, что правый обратный элемента ость въ 
то же самое время и л'Ьвый обратный, то есть что равенство

А % Х = 1  ( I )

влочета за собой какъ сл-Ьдств1е

Х >|<А =  1 .  (2)

Въ самомь д'Ьл'Ь, умножая равенство ( I )  сл-Ьва на X ,  получимъ 

X  *  А *  X  =  X ,

и наконоцъ, умножая справа на элемента обратный X, получимъ равенство (2).

§ 9. Резюмируя сказанное, мы замечаема, что вь rpymrfc существуетъ 
всегда единственная единица, ее мы будемь обозначать черезъ 1 .
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При символическомъ умноженш вь смысл!, композищи элемвнтовъ 
группы элементы равные единиц* можно пропускать

1 1 С =  Л- .̂ В^ . С.

Кром* того для всякаго элемента А  существуегъ ьъ групп* эло- 
ментъ обратный, которой мы будемъ обозначать знакомъ А~', причём* 
можно будетъ писать

л > м ~ 1== 1 ;  А - ' * А  =  \ .

Нетрудно убедиться, что обратный элемента единственный. 
Обратный элемента для обратнаго есть первоначальный, т. е.

( л - ) - '  =  л .  ,

Нетрудно вид*ть, что для группы решаются5 всегда уравненш пер­
вой степени

A X  == В , Y^.  А =  В ,

гд * А ъ  В  заданные элементы, а X  элемента искомый. Мы получаемъ 

Х  =  А - 1 * В ,  Y = B * A - K

§ 10. Если для всякихъ двухъ элементовъ группы им'Ьетъ м*сто 
'перестановочный ( коммутативный)  законъ композищи т. е.

л ы ? = = в * л

то группа иоснтъ паз ваш’с абелевой или коммутативной.

11. Разсмотримъ классы чиселъ (см. гл. Ш § 5) по некоторому модулю 
к . Установймъ операции композищи классовъ, Которую будемъ обозна­
чать какъ обыкновенное умножение въ алгебр*, то есть вместо знака 
А А II будетъ писать А . В .

Всяюй классъ А по модулю к  состоять изъ чиселъ вида а  к х , 
гд *  х  ц*лое число, причемъ а есть какое нибудь произвольно выбрани,ое 
число класса А .

Возьмемъ изъ класса А некоторое число а ,  а изъ класса В  число 
Ь, тогда подъ классомъ С , составленпымъ изъ классовъ А и В  при по­
мощи композищи С = А . В  будемъ разуметь классъ, образованный изъ

чиселъ , ’ • •
х  s ;  ab (mod к ) .

Такт, наир., при к =  10 , получается отъ композищи классовъ
' • ' Ч Г .  1{ ■ Ы  . : : '  • • 1 i . .  ’

• < - ;d'r= (:l -р- ТОо) и В  sfc (*-f- 10.П) : ;ч ем
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классъ
С’ = ( 2  +  10ж) 

ибо
2 =  3 . 4  (mod 10) .

§ 12. Посмотримъ, образують ли группу различные классы по но­
дулю к .

Первый постулат!» I имйетъ мйсто, ибо отъ композицш двухъ клас- 
совъ получается всегда также классъ.

Второй постулатъ II также имйетъ мйсто, такъ какъ композищи клас- 
совт, соотвйтствуетъ умножен1е по модулю, которое, какъ обыкновенное 
умножете цйлыхъ чиселъ, обладаеть свойствомъ сочетательиымъ

(ab)c =  а(Ьс).

ТретШ постулатъ III о существованш единицы также подтверждается, 
ибо такую единицу представляет!» классъ чиселъ х ,  удовлетворяющих'!» 
сравнен™

х  =  1 (mod к ) .

Обращаемся теперь къ четвертому •постулату о существовашп для 
всяваго элемента обратнаго, то есть, о рйшеши символическаго уравношя

А Х =  1 .

Искомый классъ X  обратный классу А найдется чорезъ ргЬшен1е 
сравнешя

ха  =  1 (mod к ) ,

гдй а  одно изъ чиселъ класса А .
Очевидно, что последнее сравнешо невозможно, если'коэффищеитъ 

« ийе есть число взаимно простое съ к .
И warn, классы по модулю 1с не образу ютъ группу, ибо для классов 

А  не взаимно простыхъ съ к т  существуешь обратнаго элемента, и слть- 
дователъно, постулатъ IV  не импетъ мпста.

§ 13. Мы получимъ групиу, если разсмотримъ только классы взаимно 
простые'съ модулемъ к . Такимъ образомъ получается ойень важная въ 
анализе ТруйНа щтвёдЫпыхъ вычётовъ 'по модулю к .  Очевидно, что по- 
рядокъ такой групп!»! равенъ ф(А-) .

Если к  число простое, то ^(к) =  к — 1 и приведенные вычеты будутъ

Итакъ, въ этомь случай группу нриведенныхъ вычетовъ образують 
вей классы кромй одного, соответствую щаго нулю.



128

§ 14. Теорема Euler’a « '?* =  1 (mod к) и ея частный случай при к  
простомъ, теорема F ennat’a я * '1 =  1 (mod к), суть въ свою очередь частные 
случаи бол-Ье общей теоремы, относящейся къ произвольнымъ конечнымъ 
группамъ.

Если мы обозначимъ для сокращения

A^tA  =  А2, А ^ Л ^ .А =  Aa, А ^ A>'(iA$cA — A i, и т. д.,

то можно будетъ высказать такую теорему.
Теорема. Если h есть порядокъ группы G то для всякаго ея эле­

мента А тгЬетъ  место равенство

Ah=  1 .

§ 15. Для доказательства этой теоремы введемъ въ разсмотрТшс 
одно новое весьма важное понятие, а именно, нонятте о подгруптъ.

Если изъ элементовъ группы G можно составить новую группу Gx г 
то эта группа Gx называется подгруппой или дплителемъ группы G .

§ 16. Теорема L agran ge’а. Порядокъ подгруппы конечной группы 
есть делитель порядка самой групиы.

Пусть задана группа G порядка п и разсматривается некоторая ея 
подгруппа Н  порядка п г.

Пусть элементы группы Н  будутъ.

1 , А х, А 2 , А з , . . .  Ат 1. (1)

Если элементы (1) исчерпываютъ группу G то Н  — G и т  — п .  
Теорема справедлива.

Если элементы (1) не исчерпываютъ группу G , то въ этой послед­
ней можно найти такой элементъ В х , который не входить въ подгруппу 
Н .  Будемъ композищю элементовъ обозначать какъ обыкновенное умно- 
жен1е и ооставимъ рядъ элементовъ

В х, И , . В х , Аг ■ В , Аг . В х, . . .  Ат..х , В х , (2)

не трудно убедиться, что элементы ряда (2) различны между собой и от­
личны отъ элементовъ ряда (1). Въ  самомъ д-Ьл-Ь, если предположимъ, что

A i . В  | =  А к • В  х,

то но умножеюю об'Ьихъ частей справа на В х~ 1 получимъ

Ах= А к,

что невозможно, ибо въ ряд'Ь (1) элементы не повторяются.
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Невозможно, чтобы одинъ элементъ ряда (2) равнялся элементу ряда
(1) , т. е. другими словами, невозможно равенство

A i. В 1 — А ь ,

ибо тогда но у множен] и слева на А г 1, мы получимъ

Б , =  А г 1 ■ Ак;

выходило бы, что В 1 принадлежитъ къ подгрупп!; Н ,  ибо къ этой под­
группе принадлежатъ оба элемента

А г 1 и А к .

Если ряды (1) и (2) исчерпываютъ группу G , то будетъ, очевидно. 
2т — п и теорема справедлива. Если ряды (1) и (2) группы G  не исчер­
пываютъ, то въ этой групп!; G можно найти новый элементъ В 2 , не вхо­
дящей ни въ одинъ изъ рядовъ (1) и (2), тогда въ г рупий G будетъ за­
ключаться весь рядъ

В 2 , А г . Z?2, А2 • В 2 , . . . А т- 1. В2 ■ (3)

Рядъ (3) заключаетъ только различные элементы, отличные отъ эле- 
ментовъ рядовъ (1) и (2).

После последовательна™ составлетя нйкотораго числа к рядовъ (1),
(2) , (3) и т. д. конечная группа будетъ исчерпана, и мы получаемъ

тТс =  п ,

откуда мы видимъ, что цйлое число m есть, действительно, делитель числа п.
Ряды (2), (3), и т. д. носягь назваше сопряженныхъ система по от­

ношение къ подгруний Н .

§ 17. Возьмемъ произвольный элементъ А группы G и составимъ 
рядъ степеней

А , А \ А \ А \  (1)

продолженный неопределенно.
Нетрудно убедиться, что если группа G конечная, то рядъ (1) даетъ 

некоторую ея подгруппу.
Такъ какъ вей элементы безконечнаго ряда (1) суть въ тож е самое 

время элементы конечной группы G , то вей элементы ряда (1) не могутъ 
быть различны, а, слйдовательно, въ ряду (1) должны встречаться оди­
наковые элементы, напримйръ

Ак+1 =  А 1.

Умножая это равенство справа (или слева) на (.4_1)г, получимъ

А* =  1 .
9

(2)
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Итакъ, существуегь некоторое щЬлое число к ,  удовлетворяющее ра­
венству (2). Пусть q будетъ наименвнпй показатель, при которомъ им’Ьетъ 
м-Ьсто равенство

Ач =  1 .  (3)

Очевидно, что тогда вслкт показатель к , удовлетворяющт уравне­
нию, (2), долженъ быть числомъ кратнымь наименыиаго q . Въ  самомъ 
д'Ьл’Ь, будемъ делить /с на q , обозначая черезъ s частное и черезъ г 
остатокъ, такт, что

k =  q s - { - r ,  гд'Ь » '< (/ .
Уравнен] е

A h =  1
даетъ

А* — Ача+'- =  Ач*. A r =  I s . Ar =  A r =  1 ,

п мы получимъ уравнете противоречащее тому, что q есть найменышй 
показатель, дающш единицу.

Итакъ, должно быть г  =  0 .  и мы получаемъ

k  =  q s ,
что и требовалось доказать.

§ 18. Пусть q будетъ найменышй показатель, при которомъ им'Ьетъ 
место равенство

Ач — 1 ,

тогда говорятъ, что элемента. А принадлежишь къ показателю q .
Не трудно убедиться, что q долженъ быть Д'Ьлителемъ порядка п 

группы. Это сл-Ьдуетъ изъ теоремы Lagrange’a, ибо элементы

1 . А 1, А 2 , А3 , . . .  Ач-1 (1)

все различны и образуютъ группу.
То, что все элементы (1) различны, слгЁдуетъ изъ того, что равен­

ство
А' — А з , где j  < i < q ,  

влечетъ какъ следеттае такое невозможное

А'-> =  1 ,
ибо i — у <  q .

Элементы (1) образуютъ группу, ибо кромЬ нервыхъ трехъ посту- 
латовъ выполняется еще и постулата. IV, такъ какъ всякому элементу И' 
соответствуем  обратный Ач '.

§ 19. Изъ соображенш предыдущаго §-а сл-Ьдуетъ теорема § 14, ко­
торую мы п хотели доказать.
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В'ь самомъ д'Ь.тЬ, показатель q , къ которому принадлежитъ элементъ 
А , есть делитель порядка п группы; значит ь п =  q s .

Возвышая символически, въ смысла композитен, въ степень s равен­
ство

Ач =  1 ,
получимъ

А" — 1 ,
•что и требовалось доказать.

§ 20. Очевидно, что для теорпт группъ не важно установлеше меха­
низма символическаго умножешя, т. е. при помощи какого алгориема или, 
вообще говоря, по какимъ правиламъ будетъ это умножеше производиться, 
а важно лишь указаше структуры группы, т. е. указаше того, какой именно 
элементъ С группы получается отъ.символическаго умножешя двухъ дан- 
ныхъ элементовъ А и В .  Структура группы есть нечто не зависящее отъ 
природы элементовъ ея. Можно указать двЬ группы совершенно разной 
природы, имекяцгя одно и то же число элементовъ и одинаковую структуру.

Въ самомъ деле, положпмъ, что можно составить две группы: одну 
нзъ элементовъ

M i, А о , . . . А „ .
другую нзъ элементовъ

Bj, В‘2, ... в„,
которыя обладаютъ свойствомъ, что всякому равенству

AjAk — Ai

будетъ соответствовать равенство

В[Вк = Bi.
Ташя две группы, югЬкмщя одинаковую структуру, называются- изо­

морфными н могутъ считаться за одну и ту же группу еъ точки зрЬшя 
aeopiir группъ.

. § 21. Поставимъ теперь следующую важную задачу.
Нельзя ли заданной абелевой группе предметовъ какой угодно при­

роды
А\, А 2, . . .  -А., (1)

сопоставить изоморфную группу

ад, «о, . . . а*,  (2)

элементы которой а< суть числа, такимъ образомъ, чтобы символическому 
умножение элементовъ группы (1)

A i. Ак
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соответствовало обыкновенное умиожеше

«I а*

соответствующих^, чиселъ (2 )?
Эта задача имеетъ утвердительное р еш ете , а именно группа чиселъ 

(2) можетъ быть всегда составлена, причемъ составлена не однимъ, а не­

сколькими способами.
Числа а( носить н азвате характ еровъ1) соответственныхъ элемен- 

товъ .4,.  Мы будемъ характеръ обозначать знакомь

ai =  X (^ 0-

Нетрудно видеть, что характеромъ групповой единицы должно быть 
непременно число 1 ,  потому что групповая единица при символическомъ 
умноженш на другой элементъ не меняетъ этого последняго, а, значить, 
его характеръ долженъ быть такимъ числомъ, которое при умноженш не 
меняетъ множителя; такое число только одно, единица 1 . Итакъ, симво­
лическому равенству A t= l  должно соответствовать обыкновенное а , =  1 , 
или, иначе,

1 =•/(!)•

Пусть щ  будетъ показатель, къ которому принадлежитъ элементъ 4 ; ,  
тогда, очевидно, символическому равенству

Н,»‘ =  1

должно соответствовать числовое

a,mi=  1 . (1)

Итакъ, характеры абелевой группы оказываются корнями изъ единицы.
Отсюда делается понятной та замечательная связь, которая суще­

ствуете между абелевыми группами съ одной стороны и те о pi ей двучлен- 
ныхъ уравнений (1) съ другой. Такъ какъ мноие называюсь теорно дву- 
членныхъ уравнений reopicfi д е л е т я  круга, начала которой установлены 
Gauss’oMb, то получается связь между абелевыми группами и Teopiefi де­

л е т я  круга.

§ 22. Frobenius и Schnr 2) обобщили поняНе о характерахъ абеле- 
выхъ группъ на случай группъ какихъ угодно.

1)  Это назвате введено Gauss омъ и Diriehlet.
2) Sitzungsberichte der Berliner Aeademie 1896. 1905.
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Teopi f l  полей.

§ 1. Те о pi я ансамблей или множество (Mengenlehre), изучающая сово­
купности предметовъ съ самой широкой точки зр'Ьнгя, является въ насто­
ящее время самой общей математической дисциплиной и въ н-Ькоторыхъ 
оя частяхъ настолько выходить въ область общей философской мысли, 
что почти теряетъ математическое свое содержите.'

Мы переходимъ отъ поняпя ансамбля, какъ совокупности предме­
товъ самаго общаго вида, къ понят) ю о группгь, если мы устанавливаемъ 
законъ спаривания этихъ предметовъ или, какъ мы сказали въ предыду­
щей главе, законъ ихъ ком позицш.

По пят) е о группе делается уже, но зато оно пршбр'Ьтаетъ больше 
математическаго содержашя.

Дальнейшее суженie понятая ансамбля мы получимъ, если подчннимъ 
его предметы двумъ различнымъ законамт. композицш, тогда мы прихо- 
димъ къ понятно о полп  (область рациональности, Zahlkorper).

§ 2. Самымъ важнымъ прюгЬромъ поля является такъ называемое 
рацгональное поле.

Къ нему мы приходимъ изъ слКдующихъ соображений Если мы раз- 
смотримъ совокупность чиселъ рацюнальныхъ, то мы зам’Ьчаемъ, что эта 
совокупность обладаетъ групповымъ характеромъ относительно двухъ дей­
ствий: сложешя и умножешя,

Въ самомъ д'Ьл’Ь, вей ращональныя числа образуютъ абелеву группу 
относительно сложено я, ибо существуютъ свойства

а -)- Ъ =  Ъ - f  «•

(а -(- Ъ) +  с =  а 4 - (Ъ +  с) .



—  134 —

Существуешь одна единица этой группы, а именно число 0 (нуль). 
Всякому элементу а  группы соответствуешь ему обратный —  а , ибо

а  -(- ( — а) =  0 .

На основами сказан наго въ § 9 предыдущей главы, въ группе всегда 
возможно решение уравнения первой степени

а -(- х =  Ъ,

то есть всегда выполняется действ1е вычиташя, какъ операция обратная 
сложение.

§ 3. На основанш сказаннаго мы можемъ назвать совокупность ра- 
щональныхъ чиселъ аддитивной группой. Единицей этой группы является 
число нуль. Если мы это число отпцмемъ, то получаемъ совокупность 
чиселъ представляющихъ абелеву группу относительно дпйсптя умноже- 
нЬг. ибо существуютъ свойства

аЪ — Ьа 

(аЬ)с =  а(Ъс).

Единицей этой группы является число 1; всякому элементу а  соот­

ветствуешь обратный —, ибо 
а

« - =  1 . 
а

Въ этой группе, которую назовемъ му.шттлакагпнвною, всегда воз­
можно решение уравнения первой степени

ах  =  Ь

т. е. всегда возможно действ1е дплепгя.

§ 4. Число О, 
ности даетъ 0 т. е.

умноженное на любое число раз с м атрива е йо й совокуп- 

0 .  а  — 0 .

§ 5. Действ1я сложеш'я и умножения удовлегворяютъ распредели­
тельному (дистрибутивному) закону

{a  -f- Ь)с =  ас -\-Ьс.

§ 6. Совокупность чиселъ, обладающ ие указаными въ §§ 2, 3, 4, о 
формальными законами действий сложеш'я и умножешя, мы будемъ назы­
вать числовымъ полемъ.
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Элементарная алгебра даетъ три приибра иодобныхъ полей: 1. поле- 
ращональныхъ чиселъ, 2, поле чиселъ вещественных^ (какъ ращональ- 
ныхъ, такъ и иррашональныхъ), 3, поле чиселъ комплексных-!..

Общее опредблеже поля.

Полемъ мы будемъ называть совокупность такихъ нредметовъ а, Ь ,с , , . . ,  
названныхъ его элементами, которые можно подчинить двумъ различнынъ 
пр1емамъ композиции, изъ которыхъ одинъ назовемъ сложещемъ ( « - И ) ,  
а другой ултожетемъ (аЪ) ,  при чемъ имбготъ мбсто слбдуюпре постулаты.

I. Веб элементы поля образуютъ группу относительно сложенья, еди­
ницу которой обозначимъ черезъ 0 .

II. Веб элементы поля за исключешемъ 0 образуютъ группу отно­
сительно умножетя.

III. Имбегь мбсто расиредблительный законъ

(a  -f- Ь)с =  ас Ъе.

IV. Для всякаго элемента а имбетъ мбсто

О . а — б .

V. Обб группы аддитивная и мультипликативная суть абелевы т. е.

a  -f- b =  Ъ +  а , a b =  Ъа .

§ 7. Сдблаемъ нбеколько весьма важныхъ замбчашй по поводу только 
что даннаго опредблетя поля.

Вслбдсттае группового характера поля д б й с т е  вычитатя въ немъ 
всегда возможно. Что касается до дбйстшя дблетя, то оно возможно для 
вебхъ элементовъ за исключешемъ случая д бл етя  на единицу аддитивной 
группы. Эта единица обладаетъ въ полб вобми свойствами числа 0 эле­
ментарной алгебры.

Произведете ибсколькихъ множителей въ полб можетъ тогда и только 
тогда равнят!>ся аддитивной единицб, если одинъ изъ множителей равенъ 
этой единицб.

§ 8. Разсматривая внимательно указанные въ § 6 пять постулатовъ, 
мы можемъ замбтить, что въ постулатб V достаточно требовать только, 
■чтобы мультипликативная группа была перестановочною. тогда можно
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доказать, что при существовали четырехъ первыхъ постулатов'!,- и адди­
тивная группа будетъ перестановочна.

Въ самомъ дЬл'Ь, возьмеыъ единицу мультипликативной группы [1] и 
два произвольныхъ элемента а  и Ъ. Будемъ имЪть на основами первыхъ 
постулатов!,

а  +  Ъ +  а +  Ъ =  ( а + Ъ )  +  {а +  Ъ) =  [1 }(а + Ъ ) +  [1](а-\-Ь)=*

=  {[1] +  [1]}(«  +  Ь) =  (а +  6){ [1 ] +  11] > =  а{ [1] +  [1]} +  Ъ{ [1] +  [1]} =  

=  { [ !]  +  [1 ]}«  +  {[1] +  [1]}Ь =  « +  а +  Ъ +  Ь
итакъ,

а —[- Ъ -j- а  -|- Ь =  (х -|— (х -|- Ь Ь ,

Прибавляя къ об"Ьимъ частямъ сл’Ьва — я и справа — Ъ, получимъ

Ь —I— (X =  а —|— Ь ,

т. е. получаемъ коммутативность аддитивной группы.

§ 9. Рассматривая три поля, изв'Ьстныхъ изъ элементарной алгебры, 
мы зам'Ьчаемъ, что первое ноле рацюналъпыхъ чиселъ заключается какъ 
часть въ двухъ остальныхъ: пол'Ь веществехтыхъ чиселъ и иол'Ь комш ек- 
сныхъ чиселъ.

Если элементы поля 9  входятъ въ составь другого поля £1,, то поле 
£1 носить назваше дгълителя поля 9 , .  Такъ, наприм'йръ, поле веществен- 
ныхъ чиселъ есть делитель поля комплексныхъ чиселъ.

Не трудно показать, что поле рацюнальныхъ чиселъ есть делитель 
всякаго поля. В ъ  самомъ д’Ьл'Ь, возьмемъ какой нибудь элементъ to поля

CU
9 ,  тогда поле £1 должно заключать элементъ -  , т. е. число единицу; изъО)
единицы же можно получить вс1з ц-Ьлыя числа при помощи сложешя, вы- 
читашя н умножетя, изъ цЬлыхъ же чиселъ ироисходятъ дробныя черезъ 
д1>леме.

Бол-be строгая формулировка только что указаннаго свойства полу­
чится, если мы введемъ весьма, важное понятте о так'ь называемом'!, изо- 
морфизмгь полей.

Такъ какъ элементами поля могутъ быть предметы какой угодно 
природы, не обязательно числа, то мы считаемъ за одно поле два такъ 
называемых!, изоморфныхъ поля т. е. такихъ, что всякому рацюнальному
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соотношению
f { a ,  Ъ, с ,  . . ,) =  0

элементовъ а ,  Ь, с ,  . . .  одного, поля соотв'Ьтствуетъ тождественное со- 
отношеше

f(a', Ъ\ с', . . . )  =  О

соотв'Ьтственныхъ элементовъ а!, Ъ', с', . . .  другого.

Такой изоморфизмъ двухъ полей устанавливаетъ однозначное соот- 
вйтств1е каждому элементу а перваго поля н'Ькотораго опредйленнаго 
элемента а' другого.

Если поле таково, что его элементы не числа, а предметы другой 
природы, то мультипликативная единица [1] поля можетъ не быть числомъ 
1 ,  тогда получаемъ теорему, что всякое поле Й имйетъ д'Ьлителемъ неко­
торое другое поле R , изоморфное съ полемъ ращональныхъ чиселъ; это 
поле R  иазовемъ аривметическою частью поля й .

§ Ю. Пусть задано числовое поле й и некоторое число а ,  не вхо­
дящее въ составъ поля й . Разсмотримъ теперь поле, образованное числами 
поля й , а также всевозможными новыми, получаемыми отъ комбинирова- 
шя числа а съ числами поля й при помощи основныхъ действий. 

Очевидно, что всякое число новаго поля будетъ вида

?(«)
-Roc)

где ср(ос) и К а) СУТЬ Ц'Ьлыя функщи отъ а съ коэффициентами, принадле­
жащими полю й .

Будемъ обозначать новое поле такъ

й(а)

и говорить, что оно происходит), отъ присоединены  къ полю й числа а . 

Если къ полю Й(а) присоединимъ новое число р , то получимъ поле

2(« Р),
которое происходить изъ поля й черезъ присоедннеше двухъ чиселъ а и 3 . 

Подобными же образомъ можно присоединить любое число чиселъ.

§ П . Разсмотримъ целую рацюнальную функцш

f(x )  — а0х" +  a tx » -1 +  . . . - ( -  aH_iX -f-а „ ,
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съ коэффищентами
Чг, ' Ч i ,  • • ■ а  —  I ,  &п

принадлежащими къ некоторому полю 12.
Будемъ называть такую функцию принадлежащ ею полю 12 , и л и  м щ -  

сто фушщгей п о м  12.
Е с л и  функщя f (x )  разлагается на два множителя

'у(ж) и ф(ж),
такъ что

f i x )  =  у(х)<1(х) ,

причемъ целый функщи »(#) и Ф(ж) принадлежать тому же полю 12, и 
будемъ говорить, что функщя f(x )  приводимая въ поли  12, т. е. на.хожде 
Hie ея корней приводится къ нахождение корней функщй 'у(ж) и Ф(,а) 
меньшихъ степеней.

Если разложеше функщи f ( x )  на множители, принадлежат,ie тому 
же полю, невозможно, то говорить, что функщя неприводима въ ноль 

Одна и та же функщя можетъ быть неприводимою въ одномъ по п 
и приводимою въ другомъ. Такъ на примерь, функщя

х 4 +  1

неприводима въ поле ращональныхъ чиселъ и приводима въ таком ь поле, 
которое получается отъ присоединения къ ращональиымъ числами числа

у  2,
ибо

ж4 +  1 =  (ж2 +  у 2 х  4 -  1)(а;2 —  \/2х  +  1 ) .

В ъ  поле всехъ  чиселъ какъ вещественныхъ такъ и комплексными',1 
всякая функщя выше первой степени приводима и раскладывается на ли­
нейные множители, что составляешь основную теорему алгебры.

§ 12. Необходимо обратить внимаше, что формула Taylor’a для 1г!> 
лыхъ функщй остается справедливою и для целыхъ функщи некотори1; 
поля, ибо эта формула

/ ( *  +  h)  =  f i x ) +  hf ' ( x ) +  y ~2 f " <x) +  • • • +  i  2 \ ------n

происходить отъ разложешя f { x  -ф A) no степенями /г; для целыхъ :.w 
функщй такое разложеше совершается при помощи ращональныхъ "ftp- 
ствш.

Разъ формула Taylor’a сохраняется въ поле, то отсюда вытекач 
для поля в с е  т е  же сл ед сгая  относительно кратныхъ корней, которые 
излагаются въ алгебре.
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§ 13. Теорема. Иеприводима’я въ полгъ 9  функщя f{x )  не имгьетъ. 
общаго дплшпеля съ другою F (x )  того ж е поля, если F (x ) не дплится 
на f ( x ) .

Эта теорема, имеющая большое значен1е, почти очевидна. Въ самомъ 
д ел е, будемъ искать общаго иаибольшаго делителя полиномовъ

F (x)  и f(x )

иосл'Ьдовательньшъ делешемъ. Очевидно, что коэффищенты этого общаго 
делителя происходятъ при помощи ращональныхъ операцш изъ коэффи- 
щентовъ функций F (x )  и f ( x ) , следовательно, общШ делитель долженъ 
принадлежать тому же полю й . Но заданная функщя f ( x )  не имеете въ  
поле й другихъ делителей кроме самое себя и постояннаго числа. От­
сюда, общий наибольш1й делитель долженъ быть равнымъ самой функщи 
f(x )  или быть постояннымъ.

Слтдствге I. Неприводимая функщя не можетъ импть кратных» 
корней.

Въ самомъ деле, если бы существовалъ кратный корень, то произ­
водная f'(x ) , имея общаго делителя съ неприводимой функщей /(ж ), 
должна была бы делиться на f ( x ) , что невозможно, ибо степень производ­
ной ниже степени самой функщи.

Слпдств)е I I .  Если функщя F (x) обращается въ нуль [при одномъ 
изъ корней неприводимой функщи Y(x) , гпо огш уничтожается и при 
воьтъ осталъныхъ корппхъ функцш f ( x ) .

Слпдствге I I I .  Если степень цплой функцш F (x ) ниоюе степени 
неприводимой функцш f ( x ) гг если F (x ) обращается въ нуль при одномъ 
корнгь функщи f ( x ) ,  то функщя 1\х) должна тождественно обращаться 
въ пуль, т. е. воъ ея коэффищенты должны равняться нулю.

C.iibdcnieie IV. Приводимая функщя разлагается однимъ только спо- 
собомъ на неприводимыхъ множителей. При этомъ dew цгълыхъ функщи, 
отличают,гпся постояннымъ множителемъ, не считаются различными.

§ 14. Присоединешя новыхъ величинъ разделяются на две катего- 
pin: присоединешя альебраичестя и присоединешя трансцендентныя.

Присоедикеше называется трансцендентнымъ, если между различными 
степенями присоединяемой буквы х  но устанавливается никакпхъ соотно­
шений. Поле, получаемое отъ присоединешя къ полю й трансцендентной 
величины X ,  является совокупностью вс'Ьхъ ращональныхъ функщи отъ X  
съ коэффищентами изъ поля 9 .

Гораздо более простой видъ имеегь поле, когда между различными 
степенями присоединяемой буквы а имеегь место линейное соотношеше, 
т. е., другими словами, когда присоединяемая величина а есть корень ал-



гебраическаго уравнения
F {x )  =  0 ,  (1 )

гд4> F (x )  неприводимая въ основномъ полф 12 функщя.

Мы будемъ называть также и уравнеше (1) пеприводимымъ въ n o jii 
й  • Черезъ присоединеше къ нолю 12 корня а уравнешя (1) получается 
поле 12(a), которое называется алгебраическимъ полемъ.

§ 15. Пусть уравнеше F (x ) — 0 тгЬ етъ  видъ

х" -|- +  . . . - f  «„ -вх +  а„ =  0 ,

гд̂ Ь « j , а2 , . . .  j , и„ суть числа поля £2.

Степень п иосл'Ьдняго уравнешя носитъ назван1е степени алгебраи- 
ческаго поля 12(a).

Самый общ!й видъ числа 0  поля 11(a) есть
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гд-Ь <р и ф д’Ьлыя функд1и съ коэффйщёнтами изъ поля 12.

Изъ общаго курса алгебры известно, что всякая ращональная функ­
щя отъ корня неприводимаго уравнен1я м-ой степени можетъ быть пред­
ставлена при помощи рацюнальныхъ выкладокъ въ вид;]; ц'Ьлой функщи 
степени не выше п — 1 , т. е.

0  =  с0 +  слп. с2а2 +  . . . (1)
гдй коэффищенты

Со у С], е2 , . . .  Сщ—1 

принадлежать также къ полю 12.

Такое иредставлеше (1) элемента 0  возможно однимъ способомъ, 
ибо, если бы существовало другое представлеше

0  =  С«Ч- с /a - f  с2'а2 +  c^ -ia»-1, (2)

то корень а неприводимаго уравнен!я степени п поля £2 удовлетворялъ бы 
уравнение

е —  С0'-\- (с, —  с/)a - f  (с2 —  с2> 2 +  . . . +  (ся_ I —  c5,_i)a"''1 =  О 

того же поля, откуда на основаши слфдствья Ш § 13 получаемъ

С0 —  С0 , С| —  С] , . . .  С п _, С п ~  I  .
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Итакъ, поле Si(«) есть совокупность чиселъ 0 ,  опред'Ьляемыхъ фор­
мулой (1), где коэффищенты

Со ,  j  C<i ,  • • • Сп— 1

суть всевозможные элементы поля Q .

§ 16. Мы будемъ разсматривать алгебраическая ноля более общаго
вида

,. Р , у , . . ,

получаемый отъ присоединеш'я къ полю 12 корней

« ,  3 , Г ,

одного или нискольких-!:, уравненШ поля й .

Докажемъ теперь весьма важное предложение, состоящее въ томъ, что 
одновременное присоединеше нИсколькихъ корней одного или нНсколькихъ 
уравненш равносильно присоединение одного корня одного уравнен1я. Та- 
кимъ путемъ мы приходимъ къ заключенно, что самый общий видъ алге- 
браическаго поля даетъ поле происходящее отъ присоединен1я къ основному 
одного только алгебраическаго числа.

§ 17. Докажемъ предварительно лемму.

Лемма. Пусть

у ,  г ,  . .  . ) ,  Ф2(х , у ,  г , . .  .) ,  Ф3(х , у ,  г ,  .

суть цгьлыя рацюнальпыя фупкцги перемгьнныхъ х , у , г , . . . съ произ­
вольными, коэффицгентами. Если ни у одной гьзъ этихъ функцги еоь ко­
эффициенты не обращаются сразу въ нуль, то моэюно на бесчисленное 
число способовъ дать перемттымъ татя рацюнальпыя значенья, что пи, 
одна изъ функцш не обратится въ нуль.

Предложение очевидно для случая, когда функцш зависать отъ од­
ной независимой переменной. Очевидно, что въ этомъ случае функцш 
будутъ обращаться въ нуль только при своихъ корняхъ, число же такихъ 
корней конечное, а потому, если независимому переменному дадимъ зна­
чение, отличное отъ этихъ корней, то ни одна изъ функцш

Фг, Фг, &», ■ • ■
не обратится въ нуль.

Что касается болынаго числа независимыхъ перемИнныхъ, то нетрудно 
убедиться въ справедливости леммы въ случае иг переменныхъ, если лемма 
доказана для т  —  1 переменныхъ.
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Каждую изъ функцШ можно представить въ вид'1з полинома отъ од­
ной изъ перем1знныхъ, иапр. х ,  съ коэффищентами, которые будутъ це­
лыми функциями отъ т —  1 остальныхъ лерем'Ьнныхъ

У, г ,  . . ,

По предположение справедливости леммы въ случа'Ь т  — 1 нере- 
мйнныхъ можно будехъ буквамъ

У, г ,  . . .

на безчисленное число способовъ придать тагая рацюнальныя значетя, 

что не уничтожатся сразу коэффициенты каясдой изъ этихъ функцш, а 
тогда остальной переменной можно дать такое значеше, что все  функцш 
будутъ отличны отъ нуля.

§ 18. Разсмотримъ поле

Р , Т> •••)•

Возьмемъ линейную функцш

* =  xa-\-y$-\-z  у +  . . . ,  

гд е а —  корень н'йкотораго уравнетя

А (х) =  0 (1)

поля У , р —  корень уравнетя

а д - о , (2)
корень уравнетя

С(х) =  0 и т. д. (3)

Обозначая черезъ а , , fa , у . . . .  другую комбинацйо корней соотвЬт- 
ственныхъ уравненш, положимъ

f , =  хол  +  у  fa  +  . . .

Составимъ подобнымъ образомъ новыя выражен1я ?2 > £з > • ■ • Число 
такихъ выраженш будетъ равно произведение степеней функщи А (х ) , 
В (х ) , С (х ) , . . . Зам1зтимъ кстати, что н'йтъ надобности предполагать вей 
уравнетя ( 1) ,  ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  . . .  различными.

Разности

суть линейныя функщи отъ х ,  у , г , . . . , иричемъ ни одна изъ нихъ не
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равна тождественно нулю, ибо мы, очевидно, предполагаемъ уравнения 
(1) (2) ,  (3) ,  . . .  неприводимыми и, следовательно, не имеющими крат- 
ныхъ корней.

По лемме § 15 можно дать х , у , г , . . .  таыя ращональныя числен­
ны,я значешя, что всевозможныя разности, составленный изъ функцш 
О у , . . .  будутъ отличны отъ нуля, а, следовательно, и все  значешя 

|2 , . . будутъ различны между собой.
Обратимъ тенерь внимаше, что всякая функция симметричная отно­

сительно корней каждаго изъ уравненш (11, (2) ,  (3) ,  . . . по известной 
теореме алгебры будетъ выражаться ращонально черезъ коэффищенты 
- шхъ уравнено!. Следовательно, такая величина есть число поля У .

Къ подобнымъ функцпямъ принадлежать, очевидно, коэффищенты 
полинома

Уравнеше F(t) =  0 есть, следовательно, уравнеше поля У. не име­
ющее кратныхъ корней. Одинъ изъ корней этого уравнен1я есть ; .

Пусть У будетъ какой нибудь элементъ поля

й(а , Р , Т, • • •) 

а, следовательно, целая функщя отъ корней

® > ? > 1 ; • • ■
Обозначимъ черезъ

, 00 , . . .

величины, который происходить изъ величины й черезъ замену корней

Р , Т , • • •
истыми комбинащями корней

«и Pi, Ti, •

а2 > Pj > Т2 > • ■ •

Разомотримъ функцию

Очевидно, что эта функщя есть целая относительно t .  Коэффищенты 
ея суть симметрнчестя функцш корней уравнений (1) ,  (2) ,  (3) ,  . . .  а по­
тому эта целая функция, которую мы обозначимъ черезъ принадле­

жи•.'ОТЪ к ъ  ПОЛЮ
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Отсюда мы получаемъ

W) _  в , в, в,
F {t , t —

По теореме Lagrange’a мы знаемъ, что

Итакъ, О выражается ращональною функщею отъ % съ коэффищен- 
тами, принадлежащими къ полю 2 .  Следовательно, всякая величина поля 
Q (a , ft, у , . . .) принадлежать полю 2(E). Съ другой стороны оче­
видно, что всякая величина поля 2(?) есть въ тоже время элемента поля 
2 (а ,  ?> 7> • • •), ибо I выражается рацюнально черезъ а ,  р, у , . . .

Итакъ, мы заключаемъ о полной тождественности двухъ полей, что 
можно выразить равенствомъ

0(*) =  й(а,  р,  у ,  . . . ) .

§ 19. Kronecker’y мы обязаны ген1альными соображен1ями, относя­
щимися къ трансцедентнымъ присоединешямъ и находящимися въ извест­
ной аналопи съ теоремой, доказано! въ продыдущемъ параграфе. Въ зна- 
менитомъ мемуаре „Grundzilge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Gr6ssen“ Kronecker вводить въ разсмотрен1е рац1ональиыя функц1и отъ 
любого числа переменныхъ независимыхъ съ коэффищентами, принадлежа­
щими къ данному полю. У Kronecker’a получается теорш, которая также 
не зависитъ отъ числа присоединенныхъ переменныхъ. Коренное разли­
чие состоита въ томъ, что Kronecker пользуется дрансцендентнымъ при- 
соединетемъ для изучен1я свойствъ основного поля, которое онъ пред- 
лолагаета алгебраическимъ. W eber во второмъ томе своей алгебры даетъ 
хорошее изложеше теории Kronecker’a, причемъ называета эту теорйо „те­
орией функцюналовъ “.

§ 20. Поставимъ вопросъ, когда два алгебраическихъ поля изоморфны. 
Мы будемъ предполагать у обоихъ полей основнымъ полемъ рацгоиаль- 
ное поле 2 .

Пусть одно поле будетъ 2 ( a ) ; если это поле изоморфно другому
2 , ,  то элементу « псрваго поля долженъ соответствовать элемента о.х 
другого. Разсмотримъ неприводимое уравнение

а0* п +  « I® ""1 +  • • • - f  «»-1« - ( -« «  =  0 ; (1 )
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очевидно, что на основанш принципа изоморфности этому уравнению въ 
другомъ поле должно соответствовать такое

а0«1*' - f  a jap*-1 4 - . . .  4- а„_ta, - f  ап — 0 ,

ибо ращональнымъ числамъ одного поля должны соответствовать те  же 
самыя числа въ другомъ.

Итакъ, мы получаемъ
0 , = й ( « . ) ,

т. е. алгебраическому полю 11(a) соответствуешь какъ изоморфное поле 
!!(« !) , где ах другой корень того же самаго уравнетя (1).

§ 19. Присоединяя последовательно корни

a , а1 , а2 , . . .

одного и того же неприводимаго уравнетя, получимъ рядъ полей

11(a), Q (aj), й(а2), . . .

изоморфныхъ между собой, который называются сопряженными съ полемъ

й (а ).

Если все сопряженный поля тождественны между собой, то поле 
11(a) носитъ назваше нормального поля.

§ 20. Итакъ, мы видели рядъ примеровъ на безконечныя поля. Основ­
ными являются три главныхъ поля элементарной алгебры. Затемъ имеютъ 
важное значете поля, получаемыя отъ присоединения новыхъ элементовъ. 
Исчерпываются ли этими примерами все мыслимыя поля? Ответь на 
этотъ вопросъ оказывается отрицательными. Въ последнее время дань 
примерь новаго вида поля. Такое поле образуют!, символы новой природы, 
введенные въ науку К. НешеГемъ подъ назвашемъ р-адическихъ чисель. 
Я считаю необходимыми сказать несколько словъ объ этихъ числахъ.

§ 21. Возьмемъ некоторое простое число р  п будемъ разсматривать 
системный (десятичныя) дроби при системе счислетя, имеющей основа- 
т ем ъ  число р . Такъ, напримеръ, системная дробь

•• • > (1)

где цифры Ъ±, ba , Ь2 , blt  b0, й|, . . .  суть целыя числа менышя р  илп 
нули, обозначаетъ какъ известно сумму

ЬьР1 Ь3р л Ь2 р 2 4-  Ъуу  +  Ьо +  -jj 4 - + ^ |  +  • • •

10
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Hensel предлагаетъ употреблять подъ назван1емъ р-адическихъ чи- 
селъ, тй же самые символы (1), но только производить надъ этими числами 
дййств1я слож етя, вычитан1я, умножен1я и дйлешя по другимъ правиламъ.

И змйнете правилъ простййшихъ действ!)!, указанное НешеГемъ, 
состоитъ въ томъ, что разряды, которымъ соотвйтствуютъ цифры въ обыч­
ной ариеметикй возрастаютъ справа налйво, Hensel же предполагаетъ раз­
ряды возрастающими слйва направо, т. е. какъ будто бы символъ (1) 
обозначалъ сумму

Такимъ образомъ въ правилй сложен1я, если при сложеши соотвйт- 
ствующихъ цифръ накопляется единица высшаго разряда, то ее надо при­
бавлять къ ближайшей цифрй направо, а не къ лйвой цифрй какъ въ 
ариеметикй. Подобнымъ же образомъ при вычитанш, если необходимо за­
нять единицу высшаго разряда, то ее надо занимать изъ ближайшей на­
право стоящей цифры.

Могутъ возразить, что при безконечномъ числй цифръ р-адическаго 
числа сумма (2) представляетъ рядъ расходящ1йся и потому не допустима 
къ употребление. Но дйло въ томъ, что мы можемъ вовсе не отождест­
влять р-адическаго числа съ суммой (2), а лишь пользоваться видомъ этой 
суммы для установлетя дййствш надъ р-адическими числами.

Вообще говоря р -адичесшя числа суть символы, съ которыми не оов- 
лчъщается никакою  понятгя о величать, и для которыхъ понятая больше 
и меньше отпадаютъ.

Не останавливаясь подробно на теорш чиселъ р-адическихъ, пояснимъ 
дййствгя съ этими числами на примйрахъ.

Пусть будетъ р  — 5 .

Сложете.

Пишемъ первую цифру 4 суммы и единицу высшаго рязряда при- 
бавляемъ къ суммй слйдующихъ направо цифръ.

Вычит аш е.

(2)

1111111 Пачинаемъ вей дййегая съ крайнихъ
2 , 3 4 1 0 2 1  
3 , 0 0 3 4 4 3  
4 , 4 3 2 4 1 1  
4 , 3 3 2 4 3 1 1

лйвыхъ цифръ.
Складываемь порвыя цифры

2 —(- 3 4 = ;  5 .1  —(- 4 .

2 . 4 3 1 0 2 1 0 0 0 0 0 0 . .  .
3 . 2 4 4 3 2 2 4 0 0 0 0 0 . .  . 
4 , 1 4 1  143044444 . ..



Умножение.
2,341
3, 122 ____

2 , 3 4 1 X 3 =  . . . . 6,(9)(12)(3)
2. 341 X.  0 , 1 =  . . .  (?).( 8)(4)(1)
2.341 X  0 , 0 2 = . . .  ( 4)(6)(8)(2)
2.341 X  0,002 =  . .  (4)(6)(8)(2)

1 , 2  1 1 4 3 4
Дпленге. Для установлен1я делешя надо будетъ при нахождеяш каж­

дой последовательной цифры частнаго решать сравнеше вида

ах  =  Ь (modp)
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2 , 1 4 3  
2,11 

033
31 _

200
211

4 3 4 4 4 4 . . .
44

“ “4 3 4 4 4 ...

1 з д :
I 4 , 0 1 4 3 3 3 . . .

Первая цифра частнаго получается 
изъ сравнетя

Зх==2  (mod 5 ) ,
т. е.

х  =  4 .

Нетрудно усмотреть, что ращональнымъ числамъ будутъ соответ­
ствовать перюдичесгая р-адичесшя числа. При этомъ все рацюнальныя 
числа какъ положительный такъ и отрнцательныя попадутъ среди р-ади- 
ческихъ чиселъ.

Число г =  ]/ —  1 находится среди р-адическихъ при р =  5 ,  ибо •—  1 
есть квадратичный вычетъ числа 5. Получается i — 2 , 121 . . . , — i =  3 , 3 2 3  ... 
такъ что можно написать такое р-адическое тождество

ж2 +  1 =  (ж —  2,121 . . ,)(ж — 3,323 . . . ) .

Выражешо ж2 —  2 норазлолотмо р-адически при р =  5 ,  ибо 2 есть 
невычетъ числа 5.

Существуетъ простое правило узнать по виду пертдическаго р-ади- 
ческаго числа, какому обыкновенному числу оно соответствуетъ: положи­
тельному или отрицательному.

Если последняя (направо) цифра перюда больше последней (направо) 
цифры, стоящей передъ перюдомъ, то р-адическое число соответствуеть 
отрицательному числу, напримеръ 3

3 ,444 . . . (ибо 4 >  3).



—  148 —

Если же последняя цифра перюда меньше последней цифры иередъ 
первымъ перюдомъ, то число соотв'Ьтствуетъ положительному числу на- 
прим4ръ

2, 143  2 +  1 . 5  +  4 . 5 *  +  3 . 5 3
3,1 3 +  1 . 5

4 ,  014333 . . . (ибо 3 <  4 ) .

§ 22. Нетрудно убедиться, что /надическш числа образуютъ поле. 
Если мы будемъ раз ;матривать д -адичесюя числа, то есть, ташя 

числа, гд"Ь основан1емъ счислешя является составное число д , то 'raidя 
числа не образуютъ уже поля, потому что при такихъ числахъ произве­
д е т е  двухъ отличныхъ отъ нуля чиселъ можетъ давать нуль 

Наприм'Ьръ при </ =  Ю

5 , 2 1 3 0 2 3  . . .
2,110100

(1 0 ),4 2 6 0 4 6  . . .
521302 . . .

5 2 1 3 0 . . .
521 . . .

0 , 0 0 0 0 0 0 . . .



Г Л А В А VIII.

Teopia конечнаго поля.

§ 1. Обращаемся теперь къ разсмотр-Ьнпо очень важнаго вопроса, 
важнаго какъ въ принцитальномъ отношети такъ и по его приложешямъ. 
Вопросъ этотъ следующий не существуешь ли совокупность конечнаго 
числа тысоторыхъ предметовь, удовлетворяющая всгьмъ постулатамь при­
веденного въ главп У Н  общаго опредпленгя поля.

Ответь получается положительный. Тагая совокупности существуютъ 
и каждая изъ нихъ называется конечными полемъ.

Оказывается, что построете конечнаго поля существенно зависитъ отъ 
двухъ чиселъ: произвольно выбраннаго простого числа р  и также произ­
вольно выбраннаго натурального числа v .

Каждой пар!; чиселъ р  и п соотв'Ьтствуотъ одно, опредпленное, ко­
нечное поле.

§ 2. Обозиачимъ черезъ 0 и I те  элементы искомаго поля, которые 
являются единицами аддитивной и мультипликативной группъ.

Элементы конечнаго поля не могутъ быть числами въ томъ смысле 
слова, какъ это поняВе установлено въ элементарной алгебре. Ибо ком- 

нонируя единицу 1 аддитивно самое съ собой можемъ получить безчислен- 
ное число элементовъ

] +  ] ,  1 -)- 1 +  1 , 1 +  1 +  1 +  1 , • • •

поля, что противоречить его конечности.

Итакъ, элементы конечнаго поля не могутъ быть числами, а должны 
быть предметами другой природы, и д1шств1я въ поле должны быть опре­
делены несколько иначе.
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§ 3. Прежде всего подчеркнемъ коренную разницу между конечнымъ 
п безконечнымъ полемъ.

Разсуждешя предыдущей главы показываютъ намъ, что существуютъ 
различныя не нзоморфныя безконечныя поля. Конечное же поле суще- 
ствуетъ только одно въ смысл'Ь ариометической характеристики.

§ 4. Два изоморфныхъ поля мы будемъ считать за одно, ибо въ 
приложешяхъ алгебры полей къ р4шенно различныхъ вопросовъ для насъ 
является важнымъ не точное установи enie природы элементовъ поля, а 
лишь установлеше законовъ действий надъ элементами, другими словами 
законовъ вычислешя, дающихъ возможность всегда найти какой элементъ 
поля въ результат^ указанныхъ действий получается.

§ 5. Будемъ обозначать элементы, искомаго конечнаго поля, полу- 
чаюпцеся отъ сложенья мультипликативной единицы съ самое собой зна­
ками послБдовательныхъ натуральпыхъ чиселъ съ черточками наверху

Т + Г = 2 ,  2 + 1 = 3 ,  3 +  1 = 4 ,  . . .  (1)

Такъ какъ поле конечное, то въ ряду элементовъ

2 ,  3 , 4 ,  5 , . . .

должны быть одинаковые, наприм’Ьръ,

v  +  q  =  q .
Отсюда

у 7 = 0 .  (2>

Мы видимъ, что одинъ изъ элементовъ ряда (1) долженъ быть ра- 
венъ пулю, т. е. аддитивной единицф.

Пусть элементъ р  будетъ тотъ изъ равныхъ нулю элементовъ ряда 
(1), который соответствуешь наименьшему числу р . Легко показать, что 
это число р должно быть простымъ. В ъ  самомъ дйл’Ь, допустимъ, что р  
распадается на два меныпихъ множителя

р  =  a h ,

тогда равенство (2) можно переписать такъ

аЬ =  О
или иначе

а .  Ь — 0 .

На осиованш свойства поля должно получаться одно изъ двухъ

а =  0 ,  5 =  0 .
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Что противоречить тому, что р  есть наименьшее число, дающее нуль. 

§ 6. Если р  наименьшее число, при которомъ р  =  0 ,  то элементы

О, Г ,  2 , . . .

различны между собой, дальнМише же р  элементовъ

Р, Р +  Ь  V - М ,  • • • 2р — 1 (2)

образуютъ тотъ же рядъ, что и элементы (1), и т. д. Однимъ словомъ, 
равенству

а — Ъ

въ конечномъ нод-Ь гоотв'Ьтствуетъ сравнен! е

а =  b (mod^j).

Конечное поле можеть состоять только изъ элементовъ ряда (1), н 
мы приходимъ къ простейшему виду конечнаго поля, къ такъ называемому
числовому полю.

Числовое поле изоморфно съ поле.мъ, образовалтымъ классами чиселъ 
по простому полю р  .

Итакъ, элементами подобнаго поля оказываются не сами числа, а
классы чиселъ по модулю.

§ 7. Посмотримъ, какъ должны производиться ращональныя дгЬйств1я 
въ числовомъ поле.

Что касается д'Ьйствш сложешя, вычитан1я и умножен1я, то эти дей- 
ств1я производятся надъ соответственными вычетами классовъ по прави- 
ламъ обыкновенной ариеметики нелыхъ чиселъ, и въ результате придется 
взять вычетъ по разсматриваемому модулю.

Напримеръ, разсмотримъ поле классовъ по модулю 7 ,  состоящее 
изъ семи элементовъ

О, Г ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 .

Если требуется вычислить въ роле выражете

(5 +  6)(2 — 4)

то надо классы заменить соответствующими вычетами

(5 -\- 6)(2 —  4) =  —  22

и полученный результата заменить его положительиымъ вычетомь G но 
модулю 7.



Получаемъ
(5 +  6 ) 1 2 - 4 )  =  6 .

§ 8. Обращаемся теперь къ разъясненш -правила д 'Ьлетя въ чи- 
словомъ пол'Ь. Пусть требуется вычислить дробь
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а
т

въ разсматризаемомъ (mod р) пол'Ь. 
Им-Ьемъ

гдЬ х  некоторый элемента поля.
Переписывая (2) такъ

xb  =  а

приходимъ къ р-Ьшенпо сравненья

хЪ =  а  (m od^).
НапримЬръ. при р  =  7

2
3 ~

ибо 3 . 3  =  2 (mod 7 ) .

§ 9. РЪшеше уравнен1й въ числовомъ нолЬ оказывается равносиль­
ными съ рЪш етемъ сравненщ по простому модулю

f ( x )  - 0 (rnodjo),

отсюда мы видимъ, почему сравненья по простому модулю играюта осо­
бенно важную роль.

§ 10. Мы будемъ называть п/Ьлую функцпо

f ( x )  =  а0х ” +  a p t" -1 -f- a2xn~2-\- . . . -f- а„

функцгей принадлежащ ей къ числовому полю, если ея коэффищенты суть 
вычеты по модулю р  .

Можно установить понятте о неприводимости функцш f(x )  по мо­
дулю р , если не существуета тооюдественмаго сравнешя

f(x )  =  ®(ж)«|/(ж) (modp)
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где функцш ?(х) и ф(.т) суть функвди съ целыми коэффищентами степе­
ней ниже степени функцш f ( x ) .

§ 11. Теорема Schonemann’a. При простомъ модулгь р  существуетъ 
тождественное сравнение

\/{х)\р =  f{x,p) (mod р)

гдп f(x ) =  а0хп -f- а ,* " -1 -ф-. . .  а„ съ цтлыми коэффищентами.
Прежде всего очевидно, что при всякихъ значетяхъ а ,  Ь , . . .  g 

существуетъ сравнен1е

(а 4 -  Ъ +  . . . +  #  =  ар +  Ър +  . . . +  gn (m odp),

ибо на основами соображен1й § 17. гл. II мы замечаемъ, что все по- 
лином!альные коэффищеиты делятся на р .

Отсюда

=  а0Р(хр)” +  а1е(хр)х,- г а2р{хр)п ~2 - ( - . . . =

=  а0(хр)" -J- а^ хг)"-1 +  а2(хР)"-г =  f ( x p) ,

и теорема, доказана.

§ 12. Обращаемся теперь къ разсмотр-Ьнио конечныхъ полей более 
общаго вида.

Повторяя наши разсуждетя, мы замечаемъ, что въ каждомъ конеч- 
номъ поле должно заключаться числовое поле, соответствующее некото­
рому простому числу р . Будемъ для обозначешя элементовъ этого поля 
употреблять знаки натуральныхъ чиселъ безъ черточки на верху.

Итакъ, въ составъ разсматриваемаго конечнаго поля должны входить 
элементы, обозначенные знаками

О, 1 , 2 ,  3 ,  . . .  р —  1 .  (1)

Положимъ, что кроме этнхъ элементовъ еще существуетъ элементъ 
х  поля, тогда должны въ поле существовать еще элементы

х  4 -  ж =  1 .  х-\- 1 . х =  (1 -\- 1 )ж =  2 х , 2х-\ -х  =  Зх , 4 х , . . .  

т. е., другими словами, элементы

х ,  2 х , З х , . . .  ( р — \)х. (2)

Складывая элементы ряда (1) съ элементами (2), подучимъ элементы
вида

Olj 4  «2# 5 (3)
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где козффищенты а, и а2 пробегаютъ полную систему вычетовъ по мо­
дулю р . Получаемъ р 2 элементовъ поля. Нетрудно видеть, что вей они 
различны между собой, ибо равенство

ot1 4 -  «2# =  а/ —J— а2'х

черезъ р еш ете относительно х  давало бы элемента числового поля (1),  
а мы предположили, что элемента х  отличенъ отъ элементовъ (1).

Можетъ случиться, что поле исчерпывается элементами вида (3), тогда 
число элементовъ конечнаго поля будетъ равно р-.

Если поле не исчерпывается элементами (Б), то долженъ существо­
вать некоторый элемента у ,  не представляю иди ся въ формуле (3), тогда 
поле можетъ иметь видъ

а1 “Ь а2х  “Ь а3у

где вей коэффициенты ах , а , , ая пробйгаютъ полную систему вычетовъ 
по простому модулю р  .

Продолжая далее разеуждеше исчерпаемъ все поле.
Нтакъ, конечное поле образуется элементами вида

«1 +  о-2х  +  ЧУ -\- • • . a « - i t - f a „и,

где козффищенты нробйгаютъ вычеты по простому модулю р ,  и мы при- 
ходимъ къ теореме.

Число элементовъ конечнаго поля равно всегда р", гд/ь р  простое 
число, а  п  число натуральное.

Число р  мы будемъ называть основангемъ поля, а число п его по­
ря дке мъ.

Поле перваго порядка есть числовое.

§ 13. Замечательный примйръ общаго поля порядка п указанъ былъ 
въ первый разъ Galois. Разсмотримъ его.

Пусть задана некоторая целая фуикщя f {x)  степени п съ целыми 
коэффициентами, неприводимая по простому модулю р .

Galois образуешь поле, составленное изъ р п символовъ вида

а0 -\-а1х-\- а2х 2-\- • • . +  (1)

где вей козффищенты а( нробйгаютъ полную систему вычетовъ по модулю 
р ,  причемъ действия надъ этими символами определяются такъ.

Дййсттае сложешя двухъ символовъ

А  =  а0 -(- арс - f  а2х2 - f  . . . +

В  =  $0 -f- PjX - f  Р'Ж’2 1
(2)



определяется такъ: складываемъ ихъ алгебраически

(“« +  %) +  (ai P i)* (а2 +  Рг)*2 +  • • • -f- (an-i +  P n-i)*"_ I) 

зам'Ьняемъ далее все коэффищенты

ао 4" Ро > “ 1 “Ь pi > а2~\-?г > • • ■ ап- 1 +  Рп-1 

ихъ вычетами по модулю р

То > Т1 з 72 • • • Тп- 1  •
Символъ

С =  То +  T i* +  Та*2 +  • ■ • +  Tn-1* ”-1

мы будемъ считать за сумму символовъ А и В  и писать

А - г , В = С .

Для умножения установимъ подобное же правило, а именно, пере- 
множимъ А и В  алгебраически какъ многочлены переменной независи­
мой х ,  найдемъ далее остатокъ D  отъ деления произведешя А Б  на 
основную функцпо f ( x ) .  Если при умножелш и делении многочленовъ 
производить съ коэффициентами этихъ многочленовъ действия не по прави- 
ламъ обыкновенной алгебры, а по иравиламъ действ!и въ числовомъ поле, 
то коэффищенты остатка D будутъ принадлежать числовому полю. Такъ 
какъ этотъ остатокъ будетъ степени не выше п — 1 ,  то будетъ иметь 
видъ (1) и мы его будемъ считать за произведете символовъ А  и Б  и 
писать

А ■ В  =  D .

Петъ надобности подробно останавливаться на томъ, что при такихъ 
определешлхъ сложешя и умножешя символы (1) образуютъ действительно 
конечное поле. Необходимо обратить внимание читателя лишь на то об­
стоятельство, что неприводимость функции f ( x ) , на которую мы постоянно 
делимъ, есть действительно требование обязательное, иначе не будетъ 
существовать поля.

Въ самомъ деле, пусть f (x)  будетъ функщей приводимой въ число­
вомъ поле, т. е.

/ (*) =  '-?(*)'!'(*);

функции а(х) и и|и(ж) будутъ элементами нашей совокупности (1) отлич­
ными отъ нуля, ибо нуль ииолучается только, когда все коэффищенты 

aoi а\ > “г > • • • «»-i равны нулю.
Такъ какъ при разсматривашн функцШ отъ х  съ коэффициентами 

числового поля мы должны постоянно откидывать кратности функции /"(а),
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то очевидно, что сама фуикщл f ( x )  равносильна f { x )  —  f ( x)  т. е. равно­
сильна пулю. Мы получаемъ

О =  ф Щ х ) ,

что противоречить основному свойству ноля.

§ 14. Полученное нами поло мы будемъ называть полемъ Galois. 
Резумируя сказанное въ § 13, можно дать две различныхъ форму­

лировки поля Galois.
I. В ы кладки  поля Galois можно рассматривать какъ дпйсптя надо 

функциональными сравнетлми по такъ называемому двойному модулю.
Разсматривается совокупность всехъ  целыхъ функций отъ х  съ це­

лыми коэффищентами.
Очевидно, что эти функцш образуютъ совокупность предметовъ, вос­

производящихся черезъ нрименете трехъ действий сложешя, вычиташя 
и умножешя, но не дплетя.

Мы беремъ произвольное простое число р  и некоторую функцио f ( x ) 
изъ нашей совокупности неприводимую по модулю р , тогда условимся, что 
сравнеше

<s(x) =  (х) [mod^>, f{%)\

по двойному модулю (по числу р  и функцш f (x) )  выражаетъ тотъ фактъ, 
что разность

можетъ быть представлена въ виде

?0) — 'Кж) —ра>(х) +  f[xyофх) , (1)

гд е ai(x) и о^(ж) целыя функцш съ целыми коэффищентами.
Если мы будемъ функщю f ( x )  предполагать примарною, т. е. такою, 

что старшш коэффищентъ ея равенъ единице, то проверка равенства (1) 
можетъ быть произведена, очевидно, такъ: делимъ <р(х) —  '1(ж) алгебраи­
чески на f ( x ) ; остатокъ долженъ быть такою функщей отъ х ,  у которой 
в се  коэффищенты делятся на р .

Нетрудно видеть, что поле Galois есть не что иное какъ поле клас- 
совъ (вычетовъ) по двойному модулю.

II. Можно трактовать элементы поля Galois какъ некоторые мнимые 
символы  въ теорш чиселъ.

§ 15. Остановимся более подробно на выяснеши второго толковашя. 
Припомнимъ, какъ вводятся мнимыя числа въ элементарной алгебре. 

Берется уравнеше
ж 2 +  1 = 0



ио имеющее рйшешй въ числахъ вощественныхъ, т. е. въ тйхъ числахъ, 
которыя до введешя чиселъ мнимыхъ являются единственными существу­
ющими. Затймъ расширяется поняНе о числй въ томъ смысл!;, что къ 
вещественным!, числамъ присоединяется нйкоторый новый символъ г, ко­
торый считается за число новой природы, такъ называемое мнимое число.

Природа числа г не разъясняется въ абсолютномъ смыслй слова, что 
и не нужно для математики.

Для математики необходимо и достаточно знать, какъ производить 
надъ этимъ новымъ знакомъ дййств!я сложешя, вычиташя, умножен i я и 
д'Ьлетя.

Знакъ г считается корнемъ уравнешя (1) лишь въ томъ смыслй, что 
г2 считается равнымъ отрицательному числу — 1 . Отсюда, какъ известно, 
получаются вей выкладки надъ числомъ г.

Въ результат^ выкладокъ всегда остается только первая степень г 
т. е. числа вида

(2)

Можно было бы обобщить п ош те о комплексномъ числй (2) на 
уравнешя болйе высокой степени.

Возьмемъ ypaBiienie съ коэффищентами изъ пйкотораго поля R

f(x)  =  0 (3 )

некоторой степени п , которое будемъ предполагать неприводимымъ въ 
полй I I , н вей корни котораго мнимые. Обозначимъ черезъ г какой 
нибудь изъ корней уравнешя (3), тогда, какъ мы знаемъ, вей ращональ- 
ныя функцш огь i будутъ имйть видъ

“ о +  “ В  +  а 2 *2 +  • • • +  а » - В ’,_ 1  ( 4 )

н, слйдователыю, является вопросъ, не надо ли вводить комплексный числа 
вида (4).

Въ элементарной алгебрй однако нйтъ надобности въ такомъ обоб- 
щенш, ибо извйстно, что комлексиыя числа вида (2) достаточны для пол- 
наго рйшешя алгебраическихъ уравнешй.

Указанное нами обобщеше (4) комплексныхъ чиселъ нграогь большую 
роль лишь въ высшихъ частяхъ алгебры, въ которыхъ она переходить, 
собственно говоря, въ Teopiio чиселъ. Это обобщеше приводить, какъ мы 
впдйли, къ весьма важному понятию алгебраическаго ноля.

§ 16. Обращаемся теперь къ сравнешямъ высшихъ степеней по про­
стому модулю.

Если задано сравнеше
/'(•«) =  O(modjj), (1 )
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гд’Ь f ( x )  примарная съ целыми коэффшцентами, неприводимая по модулю 
р  д-Ьлая функция степени гг. то сравнеше (1), очевидно, не югЬетъ реше­
ний, ибо, если бы существовало piiuenie а этого сравнетя, то было бы

f ( x )  —  (,х  — а)/,,(ж) =  0 (modyi)

и функщя f ( x )  была бы приводимою.
Итакъ, можно сказать, что решетя сравнеш'я (1) сучь некоторым 

мнимост и  съ точки зр1;шя Teopin чиселъ. Обозначимъ черезъ г мнимый 
корень сравнетя (1) и разсмотримъ комплексные символы

ао +  +  см 2 +  • • ■ «в-1 •г""1 (2)

съ целыми коэффищентами. Эти символы (2) и суть не что иное, какъ 
известный мнимост и G alois.

ДбЬйств1я надъ этими символами можно по аналогш съ алгеброй уста­
новить двояко, а именно.

I. Или можно сказать, что во всякомъ сравнешн

F ( i)  =  0 (m'6'dp).

надо высипя степени мнимости г ,  начиная съ и-ой степени, исключить 
при помощи сравнетя

f ( i )  =  0 (modji).

II. Пли можно не вводить никакихъ мнимостей съ точки зретя тео- 
рш чиселъ, а просто разсматривать корень г уравнешя

№  =  о

н разсматривать поле, получаемое отъ нрисоединсюя къ полю ращоиаль- 
ныхъ чиселъ числа i . Элементы такого поля будутъ, очевидно, им_Ьть видъ 
(2) съ ращональными коэффищентами a t .

Часть этого поля, которую образуютъ числа вида (2) съ целыми 
коэффищентами ол представляетъ изъ себя такую систему чиселъ, кото­
рым воспроизводятся отъ трехъ действии сложения, вычиташя и умноже- 
шя, но не дгьлетя.

Такую систему чиселъ Dedekind называетъ порядкомъ (терминъ взятъ 
изъ Gauss’oBofi Teopin квадратичныхъ формъ), a Hilbert называетъ Zahl- 
ring.

Итакъ, разсмотримъ порядокъ, образованный числами (2) при ц-Ьлыхъ 
коэффищентахъ.

Условимся считать числа порядка сравнимыми по простому модулю 
р  т огда и т олько т огда, когда соответственные коэффициенты сравнимы
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по модулю р , т. е. будемъ считать сравнение

ао ~Ь аД а2*2 4 '  • • • “Ь =  и0' -)- ai^ ~Ь а2̂ 2 -}-•••-}- a'n-ii”- 1 (uiody?)

равносильнымъ съ рядомъ такихъ

<V= a0'(m od p ), a, =  a/ (modjo), . . .  a„_j  =  a i_ ( (modyj).

Итакъ, общш результата нашихъ зам’Ьчашй можетъ быть высказанъ
такъ.

Поле Galois есть не что иное какъ совокупность вычетовъ по модулю 
р  символовъ вида (2) съ целыми коэффищентами, причемъ безразлично, 
какъ трактовать эти символы, какъ мнимости Galois, или какъ элементы 
порядка.

Въ заключете я желаю подчеркнуть фактъ возможности при помощи 
разсмотр'Ьшя сравнений по двойному модулю [р , f (x)]  избежать явнаго 
введен1я мнимости г,  представляющей корень сравнетя f ( x )  =  0(m od.p), 
не им'Ьющаго решений, ибо сравнеше F(i) =  0 (т о  dp) равносильно д-Ьлн- 
мости по модулю р  функцш F (x)  на функцш f ( x ) .

§ 17. Теперь мы ириходимъ къ разсуждешямъ, им'Ьющимъ перво­
степенную важность для теорш чиселъ, причемъ будемъ доказывать тео­
рему.

Теорема. Для всякаго простого осиоватя р  и всякаго порядка гг су- 
ществуетъ одно и только одгьо копечгюе поле, изоморфное съ полемъ Ga­
lois.

Для доказательства этой теоремы надо доказать слфдуюшдя положешя.

1) Для всякихъ чиселъ р  и п существуетъ поле Galois.

2) Это поле Galois едиггствегтое, т. е. не зависитъ отъ выбора не­
приводимой по модулю р функцш степени п . Поля при разны'хъ функщяхъ 
изоморфны.

3) Конечное ноле изоморфно съ нолемъ Galois.

§ 18. Для доказательства существовашя поля Galois необходимо до­
казать, что для всякаго простого числа р  существуютъ неприводимыя по 
модулю р  функцш всякой степени п .

Станемъ на точку зрФшя сравненш по двойному модулю.
Пусть будетъ

X  =  а0 -(- а {х  а2х 2 + . . . - ) -  а , , - ! * ”-1 .

Такъ какъ классы функцш X  по двойному модулю [m odp, /’(ж)] 
образуют!, иоле Galois, то воспользуемся тгЬмъ обстоятельствомъ, что век
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отличные отъ нуля элементы X  поля образують мультипликативную группу 
порядка рп— • 1 . Значить на основанш § 14 гл. VI должно существовать въ 
пол'Ь Galois уравнеше

Х ^ "- 1  — 1 = 0 ,  (1)

имеющее мТсто для всякаго отличнаго отъ нуля элемента X  поля. 
Уравнеше (1) представляетъ не что иное какъ cpaBHenie

Хр ”—1 —  1 =  0 [modр , Д а-)]. (2)

Такъ какъ это сравнеше удовлетворяется всякою функщею X ,  то 
оно должно удовлетворяться также при Х =  х ,  т. е. когда

« 0 = 0 ,  ot! =  1 ,  а2 =  0 ,  . . .  an_ j  =  О

и мы получаемъ

хр 1—  1 = 0  [mod р , f(x)\, 

умножая на х получимъ

хР* —  х =  0 [m odp, Да;)] (3)
т. е.

хРп — х =  f(x)<o(x) (mod р ) .
Получаемъ теорему:
Теорема. Всякая неприводимая по модулю р фумсцгя степени п , 

если она существуешь, есть дплитель по этому модулю выраженья

хР“ — х .

§ 19. Такъ какъ въ полгЬ Galois сравнеше (3) § 18 равносильно 
уравнение хР" — х , то возвышая об1з его части въ степень рп, получимъ

(хРп)Рп =  хРпРп =  хРгп =  хРп =  х , 
или

ХР‘” =  X ,

возвышая еще разъ, получимъ х р!>п — х ,  продолжая дал'Ье, получимъ урав- 
HeHie

хРпт =  х ,
которое равносильно сравненш

ХР"т —  х  =  0 [mod р , Д а ; ) ] ,

и мы приходимъ къ теорем'Ь: ,
Теорема. Всякая неприводимая по модулю р фуикцгя f (x ) , показа­

тель степени которой <1 есть дгьлитель числа п , дплить по модулю р 
выраженье
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§ 20. Теорема. Вы раж ёт е rJm —  х не можетъ дгьлитъся по модулю 
р па неприводимую функцт степени выше п .

Пусть будетъ F (x)  неприводимая по модулю р  функщя степени т ,  
где т  >  п .

Будемъ разсматривать сравнешя по двойному модулю [ р , F(x)\ , т. е. 
другими словами, конечное поле Galois порядка т , соответствующее функ- 
цш F (x ) .

Возьмемъ произвольный элементь этого поля

х (я );

этоть элементъ есть функщя т —  1 степени отъ х  съ целыми коэффи­
циентами по модулю р .

На основами теоремы Schonemann’a имеемъ

[х(ж)]с == у(хр) (mod р)

темъ более будетъ иметь место сравнеше по двойному модулю 

[х(ж)]р =  х(а=р)[пю<1 р , F (x )] .

Применяя разсуждеше п разъ, получимъ

tx (* )F "  =5 x (*F ‘)[(mod р , F (x )} .  (1)

Мы имеемъ въ виду доказать, что выражешо хР%—  х  не можетъ 
делиться на F(x)  по модулю р . Допустимъ обратное, а именно

хРп —  х  =  0 [mod р , F(x)] 
или

хРп =  х [mod р , Д а ) ] .
Откуда

у_(хРп) =  у{х) [mod р , Д а )]  . (2)

Сопоставляя сравнешя (1) и (2), получимъ

|Х/х)]Р' == х(ж) [mod Р > Д *0 ]

или иначе всякШ элементъ у{х) поля порядка т удовлетворяетъ уравне-
ШЮ

Х'РЛ—  X  =  0 (3)

въ этомъ поле. Мы пришли къ противоречие, ибо всехъ элементовъ поля 
рт и они должны быть корнями уравнешя (3) степени р п, что невозможно 
ибо рт р> р°. Необходимо обратить вннмаше читателя на то обстоятель­
ство, что уравнеше въ поле не можетъ пметь больше корней, чФмъ

11
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единица въ показател* его степени. Доказательство то же, что и въ обык­
новенной алгебр*.

§ 21. Теорема. Если неприводимая по модулю р  функцья f ( x )  дп- 

лтпъ по тому ж е модулю выраж ет е хР" —  х , то степень т функцт  
-/(ж) долж на быть дплителемъ числа п .

Будемъ д*лить число п  на т и обозначимъ черезъ q частное, а че­
резъ и- остатокъ, тогда мы получаемъ п =  mq - f -  а , гд* р < ; т .

Им*емъ два сравнешя

хР" —  х  =  0 [m odp, f(x )\ . (1)

хРт —  х  =  0 [modр , Д а ;)] . (2)

Сравневае (1) требуется но условно теоремы, сравнете же (2) до­
казано въ § 19.

Возвышая сравнеше (2) q разъ въ степень р т, получимъ
' J  it* ■ГК..-i Т

хРтя =  х  [m o d p , f ( x ) ] . (3)

С равнете (1) можно будетъ переписать такъ 

(.хРтчу*- =  х  [m odp, Д г ) } , 

откуда на основанш (3) мы им*емъ

хР* —  х  ~  0 [mod р . f ( x ) ] ,

но ji<Cm,  и мы получаема противор*ч1е съ §2 0 ,  если р не равно нулю. 
Итакъ и =  0 ,  что и требовалось доказать.

§ 22. Последнее весьма важное зам*чаше состоять въ томъ, что 

всякая неприводимая функщя можетъ входить въ выражете хР“ — х  только 

въ первой степени. Для этой п*ли достаточно показать, что функщя хР*— х  

и ея производная рпхРп 1 —  1 не могутъ им*ть общихъ делителей въ чи- 
словомъ пол* модуля р . Это очевидно, ибо производная по модулю р  равна 
постоянному числу ---1 .

§ 23. Резюмируя сказанное, мы зам*чаемъ что функщя хР'“ —  х  рас­
кладывается по модулю р  на рядъ неодинаковыхъ неприводим ыхъ мно­
жителей, степени которыхъ суть д*лители <1 числа п , и которые мы мо- 
жемъ предполагать примарными.

Соберемъ в с *х ъ  множителей, им*ющихъ степень, равную н*которому 
определенному д*лителю d ,  и обозначимъ черезъ %{х) ихъ произведете.
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Можемъ написать равенство въ числовомъ поле (modp)

хР" — x =  UQd(x ) , (1)

где произведете П распространяется на всЬхъ делителей числа п . Если 
не существуетъ множителей некоторой степени d ,  то Пй(а;) =  1 .

Обозначая черезъ w(d) число неприводимыхъ функцШ степени d , 
получимъ черезъ сравнеше степеней въ об'Ьихъ частяхъ уравнетя (1)

р" =  Y,dm(d). (2)

Применяя цринципъ обращетя, указанный въ § 31 гл. II, получимъ

п  п Л п
ПО>(п) = р г  Y.p ? -)- М2  ЪрЧгЯгЪ r t  Ji Ш )  • • ■

Очевидно, что ш(п) не можетъ равняться нулю, ибо равенство ш(п) =  О
п

после сокращотя на последтй членъ рмя*--- давало бы

р Р ± \  =  0 ,
где Р  целое число.

Итакъ со(п) не равняется нулю, и мы приходимъ къ заключенно, что 
существуетъ о>(п) функщй всякой степени п , неприводимыхъ по модулю р  .

Темъ же пр1емомъ обращетя можемъ действительно найти функщй 
П » (г). Применяя формулу (3) § 33 гл. II (Стр. 38), получимъ

п

,w  . (хР' —  хЩ хР™ 1 — X )...
а д  =  -  „---------—  „ — -  -  (3)

П (хРд —  х) ЩхР4'™* — х ) , . .

Покажемъ, что последнее дробное выражете приводится по модулю 
р  къ целому полиному.

Разсмотримъ какой нибудь наетоящш делитель d целаго числа п . 
Покажемъ, что всякая функщя f ( x )  неприводимая по модулю р степени 
d  входитъ одинаковое число разъ множителемъ какъ въ числитель такъ 
и въ знаменатель.

Пусть простыл числа , q2 , q.t, . . . qt суть те, который входягь 
въ число п въ степеняхъ большихъ чемъ въ d , тогда d  делитъ число

и
2 |2г2з • • 2i

fl
Но не делитъ -  , где s =  I -f- 1 ,  l 2 , . . .

2»
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Обозначим^

?i?« • - ■ Чк
И» =  ЩзсР — X) ,

тогда при к >  I полиномъ f(x )  не входить множителемъ въ II».
Если же к ^ .1 ,  то f(x )  входить множителемъ въ выражеше n t 

столько разъ, сколько можно составить сочетанш изъ I величинъ длд2 
по к , т. е. C f.

Итакъ, f(x )  входить въ числитель выражешя (3) 1 +  CJ2-f-6 У - | - . . .  
разъ, а въ знаменатель С{ -f- Ct3 C f разъ. Эти же оба числа равны
между собой, ибо ихъ разность есть (1 —  1 )г =  0 .

§ 24. Итакъ, мы доказали существование неприводимой по модулю р  
фувкцш всякой степени п ,  т1;мъ самымъ доказано существование поля 
Galois для всякихъ чиселъ р и п .

Покажемъ теперь, что существуетъ только одно поле Galois съ осно- 
ван1смъ р  и порядкомъ п , для этой щЬли надо показать, что вс-Ь поля 
Galois, образованныя различными ш(?г) неприводимыми функциями степени и , 
изоморфны.

Возьмемъ дв'Ь таки'я функщи

f{x )  и f\ x ) .

Обозначимъ два иоля Galois, образованныя этими функщями, черезъ 

0 [ р п] и G 'lp"}.

Прежде всего зам-Ьтимъ, что оба поля заключают!, одно и тоже чи­
словое поле

а д .

Въ этомъ послйднемъ функщя хР"— х  делится на обЬ функщи 
f  (х) и f ’(x) . То есть

хР" —  х  — f(x ) f' (x )'x x ) .

Теорема о сравнещяхъ съ максимальнымъ числомъ корней, приве­
денная въ § 23 гл. ПГ, переносится на любое конечное поле. Уравнещо 

хРп —  х  =  0 им"Ьетъ максимальное число корней, а именно ему удовлетво- 
ршотъ вс1; р" элементовъ обоихч, полей G[p"\, G'[vn\. значить оба уравнения

/>•) =  о ,  f'(x )  =  о .

пм'Ьють максимальное число корней въ обоихч, ноляхъ. Возьмемъ урав- 
неше f ( x )  —  О и пусть у  будетъ одинъ изъ его корней въ пол-Ь G'[vn] . 
Составимъ поле G[pn] при помощи функщи f(x ) , употребляя символъ у .  
Элементами этого иоля являются символы

а, \У -ь  *;:'Г +  •••+■ « ,-)У п (I)



где ос( элементы числового ноля G[p\. Действ) я надъ символами ( I )  под­
чиняются, очевидно, законамъ поля G [p n], Съ другой стороны символы 
(1 J принадлежать полю G ’[p n) , ибо у, остававшшся все время снмволомъ, 
природа котораго не играла роли, есть элементъ поля G'[p*\. Для того 
чтобы убедиться, что символы (1) заполняютъ другое поле G'[pn) доста­
точно показать, что въ этомъ новомъ ноле символы (1) вс>ъ различны  
м еж ду собой.

Въ этомъ легко убедиться изъ того ооображешя, что предположено 
равенства двухъ символовъ (1) противоречить неприводимости функцш 
f ( x ) въ числовомъ иоле (? [р ] .

Итакъ, изоморфизм!, двухъ нолей G [p n] ,  G '[pn] доказанъ.

§ 25. Обращаемся теперь къ окончательному доказательству теоремы, 
что всякое конечное иоле порядка п  съ основашемъ р  изоморфно съ по- 
лемъ (?[£>*].

Покажемъ, что на всякое конечное поле и-аго порядка распростра­
няется 'reopin первообразиыхъ корней и индексовъ, изложенная нами въ 
IV главе.

Разсмотримъ мультипликативную группу поля 1). Эга группа имеетъ 
порядокъ р п —  1 .

Будемт, 1’оворить, что въ нашемъ конечномъ поле элементъ х при­
надлежишь къ показателю 8 , если 8 есть наименьшее число, при кото­
ром!, имеетъ место уравнеше хь =  1 .

На основанш теоремы Lagrange’a 8 долженъ быть делителомъ числа 
р" — 1 (см. § 16 гд. VI).

Повторяя буквально разеуждетя § 3 главы IV, мы докажемъ, что 
существуютъ элементы, принадлежат) е къ показателю, равному всякому 
делителю 8 числа р п —  1 , и что число такихъ чиселъ есть <?(8).

Итакъ, мы видимъ, что будетъ существовать

?(jP" —  I)

элементовъ конечнаго поля, принадлежащихъ къ показателю р ”— 1. Каждый 
изъ такихъ элементовъ w называется первообразнымъ элементомъ поля. 
Все поле будетъ образовано степенями этого элемента и элементомъ О.

р ч — 3 р ” ~  2
0 , 1 , w , W-, IV3, . . .  V) , w

Очевидно, что всякому отличному отъ нуля элементу а  поля будетъ 
соответствовать индекса, а по уравнение

*) Все поле безъ элемента '.

а =  w*.
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Индексы общаго конечнаго поля сравнимы по модулю р п —  1 и об- 
ладаютъ свойствами аналогичными съ индексами числового поля и —  I .

§ 26. Для доказательства изоморфизма конечнаго поля произволь- 
наго вида съ полемъ Galois достаточно показать, что первообразный эле- 
ментъ w есть корень уравнеюя

f(x )  =  О

степени равной порядку п поля и неприводимаго въ числовомъ поле.
р п — 1

На основами уравнешя х  — 1 =  f(x )y (х) — 0 степень фуикцш 
f (x )  должна быть д-Ьлителемъ числа п (см. § 21). Покажемъ, что нредно- 
л ож ете, что степень т этой функцш меньше п , приводить къ противо­
речию.

Очевидно, что выражешя

О
р п — 3 р п — 2

1 , X , X2, X3, . . . X , X (1)

сравнимы по двойному модулю [mod р , f(x )]  съ выражешямп вида

ао “Ь «1* Д-  ”Ь • • • “Г  ат-\Ят~ \ (2)

где коэффищенты пробегаютъ числовое поле в [ р ] . Различныхъ выраже­
ний (2) будетъ рт и значить при т <  п не могутъ быть различными въ 
разсматриваемомъ поле все элементы ряда (1). Итакъ т — п и мы при- 
ходимъ къ выводу, что конечное поле общаго вида изоморфно съ полемъ 
вычетовъ по двойному модулю т. е. съ полемъ в [  р п] ,

§ 27. Для более подробнаго знакомства съ законами, действующими 
въ конечномъ поле, можно рекомендовать.

Serret. Algebre. Tome II (191Q).
Сохоцкш. Teopia чиселъ (1889).
D ickson. Linear Groups (1901).



ГЛАВА IX.

Некоторый приложения конечиаго поля.

§ 1. Въ средине 19-го столетия было сделано въ математике от- 
крыт1е первостепенной вале а ост и. Кшпптег лредложилъ ввести въ теорда 
чиеелъ новые символы, которые онъ назвалъ идеальными числами. Вве- 
ден1е этихъ чиеелъ составило эпоху и несомненно еще долгое время бу- 
детъ главнымъ предметомъ изслгЬдовашй снещалистовъ теорш чиеелъ.

Въ далыгЬйшемт-. изложении я дамъ краткое понятие объ идеальномъ 
числе. Более подробное изложен1е будешь дано въ печатномъ моемъ со- 
чинети подъ заглав1емт. „Teopin идеаловъ“.

Важность введен1я въ науку идеальныхъ чиеелъ лежитъ прежде всего, 
конечно, въ техъ сер1озныхъ приложешяхъ, который и вызвали ихъ по- 
явлеше въ света. Но помимо приложешй теор1я идеальныхъ чиеелъ име- 
етъ большое принцишальное значен1е, которое обнаруживается между про­
чими. въ связи этой теор1и съ конечнымъ полемъ.

Teopin идеальныхъ чиеелъ заставляешь смотреть на наши обыкно­
венный- простыл числа, 2 ,  3 ,  5 ,  7 ,  . . . какъ на составныя и считать ихт, 
произведешями настоящихъ нростыхъ элементовъ, которыми являются такъ 
называемыя простыл идеальный числа.

Чтобы подчеркнуть связь идеальныхъ чиеелъ съ конечнымъ полемъ, 
достаточно привести теорему.

Конечное поле памаго общаго вида изоморфно съ совокупностью клае- 
соиъ по простому идеальному модулю.

Мы не будемъ останавливаться на приведенной теореме, считая этота 
предмета выходящпмъ изъ рамокъ элементарнаго курса, а отошлемъ чи­
тателя къ нашему сочинешю: „Teopia идеаловъ“. Здесь же мы остано­
вимся на более элементарныхъ приложешяхъ конечныхъ полей.
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§ 2. Galois началъ разсматривать конечное поле подъ вл1ятемъ изу- 
чешя теорш алгебраическаго рЬш етя уравненш, которая, к акт, известно, 
и была главнымъ предметомъ его изсл'Ьдовашй.

Покажемъ, почему въ этой теорш Galois долженъ былъ придти къ 
разомотр'Ьнш конечнаго поля.

Благодаря АЬеГу выяснилось, что при алгебраическомъ рЬшенш урав­
нений все дЬдо сводится къ уравнетямъ степени р п, т. е. степень кото- 
рыхъ есть степень простого числа. Благодаря Galois мы знаемъ уел obi я 
необходимыя и достаточныя для р еш етя  уравнешя въ радикалахъ въ слу­
чай й = 1 и знаемъ общш видъ радикальнаго вы раж етя, р'Ьшающаго за ­
дачу въ этомъ случай.

Что касается общаго случая, то до сихъ поръ, т. е. въ продолжеше 
почти 100 л'Ьтъ, разсмотрйте общаго случая не приводить къ сколько ни- 
будь общимъ заключешямъ.

Оставппяся въ посмертныхъ бумагахъ Galois, некоторый обшдя за- 
нйчашя оказались частью не верными, частью мало полезными.

Единственно, что осталось послй Galois несомнйннымъ и чего не 
избйгъ никто изъ пемногочисленныхъ неустрашимыхъ изслйдователей этого 
вопроса, это приложете рассмотрения конечнаго ноля G{jpn] .

Обыкновенно, если разсматривается примитивное уравнеше степени 
р 9 , то его корни обозначаются элементами конечнаго поля. Приходится 
разсматривать какъ известно подстановки этихъ корней, то есть различ­
ный перетасовки взаимнаго расположешя этихъ корней. Все дйло сводится 
къ разсмотрйнш группъ подстановокъ элементовъ конечнаго поля. Оста­
новимся нисколько подробнее на указанномъ вопросй.

§ 3. Начнемъ съ весьма простого примера: разсмотримъ въ полЬ G [pn\ 
соотношен]’е

у — ах  +  Ь ,

гдй а  и Ь два заданныхъ элемента поля, при чемъ а не нуль, тогда не 
трудно убедиться, что если х  пробйгаетъ вой элементы поля

Х1г Х2 , Х9 , . . . Xрп, (1)

то у  проб'Ьгаетъ также поле, то есть значешя

У k =  а х  t + Ь

или, другими словами, значешя

У к > У 2 , У з ,  ■ ■ • Ур* (2)

отличаются огь значешй (1) только ихъ норядкомъ.
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Итакъ, можно сказать, что линейная функндя

ах -\-Ь

производить подстановку элементовъ поля, причемъ перем1>щеше ( I )  этихъ 
элементовъ переходитъ въ другое ихъ перем'Ьщеше (2).

Для доказательства, что въ ряд-!. (2) н1угъ одинаковыхъ элементовъ, 
зам’Ьчаемъ, что равенство

Ук =  У1
или

ахь -(- b == aXi -f- Ь
влекло бы за собой

I

что невозможно, ибо по нашему предположение рядъ (1) заключаегь по 
одному воЬ элементы поля и въ немъ шЬть н-Ьсколькпхъ одинаковыхъ.

Свойство линейной функщи ах  -\-Ъ пробегать вс1> элементы поля есть 
обобщете свойства, изложеннаго въ § 7 главы III и относящагося въ 
сравнешямъ. ! ■

Итакъ, линейная функщя ах  Ъ производитъ подстановку элемен­
товъ поля, которую выразимъ знакомъ

[х , ах  - f  Ь\, ' " (3)

показывающимъ, что всякй х  переходитъ въ ах-\-Ь, или знакомъ

/ # ,  х2 . . .
уаж, -f- Ъ ах2 -f- Ъ . . .

V  \ 
V  +  ь /

Подстановка вида (3) носить назваше линейной.
Посмотримъ, сколько можетъ существовать такихъ линейныхъ под- 

становокъ. Такъ какъ число Ъ совершенно произвольно, то оно можетъ 
принимать столько значений, сколько элементовъ въ пол'Ь, т. е. р п. Число 
же значенш а на единицу меньше, ибо а не должно равняться нулю. 
Значить общее число вервозможныхъ линейныхъ подстановокъ равняется

р п{рп 1 ) . (4)

Линейныя подстановки (8), очевидно, образуютъ группу, ибо; если 
посл'Ь подстановки

z =  а ху  - f  Ь,
произведем!, подстановку

у  =  а2х  -|- b2 ,
■•■'Л

то нолучимъ опять линейную подстановку . ! Ю
ь . . . оz — ах(а с̂ Ь2) 4" 6]
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или
г  = ' a xa 2;r +  < h \  +  1>\ ■

Эта группа называется общей линейной группой конечнаго поля и 
илгЬетъ порядокь (4).

§ 4. Поясним» линейную группу на прим-Ьр-Ь поля С?[22] , то есть в»  
случай р  — 2 , п — 2 .

Неприводимая по модулю 2 фунящя 2-ой степени будет» i2- \ - г 1 , 
ибо сравнете

г2 -)- г -4- 1 =  © (mod 2)

не им'Ьетъ р-Ьшешй.
Поле должно состоять из» четырехъ элементов»

О, 1 

i г -}■ 1.

Обозначим» эти элементы буквами

<3 =  0 ,  р =  1 , y =  i ,  О =  i -(_ 1 .

Линейная группа им'Ьет» въ данном» случай порядок»

22(22 —  1) =  12 .

Разсмотримъ одну из» подстановок» этой группы, наприм'Ьръ

[х , 8 * +  р ].

Элемент» а должен» переходить въ 8а -)- р , но а =  0 ,  сл'Ьдователь- 
HOj ■ а переходит» въ р .
.г. Элемент» р должен» переходить въ 8р-(-р или въ (i -f- 1) Л  - f - 1 = .  

t -f- 2 =  i , итак» p переходить в» у .
Элемент» у переходит» въ 8*/-)-р. или ( i - ( - l ) i - f - 1, или ггф-г-(-1 =  0 ,  

т . е. элемент» у переходит» въ а .
Наконец», элемент» 8 переходит» въ 82 - (-р,  или ( i - f - l ) 2 +  l =  

=  г2 - f  2г -|- 2 =  г2 =  —  г —  1 =  г — 1,  значит» 8 остается без» изм'Ьнетя.
. Мы им'Ьем», следовательно, подстановку

/“■> Р > 1, о\
\Р > Т , а , Ч

§ 5. Интересно указать услов1я, необходимым и достаточным для того, 
чтобы целая функщя f(x )  въ пол-!; самаго общаго вида давала подста­
новку этого ноля.



. Этотъ вопросъ был ь разобрапъ Негтйю’ом ъ ') и Dickson’oMb2).

Я приводу здесь простыл и важныя замечания моего многоуваясаемаго 
ученика О. 10. Шмидта3), студента университета св. Владимира, занимаю- 
щагося съ усп'Ьхомъ уравнениями, степень которыхъ есть степень простого 
числа.

Вудемъ разсматривать функщю f(x )  степени р “ — 1 , ибо высппя сте­
пени можно уничтожить на основанш уравнешя хрп—  х  — 0 .

Если функцья f(x )  дает'ь, действительно, подстановку S , то и функщя

№ = ? № * ) )

дастъ подстановку, которая будегь но ч'Ьмъ инымъ какъ квадратомъ S2 
первой подстановки.

Вообще говоря, мы вводимъ рядъ функцш

Ш ) , /V»), . . .  Л(®),

который последовательно получаются при помощи рекурентнаго процесса

Такъ какъ подстановка S  входитъ въ составъ группы всехъ подста- 
новокъ, перемещающихъ р " элементовъ, то она какъ злементъ конечной 
группы должна принадлежать къ некоторому показателю, т. е.

Sm— I
или иначе

f m{x) =  х .

Написавъ последнее уравнеше въ такомъ виде 

fm-l { f { x ) ) = x ,

мы замечаемъ, что должна существовать функщя

Ф(х)

степени р п —  1 , обладающая свойствомъ, что равенство

<t>(f{x)=x  ( I )
есть тождество.

’) Hermitc. Comptes Rendus. Vol. 57 (1863) pp. 750—757.
J) L. Dickson. Linear groups. Leipzig. 1901. p. 59.
s) О. Шмидтъ. Объ уравнетяхъ, рЬшаемЫхъ Въ радикаЛахъ, стеаевь кото- 

рыхъ есть степень простого числа. Юевъ 1913.
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Существование для всякой фу hki и и f ( x ) ,  дающей подстановку, со­
ответственной Ф(х) есть не что иное, какъ требование существовашя для 
всякаго элемента группы ему обратнаго.

Будемъ искать функцпо Ф(х) при помощи способа неопред'Ьленныхъ 
коэффищентовъ, а именно пусть

Ф(х) — а 0 -f- а г х  - f  а 2Х г +  . . . -(- а р ,— ухР"—1 .

Получимъ равенство

а„ - f  <х^(х) +  a2[f(x )Y

которое должно быть тождествомъ, если мы на основании хРя — х  =  0 ,  
уничтожимъ все  степени х  больппя р п —  1 .

Получаемъ р п уравненш первой степени относительно неизв'Ьстныхъ 
коэффищентовъ а{ . Определитель Д этой системы уравненш не долженъ 
равняться нулю, чтобы было возможно однозначное нахождение функцш Ф(х).

Определитель Д есть делая функщя отъ коэффищентовъ функцш 
f ( x ) . Покажемъ. что условгемъ необходимымъ и достаточнымъ для того, 
чтобы функщя f ( x )  давала подстановку, является неравенство нулю 
определителя Д .

Необходимость услов1я мы уже видели, покажемъ его достаточность.
Допустимъ, что при Д отличномъ отъ нуля функцш f ( x )  не пробе- 

гаетъ вполне поля, если х  его пробегаегъ. Другими словами, допустимъ, 
что могуть при разныхъ значешяхъ х  получаться одинаковыя значешя 
функцш. Напр.

f ( x l) =  f ( x 2) (2)

Такъ какъ Д не равно нулю, то можно найти функцпо Ф{х) . 
неше (2) даетъ

или окончательно
Ф (/ Ю ) =  Ф(Ахш))

Д/j —  0С% у

Урав-

что противоречить допущению.
• " . я н : ■ > гч

§ 6. Разсмотримъ еще одинъ примерь изъ теорш группъ, а именно, 
такъ называемую дробную линет ую  группу.

Разсмотримъ соотиошеше

а х  -f- Ь 

У c x - \ - d '

которое мы будемъ называть дробнымъ линейнымъ преобразовашемъ пе­
ременной х  въ у .
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Здесь а ,  b , с ,  d  суть некоторые элементы поля 0 [ р п]. Заставимъ 
переменную х  пробегать поле и посмотримъ, когда переменная у будетъ 
также пробегать все поле. Для этой цели всякое равенство

ах х -)- b __aar2 -f  Ъ v
сх d ~  сх2 +  d ' >

должно влечь за собой какъ необходимое с л е д о т е  равенство

з-! =  х г ,

но равенство (1) можетъ быть переписано такъ

(ad  —  Ъс)(хг —  х 2) == 0 .

Значить необходимымъ и достаточнымъ услов1емъ, чтобы дробная 
функщя выражала подстановку состоять въ неравенстве нулю определи­
теля аЪ — c d .

Дробныя линейныя подстановки образуют., очевидно, группу.
При разсмотреши дробной линейной группы надо кроме элементовъ 

поля ввести еще одинъ элементъ, аналогичный безконечности въ элемен­
тарной алгебре и который мы будемъ обозначать знакомь с» . Этотъ эле­
ментъ мы будемъ употреблять условно, предполагая, что онъ удовлетво- 
ряетъ следую щи мъ постулативнымъ свойствамъ:

U о
1. оо = ,  где о любой изъ неравныхъ нулю элементовъ поля.

„ o o - 4 - X  =  X - f - c o = c o , o o
2. -  =  оо при всякомъ отличномъ отъ нуля к

X оо =  оо X =  оо , X

а  со  b а
с со  -\- d  с

Итакъ, дробная линейная группа есть группа перемещающая р л-\- 1 
предметовь, а именно: элементы поля и со,.

§ 7. Является конечно не случайнымъ совпадете близости съ конеч- 
нымъ полемъ двухъ съ перваго взгляда совершенно разнородныхъ тёорш: 
а именно, теорш алгебраическаго реш етя уравненш и теор1и сравнен1й 
•высшихъ степеней по простому идеальному модулю. Несомненно, эти две 
Teopiu имеютъ большое сродство, изучете котораго можно усиленно реко­
мендовать молодыми ученымъ. Кое что въ этомъ направленш уже сделано. 
Я  имею въ виду прекрасные результаты Hilbert’a, опубликованные во вто­
рой главе (Zweiter Theil) сочинешя Die Theorie der algebraischen Zahl- 
korper. Bericht, erstattet der doutscheu Matheraatiker Vereinigung.
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$  8. Обращаемся теперь кгь другимъ ооображешямъ, имйющимъ боль­
шую важность для теорш чиселъ. Такъ какъ формальная алгебра ращо- 
нальныхъ дййствш сохраняется во вейхъ оя подробпостяхъ для коноч- 
наго поля, сравнешя же по простому модулю иредставляютъ нростййшш 
случай конечнаго поля, то ясно, что масса свойствъ уравнений переносится 
тймъ самымъ на сравнешя. Вотъ источникъ той аналогш между уравне- 
н1ямн и сравнешями, которая подчеркивалась старыми авторами, какъ на­
при мйръ, Cauchy и P o i s s o n ’oM 'b .

Теперь же для насъ очевидно, что а налог] я идетъ гораздо глубже и 
распространяется на сравнешя по идеальному модулю.

§ 9. Чтобы показать нримйръ указанной аналогш, мы разсмотримъ 
вопросы о первообразныхъ корняхъ простого числа р  .

Мы постунимъ такъ: рйшимъ одинъ вопросъ обыкновенной алгебры 
при помощи ращональныхъ д й й с т в ш ; тогда эти дййств!я сохраняются для 
конечна™ поля и, парафразируя на это последнее результата, получимъ 
теорему относящуюся къ нолю.

Возьмемъ вопросъ о нахожденш уравнения обыкновенной алгебры, 
которому удовлетворяютъ только первообразные корни изъ единицы сте­
пени п . Обозначая это уравнете

* „  =  0 ,  (1)

не трудно убедиться, что функщя X *  будеть цйлою степени <р(и) (па 
числу первообразныхъ корней) съ цйлыми коэффициентами.

В ъ  виду того, что первообразные корни изъ единицы степени п суть 
т а т е , которые удовлетворяютъ уравнение

х ” —  1 = 0

и не удовлетворяютъ никакому другому вида

х<‘ — 1 =  0 ,

гдй d  есть настоящш дйлитель числа п ,  мы должны выписать вей урав- 

нешя
x d' —  1 = 0 ,  x dl —  1 = 0 ,  x d' — 1 =  0 , . . . ,

гдй d x, d2 , d3 , . . .  суть вей настояние дйлители числа п .

Вычислеше функцш Х п совершится такъ. Находимъ при помощи по- 
елйдовательнаго дйлеш'я общаго наиболыпаго дйлителя футами х* —  1 и 
функцш x di —  1 .
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Пусть этототъ делитель будетъ о>(ж), такъ что
ч ■ - г :

Ж" —  1 = ( »  (x )f(x ) .

Удаляемъ этого делителя <и(х) и разсмотримъ функцш f i x )  ■ Ищемъ 
далее обьцаго наибольшаго делителя f ( x )  и ж * —  1 , ’ пусть этотъ дели­
тель будетъ cur(a;), такъ что f ( x )  =  mi(x )f1( x ) . Переходимъ жъ разсмотре- 
нш функцш fi(x )  и продолжаемъ подобными образомъ удаленье обшдхъ 
делителей съ функцьями хл*— 1, xi i — 1, . . .  пока не придемъ окончательно 
къ функцш Хп. Такъ какъ все последовательный д ел ет я  совершаются 
при помощи ращональньтхъ действш, то окончательная функщя Х п должна 
быть съ ращоналыьыми коэффищентами. Считая въ ней старыпй коэффи- 
щентъ равнымъ единице и принимая во внимаше теорему Gauss’a 1), за- 
мечаемъ, что все коэффищенты функцш Х„ должны быть числами целыми.

Приведенный способъ вычисленья Х„ не удобенъ на практике вслед- 
CTBie большихъ выкладокъ и служить не столько настоящймъ способомъ 
вычисленья, сколько способомъ доказательства суьцествоваьпя функцш Ж. 
и ращональности ея коэффищентовъ.

Функщя Х„ оказывается неприводимою въ ращональномъ поле. На 
доказательстве этого факта я не буду останавливаться, ссылаясь на мой 
университетски! курсъ алгебраическаго анализа. Въ этомъ курсе даются 
также более совершенный правила для вычисленья функцш Х „ .

Очевидно, что уравнеше Х„ =  0  будетъ въ конечномъ ььоле пред­
ставлять изъ себя уравнеше, которому удовлетворяьотъ элементы поля 
принадлежашде къ показателю п и только эти элементы. Конечно, чтобы 
уравнеше Х п — 0 имело въ поле корни, необходимо, чтобы п было дели- 
телемъ порядка мультипликативной группы поля.

Переходя въ частности къ числовому польо, мы- можемъ сказать, что 
сравнеше

X p_i =  0 (mod р)

имеетъ корнями все первообразные корни простого числа р .
Такъ, напримеръ, для р — 73 мы ььолучаемъ «(72) =  24 и кроме

того
ж22 —  1 =  (ж36 —  1)(ж13 -1- 1)(ж24 — ж12 1)

значить
Х12 —  ж24 —  ж13 -(- 1 .

§ 10. Теорема. Функцья р(п) введенная въ § 33 главы II, есть сумма 
первообразныхъ корней изъ единицы степени п .

*) Д. Граве. Курсъ алгебраическаго анализа. (Лнтогр). 1910.
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Для доказательства предположишь число п разложеннымъ на про­
стые множители

п = р ^ р 2'а*р3ш' . . .

Лемма. Пусть г будетъ первообразный корень степени а изъ еди­
ницы, a s первообразный корень степени b изъ единицы. Если числа а  и 
b взаимно простыя, то произведете этихъ корней будетъ первообразиымъ 
корнемъ степени ab изъ единицы.

Пусть t будетъ наименыпш показатель, при которомъ имйетъ место 
равенство

(rs)‘ =  1 .

Возвышая обе части этого уравнения въ степень а ,  получимъ

.ч“‘ =  1 .

Очевидно, что at должно быть кратностью показателя b , к'ь кото­
рому принадлежать s , т. е. должно быть

at =  by

а  и Ъ числа взаимно простыя, следовательно t делится на Ь . Совершенно 
подобнымъ образомъ докажемъ, что t делится также на а , следовательно,

t =  a b z .
<

Очевидно, что наименьшее значете t получится при z — 1 и лемма 
доказана.

На основанш доказанной леммы мы можемъ сказать, что сумма перво- 
образныхъ корней степени п изъ единицы представится въ виде

Е г , . Ег2 . 1 га . . .  ( J )

лроизведешя суммъ первообразныхъ корней степени Pimi, p2WI > Psm3■ ■ ■
Но

трт__1
х рш =  j—1L =  хр" \р-  1) 4- хр">-нр щ -[-... + хРш~' + 1

х* — 1 
и

Х р =  хр- ] хр~2 1 •

Поэтому сумма 1 г  первообразныхъ корней, какъ коэффищентъ вто­
рого по порядку члена функцш Хр̂  сь обратнымъ знакомь, будетъ, или 
равна нулю, если <о >  1 , или равна —  1 ,  если ш == 1 .

Итакъ, произведете (1) равно нулю, если по крайней мере одинъ 
изъ показателей ш ,, <в2, шз ,  - • - больше единицы, и это произведете равно



{— 1)*, где Тс число различныхъ простыхъ чиселъ, входящихъ въ составь 
п ,  если только все эти числа входятъ въ первой степени. Итакъ, тожде­
ственность произведешя (1) съ функщей ;д.(и) установлена.

§ 11. Перенося все сказанное на поле Galois, получимъ знаменитую 
теорему Gauss’a, относящуюся къ сумме первообразныхъ корней у простого 
числа р  , а именно

=  p ip  —  1) (mod р ) .
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§ 12. Безъ труда мы находимъ другую теорему Gauss’a, относящуюся 
къ произведеню первообразныхъ корней у , ибо

(я • -  \)ЩхР1Тг —  1) . .  .

и значить
П(жг' —  l)n (x № ?3—  1) 

Х„(0) =  1 .

§ 13. Сд'Ьлаемъ еще одно весьма важное зам'Ьчате, относящееся 
къ приложенш конечнаго поля, а именно, что въ этомъ поле сохраняется 
вся теория определителей и связанная съ нею теор1я р еш етя  системъ 
линейныхъ уравненш.

При реш ети уравненш первой степени въ поле, услов1емъ необхо- 
димымъ и достаточнымъ для сущ ествоватя одной определенной системы 
решенш является, очевидно, также неравенство нулю определителя.

Весьма важно подчеркнуть еще разъ теорему, относящуюся къ одно- 
роднымъ уравнетямъ

а1<и%1 - f  а2а>х 2 +  • • • +  «*(1)я„ =  О 

а ^ х 2 +  «2<2)̂ 2  +  ■ • • +  а*<2)%п =  о
(1)

в!(п)гг 1 +  а2м х п +  . . . +  ап(п)х„ =  О 

Если татая уравнешя удовлетворяются системой элементовъ поля

X* \ , Х2 , . . . %п ,

которые не равны все нулю, то долженъ въ поле равняться нулю опре­
делитель

Д =
. . . «„<!>

rt1(n) . .  а. о»

Если же определитель Д не равенъ нулю, то все числа х х , х2 , . . .  х .  

должны быть равны нулю.
12
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Если поле конечное числовое, то равенство нулю заменяется дели­
мостью на р  и уравнешя сравнешями, а потому теорему можно формули­
ровать такъ.

Е сли сравнены

....................................................................  | (modp) (2)

+  а 2(к)%2 +  • • • +  а„{п)хп =  0 ]

удовлетворяются элементами числовою поля х { , х2 , . . .  х„ , которые 
не дгълятся всп на р , то долженъ дплиться на р  опредплитель Д .

§ 14. Имеетъ значеше разсмотреть сравнешя (2) § 13 въ поле, 
распространенномъ трансцедентнымъ путемъ изъ конечнаго числового, то 
есть разсматривать целыя функцш съ произвольньшъ числомъ перемен- 
ныхъ независимыхъ, коэффищенты которыхъ принадлежать числовому полю.

Если буквы въ сравнешяхъ (2) § 18 обозначаютъ ташя функцш и 
мы будемъ всякое сравнеше

а ~  0 (modp)

понимать въ смысле делимости на р  всехъ  коэффищентовъ функцш а ,
то будетъ иметь место одно изъ двухъ:
или

=  0 ,  х 2 =  0 ,  . . .  х„ ~  0 (mod р ) ,
или

Д =  0 (mod р ) .

§ 15. Обрасцаемъ, наконецъ, внимаше на Teopiio алгебраическаго р е­
ш е т я  уравненш въ поле. Дело въ томъ, что въ конечномъ поле суще- 
ствуетъ относительно р еш етя  уравненш въ радикалахъ теорема анало­
гичная теореме АЬеГа, а именно, что уравнешя 2-ой, 3-ей и 4-ой степени 
имеютъ общ1я р е ш ет я  въ радикалахъ, причемъ видъ этихъ решенш со­
вершенно тотъ же, что и въ обыкновенной алгебре, следовательно, не 
зависитъ отъ свойствъ поля.— Уравнен1я же степени выше 4-й не имеетъ 
решенш, видъ которыхъ не зависелъ бы отъ свойствъ поля.

В ъ  разъясн ете къ сказанному надо добавить, что подъ радикаломъ 

V A  въ поле, где А элементъ поля, разумеется корень уравнешя уп — А .
Такъ какъ въ общей формуле р еш етя  квадратнаго уравнешя, а 

также въ формуле Cardan’a для уравненш третьей степени, коэффищенты 
уравнешя делятся на степени чиселъ 2 и 3, то, очевидно, что получаются 
исключешя въ поляхъ съ основашемъ 2 или 3.

Какъ на примерь применения разсмотрешя формулъ Cardan’a въ 
ариеметическомъ поле, можно указать на замечательныя изследовашя 
Г . О. Вороного, помещенным въ его сочиненш „О цплыхъ алгебраическихъ 
числахъ, зависящихъ отъ корня уравненгя третьей степени.
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§ 16. Зд'Ьсь я должснъ обратить вниман1е читателя на мемуаръ мо­
его многоуважаемаго ученика А. М. Островскаго, студента марбургскаго 
университета, подъ заглав1емъ „Къ алгебр* *  конечныхъ полей" (Протоколы 
физико-математическаго общества. Шевъ 1913), въ которомъ авторъ даетъ 
много новыхъ результатовъ, относящихся къ приложешямъ конечнаго поля. 
■Особенна™ вниматя заслуживаютъ приложетя къ р*шенш уравнен1й поля 
въ радикалахъ. Зд*сь автору удало ъ  сделать существенный шагъ впередъ. 
Galois обратилъ внимаше на исключительные случаи, о которыхъ я упо- 
мянулъ въ § 15. Такъ, наприм*ръ, Galois заявляетъ !), что сравнеше 
х"- 4 -  х  -(- 1 = 0  (mod 2) не решается въ радикалахъ, ибо выражеше

—  ̂ ^ — -  им*етъ по модулю 2 неопределенный видъ Ц . ОстровскийL и
показываетъ возможность раскрытая подобныхъ неопределенностей ноля. 
Для этой цели онъ применяетъ _р-адическ!я числа Hensel’a. Получается 
полная аналопя съ дифференщальнымъ исчислетемъ. Какъ въ дифферен- 
щальномъ исчисленш раскрьте неопределенностей основано на прим*не- 
нш понят) я о непрерывности, такъ и здесь пришлось пользоваться conti- 
тш пт’омъ j j -адическихъ чиселъ.

Согласно предположетямъ, которыя я высказывалъ въ 1911 году на 
семинар* въ Шовскомъ Университет*, гд* принималъ учаспе и Остров- 
смй, выясняется значеше теоремы Pellet2), изъ которой можно вывести 
Hilbert’oBCKie результаты теорш относительныхъ полей (Relativkorper).

Островский над*ется получить теорш относительныхъ полей черезъ 
прим*неше конечнаго поля въ связи съ р-адическими числами.

Въ заключеше укажу на новую и важную теорему Островскаго:
Если F {x )  неприводимая по подулю р  функщя и коэффицгентъ при 

старшей степени х въ F (x )  равенъ 1 , то ура-внете F (х) =  0(р) въ обла­
сти р-адичест хъ чиселъ есть абелево циклическое.

') Galois. Oeuvres completes, р. 17.
*) Dicksow. Linear Groups, p. 133.
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Элементарная Teopia ненрерывныхъ дробей.

§ 1. Современная теор!я чиселъ развилась главнымъ образомъ подъ- 
вл1я1иемъ задачъ такъ называемаго анализа Дгофанта. Подъ этимъ име- 
немъ разумеется теоргя р'Ьшенш въ ц-Ьлыхъ числахъ неопред'Ьленныхъ 
уравненш, т. е. такихъ, где число ноизв'Ьстныхъ превышаетъ число урав- 
ненш. Особенно важную роль въ науке играли неопределенный уравнешя 
2-й степени. Благодаря изслГдовашямъ Euler’a и особенно Lagrange’a была 
создана замечательная meopin перюдическихъ непрерывныхъ дробей, которая 
вылилась потомъ въ те о р т  бинарныхъ квадратичныхъ формъ, изложенную 
Gauss’омъ въ его знаменитомъ сочинети по теорш чиселъ, подъ загла- 
гяемъ „Disquisitiones Arithmeticae“.

Мы займемся теперь элементами теорш непрерывныхъ дробей.

§ 2. Будемъ разематривать алгоритмъ Эвклида для нахождешя общаго' 
наибольшаго делителя 2-хъ чиселъ р  и q .

Обозначимъ число q черезъ р х и предположимъ, что это число меньше 
числа р . Делимъ р  на p t и обозначимъ чрезъ а0 частное, а черезъ 
остатокъ; тогда имеемъ

Р =  «0Р\+Р2- ( ! )

Делимъ далее p t на р2 и обозначимъ черезъ oq частное, а черезъ р 3 
остатокъ; получаемъ

р 1 =  а 1р 2 + р 3 - (2)'

Продолжая последовательное деление далее, получаемъ

Р2 =  «2Рз +  Р* (3>

р , - 1 =  « 7 - 1  Pv  r i“ P ' + l  • ( V )
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Последовательные остатки

P i, Р з, , Pv+1 (*)

убываютъ, а такъ какъ они суть целыя числа и такъ какъ целыхъ чи­
селъ, меныпихъ числа р 2 , конечное число, то последовательное д е л е т е  
наше должно прерваться после конечнаго числа действий.

Можетъ произойти одно изъ двухъ:
1) Последний остатокъ pv+i отличенъ огь единицы и делить нацело 

предыдущей остатокъ р , . Тогда этотъ остатокъ есть, очевидно, обпцй наи- 
большш делитель заданныхъ чиселъ р  и q , ибо очевидно, что на этотъ 
последтй остатокъ должны делиться все предыдупце остатки ряда (*), а 
также и числа р  и  P i ' ,  съ другой стороны, всякш делитель чиселъ р  и 

P i ,  а также всякихъ 2-хъ рядомъ стоящихъ остатковъ, долженъ делить 
п се  следуюпце остатки, а, следовательно, и остатокъ p ,+ i .

2) Если заданный числа р  и р\ взаимно простыл, то общш наиболь­
ший делитель ихъ долженъ равняться единице, а, следовательно, последтй 
•остатокъ долженъ быть равенъ единице, или получаемъ следующш рядъ 
равенствъ

Р =  «оР| +  Р2

Pl =  « l P 2 + P s (**)•

p ,_ l =  av_ 1p , +  1

§ 3. Равенства (**) предыдущаго §-а можно переписать такъ 

Р „ , Р * _ „  | 1
~ *>+Р , -  °+ т,ч

Р \ _  „ I 1
—  —  а 1 I--------
Р2 Pi

Ps

Pi

| 1
Pv ' ^  Pv

Изъ этихъ равенствъ мы получаемъ следующее разложете въ не- 

аферывную дробь ращональнаго числа ^

-  =  «о +  -  , 1
2 +  ^  +

-Ь  ~  . 1 (1)
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Ц'Ьлыя числа
а0 ) а1 > а2 >

натякто
«7-1 , Р ,

I- '- носятъ назваше неполныхъ частныхъ непрерывной дроби.
Непрерывную дробь (1) мы будемъ для сокращен1я обозначать зна­

комь

^  =  ( “ о ,  a i>  « 2  ,  • • • ,  « 7 - 1  ,  р . )  .
У

По способу разложения мы видимъ, что р ,  есть целое число большее 
единицы, ибо равенъ 1 только следуюшдй остатокъ р 7-н • Поэтому суще- 
ствуетъ небольшая двойственность въ символе непрерывныхъ дробей, со­
стоящая въ томъ, что во всякой непрерывной дроби (1) число звеньевъ 
можно увеличить на единицу, ибо вместо посл-Ьдняго неполнаго частнаго 
Pv можно написать

1
( ^ - 1 )  +  Г -

Значить, ту же самую непрерывную дробь можно будетъ переписать.
такъ

|  =  («о, «1, «2, •••, «7-д, {р ,  — 1) ,  1 ) .

Такъ какъ
Р . >  1 ,

то р ,  —  1 будетъ целое число, отличное отъ нуля.
Мы видимъ, следовательно, что при разложенги рац  'юнальнаго числа 

въ непрерывную дробь можно имгьтъ по ж елт ью  четное или нечетное число 
звеньевъ.

§ 4. Будемъ теперь раскладывать въ непрерывную дробь некоторое 
вещественное положительное ирращональное число х . Обозначимъ черезъ 
а0 целую часть числа х . Тогда можно будетъ написать

х  —  «о
I

где
Xi

х г >  ] .

Обозначимъ черезъ <х, целую часть числа х { ; тогда получимъ

1

( 1 )

я , =  а, +
Х 2 ■

(2)

х 2 > 1  .



—  183

чисел!)

Продолжая вычислеше цЪлыхъ частей

а2) а8 ! • • • > a« —1 

■*•21 ) • • • ) ®и— 1 ;
получимъ рядъ равенствъ

. 1 , 1
х 2 — а2 +  ~  > • • • Жи_1 — a „ -i +  — •

%з х «

Получаемъ следующее разложеше ирращональнаго числа х  въ не­
прерывную дробь

1
х  =  ао + ~ ,  1

ai + — ,
«2 4 - .

a" - 1 +  i r
что можно записать символомъ

я =  («О, «1, «2, • • • , «Н-1 , X*) , (3)

где х п некоторое ирращональное число, большее единицы.
Число х п мы будемъ называть пом ым ъ частнымъ.
Поэтому формула (3) не представляетъ настоящаго разложешя ирра­

щональнаго числа въ непрерывную дробь, и надо продолжить дальнейшее 
в ы д а е т е  ц-Ьлыхъ частей чиселъ х„, такъ что при разлож ент  иррацго- 
пальпаго числа въ непрерывную дробь получаемъ безконечную дробь.

§ 5. Будемъ рзсматривать выражеше

Х =  (а0 , а1г а2 , . . • у an —1 у
где

«0 , «1 , “2 , • • • , аи—1
числа целыя, а

ж»
число ирращональное.

Докажемъ, что число х  можно представить въ такомъ виде

где

__Р п х п -f- Р п -1
Qn% n -f- Q n-i

р. > Ри -1 > Q« > Qn—i

суть целыя положительныя числа. 
Въ самомъ деле, для значенш

п =  1 ;  2

(О

теорема проверяется непосредственно.
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Въ самомъ д-Ьл1з

такъ что

~ а  \ 1 -_ а 0 Х 1 + 1

1. 0

Ро =  1, Q о =  о ,

Л  =  «о, Q, =  i .

Подобнымъ же образомъ

Х =  ап 1___ = = а , ( « 1« о +  1)^2 + «о
1 ° Oti^ -f- 1 а1%2 4~ 1

« н —Х2
откуда получаемъ

Р 2 =  «1 «0 +  1 0 <?2 =  «I •

Для доказательства общей теоремы покажемъ, что если теорема спра­
ведлива для н’Ькотораго ц-Ьлаго значешя п , то она будетъ справедлива и 
для значешя п , на единицу болыпаго.

В ъ  самомъ д’Ьл’Ь

(“о, “1, • • • ) ап—1 5 Я/»») ---

«0 , «1 , • •
■ > ' <г;п

• , ая_I , * я ~Ь

Значитъ, подставляя въ равенство (1) вместо х„ выражение

, 1
Х„+1

получимъ

х =  -
р ' ^ п + ^ )  +  р '

Qn (

(Рв<*в +  Р В—l)*n + l +  Рп  

1 \ _|_ q   ̂ (Qn<Zn +  Qn-i)X n-^ i -f- Qn
(2)

(3)

X n + l

Обозначимъ для сокращешя

Р в + i =  Р *а «  - j-  Р в —i 

Qn+\ =  Qt 1®в -I- Qb- i .

Формулы (3) показываютъ, что если

Р в ,  Р в —1 , Qn , Qn— i

числа щЬлыя положительный, то таковы же будутъ и числа Р в+i и Q*+l ‘
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Значить, высказанная теорема о возможности представлешя числа х  
подъ видомъ (1) доказана, ибо такой же видь им-Ьетъ это число при п на 
единицу ббльшемъ.

Итакъ, общая формула (1) справедлива при всякомъ числ-Ь п ,  при 
чемъ всЬ числа

Т0 , P i ,  Р 2 , . . .  (4)

Qo > Qi > Qi ’ • • • (Р)

суть ц'Ьлыя положительный, и числа Р„ и Qn во зр астать  безпред'Ьльно, 
если разложеше числа х  въ непрерывную дробь безконечное.

Числа Р *  начинаютъ возрастать со значенья, равнаго единиц-fe, при 
чемъ, если а0 =  I , то два первыхъ числа одинаковы р 0 == р , =  1 , и воз­
растите начинается съ числа Р 2. Q» начинаетъ возрастать со значешя 
О при п =  О Q0 =  0 ;  сл'Ьдуюшдя два могутъ быть равны между собою 
при а1 =  1 ,  такъ что Qi =  Q2 =  1 , и возрастите начинается съ числа Qs .

Относительно чиселъ Q„ можно высказать такое общее предложете, 
эти числа удовлетворяютъ неравенствамъ 0 ^  Qn- i  ^  Qn; при чемъ л'Ьвое 
равенство им'Ьетъ м"Ьсто при п =  1 , правое же равенство можетъ им'Ьть 
м^сто при п — 2 .  При п >  2 получаемъ, конечно

О < Q n- i < Q n -  ( 6 )

§ 6. Не трудно убедиться въ существованш равенства

Qn' : («О , «15 «2 5 • • . , «к—l) • 0 )

Въ самомъ д'йл’Ь, съ одной стороны мы им'Ьемъ, подставляя вместо 
х„ безконечность

К »  «1,  « 2 ; • • •,  « » - 1  > оо) =

1
; «О ~Ь — , 1

«1 н—  
«1-1-. .

— “о +  — I 1
«1 +  — ,

2 +  ■.

лп  — 1

«П-1 н----- =
оо

: ( а 0 У Л1 у а 2 > ‘ У а «—1 ) у
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съ другой стороны

-p .- f
Рп - 1

(“О J а1 ) ■ ■ ■ • 5 ап - 1 , ^») ---
Q-

Q n-i
хп

Подставляя въ это равенство вместо х„ безконечность, получимъ ра­
венство (1), которое требовалось доказать.

Р
Итакъ дробь —  есть не что иное, какъ величина конечной дроби, 

V»
которую мы получаемъ изъ разсматриваемой безконечной, обрывая дробь 
на посл'Ьднемъ неполномъ частномъ .

РпДроби называются подходящими дробями разсматриваемой без-
Ч!п

конечной непрерывной дроби.

§ 7. Умножая первое изъ равенствъ (3) § 5 на Q„, а второе на Р„ 
и вычитая, получимъ

получимъ

P n + 1 <?„ Qn+iP*--------- (P»Qn 1 —  Q n P «—i) •

Применяя формулу (1) къ значешямъ числа п ,  равнымъ 

1 , 2 , 3 , . . . , п I ,

P 2Q 1 —  Q 2 P 1 =  — («0-0— 1 .1) =  ( - 1 ) «

P 3 Q 2 Q 3P 2 =  ( P 2Q 1 — Q 2P 1)

(1)

PnQn—i QnPn—1 —  ( P „ -  i Q „ - 2 —  Q n -iP n - г )  •

Перемножая послФдтя равенства и сокращая, получимъ

P«Q.,-i QnPn-i — ( l ) n- ( 2 )

Формула (2) приводитъ къ целому ряду весьма важныхъ выводовъ 
относительно подходящихъ дробей.

§ 8. Всп, подходящ1я дроби суть дроби несократимый, ибо на осно­
вами формулы (2) предыдущаго §-а общш наибольш1й д'Ьлитель чиселъ 
Р„ и Q„ долженъ былъ бы делить стоящую во второй части единицу, что 
невозможно, если этотъ общш дФлитель отличенъ отъ единицы.

§ 9. Переписавъ равенство (2) § 7 въ такомъ вид-Ь

Р .  P * - i  ( - 1 ) "
QnQn-i ’Qn Q«—i (l>
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зам’Ьчаемъ, что, если п число четное, то 2-я часть положительная, следо­
вательно, всякая подходящая дробь четнаго порядка больше предыдущей 
подходящей дроби.

§ 10. Не трудно убедиться, что всякая дробь четнаго порядка больше 
всякой дроби нечетнаго порядка.

Для этой цели докажемъ теорему
Теорема. Иодходящгя дроби нечетнаго порядка возрастають, оста­

ваясь меньше разлагаемого въ непрерывную дробь иррацюнальнаго числа х , 
подходящ'гя ж е дроби четнаго порядка убываютъ съ возрастатемъ значка 
п , оставаясь больше числа х .

В ъ  самомъ деле, применяя формулу (1) предыдущаго §-а къ значе- 
шямъ п и п — 1 , получимъ

Р » __Р . - 2 __ /-P i___Р „ -А  I (Р п- г ___Рп-А  _
Qu Qn — 2 \<Э» Q n-i) Qn-г)

..... (— 1 )” (— I ) " - 1 _ (— ! ) ■ / ! _________ М
QnQn—1 Qn-iQn-2 Qn—i \Qn Qn-2)

P  p  _
Такъ какъ Qn >  Q„ _2 , то знакъ разности ~  —  л "-~2 совпадаетъ со

V* Vn-2
знакомъ числа (—  1 )я+1 .

Итакъ, подходяпця дроби четнаго порядка

Р 2 £ *  Ъ
Q.2 ’ ■' ■

убываютъ съ возрасташемъ значка дроби, а подходяпця дроби нечетнаго' 
порядка

P i Р з  Р 5 
«1* 9_? г <?5 ’

возрастають.
Сравнимъ теперь величину подходящей дроби съ величиною числа, 

разлагаемаго въ непрерывную дробь, т. е. разсмотримъ разность

Р« х _ Р п  Рп*И + Р , - ,  ( - 1 ) ”_____
Qn Qn Qn%n-\-Q, 1-1  Qn(QnX„ +  Qn-i)

Такъ какъ числа х » , QH _ 1 и Q„ положительный, то знакъ разности

совпадаетъ со знакомъ числа (— 1)”, такъ что все подходяпця дроби чет-
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наго порядка больше числа х , а все подходящая нечетнаго порядка меньше 
числа х  .

Не трудно убедиться, что если х  нрращ овальное число, т. с. если 
непрерывная дробь безконечная, то х  есть предЪлъ къ которому стре-

р
мится ПРИ возрастании п  до безконечности.

Vn

В ъ  самомъ деле, 

следовательно,

т. е.

HF.a’ii

2/П а« >

Q n X n -)- §1 1 - 1 >  Qn<*n +  Q n - i ,

QnXt, -4~ Qn—i Q*-t-i i

а, следовательно, подавно

Qn%n “Ь Qtl — i ^>Qn>

такъ что получаемъ по формуле (1)

tfR{H

Qn Х QV
(2)

Неравенство (2) показываетъ, что число х  есть действительно пре-
р п

дели дроби j=r~, т. к. Q„ при возрастал in п  возрастаетъ безпредельно.
V«

22 355
§ 11. Архимедово число -=- и число Адр1ана Мещя — , оказывается,

• Н о
суть не что иное, какъ две подходящей дроби при разложенш числа к 
въ непрерывную дробь, которая имеетъ видъ

А Г Oft292 +

Lagrange показалъ, что изъ дробей, знаменатели которыхъ не пре- 
22

восходягь числа 7, число -у  выражаетъ число к наиболее близко; подоб­

ными же образомъ нельзя найти рацюнальной дроби, которая имела бы 
знаменатель, не превосходящш числа 113, и выражала бы число к ближе, 

355
ченъ дробь

113 '
Lagrange резюмировали это замечаш е въ следующей весьма важной 

теореме:
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М
Теорема. Н е существуетъ никакой рицгоналъной дроби , которая

р)п Р и_.
заключалась бы между двумя рядомъ стоящими подходящими рг- и — - ,

V» Vn—1
при чемъ знаменатель N  не превосходилъ бы числа Qn.

М
Въ самомъ д'клТ, предположимъ, что дробь заключается между

указанными подходящими; тогда им'Ьютъ одинъ и тотъ же знакъ дв-Ь раз­
ности

Р„ Рп-1 М  Р „ - 1
Q„ и N  Q„_i ‘

.
Вторую разность мы не преднолагаемъ равной нулю, потому что мы

не желаемъ д'Ьлать предположешя, что промежуточная дробь ^  совпадаетъ

съ которой-нибудь изъ нодходящихъ.
Такъ какъ абсолютная величина 1-й разности больше абсолютной 

величины 2-й, то мы можемъ написать неравенство

или иначе

1

м  Р - Л
л  Q„-

»-i/

Умножая об-fe части неравенства на 2\7Q „_, ,  нолучимъ

Во второй части этого неравенства находится положительное цТлое 
число, отличное отъ нуля, значить, знаменатель N  промежуточной дроби 
долженъ быть больше, ч±мъ Q„, что и требовалось доказать.

§ 12. Непрерывный дроби даютъ возможность очень просто решать 
неонред’Ьленныя уравнешя первой степени.

Будемь разсматривать уравнеше

ау —  $х =  1 ,  (1)
гд1з а и р  ц'Ьлыя числа.

Требуется решить въ цклыхъ чнслахъ это неопределенное уравнеше. 
Очевидно, что для возможности задачи необходимо, чтобы числа а 

и р были взаимно простыя.
Пусть найдено одно pbuienie х0 , г/0 этого неопред'Ьленнаго уравнешя, 

такъ что получается тождество

“.'/о —  Р*о =  1 .
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Вычитая это тождество изъ уравнешя (1), получимъ 

«(У—  2/о) =  Р ( ® -  ®о).

Числа а и р  взаимно простая, следовательно, разность у — у0 должна 
делиться на р , а разность % —  х 0 должна делиться на а , и мы получаемъ

х  —  х 0 — a t , у —  г/0 =  р«,

где 1 и s —  числа целыя, причемъ s — t .

Отсюда мы видимъ, что общее решеше заданнаго неопределеннаго 
уравнен1я въ целыхъ числахъ выражается такъ

х  =  х 0 -f- а# | 

У — У о +  Щ 1
(2)

съ нроизвольнымъ целымъ числомъ t .

Задача сводится, следовательно, къ нахождешю одного решенья 

У о • О
Для нахождешя этого решенья разложимъ ^ въ непрерывную дробь. 

Пусть эта дробь будетъ:
Р

--- («0 • а 1 ! а2 > a»- i )  •

Эта дробь конечная и, следовательно,

Л _ Р
Q n ~ «  ’

т. е.
Рп =  Р и Q* =  a .

Возьмемъ формулу:

P„_iQ „ —  Qv-iPn — (—  l ) " - 1 .

Мы видели уже въ § 3, что число п можно сделать по желанно какъ 
четнымъ, такъ и нечетнымъ, следовательно, можемъ достигнуть того, что 
будетъ

Q,,P« -1 -  Р«<?»-1 =  1
или

aPn_ i — p(?„_i =  1 ,
т. е.

х0 =  Q'| — 1 > Уо ~  Р « - !  •
Примеръ.
Для примера решимъ въ целыхъ числахънеопределенное уравнето

14 у —  25х =  1 .
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Разлагая ^  въ непрерывную дробь, находимъ 

25
п  =  (1 , 1 ,  3 ,  1 ,  2 ).

Следовательно, Р 5 =  25 и Q5 =  14 .
р

Составивъ подходящую дробь - - 1 находимъ Р 4 =  9 и <34 =  5 ,  а такъ

какъ Р 4(?5 —  P 5Q4 =  (—  I ) 4 =  1 ,  то искомымъ реш етемъ будетъ ж0 =  5 и 
г/0 =  9 или окончательно

ж =  5 -)- 14#, 

у =  9 +  25<.

§ 13. Обращаясь къ уравнешю самаго общаго вида

— (1)

мы зам'Ьчаемъ, что общШ наибольш1й делитель а и р  долженъ быть д'Ьли- 
телемъ числа у . Разд’Ьливъ на этого делителя, мы зам'Ьчаемъ, что сводимъ 
задачу къ р'бшенш такого уравнен1я, где числа а и р  взаимно простыл.

Для р еш етя уравнен1я (1) р’Ьшимъ сначала уравнете

агу —  р ж =  1 ,

и останется только умножить частное реш ете х0 и у0 , получаемое изъ 
посл'Ьдняго уравнетя, на число у, общее же реш ете получится по темъ 
же формуламъ (2) §-а 12.

Прим'Ъръ.

Для примера р'Ьшимъ въ ц1злыхъ числахъ неопределенное уравнете 

14у —  25а- =  13 .

Изъ § 12 мы знаемъ, что для уравнетя 14у —  25а? =  1 одно реше­
т е  будетъ х 0 — 5 и у0 =  9 ,  следовательно, общее реш ете заданнаго урав­
нения будетъ a; =  6 5 - f l 4 f ,  у — 117 -f- 25#.

§ 14. Существуетъ только одно реш ете неопределеннаго уравнетя

«г/ — pa? =  1,

въ которомъ у заключается въ границахъ отъ 0 до р, при чемъ обе эти 
границы мы одновременно не включаемъ, такъ что мы докажемъ суще-
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ствовате такого числа или при условии

или при у с ЛОВ] и
О ^ у < Р ,

О <  У ^ Р -

В ъ  сказанномъ можно просто убедиться изъ разсмотрешя формулы

У =  У о +  •

Разность двухъ решенш выражается по формул*

У —  Уо =

при чемъ наименьшее значен1е этой разности есть р , и всегда существуетъ 
для всякаго решеш я у0 другое у , разность которыхъ есть точно р .

Отсюда мы зам*чаемъ, что въ границахъ отъ 0 до р не можетъ быть 
двухъ значетй у , ибо тогда разность этихъ значенш, будучи меньше числа 
р , должна была бы делиться на р , что невозможно.

Точно такъ же невозможно предположить, что ни одно значеше у-ка 
не попадаетъ въ промежутокъ отъ 0 до р , ибо въ подобномъ случае су­
ществовали бы т а т я  два рядомъ стояшдя значешя у-ка, разность которыхъ 
была бы больше, ч*м ъ р .

§ 15. На основами соображенш § 10 мы зам*чаемъ, что, если — есть

подходящая дробь изъ разложешя числа х  въ непрерывную, то будетъ

Q ~ ~ Q * ' (1 )

гд * 0 <  6 <  1 .
Поставимъ теперь се б * обратный вопросъ.
Допустимъ, что существуетъ соотношение (1), спрашивается при ка- 

Р
кихъ условаяхъ -q  будетъ, действительно, одною изъ подходящихъ. 

Беремъ формулу (1) § 10

^ _ Р » _  (— 1)"+‘
Qn ~Q„(Q.xn +  QH- i ) (2)

Р  Р„
Допустимъ, что — =  ^  • На основаши § 3 мы можемъ число п всегда

по произволу сделать четнымъ, или нечетнымъ, тогда можно будетъ подо­
брать п такъ, чтобы знакъ (— 1)»+' совпадалъ со знакомъ (1) .  Сопостав-
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Qn (QnXn -(- Qn—i) Q«~ Qn%« ~)~ Qn— i

но x« Z> 1 ,  следовательно,

0 <
Qn

Qn -j- Уп- i
( 3 )

Услов1с (3) будетъ также и достаточиымъ. 

Такъ какъ им’Ьетъ место всегда неравенство

___Qn____
Qn ~f- Qn~i 2

то мы получаемъ теорему:

Если имгьетъ мпето неравенство

' Р 1 1
Х Q I <  Ц Р  ’

то fr  будетъ подходящею дробью изъ разлож ены  х  въ непрерывную. 
Q

О разложенш иррацшнальныхъ чиселъ въ непрерывныя дроби.

§ 16. Приступая кт, более подробному изучение разложешя иррацш- 
нальныхъ чпеелъ въ непрерывныя дроби, мы введемъ весьма важное по- 
нятге о такъ называемой эквивалентности чисел*.

Это поняло введено было впервые I.agrange’oM'b для ирращональ- 
ныхъ чиселъ проотЬпшаго вш а, а именно для пррацюналышхъ корней ква- 
дратнаго уравнешя съ целыми коэффициентами.

§ 17. Мы будемъ называть эквивалентными та к in два числа ж и у ,  
между которыми сущоствуетъ зависимость

У-
хх -j- j3 
~(х -f S О)

где а ,  (3, у и 8 суть цЬлыя числа, удовлетворяющая равенству

ао —  Ру =  s ,

где

13
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Свойство эквивалентности есть свойство обратимое, т. е. обратно, 
х  выражается черезъ у  при помощи формулы, подобной (1)

X _  оу —  1
(2)

' —  7У +  « ’ 

при чемъ имйетъ место равенство

За —  (—  у)(—  р) =  «8 — f t  =  е .

§ 18. Не трудно показать, что два числа, эквивалентный третьему, 
эквивалентны м еж ду собой.

В ъ  самомъ д ел е, возьмемъ равенство (1) изъ предыдущаго параграфа 
и еще другое

У г - И 'х  -

гдВ
f z  +  V ’

ЗУ == e' (s' =  ±  1).

Тогда числа z и у  эквивалентны числу х . Покажемъ, что эти два 
числа будутъ эквивалентны между собой.

Подставляя вместо х  выражеше черезъ г  въ формулу (1) предыду­
щаго параграфа, мы получимъ

Г Д ' Й

о!'г +  р" 
у ~  f z +  8 " ’

а" =  аа' -ф- Ру' 

р" =  ар' +  pS' 

у" =  уа' -f- 8у'

8 " = тр' +  88’

На основанш теоремы объ умноженш определителей, выходитъ 

аа' -(- Ру’ , ар' -)- рЗ'

(1 )

а"8" —  В 'У '=  !
I уа' -)- оу1, ур' -)- 88'

=  (а8 —  Ру)(а'8' —  рУ) =  ее'. (2)

Итакъ, мы видимъ по формуламъ (1), что коэффпщенты а", рч, уИ, g// 
суть числа дйлыя и, кроме того, на основанш формулы (2) определитель

ап 8 а —  р Ч у "  =  ±  1 ;

значить, действительно, числа у  и z эквивалентны.
Формулу (1) предыдущаго параграфа мы будемъ толковать такъ: 

будемъ говорить, что для получешя у  надъ числомъ х  произведена экви­
валентная подстановка.
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Эту подстановку будемъ обозначать символомъ

Вы раж ете
«8 —  (Зу

мы будемъ называть определигпелемъ подстановки, само же равенство (1) 
предыдущего параграфа мы будемъ писать такъ

Если мы подставимъ въ формулу (3) вместо х  его вы раж ете изъ 
■формулы (4), то мы получимъ

Мы будемъ называть подстановку S ч произведетемъ двухъ подста- 
новокъ: подстановки S  и подстановки S ' — и писать

при чемъ на первое мЪсто ставить знакъ той подстановки S ,  въ уравне- 
Hie которой (3) подставлена величина изъ другой подстановки.

Получаемъ, очевидно, теорему:
Определитель произведетя 2-хъ подстановокъ равенъ произведенгю 

определителей множителей.
Итакъ, сколько бы эквивалентныхъ подстановокъ мы не перемножали, 

мы получаемъ въ результ ат е всегда эквивалентную подсгпагювку.

§ 19. Посл'йдшя соображешя приводятъ насъ къ заключенно, что 
подстановки образуюсь группу.

Относительно произведетя подстановокъ SB'S "S'” . .  . необходимо 
заметить, что оно обладаетъ сочетательнымъ закономъ (SS')S11 =  S(S'SH) , 
перестановительнаго же закона SS' — S'S вообще говоря не существуешь.

§ 20. Не трудно убедиться, что въ какомъ бы порядка мы не пере­
множили дв'Ь подстановки

(3 )

Разсмотрнмъ другую подстановку

(4)

(5)

88' =  S " ,
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гдТ s =  а8 —  S-j , мы получимъ подстановку

(1>

которая даетъ тождественное преобразование х — х .
Тождественную подстановку (1) обыкновенно обозначаюсь знакомь Ц 

ибо въ произведены! подетановокъ такую подстановку можно не писать. 
Обыкновенно обозначаюсь

Мы получаемъ SS ' =  S - ' S  — 1 . Подстановка S ~ ] называется под­
становкой обратной относительно подстановки S.

§ 21. Б сп  рацгональпыл числа эквивалентны между собой.
Возьмемъ два ращональныхъ числа

Мы цреднолагаемъ обТ дроби несократимыми. Очевидно, что по со- 
ображешямъ § 12 можно найти 4 ц-Ьлыхъ числа |, -q, ? , -q', которыя бу- 
дусь удовлетворять двумъ уравнешямъ p-q — qt =  e н p'-q'— q'l' =  s', гдЬ г. 
и s' суть UZ 1 .

Разсмотримъ дв'Ь подстановки

Числа а , , у и о выйдутъ некоторый цЬлыя числа, для которыхъ-

если

Составимъ подстановку

О)

Умножит, равенство (1) справа на подстановку S i ,  получимъ
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т. е.

или

a ,  fi

Т , «.
Si

V, Е 

<1, *1
=  П /р  ’ '

УЬ 8 ' V ,  г '

Р =  «У +

2 =  XP' +  8fl!-

откуда получаемь

Отсюда иолучаемъ

Р _  9
2 .,Р'

' ?  +  °

Итакъ, два произвольно взятыхъ рацюнальныхъ числа ~  и “ > экви­

валентны между собою.

§ 22. Обращаясь къ числамъ ирращональнымъ, мы прежде всего 
должды сделать следующее зам^чате, что для всякого числа х  будутъ 
эквивалентны числа

1
—  х и — •

X
Въ самомъ д'Ьл'Ь,

■ 1 , 0  

О, 1.
И ;

точно такъ же

х
0 ,  1 

1 , 0
(*)'■

§ 23 Перейдемъ теперь къ разложение въ непревывныя дроби чиселъ 
иррацюнальныхъ и докажемъ следующую важную теорему, что разложет я  
въ непрерывную дробь двухъ чиселъ жвивалентпыхъ будутъ таковы, что, 
начиная съ некоторого места, въ обоихъ разложет яхъ идутъ гпе ж е самыя 
неполный частный, такъ что два эквивалентныхъ числа раскладываются 
всегда въ тагая дв'Ь непрерывный дроби

Х —  ( а0> а1 > ^2 у ^3 з • . . ,  С1п } (1„ , , . • •) ( 1 )

У =  Ф о ,  Ь1:I ^2 > , . . • 9 Ьщ—1} а п , a , , - j_i , . • •), (2)

такъ что разлюне 2-хъ эквивалентныхъ чиселъ можетъ состоять только 
въ конечномъ числЬ первыхъ неполныхъ частныхъ.
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Прямая теорема, а именно, что дв1з непрерывныя дроби, у которыхъ, 
начиная съ н^котораго мЪста, общ)'я неполный частныя совпадаютъ, даютъ 
числа эквивалентныя, доказывается просто, а именно, обозначая для со- 
кращешя

мы нм^емъ
Х п ---- ( й п , 5 а п+ 2 , • • • )

н II о • J &П — 1 J Жц

У =  ( Ь0 , ь1г . . • J Ь т — 1 j  Х п )

На основании соображений § 5 имгйемъ

Р„ Хц Рп — \
Qn'X'n -Ь  Qn—i

у-
Ттх„ Тт_ 1
SrllO£n —{— Sm — i

Но мы зам'Ьчаемъ, что

P nQ .n -i-Q .nPn- i  =  ( - l ) ”, 

TmSm- i  — Tm_ xs m =  (—  1 )-",

следовательно, число х  эквивалентно съ иолнымъ частнымъ х „ , и съ т'Ьмъ 
же числомъ х п эквивалентно число у ; значить, оба числа х  и у  эквива­
лентны между собой.

Попутно зам'Ьтимъ еще, что всякая непрерывная дробь эквивалентна 
съ каж дым ъ изъ ряда  ел послгьдоватслъпыхъ полныхъ частныхъ.

§ 24. Несколько труднее доказать предложеше обратное, а именно, 
покажемъ, что разложешя 2-хъ произвольныхъ ирращональныхъ эквива- 
лентныхъ чиселъ въ непрерывныя дроби согласуются начиная съ и-Ькото- 
раго места.

Возьмемъ 2 эквивалентиыхъ числа х н у ,  связаниыхъ равенствомъ

ах  4 -  3
(1)

где
аб —  ру =  £ .

Разложимъ число х  въ непрерывную дробь

х  , а х , 0̂2 , • • • , а„—1 , Xfi) , 

гд’Ё для сокращения обозначено

Х п —  ( О д  ,  Ъ  ' ,  .  .  .  )  .
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Въ этомъ разложении отрицательными можетъ быть только одно 1-е 
число а0 , а все остальныя положительны.

Итакъ,

гд*

PvVn ~Ь Рп — 1
Qn&n -Ь Qn—i ’

PnQn-i— QuPn-i =  (— !)".

гд'Ь

Итакъ, мы получаемъ, что

Тп'ХЯ ^ *—1
SnXn “Ь S *_ j

Тп — <*Рп -f- fiQn , Pn-i— aPn—i PQn—i ,

Sn =  JРп -f- Щп , Sn-i =  1'Рп - 1  -f- oQn—i ■

(*)

Получаемъ, очевидно,

TnSn-i —  5 n r .- , =  ( - l ) * e .

Разсмотримъ выражение <Sn ; его можно переписать на основанш преды- 
дущихъ формулъ такимъ образомъ

■?- =  Ч в 7  +  8) -

Рп
При уведиченш значка и дробь ~  им’Ьетъ своимъ пред'Ьломъ ирра-

У"
атональное число х ,  следовательно,

будетъ им4ть пределомъ число

Р» 1 *
Ч . + 6

ух +  8, (4)

это же последнее число не можетъ равняться нулю, потому что х  число 
йрращональное.

Число (4) можно предполагать положительнымъ, потому что въ обрат- 
иомъ случае можно переменить знаки у всехъ коэффищентовъ: а , |3, у и 5.

Итакъ, мы видимъ, что число 5„ при достаточно большомъ значети 
индекса п ,  будетъ иметь знаки плюсъ ( + ) .

Кроме того, имея формулы

P«-bt — Рп®n “I- Рп—1 , Qn-\-1 — Q.n®n “В У»—1
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и, умножая первую изъ нихъ на у , вторую на 8 и складывая, получимъ

=  Sna n -j- Sn ■

Такъ какъ все  числа а п— целый положительныя, то, начиная съ н-fe- 
котораго п , в се  Sn положительныя и возрастаютъ, и мы при достаточно 
болыпомъ п  им'Ьомъ

Sn >  S , _ ,  >  о . (5)

ТпРазложимъ ращональную дробь ~  въ непрерывную; получимъ 

Т
^ (&0 > 1̂ J 2̂ 1 • • • , m̂—l) ,

где все Ъ , кроме перваго, положительны (1>0 можетъ быть и отрицатель- 
нымъ).

Т>
Обозначимъ предпоследнюю подходящую дробь черезъ ^  и иока- 

жемъ, что
Т' _  Г ._ ,
S' S„_t •

Въ самомъ д е л *, мы имеемъ

TnS’ — T'Sn =  (— 1)-". (6)

Выборомъ числа да можно достигнуть того, что будетъ 

(— 1)™ =  (—  1)"е-

Мы видимъ, следовательно, что уравнеше (6) удовлетворяется сле* 
дующимъ репнж емъ S' =  S n- X, Т ‘ =  Т „ _ , .

Остается убедиться, что это решение есть единственное.

На основаши теоремы § 5 мы замечаемъ, что при достаточно боль- 
шомъ числе я ,  т. е. при достаточно болыпомъ числе да, будемъ иметь 
Sn~> S ' 0 ,  а тогда по теореме § 14 мы замечаемъ, что для S' остается 
только единственное р еш ете  S' =  Sa- i  [смотри неравенство (5 )] .

Итакъ, составимъ следующее иррацюнальное число

(Ь0 > 1̂ > 2̂ ) • • • I 1 , %п) ,
получимъ

(Ь0 , Ь1г Ь2 , 8m I , жп) = ТпЯп Л - 1
Sn— J

(7)
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но на основами формулы (*) мы замФчаемъ, что последнее ирращональ- 
ное число ость не что иное, какъ у , т. е.

У — (Ъ0, Ь1, Ь%, . . . .  Ьт j , Xv) =

= =  ( Ь 0 ) ^1 ) ^2 > • • • ) Ьт -1 , а п , Яп-Щ , . . . )  .

Итакъ, доказано, что два эквивалентных!) иррацюнальныхъ числа 
им'Ьютъ, начиная съ иФкотораго м'Ьста, общее разложете вт, непрерывную 
дробь.



г  Л А  В  А  X I.

Основы теорш бинарныхъ квадратичныхъ формъ.

§ 1. Начало ариеметической теорш бинарныхъ квадратичныхъ формъ, 
т. е. теорш трехчленовъ вида

ах2 - f  Ьху - f  су2

было положено изучешемъ вопросовъ о представлении цЬлыхъ чиселъ квад­
ратичными формами. Характерной въ этомъ отношении является теорема 
Ferm at’a, доказанная ЕФ ег’ом ъ1), о томъ, что всякое простое число р  вида 
4п  -ф-1 представляется только однимъ способомъ въ видп суммы двухъ квад- 
ратовъ.

НапрнмЬръ

5 =  12 +  22 , 13 =  22 — З2 , 17 =  42 4 -  I2 , 29 =  22 +  52 , . . .

Тутъ дЬло идетъ о представлены простого числа р квадратичной фор­
мой х 2 -)- у2 , то есть, о рЬшенщ въ ц'Ьлыхъ числахъ неоиредЬленнаго урав- 
нев1я

р  =  х2 у2 ,

гдЬ р  число простое, а х  и у  обыкновенный цЬлыя числа.

§ 2. Euler и Lagrange дали рядъ теоремъ, аналогичныхъ приве­
денной.

Теорема. Всякое простое число слпдующихъ двухъ формъ 8м -f- 1 и 
8м 8 раскладывает ся однимъ и только однимъ способомъ па сум му квад­
рат а и  удвоеннаго квадрат а.

НапримЬръ, 41 =  2 2 -)- 2 . 42 . *)

*) Euler. Demonstratio theorematis Fermatiani, omnem numerum primum formae 
4n -)- 1 esse summam duorum quadratorum. Comm. Arith. T. 1, p. 35.



Теорема. Всякое простое число вида Зм 4 -1  раскладывается только 
однимъ способомъ на сумму квадрата и тройного квадрата.

НаприМ'Ьръ, 31 =  22 +  3 . З2.

Не останавливаясь на подобныхъ теоремахъ, постараемся вкратце 
резюмировать направлен1е тсор1и квадратичныхъ формъ въ X V III стол-Ьтти. 
Тутъ приходится говорить главнымъ образомъ о деятельности Euler’a и 
Lagrange’a, которымъ и обязана наука основными поняИями въ разсматри- 
ваемой области.

Euler им*лъ целью приложен1е теор1и представлен1я чиселъ квадра­
тичными формами главнымъ образомъ къ двумъ задачамъ капитальной 
важности: къ разложение болыннхъ чиселъ на множители и къ решение 
неопределенныхъ уравнен1й въ целыхъ числахъ.

Изследовашя Euler’a при всей ихъ важности касались немногнхъ 
простейшихъ формъ. Они были обобщены Lagrange’oM'b и приведены къ 
виду изящныхъ и важныхъ теорш, краткому изложение которыхъ и будегь 
посвящена настоящая глава.

§ 3. Прежде всего надо указать, что первое самое общее решеше 
въ целыхъ числахъ, а также и въ числахъ рацюнальныхъ, неопределен- 
наго уравнешя второй степени съ двумя неизвестными

ах2 -f- (За??/ -f- чу2 -f- Ьх -f- еу С =  0

принадлежитъ Lagrange’y и изложено имъ въ 1769 году въ мёмуаре „Sur 
la solution des problemes indetermines du second degre“.

До Lagrange’a разсматривались уравнеш'я частнаго вида, какъ, на- 
примеръ, известное уравнеше

t,2 —  Dv'2 == 1 ,

предложенное Ferm at’oMB и решенное, по словамъ Euler’a, въ первый разъ 
РеИ’емъ.

Euler занимался также общей задачей второй степени, и имъ были 
написаны три мемуара ,,De Solutione problematorum Diophantcorum per 
nuraeros integros 1732 —  3 3 “, ,,De resolutionc formularum quadraticarnm 
indeterminatarum per numoros integros 1762 — 63“, „Resolutio aequationis 
A x2 2B x y G y 2 - f  2D x-\ -2E ij-\ -F = Q  per numeros tarn rationales quam 
integros. 1773“.

Нс смотря на то, что эти три мемуара заслуживаютъ внимательнаго 
изучетпя, какъ все написанное этимъ великимъ человекомъ, однако они 
не заключаютъ полиаго решшпя вопроса. Третчн мемуаръ Euler’a появился 
после мемуара Lagrange’a, такъ что приходится предположить, что Euler 
не былъ знакома, ст. момуаромъ последняго.

—  203 —
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§ 4. Вторая большая Teopin Lagrango’a, относящаяся къ квадратичной 
области, состоитъ въ теорш делителей квадратичныхъ формъ. Эта теор!я, 
развитая Legendrc’oMb, состоитъ въ нахождении делителей данной формы 
х2 - f  Ay2, причемъ отн делители представляются формами вида т г +  а , где 
г произвольное целое число или формулами вида аи2 -)- 2buv +  со2, где и , 
v суть произвольным взаимно простыл числа.

Для знакомства съ этой, теорией можно рекомендовать „Toopiio сравне- 
Hift“ Чебышева.

§ 5. Необходимо признать, что короннымъ брилх'антомъ въ венце 
славы Lagrange’a  является замеченная имъ и подробно разобранная связь 
уравнешя Pell’a съ першдическими непрерывными дробями.

§ 6. На рубеже» X V III н X IX  стол е™  появилась въ 1801 году зна­
менитая книга Ganss’a  „Disqmsitiones arithmetiCae“, въ которой дано но­
вое изложен1е теорш квадратичныхъ формъ. Это сочинеше изобилуетъ за­
мечательными по глубине идеями и дало поводъ къ широкпмъ обобще- 
шямъ, наложившимъ отпечатокъ на всю науку X IX  столетья.

Эквивалентность формъ.

§ 7. Начнемъ со введеннаго Lagrangc’oM'b понятая объ эквивалент- 
ности квадратичныхъ формъ.

Будемъ форму а с2 Ь х у с у 2 обозначать знакомъ

(а ,  Ь, с) ,

причемъ будемъ называть а первымъ козффипдентомъ, Ь вторымъ и с 
третьимъ. Переменную х  будемъ называть первою, а у второю.

Во всемъ дальнейшемъ мы будемъ предполагать коэффищенты а , 
Ъ , с числами целыми безъ общаго делителя. Т а т я  формы назовемъ при­
митивными.

Gauss пишетъ квадратичным формы въ виде 

ах2 -j- 2 Ьху -4- су2 ,

такъ что если второй коэффищентъ почетный, то надо предварительно 
умножить всю форму на 2. Лишь въ последнее время довольно вессгая 
осиовашя заставляютъ отказаться отъ обозначен!я Gauss’a. После долгихъ 
колебанШ и я въ моей педагогической деятельности рфшилъ также отка­
заться огь обозначеюя Gauss, такъ что въ дальнейшемъ я всюду не буду 
писать двойки при коэффищенте Ь .
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Если мы нсрсм'Ьннымъ х  и у будемъ приписывать всевозможный 
п/Ълыя зпачешя отъ — оо до -\~ со , то форма будить давать безчислен- 
ное множество цЬлыхъ зиачетй т

ах2 -f- Ьху - f  су2 =  иг.

Наирим'Ьръ, форма 2ж2 -\- 3у2 будетъ давать числа

X 0 , 1 , о , 2 > 1 , 0 , з , 2 1 , 0 ,  . . .

У 0 , 0 , 1 , 0 , 2 , о ; 1 ,
9“* j 3  ,  . . .

т 0 , 2 , 3 , В , 5 , 1 2 , 1 8 , и , 1 4 . 2 7 ,  . . .

§ 8. Если надъ переменными х н у  произведено 
зовате вида

х — си\ -)- Pi/i 
У =  'ix\ +  8(/i

линейное прообра-

то форма (а , Ъ, с) преобразуется въ такую новую

a ix ia +  b,x1y l -i- сху 2
где

Я, =  яа2 4  йау 4- су2

Ь, =  2яар -р /фа8 г- Ру) 4- 2су8 (2)

С, == яр2 4- bfo +  с82

Если числа а ,  р, у , 8 цЬлыя. то целымъ значошлмъ х 1 , у1 будутъ 
соответствовать также цЬлыя зиачешя т н у ,  следовательно, значешя, 
которыя прнннмаетъ форма ( я , , /;,, с ) при целыхъ значешяхъ х г и ух 
заключаются среди значений формы (я , б, с ) . Говорить, что форма (а,  Ъ, с) 
заключаешь въ себ)ъ форму (я, ,  , г ) .

Обозначимъ чорезъ г определитель преобразовапгя (1)

е =  а8 — ру .

Если определитель е есть 1 , то мы зам Ьчаемъ, что велкпмъ це­
лымъ значешямъ первлначальпыхъ буквъ х ,  у соотвЬтствують целыя же 
значешя новыхъ буквъ х х, у , , тавъ что обратно форма (аЛ , 5 , ,  с ,) будогь 
заключать въ себе форму (я , 1>, с ). Числа изображаемым этими обеими 
формами одни и тЬже.

Lagrange далъ такими двумь формамъ пазван/е эквивалентныхъ 

§ 9. Число
D  =  Ь2 —  4"о

будемъ называть опрсдыит елечъ  формы.
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Необходимо заметить, что определитель формы всегда удовлетворя- 
етъ одному изъ дву^ъ сравнений

D ~  1 (mod 4 ) , V =  0 (mod 4 ) ,

судя по тому будетъ ли число Ь нечетнымъ или четнымъ. Другими сло- 
вами, D  имФетъ одинаковую четность съ Ъ т е. оба числа D , b сразу или 
нечетныя или четныя.

Нетрудно убедиться, что, если составимъ определитель D i= b p — 4а,с, 
преобразованной формы, то на основанш cooTHomeHift (2) § 8 получимъ

£>1 =  D(a 8 —  Ру)2 =  Ds* 

то есть приходимъ къ теореме
Определитель преобразованной формы равенъ определителю перво­

начальной умноженному на квадратъ определителя преобразования.

§ 10. Если формы эквивалентны, то s2 =  1 и, следовательно, D , = D  
т. е. две эквивалентный формы имеютъ одинъ и тотъ о/се определитель.

Обратное заключеше несправедливо, ибо формы могутъ иметь одинъ 
и тотъ же определитель, но могутъ и не быть эквивалентными. Для того, 
чтобы формы съ общимъ определителемъ были эквивалентны, необходимо 
и достаточно, чтобы существовало по крайней мере одно преобразоваше 
вида (1) § 8, у котораго ай — ру =  ±  1 , переводящее одну форму въ другую.

§ И . Следуя Gauss’y, мы будемъ формы называть ргоргге-эквива­
лентными, еслп ао— ру =  -4-1 и гмргоргге-эквивалентными, если ао — Ру =  —- 1 .

§ 12. Совокупность формъ даннаго определителя proprie-эквивалент- 
ныхъ между собой называется классомъ формъ.

Оказывается, что число различиыхъ классовъ формъ даннаго опреде­
лителя всегда конечное.

Положительный формы.

§ 13. Разсмотримъ сначала формы (а , Ь, с ) , у которыхъ определи­
тель отрицательный т. е. I )  — —  d , где черезъ d обозначено натураль­
ное число.

Нетрудно убедиться, что въ случае отрнцательнаго определителя 
крайше коэффициенты а и с будутъ одного знака, ибо

4 лс =  с 2 +  d .

Кроме того, числа представляемый формой все того же знака что и 
крайше коэффициенты, ибо

4а( а ,  Ь,  е) =  (2ах  +  Ьу)2 +  d if- .
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Очевидно, что двп эквивалентный формы должны имгътъ upam ie ко- 
зффищенты одного и того ж е знака, ибо числа, представляемые обеими, 
одинаковы.

Не нарушая общности, мы можемъ ограничиться только разсмотре- 
шемъ такъ называемыхъ положителъныхъ формъ, которыя даютъ числа 
иоложительныя. Отрицательным формы получатся черезъ умножеше поло- 
жительныхъ на —  1 .

§ 14. Будемъ положительную квадратичную форму называть приве­
денною, эсли будетъ

\ Ь \ ^ а ^ с ;  (1)

какъ следсттае этихъ неравенствъ получаемъ

d =  4ас —  Ь2 фа2 —  а2

откуда

Докажемъ теперь теорему, что для всякой формы отрицательнаю  
опредплителя ■— d можно подобрать по крайней мгъргь одну ей proprie- 
эквивалентную приведенную форму.

§ 15. Не разсматривая значений ж =  0 ,  у — 0 ,  будемъ числа х а  у 
предполагать взаимно простыми, ибо иначе можно было бы квадратъ ихъ 
общаго множителя вынести за скобки во всей форме.

Такимъ образомъ, если мы положимъ одну переменную равной нулю, 
то другую надо положить равной 1, ибо можно сказать, что значешя ж =  8 , 
у =  0 имфюты общаго делителя 8.

Итакъ, давая всевозможные указанныя значения числамъ ж и у ,  мы 
будемъ получать различные значен1я т формы.

Такъ какъ все значешя целыя положительныя числа не равныя нулю, 
то одно изъ нихъ а' будетъ наименьшее.

Можетъ случиться, что наименьшихъ будетъ несколько.
Однимъ словомъ можно сказать, что всякое другое значеше т формы 

будетъ удовлетворять неравенству т ^  а ' .
Пусть наименьшее значеше а' форма принимаетъ пр и ж = = а ,  у — у,

т. е.
а' =  а а 2 Ыу  - f -  с у 2 .

Такъ какъ числа а , у взаимно простыл, то можно подобрать два це- 
лыхъ числа (3 и 8 , чтобы было

ос8 —  Ру =  1 .
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Д'Ьлаемъ нреобразоваше

'
х =  « * ,  - f  Pj/i , у =  ^  +  8г/,, 

тогда заданная форма (а , Ъ , с) обращается въ такую

« . У ,  О -

Здесь надо подчеркнуть ту важную теорему, что для всякой формы 
(а , Ъ, с) можно подобрать ей ргоргге-жвивалентпую (а!, Ъ', с'), у кото­
рой  одинъ изъ крайнихъ коэффицгентовъ будетъ мобымь значетемъ пер­
вой формы.

Въ данномъ случай у насъ а' есть минимумъ формы.

Если | Ъ' | ^  а ' , то форма уже приведенная. Если же | Ъ' | >  а ' , то 
д'Ьлаемъ преобразоваше

х  =  х 1 4 - ly i 

У ~  Ух,

тогда форма (а Ь ' , с’) обращается въ такую (а', X, , Cj), где

=  &' 4 - 2а'Х 

сх =  «'а2 -)- Ь'Х -|- с1.

Подбираеыъ X такъ, чтобы Ьх быль абсолютно малый вычетъ числа 
Ъ' по модулю 2а', то есть чтобы было ; тогда форма (а bl t  с,)
будетъ искомая приведенная. Въ самомъ д ел е, не можетъ существовать 
неравенства с , < я ' ,  ибо с , ,  будучи значешемъ формы ( ^  =  0 ,  у} =  1 ) , 
не можетъ быть меньше минимума.

§ 16. Носмотримъ, не могутъ ли быть две нриведенныя формы рго- 
prie эквивалентны между собой.

Итакъ, пусть имеются двЬ приведенным proprie эквивалентный формы 
( а ,  Ъ, с ) , {а!, Ь', с') отрицательнаго определителя D — —  Л . Обозначая

преобразоваше одной въ другую, нолучимъ

а' =  аси- Ьос( -(-су2 (1)

V =  2aa(3 - f  /Дай +  0у) +  2суй (2)

ал — ,3у = 1 . (3)
Изъ равенства (1) сл-Ьдуетъ 4 a a '=  (2ао. -}-6у)3 —)- dy2. Такъ какъ коэф­

фициенты а ,  а', с ,  с' можно считать положительными, то на основами не-

черезъ
a ,  р

й
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4 4
равенства (2) § 14 мы будемъ иметь 4аа' < - ( (  и, следовательно, у2 —.

О . О

Для у получаются две возможности I. у =  0 ,  II. у =  = Ь 1 .
I. 7 =  0 .  Въ  этомъ случае мы получаемъ на основан)и (3) a =  d = l ,  

3 =  =fcl .
Въ обоих'ь случаяхъ имеемъ а' =  я , Ъ' —  Ь =  ±  2сф, но \Ь\^. а ,  

i Ь' | ^  а' =  а  нолучимъ | V —  Ь \ ^  2 а .
Итакъ, мы получаемъ одно изъ двухъ: или Ь =  V и формы т ожде- 

ственпы, или Ь = — Ь'— ± а  въ этомъ случай с'— с и мы получаемъ две 
эквивалентный приведенныя формы ( я , я , с ) , ( я , — а , с ) . Две формы 
(я , Ь, с) и (я , — Ь, с) отличающаяся знакомъ второго коэффициента но- 
сятъ назваше обратиыхъ (oppositae).

II. 7 =  ± 1 .  Изъ уравнен!я (1) нолучимъ

яа3 -)- с —  а' =  ± Ъ и ,

но с не меньше я , съ другой стороны, не нарушая общности, можемъ 
предположить, что а' не больше я , ибо любую изъ формъ молено выбрать 
за первую. Следовательно, с не меньше я1 и мы получаемъ \Ьа.\^аа.2 . 
Отсюда, принимая во внймаше | Ъ \ ^  а  нолучимъ |а | ^  а2 . Это же возможно 
только при условш: или а =  0 ,  или а =  ±  1 . Если а =  0 , то а! — с ,  но 
такъ какъ а' ^  а , а ^  с , то получимъ я' =  я =  с .

Изъ (3) им'Ьемъ ру =  —  1 , откуда на основаши равенства (2) полу­
чаемъ Ь +  Ь' =  ±  23с =  dr 23я . Итакъ мы получаемъ или Ъ =  Ь’ =  ± а  и 
формы тождественны, или же Ь = — Ъ' и формы обратный. Если « =  ± 1 ,  
то уравнеше (I)  даетъ ±  b =  a -f- с —  а’, но ни я ни с не меньше я', следо­
вательно, |&|$гя, \Ъ\^с .  Сопоставляя последняя неравенства съ теми, 
которыя следуютъ на основаши приведенности формъ, т. е. съ неравен­
ствами | Ъ | ^  а , | Ъ | ^  с получаемъ 16 1 =  я =  с , кроме того изъ равен­
ства ± Ь  =  а -\- с ~  а’ получаемъ | 6 1 =  а ' .

Равенство (2) даетъ Ь' =  2я(оф -f-y8) -)- Ь(«8 -\- (Зу).
На основаши (3) и \ Ь\ =  а получимъ b' — Ь — 2я(<*[3 у8=ь (Зу) п по­

лучимъ, какъ раньше, или Ь — Ь' и формы тождественны, или Ь =  —  Ь1, 
j b 1 =  я и формы обратный.

Итакъ, сопоставляя все сказанное, можно высказать такую теорему:
Два единственныхъ случаи, въ которыхъ.пе тооюдествепнын приведен­

ныя формы отрицательнаю определителя принадлежать къ одному классу, 
суть следующая формы

(а , а ,  с) и ( я , Ъ, я ) , 

которыя переходнтъ при помощи подстановокъ

14
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въ слгъдующъя
( а ,  — а ,  с ) , (а , — Ъ, я ).

§ 17. Прежде ч*м ъ мы пойдемъ дальше, надо обратить внимаше на 
весьма важное замФчате Lejeune-Diriehlet, которое состоитъ въ томъ, что

вместо формы а х 2 Ъху -|- су2 разсматривается корень “  =  ~ квадратнаго

уравнения. которое получается отъ приравнивали нулю этой формы, т. е. 
уравнен] я

яа>3 Ьш с =  0 .

Очевидно, что дв'Ь эквивалентныя формы им’Ьготъ корни эквивалент­
ные въ смысл!; данномъ въ предыдущей глав!;.

Особенно просто разсматривается геометрически вопросъ о приведеи- 
ныхъ квадратичныхъ иррацюиальностнхъ со, которыя суть корни приве- 
денныхъ формъ.

Мы им'Ьемъ
-Ъ +  i\/cl

= « +  Щ >

гд'Ь вещественный числа с и т, выражаются такъ

Ь V d

2 а ’ Г|~  2а ’
причемъ

?2 +  ^  =  Ъ2 +  4 а с — Ь2 =  с
4а2

Услов1я того, что форма есть приведен­
ная, можно переписать въ такомъ вид*

Приведенныя ирращональности определяются точками въ области 
плоскости, заштрихованной на чертеж!;.

В ъ  каждомъ класс!; формъ получается по одной приведенной форм!) 
за  исключешемъ двухъ случаевъ § 16, когда дв!; приведенныя формы экви­
валентны между собой.

При теперешнихъ обозначешяхъ мы получаемъ дв!; пары эквивалент- 
ныхъ приведенныхъ ирращональностей

I. ш =  £ щ , со, =  —  £ -\- щ  при условш Ё2 -)- if]2 =  1 . 

И. <о =  —  ~  +  щ , со, =  -ф- ^ +  щ .
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Эти исключительные случаи им'Ьютъ место на границе заштрихован­
ной области.

§ 18. Найдемъ теперь число классовъ формъ даннаго определителя
D . Для этой цели достаточно выписать и подсчитать все неэквивалентный 
между собой приведенный формы.

Лучше всего сказанный подсчетъ произвести на численномъ примере. 
Возьмемъ D — — 163 =  1 (mod 4 ) . Основное услов1е приведенности

163
есть j Ь <. V . Формула Аас =  Ь1 -)- 163 показываетъ, что Ь должно

оыть нечетнымъ числомъ.
Получаемъ следуюпця возможный значен1я для Ь

- 7 ,  - 5 ,  - 3 ,  - 1 ,  4 - 1 ,  +  3 ,  4 - 5 ,  + 7 .

Достаточно взять положительная значешя.

I. Ь =  1 , 4ас =  I 2 163 =  4 . 4 1  , ас =  41 , а  =  1 ,  с — 41 ,

получается приведенная форма

(1 , 1 , 4 1 ).

и . Ь =  3 ,  4ас =  32 4 - 163 =  4 . 4 3 ,  ас =  4 3 ,  а =  1 ,  с =  4 3 ;  

нетъ приведенной формы,

111. Ь =  5 ,  4ас =  52 +  163 =  4 . 4 7 ,  ас =  4 7 ,  а =  1 ,  е =  4 7 ,

нетъ приведенной- формы,

IV. Ь =  1, 4«с =  72 -j- 163 =  4 . 5 3 ,  я е =  53 ,  а =  1 ,  с =  53 ,
f

нетъ приведенной формы.
> *

Проделывая тоже самое съ отрицательными значетями Ь , получимъ 
окончательно две приведенным формы

(1 , - 1 .  41 ) ,  (1 , 1 ,  41 ) ,  -

которыя подходятъ под'ь исклкючительный случай § 16 и, значить, эквива­
лентны между собой. Итакъ, существуетъ только одипъ классъ у формъ 
определителя—-163, то есть, РсФ формы этого определителя эквивалентны 
между собой.

• i •
§ 19. Случай квадратичныхъирращинальностец отрицательнаго опре­

делителя съ однимъ классомъ формъ играетъ известную роль въ совре­
менной теорш чиселъ, а потому скажемъ. объ этомъ случае несколько
словъ.
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Пусть D  есть отрицательный нечетный определитель, обладающий 
требуемымъ свойствомъ. Полагая Ъ =  1 ,  получимъ D — 1 — 4 р .  Очевидно, 
ЧТО ЧИСЛО р  ДОЛЖНО быть ПрОСТЫМЪ, Ибо, еСЛИ Р = Р \ Р 2 , где Pi ^  Pit  то 
существуютъ две приведенный формы

( 1 , 1 ,  Р1Р2)' (Pi ,  1 , Pi)

даннаго определителя, не эквивалентный между собой, следовательно, 
существуетъ более одного класса формъ даннаго определителя.

Оказывается, что услов!е простоты числа р  не есть у слов] е доста­
точное.

До настоящаго времени известны только следуюндя значетя опре­
делителя съ однимъ классомъ формъ

Р =  1 , 2 ,  3 ,  5 ,  11 ,  17,  41

d =  3 ,  7 ,  11 ,  19 ,  4 3 ,  67,  163.

Frobenius *) заявляетъ, что другихъ значенш не существуетъ до 10000. 
Онъ приводить интересную теорему:

Если положительный формы опредгьлителя JJ  — 1 — 4р есть -между  
собой эквивалентны, то каж дое меньшее р 2 число, представляемое этими 
формами, есть простое.

Такъ, напримеръ, форма х 2—  ху  41 у2 при у =  —  1 обращается въ
E uler’овское выражение х2-\-х-\~4\ (см. § 24 гл. I), дающее при гг =  0 , 1, . . .  39 
следующая простыл числа
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41 , 4 3 , 4 7 , 5 3 , 6 1 , 71 , 8 3 , 9 7 , 113, 131 ,

151 , 173, 197 , 223 , 251 , 281 , 313 , 347 , 383 , 421 ,

461 , 5 0 3 , 547 , 593 , 641 , 691 , 743 , 797, 853 , 911 ,

9 7 1 , 1033 , 1097, 1163, 1231 , 1301 , 1373, 1447, 1523, 1601 .

§ 20. Gauss даль простой алгоритмъ для получения ио заданной форме 
эквивалентной приведенной.

Будемъ разсмагривать следующую ргорпс-эквивалентную подстановку 
х  =  — у ,  у =  х'-\-ду'. Получаемъ новую форму ( а , , Лх, с , ) ,  где

а, =  с , Ь| =  —  Ъ -р 2со , с, =  а —  Ьд +  со2 . ( I)

Такъ какъ определитель подстановки есть. -\- 1 , то формы (а ,  Ь , в) 
и ( a j , Ьj , с,) proprie-эквивалентиы и нмФютъ одинаковые определители.

‘) Frobenius. Ueber quadratiseke Forrnen, die viele Primzahlen daretellen. Sit- 
zungsberiehte d. k. pr. Ak. d. W. 1912.
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Кроме того, посл’Ьднш коэффиц1ентъ первой формы равенъ первому коэф­
фициенту второй, средше же коэффициенты этихъ двухъ формъ удовлетво­
ряют!, сравненпо Ъ 4 - 6, =  0 (mod 2 с ) .

§ 21. Мы назовемъ form ae contiguae двгЬ формы (а, Ь, с) и (а1; Ьх, с^, 
когда эти формы имтаотъ обпцй определитель и кроме того

с =  «1 , b -)-&] =  0 (mod 2 с ) .

Кроме того, мы будемъ говорить, что первая форма относительно 
‘ второй есть contigua a parte prim a, а вторая относительно первой есть 

contigua a parte ultima.
Такъ, напримеръ, форма (7 , 6 ,  2) contigua a parte ultima съ фор­

мой ( 3 , 8 , 7 ) .
Теорема. Формы contiguae всегда proprie-жвивалептпы.
Въ самомъ деле, первая изъ нихъ переходитъ въ другую при по­

мощи подстановки.

*  =  — У , </ =  ^  +  b± h  У'-

§ 22. Формы (а , Ь, с) и (а { , , с,) будутъ proprie эквивалентны,
если

а — а , , b = b 1 (mod 2 а ) .

Въ самомъ дфле (а, Ь, с) proprie-эквивалентна съ формой (с, — Ь, а ) ,  
ибо первая переходитъ во вторую при помощи подстановки х  — —  у', у =  х ’; 
форма же (с , — Ь , a) contigua a parte prima съ формой (а1г b lt щ ) .

Подобный формы ( а , b , с) и ( a j , Ьг , с,) мы будемъ называть п а­
раллельными. Очевидно, что все параллельный формы получаются изъ 
одной при помощи подстановки

/ 1 , * \
\0, h

§ 23. Нетрудно убедиться, что, если мы будемъ составлять для за­
данной формы ( а , b , а 1) рядъ формъ

(a', V, а " ) , (а" Ъ» а'"), . . .  ,

изъ которыхъ каждая есть contigua a parte prima со следующей, причемъ 
коэффициенты Ь', Ь", Ь1", . . . определяются такъ:

Ь' абсолютно малый вычетъ числа —  Ь по модулю 2а'

Ъ" — Ъ‘ 2а"и п W » ?> 17 ?> « -dU‘
V "  ____})"  9  а ’"

55 55 55 55 55 55

то после известнаго числа преобразован™ дойдемъ до приведенной формы.
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Въ самом.ъ д’Ьл’Ь, такъ какъ абсолютная величина абсолютно малаго 
вычета не превосходить половины модуля, то

\Ъ'\^а', \Ъ«\^а«, | V" \ ^  а”', . . .

Остается показать, что мы непременно придемъ къ такой форме

( а ' " ) ,  Ъы , г/"+»),

у которой TpeTii коэффищенть а(п+о не меньше перваго ам . Такая форма 
будетъ приведенною.

В ъ  самомъ дел е, нельзя допустить, чтобы рядъ чиселъ а', а", а'", ... 
постоянно убывалъ, ибо существуетъ только конечное число чиселъ мень- 
шихъ а'. Итакъ, применяя процессъ составлешя формъ contiguarum a parte 
ultima, мы придемъ окончательно къ приведенной форме proprie-эквива- 
лентной съ данной.

При переходе отъ каждой формы къ следующей мы пользуемся под­
становкой

где 6 определяется по формулами (1) § 20, следовательно, сопоставляя 
все  эти преобразовашя, получиыъ окончательную подстановку, приводя­
щую форму въ приведенную.

§ 24. Требуется найдти приведенную форму эквивалентную съ данной 

( 2953,  1601,  217)
определителя D  =  —  3 .

Получаемъ рядъ contiguarum a parte ultima

( 2953 ,  1601 ,  217) ,  (217,  135,  21) ,  ( 2 1 , - 9 ,  l) ( 1 , 1 ,  1 ).

Подстановка, переводящая заданную форму въ окончательную, полу­
чится отъ неремножешя подстановокъ

С : - К г Х : : ^ Г п : - Э -
Подобными же оОразомъ для формы

( 304,  4 3 4 ,  155) (1)

получаемъ следу ющш рядъ формъ

( 155 ,  —  124,  2 5 ), ( 25 ,  2 4 ,  7 ) ,  ( 7 ,  4 ,  5) ,  ( 5 ,  -  4 ,  7 ) ,  (2)

изъ которыхъ последняя приведенная.
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§ 25. Теперь мы въ состоянш решить задачу о представлеши дан- 
наго числа т данной квадратичной формой (а , Ь, с ) , то есть, о реш ети 
въ ц'Ьлыхъ числахъ х , у неопред’Ьленнаго уравнен!я

их2 Ьху -)- су2 =  т . (1)

Во всемъ дальнМшемъ мы будемъ разсматривать таюя представле­
нья чиселъ т формами, когда ж и и не имеютъ общаго делителя.

Предположимъ, что найдена одна пара чиселъ х н у  удовлетворяю- 
щихъ уравнен!ю (1). По этимъ взаимно простымъ числамъ х н у  находимъ 
два новыхъ :  и rj такихъ, чтобы было х-ц —  г/: =  1 . Если мы будемъ 
форму ( а , Ь , с) преобразовывать при помощи подстановки

ж , £\

У, V

то мы получимъ новую форму, въ которой на осиованш формулъ (2) § 8 
первый коэффищентъ будетъ не ч-Ьмъ инымъ, какъ-заданнымъ числомъ т .

Новая форма будетъ иметь видъ

где
(т , п , I ) ,

т =  ах2 -[- Ьху -j- су2 

п =  2 аж: -|- Ь(хх\ 4 -  Чу) -f- 2суг( 

I =  аЧ2 ЪЧг( -f- сх\2 .

На основами! равенства определителей двухъ формъ получаемъ 

п2 —  4 ml =  D ,
откуда

п2 =  D (mod 4 m ).

Теорема. Представить заданной формой можно только такое число 
т , при которомъ опредгьлитель D есть квадратный вычетъ числа 4мг,

§ 26. Итакъ, предположимъ, что мы желаемъ представить число т 
формой ( а ,  Ь , с ) . Не трудно найти форму (т , п , I) , им-Ьющую съ дан­
ной (а , Ъ, с) об mill определитель и у которой первый коэффищегйЫ есть 
число т . Въ самомъ деле, если услов!е последней теоремы § 28 
ияется, то можно решить квадратное сравнете , I

х2 =  I)  (mod 4мг).
эягуг.оп ъ

(1)

Ищемъ все его реш етя. Возьмемъ одно изъ этихъ щЬшенш п . Раз­
деляя число п2 —  D  на 4мг, получимъ третш коэффищентъ I формы, и за­
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дача сводится къ нахождеиио эквивалентной поостановки

( ж ,  ё\( * ’ %  'У, V
переводящей форму (а , Ъ, с) въ форму (от, п , I ) .

§ 27. Мы оставимъ пока въ стороне задачу нахождетл вс-Ьхъ иод- 
становокъ переводящихъ форму ( а ,  Ь , с) въ другую (от, п , I) и разсмо- 
тримъ задачу нахождешя но крайней м ере одной такой подстановки.

При помощи вышеуказанныхъ правилъ ищемъ для каждой изъ двухъ 
формъ приведенныя. Если мы зам'Ьтимъ, что полученныя две приведен- 
ныя формы не эквивалентны, то подстановка не существуетъ и наша за­
дача представлетя числа формой невозможна при выбранномъ корнЬ п 
квадратнаго сравнен1я (1) § 26. Если при всйхъ корняхъ сравнетя (L) 
§ 26  получается отрицательный отвйть, то задача представлен1я числа 

формой невозможна. Если же об̂ Ь приведенныя формы совпадаютъ, то мы 
переходимъ по нашей цйпи подстановокъ сначала отъ (а , b , с) къ общей 
приведенной, а потомъ отъ этой последней при помощи обратной цйпи 
подстановокъ къ формй (т , п , I ) .

Пусть требуется, напримйръ, представить число 80 при помощи формы

( 304,  4 3 4 ,  155) .

Р'Ьшаемъ сначала сравншпе (1) § 26

ж2 е е  —  124 (mod 3 2 0 ).

Получаемъ одинъ изъ его корней х — —  46 и соответствующую 
форму

( 80,  — 4 6 ,  7) ,  (1)

для которой следующая форма contigna a parte ultima будетъ

( 7 , 4 , 5 ) .  (2)

Далее идти не надо, ибо эта форма встречается уже въ цепи формъ 
(2) § 24.

Отъ формы (1) мы переходимъ къ форме (2) при помощи подста­

новки
1

, обратная для которой буде1
/— 3 ,  1

о
( ° ’ -
U ,  — 3

§ 24, получаемъ рядъ эквивалентныхъ формъ

( 304 ,  4 3 4 ,  115) ,  ( 155 ,  —  124,  25) ,  ( 25 ,  2 4 ,  7) ,  

( 7 ,  4 ,  5 ) ,  ( 80 ,  - 4 6 ,  7 ) .

. Сравнивая съ
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С о ответствен ны я п одстановки

C ? : + J )
въ произволе нш даютъ

откуда получасмъ искомое представлен1е числа 80

80 =  304 . (—  11)'2 +  4 3 4 . (—  И ) . 16 +  155 . 162.

Формы неопред-Ьленныя.

§ 28. Теперь перейдемъ къ гораздо более трудной теор!и квадратик- 
ныхъ формъ положительнаго определителя.

Если число т выражается формой (а, Ъ, с), где D  — b2— 4 я с > 0 ,  
то имФемъ

4ада =  ('2ах  -)- by)2 —  By-.

При у =  0 , а ж  отличномъ отъ нуля мы имеемъ 4 а ж > 0 .  Если же 
положимъ х = — Ъ, у =  2 а , то будемъ иметь 4 я ж < 0 .  Другими словами, 
формы положительнаго определителя могутъ давать числа обоихъ знаковъ, 
поэтому ташя формы носягь назваше неопределенных-), въ отлич1е отъ 
формъ отрипательнаго определителя, даилцихъ числа съ однимъ опреде- 
леннымъ знакомъ и называемыхъ поэтому определенными.

Формъ съ определителемъ рат ымъ нулю мы не будемъ разсма- 
тривать.

§ 29. Для упрощешя те о pi и будемъ, по примеру Lejeime-Dirichlet, 
разсматривать не формы, а ихъ иррацюнальные корни ш

ааг Ът -f- с =  0 .

Если мы въ иррацюнальномъ корне о>= изменись знакъ

у радикала \ /В , то получимъ другой корень и>' того же уравнешя (1). 
Этотъ другой корень о/ мы будемъ называть величиною сопряженною  от­
носительно иррацюнальности ш.

Вещественную квадратичную иррациональность ш будемъ называть 
приведенною, если она есть положительное число большее единицы, а  
сопряженная съ нею иррациональность отрицательная правильная дробь, 
то есть, если существуютъ неравенства

—  1 <  с«' <  0 ,  1 <  03 .
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Форму, корнемъ которой является такое приведенное число, мы бу- 
демъ называть также приведенною.

§ 30. Будемъ раскладывать въ непрерывную дробь какую нибудь- 
вещественную квадратичную иррашональность. Получимъ безконечную не­
прерывную дробь

co =  (tt0) ал , а2 , . . .  а „ _ ! , <о„),

где полное частное со„ есть, очевидно, квадратичная ирращональность 
эквивалентная числу w.

Если число ш отрицательное, то а0 будетъ от])ицальное целое число,, 
а все  остальныя неполныя частныя отличныя отъ нуля положительный 
ц'Ьлыя числа.

Покажемъ, что, продолжая достаточно далеко разложеше, мы при- 
демъ къ такому числу ю„, которое вместе со всеми следующими будетъ 
приведеннымъ.

Въ самомъ дФле, мы имеемъ

ш__Рпшп Рп-1
Qn^n “t-  Qn-1 (1>

Первое свойство, быть числомъ положительнымъ и большимъ едини­
цы, величина получаетъ уже начиная съ п =  1 . Докажемъ теперь, что 
при достаточно болыномъ значенш числа п будутъ иметь место сле.дую- 
щ!я не]равенства

ш,' <  0 , со»' +  1 >  0,

где подъ ш„' мы разумеема, величину, сопряженную ръ <о„. 
Реишмъ уравнете (1) относительно ш„

ш
___Qn—iw — Р * —\   Q я — 1 Qn— |

"  ~ ~  Qn •—  Qn<v -(- Рп Р п  •

Qn

(2)

Изменимъ знакъ квадратнаго радикала на обратный, тогда иррацю- 
нальныя числа заменятся сопряженными и мы получимъ

' Р *—1(fj ------  ~~ -
Q n - т Q » - i  

Q n  '  , Р ц  "О)-------
Qn

(3)

Что касается числителя и знаменателя последней дроби 

, Р ._ ,  , Рп
“ Qn ’
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то эти два выраженья стремятся при возрастали п къ одному и тому же 
пределу со'— со, отличному отъ нуля; следовательно, при достаточно боль- 
шомъ значеши п числитель и знаменатель дроби (3) получаютъ знакъ числа 
со' — со, значить, величина со,/ при достаточно болыпоиъ числе п деляется 
отрицательной.

Остается теперь показать, что при достаточно большомъ значеши п 
будетъ иметь место неравенство со' -j- 1 >  0 .

Въ самомъ деле, заменяя въ равенстве (2) D  на — D ,  получимъ

I Qn lto Рц — 1со„ =
- QnO)' -Рп

On- 1 _  J — 1J//
Qn Q,i(Qn& — Рн)

и, наконецъ,

СОп' 1 = Qn-1 ( - l . B
Qn <o'— P„\'

Разность Qn —  Qn-i есть положительное целое число, другая же 
дробь при достаточно большомъ значеши п будетъ правильная и, значить, 
будетъ положительиымъ число си„' + I .

Итакъ, мы действительно убеждаемся, что, начиная съ некотораго 
значешя п и для всехъ следующихъ, числа со„ будутъ приведенныя.

§ 31. Относительно приведенныхъ квадратичныхъ иррацшнальностей 
можно указать несколько важныхъ предложений.

Теорема I. Если число со приведенное, то будетъ приведенными т акже 
1

ч и с л о ------ .со
Вч. самомъ деле, со' число отрицательное и по абсолютной величине

меньше единицы, следовательно, число — —, положительное и больше едн-<0
1 .

ницы; тогда какъ сопряженное —  -  оудетъ отрицательнымъ и меньшимъ 

единицы по абсолютной величине.

Теорема II. Если мы обозначимъ черезъ а наибольшее цгьлое число, 
заключающееся иъ приведенной квадратичной иррациональности со и на- 
пишемъ равенство

, 1со = а А-- .
“ 1

то иррацюнальность со, будетъ такэюе приведенная.
Въ самомъ деле, о. есть наибольшее целое число въ со, следова­

тельно, —  есть правильная положительная дробь, значить со, /> 1 . Далее
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(Oj = -------, следовательно, сопряженная величина со/ выразится форму­

лой со/= -----— , но со'есть число отрицательное, поэтому <о/будетъ число
а/ —  а

отрицательное, меньшее по абсолютной величине единицы, ибо численная 
величина знаменателя со' —  а больше а ( а > 0 ,  ибо со число приведенное). 
Итакъ, со, есть приведенное число.

Теорема 111. Если еъ равенства со =  о. -(- —  оба числа со и ш, при-
“ 1

ведеш ыя, то число а должно быть непремпнпо цплой частью числа ш.
Въ самомъ деле, если а > ш ,  то со, число отрицательное и не можетъ 

быть приведенным^.. Если же а -{- 1 < ; ш, то, подставляя въ это неравен-
1 1

ство вместо со его величину, получимъ ос —j— 1 < ; ос —(----- , откуда 1 <С —  и,

значить, со, < ; 1 , что невозможно.

Теорема 1 V. Если въ равенствп ш =  а +  5 "  оба числа со и со, при­

веденным, то они другъ друга вполнп определяю тъ.
Въ самомъ деле, если дано число со, то а должно быть целой его 

частью и со, будетъ первымъ полнымъ частнымъ, такъ что число со, будетъ 
вполне определено.

Покажемъ теперь, что съ другой стороны и число со, опроделяетъ 
вполне ЧИСЛО СО .

Иерепишемъ наше равенство въ такомъ виде

— - т  =  * + 1 \ *

1Если числа со и со, приведенным, то таковыми же будутъ и числа------- Т,
со,

------ г , следовательно, а окажется целою частью числа------\  . Если же за-
о/ со/

дано со,, то задано и ч и с л о ----- . Такимъ образомъ по нашему послед­

нему равенству получается определенное значеше для ч и с л а -----а, зна­

чить, и для числа со.

§ 32. Та часть разложешя въ непрерывную дробь всякой квадратич­
ной иррацюнальности, въ которой числа со приведенный, обладаетъ такимъ 
свойствомъ, что каждое число со„ определяетъ всю эту часть разложешя, 
т. е. какъ следуюнря соИ) такъ и предыдущая.

§ 33. Покажемъ теперь, что приведенаыхъ иррацюнальностей конеч­
ное число.
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Будемъ въ уравнети
асо2 - } - й с о е  =  О (1)

считать коэффищентъ Ь числомъ положительными

На основами неравенствъ, определяющихъ приведенную иррацио­
нальность, оба корня уравнешя (1) должны быть разпыхъ знаковъ и, 
следовательно, должны быть разныхъ знаковъ два коэффищента а  н е .  
Отсюда

D -= Ъ2 —  4ас >  Ь2.

Или, обозначая черезъ \/1) ариометичесгай корень, нолучнмъ

О <  /; <  ]/5 .

Отсюда неравенства | со | >  1 , | со' | < ; I даютъ

то есть.

или

■b_ —  ]/D
' 2 а  ' > 1 , ■b +  ]/D

2 а <  1

'  I 2 а 1 |2«|

.0 <  ]/П  —  Ъ <  I 2а \ <  ]/Х> +  Ъ . ( 1 )

Будемъ форму (а, Ь, с) положительнаго определителя называть при- 
ведеш ою , "если ея коэффищонты удовлетворяютъ неравенству (1).

Такое определеше приведенности формы шире че.чъ данное раньше 
определение приведенности числа, ибо для приведенности числа мы требо­
вали но неравенства | со j >  1 , | о/| ■< 1 , а более определенный неравен­
ства со >  ] ,  —  1 о ' с О . В о  всякомъ случае, всякая приведенная иррацио­
нальность будетъ корнемъ приведенной формы и, если мы докажемъ ко­
нечность числа приведеппыхъ формъ, то темъ самшмъ получимъ конеч­
ность числа приведеппыхъ нрращональностен.

Уаметимъ, что неравенства (1) для коэффищента а  влекутъ за собою 
как-ь следств]е подобныя же неравентства для коэффищента с , то есть

О <  ]/Ъ  —  & <  | 2с | <  \/D -)- Ь . (3)

Въ самомъ деле, мы имеемъ тождество

]/Ъ  —  1>__ — 4ас 1 __ — 2с

2а ~ ~ \ / 3 + b ' 2<*~] /D- J r b ’



откуда

О 0 0 __

IID  — 6 _  ]_2еф \ D  +  Ь _  J 2 c  |
I 2oT ~  j / 5 + б ’ 12»!

изъ посл'Ьднихъ формулъ ясно, что неравенства (2) ичБютъ своими сл"Ьд- 
ств]ями неравенства (3) и обратно.

Обозначая X =  jV -O ], получаемъ для 6 единственно возможный зна-
чешя

6 =  1 ,  2 ,  3 ,  X (4)

съ тЬмъ однако ограничешемъ, что при четномъ определителе I)  необхо­
димо для 6 брать только четныя числа, а при нечетномъ D  только не- 
четньтя.

Коэффициенты а  и с получаются но формул!»'

D  —  62
— а—  =  I« i •! <• I ,

причемъ на основами (2) будемъ иметь

X —  6 +  1
------ ^ ^  а\

Х + 6
(5)

Коэффищентъ с удовлетворяетъ тгЬмъ же неравенствамъ.
Получается конечное число возможныхъ случаевъ, ибо, во первыхъ, 

для 6 существуетъ конечное число (4) значений, во вторыхъ, получается
D  —  b2

для всякаго 6 конечное число разложенш —-  на два множителя. Изъ

этихъ множителей годятся только такте, которые удовлетворяютъ неравен­
ствамъ (5) и, наконецъ, надо откинуть те, нри которыхъ а , 6 , с имгЬютъ 
общаго делителя.

Возьмемъ, иаприм'бръ, определитель ] ) — 173.

Х=|УТ73] =  13
6 = 1 ,  3 , 5,  7 , 9 ,  11,  13,

т
„  . D —  b2
Будемъ вычислять выраженте нолучимъ таблицу

ъ
D  — Ь*

4

1 43 =  1. 43
3 41 =  1 .41
5 37 =  1 .37
7 31 =  1.31
9 23 =  1 . 23

11 1 3 =  1 . 13
13 1 =  1 . 1
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Такъ какъ должны удовлетворяться неравенства (5), то оказывается 
возможнымъ только посл'Ьдтй случай Ъ — 1 3 . Мы получаемъ только две 
приведенный формы

(1 , 1 3 , - 1 ) ,  ( - 1 ,  13,  1) .

§ 34. Приведемъ здесь кстати две теоремы Frobenius’a изъ цитиро­
ванной выше статьи. Иредположимъ, что обстоятельство, встретившееся

въ примере предыдушаго параграфа, имеетъ место, то есть, ~ (D —  г2)

число простое при всехъ нечетныхъ положительныхъ z < i^ D .

Тогда будутъ иметь место следующая теоремы:

Теорема 1. Если D =  р2 +  1 , то всякое число абсолютно меньшее 
чгьмъ (2р  —  3) , опредпляемое формой (1 , р ,  — 1) ,  есть простое, если 
только не дплится на р .

Удовлетворяюсь условгямъ теоремы числа
1. . г

р  =  3 , 5 , 7 , 1 3 , 17.

1 еорема I I .  Если D = p ( p - 1-4) ,  то всякое число абсолютно мень­
шее чгьмъ (2 р — I)2, опредпляемое формой (1 , р ,  — р) есть простое, если 
только не дплится на р  и на р  -\- 4 .

Удовлетворяюсь условшмъ теоремы числа 

Р — 1 , 3 ,  7 ,  19 .

Frobenius’y не удалось найти для D  <  10000 другихъ значетй, удо- 
влетворяющихъ требоватямъ двухъ этихъ теоремъ.

§ 35. Въ § 33 показано, что существуетъ конечное число приведен- 
ныхъ неопределенныхъ формъ даннаго положительнаго определителя D . 
Отсюда вытекаетъ, что существуетъ конечное число приведенныхъ ирра- 
щональностей, который являются корнями приведенныхъ формъ.

Предположимте, что выписаны все приведенныя иррацюпально'сти дан­
наго определителя.

Будемъ которую янбудь изъ нихъ сщ раскладывать въ непрерывную 
дробь. Последовательный полныя чаетныя ®2 , ш3 , , . . .  будутъ также
приведенными числами.

Такъ какъ разложете ирращона’льнаго числа безконечное, а приве­
денныхъ иррацюнальностей конечное чпсло, то отсюда вытекаетъ, что по
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крайней мере одно изъ нолныхъ частныхъ должно повториться при даль- 
нЬйшемъ разложен]и и непрерывная дробь оказывается перюдическою, ибо 
за повторившимся полнымъ частнымъ щ  должно следовать повторен1е сле­
дую щаго св1+1; а такъ какъ и предыдущее полное частное со*_, на осно­
вами IV § 31 должно повториться, то, следовательно, должно повториться 
и первое полное частное cuj, т. е. само раскладываемое въ дробь число.

Всякое приведенное квадратичное число раскладывается въ чистую 
перюдическую непрерывную дробь.

§ 36. Изъ всего предыдущего вытекаетъ какъ «И; цепне знаменитая 
теорема Lagrange’a.

Всякая квадратичная иррацюпальность, от. е. вещественный, ирра- 
цюналъпый корень квадратного уравнения съ цгьлыми коэффицгеитами р ас­
кладывается въ перюдическую непрерывную дробь.

Неприведенная иррацк)налыюсть раскладывается въ емгыианную перю­
дическую дробь, причемъ перюдъ начнется съ того места, съ котораго 
полныя частныя делаются приведенными.

Примеромъ такого разлож етя неприведенной ирращональности яв­
ляется, известное изъ элементарнаго курса алгебры, разложеше корня 
квадратнаго изъ целаго числа.

Покажемъ, что иррацюнальность ш =  VD  есть квадратичная опре­
делителя 4D  . Мы предполагаемъ, конечно, что D  не есть квадратъ ц е­
лаго числа. Въ самомъ дел е ю есть корень квадратичной формы ж2— B y2, 
определитель которой есть 4 В .

Иррацюнальность ш не приведенная, ибо другой корень формы

ш ' =  —  ] / # < —  1 .

Наонемъ разложите ш въ непрерывную дробь

Иррацюнальность будетъ уже приведенною, ибо coj ;>  1 , а

I

]//> :  V  • •

последняя же величина есть отрицательная правильная дробь. Итакъ, пе- 
рюдъ начинается уже со второго звена.

Для примера разложимч, въ непрерывную дробь j/14.
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]/ 1 4 ± _ 3 = , 4 - 1

j/14—2

|/14 — 3
о

Если мы введемъ знакъ смешанной нерюдической дроби

а0 > а1 > • • • a4 - l(a* , а*+1 , • • • « ())

где а0 , « s-! обозначаегь часть дроби до перюда, а ак, ак+1, . . .  а,
перюдъ, то можемъ написать въ нашемъ примере

Въ конце книги дана таблица разложенш въ непрерывную дробь дли 
во/Ьхъ чиселъ J )  до 100.

§ 37. Въ § 35 мы видели, что всякое приведенное число со, приво­
дить къ перюду

также нриведенныхъ чиселъ. Если такимъ образомъ будутъ исчерпаны все 
приведенный числа даннаго определителя, то говорятъ, что въ этомъ слу­
чае все приведенный числа образуютъ одинъ перюдъ.

Если же кроме чиселъ (1) существуетъ по крайней мере одно новое 
приведенное число си/, то, раскладывая его въ непрерывную дробь, полу- 
чимъ новый перюдъ

Продолжая разсуждеюе далее, мы разсноложимъ все приведенный 
числа въ конечное число перюдовъ.

§ 38. Теорема. В о ь  числа перюда .жешалеппш между собой и об­
ратно, два ж е  авале нтныхъ между собой праведенныхъ числа даннаго опре- 
<)п,лителя не могу на, попасть въ равные nepiodu, а должны заключаться 
въ одномъ ш ъ нихъ.

1/14 = 3, (1, 2, 1, 6).

[“ 1. ш2, “ 3, • • • “ »] ( 1 )

[со/, со2', со/, . .. си/] .

15



— 226 —

Первая часть этого предложения очевидна на основании эквива­
лентности непрерывной дроби со всеми ея полными частными. Что же 
касается доказательства, что всяктя два эквивалентных!, приведенныхъ 
числа должны непременно попасть въ одинъ перюдъ, то допустимъ об­
ратное, а именно, что два эквивалентныхъ приведенныхъ числа принад­
лежать разнымъ перюдамъ. Тогда разлагая достаточно далеко оба эти 
числа въ непрерывную дробь, мы должны были бы придти къ одинако­
вому полному частному на основами теоремы § 24 главы X. Итакъ, ири- 
ходимъ къ противоречие, а именно, что два различные перюда имеютъ 
общее звено, что невозможно, ибо всякое звено определяешь весь nepiодъ.

§ 39. Определяя классъ квадратичныхъ иррациональностей какъ сово­
купность ирращональностей эквивалентныхъ между собой (не отличая 
эквивалентности proprie отъ эквивалентности improprie) придемъ къ пред- 
ложешю: число классовъ квадратичныхъ иррациональностей равно числу 
перюдовъ.

Мы вели все разеуждешя относительно ирращональностей положи- 
тельнаго определителя при помощи ихъ разложения въ непрерывную дробь. 
Таковъ былъ путь Lagrange’a. Gauss въ сочиненш TiDisqusitiones aritbme- 
ticae“ разематриваетъ не сами ирращональности, а формы, корнями кото- 
рыхъ эти ирращональности являются.

Постепенному разложение ирращональнности въ непрерывную дробь 
з0 , ai , a2 , ••• соответствуешь нреобразоваше формы, имеющей корнемъ
х
У

эту ирращональнность въ новыя эквивалентный формы при помощи иод-

становокъ

Такимъ образомъ получается рядъ эквиваиеНтныхъ формъ, который 
доводить всегда до приведенной формы, если заданная не была таковою. 
Такъ какъ определители иодстановокъ (1) равны — 1 , то две последо- 
вательныя формы получаются improprie-эквивалентныя.

Если мы желаемъ сохранить Gauss’opo определение класса  формъ 
(см. § 12), какъ совокупности формъ proprie-эквивалеитиыхъ между со­
бой, то придется въ цепи формъ, получаемыхъ процессомъ непрерывной 
дроби, брать формы черезъ одну.

Если число звеньевъ перюда непрерывной дроби четное, то изъ 
каждагО перюда ирращональностей получится дна класса формъ.

§ 40. Разсмотримъ теперь образование перюдовъ формъ по Gauss’y. 
Для этого воспользуемся темъ же способомъ преобразовашя формъ, кото­



рый мы употребляли для положительных'!, формъ, т. е. составлешемъ 
формъ contiguarum a parte ultima.

Итакъ будемъ преобразовывать форму (а ,  Ь , а') при помощи под­

становки * \ в ъ  (а', Ь', а"), причемъ Ь' =  —  /)(mod 2а!). Нетрудно
U  , 3 У

показать, что существуетъ только одно значеюе V, удовлетворяющее усло- 
в1ямъ

] / D  —  \2а’ \ < Ъ ’ <  \/Ъ,  (1)

ибо придется искать Ь' среди чпселъ

Х + 1 _ \2а'\, 1 + 2  —  \2а!\\ . >. -  1 , >.

дающихъ полную систему вычетовъ по модулю 2а'.

Докажемъ, что составляя указаннымъ образомъ последовательный 
формы contiguae a parte ultima
ыиса нг.-m u ..l ! o ip ii, п-ц-.n.'i о тн ж о и н ; Hr;pvr.-> иг.' n c e i. ie  ■ ,;к . г г о т  т о т

(а , Ь, а'), (а', Ь', а"), (а", Ь", а ’"), . . .  (2)

мы обязательно придемъ къ приведенной форме. Покажемъ, что форма 
(а Ь ' ,  а") уже будетъ приведенная, если ] а" | ^  | а' |.

В ъ  самомъ деле, равенство D =  hn —  4а'а" можно будетъ перепи­
сать такт,

\ / Ъ  — Ъ'__ — 2а"
2а' ~  \/Ъ +  v '

Взявъ отъ обенхъ частей абсолютным величины, мы получимъ на 
основами (1)

\'2а'\ К

Откуда, съ одной стороны мы им'Ьемь

0 < 1 /В - Ь ' < \ 2 а ' \ ^ \ 2 а " \ ,  (4)

съ другой стороны на o c H O B a n i n  (3) можно будетъ написать

| 2a'r : <  j [//5 -(- //!; (5)

сравнивая съ (4), получимъ

V D  —  b’C \ y 'D  +  b',.

Это неравенство требуетъ, чтобы Ь' было роложительнымъ, и, значить, 
сопоставляя (4) и (5), получимъ
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О <  |/D — Ъ’<  | 2а' \ | 2а'|<  y/D  - f  V

и форма оказывается приведенной.

В ъ  ряде формъ (2) коэффициенты а', а", а"', . . . а(п), . . .  не
могутъ постоянно убывать но абсолютной величине, ибо существуетъ ко­
нечное число цфлыхъ чиселъ меньшпхъ даннаго | а' |. Такимъ образомъ 
мы видимъ, что долженъ наступить моментъ, когда будетъ иметь место 
неравенство

| а (н) j ^  | а(,1+1) |

и форма будетъ приведенная.

Наше теперешнее доказательство не отличается по существу огь до- 
казаннаго въ § 30. Изложенный сиособъ Gauss’a найти приведенную форму 
proprie-эквивалентную съ заданной имФетъ даже некоторое преимущество 
въ вычислительномъ отношении, не говоря уже о томъ, что получается 
одинъ и тотъ же пр1емъ для случая положительнаго определителя какъ 
и для случая отрицательнаго, не смотря на глубокую разницу двухъ теорш.

Недостатокъ этого npieMa тотъ, что приведенная форма можетъ по­
явиться раньше, ибо достаточное свойство | а,п) | ^  | а(,,+ ’) | вовсе не не­
обходимо для существо ваши приведенности формы.

§ 40. Какъ и следовало ожидать, начиная уже съ первой приведен­
ной формы все  следуюшдя будутъ приведенными. Дадимъ непосредствен­
ное доказательство этого нредложешя, не ссылаясь на непрерывный дроби. 
Покажемъ, что если форма ( « ,  Ь , а') приведенная, то и форма (а', Ъ', а"}. 
составленная по правилами § 39, нричемъ удовлетворено неравенство (1) 
§ 39, будетъ приведенная.

Прежде всего убеждаемся, что // >  0 .  Въ самомъ д еле пусть будетъ 
Ь' =  — б о | 2а' |. Покажемъ, что должно быть 8 ^ 1 .  Допустим'!, обрат­
ное 8 <  1 ,  тогда Ь' ^  —  Ъ и на основанш (5) § 33 получимъ

Ъ '^  —  6 < Х  —  \2а’ \,

что противоречить удовлетворенному нами неравенству (1) § 3 9 . Если мы 
къ Ь' прибавимъ |2а'|, то очевидно, получимъ число большее X т. е.

Х + 1 ^  —  Ь +  (8 +  1)| 2а'|,

отсюда
О < Х  4 - 1 —  Ъ ^ —  2Ъ +  (о 4- 1) | 2 а ' !,

или

О <с — Ь 4*
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Итакъ Ь’ число положительное.
На основаши (1) § 39 получается сразу первое y w i O B i e  приведен­

ности новой формы («', Ь', а")

]/Г> — Ь’ <\2а'\ ..

Перейдемъ теперь къ доказательству неравенства

| 2 a '| < j/ 5  +  b '.

Мы им'Ьемт. очевидное неравенство

(1 —  8)|2«'|< j//> —  Ъ

откуда нолучаемъ требуемое | 2а! | <  j

Итакъ, въ нашей цепи формъ за каждою приведенною сл-Ьдуютъ 
далее все приведенный. Эта цепь приведенныхъ формъ должна быть 
чистою першдическою, ибо каждый элементъ этой цепи вполне онреде- 
ляетъ рядомъ столице по обе стороны элементы.

Итакъ, нриведенныя формы даннаго определителя распределяются 
до перюдамъ.

Доказательство § 38 достаточно, чтобы считать справедливою сле­
дующую теорему.

Дв>ъ ргорпс-жвивалептнын прииеденнын формы положительного 
определителя принадлежать одному и тому оке пергоду. Двп, формы 
не могутъ быть ргорпе-эквивалентными, если они не принадлежать къ 
одному и тому ж е nepiody.

§ 41. Итакъ, мы видимъ, что у насъ получены все данный для ре- 

шешя вопроса объ эквивалентности двухъ формъ.

(а ,  Ь, с ) , (« !,  ft,, с,)

положите л ьнаго определителя. Составляемъ для каждой изъ заданныхъ 
формъ цепь contiguarum a parte ultima; если мы нридемъ къ разньшъ пе­
рюдамъ, то заданныя формы не эквивалентны: если же перюды будутъ 
одинаковы, то есть, будутъ состоять изъ техъ же приведенныхъ формъ, 
то заданный формы эквивалентны. Для составленья подстановки, перево­
дящей первую форму во вторую ищемъ ближайшую общую приведенную 
форму ( а , р , у ) . Придется перемножить подстановки цепи, переводянця 
первую форму (а , Ь, с) въ приведенную (а , р , у) и отъ последней вер­
нуться по второй цепи ко второй форме ( а , , blt  C j).

Лучше всего пояснить сказанное на примере.
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Требуется узнать эквивалентны ли формы

(3 6 0 , —  175 , 2 1 ) , (1 2 0 4 0 , — 10465 , 2274)

ч одного и того же определителя D  =  3 8 5 .

Составляемъ формы contiguae a parte ultima съ первой, получаемъ

(3 6 0 , — 17 5 , 2 1 ), (2 1 , 7 ,  — 4)

далее вдуть уже ириведенныя, образующая перюдъ изъ двенадцати сл е- 
дующихъ формъ

( -  4 ,  1 7 , 1 2 ), (1 2 , 7 , - 7 ) ,  ( - 7 ,  7 ,  12 ), (1 2 , 1 7 , -  4)

( -  4 ,  1 5 , 1 0 ), (1 0 , 5 ,  - 9 ) ,  ( - 9 ,  1 3 , 6 ) ,  ( 6 ,  1 1 , ^ 1 1 )

( - 1 1 ,  1 1 , 6 ) ,  ( 6 ,  1 3 , — !)), (— 9 ,  5 ,  1 0 ), (1 0 , 1 5 , -  4)

далее идетъ опять первая форма не pi ода.

Подстановки, пероводяпДя эти формы каждую въ следующую, суть

Проделаемъ то же самое для другой формы. 

Получаемъ цепь формъ

(1 2 0 4 0 , —  1 0465 , 2 2 7 4 ), (2 2 7 4 , — 3 1 7 9 , 1111),

(1111 , —  126 5 , 3 6 0 ), (3 6 0 , —  17 5 , 2 1 ).

Далее продолжать не надо, ибо последняя форма совнадаетъ съ пер­
вою заданною.

Соответственныя подстановки суть

Первая заданная форма, очевидно, переходить во вторую при помощи 
подстановки



или, что одно и тоже,

х  — —  7ж'-|- 3у', у — —  5х'-\- 2у'.

§ 42. Если найдены надежный правила для узнавашя эквивалент­
ности двухъ заданныхъ формъ положительнаго определителя, то гЬмъ са­
мыми решается вопросъ о представлении числа заданною формой. Реш е- 
nie буквально то же, что и для случая отрицательнаго определителя.

Лучше всего' пояснить дело на примере.
Требуется представить число иг =  7409 формой (21, 15 , — 7) опре­

делителя В  =  8Т З .
Исиытываемъ прежде всего, будетъ ли число В  квадратичными вы- 

четомъ числа 4иг, для этой цели пробуемъ решать квадратное сравнеше.

и2 =  813 (mod 29636), (1)
где 29636 =  4 .7 4 0 9 .

Раскладываемъ по таблице А >) число 7409 на простые множители 
7409 =  3 1 .2 3 9 . Сравнеше (1) распадается на три

и2 =  1 (mod 4 ) ;  п* =  813 =  7 (mod 3 1 ) ; и2 =  813 е е  96 (mod 239 ).

Второе сравнеше решается сразу по таблице индексовъ С . Полу- 
чаемъ п = 1 0 ,  21 (mod 3 1 ). Третье сравнеше иоложешемъ п — Ы  при­

водится къ и'2 =  6 (mod 239) =  ( ^ ( ^ д )  =  ( g jg )  =  ~  ( ^ )  =

=  1. Итакъ, третье сравнеше также решается. Применимъ къ 

нему способъ Коркина.
Надо решить сравнеше аз2 =  6(mod 239). Здесь я = 6 ,  q = 2, -Y = l 19, 

iVj =  59, т = 1 ,  о =  1 .

№ =  б"» (mod 2 3 9 ), xil =  6*> .

Составляемъ вычеты степеней числа 6

62 =  36 , 6* =  101 , 6s =  163 , 61в =  4 0 ;

дальше не надо идти, ибо 6 17 =  1 . Дело упрощается, ибо получаем ь 
В2 = 1  и 11 =  1 ; такъ что х  =  6G0 =  69 =  22 . Получаемъ п' =  2 2 , зна­
чить, п =  in' =  88 .

Итакъ, мы нриходимъ къ следующимъ сравнешямъ

и =  1 , 3(m od4); и = 1 0 ,  21 (mod 3 1 ); п =  8 8 , 151(m od289).

) См. таблицы въ концЪ книги.
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Удовлетворяя встЬмъ этимъ сравнешямъ но правиламт. § 1(1 гл. III, 
получимъ окончательно восемь решений сравнешя ( 1 ).

4 6 2 9 , 6 3 6 5 , 8 4 5 3 , 10189 , 1 9 4 4 7 , 2 1 1 8 3 , 2 3 2 7 1 , 25007

и, следовательно, восемь формъ

(7 4 0 9 . 4 6 2 9 , 723)

(7 4 0 9 , 6 3 6 5 , 1367)

(7 4 0 9 , 8 4 5 3 , 2411)

(7 4 0 9 , 1 0 1 8 9 , 3503)

(7 4 0 9 , 1 9 447 , 12761) 

(7 4 0 9 , 2 1 1 8 3 , 15141) 

(7 4 0 9 , 2 3 2 7 1 , 18273) 

(7 4 0 9 , 2 5 0 0 7 , 21101)

Чтобы решить вопросъ о представленш числа 7409 заданною фор­
мой надо будетъ решить вопросъ, эквивалентна ли заданная форма этимъ 
последними Если эквивалентность будетъ существовать, то подстановка, 
переводящая заданную форму въ эквивалентную

Р
7 ,  8

дастъ искомое представлеше

7 409 =  21 a2 -j- 15ау — 7д2. (3)

Такъ какъ заданная форма приведенная, то получаемъ ея першдъ 

(2 1 , 15 , - 7 ) ,  ( - 7 ,  2 7 , 3), (3 , 27 , - 7 ) ,  ( - 7 ,  15, 21), (21 , 27 , - 1 ) ,

С - 1 ,  27,  21).
Подстановки суть

причемъ последняя переходить въ первую при помощи подстановки ( ’ J . 

Составимъ для формъ (2) цепи eontiguarum.

I. (7 4 0 9 , 4 6 2 9 , 72 3 ), v7 2 3 , — 29 1 , 2 9 ), (2 9 , 1 , — 7 ), (— 7 , 27, 3 ).

Подстановки суть

II. (7 4 0 9 , 6 3 6 5 , 136 7 ), (1 3 6 7 , — 8 9 7 , 147), (1 4 7 , 1 5 , —  1 ), 
( - 1 ,  2 7 , 2 1 ) .
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Подстановки

III. (7409. 8453, 2411), (2411, — 3631, 1367), (1367, — 1837, 617),
(6 1 7 , -  6 3 1 , 161), (161 , —  1 3 , —  1 ), (—  1 , 2 7 , 2 1 ). 

Подстановки

IV. (7409, 10189, 3503), (3503, — 3183 , 723), (723, — 1155, 461), 
<461, — 6 8 9 , 257), (257 , — 339 , 111), (111 , —  105, 23 ), (23 , 13 , — 7),

( - 7 ,  1 5 , 2 1 ).
Подстановки

V. (7409 , 19447, 12761), (12761, — 19447, 7409),
(7409 , — 10189, 350 3 ).

Подстановки

VI. (7409 , 2 1 1 8 3 , 15141), (15141 , — 21183 , 740 9 ),
(7 4 0 9 , — 8 4 5 3 , 2411).

Подстановки
0 ,  — 1\ / 0 , - 1
1 , О Г  Vi; _ 2

VII. (74 0 9 , 23271 , 18273), (18273 , — 2 3 2 7 1 , 7409),
(7 4 0 9 , -  636 5 , 1367).

Подстановки
О, — 1\ / 0 , - 1
1 , о/ ’ Ч , — 2

VIII. (7 4 0 9 , 25007 , 21101), (2 1 1 0 1 , — 2 5 007 , 7409 ),
(7409 , —  4629 , 723) .
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Подстановки

Покажемъ теперь, какъ найти а и 7 , удовлетворяющая уравнение (3). 
Беремъ случай I и с.мотримъ, какъ можно перейти отъ формы (21, 1 5 ,— 7) 
къ форме (74 0 9 , 4 6 2 9 , 7 2 3 ). Ближайшая общая въ обеихъ ц-Ьпяхъ при­

веденная форма есть (— 7, 27, 3). Мы должны взять подстановку

переводящую форму (2 1 , 15 , —  7) въ (— 7 ,  2 7 ,  3) и далее надо взять 
въ обратномъ порядке обратныя подстановки случая I. Получаемъ

0 ,  —  1W—  2 ,  1\/-^-5 , 1\/ 3 ,  1\ /—  1 6 , —  5\
1 ; — 3/V—  1 , ОА—  1 , О А  _  1 , о/ 1 - 1 8 ,  — 6/

•Значить
а =  —  16 , 7 =  —  19. 

и, действительно, получается тождество

7409 =  21 .162 +  15.16.19 —  7.192.

Подобнылгъ лее образомъ другёе случаи даютъ

И. « =  15 2 , 7 = —  145

III. а =  51 , 7 = —  44

IV.
•

« =  —  99 9 , Т = 964

Остальные четыре случая не даютъ новыхъ р'Ьшеепй, ибо получаются 
р еш етя , отличающаяся только знакомь (— а , — 7) отъ четырехъ уже 
найденныхъ. Это обстоятельство происходить отъ того, что уже на треть- 
емъ звоне получается обратная форма одной изъ первыхъ четырехъ: такъ

что можно применит:, подстановку | ’ J , чтобы связать цепи четырехъ
0 ,  • 1

последнихъ случаевъ съ цепями первыхъ четырехъ.

Если мы продолжишь составлеше цепей формъ до появлешя при­
веденной формы, то мы убедимся, что все формы (2) proprie-эквивалентны 
форме (21 , 1 5 , — 7) и, следовательно, принадлежать къ одному съ нею 
классу.

Къ этому классу принадлежать, очевидно, все выписаниыя нами 
гопНциае.
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Характериымъ является iipucyxCTBie въ этомъ класс* обратных'!, 
формъ наприм*ръ,

(7409 , 4 6 2 9 , 723) н (7 4 0 9 , — 4 6 2 9 , 7 2 3 ). (4)

Мы найдемъ подстановку съ оиродфлителемъ +  1 , переводящую 
формы (4) одну въ другую, если доведемъ для об*ихъ формъ ц*пи соп- 
tignarum до общей приведенной. Съ другой стороны, очевидно, что формы 
(4) переходятт, одна въ другую при помощи подстановки

определителя —  1 . Итакъ, формы (4) таковы, что он* какъ proprie така, 
и improprie эквивалентны между собой.

Форма anceps.

§ 43. Теперь . мы должны оставить теорш формъ ноложительнаго 
оиред*лителя и обратиться къ н*которымъ важнымъ пунктамъ теорш, не 
зависящимъ оть знака определителя.

Въ предыдущем!, параграф* мы вид*ли прнм*ръ двухъ формъ, ко- 
торыя были эквивалентны какъ proprie такъ и improprie.

Остановимся несколько подробнее на этомъ случа*.
Пусть форма ( а , b , с) переходить въ форму ( « j , 5 , ,  Cj) при по­

мощи двухъ подстановокъ S  и Т , изъ которыхъ первая proprie-эквива- 
лентна, а вторая improprie.

Тогда очевидно, что первая переходить въ самое себя при помощи 
двухъ improprio-эквивалентныхъ подстановокъ

S T  ' и T S -1,
т. е. получаемъ теорему:

Если дв)ъ формы какъ proprie такъ и improprie эквивалентны между  
собой, то каж дая изъ нихъ сама себ)ъ improprie эквивалентна.

§ 44. Если вт, н*которомъ класс* формъ заключаются д в* обратный 
между собой формы (а, Ъ, с) и (а , — Ь, с), то каждая форма этого класса 
сама себе improprie-эквивалентна,

Въ самомъ д *л * , пусть будетъ (А , В ,  С) произвольная форма 
класса. Обозпачимъ черезъ S  proprie-эквивалентную подстановку, при 
помощи которой форма (.4 , В , С) переходить въ ( а , Ь , с ) , а черезъ 
S. proprie-эквивалентную подстановку, при помощи которой форм;! (.4, В , С) 
переходить въ ( а , —  b , с ) . Замечая, что ( а , b , с) переходить въ
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а ,  — Ь, с) при помощи подстановки ( ’ J получимъ, что форма 

(А . В , С) переходить въ самое себя при помощи подстановки

которая improprie эквивалентна, что и требовалось доказать.

Классъ, всп формы которою сами ream improprie эквивалентны на­
зывается aneeps.

Обыкновенно форма ( а . Ь с )  и ей обратная ( а , —  Ь , с) понадаютъ 
въ два различные класса, которые носятъ назван] е обратныхъ другъ от­
носительно друга.

Если обратные классы совпадаютъ въ одинъ, то этотъ классъ будетъ
aneeps.

§ 45. Классъ формъ примера, разобраннаго въ § 42, очевидно, an ­
eeps. Найдемъ improprie эквивалентную подстановку, переводящую основ­
ную форму (2 1 , 15 , — 7) самое въ себя. Лучше всего поступить такъ; 
возьмемъ обратную форму (2 1 , — 1 5 , — 7 ) ,  она не приведенная, ибо 
второй коэффищ'ентъ отрицательный.

Следующая contigua (— 7 ,  1 5 , 3) уже приведенная. Если мы возь- 
мемъ следующую последовательность формъ

(21, 15, - 7 ) ,  ( - 7 ,  27, 3 ), (3, 27, - 7 ) ,  ( - 7 ,  15, 21), (21, - 1 5 ,  - 7 ) ,

(21 , 1 5 , - 7 ) .

то подстановки въ произведено] дадутъ

О, —1\/0, —1\/0, — Ъ/ 0, lwl, 0\ /— 28, 9
1} — з/\ 1 , — 9'Ч , — 3'* - 1 , оАо, — 1/ 87, 28

и, действительно, непосредственное вычислеше иоверяетъ. что подстановка

х  =  —  28з? +  9 у'

у =  —  87 х' +  28г/

нереводитъ форму (2 1 , 15 , — 7) въ самое себя.

В ъ  нашей подстановке первый коэффищентъ ( — 28) и четвертый 
(-|- 28) одинаковы но абсолютной величине и разные по знаку. Это свой­
ство общее.
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Чеорема. Если гтргоргге-эквивалентная подстановка
С ;  Э

пере-

водитъ форму нъ самое свои, то ттетъ мпето равенство 8 = —  а .
Если форма переходить въ самое себя, то изъ формулъ (2) § 8 по­

лу чимъ
йа2 -f- йау -(- су2 = а (1)

кром'Ь того
2аар +  Ь(ад -|- j3y) 4- 2еуЗ =  Ь 

ад -  8*/ - —  1

(2)

(3 )

изъ (3) получаемъ fiy =  ад - j - 1 и нодставляемъ въ (2), тогда будете

аеф 4- Ьад 4* суЗ =  0 .

Это последнее и (1) можно будетъ переписать такъ

асф 4- 3(6а 4* СТ) =  0 , й(а2 — 1)4- у(5а 4" су) — 0 •

Исключая Ьа 4 - су полу чимъ

ару =  8(а2 — 1)

откуда на основами! (В) выходить

8 =  — а .

4j 45. Особенно важенъ случай формы, переходящей въ самое себя

у которой у =  0 .  Получаемъ тогда

а2 =  1 , откуда а =  ±  1 .
Будемъ называть формой anceps такую, которая переходить въ самое

себя при помощи подстановки ^  . Уравнение (2) въ этомъ случай

даетъ Ъ — а р , т. е. форма anceps есть такая, у которой второй коэффищентъ 
дйлится на первый.

Теорема. В ъ класть anceps существуетъ безчисленное множество 
формъ anceps.

Пусть некоторая форма F  класса anceps переходить въ самое себя

/«, ?\при помощи ппрорпе эквивалентной подстановки ( ), такт, что
VI ,  — а/

при помощи подстановки «,  Р\
7 > —  »/

а2 +  У ? = 1 -

Нокажемъ, что можно найти proprio эквивалентную подстановку

Р/ ’
переводящую F  въ искомую форму anceps Ф.
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Эта форма Ф переходить в-ь самое себя при помощи improprie экви­
валентной подстановки

которую можно будетъ написать окончательно такъ

7 (  Р« — рт !/. +  ( рр +  а р > ,  ( р а - р . у ) р  +  ( рР +  <*Р-)р\

\ ( _  va 4 - Х-ДХ - f  ( —  Vfl -  aX)v , (— vot 4  Х'()[х 4 -  (—  vp —  aX)p/

Для того, чтобы форма Ф была anceps, необходимо, чтобы третш 
коэффищентъ равнялся нулю, то есть

(—  va -(- Ху)Х (—  vp —  aX)v =  О
или

Х2*с —  2Xva — v2p =  0 :. (2)

Если у — О , то изслйдовате излишне, ибо сама форма F  есть anceps. 
Если же у не =  0 ,  то умножимъ на него (2) и примемъ во вниманзе

+  Рт =  1 •
Хгт2 — 2Xyva vca2 =  v2 ; (3)

v не равно нулю, ибо иначе на основанш (2) было бы у =? О.

Д-Ьлимъ на v2 y p a B H e n i e  ( 3 ) .  Получимъ (и>у — <*)* =  1 ,  гд-fe о> =  

Дал-fee им-Ьемъ шу —  а =  ±  1 или
Ом!: • Ч  ИНН.! О / ' Щ  n i  , Ы if 11 ■ i'V ,) i i ' • 1' IVI  О I I I I ' H (O v l  ) Д

X _  a ±  l 

v T

ВслЬдств1е эквивалентности подстановки числа X и v взаимно нро- 
стыя. Значить, для получешя ихъ достаточно при помощи сокращешя

7 Н— ]
привести дробь —-—  къ просгВ'ишему виду. Числитель и знаменатель

I

этой уже сокращенной дроби и будутъ давать X и v . Когда X и v найдены, 
то jjl и р получаются но уравнение Хр —  p.v =  1 .

Последняя формула даетъ безчисленное множество значений для р. 
и р по формуламъ

р. 4" кк , р -|- v/c

при произвольномъ к . Очевидно, что получится безчисленное множество 
форма, anceps, происходящихъ при помощи подстановки

р- +  Щ  _  А > 'Л / 1 Д
Vv, р 4  ъ )  \v, р Д о , 1/
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Hot эти формы получаются изъ одной. при помощи подстановки
1 , к\

) .  Сопоставляя съ § 21, мы замФчаемъ, что все ташя формы ап- 

ceps параллельны между собой.

Итакъ, существуетъ две системы параллельныхъ формъ anceps, опре- 
дйляемыхъ двумя пропорциями

)- ос — 1 К

V у  ’  V

а —  1

Применяя къ численному примеру § 47, получимъ

X  —  28-1- 1 9 X  —  28 -— 1  1
V — 87 ~  29 ’ V “  —  87 — 3

(
9 4\

99 | переводить форму (2 1 ,1 5 ,— 7) 

въ форму anceps (— 27 1 , — 271 , — 87).

Во второмъ случай подстановка ^  даетъ форму anceps (3, 27, — 7).

Уравнеше Pella.

§ 46. На основании соображешй предыдущихъ параграфовъ можно 
для формъ положительнаго определителя найти безчисленное множество 
подстановокъ, нереводящихъ форму вт. самое себя. Въ самомъ деле, 
пусть задана форма f. Составимъ цепь eontiguarum. Пусть S  обозначаетъ 
произведете всйхъ подстановокъ цепи, переводящихъ форму f  въ пер­
вую приведенную ® j. Обозначимъ черезъ 5* произведен1е всйхъ подста­
новокъ цйпи между первымъ появлетемъ формы cpi и ея к -(- 1-мъ иояв- 
лешемъ после к перюдовъ. Очевидно, что форма f  будетъ переходить въ 
самое себя отъ подстановки

ибо подстановка .8 переводить форму f  въ , подстановка оставляеть 
®! безъ перемены, а подстановка S~1 переводить обратно ®г въ f .

Различиымъ значешямъ к будутъ соответствовать безчисленное мно­
жество подстановокъ (1).

§ 47. Не ограничиваясь однимъ знакомь определителя разберемъ 
вопрось о пре об разовая in формы въ самое себя въ самомъ общемъ виде.
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Итакъ, пусть подстановка ( а ’ переводить 
\7 >;

форму ( а ,  Ь, с) въ

самое себя
аа2 4 -  hay -f- су2 =  « (1)

2аар 4" Ь(а8 4* j3y) 4~ 2су8 =  b

ао —  ру =  1 ( 3 )

изъ уравнетя (3) подставляема а8 =  1 4 -  ру въ (2)

аяр 4 - &ру 4 - суб =  0 . (4)

Решая уравнения (1) и (4) относительно двухъ величинъ аа 4 - by и 
су нолучимъ

что даетъ пропорцию

где рацюнальчое число и обозначаетъ общую величину отношешй. Полу­
чаема

Число и должно быть целое, ибо три числа а ,  Ь , е не имЪютъ об- 
щаго делителя, три же числа « — -3 , у , р должны быть ц’Ьлыя.

Разсмотримъ теперь число « 4 - 8

(а 4 -  8)2 =  (« — о)2 -)- 4«8 =  1)'2и2 4(1 4~ ру) =  Ь2и2 4  —  4аег«2 =  D m2 -f- 4 .

Обозначая а 4 - 8 =  t , получаема

Итакъ, задача привелась къ нахождение р-Ьшенш въ целыхъ числахъ 
I и и уравнетя (5), которое носить назвате уравнетя Pell’a.

§ 48. Если определитель D  число положительное, то уравнеше (5) 
47 должно иметь безчисленное число целыхъ реш ети, ибо каждая под-

а такихъ подстановокъ безчисленное множество.

Такъ напримеръ, мы найдемъ подстановку, переводящую форму 
(2 1 , 1 5 , — 7) въ самое себя, если перемножимъ подстановки

аа 4 -  Ьу =  «8, су — —- ар

« —  3 =  —  Ъи, у — ап , р =  —  с и .

t2 —  Du2 =  4 . (5>

переводящая форму въ самое себя, даетъ числа t и и ,
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A / о ,  - A / o ,  -A/0’ —  A / ° ,  —  A _
9Д 1 , —  3 / \ l, l A l  , 2 7 Л 1 , l/

/— 102 7 , 1064^

\— 3192 , — 3307/ '

Разделяя — 3192 на 21, получимъ u =  —  152 . Кроме того t =  a-\- 
-+- 8 =  —  1027 —  3307 =  — 4 3 3 4 . Итакъ, получаемъ р еш ете £ =  4 3 3 4 , 
u =  152 РеИ’ева уравнешя

£2 —  813w2 =  4 .

Подстановка найденная нами, imroprie-эквивалентна./— 28, 9\
\—  87 , 28/

Можно было бы ожидать, что получится proprie-эквивалентная подста­
новка черезъ возвышете въ квадратъ; но такимъ образомъ мы не придемъ 
къ р'Ьшеню уравнешя Pell’a, ибо квадратъ всякой improprie-эквивалент-

'1 ,  о\ной подстановки, переводящей форму въ самое себя, есть
О, 1

=  1 .

§ 49. Въ случай отрицательная определителя число р-Ьшетй урав­
нешя Pell’a будетъ конечное.

Если D =  —  cl, то уравнеше Pell’a будетъ иметь видъ

t2 4 *  du2 =  4 .

Если d >  4 ,  то очевидно, имеютъ место только 2 решен1я 

t — 2 , и =  0 ;  t =  —  2 ,  и =  0 .

Если d =  4 ,  то получаются 4 р еш етя

t — 2 ,  и =  0 ;  £ =  0 ,  и =  1

£ =  —  2 , и — 0 ;  £ =  0 ,  и =  —  1 .

Если d  =  3 , то получаются 6 решений 

£ =  2 ,  м =  0 ;  £ =  1 ,  it =  1 ; t =  1 ,  и =  —  1

£ — —  2 ,  и =  0 ;  £ =  —  1, it =  1 ;  £ =  —  1 , u .=  —  1 .

Случаи t £ = l ;  2 невозможны, ибо D  =  0 ,  l(m o d 4 ).

§ 50. Реш ая a — 8 =  —  Ъи, a - f-8  =  £ относительно а и 8 , получимъ 
подстановку

16
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t —- bu
, jii =  — cu

1 =  au , 8
/ -}- bu

Покажемъ, что для а и 8 получаются всегда щЬлыя значенья, т. е., 
что числа t — bu и t -f- bu, четньш. ' . — -

Если D  четное, то Ь четное, а на основанш уравнешя Pell’а и f 
четное. Если D  нечетное, то в с е  три числа t , Ъ , и нечетныя, или только 
одно изъ нихъ Ъ нечетное. Итакъ, всякому р-Ьшенпо уравнешя Pell’a со- 
отвРтствуетъ подстановка преобразующая форму въ самое себя.

§ 51. Итакъ, займемся р-Ьшещемъ уравнешя
р

' Р  — Du2 =  4 ( / )  >  О) (1)

въ цЬлыхъ числахъ. Если D  четное число, то какъ мы видели D =  i d ,  
где cl целое положительное число.

Число t должно быть четнымъ t =  2v и мы приходимъ къ решенао 
уравнешя

(2 )

Обращаясь къ разсмотр'Ьшю уравнен in (1) въ случай Т) нечетнаго, 
мы видимъ, что оно можетъ решаться въ нечетныхъ числахъ t и и  только 
тогда, когда D =  5 (mod 8 ) , ибо квадратъ всякаго нечетнаго числа сравнимъ 
съ единицей по модулю 8 (см. § 12 гл. V ).

Если же Z > = l( m o d 8 ) ,  то оба числа f и и  должны быть четными. 
Подставляя тогда t =  2 v , и =  2го, получимъ .

v2 —  D w 2 =  1 . (3)

Если Z ) = 5 ( m o d 8 ) ,  то нечетныя решешя уравнешя (1) не всегда 
возможны и, следовательно, когда так! я решенья невозможны, надо раз- 
сматривать четныя р еш етя , т. е. уравнеьае (3).

Резюмируя сказанное мы видимъ, что всегда р еш ете уравнешя Pell’a 
сводится къ уравнен1ю

х 2 —  D y2 — 1 . (4)

Только иногда, въ случае I )  =  5 (mod 4 ) ,  возможно нахождение не­
четныхъ р еш ети  уравнешя (1).

Разсмотримъ более подробно уравнеше (4) и скажемъ лишь несколько 
еловъ о решенш (1) въ нечетныхъ числахъ.
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§ 52. Перепишемъ уравнешо (4) § 51  такъ

получаемъ неравенство

Х- —  у D  =  --------
У y (x  +  y\/D)

показывающее (см. § 15 гл. X ), что величина -  должна быть подходящей
_  Л -  . . =  У

дробью въ разложенш ] / D  въ непрерывную.

Итакъ, пусть задано разложен]е

У 2 ) - « о  +  -  +  . . > +  j  ^
„ L

а„-1 r j - ----- )- . . .

причемъ мы знаемъ,что нерюдъ начинается со второго неполнаго частнаго ал.

х  _ х
Такъ какъ -  >  iZD , то за -  надо выбрать четную подходящую 

У У
дробь. Пусть будетъ •

ос =■ Р , , , у =  Q п ■

Р%гд^ п число четное. Согласно обозначешямъ главы X  дробь ^  есть та,
Чп

которая им'Ьетъ последнее неполное частное a » -i •

Итакъ, пусть Р„ и Q„ есть найденное р1зшеше у равненья Pell’a

P„2 - - W = l  •

Произведемъ сл'Ьдуюнйя выкладки

" V" '  Pn +  Q .V D  P.. +  QW D

=  Q-+1 (-Р> +  -  9»(Р«+1 +  ^+У Д ) =
Р„ +  QnVD

— Qn+\ —  ^*(P«+i Ч- QnVD) —

=  Qn+1 —  Q>.[<* H- Vp \ >

гд-Ь ц-Ьлое число a = P „ P « + i  —  Q„+\Q„I> ■

( 1)
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Последнее уравнеюе даетъ

Л  — Qn+i ~~ Q *a . (2)

Умножая на Р п и принимая во внимаше (1), получимъ

1 +  DQ,,2 =  Q„+iPn — QnP%a,
или

DQ%2 — QnPn+i — QnPna ,
то есть,

PQn =  P«+l P HCl . (3):

Умножая (2) на — у'D  и складывая съ уравнешемъ (3), получимъ

—  ]/D  (Р„ —  i/D  Q„) =  P „+1 —  Qn+l [/D  —  a(P„ —  Qny D )  

или иначе

P n+i -  Qh+ i \/D  +  ( j/ P  -  a)[P„ -  Q„ i/D)\ =  0 ,
откуда

P n + i  - j -  Р »(У Р  —  a) — \/D[Qn+i Qn{VD —  a )]  

или окончательно
. / j j  __ Р»-ц +  PniVD  —  «)

Qn+i +  Q,.( |/P — a)

Если ввести обозначете

то получимъ
У'Р —  а

; \/ D  =  а -1—

VD = Р»-Нш Рп 
Q .,+!<“ +  Q,,

Нтакъ, ю есть полное частное, представляющее величину всей не 
прерывной дроби, следующей посл-Ь неполнаго частнаго а„. Величина о> 
будегь, следовательно, положительною неправильною дробью, то ость

я =  [V Щ  =  яо, J/P =  «0 +  ^ .

Оказывается, что величина ш представляетъ правильную перюди- 
ческую часть разложешя и должна начинаться съ начала котораго нибудь 
изъ перюдовъ, то есть должна начинаться непременно съ неполнаго част­
наго а , . Если мы начнемъ съ иерваго появлешя а { , то получимъ

Р о = 1 ,  Qo =  <P
т. е. тривиальное ptuienie.
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Если мы начнемъ <о со второго появлешя а х, то получимъ настоя­
щее рйшеше

Р  и , Qn ,

которое будетъ наименьшее въ иоложительныхъ числахъ, ибо, если мы 
начнемъ ш съ третьяго и далыгЬйшаго появленья ах, то числа Р„ и Q,, 
будутъ уже больше. Такъ какъ п есть число звеньевъ въ перюдй не­
прерывной дроби, а это число мы предположили четнымъ, то перюдъ 
надо брать съ четнымъ числомъ звеньевъ, такъ что если въ перюдй не­
четное число звеньевъ, то надо брать всякш разъ появлете а, черезъ 
два перюда, пропуская по одному разу ал .

Такъ напримйръ, возьмемъ случай В  — 4 1 .
Разлагая въ непрерывную дробь, получимъ

1 / 4 1 = 6 ,( 2 ,  2 ,  1 2 ).

Для получетя наименыпаго рйшешя уравнетя ж2—  41г/2 =  1 при­
дется взять два перюда

откуда

Р  Р- ^ ± 1 = 6  2 2 12 2 2 12 — =  6 2 9 I 9 9 2
Vn+i Wu

P„ =  2049 , Q„ =  320 .

Въ конц'Ь книги дана таблица наименыиихъ рйшешй уравнен1я Pell’a 
для всйхъ значен1й В  до 100.

§ 53. Покажемъ, какъ по наименьшему положительному рйшенпо 
РеП’ева уравнешя получить вей остальныя его рйшешя.

Возвышая обй части уравнен1я

(ж - f  у У Р )(х  —  у V В )  =  1

въ некоторую степень п , гдй п натуральное число, получимъ 

(х  -|- у\/В)"(х  —  у У В )” =  1 .

Отдйлимъ ращональиую часть отъ прращональной въ выраженш

(х  “Ь У У Р)" =  -(- Г„| В
гдй

„  . п(п —  1) ,  . _  ,
Х„ =  х ” -(- — - хп “У Р  +  •■■'»

Т 7  ПГ„ =  -  X»- 1?/-
п(п —  1)(?г —  2)

1.2.3
x»~sysP  -|- . ,
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Х „ , Y„ суть целы я числа, удовлетворяющая уравнение

X J  - D V J ^ l  .

Числа Х „, Y„ дадутъ новое pfeiueHie въ ноложительныхъ числахъ 
РсИ’ева уравнешя. Если х ,  у были наименьшимъ р'Ьшешемъ, то покажемъ 
что числами Х„ и Yn исчерпываются все положительныя р еш етя  урав- 
н е тя  Pell’a. Доиустимъ обратное, что существует'!» р еш ете t, и , нричемъ 

t-\-u\/D  не совпадает!» съ (х у у [))". Такъ какъ (х  -)- у\/Т))" возра-

стаетъ съ возрастатемъ п ,  то число t, -j- v у 1) должно попасть между 

двумя последовательными значетями (х  -)- y ]/D )n

(х  -)- y ^ D )n <С t 4 - пу'D  ■< (х  -j- y i / D)n+l

умножая все три части неравенства на положительное число (ж —  у ] /D )n 
получимъ

1 <  (t +  и ]/Ъ )(х  — у\Т>)" <  х  +  у\/Ъ  

или, обозначая (t -j- u\^D)(x — y^D)"  =  I rty'D , нолучпмъ 

1 < 1  +  rty D  < -x Д- y ] /D .

что невозможно, ибо x ,  у есть наименьшее р еш ете.

§ 54. Обращаемся теперь иъ разсмотрЬнпо уравнеш'я

ж* —  D y2 =  4 .

въ нечетныхъ числахъ при условии D ~  5(mod 8 ). 

Пусть разлож ете числа j/D  будетъ

V ^  == «О, ) • • ■ ^и- 1 ч ,

где ш„ полное частное, имеющее, какъ известно, видъ

V  Т) +  ап
ш« = ------ О------ ,

р«

гд е « * , ри делыя положительный числа 
Получавмъ

_-Еп( Е D  -f- а„) Ч- р

Qn(]/ D  -f- ав) +  Р„(Зп-1

Сравнивая ращональную часть и иррацюнальную, получимъ 

! ‘п —  Q »<*u  +  Q n  -iPn

l)Q n - P„a„ ipi

(1)

(2)
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Умножимъ (1) на Р „ , а (2) на — Q„ и сложим!,, тогда получимъ 

P J - D Q S  =  ( - ! ) % .

Получается такое правило для р'Ьшешя уравнешя х 2 —  Dy2 — ±  4 
въ нечетныхъ числахъ:

1. Если среди чиселъ [3„ не встргъчается 4, то уравнение невозможно.
2. Если въ первый разъ появляется j3„ =  4 ,  то уравнение возможно, 

причемъ при п иечегпномъ возможны; оба уравнены х- —  Т)у2 =  —  4 , 
х 2— Dif- =  4 , а при п четпомъ только уравнение х2 — D y2 =  4 .

Я привожу въ конце книги таблицу Cayley рЬшешй х 2—  Dy2 — ±  4 
для воЬхъ значенш D  до 1000 .

§ 55. Въ §§ 48, 49 мы показали связь между р'Ьшетями уравнешя 
Pell’a и числомъ различныхъ подстановокъ, переводящихъ форму даннаго 
определителя Т) въ самое себя.

Въ случае отрицательнаго определителя число такихъ подстановокъ 
конечно и равно числу решешй РеП’ова уравнешя (см. § 49).

Посмотримъ, сколькими различными подстановками можно перевести 
форму f  въ ей эквивалентную /\. Если намъ одна такая подстановка S 
известна, то все подстановки вида

E S , (1)

где 1  переводить форму f  въ самое себя, будутъ, очевидно, также пере­
водить f  въ f x .

Покажемъ теперь, что обратно всякая подстановка S , , переводящая 
форму / въ f x им'Ьетъ видъ (1). Въ самомъ д'Ьл-fe, подстановка StS~l остав- 
ляетъ безъ перемены функцт f , ибо первый множитель переводить f  въ 
f t ,  а второй S~l возвращаеть обратно къ форме f . Итакъ, S',S~l =  2 ,  
откуда S1S 1S = 1 S  или &, =  - 5 ,  что и требовалось доказать.

§ 56. Докажемъ теперь теоремы, приведенный въ §§ 1, 2.
Разсмотримъ представлеше простого числа р  формой х2 -f- у2 =  ( 1 , 0 ,  1) 

определителя —  4 .
Должно иметь место сравнете

п2 = —  4(m od 4p ) . (1)
полагая п =  2м', получимъ

п’2 =  —  I (mod р ) .

Для того чтобы это сравните было возможно, необходимо

то ешь простое число р  должно быть вида 4Л 4- 1 .
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Сравнеше (1) и м е е т  два корня и, и п2 и мы получаемъ две формы

( Р , «1 , h ) ,  (Р , п2> h )  ■
На OGHOBaHin соображений § 14 мы имеемъ въ данномъ случае только 

одну приведенную форму ( 1 ,  0 ,  1 ) , такъ что все  формы определителя 
— 4 образуютъ одинъ классъ и все эквивалентны между собой. Отсюда 
мы видимъ, что сущ ествую т подстановки переводящш форму ( 1 ,  0 ,  1) 
въ обе формы ( р , и , ,  Zj), ( р , п2 , 12) . Принимая во внимаше, что число 
решенш уравнешя Ре] Га въ данномъ случае есть 4, нолучаемъ макси­
мальное число сказанныхъ подстановокъ 4.2 =  8 .  Значитъ таково должно 
быть максимальное число представленш числа р  формой (1 ,  0 ,  1 ).

Съ другой стороны, по одному представленш х , у числа р  формой 
х2 у2 получимъ 8 другихъ

( ± х ,  ± у ) ,  ( ± у ,  ± х ) .  (2)

Другихъ представлешй, следовательно, быть не можетъ. Но такъ какъ 
при возвышен]н въ к вад р ат  знаки х  и у  не играю т роли, то приходится 
все  8 представленш (2) считать за одно, и теорема Euler’a доказана.

Подобнымъ же образомъ докажемъ теоремы § 2.

Композита формъ.

§ 57. Мы упомянемъ теперь объ одномъ изъ важнейшихъ открьшй 
Gauss’a въ теорш квадратичныхъ формъ, открыли, которое было прообра- 
зомъ позднейшей теорш умножешя идеальныхъ чиселъ. Lejeune-Dirichlet 
и позднейпде авторы значительно упростили теорпо Gaoss’a.

Gauss устанавливает взглядъ на классы формъ даннаго определи­
теля, какъ на абелеву группу относительно некотораго действ1я, которое 
онъ назвалъ композицией формъ.

Две формы (a l5 &i, сг) и («2 , Ь2, с2) одного и того же определи­
теля мы назовемъ согласными, если обшдй наиболышй делитель трехъ

Ъ | — Ьо , гт & I ~Г" 2̂ . ^чиселъ а , ,  а2 , С)—  есть 1. Число — -— £ , конечно, всегда целое, ибо

на основанш равенства определителей обеихъ формъ получается одина­
ковая четность вторыхъ коэффищептовъ Ъ\, и Ъ2 .

Возьмемъ произвольно два класса формъ К 1 и К 2 .

Покажемъ, что можно выбрать на безчислеиное множество сиособовъ 
по одной форме изъ каждаго изъ этихъ классовъ такъ, чтобы эти две 
формы были согласны. Беремъ произвольно форму {а { , , сх) изъ класса 
К 1 . Беремъ также произвольную форму (а Ь ' ,  с') класса К 2 . В с лед с т о
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ея примитивности (см. § 7) можно подставить такая значешя х  и у ,  чтобы 
форма (а Ь ' ,  с') давала число взаимно простое съ я , . Въ самомъ деле, 
разложимъ а, на простые множители и пусть одинъ изъ этихъ множите­
лей будетъ р .

Такъ какъ форма (a', i r, с') примитивная, то по крайней м ере одинъ 
изъ коэффищентовъ не делится на р . Если этотъ коэффищентъ есть а', 
то мы возьмемъ х =  1 (mod р) у =  0 (mod^p); если она. есть V, то возьмемъ 
х  =  1 (modj?) 2/Esl(m od^)); если онъ есть с', то возьмемъ x = 0 (modp) 
у =  1 (mod|>). Если мы проделаемъ то же самое относительно другихъ 
простыхъ множителей q , ?, . . .  числа а х и удовлетворимъ всЬмъ написан- 
нымъ сравнешямъ, то получимъ значешя х н у ,  даюпця форме значеше 
а2 взаимно простое съ ах . Делаемъ подстановку, чтобы форма (а’, Ъ', с1) 
перешла въ эквивалентную (а2, Ь2, с2) , имеющую первый коэффищентъ 
а 2 взаимно простой съ а х . Очевидно, что формы (я1; Ъх, сх) и (я2 , Ь2, с2) 
согласныя.

Итакъ, если взять согласныя формы ( я , , Ъх, ех) ,  («2 , Ъ2, е2) то можно 
найти число В  удовлетворяющее тремъ сравнешямъ

далее

В =  Ъх (mod2a j) ,  б2 (mod 2я2) , B 2= D  (той. 4:axa.s) . (1)

Въ самомъ деле, изъ первыхъ двухъ сравнешп получимъ 

(В  —  ЪХ)(В  —  Ь2) =  0 (mod i a xa2) ,

В 2 —  (В  —  ЬХ)(В  —  Ь2) =  D  (mod 4 а,я2)

или окончательно

1̂ +  2̂ -0 _+_6i&2 (mod 2^ 03) .

Число целое вследщдае одинаковой четности трехъ чиселъ

2 ) ,  Ьх, Ь2 .

Для нахождения числа В  придется удовлетворить тремъ сравнешямъ 
первой степени

а2В ^  а2Ьх (mod 2«,я2) , а хВ  =  ахЬ2 (mod 2аха2)

(2)

Покажемъ прежде всего, что они совместны между собой. Еслп мы 
исключимъ В  изъ первыхъ двухъ, то получимъ Я]Я2 (Ъх— b2) ~ 0  (mod 2аха2), 
что, действительно, им'Ьетъ место, ибо число Ьх —  Ь2 четное.
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Подобнымъ же образомъ проверишь совместность перваго съ третьимъ.
Птакъ, долженъ существовать одинъ классъ чиселъ В  по модулю 

2 а ,а 2 , удовлетворяющие сравнсш'ямъ (2), а, следовательно и сравнешямъ (1).

Подбираемъ \) три целыхъ числа ; ,  т), С тагая, чтобы было 

«,Е +  а2т( - f  С =  1 .

Получпмъ

В  =  a f i f i  -f- ajftjTj -j- AAl-AA? r (mod 2а г a 2) .

§ 58. На основанш третьяго сразнешя (1) § 57 число В 2—  D  д е­
лится на 4 a xa2. Обозначимъ черезъ С результатъ этого деленёя, такъ 
что D — В 2 — 4 а {а 2С .

Въ классе К у существуетъ форма ( а , ,  В ,  а2 С) параллельная на 
основание перваго сравнения (1) § 57 форме ( а , ,  Ъ{ , сг) , а во второмъ 
классе К 2 форма (ч2 , в , а, с).  Gauss’oBa композищя формъ основана на 
тождестве

( « Л 2 +  В х ,у  1 +  а2Су12)(а2х 22 +  В х 2у2 -\- сцСу22) =

=  ала2Х 2 + B X Y + C Y 2, (1)
где

X  =  х хх 2 Oyiy2 , Y  =  — [(2aiXj -)- By х)у2 ~f- (2а2х2 -)- В у2)у̂ \ .

Проще всего проверить справедливость тождества (1), если сначала 
проверить такое тождество

[2«1г 1 +  {В  -)- \/D)y Х\\2а2х 2 -(- ( В J/ D )y2] =

=  2a1a2X +  ( B + y D ) Y  . (2)

а потомъ тождество (2) умножить на сопряженное съ нимъ, то есть, полу­

чающееся изъ него черезъ замену -|- j/ D на — j/ D .

*) Если даны три числа а, Ъ, с, то можно подобрать три цЪлыхъ числа ж, y,s 
такимъ образомъ, чтобы было

Ч Х  -\ - b y  -\ - CZ =  |J.

гд'Ь у есть обшДй наибольшш делитель а, Ь, с. Пусть наибольший общей дЬлитель 
чиселъ а и Ь будетъ v , тогда при помощи алгориема Эвклида мы получимъ два 
цЪлыхъ числа и и. if такихъ, чтобы было an -f- b v  =  v . Такъ какъ общш наиболь- 
mifl Д'Ьлитель v и с есть то мы получаемъ числа t и г такъ, чтобы было 
vf +  cz =  р.. Окончательно ж =  ut, у =  ol.
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Форму (а}а2, В , С) согласно Gauss’y называютъ происходящею отъ 
композицш двухъ задапныхъ (eq, 5 , ,  щ) и (п3 , Ь2 , е2) •

Замечательно, что если формы подлежащая композищи пробФгаютъ 
два опрёд'Ьлеиныхъ класса К 1 и К 2 , то форма получающаяся въ резуль­
тате композищи будетъ пробегать вполне определенный классъ К а . Не 
останавливаясь на доказательстве этого предложения отошлемъ читателя 
къ литературе вопроса.

Gauss. Disquisitiones arithmeticae §§ 234— 244.

Lejeune-D irichlet. De formarum binarium seenndi gradns compositione 
1851. Ges. Werke Bd. И, S. 105 -1 1 4 .

Dirichlet-Declekincl. Vorlesungen uber Zahlentheorie, 4 Aufl. § 145,

Mertens. Ueber die Komposition der binaren quadratischen Formen 
1895 Sitnmgsb. d. Wiener Akademie Bd. 104.

Dedekind. Ueber binare trilinoare Formen. Crolles Journ. Bd. 129. 1905,

Weber. Ueber die Komposition der quadratischen Formen. Getting. 
Nachr. 1907.

1. de Seguier. Formes quadratiques et multiplication complexe. Ber 
lin 1894.

Weber. Lehrbuch der Algebra Bd. 111.

Bernais. Ueber die Darstellung von positiven ganzen Zahlen durch 
die primitiven binaren quadratischen Formen einer nicht quadratischen 
Diskriminante. Gottingen (Diss.) 1912.

Ha ocuoBanin сказаннаго мы виднмъ, что композицтя формъ даетъ 
въ сущности композицио классовъ, которую можно обозначить символи­
чески

А', К 2 =  К л .

Нокажемъ, что классы образую'гь относительно композищи абелеву 
группу.

Коммутативный и ассощативиый законы, очевидно, имФютъ мФсто. 
Остается только убедиться въ существовав in единицы группы и обратпаго 
элемента.

Очевидно, что групповой единицей будетъ тотъ классъ А'0 =  1 , въ 
которомт, представляется формой число 1. Возьмемъ л2 =  I , тогда мы 
замФчаемъ, что форма (alt И, С),  компонированная съ (1 , В.  a l С) 
даетъ (« ,,  В ,  (!),  т. о. К 1К 0 =  К 1.

Обратный классъ для класса, къ которому принадлежитъ форма 
( а , Ь , с ) , будетъ тотъ, въ состав ь котораго входить обратная форма



252

( а .  — Ь, с) или proprie-эквивалентная съ нею форма (с , Ь, а ) .  Очевидно, 
что отъ композицш формы ( а ,  Ъ, с) съ формой (с , Ь, а) получается 
форма (ас ,  Ь,  1 ) , принадлежащая къ единичному классу. Итакъ, обрат­
ный элементъ нашей группы есть тотъ обратный классъ, о которомъ мы 
говорили въ § 43.

Основанья теорш группъ, пзложенныя нами въ главй VI, показываютъ, 
что существуетъ только одинъ классъ, представляющий единицу группы. 
Этотъ классъ следуя Gauss’y называютъ главнымъ. Мы его будемъ обоз­
начать знакомъ 1 .  Подобнымъ же образомъ для каждаго класса К  суще­
ствуетъ одинъ ему обратный К ~ '.

Классъ anceps А  совпадаетъ со своимъ обратнымъ т. е.

§ 59. Мы обозначаемъ композицию классовъ знакомъ алгебраическаго 
умножешя. Gauss употреблялъ для этой цйли знакъ сложешя, такъ что 
вмйсто А 2 онъ писалъ A  -j- А =  2 А , поэтому, слйдуя его терминологш 
говорятъ и теперь, что классъ А 2 происходить отъ удвоетя класса А . Ра­
венство (3) можеть быть высказано на словахъ такъ: классъ anceps есть 
тотъ, который при, удвоети даетъ главный.

Если мы будемъ удваивать классы не anceps, то будутъ получаться 
классы, не совпадающее съ главнымъ.

Совокупность классовъ anceps образуетъ подгруппу, ибо изъ А - =  1 , 
М[2 =  1 получается ( ААХ)2 — 1 .

Обозначимъ черезъ g  индексъ этой подгруппы S t , тогда вся группа 
классовъ разбивается на g сопряжеиныхъ системъ

Покажемъ, что классы (2) образуютъ группу.

Для этой цЕли покажемъ, что вей они различны, ибо если К 22 =  К {2, 
то (К гК I-1 )2 =  1 ,  то есть К 2К ~ 1 — А , гдй А есть anceps. Мы получа- 
емъ К 2 =  А К Х, что невозможно, ибо, раскладывая на сопряженный си­
стемы, мы предполагаемъ, что К 2 не заключается вь системй .

Группа (2) порядка g есть, очевидно, некоторая подгруппа @ группы 
классовъ съ индексомъ т.  Разобьемъ всю группу классовъ на сопряжен­
ный системы относительно подгруппы @ .

(1)

Удваивая классы (1) получаемъ классы

(2)

(3 )
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Системы (3) Gauss называетъ родами  (Genera) формъ, причемъ под­
группу @ называетъ главнымъ родомъ.

Обозначая черезъ h число вс'Ьхъ классовъ, а черезъ г число клас- 
совъ anceps, получимъ на основанш (1) и (3).

h =  ig — gm

откуда г =  т т. е. число родовъ равно числу классовъ anceps.
Оказывается, что число родовъ ингЬетъ всегда видъ 2и, гд-fe ;х целое 

число, зависящее отъ числа иростыхъ множителей входящихъ въ составь 
определителя D .

И



Общая теор1я алгебраическихъ чиселъ.

§ I . Если мы обратимъ внимате на простейшее поле, поле ращоиаль- 
ныхъ чиселъ, то мы замечаема., что числа его распадаются на две кате- 
горш: числа цплыя и числа дробный. ЦГлыя числа суть те , надъ кото­
рыми оперируетъ главнымъ образомъ элементарная теория чиселъ. Числа 
дробныя происходить отъ делсш я чиселъ п,+>лыхъ.

§ 2. Оказалось важнымъ и необходимымъ сделать нечто подобное 
для произвольнаго числового ноля. Kronecker называетъ lntegritatsbereich 
■совокупность чиселъ поля, который можно назвать по аналогш съ pau,io- 
нальнымъ полемъ цплыми числами поли. lntegritatsbereich надо подо­
брать такимъ образомъ, чтобы возможно большая аналогия связывала но­
вый ц1злыя числа съ элементарными ращональны.мн целыми числами. 
Остальныя числа поля, который можно называть дробными, должны полу­
чаться изъ ц1злыхъ черезъ делешс.

Особенно важнымъ оказалось разсмотреше алгебраическш ъ полей 
(глава V II) и, следовательно, разсмотреше, такъ называемыхъ чиселъ 
цплыхъ алгебраическихъ.

Не сразу было найдено въ науке современное определите понятая 
о цЬломъ алгебраическомъ числе. Должны были предшествовать изследо- 
ванiл, выяснишшя важность новаго понятая и давняя возможность шагь 
за шагомъ придти къ nocTpoeiiiio его.

Первый шагь введешя чиселъ алгебраическихъ сделанъ был ь Gauss’oMi,, 
который сталъ разсматривать цплып комплексный числа вида.

А  -Г В  г ,

где i = y  —  1 ,  а А н В  обыкновенный цЬлыярацшнальныя числа. Gauss, 
очевидно, разематривалъ поле, получаемое отъ ирисоединошя къ ращо- 
нальному полю корня г алгебраическаго уравнешя i2 -\- 1 =  0 .

Г Л А В А  XII.
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Следуя Ga.nss’y, надо считать элементы

х  - f  nj

этого поля целыми, если х н у  числа ц'Ьлыя, и дробными въ обратному 
случае.

Такъ наприм'Ьръ, для Gauss’oBa ноля число 2 +  3 i есть целое, тогда 
3 1

какъ число j  -f- -  г дробное. Gauss ввелъ ц'Ьлыя комплексный числа, имея

вполи'Ь определенную цель, обобщить данный имъ законъ взаимности съ 
квадратичныхъ вычетовъ на вычеты четвертой степени или, какъ онъ на­
зывал!., на биквадратичные вычеты. Gauss заметилъ, что нельзя провести 
настоящей аналопи, если остаться при прежнихъ ЩЬлыхъ ращональныхъ 
числахъ.

Ganss’oBbi числа обратили на себя особенное внимаше математиковъ. 
Eisenstein доказал и ОставшШсЗГу 'Ganss’a не доказанными, во вс'Ьхъ частяхъ 
законъ взаимности для биквадратичныхъ вычетовъ. Онъ далъ, основываясь 
на небольшой заметке Jacobi, законъ взаимности для кубическихъ выче­
товъ, для чего пришлось разсматривать поле чиселъ

. .;ьДД; ч;
Х +  а у

где х  и у., ращональныя числа, символъ же а определяетъ мнимый корень 
уравнешя а3 — 1 =  0 .

Lejeune-Dirichlet еще более обратилъ внимаше математиковъ на 
пользу введешя чиселъ алгебраическихъ своими знаменитными изследова- 
шями о квадратичныхъ формахъ съ мнимыми (Ganss’oBbiMii) коэффищен- 
тами.

ДальнЬйшш толчекъ въ пользу reopiti чиселъ алгебраическихъ дали 
знаменитыя изслЬдоватя К и т т е г ’а о задаче Ferm at’a, упомянутой въ 

-§ 34 главы I. Kiimmer’y приходилось обобщить Gauss’a  и Eisenstein’a въ 
въ томъ смысле, что онъ разсматривалъ поля, получаемыя отъ присоедн- 
иешя въ рацюнальному полю корней двучленныхъ уравнений

х п —  1 =  0 .

Тутъ Кптш ег’у помогли гетальныя изследовашя Ganss’a, пзложен- 
иыя подъ назвашемъ дплетл круга въ его „Disquisitiones arithmeticae11.

Съ техъ  порь поля, получаемыя отъ присоединешя корней двучлен­
ныхъ уравнений, называются полями дплетя круга.

3. Когда желали обобщить изследовашя указанныхъ авторовъ на 
случай ироизвольнаго алгебраическаго поля чиселъ

«о -Ь “ хж +  4 х2 +  • • • -Ь а *- !# "-1 (1)

тогда сначала было дано такое определите ц'Ьлаго числа въ это.мъ поле:
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Число (1 ) будешь цгьлымъ числомъ п оля , если всп рацгоналъны е  
■коэффицгенты а0 , а 1, . . .  a„_i суть числа цплы я рац гоп алъны я.

Хотя получились хорошая обобщения, но вскоре обнаружилось, что 
указанная такимъ образомъ совокупность ц'Ьлыхъ чиселъ не можетъ счи­
таться настоящимъ Integritatsbereich’oMb поля.

По терминолоии Dedekind’a получается такимъ образомъ порядокъ  
въ поли  (Zahlring), который только въ изв'Ьстныхъ случаяхъ совпадаетъ 
съ настоящимъ Integritatsbereich’oMB.

Оказалось, что въ случай квадратичнаго поля, а также поля д’Ьлешя 
круга это совпадете им'Ьетъ М'Ьсто.

§ 4. Чтобы дать настоящее определение, ныне принятое, целости ал­
гебраическаго числа, надо разсмотреть ypaBHenie, которому оно удовле- 
творяетъ.

Такъ, напримеръ, Gauss’oBO число х  =  4 -f- го удовлетворяетъ урав- 
нешю (х  —  4 )2 -f- 52 =  0 , или что одно и тоже

х г —  8а; -f- 41 = 0 .

Оказалось, что для „цгълостии алгебраическаго числа характерна не- 
це.тость его коэффищентовъ, а равенст во единицп  старшаго коэффищента 
уравнения, которому оно удовлетворяетъ, при цплост и другихъ коэффи­
щентовъ этого уравнешя.

Перейдемъ поэтому къ нзложент настоящей теорш целыхъ алге- 
браическихъ чиселъ.

§ 5. Всякое рацгоналъное число можно разсматривать какъ корень 
уравнешя первой степени.

а0х  +  а, =  О

съ целыми коэффищентами а0 и а2 ; если коэффищентъ а 0 при неизвест- 
номъ х  есть единица, то х  обращается въ целое число.

§ 6. Мы повторимъ, что алгебраическимъ числомъ называется всякш 
корень уравнешя

а0х» -}- aiOC"-1 +  а2х п~2 -\- . . .  -f- а п- хх  -f- ап =  О

где коэффищенты а0, а 1; а 2, . . .  a H- i ,  а п суть числа целыя. Эти коэффи­
циенты можно считать не имеющими общаго делителя.

Если коэффищентъ «0 при старшей степени есть единица, то корень 
х  уравнения носить назваше цплаго алгебраическаго числа.

§ 7. Целыя алгебраичесшя числа заключают!,, какъ частный случай, 
обыкновенныя целыя числа. Эти последшя мы будемъ называть поэтому 
цгьлыми рациональными числами.



Можно доказать, что если цгьлое алгебраическое число есть ,рацио­
нальное, то оно будетъ цплымъ рацюпалънымъ.

и
Въ самомъ д'Ьл'Ь, пусть х  — - ,  где и н о  суть взаимно простыл ц'Ь- 

лыя ращональныя числа, удовлетворяетъ уравнешю

х " -f- агх ” ' -j-..a2x”~'2 -f-: . . . -)- ап =  0 ,

где я , , «2) ••• я* Ц'Ьлыя ращональныя числа; получаемъ 

м" -f- a xuH~lv -f- а2и“-*1>2 anv” =  0 .

Отсюда видимъ, что всякш простой делитель числа v долженъ вхо­
дить множителемъ въ число и", а, следовательно, и въ число и . Итакъ, 
мы видимъ, что х  не должно иметь другого знаменателя v кроме единицы.

§ 8. Сумма, разность и произведете двухъ цгьлыхъ алгебраическихъ 
чиселъ есть т акж е цгьлое число.

Пусть' два числа а и (3 определяются- уравнен!ями

- f  а^_1« -J- =  О

Pv -|- • • . Ъ-i. i<* -|- Ь., =  0 .
( 1)

Обозначймъ черезъ m одно изъ трехъ чиселъ a -f- j3, а — ,3, а|3.
Положимъ uv =  т  и разсмотримъ т  величинъ

ilivl !' ' г*'-. '• ' ' •'
аг$8

' r = s V , 1 , 2 , . . . 'р  — 1 ; .9 =  0 , 1 , 2 , у—  1 .

Пусть эти величины будутъ-

(Ut , ш2 , соа , . . .  ш,п. (2)

На' основании уравнении (1) можно будетъ представить иронзведешя

СОЮ j , ОК«2 , СОСО* ,  . . .  №<Йга

линейно черезъ величины (2), т. е.

ШШр =  ср poj +  Ср,2Ч>2 +  • • • Ср,тшт (3)

(р =  1 , 2 , 3 ,  . . . т ) ,

гд-Ь <‘м  суть целыя ращональныя числа.
17



— 258 -

Исключая изъ уравнешй (3) числа со,, ш2 , • • • °>т, получимъ

с1.1 'й > е1.2 t ■ • • С|,т
' : 1 ■ • | • • ! ' 1 1 . • '• • I  ̂ ! /  ’ ' i , . ;

сал > <’а,2~_<и > • • • с»,»*

•̂n.l | ŵi,2 1 * • «.Сшт <0 j

Это уравнеш'е въ раскрытомъ виде будем

ю’» +  6> з« - 1  4 - 6 > “ ~ 2 6^  =  0 ,

где G’, , С2, С3 . . . Ст суть целыя рацюналышя числа.
Итакъ, мы видимъ, что ш есть целое число.

§ 9. Е сли  въ уравнеш й

Ж’ 4 - а1х''~1 4* • • • +  а-,-1% 4-  «> =  0 ( 1 )

псп коэффициенты <*j, а2, . . .  а., суть цгьлыя алгебраи чески  числа, то 
и х  будет ъ цплое алгебраическое число.

По предположение числа ос,, а2 , . . . av удовлетворяютъ известным и 
уравнешемъ съ целыми коэффициентами. Обозначимъ совокупность этигь 
уравнешй черезъ £ .

Подставимъ въ левую часть уравнешя ( 1 ) всевозможныя комбинат'и 
корней этихъ уравншпй £ и нсремножимъ полученныя выражешя. Полу- 
чимъ уравнеше, въ которомъ въ первой части будетъ целая функщя отъ 
х  съ коэффищентомъ равнымъ единице при высшей степени х .  Осталь­
ные коэффищенты будутъ симметричееюя фуякцщ отъ корней всехъ  урав­
нешй 2 .  Очевидно съ одной стороны, что эти коэффищенты выразятся 
рационально черезъ коэффищенты уравнешй £ ,  т. е. будутъ числами 
рацшнальными; съ другой стороны, эти коэффищенты суть целыя симме- 
тричесшя функщи отъ корней уравнешй £ ,  т. е. отъ целыхъ алгебраи-
ческихъ чиселъ, следовательно, они будутъ целыми алгебраическими.
числами. Итакъ мы видимъ, что эти коэффициенты суть целыя рацгональ- 
ныя числа. Значим х  будетъ целымъ алгебраическимъ числомъ.

§ 10. Если уравнен1е F(x) =  0 , которое определяем целое алгеб­
раическое число а приводимо въ ращональномъ ноле, то будетъ суще­
ствовать неприводимый множитель f(x )  съ ращональными коэффициентами, 
который имеегь корнемъ а . Уравнеше

f(x )  =  О
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X" -i-pjX”- 1 -\-piX' ' - 2 -f  . . . +  р« =  0 ,

где p t , р2 , . . . р п числа рацюнальныя.
Каждый изъ корней я уравнетя F (x) =  0 ,  есть целое алгебраическое 

число, следовательно, корни уравнетя f(x )  =  0 суть числа целый, ибо 
эти корни суть некоторые изъ корней у равненья F(x) =  0 .

Коэффициенты р |, р2 , . ■ , р„ получаются изъ корней только при по­
мощи дейетвш сложенья и умнбжетя. Следовательно, эти коэффищенты 
должны быть целыми алгебраическими числами; но эти коэффищенты 
числа ращональныя, следовательно, они суть целые рацюнальные. Мы 
приходимъ къ теореме.

Всякое цгьлое алгебраическое число есть корень неприводимаго урав­
нения съ цгьлыми рациональными коэффициентами причемъ коэффицгентъ 
при старшей степени равенъ единица.

Пазовемъ для сокращешя примарною целую функцио съ целыми 
коэффищептами, у которой старшШ коэффищентъ равенъ единице.

[Гоиутно получаемъ доказательство знаменитой теоремы Gauss’a.
Рациональный >) дплитель примарпой функции съ коэффицгентомъ 

равнымъ единица у старшего члена еш ь  функция примерная.

§ 11. Всякое алгебраическое число со можетъ быть умноженгемъ на 
никоторое натуральное число обращено въ цплое алгебраическое.

Если алгебраическое число ш не целое, то оно удовлетворяегь урав­
нен) ю

и>«4 . 4 ,< о«-Ч - . . . + 4  =  0 , ( 1 )

где рацюнальные коэффициенты .4 ,,  .42 , . . . А„ не все целые. Обозна­
чая черезъ а общаго знаменателя вс/Ьхъ дробныхъ коэффищентовъ, можно 
представить уравнеше (1 ) въ такомъ виде

(аш)” + . +  a(aw),,_l +  A2a2(ats>)n ~i +  . . . +  + ,а "  =  О 

и, следовательно, число пы будетъ цзлымъ алгебраическимъ.

§ 12. Ее,ли целое алгебраическое число а есть произведете двухъ 
целыхъ алгебраическихъ чиселъ р и у, т. е. а =  ру, то говорить, что 
число а дгьлится на число р , а число р называютъ множителемъ пли 
дгьлителемъ числа а , или иначе, говорить, что число р входить множи­
телемъ вч. число а . Если мы целый алгебраическгя числа но подвергнемъ

‘) Съ ращональнымн козффнщеитпмн.
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никакимъ ограничешямъ, то у насъ не получится аналогш сь Teopiefi де­
лимости н'Ьлыхъ рацшнальныхъ чиселъ.

Въ самомъ деле, если а целое алгебраическое число, то очевидно,, 

что и j/ а  будетъ ц'Ьлымъ алгебраическимъ числомъ. Съ другой стороны 

] /а  будетъ д'Ълителемъ числа а ,  и значить, въ общей области вс'Ьхъ чи­
селъ алгебраическихъ существуетъ неограниченная разложимость на мно­
жители, такъ что аналопя съ целыми ращональными числами падаехъ, 
ибо не будетъ существовать самаго важнаго ноштпя, понятая о простомъ. 
числе, не разложимомъ далее на множители. Для достижешя аналor in 
съ рацюнальнымн числами надо рассматривать поле.

Фундаментальный базисъ.

§ 13. Обозначим!, через!» У ращональнос поле. Присоедииимъ къ 
нему некоторое целое алгебраическое число 0 , тогда поло У(0) будетъ 
представлять совокупность чиселъ вида

(О =  щ  •+• 4 - xjfl  - f  . . . - f  rrn_ 1G*-J,

где n есть степень неприводимаго въ У уравнешя, которому удовлетво- 
ряетъ алгебраическое число <).

Будемъ рациональные коэффищенты х 0 , х , , х2 . . . ж * - ,  называть 
координатами  числа ш. Числами ноля У(0) степени п  можно заполнить 
нлотнымъ *) образомъ п -  мерное пространство. Для квадратичнаго поля 
можно рассматривать плоскость, для кубическаго трехмерное простраиство-

§ 14. Посмотрпмт, какимъ точкамъ пространства соответствуют!, це~ 
лыя алгебраичешйя числа.

Нетрудно убедиться, что при целыхъ координатах!, число <о будет!, 
цЬлымъ алгебраическим!,, ибо если Ь целое число, то и степени О2, Ь3, . . Л *-.1 
•будутъ также целыми.

Совокупность точекъ и-мернаго пространства, пмеющихъ цЬлыя ко­
ординаты, мы пазовемъ осноаною точечной пыпыо. Па плоскости нолучимъ 
вершины квадратовъ, стороны которыхъ равны единице и на которые раз­
бита вся плоскость прямыми, параллельными осям!, координагь.

Основная точечная сеть даетъ возможность разбить все простран­
ство на равновелики? осмовнин ячейки-, эти ячейки суть квадраты при 
двухмерном!, пространстве н кубы въ случае трехъ измерений.

О Не непрерывно, ибо точки еъ иррацюнальными координатами пропуска­
ются.
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§ 15. Итаки, точки основной с'Ьти соответствуй юти целыми алгебран- 
ческимъ числами. Оказывается, что и внутрь основныхъ лчески могутъ 
попадать ц!>лыя алгебраическая числа. Лучше всего разобрать вопроса, 
на случай квадратичнаго поля.

Можно сказать, что всякое квадратичное поле образовано числами

о) =  ж-| -Чу, (1)

тдЬ Ч корень квадратного уравнен]я

Ч- — </ =  0 ,

причеми d  цйлое рацюнальное число (безразлично положительное или от­
рицательное), не имеющее квадрата и хи делителей.

Поставими вопроси, не могути ли существовать цйлыя алгебраичесю'я 
числа ш при дробныхи координатахи х н у .  Приведеми эти координаты 
ки наименьшему общему знаменателю.

£ У]
х  =  7 ’ У =  7 ’

гд'Ь три числа ; ,  т|, С не им-Ьюти общихи делителей.

Составами квадратное ypaiiiienie *

о)'2 —  Аш В  =  0 ,  

которому удовлетворясти число « .

of fa _  /fr,2
Л г ’ ** . г  г

Для целости числа си, должны быть целыми числа Л и В .

Числа ? и С должны быть взаимно простыл,, ибо допустивн существо- 
B a n i e  у пихи общаго простого делителя р  мы получими на ocHOBanin 

требовашя целости числа В  и на основанш неделимости на р числа р д е­
лимость на р 2 числа <1, что противоречить предположенш. Итаки единст­
венное возможное предположено ость '  =  2 , ибо Л должно быть целыми 
числоми. Но тогда $ =  2» -)- I ; число г, должно бьгп. также нечетными 
T| =  2n - f - l ,  и кроме того, очевидно, должно быть

I/ =  1 (mod 4 ),

; 2 —  d<?
ибо число 4 должно быть целыми.
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Итакъ, въ случай d ~  1 (mod 4) кром'Ь основной гЬти получаемъ сЬть 
•гочекъ съ координатами

Е 2м + 1  , 1  , 1
*  =  7  “  — сГ—  =  « +  2 » У =  v 4- j  ,

гдЬ м и г ;  произвольный щЬлыя числа. Новыя точки даютъ нентры основ- 
ныхъ ячеекъ.

Сказанное можно резюмировать въ такой теорем'Ь 
Если d ~  2 ,  3 (mod 4 ) ,  то всп цплыя числа поля получаются по 

формулгъ
. т + 6 г / ,

если ж е d =  1 (mod 4 ) ,  то всп цгьлыя числа поля получаются по формула,-

*  +  //
1 +()

2

при цгьлыхг рацюнальныхъ х н у .

§ 16. Разсуждешя § 15 обобщаются на случай поля произвольной 
степени.

В ъ  каждомъ пол'Ь степени п можно указать такую систему п ц’Ьлыхъ. 
алгебраическихъ чиселъ

ш, , ш, , . . .  си„, ( 1 ).

что всЬ ц-Ьлыя числа поля получаются по формул'Ь

X 1w 1 - j -  X 2uj2 4 ”  • • • 4 ”  Х „ ш п

при ц'Ьлыхъ ращональныхъ значешяхъ координатъ гг,.
Система чиселъ ( 1 ) образует» такъ называемый фундаментальный 

базисъ поля.

§ 17. Нахождеше фундаментальнаго базиса въ общемъ случаЬ пред- 
ставляетъ трудную задачу.

Проф. А. Марковъ далъ видъ фундаментальнаго базиса для поля, за- 
висящаго отъ корня уравнешя х 3 — А .

Чтобы образовать всп цплыя алгебраическая числа, зависящгя отъ
ъ .—
у  А ,  преж де всего надо выдплйтъ изъ А  квадратные множители (пред­
полагается, что А не содержигпъ кубическихъ множителей), т. е. пред­
ставить А подъ видомъ а 2Ь . Тогда, подразумпвая подъ х , у , г произволе-

з —
ныя цплыя рацгональныя числа, всп цплыя числа, зависящгя отъ у А Т 
можно представить подъ видомъ

х  -f- у У а 2(> -(- г\' ah3
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при А  не = ± : 1  (mod 9) и подъ видомъ

1 -\-Ъ\/а2Ь - f a j/ a P  з,—-  з , - —

при А =  ±  1 (mod9 ).

Эта теорема доказана И. Ивановымъ въ сочинеши „Шзлыя комплек- 
сныя числа" СПБ. 1891.

Теорема А. Маркова была обобщена Г. Воронымъ на случай оОщаго 
кубическаго поля въ сочинеши ,0  цзлыхъ алгебраическихъ числахъ, 
зависящихъ огь корня уравнения 3-й степени" СПБ. 1894.

Теорему Вороного можно формулировать такъ:
Всякое ц-йлое алгебраическое число кубическаго поля им'Ьетъ видъ

. , кх  +  уъ +  г - ,

гд-Ь х , у , z числа цблыя рациональный, а есть некоторое приличнымъ 
образомъ выбранное изъ ноля целое алгебраическое число, а к есть 
наименьшее натуральное число обращающее число

к
■ • ■ | а

въ целое алгебраическое.

§ 18. Пусть корни основного уравнешя, которому удовлетворяетъ 
число 6 , образующее поле 2 (0) ,  будутъ

6 , 0', 0//, . . .  ( 1 )
Значешя

tO , O j', О)//, . . .

получаемый изъ ш =  ср(0) после подстановки вместо 6 величинъ ( 1 ) но- 
сять назваше чиселъ сопряженныхъ съ числомъ о>.

Возъмемъ фундаментальный базисъ

, ш2 , . . . <в„

и разсмотримъ квадрать определителя

(О, (1>2 . . . (Ож

<о/ <02' • • • “ п1 | _  п

(О, И  О)Ч ,  .  . (о я //
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Этотъ квадратъ будетъ симметрическою функщею отъ корней (1) 
основного уравнен! я, значитъ онъ будетъ ращоиальнымъ числомъ. Это 
равдональное число должно быть обязательно целыми, ибо определитель 
есть делая функцш on, целыхъ чиселъ поля.

Целое раидональное число D  носить назваше основного числа поля. 
МинкбвскШ доказал!,, что это число не можеть равняться Г.

Если поле просттыасе, то есть, если фундаментальный базисъ со- 
стоитъ изъ степеней одного и того же числа ноля

1 , £ , С2, . . .  С" ' 1 (2)

то квадратъ определителя обращается !) въ дискриминантъ Д(С) числа С.

Простыл разсуждешя приводягь для всякаго числа С поля къ фор­
муле

Щ )= А К Е > ,  (3)

где А натуральное число, которое можетъ равняться единице, если (2) 
будетъ (|)ундаментальнымъ базисомъ. Число А называютъ гмдексомъ числа С.

Итакъ, мы видимъ, что основное число есть общш делитель дискри- 
минантовъ всехъ  иррацюнальныхъ чиселъ поля. Дискриминантъ рацюнадь- 
наго числа есть нуль, ибо для числа рацюнальнаго числа сопряженныя 
совпадаютъ съ самимъ числомъ.

Для того, чтобы поле было нростейшимъ, необходимо, чтобы суще­
ствовало въ поле по крайней м ере одно число съ индексомъ равными 
единице.

Такъ, напримеръ, квадратичное поле всегда простейшее, ибо его фун­
даментальный базисъ

1 , 5
, „ . 1  О

где (, или 0 , или ——— .

Для некоторыхъ полей легко убедиться, что они не простейпйя, 
ибо существуютъ определенный простыя числа р , которыя входятъ въ 
индексы всехъ  иррацюнальныхъ чиселъ поля. Т а т я  простыл числа р  на­
зываются особенными (ansserwesentliche gemeinschaftliche Disciiminanten- 
t.eiler).

Г1роф. Ермаковъ заметили, что для кубическаго поля такими особен­
ными числомъ можетъ быть только 2 . Студентъ Б. Делоне дали на засе- 
д а т я х ъ  моего семинара по теорш чисел'ь въ Юевскомъ Университете 
очень хорошее доказательство этой теоремы.

1) Д. Граве. Курсъ алгебраическаго анализа. 1иевъ 1910.
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Студенть Е. ЖипинскШ •) зам1>тилъ элегантное общее свойство. 
Особенные простыл числа поли меньше степени поля.

§ 19. Теорема. Всякое 
представлено въ видп

гдп

цуьлое число со области S2(6) можешь быть

Ш
<р(0)
F'(H) ’

F  (ж) =  х" -ф- а ухп~1 -(- а2х п ~2 +  . . . -J* а п~1х  -f- а„ =  0 ( 1 )

есть неприводимое уравнете съ цплыми коэффищептами, которому удо­
влетворяешь цгьлое число Й, а

<р(Й) =  Ь0 -j- Ьф

гдп всп координаты Ь0 , Ъг , . . .  Ьп..., суть числа цплыя рац  'юпалънын. 
Для доказательства теоремы докажемъ такую лемму.
Лемма. Выраж ет л

гдп сумма распространяется на ест корпи 6 уравненгя F (x )  =  0 , равны 
нулю, когда \>-^п —  2 и числа цплыя рацгональныя при р > п —  2 .

Для доказательства этой леммы покажемъ сначала, что при произ­
вольной фупкцш <!*(ж) степени не выше п —  2 , будетъ им^ть м'Ьсто ра­
венство

Обозначая черезъ Hv, Ь2, . . .  0.  корни уравнения _F(«) =  0 , мы  за­
мечаема., что подлежать доказательству равенство

+  , i M _ n
F ' ^ ) ^  F'(b2) ^  ••• (2 )

Такт, какъ функщл F (x )  неприводимая, то она не имЬетъ кратныхъ 
корней и, следовательно, производная не можетъ равняться нулю ни при 
какомъ корне й.

О Е. v. Zylinski. Ueber die aiisserweseiitliehen gemeinschaftbelien Diseriminan- 
tenteiler Math. Ann. 1912.
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Будемъ раскладывать по формул!; Лагранжа на частным дроби вы- 
ражеше

х^(х)
Т Щ '

Получимъ тождество

ei'Kei) , ъ2' (̂е2) j  | 6«<К6») _  а*К®)
Г Ш х  —  0,) ^  ^ ( в , к *  -  02) ^  h F '(e n)(x  -  в„) F (x )  *

Подставляя въ последнее тождество ж =  0 ,  получимъ тождество (2), 
которое мы хотФли доказать. Такъ какъ функщя ф(®) есть совершенно 
произвольная функщя степени не выше п —  2 , то мы имФемъ право въ 
равенство (2), вмФсто функцш <]фх), подставлять слФдуюпця простФйппя

1 , х , х 1, х 3, . . . , х " -2.

Мы замФчаемъ, что будутъ равны нулю всФ выражешя

S0 , S [ , s%, . . . ,  s „ _ , .

Нетрудно видфть, что S „ _ 1 =  l .  Въ самомъ дФлФ, раздФляя х"~1 на 
производную

F '(x )  =  nxn~l -j- . . . ,

получаемъ въ частномъ ^ и остатокъ <\(х) степени не выше п —  2 , такъ

что
х н~ 1 __1 ty(x)
F 1Jx)~~  п +  У Ч х ) ’

или

но

и

Чтобы убедиться, чго для всФхъ значенш и. большихъ и — 1 S\i. бу- 
детъ ц!злое рацюнальное число, найдемъ рекуррентное соотношеше, свя­
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зывающее п +  1  последовательных'!. чиселъ

v̂+П , $ г+П-~ 1 > *Sv+U—а ; • . • .

Очевидно им'Ьетъ место сротнощен1о

ибо вы раже iii <! F(b) равно нулю при всякомъ корне. Раскрывая это вы­
ражен] е, имеемъ

2  F ( 6) [6П +  а 'ЬП~' +  +  • • • +  « » -i6 +  а .]  =  0 ,

откуда получимъ, очевидно,

'S’v+H-f- «nS',_|.n_i -(■• a2S./+n-2 +  • • • +  ип - Л  a nS~, — 0 . (4)

При всякомъ ц'Ьломъ положительномъ зиаченш v равенство (4) им-Ьетъ 
место. Будемъ подставлять вместо v рядъ значенш 0 , 1 , 2 ,  . . . .  Полу­
чаемъ, принимая во внимате

'S’» ! =  1 , 8„~г =  0 , . . . ,  S0 =  0 ,  

сл'Ьдуюирй рядъ равенствъ

8 ц -)- (ii — 0 ,

-j- aiS„ -(- о2 == О,

^ п + 2 - f  « J^ n + l  - f  а 2^п —  0  j

Эти уравнешл даютъ возможность вычислять последовательно выра- 
ражешя Sn, Sn+1, . . .  и т. д. Получаемъ

S,, =  —  а , , Sn±x =  — а2 +  a j 2 , и т. д.

Такт, какъ все коэффищенты а , , «2 и т. д. числа ц'Ьлыя рацшналъ- 
ныя, то, следовательно, и все S„ , 8п+], и т. д. будугь целыми рацдс- 
нальными.

Приступаемъ теперь къ доказательству теоремы. Принимая во внь- 
ман1е выражете fiy , разсмотреннре выше, получаемъ рядъ равенствъ
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v  v  Ьо Ч~ b fi  Ч-  • • • 4 "  Ьп У "  1 _
F '(6 )

У  Йо) =  S J)n-.i -j- Л»-2 

У , 6 2ш =  s n + l bn ^  - j -  b n ~^S„  -4 - l>H- 3

( 5 )

По w число целое; 
целыми, и суммы

значить, все сопряженныя значенья to будутъ также

должны быть целыми алгебраическими числами. По, такъ какь формулы 
(5) показываютъ, что эти суммы должны равняться рацюнальнымъ числамъ, 
то, следовательно, эти суммы должны быть целыми рацшнальными. Итакъ, 
мы видимъ, что целыми рациональными должны быть все коэффиренты 

, ?>„_ 2 , . . . и т. д. ибо все  числа Sn, .S n- . . .  ц т. д. суть числа 
целыя рацюнальныя.

Доказанную нами теорему не следуетъ понимать въ томъ смысле, 
что, обратно, при. всевозможныхъ це.чыхъ коэффиндентахъ Ьа , Ьх и т. д. 
получаются непременно целыя числа.

Мы видимъ, что всякое целое число области 1ЦЬ) можетъ быть пред­
ставлено въ следующемъ виде

__________ Ъд 4~ М  Ч~ Ь.р'1 +  • • • +  1̂ ” __; . ■ / J \
пЬп~ ' ( п — +  (и —  2)а2в"~3 Д- . . . -|- rt»*_ [ ' '  ’

Если мы хотимъ выражеш'е ( I )  привести къ простейшему виду, т. е. 
избавиться отъ знаменателя, то иадо будетъ умножить числителя и зна­
менателя на все сопряженный значешя знаменателя, т. е. разсмотреть 
вы раж ете ')

......* »(&._,)
F '(b ) .F '(Q ,)I ’W - ■ ■ ¥ % -,)■

Пзъ элементарнаго курса алгебры известно, что
п (н — 1)

F'(e)..F -'(b1) . .~ .F ' (b ._  ,) =  ( - -  1) 2 D ,

roe D  есть не что иное, какь дискриминанта, уравнешя F  (■»)=■ 0 .  Этотъ 
дискриминантъ есть целая функция отъ коэффищентовъ пл , а2 и т. д. съ

*) Теперь мы обозначимъ корни уравпетя (1) черезъ

1 ,  Ь , , 02 , Ь ,  , .
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гг h л им и коэффициентами; значить, есть некоторое цфлое число. Выраже­
ние же ■ ... v  ............................. ,

F ' ^ ) . F \ i>2) . . .  F ' (0n_ j)

есть цгЬлая симметрическая <()уп 1сц1я съ целыми коэффициентами отъ корней 
уравнешя

но это последнее уравнеше, какъ не трудно видЬть, имЬетъ видь 

хп~' +  («! +  Щха~1 +  (н2 +  а,<) +  02),г'1_3 - f - . . .  =  0 ,

т. е. его коэффициенты суть нфлыя функцш О съ цфлыми коэффишентами. 
Резюмируя все сказанное, мы видимъ, что ц'Ьлое алгебраическое число. 
( 1 ) можно представить въ такомъ вид-[> ! •

т
D  '

1’Д'Ь функщя Х(0)- фЬлая фумкцш съ целыми коэффищентами. Будемъ 
делить X (х) на F ( x ) . Обозначимъ черезъ Х ,(х ) и ,Х 2(а/) частное и оста- 
токъ ось д-Ьлошя; такъ какъ коэффифонтъ при старшей степени х  въ 
д'Ьлител'Ь F (x )  есть 1 , то всгЬ коэффифейты функцш X ,(х) и Х.2(.т) бу 
дутъ числа ц'Ьлыя рафональныя. Подставляя корень О функщ'и F (x )  въ

• . ‘ . . • i : ■
тождество

X(ж) =  F (x )X i(a ;)'4 - X2(ir), 
нолучимъ * • ‘ •

А-(0) =  Х 2(0) ,

и мы получаемъ окончательно следующее выражение:
~г

Х(Ь) Х 2(0) _  Со -h с ,0 4 - с20*4 -  ■ • • + < V lL0 - '  

D D  D

гдЬ числа с0 , ( * ! , . .  . ц'Ьлыя рацшнальныя. Отсюда получается следующая 
теорема: ~

Координаты венкою цгълаю алгебраическою числа должны шаьть видь: 

Со С|
D ' D ’ "  ' П ~’

гдгь числа с0 , с , , . .  . с„_, игълын рацгоналъпын или 0 .



— 270 —

Итакъ, мы видимъ, что, если коэффшцснты ц-Ьлаго алгобраическаго 
числа суть числа дробный рацюнальныя, то въ знаменатели этихъ чиселъ 
могутъ входить только простые множители дискриминанта.

Алгебраически единицы.

§ 20. Произведете
СС'С". .

.(■ | -Л Hit . .,.i. .!:■ /ip 1 и ляпа '»»(■• /_ пн/Лт. »он ото он
всЬхъ сопряженныхъ величинъ алгебраическаго числа С называется нормой 
числа С. Будемъ обозначать норму знакомъ JV(C).

Очевидно, что норма цФлаго числа ость целое рацюнальное число, 
равное взятому съ тЬмъ или другимъ знакомъ последнему члену уравнешя

+  . .  +  д„ =  0 ,

определяю щаго С, т. е.
Nc:) =  ± q n.

Если <[„ =  ] , то число С называется алгебраической единицей.

Итакъ, алгебраическая единица определяется уравнешемъ

! Щ )  I =  1 •

§ 21. Посмотримъ, къ чему приводится иахожден1о алгеобраическихь 
единицъ въ квадратичномъ поле.

Будемъ искать целое число х-\-Су квадратичнаго ноля по уравненш 

N (x  +  гу) =  (х  +  Oj)(x +  Гу) =  х* - f  (С +  ГЛ Н /  +  V .V  =  —  1 • (1)

1. Случай с2 =  2 ,  3 ( mo d 4 ) ;  С =  0,  С'== —  0 ypaBiienie (1) даетъ

х ‘ —  dy2 =  = Ы  .

2. Случай d  5= 1 (mod 4 ) ;  С =  — , rJ  =  — уравнеш'о (1) даетъ

Х2 ху _|_ у2 _  ±  1

(2х  -f-  гу)2 —  dy°- =  dr 4 

С2 — <7т|2 =  dr 4 .



Итакъ, нахождеше алгебраическихъ единицу въ квадратичному полЬ 
равносильно съ рЬшешемь уравнешя Pell’a.

§ 22. Заслуга нахождения алгориома для вычисленья алгебраических!» 
единицу в у  кубическому пол'Ь принадлежиту выдающемуся русскому ма­
тематику Г. Вороному, изложившему свой способу в у  трактатЪ „Обу од­

н о м у  обобщении алгориема непрерывныху дробей" Варшава 1896.
Преждевременная смерть прекратила научную дЬятельность, носившую 

отпечатоку гешальностй. Д о л г у  русскиху ученыху продолжить изслЬдован1я 
Вороного, ибо все говорить в у  пользу возможности дальнЬйшихь обобще­
ний на ноля в ы с ш и х у  степенен.

Идеальный числа.

§ 23. Теперь мы желаемь дать читателю возможность понять в у  

краткому изложети сущность понятая обь идеальному числЬ, о которому 
мы много разу раньше уже упоминали.

Разсмотриму совокупность всЬху отличныху оту нуля цЬлыху алге- 
браическихь чисель нЬкотораго поля SJ(6) . Эти числа, очевидно, образуютт. 
безконечную группу в  относительно умножешя. Если мы примемь ву со- 
ображеше очевидное равенство

JV(ap) =  («Э)(аР)г(«Р),/- • • == (««'«"■ ■ • )(ЭР'РГ- • • ) =  N (a)N ($),

то замЬтимь, что произведете двухь единицу s и е, должно быть также 
единицей, ибо

JV(eej) =  N (s)N (el ) =  ( ±  1)(±: 1) =  ±  1 .

Итаку всЬ алгебраичесшя единицы поля образують подгруппу Е  
группы О . Подгруппа Е  дасть возможность разложить группу в  на со­
пряженный системы

Е ,  а Е , $ Е , ч Е  , . .  .

гдЬ а , {3, у . . .  различным отличныя отъ единицу цЬлыя алгебраичесшя 
числа поля.

Система а Е  состоиту изу чисель вида as, которыя получаются оту 
умножешя числа а на всевозможный алгебраичесшя единицы г .

Нормы всЬху чисель aЕ  одинаковы по абсолютной величннЬ, ибо

iV(as) =  Щa)A’(e) =  =t N(a) .

Устанавливая дЬлимость цЬ л ы х у  алгебраическихь чисель п ол я , мы 

не будемь различать чисель каждой изу систему а Е , $ Е , уЕ, . . .  такь
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что два числа отличающаяся между собой миожителемъ равнымъ алгеб­
раической единиц'Ь будемъ считать за одно.

Если норма числа а есть натуральное простое число р , то такое 
число а не можетъ дал-fee раскладываться на два ц’Ьлыхъ алгебраическихъ 
множителя, ибо произведете отличныхъ отъ единицы нормъ этихъ мно­
жителей не можетъ давать простого числа.

Подобкымъ же образомъ, если

I Л »  \ = М ,

гд;Ь р  и q различный простыл натуральный числа, то число а можетъ 
раскладываться только на произведете такихъ двухъ множителей р и у , 
которые удовлетворяютъ равенствамъ

\ т \ = р -  \ т \ = ч -

§ 24. Уже на примЬр1> квадратичныхъ полей было замечено явле- 
iiie, отличавшее, повидимому, теорш делимости ц'Ьлыхъ алгебраическихъ 
чиселъ отъ д-Ьлимости чиселъ натуральныхъ. Это явлеше состояло въ 
возможности разложетя ц'Ьлаго алгебраическаго числа нисколькими раз­
личными способами на простые, или лучше сказать, дал’he неразложимые 
множители.

Простой примЪръ разъяснит!. д-Ьло.

Возьмемъ поле П(6) , гд'Е 6 есть корень уравнения

|)2 5 =  0 .

Число 21 разлагается въ этомъ пол-Ь двумя способами на множители 

21 = 3 . 7  =  ( 1 +  2б)(1— 26). (1)

Нетрудно показать, что всЛз четыре множителя

3 , 7 , 1 + 2 6 , 1 — 26 (2)

далйе не разлагаются, ибо ихъ нормы равны

32, 72, 2 1 ,  21

и если бы множители (2) разлагались дал Ье, то они могли бы им’йть мно­
жителями лишь числа, нормы которыхъ суть 3 и 7 .

Уравнен!я
X2 +  51/2 =  3 , X2 +  О!/2 =  7
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не им'Ьютъ р'Ьшенш въ ц/Ьлыхъ ранюнальныхъ числахъ, следовательно, 
не существуетъ чиселъ съ нормами 3 и 7. Число 21 разложилось двумя 
различными способами на неразложимые далее множители.

Kummer предлагаетъ разсматриваемый примерь объяснить такъ. 
Число 21 есть произведете четырехъ идеальныхъ несуществующихъ 

на самомъ дел е простыхъ чиселъ

21 =  ару-8 .

Эти идеальные множители, группируясь въ произведешя по два, да- 
ютъ существуюнря числа, такъ наприм'Ьръ, для нашего случая

ар =  3 , -8 =  7

«Т =  1 +  20 , р8 =  1 —  20 .

В вед ете хакихъ идеальныхъ множителей не нарушить реальности 
'reopin, если мы условимся эти числа не разсматривать отдельно, а всегда 
вводить въ разсмотр'йте парами, дающими существующая числа.

Если бы числа а , f , у , 8 были обыкновенный простыя ц’Ьлыя ра- 
цюналышя числа, то делимость числа

,38си

на числа ар выразила бы делимость натуральнаго числа со на простое 
число к . По аналогш съ этимъ говорятъ, что целое алгебраическое число 
со д-Елится на идеальнаго множителя а , если число

( I —  20)со

делится на число 3 . Обозначивъ со =  х  +  Ьу , получимъ 

( ! — 20)(ж +  0у) =  3($ +  0-г|),

гд;Ь ; и -с) числа цЕлыя рац1ональныя. Сравнивъ об'1; части, получимъ

х  10  у =  31

У —  2ж =  Зтг).
Отсюда получимъ

х  -|- 10 у =  0 (mod 3) 

у —  2ж =  0 (mod 3 ) .

Эти два сравненья равносильны одному следующему

х  - f  у =  0 (mod 3 ) .
16



— 274 —

Откуда
х  =  —  у -\ -3z .

Общш видъ цЬлаго числа со поля, дЬлящагося на идеальнаго мно­
жителя а , будетъ

"  — —  у +  З г +  Ьу =  '3г +  (— 1 -f Й)у, (1)

гдЬ г  и у  суть произвольныя цЬлыя рацюнальныя числа.
Числа вида (1), очевидно, воспроизводятся черезъ сложеше и вы- 

читаюе.
Если бы множитель а былъ существующимъ числомъ, то общш 

видъ числа m д'Ьлящагося на о. былъ бы

со =  O.Z - f-  аЬу ,

гдЬ z и у  также произвольныя цЬлыя рацюнальныя числа. При существу- 
ющемъ числЬ а имЬетъ мЬсто свойство, состоящее въ томъ, что, если ш 
дЬлится на а , то дЬлится на а. и число

сор,

гдЬ р произвольное цЬлое алгебраическое число.
Покажемъ, что числа вида (1), дЬляпцяся на идеальнаго множителя 

а ,  обладаютъ тЬми же свойствами, а именно, всякое число вида ( 1 ) отъ 
умножешя на произвольное цЬлое число области даетъ число того же 
вида. ПровЬримъ сказанное на иашемъ примЬрЬ. Умножимъ со =  3z 4  
+  (— 1 -М)?/ на число р =  Ё f)7j ,  гдЬ £ и г] цЬлыя рацюнальныя числа

сор =  3z£ —  у\ —  5уу\ - f  Щ у  +  3zrt —  т\у) =

=  ЗгЕ — 2/5 — 5«/y] -f- (— 1  -j- Щ у 4  3zi\ — тру) -f Ег/ 4  Зт]г — i\у =

=  3(гЕ - f  -цг —  2уг,) 4  (—  1 4 - Щ у  +  Згч\ —  тр/) =

=  3 Z +  (—  1 +  Й)Г, 
гдЬ

Z  =  г\ 4- —  2тр/

Y  =  iy  4  3-г\г —  1уу.

Такъ какъ Z  и Y  суть цЬлыя рацюнальныя числа, то мы видимъ, 
что число сор имЬетъ также видъ (1) ,  слЬдовательно, дЬлится на идеаль­
наго множителя а .

Dedekind предложилъ называть идеаломъ, соотвЬтствующимъ идеаль­
ному числу а , совокупность чиселъ Зг 4  (—  1 +  )у ■
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Каждому числу а , существующему или идеальному, Dedekind согю- 
ставляетъ идеалъ. Получаются для вскхъ нолей законы дклимости идеа­
ловъ, совпадающее съ законами делимости въ области цклыхъ рацюналь- 
ныхъ чиселъ.

Оказалось, что можно не вводить предварительно никакихъ несуще- 
ствующихъ чиселъ, а прямо оперировать съ идеалами какъ совокупностями 
чиселъ существующихъ. Поэтому Dedekind въ основу своей теорш прямо 
кладетъ следующее опредклете идеала.

Идеаломъ называется совокупность цплыхъ чггселъ поля, обладающая 
смьдующими свойствами.

I. Числа этой совокупности воспроизводятся черезъ сложете и вы- 
uumanie.

II. Черезъ умнозюете любого числа идеала на произвольное цплое 
алгебраическое число дайнам поля получаемъ новое число, принадлежащее 
тому ж е идеалу.

§ 25. Чтобы показать на простомъ примкрк сущоствоваше идеаловъ 
въ любомъ полк разсмотримъ совокупность чиселъ поля

( 1)

делящихся на цклое алгебраическое число р этого поля. Здкеь ш про- 
бкгаетъ всю совокупность цклыхъ чиселъ поля. Очевидно, что совокуп­
ность чиселъ ( 1 ) есть идеалъ. Тагае идеалы болке простого вида Dede­
kind называетъ главными *).

Главный идеалъ (1) считается соотвктствующимъ числу существую­
щему р . Идеалы не главные соотвктствуютъ Киш тег’овымъ пдеальнымъ 
числамъ.

Относительно нккоторыхъ полей обнаруживается фактъ, что век 
идеалы такихъ полей главные.

Таковы, нанримкръ, поле Ganss’oBbixB чиселъ /1 -)- Вг  и Eisenstein’oB- 
ское поле трисекцш круга.

Въ ноляхъ, гдк век идеалы главные, цклыя числа обладаюгь всЬмп 
законами дклимости, такъ что нктъ надобности вводить идеальным числа.

На этомъ я покончу краткое изложение общей теории алгебраическихъ 
чиселъ, отсылая для дальикйшаго изучетя къ моей книгк „Теор1я идеа­
ловъ".

§ 26. Считаю необходимыми сообщить о движеши впередъ ’reopin 
идеаловъ за поелкднш нерюдъ времени.

Въ 1882 году Кгопескег опубликовалъ мемуаръ „Grundziige einer 
arithmetischen Theorie der algcbraischen GrOssen. Въ этомъ мемуарк авторъ

‘) Термпнъ взятъ нзъ Gauss'oBoii Teopin квадратичныхъ формъ.
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указываетъ новый путь для р еш етя  техъ  же вопросовъ. Kronecker вводить 
въ разсмотреше рацюнальныя функции отъ любого числа перем'Ьнныхъ 
незавйсимыхъ съ коэффициентами, принадлежащими къ данному полю. 
Этогь мемуаръ, подобно многому, что написано этимъ выдающимся гер- 
манскимъ математикомъ, мало доступенъ для читающихъ по характеру из- 
ложешя. Ученикъ и последователь Kronccker’a W eber далъ общедоступ­
ное изложеше идей своего учителя во второмъ томе книги „Lehrbnch dor 
Algebra".

Другому ученику Kronecker’a Honsel’io наука обязана решешемъ 
вопросовъ о разложенш на идеальные множители особенныхъ чиселъ поля 
(см. § 18). Эти вопросы представили въ свое время особенное затруднешс.

Круннымъ явлешемъ въ разсматриваемой области было появлете 
въ 1897 г. фундамеитальнаго сочинения D. Hilbert,’a „Die Theorie der alge- 
braischen Zahlkorper, Bericht erstattet der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gnng“. Это замечательное сочинете представляетъ полное изложеше 
теорш алгебраическихъ чиселъ съ главнейшими ея приложешями. Оно 
изобилует^) новыми весьма важными результатами и ставить новыя задачи. 
Вопросы, поставленные НйЬегСомъ, служили предметомъ изследовашя его 
учениковъ.

§  26. J I c .T o p iя  теорш идеальныхъ чиселъ заключаетъ почетную стра­
ницу, относящуюся къ русской науке.

Въ 1874 появилось замечательное сочинеше Е. Золотарева „Teopia 
цЬлыхъ комплексныхъ чиселъ съ приложешемъ къ интегральному исчи- 
слешю".

Въ этомъ сочиненш была дана новая самостоятельная те о pi,я идеаль­
ныхъ чиселъ, основанная на функцюнальныхъ сравнешяхъ, и приложена- 
къ решение одного вопроса интегральнаго исчислетя.

Внезапная смерть въ возрасте 33 летъ отъ несчастнаго случая ли­
шила русскую науку въ лице Золотарева одного изъ крупнейших!, ея пред­
ставителей.

Ученикъ Золотарева А. Марковъ опубликовали работу, посвященную 
памяти учителя, и относящуюся къ полю зависящему отъ корня уравношя 
х А — А .

II. Пвановъ соноставилъ reopiio Золотарева съ Tcopieii Dedekind’a въ 
сочинен1'н „Делыя комплексный числа" СПБ. 1891 г.

Въ заключите я упомяну еще объ одной теорш идеальныхъ чиселъ, 
принадлежащей Ю. Сохоцкому и изложенной имъ въ статье „Принцинъ паи- 
большаго делителя" СПБ.

Теоргя Сохоцкаго была положена Воронымъ въ основу его замЬча- 
тельныхъ изеледованш объ общемъ кубическом!, ноле.
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Исдшслеше матрицъ.

§ 1. Совокупность п2 чиселъ, расноложенныхъ въ следующей квад­
ратной схем-};:

«Па12 • • • ®1Я 

^21^22 • • • ^2«

^«1^*2 • • * ^я»

образуютъ такъ называемую квадратную матрицу порядка п . Cayley *) 
первый обратили внимаю е на то обстоятельство, что матрицу можно раз­
сматривать какъ одно комплексное число. Можно установить правила сло- 
жешя и умножеюя матрицъ, откуда появится новая алгебра дМствш надъ 
матрицами.

§ 2. Будемъ разсматривать всю совокупность >Г комплексаыхъ чиселъ 
обыкновенной алгебры, кром'й этихъ чиселъ будемъ разсматривать всевоз­
м ож ные  матрицы порядка п , элементами которыхъ являются числа W . 
Эти матрицы п.м'ЬстГ съ числами W  образуютъ новую совокупность пред- 
метовъ М , въ составъ которой входитъ совокупность W  какъ часть. Для 
сокращешя р-Ьчи будемъ называть числа W величинами скалярными, а 
матрицы величинами комплексными.

§ 3. Пудсмъ обозначать матрицы большими готическими буквами

ЧД , 6  , . . .

]) Cayley. Coll, math papers 2, 47Г>.
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Опредпленге равенства двухъ матрицъ. Двп матрицы 

St =  II <кк || н 23 =  || Ьл ||

■называются равными, если каждый изъ п- элемептовъ матрицы St равенъ 
соотвгьтствепному элементу матрицы 33, то есть 21 =  23, если

а* =  Ьл (i, k =  1 , 2 , . . .  п ) .

Опредплете нуля. Матрица 2( называется нулемъ тогда и только 
тогда, когда есть ея элементы равны нулю, т. е. 21 =  0 , если

<Мк =  0 (г, £ =  1 ,  2 ,  . . .  и).

§ 4. Опредплете сложенья матрицъ. По соотв’Ьтственнымъ элемен­
там!, aik п Ъц двухъ произвольно взятыхъ матрицъ 21 и 23 составлясмъ 
элементъ

% =  ан 4 ~ Па­
новой матрицы 2 . Эту матрицу 2  называютъ суммой 2i и 23 и пишутъ

2  =  2( +  23.

Такимъ образомъ мы приходили, къ следующему определенно сло­
женья матрицъ:

Иодъ суммой двухъ матрицъ разумпется гпакая новая, элементы 
которой сугпь суммы соогпвгьтственныхъ элементовъ слагаемыхъ матрицъ.

§ 5. Правило вычиташя матрицъ получается какъ сл'Ьдстчпс изъ опре­
делен! я сложенья.

Разностью двухъ матрицъ будете такая новая, элементы которой 
суть разности соотвптствеышгхь элементовъ обпихъ заданныхъ.

§ 6 . Итакъ, мы видимъ, что матрицы представляютъ относительно 
сложенья абелеву группу, ибо изъ опредЪлешя сложетя вытекаетъ суще- 
ствоваше какъ перестановочнаго

21 +  23 =  23 -Ь?(,
такъ и сочетательнаго

(2t +  23)+(i' =  2( +  (23-b(i)
законовъ.

Единицей группы является матрица равная нулю.
Обратнымъ элементомъ группы для каждой матрицы 2( является 

матрица, элементы которой получаются отъ умножешя на — 1 элементовъ 
матрицы 2( .



279 —

§ 7. Приступая къ умножение» матрицъ, раземотримъ сначала умно- 
жеше матрицы на скалярную величину и поставимъ такое онределеше:

Опредгьлете. Подъ произведенгемъ к . 21 или 21. к матрицы 21 на 
скалярную величину Тс разумеется матрица, каждый элементу, которой 
происходить отъ умножены на к соответствующая элемента мат­
рицы 2 1 .

Умножение на скалярную величину удовлетворяетъ законамъ пере­
становочному и распределительному

ж = т

ж  +  кЪ =  Тс{ 21 -ь 25)
Ж +  Ж =  (к +  0 2 1 ,

где к и I скалярныя величины.
Мы будемъ употреблять обозначеше

— 21 =  (— 1 ) 2 1 .

§ 8. Переходимъ теперь къ определенно умножешя двухъ матрицъ, 
причемъ возьмемъ правило умножешя изъ теорш определителей.

Опредгьлете умнозюетя. Подъ произведенгемъ 2125 двухъ матрицъ 21 
и 35 разумеется такая новая матрица, у которой элементъ (i,j), стоя- 
щш на переепчепш г-ой горизонтали съ j-ой колонной, получается черезъ 
умноэюенге каждого элемента г-ой горизонтали 31 на соответственный 
элементъ j -ой колонны 35 и сложен/'е получеиныхъ отди,льныхъ произ­
ведете.

Такъ, напримеръ, элементъ (i,j) въ произведены 21.25 будетъ

<чФч Ьц +  • • • +  а inb»j • (1 )
Подобнымъ же образомъ тотъ же элементъ (i , j ) произведешя 2521 будетъ 

Ьцах j +  bi2a2j +  • • ■ +  btnanj .  (2 )

Такъ какъ въ общемъ случае числа (1) и (2) неодинаковы, то мы 
получаемъ теорему:

р Умножение матрицъ есть дгьйствге вообще говоря неперестановочное,
т. е.

2135 ф  3331.

§ 9. Хотя ум ноже nie матрицъ обладаетъ законами сочетательнымъ и 
распределительнымъ

(2125)1£ =  21(25(£)
S

21(25 +  G) =  2125 +  21G .
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Но совокупность М  скалярныхъ величина, и матрицъ не будетъ полемъ. 
Отличнымъ отъ свойствъ поля является нсперестановочность умножешя. 
Еще более важное отлич!е отъ поля представляетъ то обстоятельство, что 
произведете несколькихъ матрицъ можетъ равняться нулю, тогда какъ 
ни одннъ изъ множителей не равенъ нулю. Въ этомъ мы можемъ убедиться 
на сл'Ьдующемъ простомъ примере

Cl 11 «12 0 0 0 0 0 0 0

« 2 1  « 2 2  0 • 0 0 0 == 0 0 0

« 3 1  « 3 2  ^ ^ 3 1  Дзз 0 0 0

Получаемъ теорему:
Произведете двухъ матрицъ можешь равняться нулю, когда оба мно­

жителя отличны отъ нуля.

§ 10. Мы будемъ матрицу 31 =  || ailc || называть особенною, если р а ­
венъ нулю определитель | a ik \, составленный изъ ея элементовъ.

Для неособенныхъ матрицъ получаемъ теорему:
Определитель произведены двухъ матрицъ равенъ произведению опре­

делит  елей множителей.

§ 11. Матрицу 31 мы будемъ называть делителемь пуля, если можно 
подобрать такую отличную отъ нуля матрицу 39, что будетъ или 3139 =  0 
или 333( =  0 .

Нетрудно доказать теорему:
Дплит еммъ нуля можетъ быть только особенная матрица.

§ 12. Въ теорш определителей горизонтали и колонны могли быть 
заменяемы одни другими. При матрицахъ происходить другое. Две ма­
трицы

а п а 12 • . а 1п Я11 a 2 i  . • «П1

31 =
а21 я22 . • «2п

31 '=
! а 1 2 «22 * • а„ g

а„ 1 «п2 • • «пн [ « 1» «2« • • « М М

обладающая евойствомъ, что горизонтали одной совпадаютъ съ колоннами 
другой называются сопряженными. Сопряженный матрицы имеютъ одина- 
ковыхъ определителей, но сами, вообще говоря, неравны между собой.

Если 31 =  31', то есть, если матрица 31 равна своей сопряженной 31', 
то она должна быть симметричною, т. е.

®« — °ki ■
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§ 13. Заменяя колонны горизонталями и обратно, мы получимъ ра­
венство

(Я8 ) ' =  © '« ',
выражающее теорему.

Сопряженная величина произведетя матрицъ равна произведете) 
сопряженныхъ величинъ множителей, причемъ ихъ надо перемножать въ 
обратномъ порядки.

§ 14. Пояснимъ основания, которыми руководился Cayley при уста- 
яовленш правила умножетя матрицъ. Онъ им'Ьлъ въ виду reopiio линей- 
ныхъ преобразований. Сд’Ьлаемъ наше пояснен1е на случай трехъ пере- 
лгЬнныхъ. Пусть разсматриваются два линейныхъ преобразовантя.

«а =  •jX., -)- а2Зх я Xi" =  ЬцХу’ 4  612* 2' -)- 613* 3'

X2 — аПХ1 4  «22*2 4  «28*3 , *  "  =  621* 1' 4  622* 2' 4  6JS* 3'

* 3' =  a3l* i 4 - a32x 2 - f  a38* 3 * 3" =  63,* , '  4  632* 2' 4  633* 3'

Эти преобразованы! можно символически обозначить такъ 

ж' =  31(ж) , ж" =  ЗЗ(ж'),

гд'Ь 21 и 23 суть матрицы коэффищентовъ aik и 6j t . Подставимъ въ выра- 
жешя * i # ж,/, * 3w вмгЬсто ж/, * 2', ж3' ихъ выражен1я черезъ .гд, ж2 , * 3; 
получимъ

x l" ~  (« 1 |6ц 4  «21 1̂2 4  Я зА з)^  4

4  (« 126ц 4  «22612 4  аЯ2̂ 1з)Х2 4

4  («136а  4  «23612 4  «33613)*з  

xi" =  (йц621 4  «2l6224  31б2з)ж1 4

4  («12621 4  «22622 4  згбгз)^ 4

4  («1 3 6 2 1  +  «23622  4  « з з 6 о з ) ж з 

Хз11 —  ( « ц б .314  «21632  4  « s i  6 3 3 )^ 1  4

4  («126314  «22632 4  «32633)^2 4

4  (136314  «23632 4  «33633)^3 •

Матрица посл’Ьдняго преобразован1я, конечно, есть

т ,
н мы получаемъ

* "  =  Ш (ж ) .
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§ 15. Посмотримъ теперь, можно ли матрицы разсматривать, какъ 
группу относительно умножеюя.

Сочетательный законъ имЪетъ м_Ьсто. Необходимо убедиться въ су- 
ществованш единицы  группы и обратите элемента.

Будемъ разсматривать матрицы въ связи съ линейными преобразо- 
вашями.

Очевидно, что будетъ единицей мультипликативной группы матрица 
тождестве ннаго преобразовашя

т. е. матрица

Х\ ~ Х\, х 2 = х 2> • • • х п' =  х п

1 0  0 ...................... 0

0 1 0 ...................... П,

1 = \  0 0 1 . . ' ............о ;

0 0 0 ...................... 1

у которой д1агональными элементами являются единицы, а остальные эле­
менты равны нулю.

Для получетя матрицы обратной относительно матрицы 21 поступимъ 
такъ. Напишемъ линейное преобразовате

х {' =  a u Xi-\- а 12х2 -\- . . . 4 - а 1вж„

х п —  ап^х 1 I а„.,х^ . . . —|— аппх п

(0

съ коэффициентами матрицы 21. Чтобы получить обратную матрицу, надо 
составить линейное преобразовате обратное преобразование ( 1 ) ,  то есть 
р'Ьшимъ уравиетя (1) относительно х 1, х 2, . . . х „ . Мы замйчаемъ прежде 
всего, что для существованья обратной матрицы необходима возможность 
рйшешя уравненш ( 1 ) т. е. необходимо, чтобы матрица 21 была неосо­
бенною.

Итакъ мультипликативную группу образуютъ только неособенный ма­
трицы.
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Итакъ, предполагая матрицу 91 неособенною, р'Ьшимъ уравнешя (1). 
относительно х к, х 2, . . .  х п

Ал\ » . Ап\X] =  —  X/ 3-----х9‘а а 1 +  ■ ■ ■ + '

х„ А] п . А„п t I I l̂lft ,
1 « Ж1 +  - Г  Х2 +  • ■ ■ + —  »«'  ,*9 1Ь 66

где а отличный отъ нуля определитель матрицы 91, a Aik его миноры. 
Итакъ, обратная матрица 'Л- 1  будетъ

А п А21 Ani
а а ’ ' а

А\п ^2 п Ann
а а ’ а

Замечая, что неособенный матрицы образуютъ мультипликативную 
группу, мы получаемъ (см. гл. VI § 7, 8)

Ш  =  9 ( 1 =  Л (2).

=  9Ш- 1 =  I

при всякой матрице 91. Формула (2) остается справедливой также и при 
особенной матрице 91.

§ 16. Скажемъ теперь о д'Ьленш матрицъ, какъ объ операцш обрат­
ной умножение. Вследствие неперестановочности умножешя можете суще­
ствовать два способа д ел етя , которые мы назовемъ правым?, и лпвымъ 
д,елеш'емъ. Подъ частнымъ отъ деления матрицы 91 на 93 можно разуметь
корень одного изъ двухъ уравнений 

•
9( =  Ш  , 9( =  9)93.

Д-Ьлеше возможно, только когда делитель 93 есть неособенная ма­
трица. Тогда мы получаемъ

V =  93-’91 , SJ) — 9(93-'.

§ 17. Скажем'!, теперь о степеняхъ матрицы съ целыми показате­
лями. Если т  есть натуральное число, то мы определпмъ

91»* =  91.91.91 . . . 91 

какъ произведете т множителей равныхъ 91.
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Если 91 неособенная матрица, то вы раж ете съ ц-Ьлымъ отрицатель- 
нымъ показателемъ или же съ показателемъ равнымъ нулю можно опре­
делить формулами

>)(->» =  s)(o =  I _

Итакъ, получаются формулы

$ (/ '. 51ч =  9Щ р  =  , ( 9(р )«  =  ? ( м  ,

справедливый всегда при натуральныхъ значешяхъ р н q . Если показа­
тели могутъ быть отрицательные, тогда надо матрицу 91 предполагать 
неособенною.

§ 18. Иокажемъ, что скалярныя величины можно заменить матри­
цами, которыя мы будемъ называть скалярными, такъ что наша совокуп­
ность М  будетъ исключительно состоять изъ матрицъ скалярныхъ и ие- 
скалярныхъ. Введение скалярныхъ матрицъ даетъ возможность установить 
правило сложенья скалярной величины и матрицы.

Скалярною  мы будемъ называть матрицу

!*

О О . . 0

0 к 0 . . о

0
1

0 к . . 0 !

О
 
*

0 0 ■ • *1

и будемъ ее считать равносильною числу /г, нричемъ будемъ въ форму- 
лахъ матрицу Я  заменять просто числомъ 7с, не придерживаясь строго 
требованья писать около множителя /с матрицу I .

Сравнивая съ правиломъ умножен»! матрицы 9( на скалярное число 
к , получимъ

£91 =  ЗШ =  М .  ( 1 )

Кроме того скалярныя матрицы несомненно образуютъ поле, какъ и 
ооответствующья имъ числа, ибо

. М + £  =  Й +  Й =  {к +  1)1

SW -  Ш  =  IkJ
и т. д.

§ 10 . Скалярныя матрицы обладаютъ важиымъ свонствомъ ( 1 ) пере­
становочности съ любой матрицей 9 ( .



Внимаше самыхъ выдающихся математиковъ было обращено на на- 
хождеше общаго вида матрицъ перестановочныхъ между собой и въ част­
ности перестановочныхъ съ данной.

Очевидно, что двг1з матрицы

*0 +  * l «  +  * 2 « 4 -  • • •

/о Ч~ Ч-  • • • 1№а

рацюнально выраженныя чорезъ третью 9( перестановочны. Повидимому 
съ небольшими ограничениями молено утверлсдать, что такова. самый о б иди 
видъ перестановочныхъ матрицъ.

Frobenius’y *) принадлежать важный изсл'Ьдовашя по этому вопросу.

Для случая матрицъ второго порядка существуетъ теорема, что общш 
видъ матрицы перестановочной съ данною Л есть /с0 кф (.

В'ь самомъ дг1зл1з, пусть задана матрица

Л = Г ‘ Г
;! ь, ь2

Ищемъ четыре числа . г , , х2, у х, у2 такихъ, чтобы было

ax f t , ,“ N Xi
'Ta I —

x x x2 Cl± CI2 i

b i b, 1 ‘ У] У2 1! Vi !/2 &1 l)„ j

Получаемъ четыре уравнеш'я

а ,х 1 а 2ц 1 =  х ха х +  хф х, ахх2 -(- а.гу2 =  х ха.г - f  хф2 

V i  +  h2y l =  уха х +  уфх, Ъхх2-\- Ъ,у2 =  уха, +  уф.,. 

Первое и четвертое уравнеш'я даютъ

откуда

хф { =  агу х,

х2 =  аф у, ух =  M i ,

l) Frobenms. Ueber vertanschbare Matricen. S. В. A. 189(5, 1910.
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где ki произвольное число. Подставляя въ уравнешя второе или третье, 
получимъ

или иначе
Х\ -f- b2ki =  i/2 -f- a lk 1 , 

x x —  a yk l ----- y,2 —  h,2k [ =  Jc0 ,

гд е /с0 произвольное число, отсюда

=  k 0 А|Й1 , У2 — k-J)2 ■

Итакъ, искомая матрица

k i  *2 jj 1 ко -(- k ia l , а2 __ 1 К  0 II Й2

1/1 }/2 К  +  ^1^2
+ /.’I

0 к0 ' Ъ1 Ь2
— h  ~t~ ^дЗ! ■

Что и требовалось показать.

§ 20. Покажемъ еще одинъ примерь матрицы перестановочной съ 
данной. Будемъ называть взаимною относительно 31 такую новую матрицу 
Д , которая получается изъ 3( зампной элементовъ 31 ихъ соотв-Ьтствен- 
ными минорами (алгебраическими дополнениями) и составленгемъ отъ по­
лученной матрицы ей сопряженной. Другими словами, элементъ а,к матрицы 
3t заменяется элементомъ Аы въ матрице Д.

На основан1и известныхъ соображенш теорги определителей мы по­
лу чнмъ

Д . 31 =  31. Д =  а 1 , Д =  а31"1, 

где а  определитель матрицы 3 (.

§ 21. Говорятъ, что матрица ранга г ,  если существуеть по крайней 
мпргъ одинъ отличный отъ нуля определитель порядка г  этой матрицы, 
тогда какъ все  определители высшего порядка равны нулю.

Такъ, напримеръ, матрица

| «1«2 ; «1«3
;2«1 , а2а2 .> а2а3
'За1 ■■' ) азаз

имеетъ первый рангь.

Матрица, все элементы которой равны нулю имеетъ рангь нуль.

Рангь матрицы совпадаетъ съ ея порядкомъ, если определитель 
неравенъ нулю.
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§ 22. Посмотримъ, что можно сказать о ранге произведен]^ двухъ 
матрицъ, зная ранги множителей. Прежде всего надо обратить внимаше на 
то обстоятельство, что рангъ нроизведеш'я не определяется рангами мно­
жителей, что можно видеть на самыхъ простыхъ примерахъ. Такъ, напри- 
м*ръ, въ § 9 мы видели, что произведете двухъ матрицъ второго и пер- 
ваго ранговъ давало матрицу нулевою ранга. Нетрудно построить примеръ, 
где произведете матрицъ второго и первого ранговъ дастъ матрицу пер­
вого ранга

«1 а2 0

Ь] ь2 0

о о о ;  

0 0 1

0 0 «2 I

0 0 ь.2 1

сх с 2 0 О О О 0 0 с»

§ 23. Теорема. Рангъ произведены двухъ множителей не можетъ 
быть болгье ранга каждого изъ мпожигпелей.

Возьмемъ две матрицы

1 а п  . • а 1м 1
1 1 Ьц - • ь 1п ;

21 =

1̂11 • • &пп

1, 2 3 =1
1 Ъ«1 -

i
• Ьпп

Пусть рангъ матрицы 2( есть 7с. Покажемъ, что все определители 
порядка 7с 1 въ обоихъ произведетяхъ

3 ®  , «51

равны нулю. Въ самомъ деле, каждый изъ такихъ определителей можно 
представить въ виде суммы определителей порядка Т с 1 составленныхъ 
изъ элементовъ матрицы 2( съ коэффищентами заключающими Ъл . Но 
каждый изъ последнихъ определителей или тождественно обращается въ 
нуль или же уничтожается какъ определитель порядка 7с 1 матрицы, 
рангъ которой есть 7с, и теорема доказана.

§ 24. Покажемъ, что отъ умножения на неособенную матрицу рангъ 
*, не меняется.

Пусть рангъ матрицы -21 есть Тс, а матрица 23 неособенная. Обозна- 
чимъ черезъ I рангъ нроизведешя 2(23. На основанш § 23 имеемъ 1^ 7с. 
Такъ какъ матрица 23 неособенная, то существуешь обратная ей 23~1. 
Равенство

■ 1 =  2(
г

даетъ 7с ^  I и мы получаемъ I — 7с, что и требовалось показать.
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§ 25. Будемь называть элементарными операциями ел*дующш пре- 
образовашя матрицъ:

1) Перестановка двухъ горизонталей или двухъ колониъ.

2 ) Умножеше в с*х ъ  элементовъ одной горизонтали (колонны) на 
одинъ и тотъ же неравный нулю множитель.

3) Прибавлеше, на произвольный множитель умноженной, горизон­
тали (колонны) къ другой горизонтали (колонн*).

Д в* матрицы называются эквивалентными, если одна получается изъ 
другой при помощи ряда элементарныхъ операций.

§ 26. Чтобы составить себ * болКе ясное представлеше объ эквива­
лентности матрицъ, достаточно принять въ соображеше од*дуюшДе факты.

Каждая изъ элементарныхъ операцш можетъ быть заменена умно- 
жетпемъ сл *ва  или справа данной матрицы на некоторую неособенную 
матрицу. Эту неособенную матрицу легко подобрать нисколько видоизме­
няя едннничную матрицу I .

Отсюда сл'Ьдуетъ, что если д в* матрицы Й и 8  эквивалентны, то 
можно всегда подобрать д в* повыя , £} неособенньтя такъ. чтобы было

№  =  33.

Весьма важно обратить впимаше на теорему.

Необходимыми и достаточнымъ услов'гемъ эквивалентности двухъ 
матрицъ одного и того ж е  порядка является равенство ихъ ранговъ.

Необходимость теоремы одЬдуетъ изъ § 24.

Достаточность сл'Ьдуетъ изъ того обстоятельства, что всякую матрицу 
ранга к можно при помощи элементарныхъ операций привести къ виду

1 1 0 0 . . . 0 0 . . . 0

! 0 1 0 . . . 0 0 . . . 0

0
!

0 1 . . . 0 0  . . . 0

0 и 0 . . . 1 0 . . . 0

о 0 О . . . 0 0 . . . О 1

! о О 0 . . . 0 0  . . . О 1

мат рицы нули кроме 1с р
щихъ на верху главной дшгонали.

единиц*, стоя-
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§ 27. Мы теперь обращаемся къ основной теореме теорш матрицъ, 
которая была известна еще Hamilton’y и Cayley 1), но доказана во всей 
общности Pasch’oMb 2).

Если элементы некоторой матрицы суть функц1и отъ переменной не­
зависимой X , но тага я матрицы мы будемъ называть функцюнальными 
матрицами или короче >-матрицами.

Мы обратимъ особенное вниман1е на такую Х-матрицу, которая по­
лучается изъ данной числовой матрицы 'Л черезъ вычиташе переменной 
X изъ ве/йхъ элементовъ главной диагонали

Й Ц - —  X ,  a J2 a i s .  .  .  Я ] И

a 2\ ; r t 2 2  ----- X  , a 23  > • • ■ ( 12ч

a n  1 2  ^ » 3 ^ n n  ^

Определитель этой матрицы есть, очевидно, полиномъ п-он степени 
относительно X, который мы обозначпмъ черезъ

?(Х) = р ^ п - f  М " -1 4- • •. + Р - - 4  + Р п ,

где р п есть определитель матрицы 51, а р 0 =  (—  1)” .
Уравнеше

? (Х) =  0

носитъ назваше характеристическаго относительно матрицы 51.
Введемъ теперь символъ <р(5(), подъ которымъ мы будемъ разуметь 

матрицу, определяемую символически равенствомъ

9(51) = p 03tn -HV-M’* - 1 +  • • • + p „ - i5 l  + p J \

здесь скалярный величины р 0, р х , . . . р„_1, , р п надо заменить скалярными 
матрицами и произвести умножен1я и сложенья по правиламъ действ1й сь 
матрицами.

Теорема. Всякая матрица 51 есть символический корень ея характ е- 
ристическаго уравнена/, т. е. ймпетъ м/ьсто следующее символическое 
равенство

<р(51) =  0.

J) Cayley. Coll. math, papers 2. 482.
!) Paseh. Math. Ann. Bd. 38. S. 48
Frobe-nvas. Journ. f. r. u. ang. Math. 84, 11. Sitzungsb. d. Berl. Akad, (1896) 606.

19
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Пусть У обозначаете характеристическую Х-матрицу

у =  ун — ХУ .

Состави.чъ для нея взаимную Л , которая будете, очевидно, также /.-мат­
рица, причем'^ каждый ея элементе, будучи миноромъ первоначальной, бу­
дете полиномоме относительно X степени не выше п — 1 , т. е.

Л =  Уп-.X’- i  +  уп_2Х " + * 0, (1)

гд-fe У „_,, Уп_2, . . . у„ суть обыкновенный матрицы, составленный изъ эле- 
ментове 2( .

Пореппсаве функццо ®(Х) таке

?(Х) =  к„X" -)- jfcb-iX— »-f- к0 , (2)

получиме на основанш формуле § 20

(>21 —  Х7) Д =  Ж  —  ХД =  ср(Х) I .

Раскладывая ве об^ихе частяхе посл'Ьдняго уравнения Д и <р(Х) по 
степенямъ X на основанш ( 1 ) и ( 2) и сравнивая коэффинденты у одинако- 
выхъ степеней, получиме ряде символическихе уравнений

'(^0 — V

'ЛУ| — У0 =  fcj /

521У ,,_1 —  У„ _ 2 — Х-и— 11

Vii — 1 “  кп1 .

Умножая эти уравнешя по порядку на I ,  21 , 212 , . . . 21" и скла­
дывая мы замечаем ь, что .гёвая часть обращается ве нуль, правая же 
часть даете

k j  +  k j i  +  кг№ +  к Л ” =  О, 

то есть ®(2() =  0 , что и требовалось доказать.

§ 28. Мы выведеме изе последней теоремы важныя для теорДн ча­
се лъ сл,йдств1я.

Пусть матрица 21 имеете элементами положительный пли отрицатель- 
ныя ц-Ьлыя числа или нули. Очевидно тогда, что такую матрицу можно 
разсматривать се точки зрДппя действий наде матрицами за цгълое алгеб­
раическое тесло, ибо она удовлетворяете символически уравнение степени н

®(Я) =  0 ,

у котораго всЬ коэффищентм цгьлые н старше! равене единица.
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Предполагая функцно ?(>.) неприводимою, мы приходпмъ къ построе­
ние поля изъ матрицъ вида

х0 +  Н~ ж2^2 +  • • • +  _I,

гд1> х0 , х , , х2 , . . . х.п-х ращональныя числа. Это поле изоморфно съ 
полемъ, получающимся отъ присоединешя къ полю рацюнальныхъ чиселъ 
корня ). уравнсшя ф(>.) =  0 .

Сопоставлеше матрицъ алгебраическимъ числамъ поля производится 
просто на основании такого разсуждешя.

Пусть фундаментальный базисъ (см. гл. X II § 16) поля степени и 
будетъ

“ д, "2 г • ■ •

возьмемъ произвольное число £ поля, тогда век числа

Ых, Ы2 , . . . Ь>п,

какъ числа поля, должны выражаться черезъ базисъ съ целыми коорди­
натами

S fJ j =  Я ц С О ] - f -  (X]2<J>2 ~\~ • ■ ■ Н "  * 1 * ш »

Ёсо2 =  a g l ^ l  “ 1“  а 22ш2 “ Ь  • • • ~ Ь

;СО„ — иП1ш1 -f- Оп2т2 ®ппшв ■

Очевидно, что алгебраическому числу ; можно сопоставить матрицу е

a n ■ ■ a,„ I
■

Ощ ■
■ • • et h
■ a„„ ]|

гЬмъ болке, что матрица »Л удовлетворяетъ символически тому же урав­
нение, которому удовлетворяетъ ооыкповеннымъ образомъ число £.

Заменяя алгебраическая числа матрицами, получаемъ вычислитель­
ный npie.M’b, который нельзя игнорировать при бкдностн относительно алго- 
рномовъ reopin алгебраическихъ чиселъ.

§ 29. По поводу алгебраическихъ матрицъ првведемъ зд4сь кстати 
интересную теорему Smith’a ') , воспользовавшись для ея доказательства 
принципомъ Dedekind’a (см. гл. II § 31).

') Stephen Smith. Proc. of the London’s Math. Soc. YU Mai is:t>.
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Обозначили, черезъ (гг ,Л)  общш наибольший делитель двухъ ц'Ьлыхъ 
чиселъ п и N :  тогда Д'Ьло идетъ о матриц;!;

( 1 , 1 )  ( 1 , 2 ) ( 1 , 3 )  . . . j - i i i i i i . . . .

( 2 , 1 ) ( 2 , 2 1 ( 2 , 3 )  . . . _ 1 2  1 2  1 2 . . . .

( 3 , 1 ) ( 3 , 2) ( 3 , 3 )  . . . 1 1 3  1 1 3 . . .

== 1 2  1 4  1 2 . . . .  

I l l  1 5 1 . . . .
i
j

!
j
|

1 2 3 2 1 6 . . . .

Теорема Smith’a состоитъ въ томъ, что определитель последней мат­
рицы, составленный изъ п первыхъ горнзонталей и колоннъ, равенъ

<р(1 )ф(2) . . . <р(гг),

где у(п) Еи1ег’ова функция (см. гл. II § 28).
Введемъ для доказательства такую новую числовую функщю р(гг, N ). 

которую бпреде.чимъ равенствомъ

р(гг,А7) =  «(гг),

когда N  делится на п и равенствомъ

о(п ,N )  — Q,
если N  не делится на п .

Будсмъ иметь cooTiionreHie

S ?  ( d , N )  =  { n , N ) ,  (1 )
в

где сумма распространена на всехъ  делителей d числа п .
Настолько просто убедиться на основан!и формулы (1) § 26 гл. II 

въ справедливости формулы ( 1 ), что мы на атома, останавливаться не бу- 
демъ. Применяя принципъ Dedekind’a ,  получимъ

Р( « , N )  =  ( п , N )  - S  g , iV) +  S  > N ) ■ ’ (2>

где р , Pi ■ ■ • суть простые множители числа п .
Если у насъ разсматривается определитель

I ( 1 , 1 )  ( 1 , 2 )  ( 1 , 3 )  . . . ( 1 , « )  \
I

к п = ............................................................ ь

| (и, 1) (п, 2) (п , 3) . . . (гг, гг) !
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го, прибавляя къ последней (нижней), w-ой горизонтали друпя горизонтали, 
и.м'Ьгощгя нумерами

П п п п п п п
!> ’ Г>\ Ръ ' "  PPl ’ И >2 ’ Р\Р2  ’ ‘ "  РР1 Р 2 ’

умноженный всяKiii разъ на 4 - 1  или на — 1 , судя по формул!» (2), мы 
обратимъ последнюю горизонталь въ такую

р(и »1) ,  Р(п,2), р(и, 8) ,  . . .  р( и, и—  1) ,  р(и,и)  

или, что одно и тоже, въ такую

О 0 0 0 <р(«).
Отсюда

К п =  о(п)К п_1

и теорема доказана.



Г ЛАВ А XIV.

Числа Bernoulli.

§ 1. Въ предыдущей гдан'Ь мы разсматривали символическ!я дМеттая 
надъ матрицами.

Въ этой глав^ я желаю обратить внимаше на пользу символическаго 
исчислешя для теорш чиселъ вообще 1). Для этой ц'Ьли я выберу предме- 
томъ изучен!я зам'Ьчательныя числа, введенный въ науку Bernoulli. Эти 
числа получили особенное значеше въ X IX  стол^пи въ изсл'Ьдовашяхъ 
Кшшпег’а, связанныхъ съ великой теоремой Ferm at’a, гд1> выяснилась ихъ 
глубокая связь со свойствами поля д’Ьлетя  круга.

§ 2 . Будемъ называть первою конечною разностью  функцш f(x) вы- 
ражеше

\ f { x ) = f { x ^ [ ) - f { x ) .

Разсмотримъ случай, когда такая первая разность есть ц’Ьлая функ- 
ц1я, т. е.

A f{x ) = f ( x - j -  1 ) — f(x) =  айхп 4 - +  а2жп~2 ап ( 1 )

подставляя въ равенство ( 1 ) вместо х  числа 1 , 2 , 3 ,  . . . х  — 1 и скла­
дывая, иолучимъ

f(x)  —  Д 1 ) =  a0S„ -f- -}- a2S ,,_2 +  о я8 0 , (2) *)

*) Можно рекомендовать для болЪе нодробнаго знакомства съ ириложешемЪ 
символическаго исчислен1я къ теорш чиселъ Bernoulli курсъ Teopin чиселъ Lucas 
(Theorie de Nombres) и Чезаро. Элемента]>ный учебникъ алгебраическаго анализа. 
1913. Переводъ съ нрим-Ьчашяыи проф. Поссе.
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S , =  l» +  2" +  3 " +  . . . - Н а г - l ) n-

Нм'Ьсто формулы (2) нанишемъ новую

f i x )  —  /'(1) =  a0S* +  +  a iS n 2 +  . . . +  anS° ; (3)

эта формула представляетъ такъ называемую символическое равенство, 
иричемъ знакъ ~т= этого символическаго равенства иоказываетъ, что для 
получетя изъ него настоящаго равенства надо въ правой части показа­
тели надъ буквой S  заменить нижними значками. Принимая во внимаю е 
формулу (1 ), можно будегь формулу (3) переписать такъ

f ( X) - f ( l ) ^ f ( S + l ) - f ( S ) .  (4)

Знака символическаго равенства мы но будемъ однако дал'Ье писать, ибо 
будетъ всегда ясно, какое написано равенство обыкновенное или символи­
ческое.

§ 3. Полагая въ равенств'!? (4) § 2 f ( x ) — .r", нолучимъ 

хп —  1 = [ S  +  l )n —  S” ■

Заменяя символическое равенство обыкновеннымъ нолучимъ

.• -1  = »«.., + s. (1 )

Обозначаемъ
, t пуп — 1 )(и -  2) . . .  (п — k  +  1 )

~  1 . 2 . 3 . . . , * .

Применяя формулу (1) къ значеюямъ показателя п , п —  1 , п —  2 ,  
нолучимъ рядъ уравненш

я" -  1 =  GyS„_t +  Сп2 S « -« +  CL* S„_3+  . . .

•£и_| — 1 =  c l_ iS „  2 -j- (A r iS „ s  . . .

Я*-*'—  1 =  O i-2Sn- 3 +  • • •

Пиная эти уравнешя какъ линейныя относительно Sn _a , 8 п- 2 , ■ ■ ■ 
нолучимъ
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Xй cl c l  . . п п—\ 1

х"~1с'п- 1 c *L i . . 0 1 
1 

ь- 
С>» 1

1 . 2 . 3 . . . nS„ . 1 =
х п~2 0 б-п-2 ■ • / тп — 3 

• ^п-2 1
• (2)

х 9- 0 0 . . • 0\ 1

X 0 0 . . . 0 1

Раскрывая этотъ опред-Ьлитель по элементамъ первой колонны мы
получимъ

wSn_j  =  хп +  v? „  , , п(п  —  1 ) 
•% 1^7,\++11++",д 93

л п{п —
V- 1 LO

 ч
Ц?

 

: 
1

— 583ж” -3 +

+  . . . +  + 8„_ж.
(3)

Числа '-8 ] ,  332 , 333 , . . . sB„ _ 1 оказываются независимыми отъ п и 
зависящими только отъ своего значка.

Дадимъ бол-fee простой способъ посл-Ьдовательнаго вычисленья коэф- 
фищентовъ 93*.

Формулу (В) можно заменить сл-Ьдующей символической

nStl-\ =  (ж +  58)"— 58” . (4)

Взявъ первую разность отъ об’Ьихъ частей посл-Ьдней формулы, по­
лу чимъ

пхп - 1 =  (ж -f- S3 +  1)" — (х -(- 58)” . (5)

Подставляя сюда х  =  0 ,  получимъ при 1  рекурентную формулу

(33 +  1)** — 58” =  0 ,  (6)

дающую возможность последовательно вычислять коэффищенты '8 „ . 
Полагая въ (6) п =  2 ,  получимъ

2931 +  1 = 0  или 233j +  1 = 0 , ^ .

Полагая въ (6) п — 3 ,  получимъ

3932 +  3S3 1 + 1  =  0 ,  Звв +  3®, +  1 = 0 ,  *В8 =  | .

Полагая въ (6) п =  4 ,  получимъ

4933 +  6932 +  4 '8 ‘ +  1 —  0 , 433.J +  6'8 2 +  493) +  1 — 0 ,

откуда 933 =  0 .
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Итакъ, получаются сл*дую1щя значетя первыхъ коэффищентовъ 

» ■ = * >  ^ 3 = 0 ,  =  ®5= 0 , « 6= А ,  «7 =  0 ,42'

« s  =  — 3Q, и т. д.

§ 4. Числа 33* съ нечетными значками оказываются равными нулю. 
Въ этомъ очень просто убедиться изъ такихъ соображений

Полагая х — — 1 въ формул* (5) § 3 ,  получимъ

33я —(«— 1)я =  и(— I)”- 1. 

Складывая съ формулой (6) § 3, получимъ

(33 +  1 )« — (33 — 1)» =  и(—  I ) » - 1 .

Полагая дал*е х — — ^ въ формул* (5) § 3 получимъ

(233 + 1)» — (23В —1)» =  2и(— 1 )»-i.

Изъ равенствъ (1) и (2) получаемъ окончательно

(2 3 3 +  I)" — (233 —  1)” —  2 [(33 +  1)" —  (33—  1)"] =  0 ,

( 1 )

(2)

то есть однородное линейное соотношете, связывающее рядъ первыхъ по 
порядку коэффищентовъ 33* со значками одинаковой четности. При п чет-

„ . и
номъ получается однородное линейное соотношенхе, связывающее — пер­

выхъ 33* съ нечетными значками.

Очевидно, что, если нисколько первыхъ такихъ коэффищентовъ равны 
нулю, то будетъ равенъ нулю и всякш сл*дуюшдй.

§ 5. Обыкновенно разумФютъ подъ назвашемъ чиселъ Bernoulli ') 
числа В  к определяемый равенствомъ

( _ 1 ) * - 1 5 *  =  © 2*.

) Марковъ. Исчислете конечны хъ разностей.
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Формула (3) § 3 даетъ две сл-Ьдуюодл

" " + * " + ■ ■ ■  +  —  I >2" =  4 + Т  —  Т  ^  т с’а - ^ ' ‘ ' —

- f & * • « + . . .  + ( - 1 ) - ' ? - ч а - ' . * ,  ■

12п+ 1 Ц_22-+ 1 +  . . .  + (а;_ [ )2п+1 X 2n+ i  Х 2 п +1
(1)

2 п + 2 +

+  С\п+Х *«•—  ~2 б1и+,^ »  +  . . .  +  ( -  1 ) - 1  | ?  б Ц ^ }*2 .

Разсматрпвая последшя формулы, мы замечаем-!,, что посл'Ьднш членъ 
съ самой меньшею степенью х  будетъ:

вь выраженш $ ь , . . . . .  (—  1 )’*~,Б„.т

въ выражепш S2n+I . . . 1— В пх *.

§ 6. Покажемъ теперь, что числа Bernoulli все положительных и 
безпредпльно возрастаютъ съ возраста Hie.\[ь значка. Для этой цели вы- 
ведемъ одну весьма важную формулу

( 1 т +  2т +  . . .  Д- x v f  =  12я _(_ 22/» . . .  Д- зр-Р +

2 { 1 т. ()т +  2 т. 1 т -f- 3 р ( \ р  4 - 2 т) 4т(1т 4 -  2 т 4 - Зт) 4~ . . . } ,

то есть

< 2  хРУг х2р+ 2S  уч  S  ур— у "> ■
у = 1

3  д'Ёсь подъ знакомь ^ д т  разумеется 1 т 4- 2т 4 - . . .  -\-qe.

Но

2 г - У  =  -  j  4 -  §  с > - 1 -  ■■■

Следовательно, получаемъ

( £  =  ЧР ̂  4 .  2 | - 1  £ * 2т 4 -  ё±  ^ т - 1 _  . . . |

Применяя къ четному значении р — 2 п , получимъ
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( 2  * 2>')s =  , w 1 , 5 > 4,,+1 +  oL j-‘ y.r±"-> _  c l  f  s  * * - -  +

+  . . . +  (— l ) « - ^ G l r 12 * 2,,+ l

p i   “ 411  ̂ p  i p 1 4 *̂ —’  ̂ p p i_
a « — 2n + 1  2 ° 2" ' v2n — 2—  “° 1 “ 2"~1 +

+  t'in —  ̂- — ^>2^24-2 ~Ь • • • ~Ь(2и -{- 1)-B; ,

или окончательно

~|~ 2  -̂ 2и — ' tj— 2̂ii ■ В гВ 2, 1-\-------j— O’j,,B2B 2l, 2 Ч- • • • “h 2иВй- (1)

Эта формула показываетъ, что, если положительны числа В 1, В 2 , 
... В 2„-\, то будетъ положительно также число В 2п. Для нечетнаго значка 
2п 1 будетъ существовать подобная же формула; такимъ образомъ мы 
вндимъ, что всЬ числа Bernoulli положительны. Покажемъ теперь, что они 
безпред-Ьльно возрастаютъ. На основаши формулы (1) мы имФемъ

i n  ‘ И р  4 ”  —  I р  р
-&Г+ 1  -л >  2  т  и - 1 •

Подобнымъ же образомъ для нечетнаго значка 

4и +  3 о  ̂ in  +  1 2п -+-1 D D
2 ,7 + 2  2,1+1 >  ~ 2 Т —  1 2,1 ‘

Об'Ь послФдшя формулы можно заменить одной общей

2р —  1 р(р +  1)
Bi'Bp—i •2р+ 1  1 . 2

Какое бы та было задано число а , начиная съ извФстнаго р  будетъ

5 p > a S p_ , .

§ 7. Формула (2) § 3 даетъ
/Т- /'fi О rt . U w . , О п 1
/И /i2 рЗ 
м̂ -1 > ^ п — 1 > v«-l • • 1

3 . . I)-*! 0 ; c U ,  C l - i  . . 1

О о о .. С\, 1

откуда мы видимъ, что число 1 . 2 . 3  . . . есть щЬлое число.
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§ 8 . Числа Bernoulli суть, какъ мы видимъ, положительный, безпре- 
д-Ьльно возрастаюиця, дробныя числа.

.1. Adams1) далъ таблицу первыхт. 02 чиселъ Bernoulli В к. Эта таб­
лица продолжена Серебренниковымъ2) до В м . Небольшую таблицу чиселъ 
Bernoulli мы приводимъ въ конц'Ь книги.

Теорема Staudt’a.

§ 9. Покажемъ теперь, что всЬ числа Bernoulli суть действительно 
дробныя. Для этой ц'Ьли докажемь весьма важную теорему Staudt’a 3).

Теорема. Дробная пасть В к равна произвсденио (—  I ) 1' на сумму 
воъхъ дробей вида

1
I ’

гд)ь ). простое число, при которомъ 2& =  0 (modA— 1 ) .  

НапримЬръ

1 1 R - f  I 1  I 1 , 1 , 1
3 ~ Т Т ’ ^ ~ С +  2 + 3 + 5 + Т7-

Мы докажемъ эту теорему изъ разсмотр-Ьш'я выражения Bernoulli’ero 
числа черезъ конечный разности.

§ 10 . Если мы положимъ для сокращеш'я 

f ( x +  l) —  f (x)  =  Sf(x)  

\ f ( x + \ ) - \ f { x )  =  Mf(x)  

A * f ( x + Y )  —  A*f(x) =  A*f(x)
( 1 )

то выраженья
\ f( x ) ,  Д*/ (* ) , A Y (* ) ,  . . .

представляютъ такъ называемыя конечный разности первого, второго, 
третьяго и т. д. порядка огнь функцш f ( x ) .

В J. Adams. Journ. f. г. u. ang. Math. В. 85.
2) Серебренниковъ. Таблица первыхъ 90 чиселъ Бернулли. Зан. С.-Пет. Ак. Н.

s) Staudt. Journ. f. г. и. ang. Math. В. 21. S. 72.
1905.
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Не трудно изъ равенствъ (1) вывести формулу Newton’a 1) 

f ( x  +  >i) =  f i x )  +  ClAfix) +  c№ f(x )  +  . . .  +  о •Пх) , 

полагая въ ней x  =  1 , n =  x  —  1 , получимъ

/ (i)

Применяя эту формулу К Ъ  фуНКЦ1И X " ,  получимъ

X- =  | . + g = i  A i " + ( J ~ „ ' / ' г "  -  д п " +

С2)

суммируя дал'Ьо по х  отъ 1 до х — 1 , будемъ имфть

собирая въ об'Ьихъ частяхъ коэффищентъ при х  въ первой степени, по­
лучимъ

+ (r + f  + j ) i!1'- ( v  + ^ s 1 + r)4n', + —  «»

собирая въ об'Ьихъ частяхъ равенства (2) коэффищентъ при первой с т е ­
пени х ,  получимъ

0 -  м ' -  ( [ + \ ) v l " + (т +  г + 5) д п " + (4)

вычитая дал'Ье (4) пзъ (3), получимъ окончательно

Д1>. Д21« дн» , ДН"

г'-  =  1 -  г + - г — Г  +  - Г -

4) Марковъ. Исчпелеше конечныхъ разностей. I-ая часть, глава II.
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Очевидно, достаточно разсмотр-Ьть случаи четного п =  2к ,  тогда фор 
мула будетъ

( -  1 ) * - 4 i k
Д12* Д2 1 2* ( Д4 1 2А-

2 3 Г  +  ' о '

Остается доказать, что будетъ

Лх - 11 2* =  —  1 (mod X ),

если X простое число, при которомъ 2& =  o(m odX — 1 ) ;  и

Дх_11 2* =  0 (mod X;

во всЪхъ остальныхъ случаяхъ.
Въ самомъ д'Ьл'Ь, разсмотримъ сравнеше

F (x)  —  0(mod К) . ( 1 )

Подобно тому какъ было показано для простого модуля (см. § 27 гл. ПГ), 
можно понизить степень сравиешя ниже X и въ случай составного X . 
Пусть у есть наибольший изъ показателен простыхъ множителей числа X , 
т. е. если X =  . . . , то у есть наибольшей изъ показателен

, ы2 , си3 , . . .  Пусть кром-Ь того 6(Х) есть наименьшее кратное чиселъ 

?{Р i" 1) > ? ( i V 4 ), ~‘( lh Ws) ■ ■ ■ > тогда будемъ им'йть сравнеше

х1(х№'> —  I) =  0(mod X)

справедливое при всЬхъ значешяхъ х . Если х  делится на 
то x i  делится на р { ° ', если же х  взаимно простое съ р"н , 
делится на P i"'.

простое Р\> 
ТО * * * » —  1

Д'Ьлнмъ F (x )  на х Ц х ^ — 1) и обозначимъ 
л е т я  черезъ f(x)_. Пм1;емъ тождество

остатокъ отъ этого Д *'

F (x )  — x<{x'F‘-> — ] )ф(х) -)- /( ж) ,

откуда получаемъ тоясдественное сравнеше

F(x)  =  f(x )  (mod X)

и, следовательно, сравнеше ( 1 ) равносильно такому

f ( x )  —  0(mod X),

степень котораго ко выше

т + Т ^  1 ■

С-2)
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Для составного числа кроме X =  4 им’Ьемъ 

-Иа) +  т —  1 <  а —  1
и, следовательно,

Д x̂ 1F (x ) =  А’—1/ (х) =  O(modX).

При X =  4 получаемъ

Да- Ч 2* =  Д312* =  42t —  3 . 3?* - f  3 . 22* —  12* =  0(mod 4 ).

Если X нечетное простое число, то будемь делить 2к на X —  1 и 
обозначимъ остаток'!, отъ этого делешя черезъ а , нричемъ, если делеше 
совершается безъ остатка, то мы будемъ предполагать з =  X —  1 .

Если о <  X —  1 . то получаемъ тождество

д).-1г ->* =  Д'— 'х7 ~  0(mod X).

Если же з =  X —  1 , то

д>.-1х 2* =  =  1 . 2 .3  . . .  (X —  1 ) =  —  l(mod X).

При X =  2 получаемъ

Д12* =  22* —  12* =  — l(mod 2) 

и теорема Standt’a доказана вполне.

§ 1 1 . Изъ теоремы Staudt’a следуетъ между ирочимъ, что знамена­
тель всякаго числа Bernoulli делится на 0.

Теоремы Adams’а-Вороного.

§ 12. Въ цитированной выше (въ § 8) статье Adams’a авторъ даетъ 
безч> доказательства следуюпДя свойства чиселъ Bernoulli: онъ говоритъ 
„ Я  доказалъ, что, если п простое число большее 3, то числитель п-го 
числа Bernoulli будешь делиться на  и“ .

„Я  т акж е замптилъ. что если р  такой простой дгьлитель числа п . 
который не входить множителемъ въ знаменатель п-го числи Bernoulli, 
то числитель этого числа дгълится на р “._

Вороной ’) доказалъ предложеше более общее:
„Если число т , значекъ т-го числа Bernoulli, имгьетъ дплителемъ 

число Ic =  pi'P^ ■ • • pi', / дгъ р[ ,р 2 , Pi просты я числа, не дгъллЩгя знаме­
натель т-го числа Bernoulli, то числитель его будешь дгълиться на 1с.

Д Вороной. Сообщешл Харысовскаго Математнчеекаго Общества. 1890.
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§ 13. Пусть а и N  ц-Ьлыя положительный взаимно простыл числа. 
Обозначимъ черезъ

r l ; r2 1 • • • >'П-1 ( 1 )

остатки отъ д-йлешя на N  чиселъ

1 . а ,  2 . а ,  З а , . . . (N — 1)о;

числа (1) представляютъ изъ себя рядъ чиселъ 1 , 2 ,  . . . N — 1 только 
иначе расноложенныхъ

Возвышая эти равенства въ степень т , получимъ сравнетя по мо­
дулю N 2

ат —  тА 7«т _ 1Ц^| =  r ,M(mod N 2)

2 тат —  »n.A72m_1a ’" _ 1 ĵ — J  =  г2ш (mod К 2)

(N ---  1 ) " в " --- )llN (N ----  1  ̂ (modiV2) .

Складывая всЬ эти сравнетя почленно, найдемъ

К- 1

a mSm(N  -  1 ) —  i— >|д| =  Sn(N  —  1 ) (mod А72)

I—i

(am —  1 )Sm(N — 1) —  ma m im - 1 (mod A72) .

При m^>  1 можно будетъ написать также сравнете 

(ат —  l)S m(N ) =  7<ш” - 1А7̂ г " - ’ j j^ J  (mod А72) , 

которое мы будемъ употреблять при четномъ значенш т , т. е. писать 

(п2-* —  \)Sim(N ) =  2»Ha2- » - w V  (mod A72) . (2)
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§' Г4. Возьмемъ равенство (1 ) § 5,: которое вь примЬнеши къ елу- 
чаю x = N  перепишемъ такъ

' ,,тч №»+' , N*
S^ N ) ~ Ш + 1  +

1 +  ^ Б 1̂ - 1-

2m(2« - l )_(2m ^ 2) + ( _ 1 )ж- а М Ь - 1 М д
1 . 2 . 8 . 4  2 ^  1 . 2 . . . ( 2 т — 2) "‘- 1 +

+  ( -  ( 1 )

обозначая В т =  , не трудно убедиться въ справедливости сравнешя

Q j 2m(N ) =  ( -  l ) " - lP m̂ (m o d iV 2) . (2)

Для доказательства справедливости посл-Ъдняго сравнешя заметимъ, 
что въ равенстве (1 ) можно считать все члены правой части кроме по­
сле дняго сравнимыми съ нулемъ по модулю N 2.

На основан1и сказаннаго въ главе о приложешяхъ конечнаго поля 
дробность- входящихъ въ уравнеше ( 1 ) величинъ не можетъ служить пре- 
пятеттаемъ для разсмотрешя ихъ по модулю N 2. Необходимо лишь убе­
диться, что, если мы обозначимъ черезъ X наиболыпаго изъ показателен 
простыхъ чиселъ входящихъ въ знаменатель некотораго общаго члена 
второй части ( 1 )

2 т (т  1).. . (2т  2р.'4-1) Д » ^ ^ 2(1+1
1 1 . 2  ... .  2}х ' 2[хН- 1

то после откидыващя множителя JVX останется степень дУ о.ъ показате-., 
лемъ не менылимъ 2 .

' Въ самомъ деле, знаменатель члена (3) состоять изъ знаменателя 
Qm числа Bernoulli и изъ числа 2р.-f- 1. Такъ какъ по теореме Staudt’a 
все простые множители входятъ въ первой степени въ знаменателяхъ 
чиселъ Bernoulli, то высппй пределъ для числа X будетъ

X =  1  — v ,

где v высппй изъ показателей числа 2рД-1.  Мы получимъ высппй пределъ 
для числа v , если предположимъ, что 2а 1 есть степень самаго мень- 
шаго нечетнаго простого числа . 3 .

3 ^ ( 1  +  2 ) ^ > 1 + 2 р ,  •

значить v ^ lp ,  где знакъ равенства можетъ быть при а =  1 . Нтакъ, от­
кидывая степень N 1, где X ^  1  -(- р получпмъ степень N  съ показателемъ

20
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не менъшимъ р . Такъ какъ при jj. =  1 можетъ получаться первая степень, 
то предпосл-Ьдтй членъ требуете особеннаго разсмотр’йшя. Въ самомъ 
д’Ьл'Ь, этотъ членъ ость

, 1 V» -2; M 2»»— 1 ) '-в— I
V Ч  j  2 ' 3

Зд-Ьсь знаменатель ВегпоиШ’ева числа уничтожаетъ первую степень N , 
множитель же 3 не играетъ роли, ибо онъ пропадаетъ отъ умножешя 
всего уравнешя на Qm (см. § 1 1 ).

Итакъ, сравкете (2) справедливо. Умножая обгЬ части сравиешя (2) 
§ 1 3 ,  на Qm и пользуясь сравнетемъ (2) § 14, получимъ

Р т(а2т—  \ ) N =  (—  l ) m- 12maJm_1iVQm̂ '  (mod JV2)

или, сокращая на N ,  получаемъ окончательно

Рт{а2т — 1 ) =  (—  1 )га - >2 (mod N )

Применяя последнее сравнен1е къ случаю N  =  т , получимъ

Р т(а2т— l)  =  0 ( modw) .  (4)

§ 15. Возьмемъ сравнение (4) § 14 и предположимъ, что число т 
им’Ьетъ делителя

к =  P i *p 2V . . .  р,х

тавого, что относительно простыхъ чиселъ РпРя ■ ■ ■ Pi существуетъ свой­
ство не делимости числа 2т на числа р г —  1 , р 2 —  1 , . . .p i  —  1 . Дру­
гими словами, простыл числа р 1} р2 , . . . p t не входятъ въ составь Q m.

Пусть Я] первообразный корень простого числа р 1 . В ъ  такомъ слу­
чай, не можетъ им'Ьть м^Ьста сравнен1е

а ,2"1 —  1 = 0  (m o d y ^ ) .

Поэтому, на основаши сравнешя (4) § 14 получаемъ 

Р„, =  0 (т о б р 1“) .

Поступая подобнымъ же образомъ, докажемъ

Ра  =  0 (mod р2Р), . . . Рп =  0 (mod p f ) , 

откуда окончательно
Рп =  0 (mod к ) ,

и теорема Вороного доказана.
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Числа Genocchi и Euler’a.

§ 16. Разсмотримъ теперь знакопеременный суммы одинаковыхъ сте­
пеней цФлыхъ чиселъ.

Предположим!, число х  четнымъ

-f- 2m- i  - f  , .  . (ж —  1 ) " - 1] =  (я; Э)« —  S"\ ( 1 )

X
Нрименимъ эту формулу къ случаю -

я»[1—1 +  2"'-’ +•■.  +  ( ! -  l)"~ '] =  (| +  » ) " -  « "  • (2)

Умножая (2 ) на 2Ш и вычитая изъ (1), получимь

wfl"—1 —  2m- '  -f  3m~ J_ 4">-i -j- ( x —  1 У"-1] =

=  (x +  » ) "  —  S "  —  2m || +  93|Ш+  2“* " .  (3)

Составляемъ коэффищентъ при x"‘~i

—  2»- b j &  =  6m*S t( 1 —  2*).

Введемъ по примеру Genocchi *) новыя числа, связанный съ числами 
Bernoulli при помощи формулъ

2(1
Формула (3) даетъ

(4)

2m [\m l —  2' " - 1 - f - З’" - 1 +  . . . +  (x  —  l ) m _I] =  (x 4 - Gf)m —  Gm- (5)

На основаяш формулы (4) мы замечаемъ, что числа Genocchi съ 
нечетными значками равны нулю, числа же съ четными значками опредф- 

1 ляются по формуле
в 21. =  ( - 1 ) * - !2( 1 - 2« ) Б 4 .

Числа (?2it очевидно целыя, ибо для всякаго нечетнаго простого 
множителя р  знаменателя В к имеетъ место сравнеше 2£ =  0 (m odp— 1 ) 
а, следовательно, и сравнеше 2п — 1 (modp).

l)  Genocchi. Annali di Tortolini t. Ш 1862.
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§ 17. Выведемъ н-Ькоторыя символическая формулы, относянцяся къ 
числамъ Genocchi.

Прежде всего им'Ьемъ символическое равенство

откуда
..."

i  Gm =  33™ —  (233)m ,

(1)

где f(x)  целая функщя a„xn.
Умножая формулу (5) § В на а„ и суммируя, получимъ

щ f>(x) =  f(X +  % + l ) - f ( x  +  %).

На основати той же формулы (5) § 3 мы можемъ написать
• . (! ............

(х  - f  1 +  33)’-+ 1 — (х  +  ЗЗ)”1* 1
X —

т-\- 1

, ,V. Ф  +  2 +  » ) - + ! - ( * + 1 +  »)"+•
( Ж + 1 )  ~  те + 1 ---------- '

отсюда, складывая, получимъ

хт +  (® .+  I ) ”1.—
(х  +  2 - f  58)”‘+ 1 —  (х  +  33)’"+1

те +  1

(2)

Такъ какъ въ этой формуле х  совершенно произволенъ, то подставимъ 
вместо него символическую величину 233, и мы будемъ иметь

(258)- +  (258 +  IV» =  [2 (^  +  1 )-Ь ,3 3 ]-+ --[2 5 В >  +  33]"|+д
т - 1-  1 (3)

Во второй части равенства приходится ввести вместо знака 33 новой 
введенной символической величины знакъ 58', ибо тамъ уже находится 
другая символическая величина 33; хотя: обе величины 58 и 58' равно­
сильны, но при символическихъ действгяхъ надо производить выкладъ от­
дельно относительно знака 33'.

Принимая во внимаше, что

( » ' +  !)*  —  »■*
=  0 при к >  1 
=  1 при к — 1 ,

мы зам1 ;чаемъ, что во второй части формулы (3) остается только одинъ 
членъ

258”',
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и >Hii получаем.*
(253)»' - f  (293 - f  1)"' =  2фт,

откуда
. Д253) + /(253 +  1) = 2/ (53 ). (4)

Подставляемъ въ (2) # =  0

и' вычитаемъ (4)

[/(53 +  1 ) —  f(293 +  1)] +  [/(53) -  /(253)] =  / '(0 ).

Принимая же во внимаше (1) получимъ окончательно

Д 0 + 1 )  +  /(0) =  2/'(О).

Применимъ эту формулу къ функцщ f\x) =  хт( х — 1 )т , получимъ 

0">(0 +  ,1 )”‘ +  0 Ш( 0 —  1 у» =  0 .

Эту формулу можно упростить, написавъ

. 0 m( 0  +  1 )«* =  0 ,  (5)* N   * ' *’ ; . » „* »' ■ '* •
-

принимая въ соображеше, что числа Genocchi съ нечетными значками и 
равны нулю при п >  1 .

На основами формулы (4) § 16 получимъ

00 =  0 , 0 , - 1 , 02 =  -  1 ,

слРдуюшдя числа получаются изъ формулы (5), полагая последовательно 
т =  2 , 3 , 4 ,  . . .

04 =  1 ,  0 6 =  — з ,  0 8 = 1 7 ,  0 1о =  —  155,  0 1 2 =  2073.

Формула (5) учитъ, что все  числа Genocchi съ четными значками 
суть числа цгьлыя и нечетный.

;<: § 18. Въ связи съ числами в к находятся числа Euler’a Е к, опреде­
ляемый символически

2тЕт~1 =  ( 2 0  +  I)»1.

Не трудно убедиться, что числа Euler’a удовлетворяютъ рекурент- 
ному соотношение

(.Е +  1 )ю +  { Е — 1 )т =  0 .
. I ] - 1  ̂ -- .г . . . .  . . i # . . . . .
Давая т  различныя по порядку значенья, получимъ

-®2»+1 =  О

E q =  1 ,  Ео =  —  1 , E i =  5 , Е 6 =  —  6 1 , E s =  1385 ,  Е 10 =  —  50521 ,
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Для болЪе подробнаго изучешя этихъ вопросовъ можно рекомендо­
вать— Lucas. Theorie des nombres.

§ 19. Скажемъ теперь н'Ьсколько слова, о ц'Ьлыхъ частлхъ BemouIIi'e- 
выхъ чиселъ.

Возьмемъ формулу

( — 1)"В* =  А а -ф- -  +  -  +  р- +  • • • +  (1)

гд1 ; а , р , . . . X соответственный нечетныя простыл числа.
Сообщимъ элементарныя соображешя Hermitе ’а, относяпцяся къ на­

хождение рекурентной формулы для чиселъ Лр .
Соотнотеюе

(1 _j_ sg)2«-H _  jgsn+i =  и
даетъ

1 -)- (2П - f  l)3?i -(- Cln+lSg -f" f  2n+l®4  -f- 6T2n4-l'®e =  0 .

Эту формулу перепишемъ въ такомъ виде

(J&n+iBi —  0\n+iB r +  (7?*+ |53 —  • • • +  (—  =  п

Применяя формулу (1) получимъ

Сгп+\ [д, + 9  +  gJ +

+  +  I  +  I  +  Ц  +

+  В  2„+ 1 [ д .  +  9 4“ g Д- у J  4"

4- 2̂«+|̂ Д« +  2 "Ь а +  ■ • • +   ̂j + п —  ̂=  0 • (2)

Покажемъ, что всё дроби сокращаются. Разсмотримъ сначала дробь 

Въ первую часть уравнешя (2) входить выражеше

' )  Сумма бином1альныхъ коэффищентовъ четнаго порядка равна сумм-Г. коэф­
фищентовъ нечетнаго порядка.
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Покажем'!., что будеть дёлымт, числомъ выражеше

°(р ) - £ [ с £ н  +  +  d W  + . . . ] .

Въ самомъ д'ёл'Ь, разсмотримъ въ числовомъ полё в\р\ уравнение

а’*’- ' =  1 , (3)

пусть <» обозначаетъ корень этого уравнешя.
Будемъ им-Ьть на основами § 25 гл. III.

2 d + и))2я+1 = ( р - 1 )| i +  + 6t a + i) +  . . . ] ,

гд-Ь сумма распространена на в с ё  корни уравнешя (3 ).
Но мы им'Ьемъ кромЁ того

2 d + (и>2л+ч -  1 2п+, =  о ,

ибо нечетное число 2п -f- 1 не делится на р —  1 , и когда ш пробЁгаетъ 
элементы 1 , 2 , 3 , р  —  1 , удовлетворявшие уравнение (3), величины 
1 и 1 +  <*> проб'Ёгутъ ту же совокупность.

Итакъ

( ;2п+\ +  (Л'п+i ’ - ( - . . . = =  O(modj»).

Значить а(р) есть число дЁлое.
Мы получаемъ окончательно формулу Hermite’a

C'in+i-A, +  Ct„+iA2 -f- • • . - f  С2%+1А„ n-\- 22*~1 —  1 0 -
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Г Л А В А  XV.
; ■ ■ : ..."

О задача Ferm at’a.

§ 1. Частный случай п =  2 въ Дюфантовомъ уравнения 

-- " : ж"-|- у п — гк

представляетъ задачу нахождения прямоугольнаго треугольника, катеты и 
гипотенуза котораго выражаются целыми числами. Уже въ древности были 
известны р еш етя : 82 -J- 4 2 =  52 , 52 —)- 122 =  132, . . .

Не трудно найти вей возможный рйшешя уравнешя

ж2 +  у2 — г 2 . (1)

.Euler предложилъ для этой, цйли слйдуюнця разеуждетя.- Введемъ 
вместо z новую неизвестную и ,  полагая

г =  У +  и;

тогда уравнеше (1 ) обратится въ такое

X2 =  2иу -f- и2. (2)

Положимъ u =  q2r , где у2 наибольшщ квадратъ, заключающейся въ 
и ,  такъ что г  заключаетъ простые множители въ первыхъ степеняхъ. 
Уравнеше показываетъ, что Ж" делится на q2 , значить ж должно делиться 
на q,  и мы имйемъ право написать

х =  qm,

отсюда уравнение (2) приводится къ следующему

т2 = 2 гу -)- q2r2 ■ (3 )



итавъ г«2 дфлится на г ,  но г но имФетъ кратныхъ множителей, значитт. 
т делится на г ,  то есть

т =  р г .

Сопоставляя вей полученным формулы, ириходимъ въ выводу, что 

1 1
х — p q r , У =  2 Г(Р2 —  ?2) . г =  2 Г(р * +  ^  • (4)

Не трудно убедиться, что необходимо положить г — 2 .
Въ самомъ д’Ьл'Ь, три числа .г, у , г ,  можно считать взаимно про­

стыми и значить для г  возможны только два значешя 1 и 2 . Но значе-

nie г — 1  надо откинуть, такт, какъ формула у — \г (р2—  q2) требовала

бы предположить, что р  и q или оба четныя, или оба нечетным и тогда 
у выходить четнымъ числомъ намъ же достаточно предположить число у 
нечетнымъ. Итакь получаются окончательно формулы

х  =  2 p q , у = р 2—  q2 , z =  р2 - f  q2

въ которыхъ р  и q взаимно простым, изъ воторыхъ одно четное, а другое 
нечетное.

§ 2 . Для доказательства великой теоремы Фермата, что уравнеше 
х" +  У" — невозможно при п >  2 достаточно убедиться, что оно не­
возможно когда п =  4 и когда п есть нечетное простое число.

Мы ограничимся вь нашемъ элементарномъ курсФ доказательствомъ 
случая п =  4 .

Euler ноказываетъ, что уже уравнеше

34 - f p *  =  c2 ( 1 )

невозможно въ цфлыхъ отличныхъ отъ нуля числахъ.
Конечно достаточно доказать невозможность уравнешя (1) въ чис­

лахъ взаимнонростыхъ.
Уравнеше (1) переписанное въ вид!;

(a2)2 - f  (р2)2 =  с2

является частнымъ случаемъ, разобран наго въ нредыдущемъ параграф!,, 
и мы имФемъ

а2 г -  2p q , ft2 =  р2 —  q2 , с =  р2 -(- q2 : 

второе изъ этихъ уравнен1й им'Ьетъ опять видъ
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- f  Р2 =  Р 2
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такъ какъ р должно быть нечотнымъ, то мы получаемь 

q =  2t u , р =  t2 —  и2 , р  =  Р  +  и2 ;

подобно числамъ р  и q должны быть взаимно простыми числа t и м .  
Вставляя полученныя значения р  и q въ а2 =  2p q , будемъ шгЬть

(^)  =  М*2 +  м*)

три числа t , и , Р  -f- и- суть взаимно простым, значить bcI; они должны 
быть полными квадратами, то есть

t =  * v ,  w =  Pi2 , Р +  U2 =  сх2. (2)

Числа a j , р !, сх , всЪ три отличны отъ нуля, ибо иначе было бы 
равно нулю и число а ~  2а1р,с1 .

Уравнеюя (2) даютъ

« 14 +  .V  =  <42- (3)

Мы пришли къ новому р!зшенцо уравнеюя (1) съ числами меньшими. 
Въ самомъ д’Ьл'Ь

с =  р2 ~|_ q2 _  (#2 _|_ „ 2)2 _|_ 4#2М2 =  ^4 _j_

то есть
4  __

c > £ j 4 ИЛИ Сх <су с .
•' ... » ь]

Продолжая разеуждать аналогично, мы будемъ приходить къ новымъ 
Р'Ьшетямъ

а24 +  Рг4 — 2̂* > а84 -f- Рз4 =  Сз2 • • • •
гд-Ь числа

С , C j, С2 , с3 , . . .

идутъ убывая, пока не дойдемъ до невозможнаго уравнеюя

' «*4 +  Р»4 =  1 ,

ибо оба числа и р* отличны отъ нуля.

§ 3. Въ высшей степени важно подчеркнуть тотъ фактъ, что во всЬхъ 
изв'Ёстныхъ до сихъ поръ доказательствахъ теоремы Ferm at’a приходится 
задачу разбивать на дв'Ь. Доказывать сначала невозможность уравнеюя

xv -(- ур =  г'1

въ томъ случай, когда вей три числа х ,  у ,  z  не делятся на простого 
показателя р  . Этотъ случай мы будемъ называть первой половиной за­
дачи. Второй половиной мы будемъ называть разборъ случая, когда одно 
изъ чиселъ х , у , z делится на р .



-  315

Характерньшъ является, что во воЪхъ доказательствахъ Euler’a, Di- 
richlet, Lame и Kummer’a первая половина задачи допускаешь прямое до­
казательство. Вторая же половина требуетъ рекурентнаго способа доказа­
тельства, аналогичнаго тому, которое мы привели для случая п — 4 .  То 
есть, предполагается существоваше одного реш етя, тогда приходятъ пу- 
темъ умозаключенш къ необходимости новаго р еш етя въ меньшихъ чи- 
слахъ.

§ 4. Въ последнее время молодому немецкому ученому Wieferich’y 
удалось свести первую половину задачи къ весьма важному критер1уму.

Теорема W ieferich’a. Если уравнете xv-\-yv =  zt рпшается въ цгъ- 
лыхъ числахъ не дплящихся на р , то имгьетъ ипсто сравнение

2? - i  =  l ( m o d / ) .

Мне известно, что последнее сравнете никогда не имеешь места, 
следовательно, первая половина задачи Fermat’a можетъ считаться ре­
шенной.

§ 5. Что касается второй половины задачи, то тутъ не известно ]иныхъ 
путей кроме изследованш по Кшшпег’у. Повидимому усшпя должны быть 
направлены къ устраненш ограниченш К п т т е г ’овскаго доказательства.
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Таблицы делителей цТлыхъ чиселъ 

отъ 1 до 107999*).

С п о с о б ъ  у п о т р е б л е н ! я .

Каждая таблица (латинсшя цыфры) расположена на трехъ страни- 
цахъ (буквы а, Ь, с) и въ начале каждой указаны наименьшее и наи­
большее число, делителя котораго можно найти изъ таблицы. Въ табли- 
цахъ помещены только числа не деляпцяся на 2, 3 и 5; поэтому эти мно­
жители, если они входятъ въ составъ испытываемаго числа, сл^дуетъ 
предварительно выделить простымъ д'йлешемъ.

Пусть требуется определить простые делители числа не превосхо- 
дящаго 107999 (не делящагося на 2, 3 и 5).

Разбиваемъ это число справа на лево на грани, по д ве цыфры въ 
каждой. Вь соответствующей таблице находимъ вертикальный столбецъ, 
верхнее число котораго отвечаетъ второй грани разложешя, и горизон­

тальный столбецъ, крайнее левое число котораго отвечаетъ первой грани. 
Если на пересечеши этихъ двухъ столбцовъ— пустое место, то испытывае­
мое число— простое; въ противномъ случае оно имеетъ делителемъ число 
стоящее на пересечеши. Выделяя делешемъ найденнаго делителя, если 
онъ существуетъ, къ частному применяемъ снова т е  же правила. Будемъ 
такимъ образомъ идти впередъ до техъ  поръ, пока одно изъ частныхъ 
не будетъ простымъ числомъ.

Примеры:

1 ) Дано число 31331;  требуется разложить его на простые множи­
тели. Разбиваемъ сначала число на грани: 3 | 13 | 31. Изъ таблицы IY  Ь. 
находимъ множителя 17. Выделяя его изъ испытываемаго числа, полу- 
чаемъ: 31331 : 17 =  1843. Для 18 | 43 изъ таблицы I а. находимъ мно­
жителя 19. Отсюда имеемъ: 1843 : 19 =  97. Но изъ той же таблицы I а. 
видно, что число 97— простое; следовательно, искомое разложеше будетъ: 
31331 =  17.19.97.

2) Для числа 83339 изъ таблицы X  с. находимъ сразу, что оно 
простое.

*) Эти таблицы перепечатаны изъ: „Table des diviseurs pour tous les nom- 
bres des 1-e, 2-e et 3-e million, ou plus exaetement, depuis la 30360C0, avec les 
uombres premiers qui s’y trouvent" par I. Ch. Burekhardt. Paris 1817.































































































с.

Табл и ц ы

первообразныхъ корней для вс^хъ простыхъ 
чиселъ до 200 и таблицы, въ которыхъ по 
данному числу находится индексъ и по дан­

ному индексу находится число.

Примгьч. Индексы пршскиваются въ табдицахъ означенныхъ буквой 1. а 
числа, въ другихъ таблицахъ, который означены буквой N.
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* ' Д О Б А В Л Е Н А :

На страниц^ 246, въ конц-fe § 53 необходимо убедиться, что X >  О 
и т) 0 .

Мы им'Ьемъ

«+  -nVD =  ( t +  u\D)f X . -  Y J D ) ,
откуда

- =  tXn — uYnD .
HO

t >  uyD , X* >  F„v D ,~

сл-Ьдовательно, ;  >■ 0 . Еслибы было rj < ;  0 , то есть тг) =  —  С, то

5 +  - r f D  =  S — С|/5 =  ^ = < 1 .
f +  Cj/Z)

• *
Получается противор^е.



П О П Р А В К И :  . .

На страниц! 230: вм !сто  8-ой строки сверху должно быть

( - 4 ,  17 ,  6 ) ,  ( 6 ,  19,  - 1 ) ,  ( - 1 ,  19,  6) ,  ( 6 ,  17,  - 4 )

На той же страниц'!;, въ стр ок! 13 снизу, вместо 3-ей, 4-ой и 5-ой 
подстановки

/О, - 1  \ /О, —  1\ /0, — 1\

\ i ,  —  1/ \ i , —  i / \ i ,  1;
должно быть

/О» —  1\ / О . - П
и, зг \i ,  -лэ;’ \ i , — ь)

На страниц! 232, 8 строка снизу, последняя подстановка должна
быть

f S
На страниц'! 236, 8 строка cinfty, вторая подстановка должна быть

С ’П )

На страниц! 223, въ первой теорем! Frobonins’a, напечатано

П =  р * +  1 ,

D  =  р -  +  4 .
а должно быть

к .
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