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Изъ предислов1я къ седьмому издаш'ю.

Предлагаемое руководство предназначается для тйхъ 
учебныхъ заведешй въ которыхъ алгебра проходится въ 
объема меныпемъ курса мужскихъ гимназий.

Въ течете ряда л’Ьтъ авторъ, соображаясь съ требова- 
шями времени и указашями педагогической печати, посте­
пенно перерабатывалъ, дополнялъ и развивалъ свой курсъ 
съ цЪ-лью придать ему ббльшую полноту и законченность. 
Такимъ, вполн’Ь естественнымъ путемъ, первоначальный 
объемъ сокращенная курса алгебры увеличился почти 
вдвое.

Въ русской учебной литератур^ въ настоящее время 
существуетъ довольно большое число полныхъ и сокращен- 
ныхъ курсовъ алгебры, такъ что во всякомъ случай ссы­
латься на недостатокъ того или другого типа учебника уже 
нельзя. ТЬмъ болгЬе ненормальнымъ является тотъ фактъ, 
что еще во многихъ учебныхъ заведешяхъ (въ особенности 
въ женскихъ гимназхяхъ) при прохождеши алгебры (и надо 
заметить: только одной алгебры!) считаютъ возможнымъ об­
ходиться безъ всякого печатного руководства. Въ н’Ькоторыхъ 
случаяхъ книгу зам'Ьняютъ рукописные конспекты и за­
писки, въ большинства же случаевъ почему-то принято 
довольствоваться одними, кое-какъ записываемыми, объ-
яснетями преподавателя и ..........  алгебраическимъ задач-
никомъ. Такое положеше учебная предмета можно назвать 
только весьма печальнымъ.

Въ средней школ'Ь необходимо живое слово и руковод­
ство преподавателя, но также необходимъ и печатный, до­
ступный пониманш учащихся, учебникъ: одно взаимно до-
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полняетъ другое. Безъ книги, однимъ ученьемъ „со словъа 
нельзя воспитать необходимой въ средней школе привычки 
къ самостоятельнымъ заняНямъ, нельзя повторять курса, 
нельзя добиться зн а т я  даже элементарныхъ опред'Ьлешй. 
Такое у ч е т е  воспитываетъ лишь небрежное отношете къ 
учебному предмету, которое не можетъ быть терпимо. Сущ­
ность науки, ея идейный духъ остаются неведомыми вплоть 
до окончашя курса, после котораго уже безвозвратно уле­
тучиваются и те  жалше обрывки зн атй , которые остались 
отъ употреблешя задачника съ объяснешями. Механически 
„набить рукуа въ простыхъ преобразовашяхъ, уметь кое- 
какъ составить и решить несложное уравнеш е— вотъ къ 
чему, къ несчастш, сводится конечная задача курса ал­
гебры во многихъ женскихъ учебныхъ заведешяхъ. Мы 
имеемъ здесь дело съ долголетнимъ и упорнымъ предраз- 
судкомъ. L’algebre n’est pas en faveur dans l’opinion publique. 
Le vulgaire formule son opinion sur son compte, en disant d’une 
chose obscure ou inintelligible: c’est de l’algebrel“ (Bovier — 
Lapierre. L’algebre simplifiee). По нашему глубокому убеж ден т, 
борьба съ этимъ дикимъ и вреднымъ предразсудкомъ 
является обязанностью каждаго добросовестнаго препода­
вателя.

Предислов1е къ 9-му издашю.

Настоящее издаше довольно значительно отличается отъ 
предыдущаго переработкой и дополнешемъ несколькихъ ста­
тей. Не останавливаясь на неболыпихъ изменешяхъ, укажемъ 
только на наиболее существенный:

1°. Глава объ отрицательныхъ количествахъ расширена 
съ целью дать более наглядное представлеше о характере 
этихъ количествъ, а также выяснить необходимость введетя 
поняпя объ алгебраическомъ числе.

2°. Изменено объяснеше правила знаковъ въ умножети. 
Способъ Коши, страдаюнцй несомненной искусственностью,
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замфненъ другимъ болЪе естественнымъ, указаннымъ въ 
стать-Ь г. ОрЪшникова (В. Он. Ф. и Эл. М.).

3°. Введены теоремы о равносильныхъ уравнешяхъ и 
указаны случаи нарушешя ихъ эквивалентности.

4°. Статьи объ искусственныхъ способахъ рЪшешя си- 
стемъ уравнешй 1-й и 2-й степени увеличены типичными 
примерами.

Изъ неболыпихъ изм^нетИ и дополнешй, разсЬянныхъ 
по разнымъ м^стамь учебника, позволимъ указать на изящ­
ный выводъ суммы ариом. прогрессш, заимствованный нами 
изъ очень распространеннаго въ Англш руководства School 
Algebra by Paterson.

Въ заключеше замЬтимъ, что для т4хъ учебныхъ за- 
ведешй, для которыхъ настоящей „Сокращенный курсъtt 
является недостаточнымъ, одновременно съ нимъ выпускает­
ся болЪе подробный „Элементарный курсъ алгебрыа, содер­
жаний, кромб обычныхъ статей курса мужскихъ гимназШ, 
основы учешя о функщяхъ, графическое изображете функ- 
щй, главныя геометричестя свойства функщй 1-й и 2-й 
степени, примкнете графическаго метода къ р4.т е т ю  и 
изсл'Ьдоватю алгебраическихъ вопросовъ.

9 Сентября 
1914.
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О Т Д Ъ Л Ъ  П Е Р В Ы Й .

Предварительны» поня™.

§ 1. Алгебра, такъ же какъ и ариеметика, занимается на- 
хождетемъ pirnenifi различных!) вопросовъ, относящихся 
къ числамъ. Но между этими двумя науками есть суще­
ственная разница:

1. Алгебра имйетъ дело не съ числами, а съ буквами 
которыя обозначаютъ к а т я  угодно числа.

2. Въ ариеметике мы стараемся найти реш ете только 
одного даннаго вопроса съ известными определенными чи­
слами; въ алгебре—найти обгцее решеше всехъ вопросовъ 
одного рода, к а т я  бы числа ни были даны.

Чтобы выяснить, что такое общее решеше численнаго 
вопроса, решимъ несколько задачъ.

I. Два путешественника выходятъ въ одно и то же время 
другъ другу навстречу изъ двухъ городовъ, находящихся 
на разстоЯши 240 верстъ. Первый проходить въ день 25 
верстъ, второй 35 верстъ. Черезъ сколько дней после своего 
отправлешя они встретятся?

Въ каждый день они приближаются другъ къ другу на 
25 +  35 =  60 верстъ; следовательно, они пройдутъ весь раз­

деляющей ихъ путь и встретятся черезъ :^ = : 4  дня.

Предположимъ теперь, что требуется решить ту же за­
дачу, но не надъ тремя данными числами 240, 25 и 35 верстъ, 
а надъ какими угодно числами. Это часто делается для того, 
чтобы реш ете вопроса имело более общее значете, т.-е. 
годилось бы для всехъ одинаковаго рода задачъ, к а т я  бы

1В. Я. Гебель. Алг. ч. I.
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ц-Ьльтя или дробныя числа ни были даны. Въ таКоМЪ слу­
чай мы уже не можемъ означать данныя величины цифра­
ми, имеющими одно известное числовое значете, а должны 
пользоваться какими-нибудь другими знаками, подъ кото­
рыми можно было бы подразумевать какш угодно числа. За 
т а т е  знаки берутъ обыкновенно буквы латинской или фран­
цузской азбуки.

Назовемъ поэтому число верстъ между 2-мя городами 
черезъ а, число верстъ, проходимыхъ въ день первыми пу- 
тешественникомъ, черезъ Ъ, а вторыми черезъ с.

РгЬшая задачу въ этомъ общемъ виде, найдемъ, что оба 
путешественника приближаются другъ къ другу въ каждый 
день на Ь-j-c верстъ и, следовательно, встретятся черезъ 
столько дней, сколько разъ сумма 6+ с  верстъ заключается

а
въ а верстахъ разделяющаго ихъ пути, т.-е. черезъ

представляетъ общее рпъ-дней. Полученное выражеше Ь +  с
тенге даннаго вопроса. Подставивъ вместо буквъ числа и

произведя дейетшя, найдемъ прежшй ответь: 25^35 ~ 2 3 4-

Буквенное или общее р еш ете  имеетъ следующая выгоды 
передъ числовымъ или частнымъ реш етем ъ:

1. Оно пригодно не для одной предложенной задачи, но 
для всехъ однородныхъ задачи, к а т я  бы числа въ нихъ 
ни были даны. Напр., если вместо 240, 25 и 35 даны числа 
360, 20 и 40, то, подставивъ ихъ въ полученное выра- 

а, Ь и с, найдемъ, что искомое числожеше

дней =

вместо 
360

дней =

2 0 + 4 0 '
163У

=6. Если а =  163х/8; Ъ=34}/2; с=30 |, то число

1305.4
34+4-30! 8.261 = 2 \  и такъ далее.

2. Изъ буквеннаго выражешя ясно видно, катя дгьй-

ств'гя и  въ какомъ порядить надо совершить надъ данными 
величинами для получешя искомаго ответа.

3. Легко заметить, что при решенш вопросовъ, подоб-
ныхъ данному, имеетъ существенное значете не именованге



-  И -
йредметовъ иди поняый, данныхъ въ задача, но количе­
ственная величина ихъ, а потому прямо переходимъ къ мысли, 
что нашу задачу можно предложить въ более широкомъ 
смысле, т.-е. обобщить.

Наир v два предмета одновременно начинаюсь двигаться 
изъ двухъ мЪстъ,' находящихся на разстоянш а единицъ 
длины (какихъ все равно: верстъ, футовъ, метровъ и т. д.). 
Первый предметъ проходитъ въ каждую единицу времени 
(сутки, часъ, секунду) Ь, а второй с такихъ единицъ длины. 
Черезъ сколько единицъ времени они встретятся? Реш ете,

очевидно, будетъ прежнее': черезъ единицъ времени.

II. Смешано 3 сорта чая: 2 фунта по 1,8 руб., 5 ф. по 
"2 р. и 6 ф. по 2,5 р. за фунтъ. Сколько стоить 1 фунтъ 
смеси?

28 6Ответь, какъ легко проверить, будетъ: - ^ - = 2,2 р. 

Решимъ эту задачу въ общемъ виде: Пусть чаю
1- го сорта будетъ а фунт, по т руб. за 1 фунтъ.
2- го „  у) Ь „■ и п  „  „ 1  ,,

З 'ГО  и п с п и V и n I  и
Стоимость всего чая 1-го сорта будетъ а.т  руб., 2-го 

сорта Ь.п руб. и 3-го с.р руб. Общая стоимость всего смеши- 
ваемаго чая=я.т+&.тг+с.рруб. Разделивъ ее на число всехъ 
фунтовъ, т.-е. на «+ Н ~ С> получимъ искомую цену 1 фунта 

а.т-\-Ь.п-]-е.рсмеси руб. Подставивъ въ найденное выра-

найдемъ
а-\-Ъ-\-е

жеше вместо буквъ соответствующ1я имъ числа,
2.1,8+5.2+6.2,5 28,6 00 * п

прежшй ответь: —  2_|-54-6— Очевидно,
что буквенное выражеше представляетъ общее ргьшете всехъ 
такъ называемыхъ задачъ перваго рода на смешете.

III. Сколько рублей прибыли принесетъ капиталь въ 
а рубл., отданный на t месяцевъ по р°/0 (годовыхъ)?

р  рублей получаются со 100 р. за 12 мес.; съ 1-го руб­

ля за то же время получимъ въ 100 разъ менее, т.-е. JL
100

1*
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руб., а съ а рубл. въ а разъ болЪе, р ■ а

за 1 м'Ьсяцъ будетъ въ 12 разъ менЬе, т.-е. р . а
100. 12’ за t

MiCHpeBb въ t разъ болгЬе, т.-е. р . аЛ
"100.12 рублей.

Найденное буквенное или алгебраическое вы раж ете пред- 
ставляетъ общее ргьшете всЬхъ задачъ на нахождеше при­
были или процентныхъ денегъ на данный капиталъ, нахо­
дившийся въ оборот^ известное время. Полагая « =  3600; 
t=5; р = 4 и подставивъ эти числа вместо буквъ, получимъ, 
что прибыль съ капитала 3600 р., отданнаго на 5 м^с. по 

5.3600.4 „
4%, равна ~̂ qq~^2 РУб-, что легко проверить непо-

средственнымъ разсужден1емъ.
Итакъ, алгебра имгьетъ цгълъю находить общгя ргъгиепгя 

вопросовъ, относящихся %ъ числамъ, а также обобщать эти 
вопросы.

КромгЬ того, алгебра занимается тЬмъ, чтобы эти общгя 
ргьшенш представлять въ наиболее простомъ и ясномъ видгь, 
и потому учитъ, какъ преобразовывать одно буквенное вы­
р аж ете  въ другое, тождественное съ нимъ, т.-е. въ такое, 
которое остается равнымъ первому при какихъ угодно чи- 
слахъ х).

§ 2. Знаки. Знаки дМ ств1й въ алгебр^, употребляются тЪ 
же, какъ и въ ариометикй, т.-е. -f- (плюсъ) для сложешя, 
— (минусъ) для вы читатя, точку . для умножешя, которую, 
впрочемъ, почти всегда опускаютъ, и двй точки : или го­
ризонтальную черту для д4 л етя . Такъ что

а-\-Ь есть сумма }
а— Ъ Г) разность
а . Ъ или аЪ Г) произведете

7 а
а • ь ъ i Г) частное

двухъ количествъ а и Ъ

а-\-Ъ_а.Ъш 1_а 
с — с’ а'Ъ Ъ и т. 4.*) Напр.,
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Кроме того для обозначетя соотношетй между величи­
нами употребляются: знакъ равенства =  и знаки неравен­
ства > , <  и ф .

Знакъ =  ставится для обозначетя равенства двухъ ве- 
личинъ. Напр., если известно, что числовое значеше а равно 
числовому значенш суммы Ъ и с, то пишутъ а=Ь-\-с (а равно 
Ъ плюсъ с).

Знаки > , < и  ф  ставятся для обозначетя неравенства 
двухъ величинъ.

Если известно, какая изъ двухъ величинъ более другой, 
то употребляютъ знакъ > ,  обращаемый отверспенъ къ боль­
шей величине, а остр1емъ къ меньшей. Напр., 6> с  (Ъ бо­
лее с); 1сст-\-п (7с менее суммы т и п).

Если неизвестно, какая изъ двухъ величинъ более дру­
гой, то употребляютъ знакъ ф  (перечеркнутое равенство). 
Напр.. сфй (с не равно d).

§ 3. Коэффищентъ.. Произведен1е изъ несколькихъ мно­
жителей а, Ь, Cj d, пишется такъ: abed. Если, кроме буквен- 
ныхъ множителей, есть и численный (все равно, целый или 
дробный), то онъ ставится обыкновенно впереди и называет­
ся коэффищвнтомъ. Такимъ образомъ,

произведете величинъ а, Ь, с, d, 4 пишутъ такъ: 4abed
3 3

Я Я я». и> 5> Р » я 5тпР-
3

Числа 4 и ;  суть коэффициенты. Очевидно, что 4.abcd=abcd-\-О
. 7 7 , . 7 , , 7 3 тпр , тпр . тпр-\-abcd-\-abcd-\~abcd и точно такъ же = тпр—  -(— g— |— ~  •

Итакъ, коэффищентъ показываетъ, сколько разъ целое ал­
гебраическое выражеше или известная часть его берется 
слагаемыми.

Если при алгебраическомъ выражении нетъ коэффициента, 
то должно подразумевать, что онъ = 1, такъ какъ а= 1 . а; 
bc= 1. Ье и такъ далее.

§ 4. Возвышеше въ степень. Кроме сложетя, вычитатя, 
умножешя и д ел етя  количествъ въ алгебре изучаются еще 
некоторый друпя дейсттая, изъ которыхъ мы раземотримъ
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теперь два: возвышеше количествъ въ степень и извлечете 
изъ нихъ корня.

Возвышете или возведете количества въ степень есть дМ - 
ств!е, посредствомъ котораго данное количество повторяется 
множителемъ нисколько разъ. Степенью называется произ­
ведете одинаковыхъ множителей, а число, показывающее, 
сколько разъ количество берется множителемъ, называется 
показателемъ степени.

Такимъ образомъ аа—а2 есть возвыш ете во 2-ю степень,

Точнотакъ ж е 3 .3 = 3 2=:9; 3-3-3 =  З3 =  27;3-3.3-3 =  З4 == 81; 
2s =  32; 103= 1 0 0 0  и т. д.

Возвышете во 2-ю, степень называется также возвыше- 
шемъ въ квадратъ, а въ 3-ю степень—возвышетемъ въ кубъ. 
Э т и  назвашя заимствованы изъ геометрш, такъ какъ возвы­
ш ете  во 2-ю степень числа, выражающаго длину стороны 
квадрата, даетъ числовую величину площади этого квад­
рата, а возвыш ете въ 3-ю степень числа, выражающаго 
длину ребра куба, даетъ числовую величину объема этого 
куба. Если при количеств^ не стоить показателя, то оно на­
зывается количествомъ 1-й степени, такъ какъ а= ал\ Ъс=Ь1с1\ 
3 = 3 1 и т. д.

При возвышенш въ степень дроби, очевидно, сл'Ьдуетъ 
возвысить въ степень отдельно ея числителя и знаменателя.

/5\ 2__5 5__б2__25 /2\ 4__2 2 2 2 _ 2 4_ 1 6
(б) ~ 6 ' 6—62—36* W  ~ 3 '3  ' 3 ' 3 З4 81 и т' Д>

§ 5. Извлечете норня. И звлечете корня есть дгЬйств1е, 
въ которомъ по данной степени какого-либо количества на­
ходится это количество. Знакъ корня изображается \ /  . Подъ 
верхней чертой его пишется такъ называемое подкоренное 
количество, т.-е. данная степень искомаго количества, а надъ 
нимъ число, называемое показателемъ корня, означающее, 
какая степень величины дана.

j/49  или |/49  (показатель 2 обыкновенно не пишется) 
есть корень 2-й степени изъ 49. Подкоренное количество 49 
есть 2-я степень искомаго числа. Найти это число и зна-

ааа=а‘
aaaa=ai

П
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читъ извлечь корень 2-й степени изъ 49. Искомое число, 
очевидно, есть 7, такъ какъ 7 .7 = 7 2=49.

У 64 есть корень 3-ей степени изъ 64. Извлечь его, зна­
чить найти число, 3-я степень котораго равняется 64 (или, 
иначе, которое, будучи повторено множителемъ 3 раза, 
дастъ 64). Искомое число = 4 , такъ какъ 4 .4 -4 = 4 3=64.

Извлечь У81, значить найти число, 4-я степень котора­
го =81, или, которое, будучи повторено множителемъ 4 раза, 
дастъ 81. Искомое число = 3 , такъ какъ 3 .3 .3 .3 = 3 4=81.

Такимъ образомъ, корень даннаго количества есть число, 
которое, будучи повторено множителемъ известное число 
разъ, равняется данному количеству.

Корень 2-й степени называется обыкновенно квадратнымъ 
корнемъ, а корень 3-й степени—кубичными корнемъ.

Итакъ: }/49=7, т.-е. квадратный корень изъ 49 равенъ 7.
|/6 4 = 4  „ кубичный „ 64 „ 4.
У 81=3 „ корень 4-й степени „ 8 1  „ Зит.д.

Изъ ариеметики известно, что сложеше и умножеше пред- 
ставляютъ прямым д,Ъйств1я, которымъ соответствую™ обрат- 
пыя дг1)йств!я: вычитате и делете. Точно такъ же возвыше- 
Hie числа въ степень есть прямое дгЬйств1е, а извлечете 
корня представляетъ обратное ему д£йств1е. Въ самомъ деле, 
при возвышенш въ степень дается первая степень количе­
ства и требуется определить его 2-ю, 3-ю, 4-ю и т. д. сте­
пень, а при извлеченш корня, наоборотъ, дается 2-я, 3-я, 
4-я и т. д. степень количества и требуется определить его 
первую степень.

При извлеченш корней изъ дробей следуетъ извлекать 
корень отдельно изъ числителя и изъ знаменателя:

j g =^ ,  такъ какъ \ т  ) = 1 / 8
’42 16

/2\3 23 8такъ какъ Ы  и т. д.

; У 125 51

Лримгьчанге. Для практики полезно запомнить ква­
драты и кубы неболынихъ чиселъ. (См. приложеше).
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§ 6. Одночлены и многочлены. Алгебраическимъ выра- 
жешемъ или формулой, какъ мы уже вид'Ьли, называется 
соединеше буквъ и чиселъ помощью знаковъ. Алгебраиче- 
CKiH выражешя разделяются на одночлены и многочлены.

Одпочленъ есть алгебраическое выражеше, не содержа­
щее знаковъ -{- или—. Наир.,

а, За22>\ 0,7а&с3, ~  а]/т2п — суть одночлены.

Многочленъ есть соединеше нЪсколькихъ одночленовъ зна­
ками-}-и—. Одночлены, входящие въ составь многочлена, 
называются членами его. Многочленъ, состоящШ изъ двухъ 
членовъ, называется двучленомъ (биномомъ), изъ трехъ чле- 
новъ— трехчленомъ и т. д.

Напр., а-\-Ъ, Ът2— \-Ьс суть двучлены; а-{-Ъ-\-с,Л
5 т 2—0,2м2 -}- У а — трехчлены; 2 а-\-Ъ—Зс-\-Ы—четырехчленъ 
и т. д.

§ 7. ИзмЪреше многочлена и одночлена. Сумма показате­
лей всЬхъ буквъ щЬлаго одночлена называется измгъретемъ 
его. Такимъ образомъ а, З т —суть одночлены перваго изм^- 
решя; 5а2, Ъе — второго измЪрешя; За&4, 0,8cdhn2— пятого 
измйрешя и т. д.

Многочленъ, всЪ члены котораго одного и зм ^ретя , на­
зывается однороднымъ. Изм^реше каждаго изъ его членовъ 
есть вм^сгЬ съ тЬмъ и изм^реше всего многочлена. Наир., 
выражеше а3—3m2b-\-6cd2-\-2abc есть однородный многочленъ 
3-го изм’Ьрешя.

§ 8. Выражешя цЪлыя, дробный, ращональныя, ирращо- 
нальныя. Алгебраическое выражеше, въ которое не входятъ 
буквенные делители, называется цгълымъ, въ противномъ 
случай дробнымъ или алгебраической дробью. Напр., 7а2Ь,

т2-\- g Ьс — выражены цгьлыя; а0
Ь2’ т

т -}- п выражешя дробныя.

Выражешя, не содержания корней, назыв. рацюналъными, 
а содержания ихъ иррацгональными или радикальными. 
Напр., вей только что написанныя цйлыя и дробныя выра­
жешя вмйстй съ т’Ьмъ и рацюналъныя.
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У  а, 3|/&2-j- а]/тм— выражетя иррацюналтыя или ради­
кальным.

§ 9. Скобки. Когда хотятъ показать, что слйдуетъ про­
извести известное дййствхе надъ двучленомъ, трехчленомъ 
и вообще многочленомъ, то ихъ заключаютъ въ скобки.

Скобки бываютъ трехъ родовъ: ^ J  простыл, J квадрат­

ный и |  |  фигурныя. Чтобы уяснить значеше скобокъ,

сравнимъ нисколько буквенныхъ выраженШ.
I. (а — Ъ)с\ а — Ъс. Въ первомъ случай разность а — Ъ 

умножается на с, а во второмъ изъ а вычитается произве­
д ете  Ъс.

II. [(За2+ 7 & )с -2 т ]: й; Зй2+7&С—2т : d.
Въ первомъ случай: 1) сумма Зя2-)-76 множится на с; 

2) изъ этого произведешя вычитается 2т и 3) полученная 
разность дйлится на d. Во второмъ случай: изъ суммы 
2а2-{-1Ъс вычитается частное отъ дйлен1я 2т на d.

III. {а-\-Ъ) (а— a-j-b a -Ъ-\-т-\-пъ.
Въ 1-мъ случай сумма двухъ количествъ а и Ъ мно­

жится на ихъ разность и къ произведенш прибавляется 
пятая степень суммы количествъ т и п. Во второмъ слу­
чай изъ суммы а-\-Ъа вычитается 6 и къ полученной раз­
ности прибавляется количество т и пятая степень количе­
ства п.

Скобки не ставятся, когда порядокъ дййствШ ясенъ 
самъ по себй. При этомъ необходимо замйтить, что если 
алгебраическое выражеше не илтетъ скобокъ, то порядокъ 
дййствШ при вычислены! долженъ быть слйдукнцШ: сперва 
производить возвыгиенк въ степень и извлечете корня, за- 
тп>мъ умпожете и дгьлепге и, иаконецъ, сложете и выпи- 
тате.

Напр., въ выраженш аЪъ-\-с : d надо сперва количество 
Ъ возвысить въ кубъ и затймъ умножить на а, потомъ по­
лученное произведете сложить съ частнымь отъ дйле- 
н1я с на d.
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Точно такъ же въ выраженш т : [ fn  — ас* надо сперва т 
разделить на квадратный корень изъ п и изъ частнаго вы­
честь произведете а на пятую степень с.

Горизонтальная черта при д о л ет и  и извлечены корня 
зам-Ьняетъ собою скобки. Напр., (а2-\-тп) :  (с—2d) пишутъ

часто въ такомъ виде: а • Корень, напр., квадрат-с— cid
ный изъ й2Ь-(-Вс4 редко пишутъ въ виде {а2Ъ-\-Ъс1), но 
почти всегда }/а26-|-Зс4. При возвышены въ степень одно­
члена, состоящаго более, чЪмъ изъ 1-ой буквы, сл'Ьдуетъ

также заключать его въ скобки. Выражешя (За)2, (аб)3,
54 ’

очевидно, различны отъ выражений Ъа3,аЪ3,-^г).
Многочленъ, заключенный въ скобки, а также много- 

членъ, представляющей подкоренное количество 2), соетавля- 
етъ какъ бы одно целое и потому принимается за одно-
членъ. Напр., выражешя (a-j-6 — с)3, j/m 2-j-rc3 и т. п. считаются 
одночленами.

§ 10. Численная величина. Численной величиной алге- 
браическаго выражешя называется число, которое полу­
чится, если вместо буквъ подставимъ соответствующая имъ 
числа и произведемъ действ1я, указанный знаками. Такъ 
въ § 1 мы нашли числовыя значешя для выражешй:

ЩГС =  ̂  (при а=240; 6=25; с=35); щ ^  =  60 (при i>=4;
«=3600; t= 5) и т. д.

Найдемъ еще для примера численныя величины двухъ 
выражешй ___

1°.
3т | / а 2-)- 63 при а— 1; 6—2; т 2

3

3w?(/V + 63 _  З.Ц/ 12+ 23 __2 ( /! - ) -8 __  1/9 __ 3
4 / т ^ + 6 + | “ 4 ̂ ( ! )2+ 2 + | ~ 4 l /f + 2 l  ~  2 \ / f ~  2-1 

2°. т : ] /п —ас3 при wi=200; п = 4; а—3; с=2.
200 : ] /4 —3 .2 5= 2 0 0  : 2—3.32=100—96=4.

') Объясните эти различ!я!
Такъ какъ черта ыадъ знакомь корня зам-Ьняетъ скобки.
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Отрицательный числа.
§ Ц. Для опредЬлешя какой-либо величины необходимо 

прежде всего измерить ее, т.-е. сравнить съ другой одно­
родной съ ней величиной, принятой за единицу мЬры. Въ 
результат^ такого сравнешя или измЬрешя получается 
ариеметическое число цЬлое или дробное, представляющее 
размтръ данной величины.

Существуетъ, однако, много различныхъ величинъ, для 
опред’Ьлешя которыхъ ариеметическое число является не- 
достаточпымъ.

Такъ, если возьмемъ нЬкоторую прямую лишю и на ней 
опредЬленную точку О, то ариеметичесшя числа, выражаю- 
нця разстояшя другихъ точекъ А , В , С, D, Е,... лежащихъ 
на этой прямой, отъ точки О будутъ недостаточны для 
опредЬлешя положешя этихъ точекъ.

Е  С О А  В  D
-5  -4  -3 -2  -1 6 i 2 3 4 5 6

ДЬйствительно, такъ какъ разстояшя отъ точки О мо- 
гутъ отсчитываться въ двухъ противополоэюныхъ направлен 
пыхъ, а именно влЬво и вправо, то для опредЬлешя поло­
жешя какой - нибудь точки А, недостаточно сказать, что 
разстояше ея отъ точки О равно, напр., 2 дюймами, но 
необходимо еще прибавить вправо, т.-е. указать ея напра- 
влеше. Точка С тоже находится на разстояшй 2 дюймовъ отъ 
точки О, но влгьво. То же самое можно сказать относительно 
положешя другихъ точекъ В, Е , D...

Итакъ, для опредЬлешя положешя точекъ на прямой 
относительно выбранной постоянной точки О, необходимо 
знать не только размгъры ихъ разстояшй отъ этой точки, 
но и направлены этихъ разстояшй. Одно направлеше (напр., 
вправо) принято считать положительными, а другое ему 
противоположное (напр., влЬво) — отрицательными Точно 
такъ же и числа, выражаюшдя разстояшя по одному напра- 
вленш, называются полооюительными и обозначаются зна­
комь -f-, а числа, выражаюшдя разстояшя по противополож­
ному направленно, называются отрицательными и обозна­
чаются знакомь —.
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Такимъ образомъ разстояте ОА обозначается черезъ -j- 2, 

а разстояте ОС черезъ — 2; разстояте ОВ обозначается 
черезъ+  5, а разстояте ОЕ черезъ — 4 и т. д.

Существуетъ очень много величинъ, который, подобно 
указаннымъ въ предыдущемъ прим'Ьр'Ь, могутъ принимать 
два значешя, противоположный по смыслу или по направле- 
нгю. Наприм'Ьръ: прибыль и убытокъ, имущество и долгъ, 
выигрышъ и проигрышъ. Величину времени, считая его 
отъ изв^стнаго даннаго момента, можно понимать въ двухъ 
противоположныхъ значешяхъ или направлешяхъ (будущее 
и прошедшее время). Точно такъ же путь движения можно 
отсчитывать отъ даннаго м4>ста въ двухъ противополож­
ныхъ направлешяхъ (впередъ и назадъ, вправо и вл4>во, 
вверхъ и внизъ). Градусы термометра выше нуля (назы- 
ваемаго точкой замерзанш воды) называются градусами 
тепла, а ниже нуля — градусами холода.

Одни значешя этихъ величинъ принято называть поло­
жительными (прибыль, имущество, выигрышъ, будущее 
время, направлеше движешя впередъ, вправо, вверхъ, гра­
дусы тепла), а противоположныя имъ значешя — отрица­
тельными (убытокъ, долгъ, проигрышъ, прошедшее время, 
направлеше назадъ, влйво, внизъ, градусы холода).

Первыя величины обозначаются положительными числа­
ми, а вторыя отрицательными.

§ 12. Необходимость введешя отрицательныхъ чиселъ и 
правилъ д-Ьйствш надъ ними заставила расширить п о ю те  
числа, BcniHCTBie чего было введено понятое объ алгебраи- 
ческомъ яшитЬ или количеств^, которое показывало бы не 
только размгьръ (какъ ариеметическое число), но и напра- 
влете величины. Алгебраическое число или количество можетъ 
быть какъ положительнымъ, при чемъ передъ нимъ ставятъ 
или подразум'Ьваютъ знакъ -j- (плюсъ), такъ и отрицатель- 
нымъ, при чемъ передъ нимъ всегда ставятъ знакъ — (ми­
ну съ) г).

Ц Алгебраичесйя числа называются также относительными, такъ какъ 
они характеризуясь отношеше выражаемыхъ ими количествъ къ одному 
или противоположному роду величинъ или поняйй, называемыхъ нами 
положительными и отрицательными.



Границей, отделяющей положительный числа отъ отрй- 
цательныхъ, служить нуль, который не имеетъ никакого 
знака.

Совершенно очевидно, что деть равным величины, изъ кото- 
рыхъ одна положительная, а другая отрицательная, взаимно 
уничтожаются. Напр., 10 руб. имущества и 10 руб. долга, 
( +  10 и — 10), 5 шаговъ впереди и 5 шаговъ назадъ 
( +  5 и — 5) и т. п. взаимно уничтожаются.

§ 13. Введете поняты объ отрицателъныхг числахъ со­
ставляешь существенное отлич1е и преимущество алгебры 
сравнительно аъ аривметгтой. При помощи этого поняйя 
значительно обобщаются, какъ р-Ьшешя вопросовъ, такъ и 
самые вопросы. Решимъ для примера две задачи.

I. Некоторый товаръ быль купленъ за Ъ рублей, а про­
дашь за а рублей. Какъ велика полученная прибыль? От­
веть будетъ а— Ъ рублей, независимо отъ того, каковы чи- 
сленныя величины а и Ъ. Разсмотримъ 3 возможный здесь 
случая:

1) 2) а=Ъ; 3) а<Ъ.
Если « > 6, напр., я=15 р.; &=12 р.; прибыль = а — Ъ =  

= 1 5 —12=3 р. (прибыль полоэюителъная);
если а—Ъ, напр., я =  15 р., Ъ =  15 р„ прибыль =  а — Ъ =  

= 1 5 —15=0 р. (прибыль нулевая, т.-е. нетъ прибыли);
если а>Ъ, напр., я=15 р., Ь=19 р., прибыльна— &=15—19.

ТретШ случай представляетъ невозможную въ ариеме- 
тике задачу, такъ какъ изъ меныпаго числа (15) прихо­
дится вычитать большее (19). Однако совершенно ясно, что 
въ этомъ случае получится не прибыль, а убытокъ въ 4 рубля. 
Обозначая убытокъ отрицательными числомъ, можемъ на­
писать : 15—1 9 = —4, т.-е. въ этомъ случае следуетъ изъ 
болынаго числа вычесть меньшее и передъ полученной 
разностью поставить знакъ — (минусъ).

1 5  7
Точно также 10,5—26,7= —16,2; и т. п.

Поэтому иногда говорятъ, что отрицательное число есть



условная разность, полученная при вычитаны болыиаго числа 
изъ меньшаго1).

II. ТЪло подвинулось отъ точки О, лежащей на гори­
зонтальной прямой А В , направо на с футовъ и загЬмъ на- 
лпво на d футовъ. Въ какомъ разстоянш тЬло находится 
теперь отъ точки О 2)?

Отвгьтъ. На разстоянш с— d футовъ.
При с>й, напр., с= 5 ф.; d =  3 ф.; с—d— 5—3—2 ф., т.-е.

тЪло находитя на 2 ф. вправо отъ точки О.
При c=d, напр., е = 5 ф., d=5  ф., с—d = 5—5 = 0  ф., т.-е.

тЪло возвратилось въ точку О.
При c< d , напр., с= 5 ф., d = 8 ф., с—d = 5 - 8 = - —3 ф., т.-е.

гЬло находится на 3 ф. влгьво отъ точки О.
Очевидно, если бы не было введено въ алгебру понятая 

объ отридательныхъ количествахъ, то нельзя было бы поль­
зоваться выведенными рйщешями а— Ъ, с—d и т. д. во 
всЬхъ трехъ случаяхъ, а только въ первыхъ двухъ, какъ 
въ ариометик'Ь. Но это значило бы почти все равно, что 
отказаться отъ составлешя общихъ р^шенШ вопросовъ, 
такъ какъ при употреблеши буквъ очень часто бываетъ 
неизвестно, какая изъ нихъ означаетъ большее количество 
и какая меньшее, и, следовательно, всякое выражеше, содер­
жащее разность надо было бы ограничивать разными усло- 
в1ями, чтобы изъ меньшаго не пришлось вычитать большаго.

§ 14. Абсолютной величиной какого-либо количества на­
зывается число единицъ и частей единицы, заключающееся 
въ этомъ количестве, независимо отъ того, положительно 
оно или отрицательно. *)

*) Но л у ч ет е  отрицательная числа можно объяснить йгЬдующимъ 
образомъ; отнимемъ отъ уменьшаемая все, что можно отъ него отнять, 
т.-е. 9 единицъ. Остались, следовательно, невычтенными 3 единицы. Эти 
3 единицы мы и напишемъ со знакомъ минусъ для указатя невыполнен- 
наго вычитатя. Такимъ образомъ 9—1 2 =  —3.

Разность— 3 сохраняетъ общее свойство разностей, т.-е., если при­
ложить ее къ вычитаемому, то получится уменьшаемое. Действительно 
12-f-(—3 ) = 9 + 3 + ( — 3 )= 9 .

2) Учащимся очень рекомендуется сделать чертежъ этой задачи.



Известно, что при одномъ и томъ же уменьшаеМоме 
остатки будутъ темъ меньше, чемъ вычитаемое будетъ 
больше. Распространивъ это правило и на отрицательный 
числа, сд’Ьлаемъ рядъ такихъ вычиташй: 4—1=3; 4—2=2; 
4—3=1; 4—4=0; 4—5 = —1; 4—6 = —2; 4 —7 = —3. Такъ 
какъ 3> 2> 1> 0;> —1> —2;> —3, то заключаема

1) Всякое отрицательное количество меньше нуля.
2) Изъ н&сколькихъ отрицательныхъ количествъ то боль­

шее, котораго абсолютная величина меньше.
Итакъ, въ алгебре, кроме ряда положительные чиселъ 

1, 2, 3..., который идутъ отъ нуля, увеличиваясь, разсматри- 
вается еще такой же рядъ отрицательныхъ чиселъ; — 1, 
—2, —3..., которыя идутъ отъ нуля, уменьшаясь.

Сказанное о числахъ, очевидно, всецело применяется и 
къ буквеннымъ выражетямъ, такъ что при всякомъ выра- 
женш следуетъ писать или по крайней мере г) подразуме­
вать его знакъ. Поэтому количества т, 3Ъс положительны, 
— т, —3be отрицательны и т. д.

§ 15. Приведете подобныхъ членовъ. Подобными членами 
называются тате члены, которые или совершенно одинаковы 
или различаются только коэффициентами и знаками - f -  и — . 
Напр., въ многочлене Ы 2Ь~уЬаЪс2-\-2а2Ь —1аЪс2~ \а 2Ъ члены 
3а2Ь, 2а2Ь, — \а2Ъ — подобные; точно такъ же ЪаЪс2 и — 7аЬс2 — 
подобные члены. Если въ многочлене есть подобные чле­
ны, то его можно привести къ простейшему виду соедине- 
шемъ подобныхъ членовъ въ одинъ. Такое действ1е назы­
вается приведенгемъ подобныхъ членовъ. Разсмотримъ встре­
чающееся здесь 2 случая.

I. Подобные члены имгьютъ одинаковые знаки. Напримеръ,
За2Ь -\-2а2Ъ.

Знакъ -f , подразумеваемый передъ За2̂ , показываетъ, что 
следуетъ прибавить 3а2Ь; знакъ -J- передъ 2а2Ъ показываетъ, 
что следуетъ прибавить 2а2Ь. Но прибавить сперва 3а2Ъ, а 
потомъ 2а2Ъ все равно, что сразу прибавить Ъа2Ъ. Поэтому:

Ъа2Ъ-\-2а2Ъ—Ъа2Ъ.
Положимъ теперь, что оба члена отрицательные;—Ъа2Ъ—2а2Ъ.

-  23 —

!) Въ случа'Ь подожительныхъ величпнъ.



Знакъ—передъ нервы мъ членомъ показываетъ, что слЬ- 
дуетъ отнять 3а2Ъ; тотъ же знакъ передъ вторымъ членомъ 
показываетъ, что слЬдуетъ отнять 2а2Ъ. Но отнять сперва 
3'а2Ъ, а потомъ 2а2Ь все равно, что сразу отнять 5а2Ь. Итакъ: 

— 3 а2Ъ— 2 a2bz=z — Ъа2Ъ.
II. Подобные члены имгъютъ разные знаки. Напр.,

За2Ъ—2а2Ъ.
Знаки членовъ показываюсь, что сперва сл'Ьдуетъ при­

бавить 3а2Ъ, а потомъ отнять 2а2Ъ, но это все равно, что 
сразу прибавить а2Ь. Итакъ:

■ За2Ь—2а2Ь=а2Ъ.
Положимъ теперь, что первый членъ отрицательный, а 

второй положительный: —3а2Ъ-\-2а2Ь. Разсуждая по преды­
дущему, находимъ, что сперва надо отнять 3а2Ъ, а потомъ 
прибавить 2а2Ъ, но это все равно, что сразу отнять а2Ъ. 
Итакъ:

—Ъа2Ъ-\-2а2Ъ —  —а2Ь.
Изъ сказаннаго легко вывести слЬд. правило приведешя 

подобныхъ членовъ:
1. Если подобные члены имЬютъ одинаковые знаки, то 

складываютъ ихъ коэффищенты и удерживаюсь ихъ общгй 
знакъ.

2. Если подобные члены имЬютъ разные знаки, то изъ • 
бблыпаго коэффищента вычитаютъ менышй и удерживаютъ 
знакъ болъшаго.

Очевидно, что при приведети одинаковыхъ членовъ съ 
разными знаками они взаимно уничтожаются, т.-е. даютъ 
въ результатЬ нуль.

3 а2Ъ—За2Ь=0.

ПримЬры. 1. За2Ъ-\-ЬаЪс2-{-2а2Ъ—7аЪс2—^а2Ь=4^а2Ъ—2аЪс2.
2. ЬаЬг—Ъа2т2с—0,3а—а2т2с—10,5яЬ3—{—гг—[-баЬ3—(— 

-\-4а2т2е—3 аЪг— —2,5a&3-j-0,7a.
Примгьчанге. Легко видЬть, что приведете подоб­

ныхъ членовъ можно дЬлать двояко:
1) СдЬлать привел еще первыхъ двухъ членовъ 5 аЬ3— 

10,5а&3, затЬмъ сдЬлать приведете результата, т.-е.

4̂ —
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—Ъ,ЬаЪ3 и 3-го члена 6аЪг и, наконецъ, 2-го результата, 
т.-е. 0,5а&3 и 4-го члена—ЪаЬ3 или

2) СдЬлать сперва приведете однихъ положитель- 
ныхъ членовъ, т.-е. 5аЪ3 и 6аЬг, затЪмъ приведете 
однихъ отрицательныхъ членовъ, т.-е.—10,5аЪг и —ЗаЬ3 
и, наконецъ, приведете обоихъ результатовъ, т.-е. 11аЬ3 
и—13,5а63.

Четыре алгебраичесшя д1>йств1я.
§ 16. Д,Ьйств1я надъ алгебраическими буквенными выра- 

жешями, т.-е. надъ одночленами и многочленами совершить 
на самомъ дЪл'Ь, какъ въ ариометик'Ь, нельзя, а можно 
только указать ихъ знаками и преобразовать полученный 
результатъ, чтобы представить его въ просгЬйшемъ вид'Ь.

Такъ какъ буквенный выражешя представляютъ алгебраи- 
чесгбя числа, которыя могутъ быть положительными и отри­
цательными, то необходимо предварительно установить об- 
иця правила дЪйствхй надъ алгебраическими числами и 
уже зат’Ьмъ вывести изъ нихъ правила дййствгй надъ одно­
членами и многочленами.

Сложе н!  е.
§ 17. Слооюенге двухъ или нгьсколътхъ алгебраическихъ чиселъ 

есть дгьйствге, въ кощоромъ находится ихъ сумма, т.-е. алге­
браическое число, заключающее въ себгь столько положитель- 
ныхъ и отрицательныхъ едингщъ и частей ихъ, сколько ихъ 
содероюится во всгьхъ данныхъ слагаемыхъ числахъ.

При слооюенги полооюительныхъ и отрицательныхъ чиселъ 
сохраняютъ силу тЬ же правила, к а т я  были выведены для 
приведешя подобныхъ членовъ.

1) Если слагаемый имгьютъ одинаковые знаки, то склады- 
ваюгпъ ихъ абсолютный величины и удерживаюгпъ общш знакъ.

2) Если слагаемый имгыотъ разные знаки, то изъ слагае- 
маго, когпораго абсолютная величина больше, вычгпггаюгпъ сла­
гаемое, когпораго абсолютная величина меньше, и удержи-

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. 2
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ваютъ знакъ большей величины. Въ самомъ Д'Ьл'Ь:
I. ( + 5 ) + ( + 2 ) = + 7  =  5 +  2; (—5 ) + ( - 2) =  - 7  =  - 5 - 2 ,  ‘) 

такъ какъ 5 отрицательныхъ единицъ да еще 2 отрицатель­
ный единицы составятъ 7 отрицательныхъ единицъ.

II. ( + 5 ) + ( - 2 ) = ( + З Ж + 2 Ж - 2 ) = + 3 = 5 - 2 .
Разлагаемъ слагаемое съ большей абсолютной величиной

на два числа, изъ которыхъ одно по абсолютной величин^ 
равно второму слагаемому. Два числа+ 2  и —2, равныя по 
абсолютной величин^, но противоположный по своими зна­
ками, очевидно, взаимно уничтожаются. Сд'Ьлавъ это, полу- 
чимъ искомую су м м у + 3 = 5 —2.

Точно такъ же (—5 )+ (+ 2 )= (—3 )+ (—2 )+ (+ 2) =  — 3 =  
= - 5 + 2 .

§ 18. Сложеше одночленовъ и многочленовъ. Принимая 
во внимаше найденные результаты:
( + 5 )+ (+ 2 )= 7 = 5 + 2  (+ 5 )+ (—2 )= 3= 5 —2
(— 5)+( —2 )= —7 = —5—2 (—5 ) + ( + 2 ) = —3 = —5+2,
указывающее, что во всгьхъ случаяхъ сложетя сумму можно 
заменить выражетемъ, составленнымъ изъ слагаемыхъ, взя- 
тыхъ съ ихъ знаками, выводимъ следующее правило сло­
жены простййшихъ алгебраическихъ выражешй, т.-е. одно­
членовъ, представляющихъ, какъ известно, катая-нибудь 
алгебраичестая (положительный или отрицательный) числа:

для сложетя одночленовъ слгъдуетъ писать всгь слагаемыя 
одно за другимъ съ сохраненгемъ ихъ знаковъ и затгъмъ, если 
возможно, сдгълатъ приведете.

Такямъ образомъ « + ( + & )  =  « +  Ь; —« +  (— Ь) =  —а— Ъ; 
а + ( —Ъ)=^а—Ъ\ —а + ( + + = —а+fr; а + ( + 6 ) + ( —с)= а+ & —с; 
а + (— 3&2Ж — 2Ь2)= а — :U 2— 2ЪЪ=а— ЬЪ\

Результата алгебраическаго слож етя называется алге­
браической суммой. Очевидно, что алгебраическая сумма 
можетъ быть не только больше (какъ въ ариеметик'Ь), но и 
меньше каждаго изъ своихъ слагаемыхъ, такъ какъ приба- 1

1) Слагаемыя положительный и отрицательныя и яйла поставлены въ 
скобкахъ, чтобы не было смгьшенгя знаковъ +  или —, стоящихъ передъ 
ними и означающихъ только направления этихъ величннъ со знакомь -f- 
д'Ьйств1я сложешя (или со знакомь — Д'£йств1я вычиташя).
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вить отрицательное число все равно, что вычесть равное 
ему полооюителъное. Напр., 5-)-(—3 )= 2 = 5 —3.

Въ случай многочленовъ правило сложешя остается то же 
самое, т.-е. слгъдуетъ писать многочлены одинъ за другимъ съ 
сохраненгемъ ихъ знаковъ и затгьмъ, если возможно, сдгьлатъ 
приведете.

Въ самомъ д'Ьл'Ь, каждый многочленъ можно разсматри- 
вать какъ алгебраическую сумму всйхъ его членовъ. По­
этому приложить къ многочлену (а-\-Ъ—с) многочленъ (d—е) 
все равно, что къ сумм'Ь 3-хъ одночленовъ «+ (+ & )+ (—с) 
црибавить еще сумму двухъ одночленовъ d-j- (—е) или найти 
сумму 5-ти одночленовъ «-(-(+^)+(—c)-|-(-f е), Итакъ:

{а-\-Ь — c)-\-(d— —ё)~  
a-j- Ь—c-\-d—е.

Лримгьръ. (Зшя3-|-2Ь2с)-|-(8Ь —am3— ^с2й) -J- ( — ЗЬ2е—5с —f—

-j-5c2d)=3am3-(-2&2c-}-8&—am3—^c2d—3h2c—5c-\-bc2d=2am3_b2c-j-

+ 8 b + 4 ^ 2tf—5c.

Лримгъчанге. Если слагаемые многочлены содержать по­
добные члены, то рекомендуется писать ихъ одинъ подъ 
другимъ, размещая такъ, чтобы подобные члены находи­
лись подъ подобными.

Примгьры. 1. 5ах— 3 Ьу-\- 4cz
—2 лаг-f- 4 by— 3 cz 

— ах-1- 7Ъу— cz 
9 ах—\\by-\-\0cz

11 ах— ЪЪу-{-\§св

2. За2- 5 а + 2 Ь - 4
la —4 Ь + 5 -З Ь 2 

2а2 — а — Ь — 2Ь2
5я2 +  а— ЗЬ+1— 5Ь2

§ 19. Два основныя свойства суммы.

I .  Свойство переместительности: Сумма не изменится отъ перемпщемя 
слагаемыхъ, т.-е.

«—{-Ь-{-с=5—(—с-)—сг=с-}-сг-(-6= . . . .

I I .  Свойство сочетательности: Сумма не измгънится, если нисколько ея сла- 
ъаемыхъ зампнимъ ихъ суммой и обратно, т.-е.

a-(-b-f-c=a-}-(&-|-c)=(a-|-b)-|-c=(a-|-c)-[-Z)= . . . .
2*



Действительно, такъ какъ число положнтельныхъ и отрицательныхъ 
единидъ и частей ихъ въ каждомъ слагаемомъ не изменится, если будемъ 
перемещать эти слагаемый или соединять (сочетать) ихъ въ группы, то сле­
довательно не изменится число единицъ и частей ихъ и въ суммп. На осно­
вам и этихъ свойствъ сложеме алгебраическихъ чпселъ можно производить 
следующимъ образомъ: сперва найти сумму всгъхъ положителъныхъ чиселъ, 
затгьмъ сумму вспхъ отрицательныхъ и, каконецг, обгъ эти суммы соединить 
въ одну.

12— 5— §—{-1-5— 10—J-6— 1 =(—{-12—(—1|—}-6)—(-(— 5 — |— 10 — 1 )= (+19|)-)-(— 1б|) =3 .

Вычитание.
§ 20. Вычитате алгебраическихъ чиселъ есть дтйствге 

обратное слооюетю; въ немъ по данной суммгъ двухъ слагае- 
мыхъ, называемой уменъшаемымъ, и одному изъ нихъ называе­
мому вычитаемымъ, находится другое, называемое разностью.

Иначе говоря, вычесть одно алгебраическое число изъ дру­
гого значить найти такое третье алгебраическое число (раз­
ность), которое, будучи прибавлено къ вычитаемому, давало бы 
уменьшаемое.

Отсюда легко вывести следующее правило вычиташя:
Чтобы вычесть одно алгебраическое количество изъ другого, 

надо къ уменьшаемому прибавить вычитаемое, взятое съ обрат- 
нымъ знакомъ.

Действительно:
(+ 5 )—(+2)=-5 — 2 = 3 , такъ какъ 5—2 + 2 = 5 ;
( + 5 ) - ( - 2 ) = 5 + 2 = 7 ,  „ 5 + 2 - 2  =  5;
(—5)—(+ 2 ) = —5—2 = —7, я —5—2 + 2 ——5;
(—5)—(—2 )= —5 + 2 = —3 „ —5 + 2 —2 ~ —5.

Очевидно, что въ алгебраическомъ вычитанш разность 
можетъ быть больше уменыпаемаго (2-й и 4-й примеры), 
такъ какъ вычесть отрицательное количество все равно, что 
приложить полоо/сительное, равное ему по абсолютной вели­
чина.

§ 21. Вычиташе алгебраическихъ выражешй. Изъ преды-
дущаго непосредственно вытекаетъ правило вычиташя одно- 
членовъ: при вычитанш одночлена елгъдуетъ къ уменьшаемому 
приписать вычитаемый одночленъ съ обратнымъ знакомъ гг, 
если возможно, едгьлать приведете.

— 28 -
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Примтьръ.

—7о26—(+ 2о26)=  — 7а2Ъ — 2о26—— 9я26.
При вычитаны многочлена слгьдуетъ кг уменьшаемому 

приписать ест члены вычитаемаю многочлена, взятые сг об­
ратными знаками и, если возможно, сдтлать приведете.

Это сл^дуетъ изъ того, что многочленъ можно разсматри- 
вать какъ алгебраическую сумму всбхъ его членовъ (§ 18), 
а чтобы изменить знакъ суммы надо изменить знаки веЬхъ 
ея слагаемыхъ.

Примтрг. (7 os62 — 2 аЪс3 — т) — ( — 10о6е3 +  З т  — аъЪ2) =  
—1 аьЪ2—2 аЬс3—m+10o6c3—З т + а 562= 8о663+ 8а6с3—4m.

§ 22. Раскрьте скобокъ. Изъ правилъ сложен1я и вычи- 
ташя непосредственно вытекаютъ слЪдуюиця правила рас­
к р ы т  скобокъ, передъ которыми стоить знакъ +  или —.

1) (Случай сложешя). Если передъ скобками стоить + ,  
то скобки опускаются вмгьстгь сг знакомг + ,  при чемъ всп> 
члены внутри скобокъ сохраняютг свои знаки. Наир.,

2о+3 6+  (—4с+<2)=2о+3 Ь—4с+  d.
2) (Случай вычиташя). Если передъ скобками стоить —, 

то скобки опускаются вмгьстгь сг знакомг —, при чемг ест 
члены внутри скобокъ измгъняютг свои знаки на обратные. 
Наир., 2о+36— (— 4c+d):=2o+36+4c— d.

Если имеется нисколько скобокъ, одна внутри другой, 
то ихъ раскрываютъ по порядку, начиная съ наружныхъ 
или внутренеихъ скобокъ, при чемъ слЪдуетъ помнить, 
что многочленъ, заключенный въ скобки, считается за одно- 
членъ (§ 9).

Примгъры. I. 5с—[7<7+(4с—6d)—Зс].
1. Раскрываемъ сперва наружный, а потомъ внутрентя 

скобки:
5c-7cZ-(4c—6d)+3e=5c—'7й -4 с+ 6 й + 3 с^4 с—d.
2. Раскрываемъ сперва внутрентя скобки:
5с—[7$+4с—6 d—Зс]=5с—7d—4c-|-6cZ-j—Зе=4с—d.
II. а—{46—[а—(—36+3с)+2с—(—2Ь—(-а—с)]}.
1. Начнемъ съ р а ск р ы т  наружныхъ скобокъ: а—46+  

+  [я—(—36+3с)+  2с—(—26+я—с)] =  а—46+ я - (—36 +  Зс) +  
+ 2с—(—2 6+ я—с)—о—46+ я + 3  6—3 с+2с+ 2  Ъ—а+ с—о + 6.
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2. Начнемъ съ раскрытая внутреннихъ скобокъ: а—{46— 
—[я+ 36—Зс+2<+26—я+ с] } — я— { 46—я—3 6+ З с —2с—26+  
—|—Я  —  С } ^ = :Я —46—|— я-)-36—3с —|—2с—]—26 —-Я —̂ -С ^= :Я -{-6 ,

Очевидно, что тй же самыя правила существуютъ и при 
обратномъ преобразованш, т.-е. при заключенш всего много­
члена или части его въ скобки.

2я3—Зяб—7я62+ 5 6 = + ( 2 я 3-  Зяб — 7«62+56) = — (— 2я3 +  
+ 3 я 6 + 7 я 6 2—56)= 2я3-(3 я 6 + 7 я 6 2-5 6 ):= 2 я 3—Зяб +  (— 7я62 +  
+ 5 6 ) и т. д.

У м н о ж е н !  е.
§ 23. Умножеше алгебраическихъ чнселъ. Правило зна- 

ковъ. Чтобы вывести правило умножешя двухъ алгебраи­
ческихъ (положительныхъ и отрицательныхъ) чиселъ, раз- 
смотримъ 4 возможные здйеь случая:
I. (+ 7 ) .(+ 3 ) ;  II. (—7).(+ 3); Ш. ( + 7 ) .( - 3 ) ;  IV. (—7)-(—3).

Замйтимъ, что въ первыхъ двухъ примйрахъ множи­
тель—положительный, а въ двухъ послйднихъ множитель— 
отрицательный.

I. (+ 7 ). (+ 3 ). Этотъ случай представляетъ обыкновенное 
ариеметическое умножеше. Умножить (+ 7) на (+ 3 / значить 
множимое (+ 7 ) повторить 3 раза слагаемымъ, т.-е.

( + 7 ) .(+ 3 )= ( + 7 )+ (+ 7 ) + (+ 7 )= + 2 1 .
П. (—7). (+ 3 ). Руководствуясь тймъ же ариеметическимъ 

опредйлешемъ, находимъ, что умножить (—7) на (+3) зна­
чить множимое (—7) повторить 3 раза слагаемымъ, т.-е. 

( - 7 )  • (+ 3 ) = (—7 )+ (—7 )+ (—7)——21.
III. (+ 7 ) .(—3). Въ этомъ случай мы не можемъ уже 

основываться на ариеметическомъ опредйлеши я  поэтому 
должны самостоятельно рйшить вопросъ: что значить (+7) 
взять минусъ три раза? Обратимъ внимаше, что въ данномъ 
случай множитель есть отрицательное число, т.-е. противо- 
полооюное положительному. Въ дййсгаяхъ сложешя и вы- 
читаш я отрицательныхъ чиселъ получаемые результаты 
противоположны результатамъ тйхъ же дййствШ съ поло­
жительными количествами: прибавить отрицательное число
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все равно, что отнять равное ему положительное и, наобо- 
ротъ, отнять отрицательное число все равно, что прибавить 
равное ему положительное.

Основываясь на этомъ, можно утверждать, что если 
(+ 7 )-(+ 3 ) означаетъ, что+ 7  надо взять 3 раза слагаемыми, 
то (+ 7 ).(— 3) будетъ означать, что -)-7 надо взять 3 раза 
вычитаемымъ, т.-е. съ обратными знакомь.

Поэтому (+7). ( - 3 ) = ( - 7 ) - К - 7 ) + ( - 7 ) = —21.
IV. (—7).(—3). Такъ какъ здйсь множитель (—3)—отри­

цательное число, то, разсуждая совершенно подобно преды­
дущему, находимъ, что въ этомъ случай надо множимое 
—7 взять 3 раза вычитаемымь, т.-е. съ обратнымъ знакомъ.

(-7).(-3)=(+7)+(+7Ж +7)=+21.
Итакъ: (+ 7).(+ 3> = + 21 1 

„ (—7)-(—3)= + 21 J
„ ( - 7 ) . ( + 3 ) = — 21 Л
* (+ 7 )-(—3 )= —21 J

и
следова­
тельно:

(-)-а).(-|-6)—- f ab л 
(~ а ).(— Ъ)=-\-аЪ J 
( -а ) .(+ Ь ) = — аЪ л 
(+«)•(— Ъ )=-аЪ  J

Такимъ образомъ: при умнооюенги двухъ количествъ съ оди­
наковыми знаками получается въ произведены плюсъ, а съ раз­
ными мипусъ г).

!) Иногда это правило выражають, хотя и не севсЬмъ правильно, 
такимъ образомъ: плюсъ на плюсъ и мпнусъ на мияусъ даютъ въ про­
изведены -J-, а плюсъ на минусъ пли минусъ на плюсъ даютъ въ про­
изведены —.

Правило знаковъ очень часто выводятъ также при помощи следую- 
щаго опред’Ьлеыя -умножетя (даннаго французскимъ математикомъ 
Коши):

Умножете есть dnucmeie, въ которот изъ множимою составляется новое 
число, называемое произведенгемъ, точно такимъ же образомъ, какимъ множи­
тель составленъ изъ положительной единицы.

При умножены положительныхъ и отрицательныхъ чиседъ возможны 
слфдуюпце 4 случая:

I .  (+ 7 )- (+ 3)- Множитель +  3 составленъ изъ -}-1 черезъ новтореше 
ея слагаемым-!. 3 раза; следовательно, произведете составится черезъ но- 
вторев1е -f-7 слагаемымъ 3 раза:

( + 7 ) . ( + 3 ) = - Н + 7 + 7 = + 2 1 .
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Легко вид'Ьть, что при перемножены Н’Ьсколькихъ коли- 
чествъ положительныхъ и отрицательныхъ произведете бу- 
детъ съ знакомъ-f-, если число отрицательныхъ множи­
телей чет ное , и со знакомъ —, если число ихъ нечетное. 
Напр.,

а .—Ъ. —c .d .—е .—f = a b c d e f \  а .— Ъ.—c.d . —е = —abcde. 
ВполнЬ очевидно, что если одинъ изъ множителей ра- 

венъ нулю, то и все произведете равно нулю, т.-е.
О .а =  а .0  =  0.

§ 24. Умножеше степеней одного и того же количества.
П р и  умнож енги ст епеней одинаковыхъ буквъ показат ели ихъ 
склады ваю т ся.

Въ самомъ дЪл'Ь: а3.а 2= а .а .а .а .а .= а ь= а 3+2\
Ь2. Ъ=Ъ . Ь . Ъ— Ь3

т разъ п разъ т~\-п разъ

Вообще: ат.ап. = а  .а. а. ..а . а. а . .. — а .а. а. а ... = а т+п. 
П рилт ръ: с,771+1 e ^ З т + 2 ---- ^ ,77» + 1+Зт71+2- 4̂т+3
§ 25. Умножеше одночленовъ. 3а ъЬ4с .—5a 2bd2. Такъ какъ 

отъ перемены порядка множителей произведете не изме­
няется, то З а 5Ъ4с . —5a2bd2= 3 . —5 .а ъ.а 2.Ъ4.Ъ .с .d 2-=—15а7Ьbcd2, 
т.-е. п р и  умнооюенги одночленовъ коэф ф ицгент ы перемнооюа- 
ю т ся (съ соблюдетемъ п равила  знаковъ), показат ели сте­
п е н е й  одинаковыхъ буквъ склады ваю т ся, а  буквы, входягцгя въ 
одинъ изъ производит елей , переносят ся въ произведете безъ 
изм гънет я.

Правило, очевидно, остается справедливыми и въ случае 
произведетя какого угодно числа одночленовъ.

I I . (—7).(—3). Множитель— 3 составленъ изъ +  1 черезъ перемену въ 
ней знака и повторете ея зат'Ьыъ 3 раза слагаемымъ; следовательно, про­
изведете составится изъ—7 черезъ перемену въ немъ знака и повторе- 
Hie его слагаемымъ 3 раза:

( - 7 ) . ( - 3 ) = + 7 + 7 + 7 = + 2 1 .
I I I .  (—7). (-J-3). Чтобы найти произведете, сл-Ьдуетъ—7 повторить сла­

гаемымъ 3 раза (множитель составленъ какъ въ I случ.):
—7 .+ 3 = —7—7—7 = —21.

IV. (-1-7).(—3). Чтобы найти произведете, сл4дуетъпеременитьзнакъ 
множимаго и загЬыъ повторить его слагаемымъ 3 раза (множитель со­
ставленъ какъ во I I  случ.):

+ 7 .—  3 = — 7 - 7 - 7 = —  21.
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П рилт ръ  . — -  а2Ъ . Ътп. 4ат2с . а3с2= — 6а(Ъс3т3п.А
§ 26. Умножеше многочлена на одночленъ. Чтобы ум но­

ж ить многочленъ на  одночленъ, нуоюно каж дый членг много­
члена  помнооюить на  одночленъ съ соблюдетемъ правила  зна- 
ковъу т.-е.

(iа-\-Ъ—с) т = ат -\-Ъ т —cm.
Докажемъ это правило, зам'Ьтивъ, что множитель от мо- 

жетъ быть положительнымъ или отрицательнымъ, целыми 
или дробнымъ.

1) М нож ит ель т  цгьлое число. Наир., от=3. Чтобы сде­
лать умножеше ( а -\-Ъ— с).3, надо, по опредЪленш этого 
действ1я (§ 23), повторить множимое (a-f-6—с) слагаемыми 
3 раза. Поэтому

{а-\-Ъ— с).Ъ ~{а-\-Ъ—с)-)-(а-{—Ь— с)=За-)-ЗЬ—Зс. 
Если т  отрицательное число, напр., т = —3, то (§ 23) 

сл'Ьдуетъ повторить множимое вычитаемыми (или съ обрат­
ными знакомъ) 3 раза, т.-е.
(а-\-Ъ—с).—3 = —{а-\-Ь—с)— {а-\-Ъ—с)—(a-j-2>—с)=—За—3 Ь—|—Зс.

32) Мнооюитель т  есть дробь Напр., т = - .  Чтобы сделать
3

умножеше (a-fb—с). надо одну четверть (а -\-Ъ — с) или

(а-\-Ь—с) повторить слагаемыми 3 раза. Н о^(а-|-Ь  — е) =

1 1 1  3
“ 4 а ~ ^ 4 ^  — 4 С какими образомъ (а -(- Ь — с). - =

(I  , 1  7 1 \  а 3 . 3 . 3
=  U a +  i 6 - 4 c )-3 = 4 °  +  i !,“ i c- 

Итаки, правило остается справедливыми для вс'Ьхъ слу- 
чаевъ. Таки какъ оти перемены порядка множителей про­
изведете не изменяется, то выведенное правило сохраняется 
и при умноженш одночлена на многочленъ.

!) Это легко проверить, иомножпвъ какъ  ̂(a - f  Ъ — с), такъ я 
1 1 1& — -  с на 4. Получнмъ въ обонхъ случаяхъ одно и то же яро- 

изведен1е а-\-Ъ—с.
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Примгьръ.—2а3. ^36 — 5яЬ2-f- ^а2с^= —6«3b-f-10a4b2—а5с.

§ 27. Умножеше многочлена на многочленъ. Дано умно­
жить

(а-\-Ъ—с) (от-f-n).

Заменимъ на время 1-й многочленъ одной буквой, 
напр., А ; тогда (a - j - b — с) (от -f- и) =  . (от -[- и) =  А т + ' Ап 
(по предыдущему §). Подставимъ теперь ’ вместо А  его ве­
личину:

Ат-\-Ап~{а-\-Ь—е)т-\-{а~\-Ъ—с)п=ат-\-Ът—ст-\-ап-\-Ъп—сп.
Итакъ: (а-\-Ъ—с) (т-\-п)=ат-\-Ът—ст-\-ап-{-Ъп—сп, т.-е. 

для умножены многочлена па многочленъ надо каоюдый членъ 
множимаго 'помножить на каоюдый членъ мнооюителя съ со- 
блюденгемъ правила знаковъ.

Примгьры■ 1. (а2-|-4Ь2—2ah) (a-j-26)=a3-j-4a&2—2а26—{—
- f  2а2Ь 4-8Ь3—4а&2= а 3-|-8&3.

2. (ах2-\-\аъ—3а2х) (\ах—\х 2)—\а2ж~]Г\а!1х —
—аъх 2—|аж4—|а 3ж2-|-|а2х 3= ]  | а2х 2-\-\а'х—
— \\а ъх 2—\ах*.

3. (2от2—3mnv) (5OT?-j-wft)=10OT^+2— \ЬтЛ+1ггг>-\- 
~{-277i2nk~ 3 m n f+k.

§ 28. Умножеше расположенныхъ многочленовъ. Для
удобства AificTBia при умноженш многочленовъ очень часто 
располагаю т множимое и множителя по возрастающимъ 
(восходящимъ) или убываюгцимъ (нисходящимъ) степенямъ 
одной какой-нибудь входящей въ нихъ буквы, т.-е. пишутъ 
члены каждаго многочлена въ такомъ порядке, чтобы по­
казатели степеней этой буквы иди увеличивались, или 
уменьшались отъ перваго члена къ последнему. Членъ, со­
держаний наибольшаго показателя, называется высшимъ, а 
наименьшего показателя—низишмъ.

Примгьръ. Многочленъ 2ax2-j-8—За2х-\-\хъ располагается 
по возрасгггающимъ степенямъ буквы х  такимъ образомъ: 

8—За2я-{-2аж2-|-^а;3; по убывающими \хг-\-2ах2—  3a2#-J-8. 
Расположеше дМств1я въ такомъ случае будетъ сле­

дующее:
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- Требуется умножить (7а—5-(-2а* 1 2) (3 —4a2-fa).

2а2+ 7 а —5 
—4а2-|- а-|-3
—8а4 * * * * * * II.—28a3-f-20a2 ................ Произведете множимаго на—4а

2а3-|--7а2—5а . . . .  ,, „ „ а
6а2-)-21а—15 „ „ „ 3

—8а4—26a3-[-33a2-j-16a—15. Полное произведете.
Выгода такого расположешя состоять въ томъ, что по­

добные члены подписываются одинъ подъ другимъ, ч-Ьмь 
значительно облегчается ихъ приведен1е. Изъ приведеннаго 
примера сл'Ьдуетъ:

1. Если множимое и множитель расположены по убываю- 
щимъ или возрастающимъ степенямъ, то и произведете рас­
полагается по убывающимъ или возрастающимъ степенямъ.

2. Выспйй членъ произведетя получается отъ перемно- 
'ж 'етя высшихъ, а низнпй членъ отъ перемножетя низшихъ 
членовъ множимаго и множителя.

3. Число членовъ произведет я до приведены  подобныхъ 
членовъ равно произведетю числа членовъ множ имаго на  число  
членовъ множ ит еля. Действительно, если напр., во множи- 
момъ 4 члена, а во множителе 3 члена, то при умноженш 

■ получится три ряда, а въ каждомъ ряду по 4 члена про-
изведешя, т.-е. всего 4 .3= 12  членовъ произведетя.

4. ВысшШ и низпйй члены не могутъ иметь себе по­
добныхъ членовъ и потому произведете двухъ многочленовъ
tie мооюетъ содерэюатъ менгье двухъ членовъ.

§ 29. 0бщ1я свойства произведетя.
I. Свойство переместительности: Произведете не измтится отъ пере- 

мгьщепгя его множителей, т.-е.
( - 3 ) .  (+ 5 ) .  ( - 1 0 ) .  =  (+ 5 ) .  ( - 1 0 ) . ( - 3 ) = ( - 1 0 ) . ( - 3 ) .  ( + 5 ) =  .... =  150.
( - « ) . ( + & ) . ( - С) = ( + 6 ) . ( _ С) . ( — «.)= (— с ) . (—а).(+ Ъ )= ...= аЪ с.

II. Свойство сочетательности: Произведете не изменится, если нпко- 
торые множители зампиимъ ихъ произведетемъ и обратно, т.-е.

2,— 3 .5 .1 0 = —6 .5 .1 0 = 2 . - 1 5 0 = . . .  = — 300.
— а . Ь . е . й = — а(6с й ) = ( — а6с )й =  . . .  = — обей.

III. Свойство распределительности: Чтобы умножить алгебраическую 
сумму на алгебраическое число, достаточно каждое слагаемое умножить на 
это число и полученные произведенья сложить, т.-е.

(3-)-7— 5) ,2 = 3 .2-)-7 .2 —5.2; (a-f-6—с) т= am+ б  т— cm.
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Для положительныхъ чиселъ первый два свойства известны изъ арие- 

метики. Для алгебраическихъ чиселъ абсолютная величина ихъ произве- 
дешя равна произведенш абсолютныхъ величинъ множителей, такъ какъ 
они перемножаются арпеметически. Что же касается до знака произве- 
ден!я, то онъ зависитъ только отъ четности или нечетности числа отри- 
цательныхъ множителей, который очевидно не изменяются. Итакъ, ни пе- 
ремещешя алгебраическихъ множителей, ни группировка ихъ не измй- 
няютъ ни величины, ни знака ихъ произведешя.

Справедливость третьяго свойства доказана въ § 26.
CntflCTBie. Изъ свойства сочетательности слйдуетъ, что для вычисления 

произведенгя нгьсколъхихъ множителей возможно разбить ихъ на катя угодно 
группы, найти произведенгя множителей каждой группы и перемножить по­
лученный произведенья. Такой порядокъ действ^ иногда облегчаетъ нахо- 
ждеше произведешя.

Лримпръ. ( + 2 ) .  (— 3). ( -  4 ) . (+ 5 ) .  (— 1 0 )= (+ 2 4 ) .  (— 5 0 )= -1 2 0 0 .

§ 30. Замечательные случаи умножешя многочленовъ.
1. (а-(- Ъ)2 =  (a -J- Ъ) (а -\- Ъ) = .а 2-\-аЪ  +  аЬ-\-Ъ2= .а 2-\-2аЬ-\-Ь2,

т.-е.
Квадратъ суммы двухъ количествъ раввпъ квадрату перваго 

количества, плюсъ удвоенное произведете перваго количества 
на второе, плюсъ квадратъ второго количества.

2. (а—Ъ)2= (а —Ъ)(а-—Ъ)— а2—аЪ—аЪ-\-Ъ2= а 2—2аЬ-\-Ь2, т.-е.
Квадратъ разности двухъ количествъ равенъ квадрату пер­

вого количества, мшусь удвоенное произведете перваго коли­
чества на второе, плюсъ квадрагпъ второю количества.

3. (а-\-Ь){а—Ь)=а2-\-аЬ—аЬ—Ъ2= а 2—Ь2, т.-е.
Произведшие суммы двухъ количествъ на ихъ разность

равно разности квадратовъ этихъ количествъ.
4. 0 + 6 ) 3 =  (я+6)2(а+&) =  (а2У-2аЪ +  Ъ2){ а + Ъ )= а 3-\-2а2Ь +

+ а Ъ 2+ а 2Ъ-{-2аЪ2+ Ъ 3= а 3+ З а 2Ъ+ЗаЪ2- \-¥ , . т.-е.
Кубъ суммы двухъ количествъ равенъ кубу перваго количе­

ства, плюсъ угпроенное произведшие квадрата перваго количе­
ства на второе, плюсъ угпроенное произведете ггерваю коли­
чества на квадрагпъ второго, плюсъ кубъ второго количества.

5. (а— Ъ у= (а -Ъ )2(а— Ь) =  (а2—  2аЬ-уЬ2)(а—Ь) =  а2— 2а2Ь-\-
-\-аЪ2—а2Ъ-\-2аЬ2—Ь3— а3—Ьа2Ь-\-ЪаЪ2— Ь3, т.-е.

Кубъ разности двухъ количествъ равенъ кубу перваго коли­
чества, минусъ угггроениое произведете квадрагпа ггерваю ко­
личества на второе, плюсъ угггроениое произведете ггерваю ко­



личества на  квадратъ второго, минуса кубъ второю коли­
чества 4).

Посредствомъ приведенныхъ формулъ иногда можно сде­
лать умножеше проще, чЪмъ обыкновеннымъ путемъ.

Примпры: 1. (7a3b* 1 2~l~~axi) (7а3Ь2—|йж4)= 4 9 я6Ь4—\а2х8.
2. (2я6Ь—Зяс2)2~ 4 я 10&2—12я6&с2-{-9я2с4.
3. (2я+363)3= 8 я 3-1-36я2Ь3+54а&6+ 2 7 6 9.
4. (m-\-n-\-p)2= [ ( m - \ - n ) - \ - p } n ) 2-f- 

-\-2(m-\-ri)p-\-p2—m2-\-n2-\-p2-\-2mnJr2mpJr2np. 2).
5. (т-\-п-\-р)(т-\-п—р)= \(т -\-n)-\-p\[(т-\-п)—р\=- 

={т -\-п)2—р 2= т 2-\-п2-\- 2тп—р 2.
Точно такъ же некоторыми (обыкновенно 1, 2 и 3-ей) фор­

мулами бываетъ иногда выгодно пользоваться въ дЪйствгяхъ 
надъ числами, въ особенности, при возвышенш ихъ въ 
квадратъ 3).

!) Полезно заметить, что знаки -f- и — идутъ, взаимно чередуясь 
( +, — Тоже  самое получится при возвышенш разности а—Ъ въ4-ю, 
б-ю и т. д ., степени.

2) Двучленъ т-\-п, заключенный въ скобки, разсматривается какъ 
одночленъ (§ 9).

3) При возвышенш въ квадратъ небольшихъ чиселъ полезно зам-Ьтить 
сл4дуюшде сокращенные npieMH:

1. Обпцй видъ всякаго числа, кончающагося на 5, есть 10п-)-5. Возвы­
шая его въ квадратъ, получимъ

(10и+5)2=100я2-{-100и4-2б=100п(и+1)+25, т.-е. 
чтобы возвысить въ квадратъ число, кончающееся на 5, достаточно умножить 
число, стоящее передъ 5-ю, на слгъдующее за ним  цплое число и къ произве­
денью приписать 25.

Примпры: 352=1225; 752=5625; 2052=42025.
Точно такъ же, возвышая въ квадратъ смешанное число вида по­

лучимъ, что (я-)-1 )2=м (n-j-1) - f  1.
Примпры: (6-1)2=42 1; (101)2=1101.
2. Всякое ц'Ьлое число близкое въ 50 можетъ быть представлено въ 

вид'Ь 50ztw . Возвышаемъ его въ квадратъ:
(50±«)2=2500ztlOOM-fw2=Ю0 (25±м) +п*.

Примпры: 472=(50— 3)2=100 (25 — 3) +  9 =  2209.
622=(50-(-12)2=100 (25—{—12)-}-144=3844.

Для чиселъ близкихъ къ 100 удобнее пользоваться следующей формулой:
(100±м)2= lOOOOrt200м-)-м2=100 (Ю0±2м)+>А

Примпры: 982=(100 —2)2=100 (100—4)ф-4=9604.
1122=(100+12)2=100 (100+24)+144= 12544.
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Л рим гьры : 1. 41.39=(40+1)(40—1)= 4 0 2—12= 1 600—1 =  
=1599.

2. 582= (5 0 + 8 )2=2500+ 800+ 64= 3364  или . 
иначе: 582= (6 0 —2)2=3600 -240+ 4= 3364 .

3. 9982= (1 0 0 0 -2 )2=1000000 -4000+4=996004.

§ 31. Тождества. Два вы раж етя, имеюпця одинаковую 
числовую величину, образуютъ тождество. Тождества бы- 
ваютъ числовы м, наир.,

2 . 2 = 4 ;  7 + 5 = 1 5 —3; |  =  0,75; 

и буквенным, напр.,

я+ Ь = & + а ; аЪ=Ъа; -  +  ;
т 1 т т

(а+&)2= я 2+ 2 а Ь + 6 2 и т. п. (§ 29). Очевидно, что при под­
становке вместо буквъ какихъ угодно соотвТтствующихъ 
имъ чиселъ буквенное тождество обращается въ числовое. 
Для обозначетя тождественности двухъ выражешй вместо 
знака=часто употребляютъ знакъ тож дества=(тооюдественно  
р а вн о ). Наир., тождество аЪ=Ъа читается: произведете аЪ 
тождественно равно произведет») Ъа.

Некоторыя буквенныя тождества имЪютъ довольно слож­
ный видъ. Чтобы обнаружить справедливость такого тожде­
ства въ общемъ виде, слЪдуетъ или преобразовать одну 
часть его такъ, чтобы оно приняло такой же видъ, какой 
им^етъ другая часть, или преобразовать обе части, чтобы 
обнаружить, что обе он4. равны (тождественны) одному и 
тому же третьему выраженго.

Л р и м гьр ы  1. Тождество Лагранжа *).
(а2+ 6 2) (ж2+ у 2)=  {ах-\-Ъу')‘1 \ ( а у —Ъх)2.
Произведя указанный действ1я, легко убедиться, что 

каждая часть въ отдельности приводится къ одному и тому же 
выраженш а 2ж2+ Ь 2ж2+ а 2?/2+& 2у2, что и доказываетъ справед­
ливость тождества Лагранжа.

2. (а2+  Ь2 +  с2) (х г - \ - у 2 - \ - z 2) ^ ( a x  +  & + + еу)2+(а?/—Ьж)2+  
-\-{аг—сх)2-\-(Ъг—суу. Предоставляется проверить учащимся.
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1) Лагранокъ—знаменитый французский математикъ (1736—1813).
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Д 1j л е н i е.
§ 32. Определения. Дгьленге есть дчъйстж, въ которомъ по 

данному произведенгю и одному изъ множителей отыскивается 
другой мнооюителъ. Данное произведете назыв. дгьлимымъ, 
данный множитель—дгьлителемъ, искомый множитель—част­
ными. Изъ этого определешя сл^дуетъ, что д ел ете  есть 
flMcTBie обратное умноженш. На это необходимо обратить 
вяимаше, чтобы легче усвоить особенности этого действ1я.

§ 33. Правило знаковъ въ алгебраическомъ делении 
остается то же самое, какъ и въ умноженш, т.-е. при дгьлент 
количествъ съ одинаковыми знаками въ частномъ получается 
плюсъ, а съ разными знаками—минусъ. Въ самомъ деле 

(+12): (+ 3 )= + 4 , такъ какъ (+ 3 ). (+ 4 )= + 1 2 .
(-1 2 ) :  ( - 3 ) = + 4 ,  „ „ (—3). (+ 4 ) =  12.
(+12): ( 3)— —4, „ „ (—3). (—4 )= + 1 2 .
(—12): (+ 3 )= —4, „ „ (+ 3 ). (—4 )=  12.

§ 34- Примечаше • Если дп>лимое равно 0, а дгьлителъ не 
равенъ 0, то частгюе равно 0, напр., 0 :а  — 0. Это (можно 
сказать, очевидное) положеше доказывается гЬмъ, что только 
частное, равное нулю, будучи умножено на произвольною 
делителя а, дастъ въ произведены! О, т. -е .  О.а^О.

Если дгьлимое не равно 0, а дгьлителъ = 0 , то частного 
не существуетъ, такъ какъ не можетъ быть числа, которое, 
будучи помножено на 0, давало бы въ произведены! не 
нуль, а какое-нибудь число.

Если дгьлимое —0 и дгьлителъ - -0, то частное можетъ 
быть какимъ угодно числомъ,т.-е. представляетънсопредгълеп­
ную величину. Действительно 0 :0  можетъ быть равно какому
угодно алгебраическому числу а, Ъ, с,-----, такъ какъ

а . О= Ъ . О= с ■ 0 = . . . .  = 0 .
§ 35. Делете степенен одного н того же количества. При

делены! степеней одинаковыхъ буквъ изъ показателя дели- 
маго вычитается показатель делителя.

й7: й4= « 3, такъ какъ а4. аг= а ч.
Точно такъ же Ъ5: Ь=Ь4; ст : =  cm-n и т. д.
Изъ §§ 32 и 33 следуетъ:
(—а7) : (+ а 4) ^ —а3; а7: (—а4) = -  а3; (—а7) : (—а4) = + а 3;
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§ 36- ДЪлеше одночленовъ. Положимъ, что требуется 
разделить —21 аъЪ3с2д на 7аЪ2с2. Очевидно, что

1. Частное будетъ одночленъ съ знакомъ минуеъ. Это 
прямо сл'Ьдуетъ изъ правила умножешя и правила знаковъ.

2. Коэффищентъ частнаго будетъ 3, т . - е .  21:7, такъ 
какъ 7 .3 = 2 1 .

3. аъ'.а—а \̂ Ь3:Ь2= 6 ; с2:с*=1. Эту единицу можно опу­
стить, такъ какъ отъ умножешя на 1 частное не изменяется.

4- Буква d, которой нетъ въ делителе, должна безъ 
изменешя перейти въ частное.

Итакъ: — 21аьЪ3сЧ[ 7аЪ2с2= —3ar‘bd, т.-е.
П ри дгьленги одночленовъ коэффищентъ дгьлимаго дгьлится 

на коэффищентъ дгълителя съ соблюдетемъ правила знаковъ, 
изъ показателей буквъ дгьлимаго вычитаются показатели тгьхъ 
же буквъ въ дгьлителю; буквы дгьлимаго, которыхъ тыпъ въ 
дгьлителгь, переносятся въ частное безъ измгьненгя.

Если въ делителе есть так1я буквы, которыхъ нетъ въ 
делимомъ, или, если показатели буквъ делителя более 
показателей техъ же буквъ въ делимомъ, то говорятъ, что 
д е л е т е  невозможно. Тогда действ1е делешя изображаютъ 
въ виде дроби. Наир.,

4/7/i 2̂ 3
4 а Ь 2с3: " —  .6 a3becd2

§ 37. Делеше многочлена на одночленъ. Положимъ, что 
дано разделить 12аъЪъ—20a W  е2-\-агЪЧ на 4а362.

Такъ какъ делимое равно делителю, помноженному на 
частное, то заключаемъ, что въ этомъ случае:

1. Частное должно быть многочленомъ.
2. Первый членъ частнаго получится отъ делеш я пер- 

ваго члена делимаго на делителя, 2-й членъ частнаго полу­
чится отъ делешя 2-го члена делимаго на делителя, и т . д .  
Следовательно

(12а5й3—20a*b7c2- f  а*ЬЩ : ±а3Ь2= За2Ь—ЪаЪъс2-^ \ ЪЧ.
Итакъ, чтобы разделить многочленъ на одночленъ, нужно 

каждый членъ делимаго разделить на делителя.
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ДЪлеше одночлена на многочленъ представляетъ случай 
невозмооюнаго дЪ летя. Поэтому

Ы>Ь:{ 7 а ^ + Ш Ь - г ) = 1 Ш ^ Гь- ^ .

§ 38. Д^леше многочлена на многочленъ. Это д-Ьлеше 
возможно безъ остатка лишь въ немногихъ частныхъ слу- 
чаяхъ. Чтобы лучше уяснить себ& ходъ дМств1я, восполь­
зуемся прим'Ьромъ умножетя многочленовъ, расположен- 
ныхъ по убывающимъ степенямъ, приведеннымъ въ § 28. 
Именно, положимъ, что требуется разделить многочленъ 
—8а4—26а3-|—33<г2-(-16а—15 на многочленъ 2а2—(—7а—5.

- 8 а 4—26а3+ 33а2+16а—15 2a2-f7a—5
± 8 а 4±28й3гр20а2________ —4а2+а-(-3

1- ый остатокъ 2a3-j-13aa-j-16a—15
rp2a3rp;7a2rt5 a

2- ой остатокъ 6a2-|-21a—15
+ 6 a 2zp21a±15

3- й остатокъ О
Такъ какъ оба многочлена расположены по убывающимъ 

степенямъ и при умноженш высшгй членъ произведешя по­
лучается отъ умножетя вы ш аго  члена множимаго на выс­
шгй членъ множителя, то, очевидно, при дЪленш высшгй 
членъ частнаго получится отъ дЪлешя вы ш аго  члена дЪли- 
маго на высшгй членъ делителя, т,-е. высидй членъ част­
наго будетъ—8a4 : 2a2:=—4а2.

Дал'Ье, при  умнож енги многочленовъ каждый членъ мно­
жителя множится на все множимое (или на каждый членъ 
его по порядку), и полученный такимъ образомъ произве- 
дешя складываются другъ съ другомъ, посдЪ чего и полу­
чается полное произведете. Поэтому п р и  дгьленги слйдуетъ 
найденный 1-й высшгй членъ частнаго помножить на всего 
д-Ьлителя. В ы ч т я  полученное 1-е произведете изъ дели­
ма го, мы получи мъ 1-ый остатокъ, который пред став итъ 
собой сумму произведенШ делителя на 2-й, 3-й и друпе 
члены частнаго. Итакъ, подпишемъ' подъ д'Ьлимымъ произ­
ведете делителя на—4а2 и из.чгьнимъ для вычиташя знаки  
этого произведеш я на  обратные.

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. s
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Разсуждая по предыдущему, легко понять, что 1-ый или 
высшгй членъ перваго остатка получился отъ умножетя
1-го или высшаго члена делителя на 2-ой членъ частнаго 
и, следовательно, чтобы получить 2-ой членъ частнаго, 
надо 1-ый членъ 1-го остатка разделить па 1-й членъ де­
лителя. Итакъ, 2-ой членъ частнаго будетъ 2а3 : 2а2—а.

Помноживъ его на все члены делителя и вычтя найден­
ное произведете изъ 1-го остатка, получимъ 2-й остатокъ, 
который представляетъ произведете всехъ членовъ дели­
теля на остальные члены частнаго, кроме 1-го и 2-го. По­
этому, разделивъ высппй членъ 2-го остатка на высшШ 
членъ делителя, получимъ третШ членъ частнаго, т.-е 3. 
Умноживъ его на делителя и вычтя произвел erne изъ 2-го 
остатка, видимъ, что 3-й остатокъ оказался нулемъ, а это 
показываетъ, что другихъ членовъ частнаго не можетъ 
быть.

- Въ такомъ же порядке производится д елете , если де­
лимое и делитель расположены по возрастающими сте­
пенями.

Напр., 1—3a-f-4a2—4a3 1—a-j-2a2
zp ldrarp2a2 1—2a

—2a-(-2a2—4a3 
±2a=p2a2=t4a3 

0
Такими образомъ, при деленш многочлена на много- 

членъ следуетъ расположить ихъ по степенями одной какой- 
либо буквы и 1-ый членъ делимаго разделить на 1-ый членъ 
делителя. Получимъ 1-ый членъ частнаго. Умноживъ его 
на делителя и вычтя полученное произведете изъ дели­
маго, найдемъ 1-й остатокъ. Разделивъ 1-й членъ этого 
остатка на 1-й членъ делителя, получимъ 2-й членъ част­
наго. Умноживъ его на делителя и вычтя полученное про­
изведете изъ 1-го остатка, найдемъ 2-й остатокъ. Разде­
ливъ 1-ый членъ его на 1-ый членъ делителя, получимъ 
3-й членъ частнаго и т. д.

§ 39. Делеше съ остаткомъ. Д елете  многочлена на мно- 
гочленъ безъ остатка происходитъ, какъ уже было замечено
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выше, только въ рЪдкихъ случаяхъ. Остатокъ, получаюпцй- 
ся при д’Ьленш, присоединяютъ къ полученному частному 
въ видЗ* дроби, числитель которой равенъ остатку, а зна­
менатель—д'Ьлителю.

ЗОаб4
§ 40. Случаи невозможнаго д4лешя. Очевидно, что д'Ьле- 

H ie  многочлена на многочленъ безъ остатка невозмооюно, 
когда:

1. ВысшШ членъ д'Ьлимаго не делится на высшгй членъ 
делителя или низшгй членъ д’Ьлимаго не делится, на низ- 
гит членъ делителя.

2. Высгигй членъ какого-либо остатка не делится на выс- 
mift членъ делителя.

3. Въ д’Ьлител'Ь есть таюя буквы, которыхъ н^тъ въ д4- 
лимомъ.

4. Въ остатка получается одночленъ.
§ 41. Случаи возможнаго д^леши. Полезно заметить сл"Ь- 

дуюпце случаи д-Ьлетя безъ остатка *):
1. Разность одинаковыхъ степеней двухъ количествъ де­

лится на разность этихъ количествъ. Напр.,
(а3—Ь3) : (а — Ь)—а2-\-аЪ-\-Ъ2\ (а4—Ь4) : (а—Ь)=а3-\-а2Ъ-\-аЪ2-\-Ъ3.

2. Разность одинаковыхъ четныхъ степеней делится на 
сумму этихъ количествъ. Напр.,

(а4— 64) : (a-\-b)z=a3 — а2Ъ -\-аЪ2—Ъ3.
3. Сумма одинаковыхъ нечетныхг степеней делится на 

сумму этихъ количествъ. Напр., (a3-f-6s):(a-|-& )=a2—аЪ-{-Ъ\
Примгьры: 1. Двучленъ 31—1664 делится безъ остатка на 

двучлены ^-|-26 и 3—26, такъ какъ 81—З4 и 166‘=(26)4.
2. Двучленъ 32ж5-|-1 делится безъ остатка на такъ

какъ 32ж5=(2ж)5 и 1 = 1 5.

1) См. §§ 45 и 46.

18а362+ 1 5 а2Ь3+12а64 
up 18а362± 1 2 а2Ь3

За—2 Ь

27а2634-12аЬ4
+ 2 7 а263±18а64

3



Разложеше многочлена на множителей.
§ 42. Для различныхъ упрощенШ и преобразований въ 

алгебрЪ часто приходится разлагать многочленъ на соста- 
вляющихъ его множителей. Укажемъ наиболее употребитель­
ные способы разлож етя многочлена.

I. Выведете общаго множителя за скобки. Многочленъ 
вида а т -\-Ъ т ~  сщ, всЪ члены котораго содержать общаго 
множителя ж, очевидно, можетъ быть представленъ какъ 
произведете двухъ множителей, т.-е. въ слйдующемъ вид^: 

ат-^-Ът,—ст ~т  (а-\-Ъ—с).
Разберемъ болйе сложный примерь. Положимъ, что тре­

буется разложить на множителей многочленъ 20агЪЧ2 — 
—-45a4&Vd—15а5&3сб22. Разсматривая сперва коэффицденты 20, 
45 и 15, наХодимъ, что они имЪютъ общаго множителя 5. 
Количество а входить во вей три одночлена, какъ множи­
тель; наименьшая степень его а3 иредставляетъ также об­
щаго множителя, такъ какъ а*^=а3. а й а'°=а3.а2. Такимъ же 
разсужден]'емъ найдемъ еще двухъ общихъ множителей Ъ2 
и с. Итакъ, мы получили слйдующихъ общихъ множителей 
5, а3, Ъ2 и с. Произведете ихъ Ьа3Ъ2с представить общаго 
наибольшаго множителя (или, что все равно, общаго наи- 
большаго делителя), котораго и выводятъ за скобки, при 
чемъ въ скобкахъ, очевидно, будетъ частное отъ дйлешя 
всЬхъ членовъ многочлена на ихъ общаго множителя: 

5а3Ъ2с(4:Ь2с—9ac2d—3 a?bd2).
Легко заметить, что выведев1е за скобки общаго множи­

теля есть nMcTBie обратное умноженш многочлена на одно- 
членъ. • ! •

Примгъръ 1. 48 а*т5х*— 36а4т 4#2-|-12я3»г;г =
- =  12а3тх(4т4х 3— 3am3x~j-l) 4).
2 . 2дг(<ж—{—Z>)—J-— J— &) (2 x -j-3 ) .

П. Разложеше по формуламъ сокращеннаго ^множешя.
- Известно (§ 29), что а2— Ъ2=(а-\-Ъ) (а—Ъ).

а2-{-2аЪ-\-Ъ2— {а-]-Ь)2. 
а2—2аЪ-\~Ъ2=.(а—Ь)2, т.-е.

*) Предостерегаемъ учащихся отъ ошибки, которую они часто Д'Ьла- 
ютъ, пропускея въ скобкахъ членъ=1.
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1. Всякш двучлена, предсгпавлАющШ разность квадратовъ 
двухъ количества, мооюета быть изображена въ виды произве- 
денгя суммы на разность этихъ количества. Напр., 9а* 2 *—1664 
есть разность квадратовъ количества За и 462 4) и, следо­
вательно,

9а2—1664—(3а+462)(3а—462).
Примгьры: 1. 49ж2—1—(7х-(~1) (7 a;—1).

2. (a-j-б)2—с2=(а-)-6-)-с) (а-|-6—с).
2. Всякш трехчлена, состоящгй йза суммы квадратовъ 

двухъ количества, увеличенной или уменьшенной удвоеннымъ 
произведетемъ этихъ. количества, представляетъ или квадрата 
суммы или квадрата разности этихъ количества.

Примгьры: 1. 25a2-|-20a£2-f4£4=(5a-|-2£2)2.
2. т2-\-1 — 2т=(т—I)2.

Ш. Способъ группировки. Иногда многочленъ можно раз­
ложить на множителей, если предварительно разбить его 
на части или на группы членовъ (большею частью на 2 
группы). Напр., многочленъ am-j-bm-j-an-j-bn можно разло­
жить на множителей,. разбивъ его на 2 группы: am-j-bm и 
an-j-bn. Въ первой группе выведемъ за скобки общаго мно­
жителя т, а во второй п. Тогда нашъ многочленъ получитъ 
такой видъ т(а +  6) -J- п(а -|- 6). Но теперь очевидно, что въ 
обЪихъ частяхъ есть общШ множитель а-\-Ъ, котораго и 
можно вывести за скобки. Итакъ

ат-\-Ът-\-ап-\-Ъп~т{а-\- 6)-j-n(a-j-6)=(a-]-6) (т-\-п).
Такой же результата можно было получить, взявъ груп­

пы ат-\-ап и 6m-f-6?r.
am-\-bm-\-an-\-bn=za (m-\~ri)-\-b(m-\-n)-=(m-j-w) (a-(-6).

Точно также
3a2—56c—5a-f-3a6c=3a(a-|-6c)—5(6c-j-a)=r(a-|-6c) (3a—5) 2). .

1У. Въ нЪкоторыхъ случаяхъ. полезно бываетъ разло­
жить какой-нибудь членъ на слагаемый или ввести каше- 
нибудь новые вспомогательные члены.

Примгьры: 1. a2-j-7a -j- 10 — «2 — 2a -(- 5a — 10 =  a(a-f-2)-f- 
+ 5(a+ 2)= (a+ 2)(a+ 5). .

1) (3a)2 =  9a2; (462)2=166!.
2) Предлагается учащийся разложить этотъ многочленъ на множите­

лей другой группировкой.

— 45 —



2. х 2— Sxy -(- \Ьу2~ х 1— дху -Ь х у -{ -1 5 у 2 =  
х(х —Зу)—Ьу(х—Ъу)—(х—6у)(х Ъу).

3. а3—Ъ3= а 3- \ - а 2Ъ— а 2Ъ—Ь3= а 2(а-\-Ъ )—Ъ(а2~ Ъ 2) — 
— а \ а - \ -  Ь)—Ь(а-\-Ь)(а—b ) = ( a - \ - b ) [ a 2— b(a— b )]=  
= { а - { -  Ь) (а 2— а Ь-\~Ъ2).

У. Иногда представляется возможность воспользоваться 
случаями дЪлешя безъ остатка (§ 41).

Въ особенности сл'Ьдуетъ заметить 2 формулы: 
a3-j-63:=(a-J-&) (a2—аЪ -\-Ь2) 
а 3—Ъ3= ( а —Ъ) {a 2- \ - a b - \ - b 2).

Примтры: 1. х 3-\-1={х-\-\){х2—х-\-1).
2'. т3—8ft3—(т—2ft) {ni2-\-2mn-\-An2).
3. х°—у 3=.{х3-\-у3) (х3-—у 3)—
=  о + у ) {х -у ){х2-\-ху-\-у2) {х2— ху-\-уТ).

Весьма часто разложеше многочлена на множителей 
производится примёнешемъ Н'Ьсколькихъ способовъ.

Примгьры: 1. «364-{-4«3й2-}-4я3й3= а 362(62-{-4-}-4&)— 
= а 3Ъ \Ъ -\-2 у .

2. 3m(2a-y5b)2 — 27m3 —  3m[(2a-j-5b)2 — 9m2] =  
=3m(2a-\-bb-{-3m){2o.-\-bb—3 т).

3. 4&2е2—(&2-|~с2— а 2) 2 —  {2Ьс-\-Ь2- \-с 2— а 2)(2Ьс —
— Ъ2 — с2 а 2) —  [(Ъ -\-с)2 — а2] [а2— (& — <?)2] =  
=(&-|-c-f-ft) (6-f-c—а) (сг-f-c—Ъ) —с).
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О делимости алгебраическихъ количествъ.
§ 43. Общш наиболышй дЪлитель ц^лыхъ алгебраическихъ 

выраженш. Общимъ д’Ьлителемъ двухъ или н'Ьсколькихъ 
цЪлыхъ алгебраическихъ выраженШ называется такое ц'Ь- 
лое количество, на которое эти выраоюешя делятся вполне 
безъ остатка, т.-е. такъ, что полученныя частныя не бу- 
дутъ иметь ни буквенныхъ, ни числовыхъ делителей.

Алгебраичесшя выражен1я, не имеюнця общаго дели­
теля (кроме r t l )  называются взаимно простыми или первы­
ми меоюду собою. Если данныя алгебраически выражешя 
имеютъ несколько общихъ делителей, то тотъ изъ нихъ, 
который делится безъ остатка на каждый изъ остальныхъ, 
называется общимъ паиболыиимъ дгълителемъ.
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Частныя отъ д'Ьлешя алгебраическихъ выраженШ на ихъ 

общаго наиболыпаго делителя будутъ первыми между' со­
бою.

Примгьръ. Выражешя 6а2, 1ЬаЪ и 9а(а—Ъ) им’Ьютъ трехъ 
общихъ делителей: 3, а и За. ОбщШ наиболышй делитель 
есть За. Разд'Ьливъ на него данныя выражешя, получимъ 
частныя: 2а, 56 и 3(а—Ь), который уже не имЪютъ общихъ 
делителей, а потому будутъ первыми между собою.

Обобщая здесь правила, известныя изъ ариеметики и 
достаточный для простейшихъ случаевъ, можемъ сказать, 
что для нахооюдетя общаго наиболъшаю дгьлителя двухъ или 
тъсколъкихъ цгьлыхъ алгебраическихъ выраэюешй, слгьдуетъ вы­
брать ихъ общихъ числовыхъ и буквенныхъ дгьлителей (или  
мноэюителей) и затгьмъ ггеремноэюитъ между собою. Получен­
ное произведете и будетъ искомыми общимъ наиболыиимъ дгъ- 
лителемъ.

Такъ какъ при выведенш за скобки общихъ множите­
лей мы въ сущности находили уже общ. наиб; делителя 
для одночленовъ, входившихъ въ составъ многочлена, то 
здесь мы ограничимся прим'Ьромъ нахождешя общ. наиб, 
делителя для многочленовъ.

Примгъры. Найти общ. н. делителя многочленовъ 6а2-]-6ах, 
12(а2-{-2аж-|-ж2), 8а2—8ж2.

Разлагаемъ ихъ на множителей: 2.3а(а-\-х), 22.3 (a-j-ж)2, 
2 \a-\-x)(ci—x).

О. и. делитель =2(а-\-х).
§ 44. Общимъ наименьшимъ кратнымъ двухъ или нЪ- 

сколькихъ ц'Ьлыхъ алгебраическихъ выраженШ называется 
самое меньшее изъ такихъ количествъ, которыя могутъ д е ­
литься на вс'Ь данныя выражен1я вполне безъ остатка. 
Обобщая и въ этомъ случае правила ариеметики, можно 
сказать, что для нахождешя общ. наименыиаго кратнаю двухъ 
или тъсколъкихъ алгебр. выраженШ, слгьдуетъ эти выражешя 
'разложить на множителей, затгьмъ, выггггсавъ мпоэюигпелей 
одною изъ эгпихъ выраэюенгй, прибавить къ нему недостагощихъ 
множителей изъ другихъ выраэюешй и наконецъ найггги про­
изведете всгъхъ эгпихъ множителей.
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Примтьры. 1. Найти общ. н. кратное выражешй:
7а2х, 6а3х 2у, 21 ахг—21 ау.

Разлагаемъ ихъ на множителей: 7а2х; 2 .3аъх\у\ 3.7а{х2—у).
О. найм. кратное= 7 .2 .3а2.а.ж.жг/(ж2—у)=42а3х 2у(х2—у).
2. Найти о. н. кратное выражений:

За2—ЗЬ2,12(а2-)-&2—2аЪ), 6а—66.
Разлагаемъ на множителей : 3(а-|-Ь) (а—Ъ); 3 .22(а—Ь)2; 

2.3 (а-Ъ).
О. найм, кратное = 3 .22(a-f&)(a—&)(a— &)=12(а2—й2)(а—Ь).
§ 45. Делимость на х — а. Теорема. Если дгьлимое есть многочленъ, 

расположенный по степенямъ буквы х, а дгьлителъ есть двучленъ х —а, то 
остатокъ будетъ многочленъ совершенно такого же вида какъ дгьлимое, по сг 
зампной въ немъ х  на а, т.те., в аир., если 2ж4—Зж3+ 5ж —6 разделить на 
х —а, то остатокъ будетъ: 2а4—3a3+ 5 a —6 4).

Доказательство. Обозначииъ условно делимый многочленъ черезъ Мх, 
частное отъ делешя его на х—а черезъ Q, а полученный остатокъ черезъ 
В. Такъ какъ делимое равно произведенш делителя на частное шпосъ 
остатокъ, то ныеемъ

M x= (x -a )Q + B  (1).
Равенство (1) будетъ справедливо при всикомъ значенш буквы х. Сле­

довательно, оно будетъ справедливо и тогда, когда х= а . Поэтому, заме- 
нивъ въ многочлене М х букву х  па а, получимь многочленъ вида Ма, и 
можемъ написать, что

М а—(а—а) Qa-{-B или М а= U. Qa-{-U или М а= В, т.-е. 
остатокъ В  есть многочленъ М а такого асе вида какъ делимое Мх.

Очевидно, что эта теорема справедлива, если а заменимъ какимъ-ни- 
будь числовымъ зпачешемъ, наир., 1, 2, 3 , . . .

Примгьръ. Найти остатокъ отъ делешя многочлена 5а4—Зж2+2ж—4 
па х —2.

Остатокъ= 5 .24 -3 .2 2 + 2 .2  - 4 = 8 0 —12+4—4=68.
CjrfcACTBie 1. Если делитель будетъ не х —а, а ж+ a , то заметивъ, 

что х-\-а= х—(—а), заключаемъ, что въ этомъ случае остатокъ отъ делешя 
многочлена М х на ж+ a  будетъ многочленъ такого же вида, но съ заме­
ной въ немъ х  на—а.

Примпуы. 1. Найти остатокъ отъ делешя 263ж2+Зсж—7ж на х+ а .
Остатокъ=263.(—а)2+ 3 с . (— а)—7. (—a)= 2 J1a2—Зса+7а.
2. Найти остатокъ отъ делешя 5ж4—Зж2+2ж —4 на ж+2.
Остатокъ=5 . (—2)4—3 (—2)2+ 2  (—2)—4 =  60.
Следствие 2. Чтобы многочленъ, расположенный по степенямъ буквы х, 

дгьлился безъ остатка на двучленъ вида х —а, необходимо и достаточно, что­
бы онъ обращался въ нуль при зампнп въ немъ х  черезъ а; для того, чтобы

4) Проверьте это непосредственнымъ делешемъ!
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такой же многочленъ делился безъ остатка на двучленъ ж+а, необходимо 
и достаточно, чтобы онь обращался въ нуль при замене въ немъ х  че- 
резъ—а.

Примгъръ. Многочленъ аз5—4ж4+ж 3—2ж-+х+30 разделится безъ остатка 
на х —2, такъ какъ остатокъ отъ Д'Ьлешя=25—4 . 24-(-23—2 . 22+ 2 + 3 0 =  
= 3 2 -6 4 + 8 -8 + 2 + 3 0 = 0 .

Но на аз +  2 этотъ многочленъ делится съ остаткомъ, который 
= (—2)5—4 . (—2)4+(—2)»—2 . (—2)2-  2 + 3 0 = —84.

§ 46. Замечательные случаи делешя. Изъ доказанной теоремы легко 
вывести сл'Ьдуюшде замечательные случаи деления, о которыхъ отчасти 
было упомянуто въ § 41.

1. Разность одинаковыхъ степеней хт—ат всегда делится (безъ остат­
ка) на разность аз—а, такъ какъ, заменивъ х  черезъ а, найдемъ, что оста­
токъ = « '“—ат=0.

Полезно заметить, что (хт—ат) ■. (х—а)= х 1+ax»« —3+ . . .  +
+ а« '—2 ж+а»»-1.

2. Сумма аз^+а”* не делится (безъ остатка) на разность аг—а, такъ 
какъ, заменивъ аз черезъ а, получимъ остатокъ=а'“+ а ’и=2«яг.

О о™
(х т - \ - а т ) :  (ж— a)= x»»—i+ йж**—2+ а 2ж>«—3+  . . .  + а » ‘—2 ж + а ”* - 1 +  ---------

3. Разность хт—ат делится па сумму ж+а, если m—четное число, 
такъ какъ (—а)т—ат при т четномъ б у детъ= ат— ат=0.

(хт — ат) : (ж+а)=аз»'—!—ааз»«—2+ а 2ж»«—3— . .. -\-ат ~ гх— а™—1.
4. Сумма хт-\-ат делится на сумму х  +  а, если т~тчетное число, 

такъ какъ (—а)’“+ а ш при т—нечетномъ будетъ=—а’“+ а ’“=0.
(хт-\-ат) : (ж+а)=жм—1—аж™—2+ й 2ж'"—3— . . .  —а™—2ж+а™—!.

5. Разность хт—ат делится на разность хР—аР, если т есть число 
кратное для р.

Действительно, положимъ, что т = р . к, где к есть некоторое целое 
число и назовемъ хР = Х  и аР=А.

Тогда жш=жР-'г= Х к и ат=а?-к= А к. Поэтому (хт—ат) : (жР—аР) =  
= (Х к—А к) : (Х —А). Но, по предыдущему, X k—A k делится на X —А, сле­
довательно и хм—«'“разделится на хР—а?.

Примеры. 1. (я£—1): (ж—1)=ж4+аз3+ж 2+ж +1.
2. (®5+а5): (ж+а)=ж4—йж3+ й2ж2—о3ж+а1.
3. (ж6—а3) : (ж2—а2)=ж1+ а 2ж2+ а 1.

§ 47. Приложеше правилъ делимости къ разложешю на множите­
лей. 1. Разложить многочленъ ж2+ж —2 на множителей. Известно, что 
для того, чтобы одинъ многочленъ делился безъ остатка на другой, не­
обходимо, чтобы выспи и и низппй члены делимаго делились соответствен­
но на высшШ и ннзшШ члены делителя. Низппй членъ даннаго много­
члена—2 делится безъ остатка на + 1 , —1,+2 и —2. Поэтому сдедуетъ 
испытать, не делится ли многочленъ на какой-либо изъ следующпхъ дву- 
членовъ: ж—1, х+ 1 , ж—2, ж+2. Чтобы определить остатокъ отъ делен in 
ж2+ж —2 на ж—1, замЬнпмъ въ делимомъ х  черезъ 1. (§ 45). Получимъ,
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что остатокъ = l - j - l—2=0. Итакъ, делеше совершается безъ остатка. Сде­
лаю, его, получимъ (ж2-)-*—2 ) : (ж—1 )=х-\-2. Такимъ образомъ ж2-|-ж—2 =  
=(аг—l)(a:-f-2). Второй множитель ж+2 могъ быть найденъ и, не прибегая 
къ дблевш, изъ того соображен!я, что для того, чтобы получить низнпй 
членъ д1иимаго —2, необходимо низнпй члеяъ делителя —1 умножить 
на +  2.

2. Разложить на множителей многочленъ ж3—2ж2— 5ж-{-6. Нпзпай членъ 
б делится на Д-1, —1, + 2 , —2 ,+ 3 ,  —3, -)-6,—6. Следовательно необходимо 
испытать, не делится ли нашъ мпогочленъ на двучлены ж—1, жД-1, ж—2, 
ж Д-2, *—3, жД-3, х—G, ж-|-6.

При некотором!, навыке остатки отъ делен ia на х —1 и на жД-1 
легко определить „въ уме®. Для этого достаточно обратить внимаше на 
коэффищенты многочлена. Такъ какъ въ данномъ многочлене сумма по 
ложительпыхъ коэффиц!ентовъ=7, а сумма отрицательпыхъ=—7, то сле­
довательно, заменивъ х  черезъ 1, въ остатке получимъ 0, т.-е. нашъ мно­
гочленъ делится на х—1. Совершивъ делеше, найдемъ

(ж3—2ж2—5жД-6): (ж—1)=ж2—ж—6.

Многочленъ ж2—ж—6, какъ это легко заметить по его коэффипдептамъ, 
не делится ни на ж—1, ни на жД-1. Заменивъ ж черезъ 2, получимъ, что, 
при деленш на ж—2, остатокъ=—4. При замене же ж черезъ—2, най­
демъ, что остатокъ =  0. Итакъ, многочленъ делится на ж-{-2, а именно 
(ж2 — ж — 6): (ж -J- 2) == ж — 3. Какъ уже ранее было замечено, нетъ необ­
ходимости производить это делеше, чтобы найти последпяго множителя. 
Для этого достаточно было заметить, что для того, чтобы получить—6, 
слЬдуетъ—2 умножить иа 3.

Итакъ, ж3—2ж2— 5жД-6=(ж-1)(жД-2) (ж—3).

Алгебраичесшя дроби.
§ 48. Определены. Алгебраическая дробь есть частное 

отъ долевая одного алгебраическаго количества на другое, 
когда это делеше не можетъ быть выполнено. При этомъ 
пишутъ делителя подъ д’Ьлимымъ и разд'Ьляютъ ихъ чертою.

Делимое въ такомъ случай называется числителемъ, а 
д'Ьлитель — знаменателемъ дроби. Дробь называется одно­
членной, если знаменатель ея одночлст, и многочленной, если

CL ^ yyi ̂
знаменатель ея—мпогочленъ. Такимъ образомъ ц , 3 — одно-

а - \ - Ь  с2
члеепыя дроби, а —1— , ^ — многочленныя дро-
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би. Дробь вида а~ ^ —- есть не что иное, какъ алгебраиче-т

скал сумма трехъ одночленныхъ дробей, т.-е.

=  - +  (См. § 53).т 1 т т ,

а-\-Ъ—с
т

Если передъ дробью стоить знакъ минусъ, то его можно 
отнести или къ числителю или къ знаменателю (§ 32). Это 
прямо сл'Ьдуетъ изъ правила знаковъ при долети. Такимъ 
образомъ

а _— а __ а
. ъ ~  — ъ'

„ а4-Ь — —а— Ь а-\-Ъ а-\-Ъ2 . ------ -— =  —--—-— = --------  и л и ------ -—  =  —■— •т—п т —п т—п т— п п—т

§ 49. Алгебраическая дробь представляетъ выражеше бо­
лее общаго характера, ч'Ьмъ дробь ариеметическая, такъ 
какъ числитель и знаменатель алгебр, дроби могутъ быть, 
не только целыми и положительными количествами, но так-. 
же дробными и отрицательными. Поэтому необходимо при­
вести доказательства основныхъ свойствъ этихъ дробей и 
правилъ д'Ьйствгй надъ ними. Мы убедимся, что эти свой­
ства и правила будутъ совершенно таюя же, какъ и у 
ариометическихъ дробей.

§ 50. Основное свойство дроби. Величина дроби не изме­
няется при умножены или при дгьлент ея числителя и зна-

, а am  а  а '.тменателя на одно и то же число, т.-е. ,- =  1— и T =  t—  •о от о Ь:т
Обозначимъ частное отъ дЪлешя числителя на знамена­

теля дроби |  черезъ q, такъ что Такъ какъ делимое

равно делителю, помноженному на частное, то a — bq. Умно- 
живъ обе эти равный величины на какое-нибудь число т

получимъ a . m — b q .m  или a m = b m .q , откуда у =  Но по

условно следовательно, у = ^ — • Такое же доказа­

тельство применяется и для случая делешя.



CntflCTBie. При одновременной перемене знаковъ у числи­
теля и знаменателя величина дроби, не изменяется.

а __— а
Ъ~~— Ь'

такъ какъ умноживъ числителя и знаменателя первой дро­
би на —1, получимъ вторую дробь.

Разсмотримъ по порядку дЬйств1я съ алгебраическими 
дробями, начавъ для простоты съ одночленныхъ дробей.

§ 51. Сокращете дробей. Если числитель и знаменатель 
дроби имеютъ общаго множителя, то его можно опустить 
или, какъ говорятъ, можно сократить дробь. Это делается 
на томъ основаши, что отъ дЪлешя числителя и знамена­
теля (или д'Ьлимаго и делителя) на одно и то же количе­
ство дробь (или частное) не изменяется.

тт аЪ2 а А:аЪ2съ 2 с2 ЪаъЪ2 1.Наир.,
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Ьг Ъ ’ 6a 3b2c d 2 3a 2d 2 ’ 
а — Ъ а— Ъ

20 а5 Ь2е 
- 1 .

4 а2с

Ъ— а  —(—Ъ-\-а)
§ 52. Приведете дробей къ общему знаменателю осно­

вано, какъ известно, на томъ свойстве дробей, что при 
умножеши числителя и знаменателя (или делимаго или 
делителя) на одно и то же количество, величина дроби 
(или частнаго) не изменяется. Здесь могутъ быть 2 случая. 

1. Знаменатели дробей не имеютъ обгщихъ множителей.
Напримеръ, у  Въ этомъ случае числителя и зна­
менателя каждой дроби следуетъ помножить на произведе­
т е  знаменателей остальныхъ дробей. ОбщШ знаменатель 
будетъ bdf, т.-е. произведете знаменателей всехъ дробей.
m a  a d f  с c b f  е ebd
Такимъ образомъ ъ = щ - ,  а= щ ; у = щ -

2. Знаменатели дробей имгъютъ общихъ множителей. Въ 
этомъ случае нужно всехъ знаменателей разложить на 
множителей; выписать множителей одного знаменателя и 
прибавить къ нимъ изъ множителей другихъ знаменателей 
техъ , которыхъ недостаетъ. Произведете этихъ множите­
лей (представляющее наименьшее кратное всехъ знаменате­
лей) и будетъ общимъ знаменателемъ. Далее, следуетъ 
общаго знаменателя разделить на знаменателя 1-ой дроби
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и полученное частное помножить на ея числителя и зна­
менателя. Такъ же поступаютъ со 2-й, 3-ей и т. д. дробями.

тт Зс2Примгьръ. Привести къ одному знаменателю дроби
5 а 1

662cZV 2ЪЧ знаменатель=2,263«;3 . ЪЛс . fc=12b4d3c.
12 bfd3cРазд'Ьлимъ его на знаменателя 1-ой дроби: = 3 bdc.

Умножимъ числителя и знаменателя на частное:
Зе2 . Ш с _  9c3bd 

Ab3d2.dbdc~~12b43c'
Сд'Ьлаемъ то же самое со 2-ой и 3-ьей дробями: 

12ЬЧЧ_ 0 • 5а . 2Ь2 _  10й&2
6ЬЧ3с ~ Zb ’ 6 6 m  . 262~12& 4d3c ’
12ЪЧ3с _  . 1 . 6d2c _  6d2c

2b*d Ы С' 2ЪЧ . U 4 ~ \ 2 b 4 4
Примгьчанге. Иногда случается, что одинъ изъ зна­

менателей делится безъ остатка на всЬ друйе знаме­
натели. Очевидно, что въ такомъ случай этотъ знаме­
натель и будетъ общимъ знаменателемъ.

§ 53. Сложеше и вычиташе дробей. Д ля сложенгя или  
вычитангя дробей съ одинаковыми знаменателями, слгьдуетъ 
сложить или вычесть ихъ числителей и подписать тою же 
знаменателя.

Действительно, -- 4- — - —1 т ' т
с  а-\-Ъ—с такъ какъ тмно-т т

живъ каждую изъ обЪихъ частей этого равенства на т,
получимъ одно и то же выражеше а-\-Ъ—с.

Если знаменатели данныхъ дробей разные, то дроби надо
предварительно привести къ общему знаменателю.

„  , а , с , е adf-+-cbf4-ebd
Прштры, 1. g- +  j  +  7= -  -

Зс2 5й
2. 4ЬЧ* 6ЪЧ3с п 2ЪЧ'

bdf
1  9 c3bd—10aZ?2—j—6(?2с

126’d3c
с—m-f lc 2c2—cd-\-md — led

2c 2 cd ')■

i) При вычитанш сл'Едуетъ помнить, что знакъ — передъ дробью 
относится ко всему числителю, а не только къ первому члену его. Забы-

. ,  с с—т-\-Ъ 2 с3—cd—md-V-Tedвал это, учашдеся ошибочно шшутъ, что ^ ------- ^ ' — --------— — 1— .
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Если при сложенш и вычитанш кромЪ дробей находят­
ся и ц^лня количества, которыя всегда можно .разсматри- 
вать, какъ дроби съ знаменателемъ =  1, то ихъ обыкновенно 
тоже приводятъ къ общему знаменателю, для чего цЪлое 
количество умножаютъ и д*Ьлятъ на этого знаменателя.

Примгьры 1. а Ъ 0 а2 . Ъ2 . 2аЪ а2-\-Ъ2-\-2аЬ
Ь ' а '  а Ь ' а Ъ ' а Ь  аЪ

{а+Ъу ' 
аЪ

2 - Л - 3  х у —^~ —  10а;2+ 1  5ж2г/2—у2
у  ' " Ьх Ьху

Примгьчате. Всякую дробь, числитель которой 
многочленъ, а знаменатель одночленъ, можно всегда 
представить въ видЪ алгебраической суммы нбсколь- 
кихъ дробей. Напр.,

а2—2&-f~3c__
2 аЪ 2 аЪ

2Ь З с _ а
2аЬ ' 2аЪ  2Ь

1 , Зс_ 
а ‘ 2аЬ

Въ частныхъ случаяхъ одна или нисколько дробей мо- 
гутъ обратиться въ цЪлыя количества. Напр.,

6 т 3я 4 -я т 2 л „ . am
~ T i ^ ~ = 2m +  ы  ■

§ 54. Умножете дробей. Чтобы перемнооюитъ дроби, 
надо перемножить отдельно ихъ числителей ад знаменате­
лей, и первое произведете раздгьлить на второе:

а с __ас
Ъ ’ d ~ Y d

Т, а с .Для доказательства положимъ, что ^ = р  и ^= q.

Тогда а— Ър и c=dq. Перемноживъ по частями эти ра­
венства, получимъ ac=bpdq или ae=bdpq. Разд'Ьливъ обЪ

ас с
dчасти равенства на bd% найдемъ, что • й —

Это правило сохраняетъ свою силу, если перемножаются
„ . „ а с е асенисколько дробей: ^ ^

Случаи умнож етя дроби на ц'Ьлое количество и ц^лаго 
количества на дробь сводятся къ случаю умножешя дроби
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на дробь, такъ какъ подъ каждыми целыми количествомъ 
можно подписать (или подразумевать) знаменателемъ 1. 
Такими образомъ

Примеры. 1.

а a m
ъ ' т~  ъ ‘ Т

2 а3Ъ*
bmhi

2. ^  . 9 М

am_ т  а т  am
Ъ ’ п  1 ’ п п
10а2т   20аьЪ*т   4а5Ъ
3 Ъ3п3 15т3плЬ3

5 . 9агЪ 15а3
Зиш4

3&2
Зх 4 . Ъхгу 

3. 4 « * .  w  =  -W ---

Ь
6ж3
У“

§ 55. Д4леше дробей. Чтобы разделить дробь на дробь, 
надо числителя первой дроби умнооюитъ на знаменателя 
второй, а знаменателя первой умнооюитъ на числителя 
второй и первое произведете раздгьлить на второе:

а с  ad
b d Ъс

Действительно, умноживъ полученное частное ad
be на

делителя — и сокративъ, получимъ делимое:Сь
ad с   adc а
Ъс d bed Ъ

Это же правило распространяется и на случаи д ел етя  
дроби на целое количество и целаго количества на дробь;

а __ а % т __ а т __a m __ап
Ъ ' т Ъ • 1 Ът’ а ' п 1 п т

2х2е _ 6ж4  2 . 7x2yc3d2 с3Примеры. 1. 21 yid3 ' lyc2d2
24а3 . 

Л Ъ2 ‘

3. 10 сЧъ

с 24а3 ™
6а= 6 а Р  =  ^  

5 ас4 10с2̂ 5

21 . 6xH jW  
4а2 
Ъ2 ‘

2 d-'

9 х гуЫ

d2 5 ас4 ас2
Примтчанге. Числомъ или выражен1емъ обратнымъ 

данному числу или выраженш называется частное 
отъ д ел етя  -|- 1 на это число или выражете.

Напр., - и -  — числа обратный 3 и а; ^ и - — дроби
О 61 О сь
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обратный дробямъ -  и Очевидно, что произведете

двухъ обратныхъ чиселъ или выражешй всегда =  1.
Пользуясь этимъ опред'Ьлетемъ, можно высказать сле­

дующее правило: чтобы разделить дробь на дробь, надо пер­
вую дробь умнооюитъ на дробь обратную второй.

§ 56. Д1шств1я надъ многочленными дробями подчиняют­
ся тЪмъ же самыми правилами, но отличаются вообще 
бблыпею сложностью.

I. Сокращете. Для сокращешя многочленныхъ дробей 
приходится числителя и знаменателя разлагать на множи­
телей.

-л  1 бгс2—18ху 6х(х—3у) х — 3у Л.
Примгьры 1. 42ж3 — 6я2 (1—7ж)— аГ(1—7ж) )-

а2—Ъ2 (а-\-Ъ) (а—Ъ) _^а-\-Ъ
(а — Ъ)2 (а—Ъ) (а—Ъ) а—Ъ

12а'Ч~21а2Ъ 3а2Ъ (4а3—9)

2.

3. 12a36 -f36а26+27а& ~~ ЪаЪ (4а2+ 1 2 а+ 9 ) ~  
__а(2а+31 (2а—3) а (2а—3)
~  (2а+3) (2а-|-3) 2а+3

И. Сложенге и вычитате.-
тт л т , п т (Ь—с] , п(Ъ-\~с)
П р и М ^Ъ , 1. ^  +  ̂  =  (- ^ ^ ) +  (Jq^ 4 _ :

__mb—mc-\-nb-\-ne
b2— с2

2.
x “ 1

ax2— a 3 a-\-x 1 x 2-j-a2-j-2ax'
__x 2(x-{-a)—a(x2—a2)-\-a \x—a)__

a(x-\-a) (a-j-a) (x—a)
__x 3-j-ax2—ax2-j-a3~l~a2x—a3  x 3-\-a2x

a(x-\-a)\x—a) a(x-\-a)\x—a)

О ГГредостерегаемъ учащихся никогда не сокращать отдплышхъ ела-
гаемыхъ въ числителе и знаменател1с сокращаться могутъ только общге
множители всею числителя и всего знаменателя, которыхъ поэтому сл4ду-
етъ выводпть за скобки. Напр., было бы грубой ошибкой сокращать дробь
сН-5Ь „ а a-4-l
- ,v на 56 или на 5 и написать, что она = -  или —■— и.т. п.с-\- оо с с-{-1
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Разлагаемъ 
знаменателей 
на множите­

лей.

а х 2—  а г— а {х 2— а 2) =  а (х -{-а ) (х —а) 
а - \ - х =  х - \-а

2— а 2- \-2 а х ~ {х - \-а ')2~ { х - \ - а )  (х~\-а)х
Обнцй знаменатель =  (ж-)-а) (ж—а)

Приводимъ дроби къ общему знаменателю:
<”+ f » ± j ) ( ^ ) =a.+ a  и сдЬдов. «* . . ^ + 4 1

а (х -\-а )  (х —а) 
а{х -\-а ) (х -{-а) (х—а) 

х -\-а

Щ ^ =  „

г а (х 2—а 2)

а х 2— а 3 а (х -\-а )(х - \-а )(х  - а ) '

1 _ а (х 2— а2) _
а -\-х ~ ~ а (х - \-а )  (х -{-а ) (х —а)’ 

а  а 2(х —а)
(х -\-а ) (ж-|-а )  ' 15 х 2- \-а 2-\-2 а х ~ ~ а (х -\-а )(х -{-а )(х —а )
ттт т, - А - 1  Зж2-|~3 х у  2хЛ-Ъ аIII. Умнооюенге и отлете. 1. ----- - о—5—о— 2'

^■*^1/11 - Ы Ш  Z C I X

Преягде всего сл-Ьдуетъ попробовать разложить многочлены 
на мнояштелей, загЬмъ обозначить д-Ьйств1я знаками и, 
наконецъ, если возможно, сделать сокращен!е или приве­
дете:

З х 2- \ - З х у   3х {х - \-у )  2х~\-3а   2х-\-Ъ а
А ху-\-6ау" ' 2у^2х-\-Ъ ау 2 а х 2—2 а у 2

п  х Ваг2—!— З х уСлъдовательно %■ .. у

2 а (х -\-у )  (х — у )  

2х-\-Ъ а
4агг/—f—баг/ ‘ 2 а х ‘1—-2ал/2 

2 х (х -\-у )(2 х -\-Ъ а ) Зх
~  2 у (2 х -\-З а )  . 2 а (х -\-у ){х — у )

о /а+ Ь я— . 26  (а+6)2
* \а— 6 я Ь /  ‘ «-]-&

4аг/(ж—у )  .
а—Ь)2 2 Ъ

2 а

(а-)-?)) (а—Ъ) ' а-(-5
_а 2-\-2аЪ-\-Ъ2—а2-|-2а&—62 # 26 __ 4ab(a,-f-b) _

(а+Ь) (а— Ъ) * а-{- 6 (а-(-&)(а—6) . 2Ь а—&
ТУ. Упрощете выраоюенгй.

fa  . Ъ\

1 —
2а& \

- t

а»+&у

а»+Ь^—2яЬ 
a2—J—Ь2

(а—Ъ)2 ш a (а—Ь )_
"(а-|-6)(я—Ь) ' а-\-Ъ (о-^)(а—Ь)а(а—Ь)

2 а Ъ \_
а-\-Ь  J

■Ь)а(а+Ь) _ 1
а

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. 4
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Пр онориДи.
§ 57. Отношешемъ двухъ количествъ называется частное отъ 

дгъленгя одного изъ нихъ на другое. Такимъ образомъ отноше-
7 т ат е  количествъ а и Ь есть а : Ъ или 7 ;Ъ

„ с-\-т и d—n „ (c-f-m): (d—п) или и т. д.

Отношете есть результата отъ сравнешя двухъ величинъ 
посредствомъ д'Ьлешя одной изъ нихъ на другую. Но такъ 
какъ сравнивать такимъ образомъ возможно между собою 
только или отвлеченныя величины или величины одного 
наименовашя, то отсюда слЪдуетъ, что отношете есть всегда 
отвлеченное количество.

Величины а и 6, составляюиця отношете называют­

ся членами отношешя; изъ нихъ а назыв. предыдущимъ чле- 
номъ, а Ъ—послгъдующимъ.

Очевидно, что отношете двухъ величинъ им'Ьетъ всЬ
свойства частнаго или дроби.

_  а  7 т 7 7 7 а  am  а а : тПоэтому, если -,==к, то а=Ък- Ъ— а: я; ; т=т----и о - о от о о:т
§ 58. Пропорщей называется равенство двухъ отногиенгй. 
Такимъ образомъ равенство 

7 , а сa \o = c :d  или ^ ^  есть пропорщя.

Четыре величины а, Ъ, с и d, составляющая пропорщю, 
называются пропорцгональнымщ изъ нихъ а и d называются 
крайними членами пропорцш, Ь и с—средними.

Пропорцш а:Ь=Ъ:с  и т : п = р : т , въ которыхъ средше 
или крайше члены равны, называются непрерывными.

Общт членъ Ь или т непрерывной пропорцш называет­
ся средней геометрической или средней пропорщональной 
двухъ другихъ величинъ.

§ 59. Основное свойство пропорцш. I. Теорема. Во всякой 
пропорцш произведете крайнихъ членовъ равно произведенгю 
среднихъ членовъ.
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Действительно, приведя обе части пропорцш къ

,, ad be 7 ,общему знаменателю, находимъ, что ^ = ^ , откуда ad=bc.

II. Обратная теорема. Если произведете двухъ количествъ 
равно произведетю двухъ другихъ количествъ, то эти четыре 
количества пропорцгоналъны, т.-е. изъ нихъ всегда можно 
составить пропорцш, принимая множителей перваго произ- 
ведетя за крайше члены, а множителей второго произведе- 
н1я за средте члены (или наоборотъ).

Докажемъ это. Пусть ef==gh.
Разделивъ обе части равенства последовательно на eg, 

eh, fg, fh, т.-е. на произведешя двухъ множителей, изъ ко- 
торыхъ одинъ взятъ изъ левой части, а другой изъ правой 
части равенства и сделавъ сокращешя, получимъ рядъ 
пропорций

l_ h .  f__g. e__g _
g e’ ‘h e’ g f ’ h f

Примгьръ. Изъ 4-хъ чиселъ равенства 6.3’=  9.2 можно 
составить след, пропорцш:

3 2 3  9. 6 2 6 9  
9 ~ 6 ; 2 6’ 9 ~ 3 ; 2 ~  3 '

CjitflCTBifl. 1. Ерайпгй членъ пропорцш равенъ произведетю 
среднихъ, разделенному на другой крайнгй.

2. Среднш членъ пропорцш равенъ произведетю крайнихъ, 
разделенному на другой среднш.

Действительно, изъ пропорцш а : Ъ=с: d, следуетъ, что 
ad— bc. Разделивъ обе части этого равенства на каждое изъ
4-хъ количествъ d, с, Ъ и а, получимъ

й__ Ьс . ^ ad _  ̂ ad > __ Ьс
d ’ с ’ Ь ’ а '

3. Средняя геометрическая или средняя пропорциональная 
двухъ величинъ равна квадратному корню изъ ихъ произведенья.

Действительно, изъ пропорцш a:b —  b:c нмеемъ, что 
Ь2=ас, откуда

Ь— \/  ас.
Примеръ. 36 :12=12 :4; 1 2 = j/3 6 .4.

4*
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§ 60. Перёстановка членовъ пропорцш. Во всякой пропор­
ции можно переставлять: 1) одни крайнге члены; 2) одни сред­
нее члены; 3) крайнге и средше члены вмгьстгъ.

Это доказывается тЪмъ, что при этихъ перестановкахъ 
произведете крайнихъ членовъ будетъ оставаться равнымъ 
произведение среднихъ членовъ.

Такимъ образомъ изъ пропорщи (1) можно 

вить еще 3 сл,Ьдующ1я пропорщи:

Н <2); А  И  <«■

соста-

Написавъ данную пропорщю въ вид^. (5) и соста-

вивъ отсюда еще 3 пропорщи: 
Ъ а с d
сн (б); н -  <7> А  «*>■

заключаемъ, что всякая пропорщя можетъ быть написана 
8-ью различными способами.

§ 61. Сложными пропорщями называются пропорцш, полу­
ченный отъ перемножены или дгьленгя соотвгътственныхъ 
отношенгй двухъ или нгьсколъкихъ пропорцш. Наир., изъ двухъ 

с& с в опропорций (1) и (2) получаются сложныя пропорщи

ае__су af__eh
bf dh И be dg *

§ 62. Произведшая пропорцш. Если прибавимъ или выч- 

темъ изъ обйихъ частей пропорщи по 1, то получимъ -

CL О или по приведети каяэдой части къ своему

знаменателю
а±Ь с±<1

( 1 ) .Ъ d
Разд'Ьливъ почленно найденную пропорщю (1) на данную, 

находимъ
а±Ъ cztzd
--------= --------- • (2).а. е. V '
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Пропорцш (2) и (1) называются производными и читаются 

такъ: сумма или разность членовъ- перваго отношены такъ 
относится къ своему предыдущему (или къ своему последую­
щему), какъ сумма или разность членовъ второго отношены 
къ своему предыдущему (или къ своему последующему).

Переставивъ местами средше члены пропорцШ (1) и (2), 
получимъ еще две друпя производныя пропорцш

azbb а Ь — э=-=^-з, т.-е. с-t~d с а
сумма или разность членовъ перваго отношетя такъ отно­
сится къ суммгь или разности членовъ второго отношетя, 
какъ предыдущш къ предыдущему или какъ послгьдующгй къ 
послгьдугогцему.

Напишемъ отдельно 2 пропорцш, изображаемый равен- 
ствомъ (1)

а-\-Ъ с -f-d й— Ъ _с—d
Ъ ~~ d И Ъ d

Разделивъ одну изъ нихъ на другую, получимъ новую
а-\-Ъ c4-dпроизводную пропорцш —L- r = ——j, т.-е. сумма членовъ пер-а— о с—а

ваго отношетя относится къ ихъ разности, какъ сумма чле­
новъ второго отношегйя относится къ ихъ разности.

§ 63. Свойство ряда равныхъ отношенш: . . .

Называя ихъ общее частное черезъ к, находимъ, что 
a —bje . . .(1); a2= b2k. . .(2); a2= b3k . . .(3).

Сложимъ почленно равенства (1), (2), (3). . . :
|— а2—j—й̂ —|—. . . |— b2k—\-b§k—|—. . .  или

Я1+ а2+аз~Ь • • • —(^1+^2+^3 • • • )& (4) •
Разделивъ обе части равенства (4) на сумму 

получимъ
й! + й2- К  • • -_Й 1_йа_  , -
\ + ь 2+ ь 3. . - ъ г \ —

если имтъемъ рядъ равныхъ отношенш, то сумма предыдущихъ 
членовъ такъ относится къ суммгь послгьдующихъ членовъ, 
какъ каоюдый изъ предыдущихъ къ своему ггослгьдующему.
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§ 64. О пропорщональности величинъ. Две величины назы­
ваются прямо пропорщональными одна другой, если он4> 
находятся между собой въ такой зависимости, что, при уве- 
личеши (или уменыпеши) одной изъ нихъ въ некоторое 
число разъ, другая также увеличивается (или уменьшается) 
во столько же разъ. Напр., количество и стоимость товара, 
время и пространство, проходимое тЬломъ въ равном.'Ьрномъ 
движенш, суть величины прямо пропорщональныя.

Зависимость между двумя прямо пропорщональными ве­
личинами а и Ь выражается равенствомъ

а— тЬ (1),
гд е  т есть некоторое постоянное число. Действительно, 
увеличивая величину Ь, напр., въ 2, 3, 4 . . .  раза,мы заклю- 
чаемъ изъ равенства (1), что величина а также будетъ уве- 
чиваться въ 2, 3, 4 . . .  раза.

Д ве  величины называются обратно пропорцюналъными 
одна другой, если оне находятся между собой въ такой за­
висимости, что съ увеличешемъ одной изъ нихъ въ неко­
торое число разъ, другая уменьшается во столько же разъ 
(или наоборотъ). Напр., количество работниковъ и число 
дней, въ которое они могутъ совершить известную работу, 
скорость и время, въ которое можно пройти извёстное про­
странство въ равномерномъ движенш, суть величины обрат­
но пропорщональныя.

Зависимость между двумя обратно пропорщональными 
величинами а и Ъ выражается равенствомъ

1 /оч та— т .Т (2) или а ~ -

гд е  m есть некоторое постоянное число. Действительно, 
увеличивая въ равенстве (2') величину Ъ, напр., въ 2, 3, 4... 
раза, мы находимъ, что величина а будетъ уменьшаться въ 
2, 3, 4 . . .  раза.

Постоянное число т, называемое обыкновенно мнооюите- 
лемъ или коэффицгентомг пропорцгональности, очевидно, равно 
числовому значешю, которое имеетъ величина а, если ве­
личина Ь =  1.
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Двй величины могутъ быть связаны между собой не 

только простой (прямой или обратной) пропорщональностыо 
1-й степени, но и пропорщональностыо 2-й, 3-ьей и т. д. 
степени.

Напр., дв^ величины с и d равенства e =  md2 связаны 
между собой прямой пропорщональностыо 2-й степени, такъ 
какъ при увеличены! J  въ 2, 3, 4 , . . .  раза величина с уве­
личивается въ 22, З2, 42, . . .  т.-е. въ 4, 9, 16, . . .  разъ. Та- 
кимъ образомъ, возрасташя величины с пропорщональны 
квадратамъ возрастаний величины а.

Точно также изъ равенства е = р  заключаема, что воз

расташя величины е обратно пропорщональны кубамъ воз­
расташй величины /', такъ какъ при увеличеши f  въ 2, 3, 
А,. . .  раза величина е уменьшается въ 23, В3, 43, - - раза или 
въ 8, 27, 64, . . .  раза.

ДросгЬйнпе примеры прямой пропорщональности 1-й,
2-й и 3-ьей степени мы находимъ въ геометрш.

Называя черезъ С, К  и V  длину окружности, площадь 
круга и объемъ шара, имЪемъ слЪдуюгщя зависимости ихъ 
отъ рад1уса г

Лтг
С—2жг (1); К = л г2 (2); (3).

Изъ равенствъ (1), (2) и (3) заключаемъ, что длина окруж­
ности прямо пропорциональна 1-й степени рад1уса, площадь 
круга—2-й степени или квадрату рад1уса, объемъ шара —
3-ьей степени или кубу рад1уса.

Коэффищентъ пропорщональности въ первомъ случай
о 4л:=  2л, во второмъ =  л, въ третьемъ =  •

Ы i А •
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О Т Д Б Л Ъ  В Т О Р О Й .

Уравнетя первой степени.

РЪшеше уравненШ съ однимъ неизвЪстнымъ.

§ 65. ОпредЪлешя. Два числовыхъ или буквенныхъ вы- 
раж етя , соединенныя знакомь = ,  составляютъ равенство. Вы- 
раж ете, стоящее налево отъ знака —, называется лгьвой 
или первой частью, а стоящее направо отъ него, — правой 
или второй частью равенства.

Равенства бываютъ двухъ родовъ: тождества и уравнетя.
Тоэюдество, какъ известно (§ 30), есть такое, равенство, 

которое справедливо при всякихъ значетяхъ входящихъ въ 
него буквъ.

Уравнете есть такое равенство, которое справедливо не 
при всякихъ значетяхъ входящихъ въ него буквъ, а толь­
ко при нгъкоторыхъ.

Напр., равенство х—8 = 2  есть уравнете, такъ какъ оно 
справедливо только при одномъ значенш х, а именно, при

2ж=10. Точно также равенство g ж =4 есть уравнете, такъ

какъ оно справедливо только при одномъ значенш х, именно, 
при ж =6. Равенство ж2= 2 5  есть уравнете, справедливое 
при двухъ значетяхъ  х, именно, при x= -j-5  и при х— —5, 
такъ какъ (-f5 )2= 2 5  и (—5)2= 25 .

Очевидно, если вместо х  подставимъ его значетя, то 
уравнетя обращаются въ тождества.
У равнетеж—8 = 2  приж=10обращается въ тождество 10—8=2.

2 . „ 2 .я „ х =  6 „ „ g • 6 = 4 .

„ ж2= 2 5  „ ж =-(-5 и при ж = —5 „ 25=25.
Т а т я  количества, какъ х, который только при нгъкото- 

рыхъ опредгьленныхъ своихъ значетяхъ обращаютъ уравне­
т е  въ тождество, называются неизвгьстными уравнетя. Они 
обыкновенно обозначаются последними буквами азбуки 
х, у, z и т. д.
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Те определенный значешя неизвестныхъ, которыя обра- 
щаютъ уравнеше въ тождество, называются корнями урав- 
нещя. Напр., 10 есть корень уравнешя х—8=2; -\- 5 и —5 
суть 2 корня уравнешя ж2=25.

Решить уравнеше значить найти корни его.
§ 66. Р а з д а е т е  уравненш. Кроме численныхъ уравнетй, 

подобныхъ приведеннымъ въ предыдущем! §, сущесхвуютъ 
еще уравнешя буквенным, въ которыхъ кроме посл'Ьднихъ 
буквъ азбуки х , у , г, и , . . . ,  означающихъ неизвжтныя 
входятъ еще друпя буквы, означающая извжтныя (или 
предполагаемыя известными) величины. Наир., 2тх-\-а— Ъ—с\ 
аЪх—с==5с1*х-\-1 и т. д. Численные и буквенные множители 
2 т, аЪ, 5d3 при неизвестныхъ принято называть коэффи- 
ц1ентами неизвестныхъ.

Уравнешя разделяются:
1. По числу неизвестныхъ на уравнешя съ 1-мъ, 2-мя, 

3-мя и более неизвестными.
2. По степени неизвестныхъ на уравнешя 1-й, 2-ой, 3-ьей 

и т. д. степени. Наир.,
х—8 = 2  есть уравнеше 1-й степени съ 1-мъ неизвестнымъ. 
Ъх-\-у=-2г—10 есть уравнеше 1-й степени съ 3-мя неизвест­
ными.

ж2= 25  есть уравнеше 2-й степени съ 1-мъ неизвестнымъ 
и т. д. J).

§ 67. Равносильный (эквивалентный) уравнешя. Уравнешя 
называются равносильными или эквивалентными, если они 
имеютъ одни и те же корни. Напр., уравнешя 

Зж—1=ж-{-5 и ж-И=2ж-|-1
суть равносильные, такъ такъ они имеютъ одинъ и тотъ же 
корень: ж=3. Решеше всякаго даннаго уравнешя состоитъ 
въ преобразовали его въ такое простейшее равносильное

О Въ высшей алгебр’Ь доказывается, что всякое определенное уравне­
ше нмЬетъ столько корней для каждого изъ неизв-Ьстпыхъ, входящнхъ въ 
него, сколько единицъ въ степени уравнешя. Такныъ образоиъ уравнешя 
1-й степени нмЬютъ по 1 корню для каждаго нензвЬстнаго, уравнешя 2-й 
степени—но 2 корня и т. д.
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уравнете, корень (или корни, если уравнете выше 1-ой 
степени) котораго былъ бы очевиденъ. Преобразоватя урав- 
ненШ основаны на двухъ ел'Ьдующихъ ихъ свойствахъ.

§ 68. Основныя свойства уравненш. Теорема I. Е с л и  къ 
обгьимъ част ямъ уравненгя  прибавимъ и л и  отъ иихъ отнимемъ  
одно и  то оюе количество, то новое уравнет е будетъ р а вно ­
сильно первоначальном у.

Положимъ, что иьгЬемъ уравнете
.........................................0 )

гдй мы для общности и краткости всю л'Ьвую часть (наир., 
Зж—1) обозначимъ черезъ А, а всю правую часть (напр., 
ж-|-5) обозначимъ черезъ В. Если мы къ обйимъ частямъ 
приложимъ какое-нибудь количество ж, то нолучимъ новое 
уравнен1е

А - \ - т = В - \ - т .................................... (2)

Если при нйкоторомъ значенш х) неизвйстнаго (наир., 
при ж=3) А  и В  будутъ равными количествами, то совер­
шенно очевидно, что при томъ же значенш неизвЪстнаго 
А-\-т  и В-\-т  тоже будутъ равными количествами, такъ 
какъ если къ равнымъ количествами прибавимъ поровну, 
то получимъ равный количества. Поэтому уравнете (2) равно­
сильно уравненш (1).

Наоборотъ, если при какомъ-нибудь значенш неизвйст- 
наго А-\-т  и В-\-т  будутъ равными количествами, то при 
томъ же самомъ значенш неизвйстнаго А  и В  тоже будутъ 
равными количествами, такъ какъ если отъ равныхъ коли- 
чеетвъ отнимемъ поровну, то получимъ равный количества. 
Итакъ, уравнете  (1) равносильно уравненш (2).

Справедливость теоремы въ случай вы чи т а ны  видна 
какъ изъ только что доказаннаго положешя, что уравнете 
А -\-т =В -\-т  равносильно уравненш А = В , такъ и изъ того, 
что от нят ь  какое-нибудь количество все равно что приба­
вить то же количество съ обратными знакомь.

1) Если урзвнеше А = В  выше 1-й степени, то такихъ значешй будетъ 
насколько.
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Теорема II. Е с л и  обьь част и уравнет я умпооюимь и л и р а з -  

дтлимь па одно и  то же количество, то. повое уравнение бу­
дешь равносильно первоначальному.

Дано уравнеше А — В .....................................................(1)
Умноживъ обе его части на некоторое количество т, 

получимъ уравнен1е
А т ~ В т ......................................(2)

Если при нЪкоторомъ «начеши неизвестнаго А  и В  бу- 
дутъ равными количествами, то при томъ же его значеши 
А т  и В т  тоже будутъ равными количествами, такъ какъ, 
умноживъ равныя количества на одно и то же количество, 
получимъ равныя количества. Итакъ, уравнеше (2) равно­
сильно уравненш (1).

Точно такя^е докажемъ, что уравнен1е (1) равносильно 
уравнение (2), исходя изъ того, что, раздЪливъ равныя ко­
личества (А т  и В т )  на одно и то же количество (т ), полу­
чимъ равныя количества (А  и В ).

Справедливость теоремы въ случае д-Ьлетя (т.-е. что

уравнетя A = zB  и ^  ^  равносильны) сл-Ьдуетъ какъ изъ

только что приведеннаго доказательства, такъ и изъ того, 
что разделить на число т все равно, что умножить на

обратное ему число •

§ 69. Необходимый замЪчашя. Теорема II имЬетъ следую­
щее весьма важное ограничеше:

Е с л и  обгь част и уравнет я умнож ить и л и  р аздплим ь па  О 
(который, впрочемъ, и не представляетъ собою количества) 
и л и  на  выраоюете, которое мооюеть обратиться въ 0, то не  
получит ь уравнения равносильнаго данному. Разсмотримъ оба 
случая отдельно.

I. Если обе части какого угодно уравнетя А = В  умно- 
жимъ на нуль, то всегда получимъ не уравнев!е, а одно и 
то же тождество 0—0,
такъ какъ А  . 0 = 0  и В  . 0 = 0  .

Д елете  на 0 невозможно. Поэтому, если иногда по не­
осмотрительности делятъ обе части уравнетя на 0 или
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сокращаютъ ихъ на выражешя, раввыя нулю, то получаютъ 
нелепые результаты: изъ того, что А  . О—В  . О, невозможно 
сделать заключеше, что А — В 1).

II. Положимъ, что имеемъ уравнен!е
Зх—1 5 , ............................................. (1)

удовлетворяющееся при х= 5 . Умноживъ обе части его на х, 
получимъ уравнен1е 2-й степени:

Зж2= 1 5 ж ,...........................................(2)
которое, какъ легко проверить, удовлетворяется двумя кор­
нями: x t= 5 и х2= 0. Второй корень явился здесь впервые. 
Онъ не удовлетворяетъ первоначальному уравненш Зж=15. 
Поэтому уравнеше (2) не равносильно уравненш (1), такъ
какъ содержитъ посторопнгй или лишнгй корень. 

Разсмотримъ другой примеръ. Уравнев1е
3®—1 = ® + б .................................... (Г)

удовлетворяется при ж=3. Умножимъ обе части его на х—2: 
(Зж—1) (х—2)=(®+5) (ж— 2) . . . . . . . .  (2')

Это уравнеше тоже 2-й степени и им^етъ два корня: 
жх= 3  и х2= 2 ,  что легко проверить. Итакъ, уравнеше (2') 
тоже не равносильно уравненш (1), ибо им'Ьетъ пост оронпт  
корень х = 2 .

Обратно, если бы мы имели уравнетя  (2) и (2'): 
Зж2=15ж  и (Зх— 1)(ж—-2)=(®-{- 5) (х—2), 

им'Ьюппя по два корня, и разделили бы обе части перваго 
уравнешя на ж, а второго на ж—2, то получили бы два урав­
н е т я  1-ой степени

8яг=15---- (I) и 3®—1 = ® + б ....(1 ') ,
имеюшДя по одному корню и следовательно неравно сил ьныя 
первоначальнымъ уравнетямъ (2) и (2').

Легко видеть, что въ первомъ случае мы получили лиш- 
Hie корни, потому что умноэюили, а во второмъ случае по­
теряли некоторые корни, потому что разделили  обе части 
уравнешй на множителей х  и ж—2, которые имели значешя, 
равный нулю.

Г) Иногда д-Ьлятъ обЬ части даннаго уравнев1я на общаго множителя 
вида (т—и), не обративъ внимаЛл, что т  можетъ быть=и, то-есть, что 
т - п = 0. Такниъ способомъ доказываютъ разные софизмы, что напр., 
2—3, исходя нзъ того, что 2.0=3.0 и сокращая загЪмъ на 0 и т. п.



—  69 —

Итакъ, при умножены или делены обеихъ частей уравне­
ны  на одно и то оюе выраэюенге, содержащее неизвестное, 
получается уравненге, неравносильное первоначальному, такъ 
какъ мы или получаемъ посторонне корни, или, наоборотъ, 
утрачиваемъ некоторые корни.

§ 70. Преобразовашя уравненш. Изъ основныхъ свойствъ 
уравнетй вытекаютъ сл^дсптоя, помощью которыхъ уравне- 
шя приводятся къ простейшему виду.

1. Если въ обеихъ частяхъ уравнетя находятся одинако­
вые члены съ одинаковыми знаками, то эти члены можно 
опустить.
3 3 3—9—3-(-2ж-|- - . Отнявъ отъ об'Ьихъ частей по полу­

чи мъ Ьх—9=3-(-2а?.
2 . Всякгй членъ уравнетя можно перенести изъ одной 

части въ другую, переменивъ въ немъ знакъ па обратный. 
Наир., дано yp-ie 5ж—9=3 -(-2ж.

Прибавимъ къ об^имь частямъ по+  9:
5х— 9—3-f-2ce 

Н~9 -)-9
5аг=3-{-2а;-{-9, т.-е. членъ — 9 перешелъ 

во 2-ю часть съ обратнымъ знакомъх).
Вычтемъ теперь изъ об'Ьихъ частей по 2х:

5ж=3—{—2,-г—[—9 
-—2х  —2х

5х—2аг=3-]-9, .

*) Очень интересно заметить, что именно это npeo6 p a3 0 B aH ie ,  т.-е. 
перенесете отрицателшыхъ (вычитаемыхъ) членовъ нзъ одной части урав­
нения въ другую, гд'Ь они обращаются въ положительные (слагаемые) 
называлось у среднев'Ьковыхъ арабовъ аль джаберъ (a! jaber—возстановле­
т е ). H e p e u e c e n i e  же положительныхъ членовъ въ другую часть уравне- 
в1я, гд* они становятся отрицательными, называлось аль мукабала (а1 
mnkabala)— противопоставлете). Итальяяецъ Леонардо Лизанскш или Лео­
нардо Фибоначчи, ознакомпвшШ впервые Европу съ математическими откры- 
таями нндусовъ и арабовъ, въ своемъ сочинети, вышедшемъ въ 1202 г., 
насаль: часть третья начинается рЬшетемъ нЬкоторыхъ воиросовъ по 
способу „алгебры и алмукабалы“. Поздн$йдпе авторы первоначально также 
употребляли оба назватя, но зат4мъ для краткости второе было отбро­
шено и новая отрасль математики стала называться просто алгеброй.
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г.-е. членъ 2x перешелъ въ 1-ую часть съ обратными зна­
комь. Зам'Ьтимъ, что произведя въ получениомъ уравнети 
указанныя действ1я, получимъ Зж=12, откуда х—4.

3. Знаки всгьхъ членовъ можно измгьнить на обратные. 
Перенесемъ все члены 1-ой части уравнещя 5ж—9=3-{-2аз 
во вторую, а все члены 2-ой части въ первую:

—3—2 х = —5ж-(-9 или -—5х-\-9=—3—2х.
Можно, впрочемъ, еще проще выяснить правильность 

этого преобразовашя, вообразивъ, что обе части уравнен1я 
умножены на—1.

4. Если ваь члены уравнения имгыотъ обгцаго множителя, 
то можно па него раздтьлитъ есть члены и такимъ образомъ 
упростить уравненге.

Примгьръ. 20-(-25ж—5ж-|-100. Разд'Ьливъ все члены на 
общ. множителя 5, получимъ: 4:-\-Ъх=х-\-2§.

5. Если въ уравнети есть дробные члены, то отъ нихъ 
мооюно освободиться, приведя есть члены къ одному знамена­
телю и затгьмъ отбросы въ ею.

12_uj 26_х
Примгьръ. Дано yp-ie ж-j—~ ^ П р и в е д е м ъ  все

4ж . 12—ж 2(26—х )члены къ одному знаменателю: -f-----^---------^

Умножимъ обе части уравнен1я на 4 или, что все равно 
отбросимъ знаменателя:

4аг+12-аг=2(26—я),
§ 71. Р еш ете уравнешй съ 1-мъ неизвестным! сводится 

къ следующимъ правиламъ:
После освобождетя обеихъ частей уравнешя отъ дробей 

и раскрыыя скобокъ следуетъ:
1. Перенести все известные члены въ одну часть, а не­

известные—въ другую.
2. Произвести действья, указанныя знаками.
3. Разделить обе части уравнешя на коэффищеятъ при 

чепзвеетномъ.
§ 72. Примеры решетя численныхъ уравнети.

Примгьръ 1 . 5х—7 
3 —  2 —

Зж+12
4
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1. Освобождаешь уравненге отъ дробей: 4(5ж—7)—24 =  
=3(Зж+12).

2. Раскрываешь скобки: 20х—28—24=9х+36.
3. Переносишь известные члены вь одну часть, а неизвест­

ные въ другую: 20зз—9ж=:36+28+24.
4. Делаешь приведете: 11ж=88.
5. Делишь обе части уравнены на коэффгщгенть при не­

известно мь: х= 8 .
6. Сделаешь поверку, подставивъ въ данное yp-ie вместо

х  его значеше: 5 .8—7 - 2 : 3 .8 + 1 2  . 33 „ 3 6  
3 4 9=9.3 ---- 4

Уравнеше обратилось въ тождество, следовательно, иско­
мое значеше х  определено верно.

2—х _7+9хПришерь 2 . 7х- 9
yp-ie

4
отъ

- 1 .

дробей: 252ж — 4 ( 2 — х) =1. Освобождаемъ
=9(7+9ж)—36.

2. Раскрываемъ скобки: 252ж—8+4х=63+81ж —36.
3. Переносимъ члены: 252ж+4ж—81ж=63—36+8.
4. Делаемъ приведете: 175ж—35.

35 15. Определяемъ неизвестное: х =  ^ г).

_ 7 23—* 7 1 1
Примгъря 3. ------- 3 ^  =  i 2 - t o “ 3 '

1. Освобождаемъ yp-ie отъ дробей: 84—92+4ж=7а;—3—4х.
2. Переносимъ члены: 4х—Чх-\-4х=—3—84+92.
3. Делаемъ приведете: х = 5 .
. п . 7 23—5 7 1 14. Поверка.

7
5"

3.5
18_7
15 12

12
_1_

'2 0 '

4.5 3 ’
! 1_1 
3 ’ 5—5’

!) Сл'Ьдуетъ обратить внимаше на ошибку, очень часто делаемую уча­
щимися. Забывая, что знакъ дЁлешя— черта зам4нлетъ собою скобки, 
нзм'Ьняютъ не всп знаки у многочленного числителя дроби, передъ которой 
стоить знакъ минусъ, а только знакъ перваго члена. Напр., при р-Ьшенп: 

2—х  74-9ж
ур-гя 7ж——д—=  —4— — 1, освобождая его въ умп отъ дробен, ппшутъ 

такое выражеЕЙе 1-ой части: 252а:—8—4# вм-Ьсто 252а:—S—(-4а:.
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„  2ж+1 ж—11 1
Принт*. 35= 15—2^=10= 1 -

1. Освобождаема yp-ie отъ дробей [Общ. знаменат. 6(ж—5)]:
2(2.г+1)—3(ж— 11)==6(яг—5).

2. Раскрываемъ скобки: 4ж +2—3ж+33=6ж—30.
3. Переносимъ члены: 4ж—Зж—6ж:=—30—2—33.
4. Делаемъ приведете и изм'Ьняемъ знаки на обратные:

5аг=65.
655. Опред'Ьляемъ неизвестное: х= -^-= 13.

6. Поверка: 

Примгъръ 5.

2.13+1 13—11
3.13—15 2.13—10 ’
6ж2+ 4  ж+10_3
Уж2—ж+26 4 ‘

2 7 _ 2  1

24 .16 ’

1. Освобождаемъ yp-ie отъ дробей. Полезно заметить, 
что данное yp-ie представллетъ пропорцгю, поэтому для осво- 
бождешя отъ дробей пишемъ, что произведете крайнихъ 
членовъ равно произведенш среднихъ:

4(6ж2 +  4ж +  10) =3(8ж2—ж +26).
2. Раскрываемъ скобки: 24ж2+16ж +40=24ж 2-  Зж+78.
3. Уничтожаемъ одинаковый членъ 24ж2 въ обеихъ ча- 

стяхъ и переносимъ члены: 16ж+8ж=78—40.
4. Делаемъ приведете: 19ж=38.

Определяемъ неизвестное: ж=г^=:2.

6. Поверка. 6 .4+4.2+10 _ 3  . 4 2 _ 3  . 3 
8.4—2+ 26  4 ’ 56 4 5 4

3
:4 '

§ 73. Примеры решетя буквенныхъ уравнении
„  . ж—Ь а—хПримгъръ 1. — .

1. Освобождаемъ yp-ie отъ дробей: Ъ(х—Ъ)=а(а~ х).
2. Раскрываемъ скобки: Ьх—Ь2= а 2—ах.
3. Переносимъ члены: ах-\-Ъх— а}-\-Ъ‘1-.
4. Выносимъ неизвгьстный членъ за скобки1):-

х(а +  Ь) =  а2+ 5 2.

•) т.-е. опред'Ьляемъ коэффчщентъ при неизв'Ьстномъ.
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а2-\-Ъ2

5. Опред’Ьляемъ неизвестное: х = - ^ ц )-

6. Поверка.

а2+Ъ2 . «2—|—Ь2
----- Т ! ------- "  « ------------ Г Га-\-Ъ __ а-\-Ъ ' а2-\-Ь2—аЪ—Ъ2__

(а-\-Ъ)аа Ъ ’
_а2-\-аЪ — а2—Ъ2 _ а (а—Ь) Ь(а—Ъ) а—Ъ а—Ь ш

{а-\-Ъ)Ъ ’ (а-\-Ъ)а (а-\-Ъ)Ъ ’ а-\-Ъ а-{-Ь
„  п ас—2аж Ь—ж с—жЛрилтръ 2. —5--- ----------i—= -----.а1—х2 a-f-x а - х
1. Освобождаемъ yp-ie отъ дробей (Общ. знам. а2—ж2):

ас—2 аж -(а -ж ) (-6 -ж)—(а-|-ж) (с—ж).
2. Раскрываемъ скобки:

• ас—2ах—аЪ -(- ах-\-Ъх—х 2 =  ас -\-сх—ах—ж2.
3. Уяичтожаемъ одинаковые члены ас и—ж2 въ рбеихъ 

частяхъ и переносимъ остальные члены: Ъх~сх=аЪ.
4. Выносимъ неизвестный членъ за скобки: х(Ъ—с)=аЪ.

5. Определяемъ неизвестное: ж = .

Примгьръ 3. Некоторый уравнешя решаются очень просто 
помощью производпыхъ пропорцШ

ж+п_ а-\-Ь
х а

Составивъ производную пропорщю: разность членовъ 1-го 
отношенья такъ относится къ своему последующему, какъ 
разношъ членовъ 2 -го отношенгя относится къ своему послгь- 
дующему, получимъ

п Ь ап
- = -  , откуда X—-J-. х а  J о

Составлеше уравненш съ 1 неизв’Ьстпымъ.
§ 74. Введешемъ уравпетй математика, во 1-хъ', значи­

тельно облегчила способы решешя весьма многихъ вопро- 
совъ и задачъ, решавшихся прежде чрезвычайно трудными 
и искусственными пр1емами г), а во-2-хъ, что гораздо важ-

!) Примеры подобныхъ вопросовъ и теперь еще встречаются почти 
во вс'1)хъ ариеметическпхъ задачппкахъ.

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. 5
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н-Ье, несравненно расширила область самихъ вопросовъ. 
При помощи уравнешй оказалось возможными paepiineme 
такихъ вопросовъ, которые были недоступны прежней наукЬ. 
Изучея1е свойствъ математическихъ величинъ, какъ коли- 
чественныхъ, такъ и пространственныхъ, мнопя открытая 
въ области физики, механики, астрономш обязаны во мно- 
гомъ методу уравнешй..

Въ виду чрезвычайной важности этого отдела, учащШся 
долженъ обратить на него особое внимаше и помнить, что 
только самостоятельный трудъ, продолжительная практика 
и сосредоточев1е внимашя вауслсш яхъ разр^шаемыхи имъ 
вопросовъ помогутъ ему овладеть этими ценными методомъ.

Чтобы реш ить задачу способомъ уравнешй, надо: 1) со­
ставить уравнете  по услов1ямъ задачи и 2) решить состав­
ленное уравнеше. ОпредЪленныхъ правили для составлешя 
уравнешй иЬтъ, такъ какъ задачи могутъ быть самаго разно- 
образнаго рода, а следовательно и npieMH составлешя- урав^ 
ненШ будутъ различные для каждаго случая. Т^мъ не 
нен-Ье существуетъ одно общее указате, которыми полезно 
руководиться для всевозможныхъ случаевъ составлешя 
уравнешй, а именно, слгьдуетг:

1. Обозначить искомую величину или величину, непосред­
ственно съ ней связанную, одной буквой, напр., х.

2. Считая величину х, какъ за извгьстную, выразить зна­
ками д^йствШ зависимость между нею и вс^ми остальными 
данными величинами, входящими въ задачу.

3. Составить по услов!ямъ задачи два количественно 
одинаковыхъ выражешя и связать ихъ знакомь равенства 1).

Вотъ что говорить велишй математикъ Нъютонъ о pimeniH задачъ 
способомъ составлешя уравнешй: „Особенное превосходство алгебры со­
стоять въ томъ, что между тЬмъ какъ въ ариометикЬ вопросы решаются 
путемъ перехода отъ дапныхъ величинъ къ искомымъ,—алгебра сл-Ьдуетъ 
обратному порядку — отъ количествъ искомыхъ, разсматриваемыхъ какъ 
данпыя, къ количествамъ даннымъ, какъ будто они были искомыми, съ 
ц-Ьлью притти такъ или иначе къ заключенно или ураввепно, изь кото- 
раго можно было бы определить искомыя. Чтобы привести вонросъ къ 
уравненш , нужно дать обозначен1я какъ известнымь, такъ н неизвЬст- 
иымъ количествамъ, насколько того требуетъ данный случай, п выразить 
смкслъ вопроса алгебранческимъ языкомъ, если можно такъ, выразиться.



§ 75. Примеры составлешя уравненш.
Примгъръ 1. Въ лавкЬ находятся 3 куска ситца. Въ 1-мъ 

кускЬ вдвое болЬе аршинъ, чЬмъ во 2-мъ, а во 2-мъ вдвое 
болЬе, чЬмъ въ 3-нъ. Когда отъ 1-го куска отрезали 15 ар­
шинъ, отъ 2-го 13 арш. и отъ 3-го 5 арш., то оказалось, что

5число аршинъ оставшагося ситца равно ^ числа аршинъ, пер­

воначально бывшихъ въ 1-мъ кускЬ. Сколько аршинъ оста­
лось въ каждомъ кускЬ?

Задачу эту можно рЬшить нисколькими способами.
1-ый способа. Положимъ, что въ 1-мъ кускЬ первоначаль­

но было х  аршинъ, тогда по услов1ямъ задачи во 2-мъ

кускЬ было * х арш., а въ 3-мъ ^ отъ ^ х, т.-е. ^ х  арш.

Число аршинъ во всЬхъ 3-хъ кускахъ: x~ \-^x-j-gx= gx. 
Всего отрЬзано аршинъ: 15-)—5-)-13=33.

7
Число оставшихся аршинъ: ^ х —33.

тт 5По условно задачи это число равно g числа аршинъ, пер -
5

воначально бывшихъ въ 1-мъ куск’Ь, т.-е. равно g х . Поэтому

7 • 5- х —33=gx. РЬшимъ это уравнеше:

21ж—396=10ж; 11ж=396; z=36.
Итакъ, въ 1-мъ кускЬ первоначально было 36 арш. и слЬ- 

довательно, осталось въ немъ 36—15=21 арш.
1 36Во 2-мъ кускЬ первоначально было ^ ж = = = 1 8  аршинъ;
А А

осталось 18—13=5 арш.
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У слови! вопроса, выраженныя такимъ образомъ алгебраически, дадутъ 
столько уравненШ, сколько нужно для его pimeHia.

Вы видите отсюда, что для pinteina вопросовъ, которые относятся къ 
числамъ или отвлеченнымъ отношешямъ величанъ, требуется только пе­
ревести задачу съ того языка, на которомъ она предложена, на языкъ 
алгебраически, т.-е. на языкъ знаковъ, способный выражать наши поня­
тая о соотношешяхъ величинъ". (Arithmetica universalis).

а*
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1 36Въ 3-мъ кускЬ первоначально было -^х = — = 9  аршинъ; 

осталось 9—5 = 4  арш.
7 7Повгърка. ВсЬхъ аршинъ первоначально было gcc=g- 3 6 =

5
= 6 3  арш.; осталось 63 — 3 3 = 3 0  арш.; g числа арш. 1-го 

36.5куска -=30.

2 - й способъ. Обозначимъ число аршинъ, первоначально 
бывшихъ въ 3-мъ кусгсЬ, черезъ х. Тогда во 2-мъ было 2х  
арш., а въ 1-мъ Ах арш. Число вс^хъ аршинъ первоначаль­
но было х-\-2 х-\-Ах=Лх\ число оставшихся аршинъ во всЪхъ

3-хъ кускахъ=7ж—33; g числа арш. 1-го куска = ^Л х = > ^х .

По условию задачи 7х—3 3 =  ̂ х .  Откуда 21ж—99=1 Од;; 

11а=99; х= 9  и следов. 2ж=18; 4х=36 и т. д.
3- й способг. Пусть число аршинъ, оставшихся въ 1-мъ 

куск!}, было х. Следов., первоначально было арш. въ 1-мъ
х-\-\Ъ л 0 х-\-\Ь_ _ _ .  о .кускЪ х-\-1Ь; во 2-мъ " '0"4  въ 3-мъ и всего въ 3-хъ

кускахъ было ж-)-15 

_ 7 ж + 1 0 5

а?4-15 , ж—f-15 4ж+60+2ж+3(Н-аН-15
2 1 4

7ж+105- —  арш., а осталось — ^-------33; g первоначальнаго
5

числа аршинъ въ 1-мъ кускЪ будетъ g (ж-(-15).

По условш задачи — 33=g (ж-{-15). Рйшаемъ yp-ie:

3(7ж+105)—396=10(®+15); 21ж+315—396=10ж+150; 
21ж—10ж=150—315+396; 11аг=231; ж=21.

2 
арш

Итакъ, въ 1-мъ куск-Ь осталось 21 арш.; во 2-м ъ 
16 
2

21-4-15 10 36 10 ,  а 21415 _ ,— к--------1 3 = ^  —13=5 арш.; въ 3-мъ осталось — -̂------5 =  4
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4-й способъ. Пусть первоначальное число аршинъ во всЬхъ 
3-хъ кускахъ будетъ х. Такъ какъ числа аршинъ въ 1-мъ, 2-мъ

и З-мъ кускахъ относятся,какъ 1: | ^  или какъ 4 :2 :1 , то

число арш., первоначально бывшихъ въ 1-мъ кускЬ, равно 
4 2 1 5^х , во 2-мъ ^х  и въ 3-мъ ^х ; ^ числа арш. 1-го куска бу-

5 4 10
ДеТЪ 6 ' 7 X==2i Х'

По услов1ю задачи х- ■33 =  |^  х, откуда 21а;—693=10аг;
11ж =  693; х  =  63. Первоначальное число арш. 1-го куска
4  4.63
1Х~  7 : 36; сл-Ьдов., осталось въ немъ 36 — 15 =  21 арш.
и т. д.

Понятно, что задачу можно было бы решить еще ни­
сколькими способами, наир., обозначивъ черезъ х число ар­
шинъ, первоначально бывшихъ или оставшихся во 2-мъ 
куск-Ь или число аршинъ, оставшихся во всЬхъ 3-хъ кус­
кахъ и т. д. Составлеше уравнешй въ этихъ случаяхъ пре­
доставляется самимъ учащимся.

Уже изъ приведенныхъ прим&ровъ можно заключить:
1. Обозначеше неизв’Ьстнаго количества одной буквой, 

указанге посредствомъ ея той зависимости, которая суще­
ствуем между данными и искомыми величинами задачи и, 
наконедъ, выражеше условШ задачи уравпешемъ— въ зна­
чительной степени облегчаютъ piiueme всЬхъ подобныхъ 
вопросовъ.

2. Вообще говоря, можно р-Ьшить всякШ предложенный 
вопросъ нисколькими способами. Отъ опытности и находчи­
вости учащагося зависим выбрать самый короткШ и лег- 
к1й изъ нихъ.

Примгьръ 2 -й. Найти число, которое при дЪленш на 5 
даетъ въ остатгЬ 2, а при долети  на 8 даетъ въ остатка 5, 
зная, что первое частное тремя единицами болЪе второго.

1-й способъ. Обозначимъ искомое число черезъ х. Вычтя 
изъ пего 2 и разд'Ьливъ разность на 5, найдемъ, что пер­

вое частное будетъ Разсуждая точно такъ же, полу-
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чимъ, что второе частное будетъ —g—. Такъ какъ первое

частное тремя единицами болЪе второго, то — =О
РЪшаемъ уравнеше

8(а?—2)=5(ж—5)-hl20; 8х— 16=5^—25+120;

х—5 
~~8 ~

3.x—111; ж=37.
Повпрка. 37J5 37,8
остатокъ 2;7 остатокъ 5,4
2 -й способа. Пусть первое частное будетъ ж, тогда второе 

частное=ж—3. Такъ какъ делимое равно делителю, помно- 
женному на частное, плюсъ остатокъ, то, по услов1ямъ за­
дачи, можно составить два выражения искомаго числа: 5х~1~2 
и 8(ж—3)4-5.

Приравняемъ ихъ другъ къ другу: 5ж4-2=8(ж—3)-{-5.
Р'Ьшимъ y p a B H e n ie :  5ж-[-2=8ж—244-5; Зж=21; ж=7.
Искомое число = 7 .54-2= 37 .
Примщзъ 3-й. Братъ съ сестрой на вопросъ: „сколько въ 

ихъ семь'Ь братьевъ и сестеръ11, отвечали: первый, — что у 
него братьевъ и сестеръ поровну, а вторая, — что у ней 
братьевъ вдвое бол'Ье, чЪмъ сестеръ. Сколько было въ семьЪ 
братьевъ и сестеръ?

Обозначимъ число всЬхъ сестеръ черезъ х. На основа- 
ш и ответа брата заключаемъ, что всЪхъ братьевъ было 
ar-f-1. Такъ какъ число сестеръ безъ той, которую спраши­
вали, было х —1, то на основанш ответа сестры пишемъ 
уравнеше х-{-1~2  (ж—1). Откуда ж=3.

Итакъ, вс-Ьхъ сестеръ было 3, а братьевъ 4.
Примгьръ 4. Сумма цифръ искомаго двузначнаго числа 

равна 9. Если его удвоить и къ пролзведешю прибавить 
18, то получится число изъ тЪхъ же цифръ, но въ обрат- 
номъ порядк’Ь. Найти это число.

Обозначимъ цифру десятковъ искомаго числа черезъ х . 
Тогда цифра единицъ его будетъ 9—х. Искомое число вы­
разится черезъ 10x-j-9—x, а число изъ тЬхъ же цифръ, но 
въ обратномъ порядкЪ, черезъ 10 (9—х)-\-х. Изъ условШ за­
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дачи находимъ: (10ж +  9 — а?) 2 + 1 8  = 1 0 (9 — ж) +  ж; откуда 
ж=2; 9—х=7.

Искомое число: 27. Проверка: 27 . 2+18=72.
Примгьръ 5. У мальчика было два ящика съ орехами. 

Ояъ перекладываетъ поперемЬнно изъ каждаго ящика |  на­
ходившихся въ немъ орЬховъ въ другой. ПослЬ четырехъ 
перекладывашй въ каждомъ ящикЬ оказалось по 32 орЬха. 
Сколько было въ каждомъ ящикЬ первоначально?

Положимъ, что въ 1-мъ ящикЬ было первоначально х 
орЬховъ, тогда во 2-мъ ихъ было 64—х. Составимъ таблицу 
перекладывашй.

1 ящикъ.

1.
2.
3.
4.

х
!*•

:ж+(64—1%)\=ъх  + f  
! ( 5 * + ? ) = Й * + Ч - в

2 ящикъ.
64—ж.

64—аз+|ж=64—\х. 
1 (6 4 - |ж )= + -|ж .

128 4 Г  1 1 $4>\— 11_8 З . 'Г
3 9*  ̂ I I 3 J 9 « * * •

+№■
I ~ \ ___ 16™, I 832 27448___ --------------- **9<>___  I* /»
Г " ) ----- 81Л  1 27 • 3V 9 27 / -----  27 в ! 1* "

Посл'Ь четвертаго перекладывашя въ каждомъ ящикЬ 
оказалось поровну. Поэтому 

1616 832 _896
81Ж+ 27 ~  27 81х\ х  =  6; слЬдовательно во

Ы  2 (

2-мъ ящикЬ было 58 орЬховъ.
§ 76. Особые случаи, встрЬчакпщеся при рЬшенш уравне-

нш. Въ нЬкоторыхъ случаяхъ рЬшен1я составленныхъ урав- 
нешй указываюсь на неправильный подборъ данныхъ вели- 
чинъ, на неверную постановку вопроса, на ошибочность въ 
предположен^!, допущенную при составлены! уравнен1я, 
или, наконецъ, на невозможность вопроса.

Примгъръ 1. ПарНя рабочихъ, состоявшая изъ мужчинъ 
и женщинъ, заработала 250 рублей, при чемъ каждый 
мужчина получилъ по 20 рублей, а каждая женщина по 
14 рублей. Сколько было мужчинъ, если вся парт1я состоя­
ла изъ 15 человЬкъ.

Если число мужчинъ назовемъ черезъ х, то число жен­
щинъ выразится черезъ 15— х. По условно задачи

20ж+14 (15—ж)=250; откуда ж=6|.
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Это р еш ете  противоречить необходимо подразумевае­
мому услов1ю, что х  долженъ быть цгьлымъ числомъ. Не­
возможный ответь получился вследств1е неправильнаго 
подбора данныхъ величинъ, при которомъ не было обра­
щено внимаше на это необходимое услов1е.

Примтъръ 2 . Отцу 49 летъ, а сыну 17. Когда отецъ бу- 
детъ втрое старше сына?

Положимъ, что это случится черезъ х  летъ. Тогда отцу 
будетъ 49+ж летъ, а сыну 17+*. По условно задачи

49-f-a?=3(17—а?); откуда * = —1.
Отрицательное pmuenie въ этомъ случае указываетъ на 

неверную постановку вопроса. Вопросъ следовало отнести 
не къ будущему, а къ прошедшему времени, т.-е. следовало 
спросить: когда отецъ быль втрое старше сына. Тогда ура- 
внеше получило бы такой видь:

49—*= 3(17  — х)\ откуда *=1.
Действительно, 1 годъ тому назадъ отецъ былъ втрое 

старше сына. Одному было 48, а другому 16 летъ.
Примгьръ 3. Два путешественника выходятъ одновремен­

но, 1-й изъ города А , второй изъ города В, и идутъ по 
одному направленш. На пути ихъ лежитъ городъ (7, от­
стоящей отъ А  на 135 верстъ и отъ В  на 85 верстъ. На 
какомъ разстоянш отъ города С первый путешественники, 
проходяпцй въ день по 35 верстъ, догонять второго, про- 
ходящаго въ день по 21 версте?

А 5 N С М. Положимъ, что первый путе­
шественники догонитъ второго въ точке Ж, лежащей на 
разстоянш х  верстъ за городомъ С. Пространство, которое 
придется пройти первому до места встречи Ж, выразится 
черезъ 135-J-* верстъ, а второму черезъ 85+ж верстъ. Пер­

вый пройдетъ свой путь до встречи въ
135-4-яг 

35 дней, а вто­

рой— свой путь въ дней. Такъ какъ эти числа дол-

,  135+ж 8 5 + *  1Лбыть равны, то ——— — - откуда * = —10 верстъ.жны 21
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Отрицательное решеше показываеть, что при составле­

н а  уравнешя сделано было неверное предположеше, что 
путешественники встретятся за городомъ С. Они встретят­
ся въ точке N, не доходя 10 веретъ до города С. Это легко 
проверить: измЬнивъ предположеше, получимъ такое ура- 
внеше:

135—х  
35

85— х
-%[-> откуда ®= 10.

Изъ примеровъ 2 и 3 заключаемъ, что если искомое 
количество можетъ иметь два противоположныхъ значешя, 
то отрицательное ртиенге показываеть, какъ надо изменить 
вопросъ, чтобы получить положительное решеше. Если же 
искомое количество можетъ иметь только одно положитель­
ное значеше, то отрицательное решеше указываешь на не­
возможность самой задачи.

Лримгьръ 4. Числитель искомой дроби равенъ |  знаме­
нателя ея. Если къ числителю прибавить 4, а къ знамена­
телю 6, то дробь обратится въ §. Найти дробь.

Изъ условш задачи прямо следуетъ уравнеше

^ rfg  = 1 . откуда х = 0 .

Решен1е показываетъ, что задача невозможна.
Необходимо, впрочемъ, заметить, что не всякое решеше 

вида х—0 ' (нулевое ркьшенге) указываетъ невозможность за­
дачи. Въ нЬкоторыхъ случаяхъ оно даетъ определенный 
ответь на вопросъ.

Примчъръ 6 . Отцу 57, а сыну 19 летъ. Когда отецъ бу­
дешь втрое старше сына? Положимъ, что это случится че- 
резъ х  летъ. Тогда:

57-f*=3 (19-{-ж); откуда х= 0.

Нулевое решеше въ этомъ случае указываетъ, что отецъ 
втрое старше сына в~б настоящее время ‘).

Ч Прп реш ети  уравнетй встречаются п "друпе, здесь перазсмот. 
репные, случаи. (Реш етя безконечныя и неопределенный). О нихъ бу- 
детъ сказано въ статье объ наследованы! уравненЩ.
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Уравнешя со многими неизвестными.
§ 77. Неопределенный уравнешя. Всякое уравнеше, со­

держащее не одно, а два или более неизвестныхъ, можетъ 
быть удовлетворено (т.-е. можетъ обратиться въ тождество) 
посредствомъ безчисленнаго множества различныхъ значе- 
нШ неизвестныхъ и называется поэтому неопредпленпымъ 
уравненгемг.

Действительно, возьмемъ простейшее изъ такихъ ура- 
внешй, а именно, уравнеше съ двумя неизвестными, напр., 
2х-\-Ъу =  Ь. Перенеся Зг/ во вторую часть и разделивъ 
затемъ обе части на коэффищентъ при ж, получимъ

Если будемъ давать неизвестному у  произвольный зна­
чешя, напр., у = 0,1,2,..—1 ,-2 ,. . ,  то х  будетъ принимать сле- 
дуюпДя значешя: ж=§, 1,— 4,” ,..

Очевидно, что всякая пара значенШ для х  и у, напр., 
(0;|), (1;1), (—1;4) и т. д. обращаетъ данное уравнеше въ 
тождество. Такъ какъ нетъ никакихъ ограничешй при вы­
боре значешй неизвестнаго у, то оно можетъ иметь 
безчисленное множество значешй, но тогда и х  будетъ 
иметь также безчисленное множество значешй, изъ кото- 
рыхъ каждое соответствуетъ выбранному значешю у.

§ 78. Совместный уравнешя. Для того, чтобы получить 
определенный значешя для несколькихъ неизвестныхъ, 
необходимо иметь столько независимыхъ х) уравненШ, сколько 
самихъ неизвестныхъ. Имея два независимыхъ уравнешя съ 
двумя неизвестными, три уравнешя съ тремя неизвестны­
ми и т. д., мы можемъ посредствомъ техъ способовъ, кото­
рые будутъ указаны, определить значешя неизвестныхъ. 
Независимый уравнешя, содержащая одне и те же неизвест-

!) Независимыми ураинеЕпямп называются тактя, который не могутъ 
получиться одно изъ другого путеыъ, напр., умножешя пли д4)лев1я обL- 
ихъ частей на одно и то же количество, возвышейемъ обЬихъ частей въ 
рдну и ту же степень и другихъ преобразован^.
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ныя величины, называются совместными, а совокупность
нхъ— системой совмгъстныхъ уравнеюй.

§ 79. Общш npiewrb р^шенш уравненш съ двумя неиз­
вестными.

Чтобы решить два уравнешя съ двумя неизвестными, 
исключаютъ изъ нихъ одно неизвестное, после чего полу­
чается одно уравнеше съ однимъ неизвестнымъ. Решивъ 
его, т.-е. найдя значеше этого неизвестнаго, подставляютъ 
величину его въ одно изъ данныхъ уравненШ и затемъ 
определяютъ то неизвестное, которое было исключено. Для 
исключешя неизвестныхъ употребляются въ большинстве 
случаевъ следуюице способы: 1. Сподобь уравниватя коэф- 
фицгентовъ; 2. Способа подстановки] и 3. Способа сравпетя 
неизвестныхъ.

§ 80. Способъ уравнивашя коэффищентовъ или способъ 
сложешя и вычиташя. Чтобы исключить по этому способу 
одно изъ неизвестныхъ, следуетъ, после приведешя данныхъ 
уравнешй къ ихъ простейшему виду, уравнять коэффищенты 
при исключаемомъ неизвестномъ въ обоихъ уравнешяхъ. 
Для этого умножаютъ все члены 1-го ур4я на коэффищентъ 
при исключаемомъ неизвестномъ во 2-мъ ур-1и, а все члены 
2-го урчя—на коэффищентъ при томъ же неизвестномъ въ
1-мъ yp-in. Затемъ оба уравнешя почленно складываютъ или 
вычитаютъ, смотря по тому, каше знаки имеетъ исключаемое 
неизвестное въ обоихъ уравнешяхъ, разные или одина­
ковые.

Примера 1. 5жД-4г/—2 3 .................................................... (1).
1х—6у =  9 .................................................... (2).

Чтобы исключить неизвестное у, множимы все члены 
ур4я (1) на 6, а все члены урчя (2) на 4 и сложимъ почленно 
полученныя уравнешя.

30ж+24у=138 . . . .( ! ') .
28ж—24у =  36 . . ■ (21).
58дг=174;ж=:3.

Подставимъ найденное значеше х  въ yp-ie (1):
15-J-4 г/=23; откуда у—2.
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Въ частяыхъ случаяхъ этотъ способъ допускаетъ неко­
торый упрощешя. Напр., заметивъ, что въ данныхъ урчяхъ 
коэффициенты при у  имйютъ общаго множителя 2, заклю­
чаем ^ что достаточно помножить все члены урчя (1) на 3, 
а урчя (2) на 2, чтобы уравнять коэффищенты. Такимъ 
образомъ.

5*+4у=23 3 15ж+12г/=69
1х—6 у =  9 2 14ж—12г/=18

29ж=87;х=3.

Примтръ 2. 13ж— 5?/=19  ................ .... (1).
П х - 10у= 1 1   ................................ (2).

Чтобы исключить неизвестное у достаточно помножить 
yp-ie (1) на 2 и вычесть затЬмъ изъ него yp-ie (2).

26ж—10?/= 38
+ \ l x ± \ 0 y = ^ z \ l

9се=27;ж=3.
Подставивъ въ одно изъ данныхъ ур-1й, наир., во (2) 

вместо х  его величину, находимъ:

17.3—10г/=11; откуда у—А.
Прилтръ 3. Найти два числа, если извгьстна ихъ сумма=а 

и разность=Ъ.
Назвавъ одно изъ искомыхъ чиселъ черезъ х , а другое 

черезъ у, получимъ два уравнения:

х - \- у = а ............................................(1).
х —у— Ъ  ............................ (2).

Сложивъ ихъ почленно, получимъ 2х— а-\-Ь, откуда

Вычтемъ почленно уравнеше (2) изъ урчя (1): 2у= а— Ь

а —Ьот куда

Примгьръ 4. Найти два чис т, если извгьстна ихъ сумма— а 
гь частное=с.
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Пусть одно неизвестное будетъ х, а другое у. Изъ условШ 
задачи находимъ х-\-у=а\ х : у=е  или х—су или х —су—О. 

Итакъ, имеемъ след, систему:
х - \ - у = а ................................
х—су—0 ...............................

Вычтя изъ yp-ia (1) yp-ie (2), получимъ 
у-\-су=а или у{\-\~с)=а, 

а

( 1 ) .
(2).

откуда У— 1 + С
Подставимъ въ yp-ie (1) значеше у\

, а
1+е~

-а.

решимъ это ypaeHeHie:

ж(14- с)-\-а—а-\-ас или х(1~\-с)=ас,

откуда ас
a= T H F 5 -  >

§ 81. Способъ подстановки.
Прим1ъръ 1. Даны два уравнешя:

5я-|-14у=:24 . . . . . . . . . .  (I).
19х—2Ь/—1 7 ....................................(2).

1. Определяемъ изъ одного уравнешя, наир., изъ (^ н еи з­

вестное у, считая а?, какъ бы известнымъ: ' (а)-

2. Подставляемъ эту величину вместо у въ другое урав-

т )̂=............................(3).неше (2): 19ж—21

3. Уравнеше (3) содержитъ только одно неизвестное х. Ре- 
шаемъ его: 19ж— 17;Л

38ж—72+15®=34; 53ж=106; х—%

!) Очевидно, что по услов!ямъ двухъ посл'Ьдпихъ приагйровъ легко 
составить одно уравнен1е съ однвмъ неизвЬстпымъ и, найдя затЬыъ зна- 
ч ете  этого непзв'Ьстнаго, сейчасъ же определить связанное съ ниыъ дру­
гое неизвестное. Сделайте это!
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4. Подставляемъ найденную величину ж въ выведенное

для у выражен1е (а): у— — ^ — ; у ~  1.

Итакъ, х=2\ у =  1.
5. Повгьрка. Подставляемъ найденныя величины въ урав- 

нен1е (2):
19.2—-21.1=17; 17=17.

Очевидно, можно было бы такимъ же способомъ исклю­
чить неизвестное х и определить сперва величину у.

Итакъ, по способу подстановки определяюсь какое-либо 
неизвестное, напр. х, изъ одного уравнешя и полученное 
выражеше подставляютъ вместо х  въ другое уравнеше. 
Тогда получаютъ одно уравнеше съ однимъ неизвестнымъ у. 
Определивъ изъ него это неизвестное, подставляютъ его 
значеше въ выведенное ранее выражеше и находятъ отсюда 
другое неизвестное (ж).

Обыкновенно исключаютъ то неизвестное, у котораго 
коэффищентъ меньше. Въ особенности выгодно употреблять 
этотъ способъ, если коэффищентъ одного изъ неизвест- 
ны хъ=1.

Примгьръ 2 . Зж+7
Ю у+З
12ж+5 
7 ж + 1 :

= 1 ( 1 ).

(2)

1. Приведемъ данныя уравнеш'я къ простейшему виду:

_3ж+7=10г/+3; Зж—10у=—4 ...............(1Г)-
12ж+ 5= 14Н -2 ; 12ж— 14у=—3 ...............(2').

2. Определяемъ изъ ур-]'я (И) х  въ зависимости отъ у.

X—Ю.У-4
3 (а)

3. Подставляемъ величину ж въ yp-ie (21):
4(10у—4)—14у=—3 ................................ (3),

4. Решаемъ получепное уравнеше (3):
40//—16—14?/=—3; 2fiy=13; у= \.
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5. Подставляемъ величину у въ выражеше (а).

6. Поверка. - |i= 2 ; 2=2.

Цримгьръ 3. ах— Ъ у ................................ . . . .(1)
Ьх-\-ау=а2-\-Ъ2 ........................ . . .(2).

1. Определяемъ у изъ урчя (1):
ах

у~  ъ .................................... . . . (3).

2. Подставляемъ значеше у въ yp-ie (2):

Ъх-\-а^ —а}\Ъ 2 ........................ • • • (4).

3. Решаемъ полученное yp-ie (4):

52ж-)-а2ж =(а2-]-&2)&; ж(а2-|-й2)= (я 2-|-?>2)й; ж=&.
4. Подставляемъ найденное значеше х  въ yp-ie (3):

аЪ
У— j ’ У ~ а-

§ 82. Способъ сравнешя неизв'Ьстныхъ им4,етъ сходство 
со способомъ подстановки. Онъ основанъ на прим'Ьненш ак- 
сшмы: если две величины порознь равны одной и той же 
третьей, то оне равны Между собой.

Примгьръ 1. Даны два уравнешя:

Зж-{-5г/=50 . . . (1) и 2х—3y=S . . . (2).
1. Опред'Ьляемъ одно изъ неизв'Ьстныхъ, напр., ж, после­

довательно изъ обоихъ уравнешй:

8-РЗг/г-_________ ._ 50—5уж_— д— (2').

2. Такъ какъ вторыя части уравпенШ (1') и (2') равны 
одному и тому же количеству ж, то, следовательно, оне

равны между собой. Поэтому ^  5j / _ 8-f Зу .................... (3).
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3. РЬшаемъ y p ie  (3): (50—5г/)2=(6+32/)3;
100—10г/=24=4-9г/; 76=1 у = 4.

4. Подставляемъ найденную величину у  въ выражеше (2').

8+3.4. -х = = ^ ~ ;  *=10.

Примгьръ 2. 2х'\-Ъу— Ъа-\г 2Ь . . . (1); ах—Ъу~а2 . . . (2),
1. ОпредЬляемъ х  изъ обоихъ уравненШ:

Ьа-\-2 Ъ—3 у
(10; * =

а2-\-Ъу
(20-

2. Приравниваемъ другъ другу вторыя части уравне- 
нШ (1') и (2'):

5а-|-2&—з у_а 2-\-Ъ у
2 ~  а • • • • • • • • • ( ) •

3. Решаемъ уравнете (3): (5 а -\-2 Ь —  З у ) а = ( а 2-\-Ъу)2] v
Ь а2-\-2аЪ— З а у = 2 а 2-]-2Ь у\ З а 2+ 2 а Ъ = З а у - \ - 2 Ь у ,  

а(За-)-25)=г/(За-{-2&); 

а(За4-2&)

4. ГГодставимъ найденное значете у  въ уравнея1е (2'):
а 24 - Ь .а  а(а-\-Ь ) , ,

х  —  — Р-—=  -^—! ;  x = a - f - b . 
а  а

§ 83. Ргьшимъ нисколько болгье сложпыхъ система уравненШ:

Примп>ръ 1 . =  .................... (1).12
У Зж__25 _ 2х

6 6

Приведемъ оба уравнешя къ простейшему виду: 
8*+  6(у+2х)=96—9г/+10+3(3*-Ь 7); 

8® +6у+12*=106—9у+9*+21; 11*+15у=127 (Р)- 
у— 3*=25—12*; г/+9ж=25 (2().

Изъ yp-ia (2') у=2Ь—9х.

(2).
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Подставимъ эту величину въ yp-ie (1'):
Ш + 1 5  (25—9ж)=127; Пж+375—135ж=127; 248=124*; х = 2 . 

Поэтому у = 25—9 х= 25—18=7.
7—6 25 . 1 1

Поверка. “ б "— 6"~ 4; 6 ~ 6 *

Примтът 2. — - = -z х а п (!)•

пу: ап{х-\-у)
п-\-а {-п—а (2) .

1. Приведемъ оба урчя къ простейшему виду:
п—пу=ах; ах-\-пу=т ...............................   (Н).

ny(n-\-a)— an(x-\-y)-\-(yi-\-a) (п—a); п2у-\-апу=апх-\-апу-\-п2—а2;
апх—п2у— а2—п2 ...................................(2').

2. Умножимъ обе части урчя (!') на п, чтобы уравнять 
коэффищенты:

апх-\-п2у= п 2 . . ........................... (1")

3. Сперва сложимъ по частямъ ур4я (1") и (2'), а затЪмъ 
вычтемъ изъ ур4я (Iй) yp-ie (2'):

апх-\-п2у=-п2 
апх—п2у= а 2—п2

2апх=а2 
аX-

~2 п

апх-\-п2у= п 2
zpanx3zn2y = + a 2=±:n2

2п2у = 2п2—а2 
2и2—а2 , а2

4 = - w ^ - 2 п2

Примгьръ 3. 4 _ 1 = 1 
х у 2 ' 
3 ,  5_13 
х ' у  4

(1 ).

(2).

Если освободить эти уравнетя отъ знаменателей, то 
получимъ ур4я, содержания произведетя неизвестныхъ: 
8у —2х= ху  и \ 2у-{-20х— \Ъху.

Это суть уравнетя 2-й степени съ 2-мя неизвестными, 
которыхъ мы еще не умеемъ решать. Но кроме того, что 
еще важнее, полученный уравнетя не равносильны перво- 
начальнымъ.

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. 6
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Т'Ьмъ не менее мы можемъ решить данную систему 
ур-ш однимъ изъ сл'Ьдующихъ 2-хъ способовъ.

I. Уравняемъ числителей дробей, содержащихъ въ знаме­
нателе одно изъ неизв'Ьстныхъ, напр., у, и затЪмъ сложимъ 
(или вычтемъ, смотря по знакамъ) почастямъ оба уравнешя.

2 0_5__5
х  ' у- 2
3 . 5_13
х~т~у~ ±
23 23 23.4 .— = -г !  Х = - 7г7- = 4 : .

Подставляя въ одно изъ данныхъ ур-Ш, напр., во (2) 
значеше х, найдемъ значеше у:

4 _ 1 _ 1.  1_ _1__1
4 у 2 ’ у  2 2’ У

II. Замгьнимъ въ данныхъ ур-гяхъ одтъ неизвгьстныя дру-
1 1  4 1гими, положивъ, что - = х ' и -= у '. Такъ какъ - =  4 .- = 4 ж 'х У х х

и т. д., то урчя примутъ видъ

4 х '~ у ' =  \ .................................(!')

Ъх' +  Ь у '= ™ ................................ (2'1

Р-Ьшивъ урчя (Н) и (2'), найдемъ, что и У—},-

Такимъ образомъ: ^ =  ж=4; - = ^ ;  у —2.

§ 84. Решеше уравнешй со многими неизвестными. Легко 
понять, что, применяя какой-либо изъ указанныхъ спосо­
бовъ исключешя неизвестныхъ, мы можемъ решить точно 
также 3 уравнешя съ 3-мя неизвестными, 4 уравнешя съ 
4 мя неизвестными и вообще п уравнешй съ п неизвестными. 
Чтобы решить, напр., 3 уравнешя съ 3-мя неизвестными 
х, у  и я ,  следуетъ исключить изъ нихъ одно неизвестное, 
напр., z. Получимъ 2 уравнешя съ 2-мя неизвестными ж и у. 
Исключивъ въ нихъ другое неизвестное, напр., у, получимъ



Одно уравнение съ однимъ неизвестными х. РЬшивъ его 
найдемъ это неизвестное и затЬмъ черезъ подстановку два
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другихъ.
Примгърг. 2ж+4г/—3 « = 2 2 .......................... . (1).

4х—2.у-|-5я=18................................(2).
6х-\-7у— 0 = 6 3 ........................ .... . (3).

Исключимъ неизвестное х  изъ ур4й (1) и (2), умноживъ 
обе части ур ia (1) на 2 и вычтя изъ него yp-ie (2):

4ж+8г/—6г =  44
^р4ж±2гу~5г—gz 18

1 0 г /-1 Ь =  2 6 ............................(1').
Исключимъ то же неизвестное х  изъ другой пары урав­

нешй г), напр., изъ ур4й (1) и (3), для чего умножимъ обе 
части ур4я (1) на 3 и вычтемъ изъ него yp-ie (3):

баг—{—.12 у—9я=  66 
грбжлр l y ±  2=zp63

by—80=  3 ..............................(2').
Итакъ, имеемъ систему 2-хъ уравненШ съ 2-мя неизве. 

стными:
Юг/—1 1 ^ = 2 6 ......................................(1').
Ьу— Ъг= 3 ......................................(2').

Чтобы исключить неизвестное у, умножимъ обе части 
ур4я (2') на 2 и вычтемъ полученное yp-ie изъ ур4я (1'):

Юу— 110—  2 6 ........................... .(! ') .
гр10г/±16г=:р 6 ..............................(2').

' Ьг— 20] 0—4.
Подставимъ величину 0 въ одно изъ уравнешй съ 2-мя. 

неизвестными, напр., въ yp ie (2'):
by—32—3; у = 7.

!) Начинающими слЬдуетъ обратить вннмаше, что исключать надо 
сперва одно и то же неизв’Ьстное какъ изъ первой, такъ изъ второй пары 
данныхъ уравнешй (конечно, если это неизв’Ьстное входитъ во всЬ дан­
ный vpaBHeein). Иначе, исключпвъ изъ одной пары, напр., х, а изъ дру­
гой пары у, мы получнмъ 2 уравнешя съ 3-мя непзвЬстнымп уравнешй 
х, у и г .

6*



Подставимъ величины у  и в въ одно изъ ур-Ш съ 3-мя 
неизвестными, напр., въ yp-ie (1):

2а?—(-28—12=22] ж—3.
Повгьрка, Подставимъ найденныя величины въ yp-ie (3): 

18+49—4=63 ; 63=63.
Рйшимъ эту же систему уравненШ способомъ подста­

новки.
Определяемъ в изъ урчя (3):

#=6ж+7г/—63.
Подставимъ эту величину въ урчя (1) и (2). Получимъ 

2 урчя съ 2-мя неизвестными.
2ж+4у—3(6х+7г/—63)=22! или после пре- 16ж+17т/=167 (1Г). 
4ж—2у+5(6ж+7?/—63)=18j 'образовашй: 34х+33у=333 (2')..

Реш ивъ урчя (Р) и (2'), найдемъ, что ж=3; у—7, и сле­
довательно:

z— Qx-\-7y—63= 18+49—63=4.
§ 85. Решеше уравненШ со многими неизвестными, въ 

особенности, если число неизвестныхъ более 3-хъ, а также, 
если даны буквенныя уравнешя, сводится часто къ доволь­
но продолжительнымъ вычислешямъ. Поэтому прежде всего 
следуетъ обратить внимаше на приведете каждаго изъ 
данныхъ уравненШ къ простейшему виду, а затемъ на воз­
можный упрощешя и на надлежащШ выборъ исключаемыхъ 
неизвестныхъ, а также и на способъ ихъ исключешя, при 
чемъ:

1) если некоторый неизвестным не входятъ во все урав­
нешя, то сперва надо исключать эти неизвестный;

2) если въ каждое уравнеше входятъ все неизвестныя, 
то смотря по виду уравненШ, следуетъ исключать или те 
неизвестным, которыя имеютъ менъийе коэффищенты г) или 
те неизвестныя, которыя имеютъ равные или кратные коэф­
фищенты * 2).

*) Напр., если въ данной систем^ уравненШ одно изъ нензв1)ствыхъ 
пмФетъ коэффищентъ равный 1-цФ, то въ большинства случаевь надо на­
чинать съ и с к лючевгя этого неизвФстнаго по способу подстановки.

2) TaKifl непзв-Ьстныя обыкновенно удобно исключать но способу ело 
жешя и вычиташя или но способу сравнена.

— 92 —
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§ 86. Искусственные способы рЪшешя системы уравнешй.
Иногда данная система уравнешй имЪетъ видъ некоторой 
правильности или закономерности. Въ такомъ случай бы- 
ваетъ возможно, употребивъ какой-нибудь особенный npieMb, 
очень легко найти сперва одно, а загбмъ и остальныя не­
известный. Здесь нельзя дать никакихъ определенныхъ 

; правилъ. Искусство решать ташя задачи • зависитъ отъ 
вдумчиваго отношешя къ делу и сообразительности, а 
также отъ практики въ подобныхъ упражнешяхъ.

Иримгъръ 1. Решить систему:
ж-[- у = а ..............................................(1)
x-\-ss= b ..............................................(2)
2 /+ г= с •     (В)

Сложивъ все три уравнешя, получимъ 2х-\-2у-\-2г=а-\-Ъ-^с 
или х-\-y-\-s=\{a-]r bJr c).

Вычтемъ изъ этого урНя сперва yp-ie (1), затемъ yp-ie (2) 
и наконецъ yp-ie (3):

г— \(а^ -Ъ -\-с)— а = \{Ъ -\-с — ау, у = \ ( а + Ъ + с ) — Ъ = + {а-\-с— Ъу,

• • • (1); 1 (2).

^=1(^-1-&+ с)—с=|(а4- Ь—с).
Примгьръ 2. Решить систему:

х —а_у — Ъ__z—с
а Ъ с 

ЗамЪтивъ, что выражеше (1) содержитъ два уравнешя 
и разделивъ числителя и знаменателя 1-й дроби на а, 2-й—
на Ъ и 3-й — на с, получимъ |  — 1 = |  — 1 — - — 1, откуда 
Ъ! ос з ос Ьх ох
у =  - и -  =  - или у =  —, —  Подставивъ эти значешяЪ а с а а а

~1)Х охвъ yp-ie (2), находимъ х - \-~ - { -  —=.1 или х ( а Ь- f  с) — а, 

откуда * =  ̂ р с -

Примгьръ 3. Решить систему:

— =  1 8 ................................(1)
х - \ - у  х — у  

1 1
х - \-у  Ь{х— у)

= 0 (2)
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Введе.т новыя пеизвгьстныя, положивъ
1 1 =м.

Тогда будемъ иметь:
1О0-|-?/=18 . . . . ( ! ' )  и z— 0 или и=Ъя . . (2Г)

Отсюда легко найти, что х —\ и у= \.
.§ 87. Составлете уравнешй съ двумя и многими неизве­

стными. Если задача содержитъ нисколько неизв'Ьстныхъ 
величинъ, то для определешя ихъ необходимо иметь такое 
же число условШ. Въ Н’Ькоторыхъ случаяхъ, когда связь 
между неизвестными такъ очевидна, что можно легко вы­
разить черезъ одно неизвестное все друпя, составляютъ 
одно уравнеше съ однимъ неизвестными и, решивъ его, 
находятъ зат'Ьмъ все остальныя неизвестный. Примеры та­
кого рода мы имели въ § 75. Но очень часто выбираютъ 
другой путь решешя такихъ задачи, а именно составляютъ, 
столько уравнений, сколько неизвестныхъ входитъ въ за­
дачу. Этотъ путь часто предпочитаютъ первому, такъ какъ 
онъ значительно облегчаетъ составлете уравнешй.

Прилтръ 1. Если младшШ братъ дастъ старшему 5 ко- 
пеекъ, то у старшаго будетъ втрое более денегъ, чемъ у 
младшаго; если же старший братъ даетъ младшему 5 коп., 
то у  обоихъ будетъ поровну. Сколько у каждаго денегъ?

Положимъ, что у старшаго х  коп., а у младшаго у коп. 
Если младпйй отдастъ старшему 5 коп., то у перваго бу­
детъ у—5 коп., а у второго х-\-5 коп, По условно задачи:

Подставивъ значеше и въ yp-ie (1')> получимъ
10^-j-5^=18 или 150=18, откуда е= \, а и = 6. 

Итакъ имеемъ

«4-5=3(у— 5) . . . .  
Разсуждая такъ же, составймъ 2-ое yp-ie: 

х—Ь ~ у - \-Ъ ................ ( 2 ) .

( 1>
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Р'Ьшимъ эту систему. Изъ ур ш (2) находимъ ж=у-|-КХ
Подставимъ эту величину вместо х въ yp-ie (1):

у-{-10-|-5=Зу—15, откуда у= й 5, а х=у-\-\0=2Ь.
Лримгъръ 2. Если неизвестное двузначное число разде­

лить на сумму его цифръ, то въ частномъ получится 4; 
если же двузначное число, составленное изъ гЬхъ же цифръ, 
но въ обратномъ порядке, разделить на сумму его цифръ, 
увеличенную единицей, то въ частномъ получится 6. Найти 
это число.

Назовемъ цифру десятковъ черезъ х, а цифру единицъ 
черезъ у. Тогда видъ искомаго числа будетъ ЮжЧ-г/, а числа, 
состоящаго изъ техъ же цифръ, но въ обратномъ порядке, 
10у-\-х. Изъ услов1й задачи легко написать два уравнения.
(Делимое=;делителюХчастное):

1 0 ® + s /= 4 (* + i/) ..................................... (1).
Ю /̂-ф-^=1:6(х—(—г/—j—1 ) .......................   (2).

Раскрывъ скобки, сделавъ приведете и сокративъ yp-ie 
(1) на 3 получимъ

2 х = у ................................................. (Р).
4у—5 х = 6 ................................................. (2').

Подставимъ величину у изъ урчя (Р) въ yp-ie (2'): 
8ж -5ж =6; ж=2; у—4. Искомое число =24.

Поверка. 24:6=4; 42 :7=6.
Примгьрг 3. Пароходъ прошелъ въ 11 часовъ 168 верстъ 

по теченш реки и потомъ 48 верстъ противъ течешя; въ 
другой разъ также въ 11 часовъ онъ прошелъ 144 версты 
по течешю и 60 верстъ противъ течешя. Сколько верстъ 
можетъ онъ проходить въ стоячей воде и какова скорость 
течешя?

Назовемъ скорость парохода въ верстахъ въ часъ въ 
стоячей воде черезъ х, а скорость течешя реки тоже въ 
верстахъ въ часъ черезъ у . Когда пароходъ идетъ по тече­
шю, то къ его собственной скорости х  прибавляется ско­
рость течешя у и, следовательно, онъ проходитъ въ часъ 
х-{-у верстъ. Наоборотъ, когда пароходъ идетъ противъ те-
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чешя, то его скорость уменьшается на величину скорости 
течешя, и онъ проходить въ. часъ х  — у верстъ. Путь въ

168168 верстъ по теченш онъ пройдетъ въ —j— часовъ, а путьх-\-у

въ 48 верстъ противъ течешя прбйдетъ въ 48
х—у

часовъ.

По услов1ю задачи 168 4 8
х + у  х—у :11 а).

Точно также составимъ 2-ое yp-ie: 144 60
= 1 1  - ( 2).х-\-у х —у

Если рЬшать эту систему обыкновеннымъ путемъ, то, по 
освобождении отъ дробей, получаются неравносильныя урав- 
нен1я 2-й степени. Для избЬжашя этого положимъ, что

1 * = и. Тогда ур-1я (1) и (2) примутъ такой видъ:х + у  ’ х— у
1 6 8 ^+ 4 8 ^ = 1 1 ............................ : . (V).
14 4 * + 6 0 a= ll .....................................(2').

1
РЬшивъ эти уравнешя, находимъ 2 =  24! и = То: ЙЛИ

‘ 12’

1 1 , - r + t /= 2 4
ж + ^ ~ 2 4 ’ 0ТКУДа х - у =  12 

1 1 2ж=36; а=18; у=6.
х—у  12

Примгьръ 4. Въ трехклассномъ училищЬ передъ экзаме­
нами число учениковъ 1-го класса было на 35 человЬкъ 
менЬе общаго числа учениковъ 2-го и 3-го классовъ. ПослЬ 
экзаменовъ изъ 1-го класса перешли во второй 34 ученика, 
изъ 2-го въ З-Ш — 30 учениковъ и кончили курсъ 31 уче­
ники 3-го класса, послЬ чего оказалось въ 1-мъ класса въ 
шесть разъ мен'Ье учениковъ, чЬмъ во 2-мъ и въ семь разъ 
менЬе, чЬмъ въ 3-мъ. Сколько учениковъ было въ каждомъ 
классЬ до экзаменовъ?

Назовемъ искомое число учениковъ 1-го класса черезъ х,
2-го—черезъ у  и 3-го—черезъ г.

Изъ перваго услов1я находимъ: х-\-ЪЬ—у-\-г ................ (1).
ПослЬ экзаменовъ въ 1-мъ классЬ осталось х — 34 уче­

ника, во 2-мъ у—30, но такъ какъ 34 ученика перешли изъ



1-го класса, то всего во 2-мъ классе будетъ у  — 30 +  34 =  
—у-{-4 ученика.

Точно также найдемъ, что число учениковъ 3-го класса 
после экзамено'въ будетъ z—31-{-30=,г—1.

Теперь по даннымъ услов1ямъ нетрудно составить 3 урав- 
нен1я:
ж+35 = y - \ - z  (1). Изъ yp-ift (1) и (2) Изъ ур-Ш (3) и (1') 

(ж—34)6= 2/-|-4 (2). исключаемъ у: исключаемъ г\
(ж—34)7= 2—1 (3). —х+35==+:у+г 5ж—243=  — я.

6ж—204= y-f-4 7х—238=г—1.
_ 5*—239=—*+4; 12ж—481= —1;

5ж—2 43= —^ (!'). ж=40.
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Изсл^дован1е уравнешй первой степени.
§ 88. Решая какой-нибудь вопросъ въ общемъ виде, 

когда данныя количества изображены буквами, мы получаемъ 
для опредЬлешя неизвестнаго формулу, представляющую 
равенство, въ одной части котораго находится неизвестное 
(ж, г/, z . . . ) ,  а въ другой — алгебраическое буквенное выра- 
жеше, указывающее, к атя  действ1я и въ какомъ порядке 
надо совершить, чтобы получить значеше этого неизвестнаго.

Во многихъ случаяхъ такое буквенное выражеше указы­
вает^  что не всегда, т.-е. не при всехъ численныхъ значе- 
шяхъ данныхъ буквенныхъ количествъ предложенная задача 
является возможной; далее, что при некоторыхъ значешяхъ 
данныхъ количествъ р еш ете  представляетъ ту или другую 
особенность и т. д.

Изслгъдоватъ решеше уравнешя значить определить по 
полученной формуле, всегда ли данный вопросъ и уравне- 
ше являются возможными или нетъ; затемъ, при какихъ 
именно значешяхъ данныхъ буквенныхъ количествъ вопросъ 
и уравнеше будутъ возможными и невозможными; наконецъ, 
не представляетъ ли уравнеше какихъ-нибудь замечатель- 
ныхъ особенностей при некоторыхъ значешяхъ данныхъ ко­
личествъ.
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§ 89. Положимъ, что имЪемъ уравнете вида 
ах-\-т—Ъх-\-п. Решая его, находимъ (а~Ъ) х— п —т, откуда

_п—т
а—Ь'

Такъ какъ выражеше для х  есть дробь, то величина и 
знакъ ея зависать отъ значетй  количествъ а, Ъ, т и и, 
входящихъ въ ея числитель и знаменатель. При различ- 
ныхъ значешяхъ этихъ количествъ здесь могутъ быть 5 
сл’Ьдующихъ случаевъ.

1. Положительное решете. Если числитель и знаменатель 
им’Ьютъ одинаковые знаки, т.-е. если а>Ъ и п о п  или, если 
а о р  и п> т  г), то х  есть положительное количество, которое 
или представляетъ ответь на данный вопросъ или указы­
ваешь, что задача невозможна только всл,Ьдств1е неудач- 
наго подбора данныхъ чиселъ, которыя подчинены некото­
рому условш, не выраженному въ уравнеши (§ 76. При­
м ерь 1).

2. Отрицательное решете. Если числитель и знаменатель 
имеютъ разные знаки, т.-е. если а>Ъ и п о п  или если ао.Ъ 
и п>т, то х  есть отрицательная величина. Отрицательное 
р е ш е те  указываетъ или на невозможность вопроса или 
(если искомое количество можетъ иметь два противополож- 
ныхъ значещя) на неверную постановку вопроса. Въ послед- 
немъ случае, изменивъ вопросъ, а следовательно и урав­
н ете , въ обратномъ смысле, получимъ положительное ре­
ш ете , удовлетворяющее задаче. (§ 76. Примеры 2 и 3).

3. Нулевое pemeBie. Если числитель равеиъ нулю, а зна­
менатель равенъ некоторой величине, т.-е. если п=т, афЪ, 
то ж=0. Нулевое р еш ете  указываетъ или на невозможность 
вопроса или на то, что величины данныхъ количествъ уже 
сами въ себе содержать р еш ете  вопроса (§ 76. Примеры 
4 и 5).

Заметимъ, что все три разсмотренныя р еш етя  удовле- 
творяютъ съ формальной стороны составленному уравнетю, 
хотя и могутъ указывать на невозможность вопроса. Иное *)

*) Если и и<й», то выражению для х  можно дать такой видь
т—п

перем'Ьнивъ одновременно знаки у числителя и знаменателя.
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нредставляютъ два следующая реш етя. Они, какъ увидимъ, 
указываютъ не только невозможность вопроса, но и невоз­
можность самого уравнешя.

4. Неопределенное ptnieme. Если и числитель и знаме­

натель равны нулю, т.-е. если а=Ъ и п=т, то х Такое

выражение называется выражешемъ неопределенна™ вида
или просто неопределенностью. Чтобы выяснить, что оно 
можетъ обозначать, обратимся къ нашему уравнетю 
ах-\-т=Ьх-\-п. Замйнивъ въ немъ Ь и « соответственно рав­
ными величинами а и т, получимъ равенство ах-\-т=ах-\-т, 
представляющее тождество, а не уравнеше. Тождество же, 
какъ известно, удовлетворяется при всякихъ значешяхъ 
входящихъ въ него буквъ. Поэтому любое значеше х  удов- 
летворяетъ данному вопросу, который такимъ образомъ 
является неопредгьленнымъ 1).

Примгъръ. Если къ искомому числу прибавить |  его и 42, 
то получится число, которое въ 14 разъ более суммы |  иско- 
маго числа и трехъ. Найти это число.

Изъ условШ задачи имеемъ, что ^ +  14(|ж-)-3),
или после приведешя къ простейшему виду:

7as-J-168—7ж—(-168; откуда х =  ■ •

PemeHie показываетъ, что всякое число -удовлетворяетъ 
услов1ямъ задачи (что легко проверить подстановкой), а 
потому данный вопросъ былъ неопределенный.

Замечаше. Выражете вида ? не всегда, впрочемъ, служить

признакомъ неопределенности. Иногда такой видъ npio6pe- 
таетъ дробь оттого, что въ числителе и знаменателе ея нахо­
дится общий множитель, превращающийся въ нуль при неко- 
торыхъ частныхъ значешяхъ входящихъ въ него буквъ. Если

!) Что неопредгъленное выражете q можетъ означать какое угодно число

объясняютъ такимъ образомъ. Пусть g =  п, отсюда им'Ьемъ, что О .п  =  0.

Такъ какъ произведете 0 на какое угодно число равно 0, то следовательно 
п можетъ означать любое произвольное число.
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предварительно сократить дробь на этого множителя, то
она можетъ принять вполне определенное значете.

а2—Ь2 О
Лримгьрг 1. Дробь при а=Ь, обращается въ q. Но,

разложивъ числителя и знаменателя на множители и сокра- 

тивъ, получимъ —~=а-\-Ъ=2а. Заметимъ, что сокра­

щаемый множитель а— Ъ=0, такъ какъ а=Ъ.
т‘ -4то-|-4 О—, при т =  2, обращается въ ^Примгьръ 2.

Но, разложивъ числителя и знаменателя на множители
- (то—2) (то—2) то—2 „

и сокративъ, находимъ ^ + 2 ) (ш—2)^Ъ+~2~ °  (т‘ к‘ m~ 2=rzQ)'

5. Безконечное решете. Если числитель равенъ некото­
рой величине, а знаменатель равенъ нулю, т.-е., если п-фт%

но а=.Ъ, то х = — или, положивъ, что разность п —т=А,

получаемъ * Выражеше ви д а^  называется безконечно-

большой величиной или безконечностью и обозначается зна-
А

КОМЪ СО, такъ ЧТО r c = Q - = c o  .

Обратившись къ начальному уравненш ах-\-т=Ъх-\-и и 
заменивъ въ немъ Ъ черезъ а, получимъ ах-\-т=ах-\-п. Но 
это равенство невозможно, такъ какъ то не равно п. Итакъ 
безконечное р еш ете  указываетъ не только на невозможность 
вопроса, но и на невозможность самаго равенства.

Лримгьрг. Какое число надо прибавить къ числителю и 
знаменателю дроби §, чтобы она обратилась въ 1?

Изъ условШ задачи имеемъ 2-j-x
Ъ ^ х

х(1—1)=3—2, а = ^ = о о

=1, откуда 2-J-£c=3 -{-гс;

Реш еш е показываетъ, что какъ вопросъ, такъ и равенство 
невозможны.

А§ 90. О выражешяхъ вида • Чтобы уяснить смыслъ вы-
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ражетй вида -Q-, возьмемъ какую-нибудь дробь |  и, оста- 
•

вляя въ ней числителя а безъ изменешя, будемъ уменьшать 
знаменателя Ъ въ 10, 100, 100Q, . . разъ. При этомъ, какъ 
известно, величина дроби будетъ увеличиваться въ 10, 100, 
1000,... разъ. Такъ какъ уменьшать знаменателя можно без- 
пред'Ьльно, то очевидно, что величина дроби можетъ воз­
расти до безпред’Ьльно-болыной величины. Поэтому прини- 
маютъ, что когда знаменатель обратится въ нуль, то дробь 
обратится въ безконечно-болыпую величину. Если числи­
тель былъ положительной величиной, то считаютъ, что 
дробь обращается въ положительную безконечно-болыпую 
величину (-|—оо), при отрицательномъ же числителе,—что 
дробь обращается въ отрицательную безконечно-болыпую 
величину (—оо).

АВеличину вида —  считаютъ равной 0, т.-е. частное отъ

д’Ьлешя какой-либо определенной конечной величины на 
безконечно-болыпую величину=0.

Поняые о безконечно-болыпихъ величинахъ, очевидно, 
следуеть считать условнымъ, такъ какъ мы не можемъ ихъ 
себе представить. Темъ не менее оно, какъ и некоторый дру- 
п я  условныя поняыя, вводимыя въ алгебру, приносить су­
щественную пользу, давая косвенные ответы на предложен­
ный вопросъ или указывая на нЪкоторыя особенности во­
проса.

Напр., хотя равенство 2-\-х=2>-\-х и невозможно, но, раз-
2 3деливъ обе части его на ж, получимъ --(-1= -  -}- 1, оукудаX X

мы можемъ заключить, что чемъ более будетъ величина х, 
темъ менее будетъ разность между обоими выражешями

2 м  3 , , — e i  и — k i .X X 1

Действительно, прибавляя къ числителю и знаменателю 
дроби 1 последовательно 1, 2, 3, . . . 100, 1000 и т. д., уви- 
димъ, что она обращается въ дроби |, |, |, ™|, т.-е. чемъ
ббльшую величину мы будемъ прибавлять къ числителю и



знаменателю дроби, тЪмъ менее она будетъ отличаться отъ 
единицы.

Въ особенности важное значете имеютъ безконечныя 
р е ш е т я  въ геометрическихъ вопросахъ.

Примеры изследовапш уравненш.
§ 91. Лримчъръ 1. Черезъ 2 станцш А я В, находящаяся на 

разстоянш d верстъ, одновременно проезжаютъ по напра­
вленно отъ А  къ В  два поезда. Одинъ про’Ьзжаетъ въ 
часъ а верстъ, другой Ъ верстъ. Определить место ихъ 
встречи. * 1

I I I I
С А В  С Положимъ, что встреча по-

ездовъ произойдетъ въ месте С, отстоящемъ вправо отъ А 
на х  верстъ, такъ что А С = х  верстъ, а В С = х—d верстъ.

ОСПервый поездъ пройдетъ разстояше АС  въ - часовъ, а вто-
д* -

рой пройдетъ разстояше ВС  въ —у -  часовъ. По условш за-
х х— d , , , adдачи - = — , откуда их— ах—ad] х(а—b)=ad; х = ——^ ■

1. Полооюителъное ргьшенге. Если а>Ь, то х есть положи­
тельное число и даетъ прямой ответь на вопросъ, что и 
понятно, такъ какъ 1-ый поездъ едетъ скорее 2-го.

2. Отрицательное ршиете. Если асЪ, то х  есть отрица­
тельное число, т.-е. вправо отъ станцш А не можетъ быть 
встречи поездовъ. Действительно, 1-ый поездъ едетъ мед­
леннее 2-го и следовательно не можетъ его догнать. Если 
бы станцш А я В  были начальными станщями отправлен1я, 
то отрицательное регаеше указывало бы невозможность во­
проса. Но такъ какъ поезда только проезжаютъ эти станщи, 
то решеше указываетъ на неправильность предположетя, 
что место С встречи лежитъ вправо отъ А. Предположпвъ, 
что место С лежитъ влгьво отъ А, и назвавъ попрежнему

ОС (!• I ОСАС—х , при чемъ BC=d-\-x, получимъ уравнеше

откуда x = j ^ ^  • Это р е ш е т е  положительное и указываетъ, 
что встреча произошла до прихода 1-го поезда на станцш
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J., при чемъ второй поездъ. догналъ и зат’Ьмъ опередилъ 
первый.

3. Нулевое ргьшете. Если d=0, но а-фЪ, то х=0. Решеше 
указываетъ, что оба поезда одновременно проехали станцш 
А , при чемъ они едутъ съ различными скоростями. Оче­
видно, что (кроме А) они не могутъ иметь никакой встречи.

4. Неопределенное ргьшете. Если d= 0 и а=Ъ, то х—  Ц •
Решете указываетъ на неопределенность вопроса. Действи­
тельно, изъ данныхъ условШ следуетъ, что поезда одновре­
менно проезжаютъ одну и ту же станщю и едутъ съ оди­
наковой скоростью.

5. Безконечное решете. Если а— Ь, но cfc>0, то х = ^ — оэ.
Р еш ете указываетъ на невозможность уравнешя и вопроса. 
Действительно, по услов1ямъ задачи, поезда проезжаютъ 
одновременно черезъ 2 различным станцш и едутъ съ рав­
ными скоростями. Очевидно, что во все время ихъ движе- 
шя они будутъ находиться другъ отъ друга на одномъ и 
томъ же разстоянш=й и потому нигде не могутъ иметь 
местъ встречи.

§ 92. Примера 2. Къ двумъ окружностямъ, радиусы которыхъ 
равны В  и г, проведены 2 обнця внешщя касательный. Найти 
разстояше ихъ точки пересечешя отъ центра окружности 
рад1уса г, если разстояше между обоими центрами О и Оу 
равно d 1).

Положимъ, что искомая точка С лежитъ вправо отъ 
центра 0Г Назвавъ разстояше ОхС черезъ х  и проведя изъ 
центровъ радтусы О А  и ОгВ  къ точкамъ прикосновешя, изъ

СЬ~т~ СС 00подобия А Д -въ  АОС и В 0 1С находимъ - ~ - = -  , откуда
dr

х ~ ъ —  'В —г
1. Если то получается полооюительное pmuenie.

Точка С лежитъ вправо отъ центра Ог въ разстоянш отъ
drн ег о = ^ — •В —г •)
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2. Если R<zr, то получается отрицательное решете. Точка
dv

С лежитъ влгъво отъ центра О въ разстоянш отъ него=^-цд •

Легко найти, что уравнеше въ этомъ случай принимаетъ
.. х — d хтакой видъ •к  г

3. Если <fc=0, но JR'ф-r, то получается нулевое решете 
х —0. Задача невозможна, такъ какъ мы имйемъ здйеь 2 кон- 
центричесшя окружности.

4. Если cfc=0, и JR=r, то получается неопределенное р е ­
шете. Задача неопределенная: обй окружности совпадаютъ 
въ одну.

5. Если с£>0 и R = r, то получается безконечное решете 
(ж=со). Рйшеще указываетъ, что задача невозможна, точки 
пересЬчешя нйтъ или, какъ говорятъ иногда, она удалена 
въ безконечность. Отсюда заключаешь, что обй касательныя па­
раллельны между собой.

О Т Д Ъ Л Ъ  Т Р Е Т 1 Й .

Степени и корни.
В о з в ы ш е н 1 е  въ с т е п е н ь .

§ 93. ОпредЪлеше дЪйств1я и правило знаковъ. Возвысить 
количество въ степень значить взять его мнозюителемъ столько 
разъ, сколько въ показателе степени единицъ.

Изъ правила знаковъ въ умноженш слйдуетъ, что
1. Четная степень всякаго количества есть полооюителъное 

количество.
(-)-а)4=го . а . а . а . = -{-а4; (—а)4= —а.—а.—а.—

(— 1 0 ) 4= 1 0 0 0 0 .

2. Нечетная степень какою-либо количества имеешь знакъ 
самою количества.

(-|-а)5= а  . а . а . а .  а = -^а й; (—а)5= :—а.—а.—а.—а.—а - —-аь\ 
( - j - 1 0 ) 3= 1 0 0 0 ; (— 1 0 ) 3= — 1 0 0 0 .

Число (а), возвышаемое въ степень, называется основа- 
темь степени.
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§ 94. Правила возвышешя въ степень. 1. Чтобы возвысить 
въ степень произведете, слгьдуетъ возвысить въ степень каоюдаго 
множителя отдгьльпо.
(аЪс)п=аЪс.аЪс.аЪс . . . (?гразъ)=ааа . . . ЬЪЬ . . . ссс . . . = а пЬпсп. 

(iаЪсУ=аЬсаЪсаЪс— аааЬ Ь Ь ссс~а3Ь3с3; (2.3.4)3.=23.33.43.=:13824.
2. Чтобы возвысить въ степень дробь, слгьдуетъ возвысить 

въ степень отдельно числителя и знаменателя.
I3 а а а а 3 / 2\3 23 8
) ~Ъ '' Ъ ‘ Ъ~~¥ ’ [5/ ~ 5 3~125 ’

ч а
■ ъ

а
' V .. (п . ааа.... t

р^ - м ь . . . -
3. Чтобы возвысить степень въ новую степень, слгьдуетъ 

показателей степеней перемножить.
(ату —-ататат . . . — am+m+m+ • • • = а тп .

(at)3= a i . а* . а4= а 4+4+4—а4-3= а 12; (102)3= 106г=1000000 . 
При'помощи этихъ правилъ легко возвысить въ степень 

всякш одночленъ.
Примгьры. I. (—Ьт*пр3)3— —125тип р \  

/2а3Ь \4_ 16а12Ь4.
\3тпу 81т4и.8 *
/ а2 \6_ а10

' V 4&е3/  “  102465е15’
§ 95. Возвышеше въ квадратъ многочлена. Евадратъ 

многочлена равенг суммгь квадратовъ всгьхъ его членовъ, сло- 
женной съ удвоенными произведетями всгьхъ членовъ, попарно 
взятыхъ. Въ самомъ д’Ьл’Ь, известно, что квадратъ двучлена: 

(а-\-Ъ)2= а 2-\-Ъ2-\-2аЪ .  ................ .... (1).
По этой формул^ легко получить квадратъ трехчлена 

(a-j-6-f-c)2, зам4>нивъ на время два посл^дше члена Ь-\-с одной 
буквой, напр. К, и затЪмъ сдЬлавъ обратную подстановку: 

2= { а + К )  2= а 2+ К 2+ 2 а К = а 2+ (Ь + сУ -\~2а(Ь + с ) =  

а 2-\-Ъ2-\-с2-\-2Ъс-\-2аЪ-\-2ас, т.-е. 
{a-\-bJr c)2— a 2-[-b2-\-c2-\-2ab^r 2ac-\-2bc ..................... (2 ).

Точно такимъ же образомъ нзъ формулы квадрата трех­
члена легко-найти квадратъ четырехчлепа (a-f-6-j-e-frf)3, зам^- 
нивъ на время два послЪдше члена одной буквой, напр., М:

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. i
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( a - f b + e - f  d!) —  ( a + b + J f ) * = .3 24 - b 2+ i ¥ 2- f 2 a b + 2 a M + 2 & J lf = r  
a 2-j-&2-j-(c-J-c^2-j-2a& -}-2a(c-f-^4~2& (c-i-^), T.-e.

(a —|—2>-j—c-}-<^)2= « 2—1-&2—J—c2-j—<̂ 2—}-2a&-f-2ac-f-2^c?—{—26c—j—
-f-2bd+2cd........................................ (3).

Продолжая поступать такимъ образомъ, убедимся, что 
правило остается справеддивымъ для многочлена съ какимъ 
угодно числомъ членовъ.

Доказательство. Докажемъ эту теорему въ общеыъ вид-Ь способомъ 
математической индущги. Сущность этого способа состоять въ слФдующемъ: 
Предполагая, что известное положете справедливо для многочлена съ п 
членами, доказываютъ, что оно будетъ справедливо и для многочлена съ 
п-\-1 членами.

Напр., намъ известно, что формула квадрата многочлена справедлива 
для 3-хчдена. Поэтому, если докажемъ нашу теорему, то докажемъ, что 
формула квадрата многочлена справедлива для 4-хчдена. Отсюда же сл’Ь- 
дуетъ, что она будетъ справедлива и для 5-ичлена, 6-ичлена и т. д.

Итакъ, предположимъ, что искомая формула вйрна для многочлена 
а-\-Ъ-\-с . .-J-р, состоящаго изъ п членовъ. Обозначим!, этотъ многочленъ 
одной буквой Р  и прибавимъ къ нему еще одинъ (и+1-ый) членъ q. Тогда 

(о -)-Ь -(-с  . . . + i 3 + 2 ) 2= ( P - f  <?)а.
Принимая Р  за одночленъ, получнмъ (P-|~g')2= P 2-f-2Pg'-f-22. Зам'Ьтивъ, 

что Р 2 представляетъ сумму квадратовъ и сумму удвоенныхъ произведенШ 
п членовъ многочлена Р=а-\-Ъ-{-с ... -)-р, а 2Рд есть сумма удвоенныхъ произ- 
веденШ членовъ этого многочлена на w -fl-ый членъ q; наконедъ, что q2 
есть квадратъ n-f-1-го члена, заключаемъ, что формула квадрата многочлена 
справедлива для многочлена съ «+ 1  членами, т.-е. что она справедлива 
для многочлена съ какимъ угодно числомъ членовъ.

Полезно заметить при возвышеншвъ степень многочлена, 
члены котораго имйютъ разные знаки, что квадраты членовъ 
будутъ всегда съ положительными знаками, а удвоенный про­
изведены или съ положительными или съ отрицательными 
знаками, смотря по тому, произошли они отъ перемножешя 
членовъ съ одинаковыми или съ разными знаками.

Примгьръ. (l-f-3a—5a3)2= l-f -9 a 2-j-25aG-|-6a—10a3—30a4.
Въ заключеше укажемъ, что въ нФжоторыхъ случаяхъ 

квадратъ многочлена предпочитаютъ выражать въ другомъ 
вид*, а именно

—(—2 (a—f-6)c—{—с2 
+ 2 (a + b + e )< * + r f*

т.-е.
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Евадратъ многочлена равенъ квадрату 1-го члегш-\-удвоен- 

ное произведете 1-го члена на 2-ой-\-квадратъ 2-го члена-\- 
удвоенное произведете первыхъ двухъ членовъ на 3-ш-\-квадратъ 
3-го члена-\-и т. д.
, Справедливость этого тождества сл'Ьдуетъ изъ того, что 

вторая часть его содержитъ сумму квадратовъ всЬхъ чле­
новъ, сложенныхъ съ удвоенными произведетями всЬхъ 
членовъ, взятыхъ попарно.

Извлечете корня.
§ 96. ОпредЪлеше д£йств1я и правило знаковъ. Извлечь 

изъ даннаго количества корень какой-нибудь степени значить 
найти количество, которое, будучи возвышено въ ту же самую 
степень, равнялось бы данному количеству.

Изъ правила знаковъ при возвышенш въ степень сл'Ь­
дуетъ, что

1. Еоренъ нечетной степени изъ полооюительнШо количе­
ства есть положительное количество, а изъ отрицательнаго— 
отрицательное.
| / + б Г — _|_4; т. к. (_)-4)з—64; | / ^ 6 4 = —4, т. к. ( - 4 ) 3= - 6 4 .

2. Еоренъ четной степени изъ положительнаго количества 
мооюетъ быть положительнымъ и отрицателънымъ количе­
ство мъ.

|/-) -2 5 = ± 5  0, такъ какъ (-(-5)2= + 2 5  и (—5)a=-J-25;
|/8 1 = ± 3 , такъ какъ (-f-3)4=:81 и (—3)4=81.

3. Еоренъ четной степени изъ отрицательнаго количества 
есть выраэюете невозмооюное, потому что какъ всякое поло­
жительное, такъ и всякое отрицательное количество при 
возвышенш въ четггую степень даютъ только положительный 
количества. Такимъ образомъ, | / —36, У—16, У —5 — выра- 
жешя невозможный или, какъ ихъ чаще называютъ, выра- 
жешя мнимыя.

!) Выражеше^б читается: плюсъ 5 и мпнусъ 5 или пдюсъ-минуеъ 5. 
Въ дальн'Ьйшемъ пзложенш мы, въ большинства случаевъ, для краткости, 
не будемъ ставить двойного знака.

7*
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Ариеметическимъ значешемъ корня называется полооюи- 
тельное значеше корня изъ положителънаго числа. Въ даль- 
нМ ш емъ изложены мы будемъ говорить только объ арие- 
метическихъ значешяхъ корней.

§ 97. Правила извлечешя корня. 1. Чтобы извлечь корень 
изъ произведенгя, слгьдуетъ извлечь ею изъ каогсдаю мнооюителя 
отдгьльно или корень изъ произведенгя равенъ произведений 
корней изъ всгьхъ ею мноогсителей.

У Ш Ц /а Г /Ь .У ь
Действительно, возвысивъ обе части въ п-ую степень, 

получимъ тооюдество:
( ’\Jabc)n=(\Ja)n ■ С{/b'f - (’\Jc)n, откуда аЪс=аЬс1).

2. Чтобы извлечь корень изъ дроби, слгьдуетъ извлечь ею 
отдгьльно" изъ числителя гг изъ знаменателя.

п Га__У  а

У
, такъ какъ
Ь Уь

”/ а \ п_ а  (Уа)п_ а
V ь ) ь (у ъ у  ь '

3. Чтобы извлечь корень изъ степени,, слгьдуетъ погсазателя 
сгпеггени раздгьлить на показателя корня.

Уа*=а2, такъ какъ (а2)2—а4; 1/а12= а4, такъ какъ (а‘)3—а12.
УП

Вообще п\]ат—  а п (предполагаемы, что т делится безъ 
остатка паи), такъ какъ, возвысивъ обе части этого равен­

ства въ n-ую степень, получимъ (у/а ”)" = \а " )  или ат— ат.
§ 98. Извлечете корня изъ одночленовъ. Применимы эти 

правила для извлечешя теория изъ одночленовъ.

')  {уаЪс)п=аЬс\ {у а )п= а-,{уь)п=Ъ-,{ус)п=  с, такъ какъ возвышеше . 
количества въ м-ую стеиепь и извлечете изъ тога же количества корня 
п-ой степени суть д-Ьйств!я взаимно-уничтожаюлпяся.

Необходимо заметить при этомъ, что повЬрка равенствъ при помощи 
возвышегпя въ степень и получешя тождества возможно только тогда, 
когда возвышаемый количества илтЬють одинаковые знаки. Иначе можно 
npiuTH къ нелЬнымъ выводамъ. Напр.-)-у/а=—\/а, такъ какъ ( + \ / а) 2 =  а 
и (—\/а )2= а  и нроч.; на этомъ основано много такъ называемыхъ мате- 
матическихъ софизховъ.
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Примгьры. 1. у/—32а1ьЬьс20= —2а3Ьс\ 
0 /№ _ а * Ь *

У 25т2 Ът
' / 27а°Ье _ ЗаъЪ2
J 64ж15п3 4 тъп

§ 99. Выведете множителей изъ-лодъ знака корня. Въ
тЪхъ случаяхъ, когда нельзя извлечь корня изъ всего под­
коренного количества, это последнее разлагаютъ на множи­
телей и извлекаюсь корень только изъ гЬхъ его множителей, 
изъ которыхъ это возможно сделать.

Цримгьры. 1 \/18—\/9.2=3^2.

У/ 34 ‘= i vC2' ■' 4 2
3. \[aW=3Ja\ а \ Ъ\ Ъ=аЪ\ Ц^Ъ.
. |  /  50т3 f~ 25:2mhn 5ж [~

у  27п¥ | /  9.3м8м ~ 3 п г‘ \ /
2 т 
Зю

Если, наоборотъ, требуется подвести множителя подъ 
знакъ корня, то его сл’Ьдуетъ возвысить въ степень, рав­
ную показателю корня.

Примгьры. 1. 2\/5 =  \/22. 5—\/20.
2. a\jb = 1/а3Ь.

16 тъ4т2 Г]—g - y m = | /  -
25

Извлечете квадратиаго корня.
§ 100. Изъ таблицы умножетя известно, что числа

1, 4, 9, 16, 25, 86, 64, 81, 100 ....................(1)
суть квадраты посл'Ьдовательныхъ ц4>лыхъ чиселъ отъ 1 до 
10 и что, следовательно, квадратные корни изъ написан- 
ныхъ чиселъ будутъ

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1 0 ........................(2)
Все целыя числа, состояния изъ однехъ единицъ, или 

изъ единицъ и десятковъ, кроме яаписанныхъ въ первомъ 
ряду, напр., числа 3, 7, 20, 56 и т. д. не квадраты и потому 
изъ нихъ нельзя извлечь квадратиаго корня. Это легко до-
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казать. Положимъ, наир., что сл’Ьдуетъ найти (/20. Квадратн. 
корень изъ 20, очевидно, не можетъ быть ц'Ьлымъ числомъ, 
такъ какъ 42< 20 , а 52> 20 . Докажемъ, что (/20 не можетъ 
быть и дробью. Въ самомъ д'ЬлЪ если

^20—“ то (vW)2—^  или 20=  р ,

но ^ есть несократимая дробь (иначе мы могли бы пред­

ставить ее въ прост'Ьйшемъ виде или сократить), т.-е. числи­
тель и знаменатель ея не имеготъ общихъ множителей, а

тогда, следовательно, и квадратъ ея ~  есть тоже несокра­

тимая дробь. Такимъ образомъ, предположеше, что у /20= |, 

привело насъ къ нелепому заключенш, что целое число 20
О? /—равно несократимой дроби Итакъ, у  20 не можетъ быть

ни целымъ числомъ, ни дробью, что и следовало доказать.
Изъ такихъ чиселъ, какъ 20, 3, 7, 56,.. можно извлекать 

квадратные корни только приближенные, т.-е. находить числа, 
квадраты которыхъ приблизительно равнялись бы этимъ 
числами. Оставивъ пока этотъ вопросъ, обратимся къ извле­
чений корня изъ полныхъ квадратовъ ббльшихъ 100г).

§ 101. Число цифръ кв. корня. Квадратъ числа содержитъ 
или вдвое болгье цифръ, чгьмъ самое число  ̂ или вдвое болтье 
безъ единицы. Въ самомъ деле, квадраты всехъ однознач- 
пыхъ чиселъ отъ 1 до 9 содержать или одну или двгь цифры 
(22= 4 ; 52=25), квадраты всехъ двузначпыхъ чиселъ отъ 10 
до 99 содержать или три или четыре цифры (112 =  121; 
402= 1 600), квадраты всехъ трехзначныхъ чиселъ отъ 100 до 
999 содержать или пять или шесть цифръ (1252=15625; 7802=  
=608400) и т. д.

Это свойство позволяетъ сразу определить, сколько цифръ 
имеетъ квадратный корень изъ какого угодно числа, раз- * 4

!) Зам’Ьтимъ, что полные квадраты могутъ оканчиваться только на 1,
4, 6, 9, 25 илп иа четное число нулей, передъ которыми должно стоять 
одно изъ этих'!, чиселъ.
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бивъ это число отъ правой руки къ л$>вой на группы, по 
двЪ цифры въ каждой, при чемъ въ первой отъ начала 
числа групп!, можетъ оказаться одна цифра. Число этихъ 
группъ или, какъ ихъ называютъ, граней равняется числу 
цифръ кв. корня.

§ 102. Извлечете кв. корня изъ чиселъ отъ 100 до 10000.
Кв. корень изъ такихъ чиселъ состоитъ изъ двухъ цифръ— 
единицъ и десятковъ. Положимъ, что требуется извлечь кв. 
корень изъ 4761.

ОбщШ видъ всякаго двузначнаго числа есть Юх+г/, гд ! 
х—цифра десятковъ, а у—цифра единицъ. Обнцй видъ квад­
рата такихъ чиселъ есть (Юж-f-?/)1 2 =  100х*-\-2.10ху-\-у2, т.-е. 
квадрат?, двузначнаго числа состоитъ изъ квадрата его десят- 
ковъ} удвоенного произведены десятковъ на единии,ы гг квадрата 
единицъ.

Разд!лимъ данное число на грани: 47'61. Квадратъ числа 
десятковъ будетъ никакъ не болгъе числа первой грани, т.-е. 
47, такъ какъ квадратъ десятковъ х), какъ число, оканчи­
вающееся двумя нулями, не можетъ быть бол^е 4700. Итакь, 
квадратъ числа десятковъ искомаго корня или равенъ, 
или менЬе 47. Онъ не можетъ быть равенъ 47, такъ 
какъ 47 не есть квадратъ, значитъ, онъ меюъе 47. 
Возьмемъ для цифры десятковъ число, квадратъ котораго 
наиболее приближается къ 47. Это будетъ 6, такъ какъ 
62=36. Такимъ образомъ, число единицъ, выражаемое циф­
рой десятковъ корня, будетъ 60; квадратъ его 602 =  3600. 
Вычтемъ его изъ даннаго квадрата: 4761—3600=1161. Оста- 
токъ 1161 заключаетъ въ себ!. два числа: удвоенное произ­
ведете десятковъ на единицы и квадратъ единицъ.

Удвоенное произведете числа десятковъ на единицы не 
можетъ быть болЪе 116, такъ какъ произведете десятковъ 
на единицы, какъ число, оканчивающееся одними нулемъ, 
никакъ не болЪе 1160. Отсюда сл^дуетъ, что разд^ливи 116 
на удвоенное число десятковъ, т.-е. на 12, получимъ въ

1) Во нзб'ЬжаЕае недоразум4шй надо строго различать выражения:
квадратъ числа десятковъ и квадратъ десятковъ числа. Такъ, у 54 квадратъ 
числа десятковъ или 52=2б, а квадратъ десятковъ или б02=  2500.
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частномъ число 9, которое будетъ, во всякомъ случай, не 
меньше числа единицъ, а будетъ или равно или больше его. 
' Примемъ 9 за цифру единицъ и сдЪлаемъ поверку. Если 
окажется, что эта цифра велика, возьмемъ 8; если и эта 
велика, возьмемъ 7 и т. д. Удвоенное произведете десят- 
ковъ на единицы—2.60.9=1080. Вычтемъ это число изъ по- 
лученнаго остатка: 1161—1080=81. Новый остатокъ 81 дол- 
женъ равняться квадрату единицъ. Такъ это и есть въ 
действительности, потому что 92= 81 . Порядокъ дгЬйств1я рас­
полагается такимъ образомъ:

>/17*61=69.
3600

9
92

116,1
1080

81
81
О

Обыкновенно, впрочемъ, этотъ порядокъ упрощаютъ.
Во-первыхъ, нулей у квадратовъ десятковъ не пишутъ, 

а только подразумевают!..
Во-вторыхъ, двапоследн1ядейств1я, т.-е. вычитате удвоен- 

наго произведешя десятковъ на единицы и квадрата еди­
ницъ соединяютъ въ одно действие. Такъ какъ 2.60.9-(-92=  
=  (2.60-)-9).9 =  129.9 О» то вместо этихъ двухъ действШ 
можно, приписавъ къ удвоенной цифре десятковъ (12) най­
денную цифру единицъ (9), помножить полученное число на 
число, единицъ и затемъ произведете вычесть. Такимъ об­
разомъ:

1. -|/47тбТ=69. 
36

129)116,1 
9(116 1

2. ]/8'41=29. 
4

49144,1 
9)44 1

3. j/56'25=75. 
49

145'
5'

72,5 
72 5

О 0 O j
Во 2-мъ примере при делеши 44 на 4 получилось част­

ное 11, которое очевидно не можешь представлять цифру еди­
ницъ. Поэтому за цифру единицъ взяли 11—2=9.

L BL4 Илн въ общемъ вид-Ь: 2.10ху-\-у1=(20ю-\-у)у.
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§ 103. Извлечете кв. корня изъ чиселъ большихъ 10000.
Извлечете кв. корня изъ чиселъ, состоящихъ бол’Ье чЪмъ 
изъ четырехъ цифръ, по существу нич^мъ не отличается 
отъ извлечетя корня изъ трехъ и четырехзначныхъ чиселъ. 
Положимъ, наир., что требуется найти j/39'43'84. Разд'Ьливъ 
подкоренное число на грани, заключаемъ, что искомый ко­
рень состоитъ изъ сотенъ, десятковъ и единицъ. Но сотни 
и десятки, взятые вм-ЬстЪ, можно разсматривать какъ де­
сятки г). Такимъ образомъ, попрежнему, имгЬемъ, что под­
коренное число состоитъ изъ квадрата десятковъ, удвоен- 
наго пройзведешя десятковъ на единицы и квадрата еди­
ницъ. Квадратъ десятковъ, какъ число, оканчивающееся 
двумя нулями, можетъ заключаться только въ первыхъ двухъ 
граняхъ. Извлекая изъ нихъ корень и загЬмъ разсуждая 
попрежнему, опредЪлимъ и единицы корня.

Положимъ еще, что надо найти j/l'33'63'36. Искомый ко­
рень состоитъ изъ тысячъ, сотенъ, десятковъ и единицъ, 
но первые три разряда можно считать за десятки. Квадратъ 
ихъ заключается въ первыхъ трехъ граняхъ даннаго числа. 
Извлекая изъ нихъ корень, прибавимъ къ остатку послед­
нюю грань и поступая какъ pamfee, найдемъ искомое число.

I. у 39'43'84=-628. II. |/1'33'63'36=1156. Ш. |/16'56'49=
36 1 16

122 34,3 21 3,3 807 564,9
■2 24 4 1 21 7 564 9

1248 9 98,4 225 126,3 0
8 9 984 5 1125

0 2306 1383,6
6 1383 6

О
Итакъ, чтобы извлечь кв. корень изъ даннаго числа, разби- 

ваемъ его на грани, гго двгъ цифры въ каждой. Извлекая ко­
рень изъ первой грани, ггайдсмъ первую цифру корня. Вычтя 
изъ первой грани квадрагпъ первой цифры корпя, снесемъ къ 
остатку вторую грань гг чггсло десягпковъ полученного числа 
раздгьлимъ на удвоенную первую цифру корня. Полученное •)

•) Напр., число 526 состоитъ изъ 52 десятковъ п 6 едпвицъ.



— 114 —

частное припишемг кг дтлителю (т.-е. кг удвоенной 1-й цифргь 
корня) и полученное число у множима на частное. Если про­
изведете будет равно или менте остатка в'мтьстгь со вто­
рою гранью, то частное будешь второй цифрой корня. Вг 
противномъ случат, частное слгъдуетг уменьшить на 1, 2  и 
болте единицъ.. Такъ оке находимъ и остальныя цифры корня.

§ 104. Извлечете кв. корня изъ дробей. Чтобы извлечь 
корень изъ простой дроби, огЬдуетъ, какъ уже было ска­
зано ранее, извлечь корни изъ ея числителя и знаменателя.

V 6889 __]/6889 • 83
455625 У455625 675

При извлеченш корня изъ десятичной дроби, необходимо 
помнить, что число десятичныхъ знаковъ ея непременно 
должно быть четное, такъ какъ квадратъ десятичной дроби 
всегда содержитъ вдвое более десятичныхъ знаковъ, чЪмъ 
самая дробь х). Поэтому нечетное число десятичныхъ зна­
ковъ прямо указываетъ на невозможность извлечешя точ- 
,наго корня.

Корень извлекается сперва изъ целой, а потомъ изъ 
дробной части.

и  /осГпН « /2809  j/2809 53 ,  _Напр., 1 /2 8 ,0 9 = 1 /----- =  ?-= =  —  = = 5 ,3  или
Г 100 ) /  — 10100

I. ] /28,09=5,3. И. |/62,88'49=7,93. III. j/0,'00'31'36 =0,056.
25 49 25

103 30,9 149 138,8 106 63,6
3 30 9 9 134 1 6 63 6

0 1583 474,9 0
474 9 

0
§ 105. Извлечете кв. корня по приблишетю. Если данное 

число не есть полный квадратъ, то изъ него можно извлечь 
корень только съ приближешемъ, т.-е. найти число, квад­
ратъ котораго приблизительно равнялся бы данному числу 
( § 100).

Извлечь корень съ приближешемъ до 1, д  и т, д.
значить найти одно изъ двухъ чиселъ, разность между ко-

0  Это прямо сл4дуетъ изъ правила умножешя десят. дробей: 2,52=6,25; 
2.632 =  6,9169 и т . д.
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торыми равна 1, f0, ~  и т. д. и между квадратами ко-
торыхъ заключается данное число. ___

Щ и м щ ъ .  Найти |/547 съ точностью до 1. |/5г47=23.
4

43 147 
.3 129

18
Число 23 и есть кв. корень изъ 547 съ приближешемъ 

до 1, такъ какъ 232<547. Второй приближенный корень есть 
24, такъ какъ 242>547.

Чтобы извлечь кв. корень съ приближешемъ или, какъ 
еще говорятъ, съ т очност ью  до 4  4, ш ,  и т- Д*» сле- 
дуетъ, согласно замечанш предыдущаго §, приписать къ 
подкоренному количеству вдвое б о лп е  нулей, чЪмъ сколько 
ихъ въ знаменателе степени точности, затЪмъ извлечь ко­
рень и отделить въ немъ справа столько десятичныхъ зна- 
ковъ, сколько указано степенью точности.

Примтъры. 1. Извлечь 5̂47 съ точностью до 4-
\/ 5'47,00'00=23,38. 

4
43

3
463

3
4668

8

14,7
129
180,0
1389
4110,0
37344
3756

Число 23,38 и есть искомый корень, такъ какъ 23,382<547. 
Второй приближ. корень есть 23,39.

2. Извлечь \J Ь съ точностью до 0,001.
\J 5'ООЮО'ОО—2,236.

4
42

2
443

3
4466

6

10,0
84
160,0
1329
2710,0
26796

304
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При извлеченш приближеннаго корня изъ простыхъ дро­
бей, ихъ обыкновенно обращаютъ въ десятичныя.

Извлечете приближеннаго корня изъ десятичной дроби 
съ точностью до д  , jig, ... дЪлается на тйхъ же основа- 
шяхъ и совершенно такъ же, какъ извлечете приближен­
наго корня изъ цЪлыхъ чиселъ. Именно, преобразовываютъ 
данную дробь, чтобы число десятичныхъ знаковъ ея было 
вдвое бол^е числа нулей знаменателя степени точности, для 
чего или приписываютъ следуемое число нулей или, на- 
оборотъ, откидываютъ ли ш те  десятичные знаки, и затЬмъ 
поступаютъ по предыдущему.
Пр. 1. Извл. \/2,8 съточн. до 0,01; ]/ 2',80'00=1,67.

2. „ V 0,69132739 „ „ „ 0,001; j/0',69'13f27=0,831.
3. „ у/ 0,00072 „ „ „ 0,001; l /  0,.00,07,20'=0,026.
4- „ v/T » * * 0,1; У У =р/<Ш =0,9.

§ 106. Извлечете квадратнаго корня изъ многочленовъ. 
Извлечь квадратный корень изъ многочлена значить найти 
многочленъ, квадратъ котораго былъ бы равенъ подкорен­
ному количеству. Изъ этого опредЪлетя сл^дуетъ, что из­
влечь кв. корень гш  двучлена нельзя, такъ какъ квадратъ на­
им еньш ая многочлена, т.-е. двучлена состоять изъ трехъ 
членовъ.

Положимъ, что слЪдуетъ извлечь корень изъ
[ /  49а4—28а3—17a2-j-6a-J—|. Допустимъ, что искомый корень 
есть многочленъ вида %-\-y-\-z-\- . . . , где х, у, z, . . . неиз­
вестные пока члены корня, расположенные какъ и члены под­
коренного количества по нисходящимъ степенямъ одной и той 
же буквы (а).

Итакъ мы имеемъ:
49а4—28а3—17a2-f--6rt -hf=r(^ + 2/+^-f- • • • )2 или (§ 95)

49а4—28а3— 17a2- j - 6 a 2 (x - \-y )z  -f *2- f . . .  (1).
Такъ какъ высппй членъ подкоренного количества есть 

квадратъ высшаго члена корня, то 49а4—х 2. Откуда х= 7а2; 
это и есть первый членъ корня.

Вычитая изъ обйихъ частей равенства ( 1) равныя коли­
чества 49а4 и х 2, получимъ

—28а3—\ l a 2+<3a-\-l=.2xy-\-y24r 2(x-\-y)z-\-z2 . . .  (2)
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Въ этомъ равенстве высппй членъ первой части долженъ 
равняться высшему члену второй части; следовательно 
—28я3=2ж«/=2.7а2«/, откуда второй членъ корня

28а3 
У~  Н а 2' —2а.

Находимъ произведете 2ху-\-у2—(2х-]-у)у=(Ыа2—2а).—2а 
= —28а3-}-4а2 и вычтемъ его изъ перваго остатка (2) подко­
ренного количества. Тогда

—21a2-)-6a -|-f= 2(a;-)-j/) -̂j-^2 . . . =2xz-\-2уг-|-,г2-}- . . . (3). 
Выеппе члены этихъ остатковъ должны быть равны между 

собою.

Поэтому—21 а 2= 2  xz, 21а2 3
откуда * = - Ш Р = - 2. (ТретШ членъ

корня).
Найдемъ произведенге 2хе -f- 2уз -J- .г2 =  (2® -\-2y-\- ф  =  

= (14а2-—4а—|).—\= —21a3-f-6a-j-f. Вычитая его изъ второго 
остатка (3) подкоренного количества, получимъ 0. Итакъ, 
искомый корень: 7а2—2а—§. Заметимъ, что, при извлеченш 
корня изъ 49а4, мы взяли только его полооюителъное значе- 
me (-f-7a2). Если бы мы взяли его отрицательное значете, 
то знаки всЪхъ членовъ изменились бы на обратные. Та­
кими образомъ найденный корень правильнее писать такъ:

Н=(7а2—2а—|).
Действ1е располагаютъ следующими образомъ:

У 49а4—28а3—17а2-)-6а-(-|=7аг—2а—§.
4 - 49а4 

14а2 —2а 
—2а

—28а3—17а2 
±28a3zp 4а2

14а2—4а— |
_ 3

.____ ________ 2

—21a2-f-6a-ff 
± 2 1 a2rp6a=pl 

О
Итакъ, чтобы извлечь квадратный корень изъ многочлена, 

располагаютъ его по нисходящими (или по восходящими) 
степенями одной буквы.

1-й членъ корня получится при извлечены! кв. корня 
изъ l-ro члена подкоренного количества. Вычтя квадратъ 
перваго члена корня изъ подкоренного количества, получа- 
ютъ 1-й остатокъ.
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РаздЬливъ 1-й членъ 1-го остатка на удвоенный 1-й членъ 
корня, получаютъ 2-й членъ корня. Сумму удвоеннаго 1-го 
члена и 2-го члена умножаютъ на 2-й членъ; вычтя полу­
ченное произведете изъ 1-го остатка, получаютъ 2-й оста- 
токъ.

Разд4ливъ 1-й членъ 2-го остатка на удвоенный 1-й 
членъ, получимъ 3-й членъ корня.

Къ суммЬ удвоеннаго 1-го и удвоеннаго 2-го члена при­
бавляюсь 3-й членъ; полученный трехчленъ умножаютъ на
3-й членъ корня; вычтя полученное произведете изъ 2-го 
остатка, получаютъ 3-й остатокъ.

Разд’Ьливъ 1-й членъ 3-го остатка на удвоенный 1-й членъ 
корня, получимъ 4-й членъ корня и т. д.

Изъ изложеннаго' слЬдуетъ, что, если выснпй и низшШ 
члены подкоренного количества не суть точные квадраты, то 
корень не можетъ быть извлеченъ.

Извлечете кубичнаго корня.

§ 107. При помощи унножешя легко найти, кто кубы
чиселъ: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1 0 ....................................(1).
будутъ: 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000 ....................................(2).

ВсФ цФлыя числа отъ 1 до 1000, кром-Ь стоящихъ въ ряд’1; (2), нанр., 
5, 100, 450 и т. д. не кубы и потому изъ нихъ можно извлекать только 
приближенные кубичные корни, т.-е. находить числа, кубы которыхъ при­
близительно равнялись бы этимъ числамъ.

§ 108. Число цифръ куб. корня. Кубъ числа содержишь или втрое болпе 
цифръ, чпмъ самое число, или второе болпе безъ единицы, или втрое болпе 
безъ двухъ. Въ самомъ Д'1и4, кубы всФхъ однозначныхъ чиселъ содержать 
3, 2 или 1 цифру: 83=512; 43 =  64; 23=8;
кубы вс-Ьхъ двузначныхъ чиселъ содержать 6, 5 или 4 цифры:

903 =  729000; 253=15625; 113=1331; 
кубы вс'Ьхъ трехзначныхъ чиселъ содержать 9, 8 или 7 цифръ: 

9003=729000000; 4003=64000000; 1113=1367631 и т. д.
Поэтому, если разобьемъ данное число отъ правой руки къ л’Ьвой на 

грани по три цифры въ каждой, при чемъ въ первой отъ начала числа 
грани можетъ быть 1, 2 или три цифры, то найдемъ число цифръ куб. 
корня. Оно, очевидно, будетъ равно числу граней.

§ 109. Извлечение куб. корня изъ чиселъ отъ 1000 до 1000000.
Куб. корень такихъ чиселъ состоитъпзъ двухъ цифръ:десятковъиединицы 
ОбщШ видъ двузначнаго числа, какъ уже было замечено, есть 10x-j-y; сл!;-
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довательно, обпцй видъ куба его будетъ (1 Ox-f-y)3= 1000ж3-|-3.100а:2у-|- 
-f-3.10®2/2-)-?/3, т.-е. кубъ двузиачнаю числа состоишь изъ куба ею десяткоп, 
утроенною произведенья квадрата десяткоп на единицы, утроенною произве­
дения десятковъ на квадратъ единицъ и куба единицъ.

Положимъ, что требуется найти У 314432. Кубъ цифры десятковъ не 
можетъ быть бол^е числа 1-2 грани, т.-е. 314, такъ какъ кубъ десятковъ, 
какъ число, оканчивающееся тремя нулями, не можетъ быть бол^е 314000. 
Возьмемъ поэтому для цифры десятковъ, число наиболее приближающееся 
къ 314. Такое число будетъ 6, такъ какъ 63=216, а 73=  343.

Вычтемъ кубъ десятковъ, т .-е . 603=216000 изъ даннаго числа: 
314432—216000=98432. Этотъ остатокъ, очевидно, состоять изъ утроеннаго 
произведетя квадрата десятковъ на единицы, утроеннаго произведетя 
десятковъ на квадратъ единицъ и куба единицъ.

Цифру единицъ найдемъ на основати сл'Ьдующихъ соображенШ. 
Утроенное произведете квадрата десятковъ на единицы, какъ число, 
оканчивающееся двумя нулями, не можетъ быть бол4е 98400. Следова­
тельно, раздали въ 984 на утроенный квадратъ цифры десятковъ, т.-е. на 
3.62=108, найдемъ число 9, которое будетъ никакъ не мен-iie цифры еди­
ницъ, а будетъ или равно, или болпе ея.

Сд'клаемъ повЬрку, не велика ли взята цифра единицъ. 
Утроенное произведете квадрата дес. на единицы 3.100х2у=3.602.9=  97200 
Утроенное произведете десятк. на квадр. единицъ 3.10ап/2 =3.60.92=  14580

Кубъ единицъ г/3=  93=  729

Сумма=112509
Сумма трехъ частей полнаго куба бол$е полученнаго остатка:

112509>98432.
Итакъ, цифра единицъ была слишкомъ велика. Уменыпимъ ее на 1 

т.-е. возьмемъ 9—1=8 и сд'Ьлаемъ вторую поверку:
3.100х2г/=3.602.8 =  86400 
3.10 ху* =3.60.82=11520 

2/3= 83=  512

Сумма=98432
Сумма трехъ частей куба равна остатку, следовательно, цифра еди­

ницъ определена вЬрно.
Въ некоторых'!, случаяхъ приходится Д'Ьлать бол-Ье двухъ иовЬрокъ и 

цифру единицъ уменьшать на 2 и бол'Ье единицъ.
Самое действie располагается въ такомъ порядке:

У 314432=68. 
216 3.602.9 =97200 3.602.8 =86400

3.62=108 984,32 3.60. 92=14580 3.60. 82=11520
984 32 93=  729 83=  512

0 112509 98432
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Примеры 1. ^79 '507=43. 
64

3.42=48 155,07 
155 07

0
У ~¥Ш =и.

1
3.12=3 17,44 

17 44

О

3.102.5 =1500 
3.10. 52= 750 

53=  125

2375

3.402.3 =14400 
3.40. 32= 1080 

Зз= 27

15507

3.102.4 =1200 
3.10. 42= 480 

43= 64

1744

110. Извлечете куб. корня изъ чиселъ большихъ 1000000 совершается 
по т4мъ же вравиламъ и отличается только большею сложностью дМствШ.

Положимъ, что требуется найти ^/45'882'712. Искомый корень состо­
ять нзъ сотень, десятксвъ и единицъ. Разсматривая сотни и десятки, взя­
тые. вм4ст4, какъ десятки, заключаемъ, что кубъ десятковъ, какъ число, 
кончающееся тремя нулями, заключается въ первыхъ двухъ граняхъ. 
Извлекая изъ нихъ корень и разсуждая по предыдущему, находимъ еди­
ницы корня.

Примпръ. ^/45'882'712 =  358. 
27

3- 32=  27 188,82
158 75

3.352=3675 30077,12
30077 12

0 '

3.302.6 =16200 
3.30 .62= 3240 

03= 216

19656 
3.302.5 =13500 
3.30. 52= 2250 

53= 125

15875
3.3502.8 =  2940000 
3.350. 82= 67200 

83= 512

3007712

Итакъ, чтобы извлечь куб. корень изъ даннаго числа, разбиваютъ ею па 
грани и, извлекая корень изъ первой грани, находятъ первую цифру корпя. 
Къ остатку спосятъ 2-ю грань и число сотенъ полученнаго числа дплятъ па 
утроенный квадратъ первой цифры корня. Частное будешь или второй цифрой 
корня или болпе ея на 1 ,2 ,... Ее испытываютъ поверкой и, если нужно, 
уменыиаютъ на 1 ,2 ,... Такъ же находятъ осталъныя цифры корня.

§111.  Извлечете куб. корня изъ дробей. Чтобы извлечь корень изъ 
простой дроби, сл’Ьдуетъ, какъ известно, извлечь его отдельно изъ числи­
теля и знаменателя. Корень изъ десятичной дроби извлекается сперва изъ 
ц-Ьлой, а потомъ изъ дробной части, при чемъ число десягичныхъ знаковъ
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данной дроби непременно должно быть кратнымъ трехъ, т.-е. 3 ,6 ,9  и т. д. 
Это прямо следуетъ изъ правила умноженia десятичн. дробей!. „

3/  926L 21
V 1860867 123'

з I

Примгьры. 1.

v/389',017 = \ J
389017__73 
1000 “ JO=7,3 или

^389',017 =  7,3.
§ 112. Извлечете куб. корня по приближешю. Если данное число не 

есть полный кубъ, то изъ него можно извлечь приближенный корень съ 
точностью до 1, то, и т. д., т.-е. найти одно изъ двухъ чнеелъ,
разность между которыми будетъ равна 1, то, ... и т. д. и между кубами 
которыхъ заключается данное число.

Примгьръ. Найти у/71025 

У11' 025=41.

3.42 = 48
64__
70, 25 
49 21 
21 04

съ точностью до 1.
3.402.1 =4800 
3.40 .12= 120
___ 13= 1

4921

Число 41 есть куб. корень изъ 71025 съ точностью до 1, такъ какъ 
413<[ 71025, а (2-й прнближ. корень) 423>  71025.

Чтобы извлечь куб. корень съ точностью до та, и т. д., следуетъ 
по § 111, приписать къ подкорепному количеству втрое бол'Ье пулей, ч'Ьмъ 
сколько пхъ въ знаменателе степени точности, затемъ извлечь корень и 
отделить въ немъ справа столько десятичныхъ знаковъ, сколько указано 
степенью точности.

Примгьры, 1. Найти: съ точностью до jqq*

У 11',000'000=2,22.

2. „ У7 СЪ ТОЧНОСТЬЮ ДО То-
У Т,000—1,9.

При извлечеши нриблпженнаго корня изъ просгыхъ дробей, ихъ 
обыкновенно обращаютъ въ десятичный.

Чтобы извлечь приближенный куб. корень изъ десятичной дроби съ 
точностью до тд, щ  и т. д., иреобразовываютъ данную дробь, прибавляя 
зл'Ьдуеыое число нулей пли, наоборотъ откидывая лишн1е десятичные 
янакн и затемъ поступаютъ такъ же, какъ при извлечены! прпблнж. куб 
оорня изъ д'Ьлыхъ чиселъ.

Примгьры. 1. Извлечь у/э, 81 съ точностью до 0,01.

Щ ,  810'000=2Д4.

“ • » У638, 32417 съ точностью до 0,1.

\/б38',324=8,7.
В. Я. Гебель. Алг. ч. I 8



Нримпры. 3. Извлечь у/о, 0251 съ точностью до 0,01.
У O', 025'100=0,29.

- У Т  съ точностью до 0,1 

^  =  ч/о', 363 =0,7.

ДМстшя съ ирр(ящональными количествами.
§ 113. Опред^леше. Количества, содерягащДя корень, кото­

рый нельзя извлечь, называются иррацгоналъными или ради­
кальными.

Наир., \/12, Уб, У а, \1а1 2-\-ЪзГ) суть количества ирращональ- 
ныя.

Разсмотримъ д'Ьйств1я съ ирращональными количествами.
§ 114. Возвышеше въ степень. Чтобы иррацгоналъное ко­

личество возвысить въ степень, слгьдуетъ возвысить въ эту 
степень подкоренное количество.

Действительно (V«) \ [ а -У а .у а . . .=  У а .а .а . . . =  Уат .
Примгьры. 1 . С\/аУ— Ца}-, такъ какъ (УаУ—

\[а.Уа. У а. =  Уаааа =  У а*.
2 . (.у2а3Ь)3= :\/8а9Ь3— 2а4 * *ЪУ2аЪ.

При возвыш ети У а въ п-ую степень знакъ корня отбра­
сывается, такъ какъ возвышеше количества въ п-ую степень 
и извлечете изъ него корня п-ой степени суть действ1я 
взаимноуничтожаюгщяся.

(УУ)п=У~аУ=а.
§ 115. Извлечете корня. Чтобы извлечь корень изъ ирра- 

щональнаго количества, слгьдуетъ показателей корней пере­
множить.

Требуется доказать, что

сти этого равенства въ т-ую степень, получимъ У a ~ nn\Jam.

1) Заметишь, что корень изъ алгебраическаго двучлена всегда предста-
вляетъ иррацюнальное количество. Действительно, всякая степень одно­
члена есть также одночленъ, а и - ая стеиень двучлена представляетъ
многочленъ изъ » + 1  членовъ (т.-е. 2-я степень двучлева есть 3-хчленъ,
3-ья степень — 4-хчлевъ и т. д.). Такимъ образомъ изъ двучлена нельзя
извлечь корня.
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Возвысимъ обе части полученнаго равенства въ п-ую 
степень: а= тУ атп—а. Получилось тождество, откуда зак­
лючаема что первоначальное равенство У  a = m\ f h  бы­
ло справедливо.
1. \J а = У  а, такъ какъ v/a^ 6— (\/ а ) 6= У а *

и точно такъ же а)е= а .

2. \/ а°Ъ9 = У а 6Ъ9 =  аЪ*$/аЧ.

Отсюда сл'Ьдуетъ правило: извлечете корня, показатель 
котораю составное число, заменяется последовательнымъ 
извлечетемъ корней, показатели которыхъ суть первоначаль­
ные множители этого числа.

1. У20736— \/20736—^144=12.

2. у ш м — ^ ~ Ш Ш = = у ш = б .

3. ^/65536=^/ \1 \/65536= У \/256=\/Тб=4.

§ 116. Сокращен1е корней. Величина иррацгоналънаго коли­
чества не изменится, если показателей корня и подкоренного 
количества помножимъ или разделимъ на одно и то же число.

Для доказательства возвысимъ Д/ а” въ степень к и из- 
влечемъ изъ полученнаго выражения корень той же степени к. 
Такъ какъ эти два действ1я суть взаимно-уничтожаюпцяся, 
то величина ирращональнаго количества останется безъ пе­
ремены.

Поэтому к’Уакп— пУап.
На этомъ свойстве основано сокрагцеше корней и при­

ведете ихъ къ одному показателю.
Сокращенге корней состоитъ въ томъ, что показателей 

корня и подкоренного количества делятъ на одно и то же 
число, если оно входить во все показатели, какъ обпцй мно­
житель.

Примеры 1. У ab¥=\jabb=.b\jab.
2. 781a1264c16=v/9a662c8=acv/9a6V.

8*
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§ 117. Приведете корней къ одному показателю имйетъ 
большое сходство съ приведешемъ дробей къ одному зна­
менателю. Разсмотримъ два основныхъ случая.

I. Показатели корней не имгьютг общихг множителей. Въ 
этомъ случай показателей каждаго корня и его подкоренного 
количества умножаютъ на произведете показателей осталь- 
ныхъ корней.

Напр., \[а, у ь \  у/2ё* по приведенш къ общему показателю 
принимаютъ слйд. видъ: 3̂ а15, Зу ь м, Зу/64с18.

II. Показатели корней имгьютг общихг мноо/сителей. Въ 
этомъ случай составляютъ наименьшее кратное показателей 
и умножаютъ показателей каждаго корня и его подкорен- 
наго количества на недостающихъ множителей.

Примгьры 1. У2а и УЗЬ2. Наименьшее кратное показателей 
= 12 . По приведена къ нему корней, долучимъ 1у/8о5 и Ъ\
2. \/Зт, 1/5п2р, у/7р&. Общ1й показатель 6. Поэтому показате­
лей перваго вы раж етя слйдуетъ помножить на 3, второго 
на 2, а третьяго оставить безъ измйнешя. Сдйлавъ это, бу- 
демъ имйть У27т3, У25п*р2, У7р\

§ 118. Сложеше н вычнташе ирращональныхъ количествъ 
дйлаются по тймъ же правиламъ, кашя были выведены для 
ращональныхъ количествъ, т.-е. при сложении ирращональ­
ныхъ количествъ пишутъ ихъ одно за другими съ ихъ зна­
ками; при вычитанш къ уменьшаемому приписываютъ вы­
читаемое съ обратными знакомь. Иногда бываетъ возможно 
путемъ преобразованШ (выведешемъ множителей изъ подъ 
знака корня, освобождешемъ дробнаго подкоренного коли­
чества отъ знаменателя и т. и.) сдйлать радикальныя коли­
чества подобными, т.-е. имйюгцими одинаковые показатели 
корней и подкоренныя количества, и затймъ сдйлать при­
ведете.

Примгьры: 1. \/3+ \/75—^ = \/3 '- f5 \ /3 —|^ 3 = 4 |\ /С  
2. У а 3~\~\[а}~\1 a-\-a\jа -\-а2\[а=.Уа(1-{-а-\-а2).

§ 119. Умножеше и дЪлеше. При умножены ирращональ­
ныхъ количествъ съ одинаковыми показателями корней пе-
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ремножаются ихъ подкоренныя количества, а при дгъленги— 

делятся. Это слфдуетъ изъ того, что У o'. у1)=УаЬ\ 4fa ■ УЬ=j / ' ^  

Примгъры: 1. V/ба2Ь3. \/2аьх=\/12аъЬ3х=2а2Ь\/ВаЬх.
~ Г  2 / Т ~  2

2. v ® 5 : ^ V = | / ^ = | /
%ХУ у \J Ъху

При умноженш или д^ленш ирращональныхъ количествъ 
съ разными показателями ихъ необходимо ранЪе привести 
къ общему показателю.

Если передъ радикалами имеются коэффициенты, то съ 
ними поступаютъ такъ же, какъ съ коэффищентами при 
ращональныхъ количествахъ, т.-е. умножаютъ или дЪлятъ 
другъ на друга.

Примгъры: 1. \jZazb. \]2ab4~\j21a9hz. \f4a3bic‘i=
= = У Ш аЩТс*=аЪ v/108аьЪе\

2. У8х2у2: У2ху3= У 8 3х9уе: l\j2 2x2yz—

4 х2у
§ 120. Преобразоваше ирращональнаго знаменателя въ ра- 

щональный. Очень часто бываетъ полезно освободить знаме­
нателя дроби отъ находящегося въ немъ радикала. Для этого 
достаточно умножить числителя и знаменателя дроби на 
такое выражете, чтобы знаменатель обратился въ ращональ- 
ное количество.

Примгъры: 1. -~-г • Умноживъ числителя и знаменателя на 

a\Jb а\/  b
получим! Щ , =  ~ г  ■

2. Умножаемъ числителя и знаменателя на У Ь'2\

alfb2_аУь2
У ¥ ~ ~ Ь ~  ‘

Если знаменатель представляетъ двучленъ, въ которомъ 
одинъ или оба члена содержать радикалы второй степени, 
то, исходя изъ тождествъ {а-\-Ъ){а—Ъ)=а2—Ь2 или
(\/a~\-\Jb) (\[а—]fb)=a—b, заключаемъ, что въ такихъ слу-



— 126 —

чаяхъ для освобождения знаменателя отъ радикалозъ, сл'Ь- 
дуетъ, если знаменатель представляетъ сумму, помножить 
числителя и знаменателя на разность членовъ знаменателя 
и наоборотъ.

а   а(Ъ — у/с)  а(Ъ—\fd) ш
(Ъ-\-\/с)(Ъ—у/с) &2—е

а __ a(\j'b+\jc) ■__a(\jh-\-\Jc)
\fb—fc  (\Jb—\[c) Ъ—c

Точно такъ же, исходя изъ тождествъ (§ 42; V):
(а2—а.Ъ-\-ЪТ) (а-)-Ь)=а3-[-Ь3 и {а2-\-аЪ-\-Ъ3){а—Ъ)=а3—Ъ3 или

(v/а2— УЪ2) (y/a-f-y/b)=а-\-Ъ и (;/а2-Ц/а&-4-у/&2) (Уа~  УЩ=
= а —Ъ, легко можемъ освободить знаменатель отъ радика- 
ловъ, если онъ представляетъ двучленъ, въ которомъ одинъ 
или оба члена содержатъ радикалы третьей степени.

5 а а^ Ъ 3—УЪс+Щ  _ а^ —УТс-\-У^)
‘ (v/H-v/ё) (\/ь2—уьё+ W T ~  5+с

6. Если знаменатель есть трехчленъ, наприм., такого вида

-1=— р — р , то, принимая сперва \/ 54- \fc за одночленъ, умно- 
\b -\-\c -\-\d
жимъ числителя и знаменателя на разность (VM-Vc)—’\/d:

с)—\Jd\ _ a(\Jb-\-\[c—\Jd)
PSi+l[(v^-bv/ci—\/̂ з

__a(}Jb-\-\[c—\fd)
b-\-c-\-2\jbc— d

Чтобы освободиться отъ радикала 2\/Ъс, будемъ разсма- 
тривать ращональные члены знаменателя Ъ-\-с—d за одно­
членъ и умножимъ числителя и знаменателя на разность 
(Ь+с—д)—2\1Ъс. Тогда получимъ:

a tfb + fc —VId) [(6-{-с—d)—2\fbc\ _
[ (&-f с—^+2\11Щ {Ъ-\-с—d) -  2\fhc]~

__a(\Jb-{-\lc—\Jd) (Ь-\-с—d - 2 \/bc).
(b-\-c—d y—45c

§ 121. Дробные показатели. Известно (§ 97; 3), что при
извлеченш корня изъ степени надо разделить показателя

12

степени на показателя корня, напр., у1аи= а 3=а*. Распро-
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странивъ это правило на тЪ случаи, когда показатель сте­
пени не делится на показателя корня, мы получимъ дробные 
показатели.

3 ь ___ I *1
Напр. \[аг—а4; \/а5̂ а 3; \ja =  а2. Вообще '\Jam= a n .

т
Такимъ образомъ выражеше ап есть лишь иной видь 

корня степени п изъ количества а въ степени т. Числитель 
дробнаго показателя=показателю подкоренного количества, 
а знаменатель=показателю корня. Очевидно, что дробные 
показатели не им'Ьютъ того значешя, которое указано въ 
§ 4, а представляютъ лишь условныя или символическш 
обозначешя корней. Тймъ не мен^е дробные показатели 
употребляются въ алгебре, такъ какъ они способствуют 
большей общности алгебраическихъ выраженШ и иногда 
упрощаютъ самыя д'Ьйствхя.

Правила дгЬйств!й надъ выражешями съ дробными пока­
зателями остаются теми же самыми, какъ и надъ выраже­
шями съ целыми и положительными показателями. Такимъ 
образомъ приумножены такихъ выраженШ показатели склады­
ваются, при дгьлвнт—вычитаются, при возвышены въ сте­
пень— перемнооюаются, а при извлечены [корня — дгьлятся. 

• Докажемъ это.
2 1 8  | 3 11

1. Доказать, что а3. а*=а12' п = а 12.

Действительно а3=1/а2,а ‘1—Уа. Но Уа2.У а=

=:1v/«8.1v/a5= 1v/alT=
2 1 8-3

Точно такъ же доказывается, что а3: а*=а12—а12.
3 3-5 15

2. Доказать, что (а4)5= а 4= а 4.

а*=Уа*; но (д/а3)5 =  у/а15= а 4.

(
4 \ 5  4Ч> 1 4.5 / ___\5

a5J6=:ab8=za2, такъ какъ (а5)8=Ц^а* J 8=  

==УЩ Г=У^=,\/а=а\
f / —  —; з Ъ

3. Доказать, что у а*—а3 =я«10.

ab—\Ja. Поэтому у /а*—у/.\Дт— l[a=als.
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Поэтому иногда въ действ1яхъ надъ ирращональными 
количествами знаки корней предпочитаютъ заменять дроб­
ными показателями.

Примгьры 1. (]/ a -f- ]/ Ъ) (]/ а — ] /  Ь )= (а2-)-&2) (а2—Ъ2)=а—Ъ. 
2. (3]/аЬ-\-]/а2Ъ—6]/а3с) : 3]/а =

— (З а 2 Ъ2-\-аЬ 2—6а2 с2) : З а 2= Ь 2- \ - \ а 2 Ьг—2ас2—О

= \ / Ь - \- | ] / аЬ— 2 а ] / с.

§ 122. Нулевые и отрицательные показатели. Обобщая пра­
вило д’Ьлешя степеней одинаковыхъ буквъ: ат\ап— ат- п на 
таме случаи, когда показатель д'Ьлимаго (т) равенъ или 
меньше показателя делителя (п), получимъ нулевые и отри­
цательные показатели. Разсмотримъ отдельно оба случая. 

Если т=п, то am~n= a m—mzr.ac>. Легко видеть, что вы-
С1тражеше а°=  1. Действительно ат:ат— — = \ ,  Итакъ, всякое

количество въ нулевой степени равно 1, такъ какъ оно пред- 
ставляетъ собою дробь, у которой числитель равенъ знаме­
нателю.

П р и м н и .  3“= | = 1 ; ( 2 * ) = | = I ;

2. Если m e n ,  то т—п < 0, т.-е. показатель выражешя ат~п 
отрицательный. Напр., а4: а1=а'1- 7— а -3.

Количество съ отрицательными показателемъ степени 
есть не что иное, какъ дробь, числитель которой единица, 
а знаменатель—то же самое количество, но въ положитель­
ной степени.

Действительно Итакъ а~ъ =

И т. д.Точнотакъжеа Ц ;  (o+ 3s) 6),

Употребляя отрицательные показатели, можно писать 

дроби безъ знаменателей. Напр., ' ^ —2аЪ-3с~1.

Подобно дробными показателями, нулевые и отрицатель­
ные показатели суть лишь условный или символическая
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обозначетя, которыя не могутъ иметь того значешя, кото­
рое указано въ § 4. ДЪйсушя надъ количествами съ отри­
цательными показателями производятся по т4>мъ же прави- 
ламъ, которыя были выведены для количествъ съ положи­
тельными показателями, что легко проверить.

— 2 — 5 — 2+ ( — 5) — 2— 5 — 7

такъ какъ

2.
такъ какъ

—2

1 _5 —24-(—б) —2—1
а = а — а

—2 —5 1 1__ 1 _ а-а . а= —.
й2 аъ а7

! —5 -2—(-6) -2
: а —а — и

—2 —5 1 . 1_ « 5.1!в

а2 ' аь а3'

S 15, т. к 1а = /-Й

2 + 5

3 /  _12 — 1 3 _12 3 . j 1  I

4. V а — ~-ч= а, т. к. i /й = \ / J_— —===——а .V а 3 V а12 /̂а12 а
Если при этомъ показатель степени подкоренного коли­

чества не делится на показателя корня, то въ результате 
получится количество съ дробно-отрицателънымъ показате- 
лемг.

3 _ ?  3 I — у  3 1 - Г -  J  1 _  _  2

Ш и г . ф  =<*•• т . к . ^ а

Количества съ дробными, отрицательными и дробно­
отрицательными показателями могутъ быть не только одно-

- 3  I  1

члены, но и многочлены. Напр., (а-(-Ь) (2w3—п4)5=
_____________  - 0,75 _ 3  1 1

—\]2тъ—п \  (ж3—2у)=(х2—By) 4 = --------- з =«-,/1  'TV*
(x * -zyy

§ 123. PtmeHie уравненш, содержащихъ неизвестное подъ 
знакомъ корня. Если уравнеше содержитъ неизвеетноеподъ 
знакомь корня, то его стараются сделать ращональньшъ, 
возвышая обе части въ соответствующую степень, а также 
производя все возможныя преобразовашя, чтобы уединить 
корень.

Примгьры. 1. 4—\/ 90—2х.



Возвышаемъ обЪ части въ 3-ю степень: 64=9.0—2аг; откуда 
ж=13.

2. |/4ж-}-21=|/4ж-{-1. Возвышаемъ обЪ части въ квадратъ: 
4ж+21=4х-{-1-}-2у/4ж. Д'Ьлаемъ приведете, переносимъ

всЬ рациональные члены въ одну часть и снова возвышаемъ 
обЪ части въ квадратъ:

10=|/4.г; 100=4ж; ж—25.
ПовЪрка: j/1 0 0 + 2 1 = /1 0 0 + 1 ; 11=11.

3. \J%9—-]/а? —(— 4—5. Возвышаемъ обЬ части въ квадратъ:

29—p/x-j-4=25. Переносимъ члены и Д'Ьлаемъ приведете: 
4 = ] / яг—j-4. Возвышаемъ снова обЪ части въ квадратъ: 

1 6 = ж-{-4; ж=12.
ПовЬрка: ^ 2 9 —1/12 + 4 = 5 ; 29—4= 5; 5=5.

4. j / a —x-f-jA—a^^/a-j-b. Возвышаемъ о бй части въ квад­
ратъ, при чемъ зам'Ьтимъ, что 1-ая часть представляетъ 
Двучленъ:

а—х-\-Ь—x-f-2j/(a—ж) (6—ж )=а+5. Упростимъ уравнеше 
и уединимъ корень:

2)/{а—х) (Ь —ж)=2ж или | / а 6—аж—&x+x2= x . Возвышаемъ 
обЬ части въ квадратъ:

аЪ—ах—Ъх-\-х2—х 2 или аЪ=х(а-\-Ъ): х = ~ -^ .

§ 124. Необходимо заметить, что при возвышен1и обЬихъ 
частей уравнен1я въ степень получается новое уравнен1е, 
вообще неравносильное сг данным», и имеющее, кром'Ь 
корней даннаго уравнен1я, еще лишнге корни. Положимъ, 
что имЬемъ уравнеше ах=Ь (1). Возвысивъ обЪ части его 
въ квадратъ, получимъ а2х 2 =  Ъ2 или а2х 2 — Ь2 =  0 или 
(ах— Ъ) (ax-|~&)=0 (2). Но произведете изъ двухъ множи­
телей только тогда равно нулю, когда одинъ изъ нихъ 
(безразлично первый или второй) равенъ нулю. СлЬдова- 
тельно, yp-ie (2) разлагается на 2 уравнешя: аж—^= 0 (3) 
и ах-\-Ъ—О (4). Легко видеть, что yp-ie (3) тождественно 
съ даннымъ урчемъ (1), a yp-ie (4) даетъ лишнгй или no­

liсторонти корень ж = — — •
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ВслЪдствге этого, решивъ ирращональное уравнеше, 
необходимо каоюдый разъ удостовериться поверкой, обра­
щается или нетг данное уравнеше въ тождество.

Примерь. Дано yp-ie: 1—\ /х 2—х —2=х. Решимъ его, пере­
неся рациональные члены въ одну часть и возвышая обе 
части въ квадраты — \ /х 2—х —2 = х—1; х2—х—2—х2—2х-\-1\ 
х=Ъ. Это реш ете  не удовлетворяетъ данному yp-iro, такъ 
какъ подстановка приводитъ къ нелепому результату:
1—| /  9—3—2=3 или 1—2=3. Р еш ете  х= 3  удовлетворяетъ 
yp-iro: l-f-|/rc2—х—2=х, т.-е. yp-iro, одинаковому съ даннымъ, 
но передъ радикаломъ котораго стоитъ плюсь.

О Т Д Ы Ъ  Ч Е Т В Е Р Т Ы Й .

Уравнетя второй степени.
§ 125. ОпредЪлешя. Уравнеше, которое, будучи приведено 

къ простейшему виду (т.-е. после раскрытая скобокъ, осво­
бождения отъ знаменателей и радикаловъ), содержитъ неиз­
вестное во второй степени, называется уравнешемъ второй 
степени или квадратными.

Вели освободить такое уравнеше отъ знаменателей и пе­
ренести все члены его въ одну часть, то оно приметъ след, 
обшдй видъ:

а х 2- \ - Ъ х - \ - с ~ § ............................................(1).
Такое квадратное уравнеше называется полнымъ. Такимъ 

образомъ первая часть полнаго квадратнаго уравнетя со- 
стоитъ изъ члена, содержащаго неизвестное во 2-й степени 
(ах2), члена, содержащаго неизвестное въ 1-й степени (6ж) 
и известнаго или свободнаго члена (с). Если же въ квад- 
ратномъ уравнеши нетъ второго или третьяго члена, то оно
называется неполнымъ. Уравнетя

a x 2- \ - b x = f ) ............................................(2).
а х 2-\-с = 0 ........................  (3).

суть неполныя квадратныя уравнетя.
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§ 126. Рйшеше неполнаго уравнения вида a*2- f с=0. 
Переносимы известный членъ с въ 2-ю часть и дйлимъ 

обй части на коэффищентъ при х:

X2= -----а
Извлекаешь изъ обйихъ частей квадр. корень:

Если подкоренное количество—  положительно, то неиз-(X
вйстное х имйетъ два значения:

*‘= + Y ~ i и *■ = —
который будутъ рацгональнымщ если подкоренное количе­
ство представляетъ полный квадратъ, и иррацюналъпыми въ

Спротивномъ случай. Если подкоренное количество — - от­

рицательно, то неизвйстное х вовсе не имгьет дтьйствитель- 
ныхъ значенгй, такъ какъ квадратъ (х2) всякаго числа есть 
всегда положительное количество, т.-е. не можетъ быть от­
рицательными (§ 96; 3). Въ этомъ случай говорятъ, что не- 
извйстное имйетъ два мнимыхъ корня.

1. —9—0; х2= ^  x=z-+z 1/  яа= -  ^  •

2. 25а?а 3= 0 ; У ± .
■ 5 ’

х, У з. x ___Vb.
5 ’ 2— 5

3. a;2-f-4=0; x= zt:]/—4; хх-= ] /~ 4; х2= — ]/— 4. (Корнимнимые)’. 
§ 127. Рйшеше неполнаго уравнешя вида а х 2- \ - Ь х = 0 .  

Выносимъ х  за скобки:
х(ах-\-Ъ)=0.

Произведете изъ 2-хъ множителей только тогда можетъ 
равняться нулю, когда какой-либо изъ его множителей ра- 
венъ нулю. Поэтому послйднее yp-ie разбивается на 2 слй- 
дующихъ уравнешя:

О) 0.
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(2) az-t-fcd); откуда rr2= — ^ ■

Итакъ, неполное квадр. уравнеше а х 2-\-Ъх— О также им^етъ 
а Ьдва корня: жг= 0  и х2= — , изъ которыхъ одинъ всегда ра-(X

венъ нулю.
5

Примгьры: 1. 7х2—5 х~  0; х(7х—5)=0; хх=§\ 7х—5^0; х2— '̂

2. }/x2-j-5x=3]/x; х 2-\-Ьх=9х; х2—4а;—0; 
х(х—4)=0; .'^=0; ж2=4.

§ 128. Решете уравнетя вида x 2-\-px-\-q=Q.
Полное квадр. уравнеше ах2-\-Ь х\с= 0  часто приводятъ 

къ болЪе простому виду, разд'Ьливъ об4> части на коэффи- 
щентъ при неизв’Ьстномъ во второй степени:

x2-j--x-\--=0  
' а  а

и зат^мъ обозначивъ для краткости ^ черезъ ? и '-  черезъ д. 

Тогда получимъ уравнен!е:
x 2-\-px-\-q= 0.

Перенесемъ свободный членъ q во вторую часть: x2-\-px—~ q. 
Заметимъ, что если бы это последнее уравнеше возможно 
было представить въ виде (х -\-т )2= к , то, по извлеченш изъ 
обЪихъ частей квадр. корня, мы получили бы, что

х -\-т — т щ / к
и, следовательно, нашли бы два р-Ьшешя:

x L= —т-\-]/7с п х2= —т—У  к.
Но х 2-\-р х  можно разсматривать, какъ два первые члена

Рквадрата суммы двухъ количествъ х) х  и • Прибавимъ къ

об-Ьимъ частямъ по 3-му члену квадрата этой суммы, т.-е.

по - • Тогда 4

X2- b p x - \ - j = j  —  q или = j  — q.

1) Въ самомъ дФл-Ь: ( ж+ |1  =х^ -\-р х -\~  •
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Йзвлекаемъ изъ обеихъ частей квадр. корень:

ж+ | = — откуда * = —| = ! = | / j - ? . (1).

Итакъ, неизвестное квадратнаго уравнешя вида
x 2- ] - p x - \ - q = f )

равно половить коэффициента при неизвгьстномъ въ первой 
степени, взятаго съ обратными знакомь, плюсъ-минусъ квад­
ратный корень изъ квадрата этой половины безъ извпстнаго 
члена.

Прилтчате. Формулу (1) легко преобразовать въ фор-
—р ± ] /р 2— iqмулу х =  —̂ ^ • •(!'), более удобную при реш ети

численныхъ уравнетй.
§ 129. PtmeHie уравнешя вида а х 2- ] - Ь х - { - с = й ,  легко полу­

чается изъ найденной формулы (1)
р . - ,  / р 2

х = ~ 2 ~  У  4 ~ д’
, Ъ сесли вместо р и q подставить ихъ значенья -  и - и упро­

стить полученную формулу:

_ Ъ , /  Ъ2 с_ Ь ,-ш  /
Х~  2а ~ У  4а2 а 2а ~ \  '

Ь2—4гас
4 я2

или
— 6 ± ]/ б 2— 4 а с

Z Та (2)

Примгьчанге. Если въ ур-ш ах2-\-Ьх-\-с= 0 коэффищентъ Ь 
есть четное число, то положивъ Ъ=2Ъ\ найдемъ изъ (2), что 
въ этомъ случае

—2 Ъ ± \ / АЪ'2—4ае —h ' ^ l / b 12—ас .
х = — -------------------  или х = --------1----------- (3)2 а а '

§ 130. ИзшгЬдоваше решенш квадратнаго уравнешя.
И зследуя обе формулы р еш етя  полнаго квадратнаго 

уравнешя
_ j) | 1 / р2 __—Ъ±]/Ь2—4ас

x - i -  У -q И х- 2 а
заключаемъ:



p2
1. Если подкоренныя количества^ — <р>0 или Ь2—4 « о 0 ,

то кв. уравнея1е имйетъ два различныхъ дтьствителъныхъ 
корня, которые будутъ рацюнальны, если эти количества 
представляютъ полные квадраты, и иррацгоиальны въ про- 
тивномъ случай.

2. Если ~  — q —  О и Ъ—4ас =  0, то кв. уравнеше имйетъ

одинг корень ^к = — |  или x = —^ J  или, какъ говорить, два

равныхъ корня. Полезно заметить, что въ этомъ случай пер­
вый части кв. уравнений x'l-\-px-\-q=§ и ах2-{-Ъх-\-с= 0 пред­
ставляютъ полные квадраты. Дййствительно, подставивъ въ

первомъ ур-1и вмйсто q равную ему величину получимъ

= 0 .  Точно такъ же, найдя изъ услов1я
Ь2

Ъ2—4ае=0, что е—— и подставивъ это значеше во второе
Ь2

yp-ie, получимъ ах2-\-Ьх-{-— =  0 или по освобождены отъ 
знаменателя

^а2х2-\-АаЪх-\-Ъ2—0 или (2ах~\~Ь)2~ 0 .
pi

3. Если ~ —q c 0 или Ь2—4ас<0, то кв. уравнеше имйетъ

два мнимыхъ корпя, т.-е. уравнеше не имйетъ никакого рй- 
шешя.

Дййствительно, рйшая оба вида кв. уравнешя x2-\-px-\-q=0 

и ах2-\-Ьх~\-с = 0, мы приходили къ равенствамъ fz-j—~) =

~ р2 П V, ! ь У  Ь 2- 4 а с  _  V "  .— —3 и l*'ч~2а) = —4^ — • Но эти равенства при условш,

Рчто ^< 0  или 4ас<0, певозмооюны, такъ какъ первыя

части ихъ, какъ квадраты, положительны, а вторыя части 
отрицательны.

Р%
Выражешя —q и Ь2—4ас, опредйляюпця значешя кор­

ней кв. уравнешя, называются дискриминантами.
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§ 131. Примеры рЪшешя уравненш 2 ой степени.

5=_-+- , / 1 = '
2 у  4 :1. .-г2—5л;+6=0; 1

~2’
жг= 3 ;  х 2= 2 .

2. 2ж2—[—5ж—(—2=0.
Р'Ьшаемъ это yp-ie по более общей формуле:

-—b±\j2b—4.2.2_—5=h\/25—16__—5±3_X- 2.2

3.

_  1. _  о

Х\--- 2’ Жг--  " •
ж2 . 24 11ж

Освобождаемъ yp-ie отъ дробей:
5ж2+15ж—72=33:г.

Переносимъ все члены въ 1-ую часть: 
бж2—18ж—72=0.

РаздЪлимъ обе части на коэффищентъ при .г:
18 72х

Опред-Ьдяемь неизвестное:
_ 9  - / 8 Г Г 7 2  9 , / Ш  9±21 _ г _

х~ Ь ~ у  25̂ "~ 5 5 у  25 5 ’ 6’
реш имъ это же yp-ie 5х2—18ж—72=0 по более общей 

формуле.
_  9± \/81+ 5 .72_9± \/81+ 360_  9 ± \/Ш _ 9 ± 2 1 .

5 ~  5 ' 5  5 ’
ач = 6 ;а?а==—2| .

4. ж2—14а;-j—49=0; .г=7±у/49—49; х ~ 7 . Уравнете имеетъ 
одинъ (или два равныхъ корня). Заметимъ, что въ этомъ 
случае, согласно § 130, первая часть уравнен1я должна 
представлять полный квадратъ. Действительно, х 2—14a-J-49= 
= (х —7)2= 0 ,  откуда прямо получаемъ, что х —1.

5. х2—6х-|-34=0; a;=3±V/9—34; х—3zfc\/—25; а = 3 ± 5 \J—I. 
У равнете имеетъ два мнимыхъ корня.

х—8 . х  266.
Х ~ 8 ~ оX
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Освобождаемъ yp-ie отъ дробей:

5(х—8)2-\~Ьх2=^26х(х—8). 
Раскрываемъ скобки:

5ж2—80x'-|-320-j-5£2=26a;2—208ж. 
Переносимъ члены и д'Ьлаемъ приведете;

16#2—128ж—320—0. 
ДЬлимъ обЬ> части на 16:

х2—8х—20= 0. 
ОпредЪляемъ неизвестное:

a;=4^t\/l6-}-20=4±6; жг= 10; х2= —
7. (а—х)2-\-(х—Ъ)2~(а—Ъ)2.

•2.

Раскрываемъ скобки:
а 2— 2 а х -\-х 2- \- х 2— 2Ьх-\-Ъ2= а 2—2 аЪ-\-Ь2.

Переносимъ члены и дЪлаемъ приведете:
2 х 2—2 ах—2 Ьх-\-2а Ъ— 0.

Д'Ьлимъ обе части урчя на 2 и выносимъ изъ 2-го и 3-го 
члена х  за скобку:

х 2—(а-\-Ъ)х-\~аЪ=£).

Опред'Ьляемъ неизвестное:

х _ а ± Ь _ ^ _  \а + Ь ) 2_  а Ь = <Н-Ь ] / д ^ 2 а Ь - \ - Ь 2~ 4 д Ъ  _

_ а ^ Ъ ± \ / ( а — b )a_ a + f c t = ( a — Ь \
— 2 —■ 2 ’ *—и*

8 . а 2а;2— (а-\-Ь) х = Ь 2х 2-{-{а— Ь ) х =  1.

По перенесены! всЬхъ членовъ въ 1-ую часть и упроще-
нш, получимъ:

(а2—Ь2)х 2—2аж-(-1= 0, откуда х- _a±\Ja2—(а2—Ъ2)

а±Ъ _ 1 1
~а2—Ъ2' Х‘̂ а + Ь

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. 9
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§ 132. Свойства корней квадр. уравнешя x 2~\-p* +  9 =  0.
Сумма корней квадр. уравнешя равна коэффициенту при не- 
изтьстномъ въ первой степени съ обратными знакомь, а про­
изведете корней равно извгьетному члену.

Общдй видъ корней квадр. уравнешя x 2-\-px-\-q=0, какъ 
известно (§ 128), слЪдуюшдй:

Требуется доказать, что 1) хг-\-х2= — р и 2) xx .x 2~ q . 
Сложимъ величины обоихъ корней:

Перемножимъ величины обоихъ корней:

Легко доказать, что эта теорема справедлива и для обо- 
пхъ видовъ неполнаго квадратнаго уравнешя x2-\-q— 0 и 
x 2-j-p х — 0  х).

Такъ какъ yp-ie ax2-j-hx-J-c=0 приводится къ ур-ш 

x2-\-px-\-q=0 черезъ дЬлеше об-Ьихъ частей на а и замену ^
счерезъ р  и — черезъ q, то, на основаши только что дока­

занного можемъ сказать, что въ yp-in ах2-\-Ьх-\-с—0, сумма
Ъ . скорней хг-\-х2— ——, а произведете корней хг . х2 = —.

Доказанная теорема им^етъ большое теоретическое и 
практическое значеше. Укажемъ н'Ькоторыя сл,Ьдств1я ея:

I . Не рт иая квадр. уравнешя, можно определить знаки 
ею корней. Такъ, корни yp-ia x 2-\-2ix—256—0 им’Ьютъ раз­
ные знаки, потому что произведете ихъ, т.-е,—256 отрица­
тельное количество. Корни ур-ia х2—И я -{-24 =  0 им'Ьютъ

*) Докажите это!
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ооинаковые знаки, такъ какъ произведете ихъ 24—положи­
тельное количество; они оба положительные, потому что 
сумма ихъ, взятая съ обратнымъ знакомь (—11), отрица­
тельна.

II. По даннымъ корнлмъ всегда можно составить квадр. 
уравнеше. 1. Положимъ напр., что а7д= 5; х2= —2. Сумма ихъ 
х1-\-х3= 5 —2=3, а произведете х1.х2—Ъ.—2——10. Следо­
вательно, искомое квадр. уравнеше будетъ:

х2—Ъх—10—0.
2. Если хх=а\ х2— Ъ, то хг-\-х2=а-\-Ъ\ х г х2=аЪ. Поэтому 

искомое уравнеше; х2—{а-\-Ъ)х-\-аЪ—0.
3. Если ху— а-\-1\ х2—а—1, то х1-\-х2= 2 a; xv x2= a 2—1.
Следовательно, искомое yp-ie: х 2—2ах-\-а2—1=0.
III. По данной суммгь и произведение двухъ чисслъ можно 

найти оба эти числа. Пусть, напр., сумма искомыхъ чиселъ=11, 
а произведете 28. Разсматривая искомыя числа, какъ корни 
некотораго квадр. уравнешя, составимъ это уравнеше;

ц ^ З
х2—llx -f2 8 = 0 , откуда х= — ; xt=7-, х2=4.

Искомыя числа: 7 и 4.
§ 133. Разложеше трехчленовъ 2-й степени на множите­

лей 1-ой степени. Трехчленами 2-й степени называются трех­
члены вида x2-\-px-\-q и вида ах2-\-Ъх-{-с, въ которыхъ р, q,ci, 
Ъ пс  означаютъ некоторый данныя числа, а х означаетъ какое- 
нибудь произвольное число. Не следуетъ смешивать трехчленъ 
2 й степени съ первой частью квадр. уравнешя, такъ какъ 
буква х  въ уравненш означаетъ не какое угодно число, а 
только тгь 2 числа, которыя представляютъ корни уравнешя.

I. Всякгй трехчленъ вида x 2-\-px-\-q можешь быть пред- 
ставлень въ видгь произведены двухъ двучленныхъ множите­
лей 1-ой степени.

Для доказательства приравняемъ данный трехчленъ ну­
лю. Получимъ известный видъ квадратнаго уравнешя 
x2-\-px-\-q—0. РЬшивъ это уравнеше, найдемъ два корня его, 
изъ которыхъ одинъ для краткости обозначимъ черезъ т, а 
другой черезъ п.

9*
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Составивъ по этимъ корня мъ квадр. уравнеше, получимъ: 
х 2—(т-{-п)х-\-тт=0 или х 2—тх—пх-\-тп=0 ■

Разложимъ многочленъ, представляюпцй 1-ю часть, на 
множители по способу группировки:

х(х—т)—п(х—т)==0 или (х—т) (х—и)—0.
Итакъ, всякШ трехчленъ вида х 2-\-px-\-q можетъ быть 

разложенъ на два множителя вида х—т и х—п. Для этого 
надо приравнять его нулю и решить полученное квадр. 
уравнеше. Множители будутъ представлять разности между 
неизв'Ьстнымъ (х) этого уравнен1я и каждымъ изъ его корней.

II. Трехчленъ вида ах2-\-Ьх-{ с разлагается на три мнооюи-

= a(x2-\-px-\-q)=a (х —т) (х—гг).

Примгьры: 1. Разложить на мнояштели трехчленъ 
a2—5a-f-6. Приравняемъ трехчленъ нулю и р'Ьшимъ получен­
ное кв. уравнеше:

а2-—5а-|-6—0 ; а =  ^ - 6; а =  а1= 3; а2= 2 .

Отсюда находимъ, что а2— Ьа-\-6=(а—3) (а—2), что легко 
проверить непосредственнымъ умножешемъ.

2. Разложить на множители трехчленъ к2—5—4к.
к2—4к—5= 0; А:=2=±г|/4—{-5; /с=2±3; /ср=5; к2— —1.
Откуда к2—5—4к— (к—5) (7с-)-1).
3. Разложимъ на множители многочленъ 2ra3-f-3re-j--l.

/ Ъп 1 \Выведемъ 2 за скобки: 2 (те2—J—;гу+н- • Приравнявъ много-2 1 2 .

членъ, стояшдй въ скобкахъ, нулю и р'Ьшивъ полученное 

квадр. yp-ie, получимъ: пх= —-^;м2= —1. Откуда находимъ,
а

Зп / р\
что 2(w2-{—2 + 1) = 2 («4- —J (и-)-1) или, введя 2 въ первую

скобку: 2u2-)-3w-f-l=(2n-(-l) (»г-{-1).

Слгьдствге. Квадратное уравнеше не мооюетъ имгьть болгье 
двухъ корней, такъ какъ оно можетъ быть представлено въ
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вид!} (х—т) (ж—и )= 0, откуда видно, что 1-я часть можетъ 
быть равна нулю только въ тйхъ случаяхъ, если х= т  или 
х= п.

§ 134. Мнимые корни кв. уравнетй, какъ и вообще вей 
мнимыя количества, какъ это уже было объяснено (§ 96), 
суть количества невозможный, не имйюиця никакого дйй- 
ствительнаго значетя.

Введете ихъ вызвано основною цйлью алгебры давать 
общге выводы, обги,гя травила и общш ргьшенгя, хотя бы въ 
отдйльныхъ случаяхъ эти рйшешя и были невозможны.

Суждете же о возможности или невозможности общаго 
рйшешя въ томъ или другомъ частномъ случай (т.-е. при 
однихъ или другихъ значешяхъ буквенныхъ величинъ) со- 
ставляетъ уже другую задачу алгебры, называемую изслй- 
довашемъ или анализомъ формулъ рйшешй. Не вводя поня­
тая о мнимыхъ корняхъ, мы не могли бы сдйлать мяогихъ 
важныхъ выводовъ, наир., что всякое квадратное уравнеше 
имйетъ два корня, к атя  свойства имйютъ корни кв. урав- 
нен1я, а также и другихъ выводовъ, съ которыми вскорй 
познакомимся (о свойствахъ и числй рйшешй yp-ifi вида 
ахА-\~Ъх^-\-с=.0, называемыхъ биквадратными и т. д.).

Такъ какъ корень всякой четной степени изъ отрица- 
тельнаго количества можно привести къ квадратному корню
изъ .отрицательна™ количества (напр., У ~ 3— \J \/— з ) , то 
слйдуетъ разсмотрйть только свойства квадр. корней изъ 
отрицательныхъ количествъ.

§ 135. ДМств1я надъ мнимыми количествами.
Мнимыя количества подчиняются условш, вытекающему 

изъ общаго тождества (У±гя)2 — ±  а, т.-е ставятъ услов1е, 
что (У—а)2= — а или, что квадратъ мнимаго количества 
вида \1—а есть отрицательная величина—а.

Обыкновенно мнимыя количества вида \j —а ггредставля- 
ютъ въ слйдующемъ видй: \J—a— \/a. — \ —  \'а. \/— 1.

Напр., У—:3=^3 . У—1; У—4—У4.У—1= 2У—1.
Множитель У—1 представляетъ простейшее мнимое коли-
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чество. Его часто называютъ мнимымъ мнооюителе.т и изо­
браж аю т для краткости буквой г 1).

Такимъ образомъ \ l - a - \ f a i ; у/—3=V3 . ц  \ / — А — 2 г .

Степени мнимаго множителя у/—1-
По условш  (\/—1)2= — 1. Следовательно:

(\/= Т ) 3=(V/ - 1, 2. у' = 1 = - \ / -  -1 ;

(\/—1)4= (\/—1)2.(\/—1)2= —1.—
(V/—1)5=(V/=T)4-(V/—1=у/=^Г;
(\/—i)«=(v—i)4.(v/—i)2= + i - —i = - i ;  и т. д.

Всматриваясь въ найденные результаты, замечаемъ, что, 
последовательный степени у/—1, начиная съ 1-й, имеютъ 
повторяющейся характеръ съ пер1одомъ въ 4 звена: 
V—1,—1,—V—1,1. Поэтому при нахождение какой угодно «-ой 
степени у/—1, т.-е. (у/—1)п, следуетъ разделить число п 
на 4 и обращать внимаше на остатки. При остаткахъ 1, 2, 
3 степени v/ —1 будутъ: у/—1, - 1,—у/— 1, а при деление безъ 
остатка будетъ 1.

Примгъры: (у/—1)15=  (\/— 1 )4 •3+3 =•—\/ — 1;
(У— Г)31— (у/=Т)4-3+2 = —1.

Соблюдая эти услов1я, производить надъ мнимыми коли­
чествами все алгебраичесгая действ1я. Иногда результатъ 
этихъ действШ даетъ возможность сделать интересный вы- 
водъ. Приведемъ примеры:

1. у/— т-j-\A—п—]/т. у/— 1+у/«. у/—1—(\/т ± \/n)\J—1. 
у/^Пз-}- у/—̂2—у/зТ 2\СТ=(у/з+2)у/— Г.

2. \!—т . у/ — п=\1т.\1— 1 . \Гп.\!— l=\jmn. (\J— 1 y =  — \Jmn.
у/=2 . у/^8=у/2.у/=Г . >/87 у /-й = у /2 £ .— 1 = -  4.

,  .  .— \Jm.\/—1
3. у - т : у— п— фп. >/ — 1 : фъ. у -  1—  у — -̂===- —

___   \]т  1  / т
~~ \]п. V  П  _

у=12 : У=8=\/2У~1 : У ъ .у= \= ]/\= \/\= \-
е) Отъ начальной буквы францувскаго слова imaginaire (мнимый).
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§ 136. Комплексное количество. Сопряженный мнимыя ко­
личества.

Мнимые корни, получаемые при р^шенш полныхъ квадр 
уравненШ, им^готъ видъ а-{-Ь\ / — 1 и а—ь у —1, гдЪ а и Ъ— 
д-Ьйствительныя количества, которыя могутъ быть ращо- 
нальными или ирращональными. Мнимое количество вида 
а-\-ЬУ— 1 называется комплексными. Комплексное количество 
представляетъ самый общш видъ количествъ. При Ь—О опо 
представляетъ действительное (вещественное) количество а; 
при а= 0 оно представляетъ мнимое количество 6| / — 1.При 
а = 0  и Ъ= 0 комплексное количество а-\-Ъ\/— 1—0.

Два комплексныхъ количества вида а-{-Ь\/ — 1 и а—Ъ\ /— 1 
называются сопряженными.

ДЬйствгя надъ комплексными количествами совершаются 
по тЬмъ же правиламъ, какъ и дЪйств1я надъ действитель­
ными количествами.

Покажемъ, что какъ сумма, такъ и произведете двухъ со- 
пряоюенныхъ количествъ суть действитвлъныя величины.

1. { а - \-Ъ \/^ Л )  f  (а—Ь|/^Т)=г2а.
2. {а— ЪУ— Т) (а— Ъ У ^1)—а*— {Ъ .у^Л у—аг—{Ъ\— \)=.

— а2-\-Ъ2.
ПослЪдтй выводъ указываетъ, что произведете двухъ 

сопряженныхъ количествъ представляетъ сумму двухъ ква- 
дратовъ, т.-е. величина положительная и ращональнаяа).

Примерь. РМпимъ уравнен1е: 
ж2_|_4а;_}_1з--0; 2±l / 4= l 3 = — 2±3] / ^Т.

Итакъ, корни этого урля суть два сопряженныхъ мни- 
мыхъ количества: —2 + 3 1/ — 1 и —2—3 |/—1.

Сумма и х ъ = —4; произведете^)—2)2—(3.]/—1)*=
= ( —2)2Д-(3)2= 4 + 9 = 1 3 .

§ 137. Чтобы показать на приы+.рТ. пользу отъ npuM'fcjienia мнпыыхъ 
количествъ, докажемъ следующую теорему:

Теорема. Если нгькоторое число есть сумма двухъ хвадратовъ, то и квад- 
ратъ его есть также сумма двухъ квадратовъ.

!) Если а и Ъ рацюиальвыя количества. Положительное количество 
] /о + - Р  называется модулем* комплексная) количества я + + —1.
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Положишь, что Лисло п=Ф-\-Ъ\ требуется доказать, что я2= р 2-|-д2 
Известно (§ 136) что п= а‘1-\-Ъ2~(а-\-ЪУ—1) (а—Ъ)\/—  ]).
Возвысииъ об4 части въ квадраты

«2=(а-)-Ь|/111)2(а—bV/ = T)2=  (««—Ъ2+2аЪ\/^Л) {cfi-W —2ah\/— i). 
Зам4тивъ, что оба множителя 2-й части представляютъ сопряжениыя 

количества вида p-\-qV — 1 и Р—i V —1. ГД'Ь p=cfi—b2, а q=2ab, по преды­
дущему получимъ И2= (а 2 —&2,)2-|-(2№Й)2= р 2-Рд2.

Примгьръ. 5 = 2 2-}-12. Следовательно 52= (22—12)2-|-(2.2.1)2=  324-42.

§ 138. Составлеше и изсл'Ьдовате уравнешй 2-й степени.
1. Нисколько знакомыхъ взаимно обменялись своими 

фотограф1ями, при чемъ оказалось, что изъ 40 приготовлен- 
ныхъ дюжинъ осталось 100 карточекъ. Сколько лицъ обме­
нялись картонками?

Назовемъ искомое число лицъ черезъ х. Каждый участ- 
никъ отдалъ свою карточку х—1 лицамъ. Следовательно, 
все лица роздали-ж {х— 1) карточекъ.

По условно задачи:
х(х—1)=40.12—100, откуда х 2—ж—380=0;

^ / 4 + 3 8 0 = ! ^ = ! = » ;  * ,=20; « ,= -1 9 .

Искомое число лицъ=20. Второй корень не имеетъ здесь 
смысла.

2. Определить сторону квадратнаго основашя прямой 
призмы, полная поверхность которой = 512  кв. футамъ, а 
высота = 1 2  фут.

Назовемъ длин;; искомой стороны черезъ ж. Боковая по­
верхность прямой призмы равна периметру основан1я, по­
множенному на высоту, т.-е. 48ж; сумма двухъ основашй 
призмы = 2 ж 2. Итакъ, 2а?2 +  48ж =  512; x 2-j-24x— 256 =  0; 
х = ~  12 + У 144+ 256= —12+20; ^ = —32. Искомая сторона 
= 8  фут. Второй корень не удовлетворяетъ вопросу.

3. Определить сторону правильнаго вписаннаго 10-уголь­
ника, если рад1усъ круга —г.

Известно, что сторона прав, вписан. 10-угольника равна 
ббльшей части рад1уса, разделеннаго въ крайнемъ и сред-
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немъ отношети. Назовемъ длину стороны 10-угольника че- 
резъ ж; тогда меньшая часть рад1уса будетъ г —х.

т ссИмгЬемъ уравнеше: - = ------ Рйшаемъ его:* г X Г—X
Т  /  T Lж2= г 2— гх. х ч_^гх—r 2_ 0; x = —2~~r 4 ~br'2~

_ -  / 5 r 2
~ ~ 2 ~ У  T "

Вопросу удовлетворяетъ только первый корень

^ = ~ 2 + ] / т  ИЛИ Х — ~ Ъ + ^ =Г2(̂ ~ ~ !>•
4. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямого 

угла на гипотенузу а прямоуг. Д-ка, равенъ h. Найти дли­
ну отргЬзковъ гипотенузы и изслЪдовать реш ете.

Назовемъ одинъ изъ искомыхъ отрезковъ черезъ х, тогда 
другой отрезокъ есть а — х. По известному свойству пер­
пендикуляра h имеемъ:

х : h = h : (а—х) или h2= x  (а—х) ИЛИ х1—ax-\-h2= 0.

а ,  / а 2 а ± ] /а*—ih*Отсюда х = ^ ± А /  — — Ъ? или х = --- —^---------

Оба р еш етя  возможны при условш, что а2> 4 й 3 или, что 
a>2h. Одно решеше выражаетъ длину перваго отрезка, а 
другое—второго отрезка. Оба отрезка будутъ равны между

собою, а именно, каждый изъ нихъ будетъ = |  при а =  2h

или при что будетъ въ томъ случае, если данный

прямоуг. Д-къ равнобедренный.
§ 139. Задача о двухъ светящихся точкахъ. Изъ физики 

известно, что сила освещешя обратно пропорщональна квад- 
ратамъ разстояшй освещаемаго предмета отъ источника 
света, т.-е., иными словами, если разстояше предмета отъ 
источника света увеличится въ 2, 3, 4 . . .  раза, то сила 
освещешя предмета уменьшится въ 4, 9, 1 6 ... разъ. Тре­
буется определить положеше точки, равно-освещенной двумя 
светящимися точками А и В , разстояше между которыми
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d метровъ, если сила света первой точки равна а свЪчамъ, 
а второй — Ъ св'Ьчамъ на разстояши единицы длины (1 ме­
тра, 1 фута и т. и.).

С2 А С В С,г  I 1 I i]
Положимъ, что искомое положете равно-освещенной точки 
С будетъ въ разстоянш х вправо отъ первой светящейся
точки А. Тогда сила освещ етя ея точкою А = —\ а точкоюх 2
5 = ^ —— По условш задачи

а __ Ъ
х 2 (d—х)2

Решимъ это уравнен1е: a(d—х)2— Ъх2\ ad2~2adx-\-ax2— bx2-

(а—Ь)х2—2adx4-ad2=0] х 2— 0;а— Ь ' а— b

х - a d  _ _  /  add2—a d \ a — Ъ) _a d d - ] /  a b d2
' а — Ъ У  (а—Ь)2 ’ Х а— Ь ’

х __addzd]/а |/Ь _ ___ d]/а {]/adz]/Ь)
а— b ’ Х а— Ъ

Заметивъ, что а— Ь=(\/а-\-\/Ь) ( |/« —"|/&), находимъ

х

X.

d-Y а (]/'а— УЪ)
1 (Уа+УЬ) (Уа— уЪ) 

d У а (У а-\-УЪ)
(Уа-\~уЪ) (Уа—УЪ)

или xx~ d . — У  а

— или x2= d

у  а-\-УЪ 
У а

Уа— УЪ
Изследуемъ эти решешя, для чего разсмотримъ 3 воз-, 

можныхъ здесь случая: 1) а>Ъ\ 2) а<Ъ; 3) а=Ъ.
Если а>Ь, то хг< d, по > \d  (такъ какъ при о б  дробь

У а + у ь  б°лее дроби 7 о+ 7 «  =  2^  раВН0Й Ь -  Следова­
тельно, 1-я искомая точка (С) лежитъ между точками А и  В  
притомъ ближе къ В.  Второй корень ж2:>/./, т.-е. 2-я равно- 
освещенная точка (Сх) лежитъ вправо за В.

2;-_Если а<ъ, то xt< d  и < \ d  (такъ какъ при а<Ъ дробь

уа-ууь ме1гЬе дРоби 7 д)- 0тС1°Да заключаемъ, что 1-я
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точки (С) лежитъ между А и В, но ближе къ А. Второй корень 
х 2 есть отрицательная величина, такъ какъ при а с Ъ

дробь уЬ имйетъ отрицательный знаменатель.
] /  а — \/Ь

Отрицательное решеше указываетъ, что 2-я точка (С2) ле­

житъ влево отъ точки А, на разстоянш отъ него= d ^ ^ â -  •

3. Если а— Ъ, то =  т.-е. равноосв’Ьщенная точка (С)

находится посредине разстояшя А В. Второй корень 

х 2 —  ^ ? = с о  указываетъ, что, въ случай 2-хъ светящихся

точекъ равной силы, второй равно о священной точки не су- 
ществуетъ. По мйрй уравнен!я яркости обоихъ источниковъ 
света, эта точка удаляется въ безконечность.

Численный примгъръ. Определить положеше равноосвй- 
щенной точки, если d — 4 фут.; а— 25 свеч.; Ь = 9 свеч.

Уравнешя, приводимыя къ квадрагнымъ.
§ 140. Уравнешя высшихъ степеней, приводимыя къ квад- 

ратнымъ. Изъ уравнений выше 2-й степени разсматриваются 
въ начальной алгебре только те, который искусственнымъ 
путемъ могутъ быть приведены къ виду квадратныхъ ураЕ- 
невШ. Сюда относятся прежде всего уравнешя, у которыхъ 
первая часть представляетъ произведев1е 2-хъ или нйсколь- 
кихъ множителей, а вторая часть = 0.

Примгьры. 1. х3—а х 2- \ - Ь х ~ 0. Выведя х за скобки, полу- 
чимъ x { x 3— a x -\-b )= z0. Очевидно, что это yp-ie разлагается на 
2 уравнешя: х^— 0 и хг—ах-\- Ь —  0. Решивъ это последнее 
уравнеше, найдемъ 2-й и 3-й корни даннаго кубичнаго 

adzl/a2—4 Ьуравнешя: х2~ -----ъ—------ .
з А

2. х3—Зж2—х-]-3=0. Разложимъ 1-ю часть yp-ia по спо­
собу группировки: х \х —3)—(ж—3)—0, или (ж2—1)(.т—3)=0, 
или (х 1) (ж— 1) (х — 3) —0. Корни этого уравнешя будутъ
X’l ----- 1 ,   ̂ ■ -* 3 -----3 .
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3. ах*-\-Ъ х2-\-Ъ х-\-а— '0. Разлагая 1-ю часть на множителей, 
получимъ: а {х 3- \-1 ) - { -Ъ х (х - { -1 )= § , или

а ( х 2— ж-(-1)(ж-)-1)-(-&ж(ж-|-1) = 0, или 
(ж-|-1)(аж2—а х -\-а - \-  Ъх)— 0.

Такими образомъ опять получаемъ 2 уравнешя, решивъ ко­
торый, найдемъ всЬ три корня даннаго уравнешя:

«1——1;
а— Ъ ± \/Ъ 2—2 аЪ—3 а? 

2 а
4. х3—1=0. Разложивъ первую часть урЛя на множите­

лей, получимъ (х  — l)(a;2-(-a:-f 1)=0. Сл-Ьдовательно имеемъ 
два уравнешя: х— 1 = 0  . . . . (1) и a;2-fa;-)-l= 0  . . . .  (2). 

Изъ урЛя (1) находимъ, что жх= 1 ;  а изъ yp-ia (2), что

Г ~  2
§ 141. Трехчленныя уравнешя. Изъ уравнешй, приводимыхъ 

къ виду квадратныхъ, особеннаго внимашя заслуживаютъ 
такъ называемый трехчленныя уравнешя, общШ видъ кото- 
рыхъ следующей:

а х 2п-\-Ь х п~ \ - с = 0 или, по разделенш об’Ьихъ частей на а:

Ь с
x ‘ln- \-p x n- \ - q =  0, гдгЬ jp = - и Я ~ а •

Р е ш е т е  этихъ уравнешй основано на весьма простой 
зам ене неизв’Ьстнаго х п черезъ другое неизвестное, напр., у. 
При этомъ трехчленное ypaBHeHie получаетъ видъ квадрат- 
наго. Действительно, если х п= у ,  то х 2п= у 2 и, следовательно, 
наше уравнеше принимаетъ видъ: у2-\-р у  +  2 =  0, откуда

у = — 2 и, наконецъ,

- 4 /=И 7 f=T
Лростейш1я изъ трехчленныхъ уравнешй (при и = 2) име- 

ютъ видъ aa;4-{-fcr2-f-c= 0  или после упрощешя ®4-}-рж2-|-ф=0. 
Эти уравнешя называются биквадратными.

Полагая х 2= .у ,  ж4=гу2, будемъ иметь у 2-\-р у ~ \-а = 0 \

Т ~ з; откуда ж==±] / - Д ” ] / ? - г -
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Какъ видно, здесь получаются 4 реш етя, какъ и следо­
вало ожидать, такъ какъ биквадратное уравнеше есть ура- 
внеше 4-й степени.

Легко убедиться, что въ зависимости отъ величины у 
эти 4 корня могутъ быть: 1°, все действительные; 2°, все 
мнимые; 3°, два действительныхъ и два мнимыхъ.

Интересно заметить, что въ биквадратномъ уравненги сумма 
всгьхъ корней его—0; а произведете ихъ — q (постоянному 
члену 1).

Примеры: 1. x i—'18ж2-(-32=0. Положивъ х2—у, а4 =  ?/2, 
имеемъ г/2—18г/-}-32=0; г/=9±\/81—32; у =  9 r t7 ;  уг —  16 
у2=2. _

Следовательно, ±у/16— -4-4; х .=  ±  \/2.
2 4

2. re10—{—31сс5—32=0. Если а;5=г/; х 10= у 2, то имеемъ 
у2-\-Ъ1у—32=0, откуда & = 1 ;& = —32. Следовательно,

гсх= \/Г = 1 ; х ^ - У —3 2 = —2.
3. 2ж—11у/ж-)-12=0. Полагая У х = у  и ж=г/2, получимъ 

2у2— 11у+12=0; г/2-  т 2/ + 6= 0; ^ = 4 ;  у2= | .  Откуда
_____  ж1—2/i—16; я2=у1= |.

4. х 2-\-\/2х2—9=12. Чтобы привести это уравнеше къ виду 
трехчленнаго уравнея1я, следуетъ преобразовать его такъ, 
чтобы въ него входило рацшнальное выражеше, одинаковое 
съ. подкоренной величиной 2х2—9. Для этого сперва умно- 
жимъ обе части на 2, а затемъ вычтемъ изъ нихъ 9. Тогда 
получимъ
2ж2—9-)-2\/2ж2—9=15. Полагая \j2x2—9=г/ и 2х2—9= г/2, бу- 
демъ иметь: y2-)-2t/—15=0; у = —lrty/16; у = — I=t4; 

у х= 3 ;  ?/2 = —5. Следовательно
(\/2х2—9)1= 3 ; 2а;2—9=9; 2а;2=18; а?2= 9; ж ,=  гЬЗ.

2

(V/2a;2—9)2= —5; 2ж2—9=25; 2а-2=34; а-2=17; < c ,= ± V ^
4

Легко убедиться, что корни ж3 и не удовлетворяютъ 
данному уравненш. Они удовлетворяютъ уравненш

х 2- \ /2 х 2-9 = 1 2 . (§ 124). *)

*) Проверьте это!
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§ 142. Преобразоваше двойного радикала \/А = ц /В .
Корни биквадратнаго уравнешя х^-\-рх2-{-д=В, определяе­

мые формулой х = ±  — д, представляютъ

двойной радикалъ вида :±VА ± \!В , где А——  2>’= - |-  -  д.
Радикалы этого вида при некоторыхъ услов1яхъ могутъ 
быть представлены въ виде суммы или разности двухъ про-
стыхъ радикаловъ:

^ А  -j-у/1g—у/жф-у/ у ................................ (1);
\! A —jB = s J x - s p y ................................ (2);

где х  и у — ращональныя количества. Найдемъ условия 
возможности такого преобразовашя. Для этого сперва сло- 
жимъ почленно эти уравнешя, а потомъ изъ урдя (1) вы- 
чтемъ yp-ie (2). Тогда

2\!х = \!а -г
2\]у A-\-\jB—V А —\J В.

Возвысимъ каждое изъ этихъ уравяешй въ квадратъ:
±X=A+\JB+A—4B+2\IA*^=2A+2\JAB^B-, .
4cij=A+\pB-\-A—\JB—2\jA2- В = 2 А -2 \ /А 2- В ]

A 4 -\JA }^B  A + C  откуда x =  - ------ = — ;

У=
A —^ A 2—В  

2
A - C
: 2 ’ где G=\/A2—B.

Итакъ, для ращональности величинъ х  и у необходимо, 
чтобы А 2— В  представляло полный квадратъ.

Сл£дств1е. Чтобы корни биквадратнаго уравнешя х*-\-рх2-\- 
+ 2 = 0  допускали такого рода преобразоваше, необходимо, 
чтобы постоянный членъ д представлялъ полный квадратъ.

Действительно А 2—В = ^ — ц)==В

Если биквадратное уравнеше имеетъ видъ ах*-\-Ъх2-\-с=.0, 
то легко вывести, что для возможности преобразования не­

обходимо, чтобы ~а было полнымъ квадратомъ.
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Примгьръ. Изъ уравнешя x i—16аз2+ 4 = 0  получаемъ:

Но 82—60=4 представляетъ полный квадратъ. Поэтому

— / ^ 2 ^  илн ® =±V 5=t^3T

Квадратным уравнешя съ двумя и многими не­
известными.

§ 143. Одно уравнете квадратное, а другое уравнете 1-й 
степени. Такая система легко приводится къ одному квадр. 
уравнешю съ однимъ неизв'Ьстнымъ. Выразивъ изъ уравнешя 
1-й степени одно неизвестное въ зависимости отъ другого 
и подставивъ его выражеше въ квадр. уравнете, получимъ 
квадратное уравнете съ однимъ неизвестнымъ. Определивъ 
изъ него оба значешя этого неизвестнаго и подставивъ ихъ 
въ полученную ранее формулу, найдемъ оба значешя дру­
гого неизвестнаго.

Примщг. а'2-(-2г/2= 3 4  . . . (1); х-\-у=7 . . . .  . . . .  (2). 
Определяемъ х  изъ yp-ia (2): х=Л —у ........................ (3).
Подставляемъ это значеше въ yp-ie (1): (7—у)2-\-2у2~Ъ^. 
Решаемъ это уравнен1е: 49—14г/4-г/2-|-2г/2.=:34;

3«/2—14г/+15=0; у * - ^ х - f y = 0 ;

2/= - у ^ ;  2/i=3; 2/2—3 '
Подставляемъ поочередно полученный значен1я у въ фор­

мулу (3): 5 1
«1=7—3; хр=А\ ж2= 7 — s; *a= 5 s-

Въ некоторыхъ случаяхъ оба неизвестные такой системы 
уравненШ представляютъ корни одного и того же квадрат- 
наго уравнешя, такъ что хх~=у3==т; x2= y L= n. Такой случай 
представляютъ симметричным системы, видъ которыхъ не 
изменяется отъ взаимной перестановки х  и у. Напр., 

ж-f-у—а\ ху=Ъ . . . (И); х2-\-у2—а2\ х-\-у=Ъ . . . (В).
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Сл'Ьдуетъ заметить, что эти и подобный системы можно 

решить более простыми и изящными способами, чЪмъ спо- 
собомъ подстановки, а именно:

I. Въ системе (А) известны сумма а и произведете Ь 
неизвестныхн х  и у.

Следовательно, эти неизвестныя будутъ корнями уравне-

шя г2—az-\-b=0, изъ котораго находимъ г1=a±\Ja2— 45 
2

Очевидно, что x1~ y 2= z 1 и x2= y 2~ z 2.
Чтобы решить систему: х —у—a; xy=zb, положимъ—у= г, 

тогда будемъ иметь систему х-{-z=za\ х у = —Ъ, которая ре­
шается только что указанными способомъ.

II. Система х 24-у2= а 2 . . . (1); х-\-у=Ъ . . .  (2)
разрешается такими образоми. Возведеми обе части урдя (2) 
ви квадрати: х 2-\-у2-\-2ху=Ъ2 . . . (2') и вычтемн изи урдя (2')

ъ^
yp-ie (1). Тогда найдеми, что ху—  ■ . . . (3). Зная сумму

(2) и произведен1е (3) неизвестныхн, составими уравнете
Ь2---(2̂

z2—bz-1----— —О, откуда

Ж-
Ъ+\/2а2— Ь2

И ---Х2--- у^-
b—\/2а2—Ь2.

III. Система х 2—у2= а 2 . . .  (1); х-\-у=Л . . . (2).
приводится ки двуми уравнешями 1-й степени. Действи­
тельно, написави yp-ie (1) ви виде {х-\-у)(х—у)—а2 и под- 
ставивн ви него значеше х-\-у— Ъ, получими Ъ(х—у)= а2,

(X?откуда . . . (3).

По сумме (2) и разности (3) неизвестныхн легко най­
деми, что

Такими образоми yp-ie (1) имеетн только видь квадрат- 
наго уравнешя, ви действительности же при условш, выра- 
жаемомъ урдемн (2), оно есть уравнете 1-й степени.

§ 144. Два квадратныхъ уравнешя. Система двухи квад-
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ратныхъ уравнешй съ 2-мя неизвестными въ самомъ об­
ще мъ виде

ах2 -\-bxy-\-cy2-\r dx-\-ey-\-f=0 и
а^-^Ь уху  после исключешя изъ нихъ
одного неизвЪстнаго приводится къ уравнешю 4-ой степени, 
не разрешаемому пр1емами начальной алгебры. Поэтому 
реш ете двухъ квадр. уравнешй съ двумя неизвестными 
возможно лишь въ некоторыхъ частныхъ случаяхъ, при 
чемъ часто приходится употреблять различные искусствен­
ные способы. Разберемъ несколько примеровъ такихъ ура­
внешй.

I. Система 2-хъ уравнешй вида ахг-\-Ъу2= р  и mx2-\-my2—q, 
очевидно, легко решается способомъ уравнивашя коэф-
фищентовъ.

Примгьръ. Зж2-|-4?/2:= 1 3 9 ....................................................(1).
5ж2—6г/2= 2 9 ................................................... (2).

Уравниваемъ коэффициенты при у2, для чего обе части 
урчя (1) умножимъ на 3, а урчя (2) на 2, а затемъ сложимъ 
почленно оба уравнешя:

9ж2+12г/2=417 
Ш 2— \2у2—  58

475
19ж2=475; гс2= —г-=25; х =  ±  5.

Неизвестное у легко теперь найти по способу подста­
новки: у— ±  4.

II. Заметимъ следующее изящное реш ете системы
ж2-)-у2—а и ху—Ь,

которое покажемъ на следующемъ числовомъ примере:
х 2-\-у2= 58 . . . .  (1); ху= 21 ....................(2)

Умножимъ обе части урчя (2) на 2 и затемъ приложимъ 
его, а потомъ вычтемъ почленно изъ урПя (1): 
x2-{-y2-\-2xyz=L58-f42; (a:-h/)2=100, откуда х~1~у=± 10 . . . (3) 
х2-\-у2—2ху=Ь&—42; (ж—у)2̂ : ^ ,  откуда х —у—± 4 . • . (jl) 

Изъ ур-Ш (3) и (4) найдемъ, что xt= ±z7= y3\ ж3=г±:3 = y v
Конечно, предложенную систему можно было решить и 

способомъ подстановки, при чемъ получилось бы биквад­
ратное уравнеше.

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. 10
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1П. Два уравнешя, въ которыхъ все неизвестные члена
2-й степени или уже им'Ьютъ одинаковые коэффицгенты, или 
могутъ быть приведены къ такому виду, при помощи сло- 
жешя или вычиташя даютъ уравнеше 1-й степени. Решая 
это уравнеше совокупно съ однимъ изъ данныхъ уравнешй, 
найдемъ искомыя неизвестный.

Примгъръ. Ъху—х—у= 1 2 1 .................................................... (1)
2 ху—х-\-у—  8 6 .................................................... (2)

Умноживъ почленно первое уравнеше на 2, а второе на 3 
и затЬмъ вычтя одно изъ другого, получимъ, что х— Ьу—16. 
Подставивъ это значеше х  въ одно изъ данныхъ уравнешй, 
получимъ квадратное уравнеше, р'Ьшивъ которое, найдемъ,
что у{=Ь\ у2= —If, а отсюда хг= 9  и х2= —23.

IV. Уравнешя вида ж2-}-ху—а .............................................(1)
уг-\-ху= Ь .............................................(2)

решаются следующими двумя способами.
1-й способъ. Взявъ за скобки въ первомъ ур-ш ж, а во 

второмъ у и раздЪливъ по частямъ одно уравнеше на дру-
х агое, получимъ, что отношеше неизвестныхъ - = ^  (3). Опре-

деливъ и подставивъ его въ одно изъ данныхъ урав-

а —|— Ъ
, а затЪмънешй, легко определить неизвестное y = z

а
И /-■ . •

у й—|—Ъ
2-й способъ. Если дано или найдено отношеше неизвест-

х a v v ,ньтхъ - —  ^  то для определешя неизвестныхъ употребля-
ютъ очень часто следующий пр1емъ.

Бводлтъ новое вспомогательное пеизвгьстное г, полагая 
сv=az и y=hs.

Подставляя это значеше въ одно изъ данныхъ уравне­
шй, напр., въ (1), определяютъ сперва г, а затемъ х  и у:

1
a2z'l-\-abz2=za или откуда ■

а Ъ
и следовательно ак= ± ;V a + y а-\-Ъ
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V. Вообще въ подобныхъ задачахъ нахождете отношетя

х-, съ помощью котораго легко определяются неизвестные,

является весьма желательнымъ. Поэтому въ затруднитель- 
ныхъ случаяхъ следуетъ обратить внимаше, нельзя ли ка- 
кимъ-либо преобразован1емъ найти это отношеше.

Положимъ, что дано уравнеше ах*-\-Ъху-\-су2= $. Не трудно 
видеть, что разделивъ обе части его на г/2, получимъ урав-

нен1е вида - ( -f-c=0, изъ котораго легко получимъ

два значешя для х
у '

хYI. Для определешя отношетя - часто пользуются сле-
 ̂ . а с  а-\-Ъ c-\-dдующимъ свойствомъ пропорцш: если то

Напр., yp-ie преобразовывается въ

х -\-у Л -х — у а-4-b  х  а-\-Ь—  -2——Ц или —L  .
х-\-у—х~гУ а— У а— "

m . l / x + l / yТочно такъ же изъ ур-ш - ,1=а, получимъ
у х — у  у

х (а-\-1\2- =  —Ч  и т. д. х).
У \а—1/

§ 145. Системы квадратныхъ уравненш съ тремя неизвест­
ными. Т атя  системы представляютъ еще болышя затруд- 
нен1я для решеп1я ихъ элементарными, хотя и искусствен­
ными способами. Р еш ете значительно упрощается, если 
въ систему входятъ и уравнетя 1-й степени или, если 
удается заметить въ уравнешяхъ некоторую закономер­
ность. Приведемъ два примера:

I. Найти гипотенузу и катеты прямоугольн. треугольника, 
если сумма чиселъ, выражающихъ длины его сторонъ —24, 
а сумма квадратовъ этихъ чиселъ = 200.

0 Дополиителышя статьи о рЪшенш уравнейй высишхъ степеней, 
приводнмыхъ въ квадратнымъ, а также о рЪшеши системы такнхъ урав- 
ненШ съ нисколькими неизвестными помещены въ 3-ьей части курса 
алгебры.

10*
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Называя числа, выражаклщя длины гипотенузы и катё- 
товъ, соответственно черезъ х, у и 0, изъ условШ задачи 
имеемъ

ж+2/+ 'г= 2 4  . - . (1) и ж2—|—y2-f-22—200 . . . . (2)

Теорема Пиеагора даетъ еще уравнеше
x 2= y 2-j~z2 или х 2—у2—02= О .................... (3)

Складывая ур-1я (2) и (3), найдемъ, что 2ж2=200, откуда
х = \ 0  х).

Вставляя значеше х  въ урЧя (1) и (2), получимъ систему 
y -\-z= \\\ y2-\-z2= 100,

р еш ете  которой известно (§ 143). Длины катетовъ выра­
жаются числами 6 и 8.

II. Решить систему: ху =  а ... (1); хг =  Ъ... (2); y2-\~z2= c 2... (3) - 
Разделивъ ур-хе (1) на (2), получимъ 

у а Ъу
5=5» 0ТКУДа ■

bhj2
Подставивъ это значеше въ (3), найдемъ у2-\—^ -= с 2или

у 2(а 2~\~Ъ2)•-----4— -—с2, откуда у = ±
ас

\/аЦ~Ь2 ‘

отдълъ пятый.
1. Ариеметическая прогресйя.

§ 146. Определешя. Аривметической прогресшей называет­
ся рядъ чиселъ, въ которомъ каждое следующее число соста­
вляется изъ предыдущаго черезъ прибавлете къ нему одного и 
того оюе числа. Если это постоянное число, называемое раз- 
носгпъю прогрессги, положительное, то прогресшя называется 
возрастающей, если оно отрицагпелъное, то прогресшя назы­
вается убывающей. Числа, составляющая nporpecciio, назы­
ваются членами ея.

Знакъ прогрессш -5—.

1) Отрицательный корень по смыслу задачи отбрасывается.
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Примгъры:
=  2, 5, 8, 1 1 , . . . . (1)
=  3§, 4j, 5, 51,... (2)
=  7, 3, - 1 ,  - 5 , - (3)
=  10, 9|, 9, 8| , . . . . (4)

Прогрессш возрастаюпдя. 
Разн. 1-й прогр.: 3, а 2-й: §. 
Прогрессш убывающая.
Разн. 3-й прогр.:—4, а 4-й:—|.

ОбщШ видъ ар. прогрессш такой: =  a,b,c,d , . . .t,v,u.
Вообще принято обозначать: первый членъ а, посл’Ьд- 

шй и, разность прогрессш г, число членовъ п, сумму чле- 
новъ S.

Все вопросы, относящ1еся къ арифметической прогрессш, 
решаются на основан1и сл'Ьдующихъ трехъ теоремъ.

§ 147. Теорема. Всятй членъ ар. прогрессш равенъ первому 
члену, слооюенному съ произведенгемъ разности прогрессш на 
число предшествующихъ членовъ.

Дана прогресщя = as, Ъ, с, d,. . .v ,  и, разность которой г, 
а число членовъ п. Изъ опредЪлешя прогрессш имеемъ

2- й членъ b= a-j-r= a-f-lr
3- й „ c=5-|-r=a-j-2r
4- й „ d— c-{-r= a-\-% r

10-й членъ . . . =а-[-9г
и вообще п-й членъ . . . «=а-}-(п— 1) г ............... (1).

Отсюда сл’Ьдуетъ, что любой членъ ар. прогрессш равенъ 
первому члену, слооюенному съ произведенгемъ разности про­
грессш на число воъхъ предшествующихъ членовъ.

Слгьдствге. ОбщШ видъ арием. прогрессш можно изобра­
зить такъ:

=  а, а-\-г, о-}-2г, a-f-Зг,........ , а-\-(п—1)г.

Примеры: 1. Найти 8-й членъ прогрессш = 2, 5, 8, . . .  
Разность прогрессш =  5 — 2 =  3; следовательно, 8-й членъ 
= 2 -f3 .7 = 2 3 .

2. Найти 15-й членъ прогрессш = 1 0 , 9|, 9, . . .  Разность 
прогрессш = 9 |—1 0 = —§; следов., 15-й членъ =  10 +  ( — 1).14 
= 1 0 —1. 14=10—7=3.

3. Данъ рядъ нечетныхъ чиселъ = 1 . 3 . 5 . 7 . . . .  Чему рав­
но и-ое нечетное число?
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Зд1>сь а =  1; г—2. Поэтому п-ов нечетное число 
= 1+ (п —1)2—2n— 1.

Напр., 100-е нечетное число = 2 .1 0 0 —1=199.
§ 148. Теорема II. Сумма каждыхъ двухъ членом ар. про­

гребет, равноотстоящихъ отъ начала и конца ея, равна суммы 
крайнихъ членом:

Дана прогрессия -5-  а, Ъ, с , . . . t, v, и, 
разность которой = г .  Если члены прогрессш переписать въ 
обратномъ порядкЪ:

~ и ,  v, . .с, Ъ, а,

то получится новая nporpeccin, разность которой равна—г. 
По доказанному въ предыдущей теорем^, изъ 1-й прогрессш 
им-Ьемь: Ь = а + г , с = а + 2г и т. д., а изъ 2-й прогрессш: 

v= u-j-(—г)—и—г; t—u.—2r и т. д.
Следовательно

b-\-v=a-\-r-\-u—г=а+гг. 
е + / = а + 2?+г(—2г = а + «  и т. д.

Примгьръ. Въ прогрессш ~  3, 5, 7, 9,11, 13,15, 17 им^емв: 
3 + 1 7 = 5 + 1 5 = 7 + 1 3 = 9 + 1 1 = 2 0  1).

Слгьдствге. Арием, прогрессш въ общемъ вид^. можно 
изобразить такъ:

-5— а, а + r ,  й + 2г,........, и— 2г, гг— г, и.
§ 149. Теорема III. Сумма членовъ ар. прогрессш равна по­

лусуммы крайнихъ членовъ, умноженной на число членовъ.
Дана прогресщя Ъ, v, и, число членовъ ко­

торой п, а сумма членовъ 8. Напишемъ два выражешя суммы 
членовъ и сложимъ полученныя равенства:

S = a + ( a + r ) + ( a + 2r ) + .  . .+ (« —2г)+(м—г)+ «
S—u-\-{u—г)+(м—2г ) + . . . + (a + 2 r ) + (a + r )+ a

2 $ = (a+ w )+ (a+ w )+ (a+ w )+ . . .  —[—(а—|—м)+(я+м)-|-(я—]—гг). 
Такъ какъ число двучленовъ равно п (числу всЬхъ чле­
новъ данной прогрессш), то

2£=(а+м)?г, откуда S =  (а~Ь-1)п .................... (2)

О Очевидно, что въ ар. прогрессш съ нечетнымъ числомъ членовъ 
сумма крайнихъ членовъ равна удвоенному среднему члену. Напр., въ 
прогрессш -5—1, б, 9, 13, 17 сумма крайнихъ члеровъ 1+17=2,9.
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Подставивъ въ формулу (2) вместо и его выражеше 
черезъ первый членъ (§ 147), получимъ другое употреби­
тельное выражеше суммы членовъ.

5 _ [ 2 a + ( w - l ) r ] w .................................. _ (2()
2

Прштры. 1. Найти сумму 20 членовъ прогрессш_-_7,13, 
19,... ИмЪемъ, чтоа= 7 ;г= 13—7—6; 20-й ч лен ъ = 7 + 6 .19=121.

Следовательно S=P ^ 1280.

2. Найти сумму и членовъ натур, ряда чис. 1,2,3,...(п—1), и. 
Здесь а— 1; г—=1; п-й (любой) членъ и=1-\-п-^\= п.

Следовательно /S— . Въсамомъ деле, сумма, наир.,

1Л 10.11 к_ 10-ти первыхъ членовъ натуральнаго ряда чиселъ=— =55.
3. Доказать, что сумма п первыхъ нечетныхъ чиселъ

7, 2, 3... равна квадрату числа этихъ чиселъ.
о у ' 0 п , а \2а-\-(п—\)г\п [2-\-(п—1)2]п
Здесь а = 1 ;= 2 .  Следов. 8= - — - -q " ~ ' ~~ ~~2— — - п -

Въ самомъ деле, сумма, напр., 6 ти первыхъ нечетныхъ 
чиселъ 1 -f-3-j-5-(-7 4-9-f-l 1= 62—36.

§ 150. Вставка среднихъ ариеметическихъ.
решимъ след, задачу: между двумя данными числами 

а и Ъ вставить т среднихъ ариеметическихъ, т.-е. между а 
и Ъ вставить т такихъ чиселъ, которыя составляли бы арие- 
метическую прогрессш, имеющую а первымъ и Ь послед- 
нимъ членомъ. Очевидно, что вопросъ будетъ разрешенъ, 
если будетъ определена разность этой прогрессш. Такъ 
какъ число всехъ членовъ е я = т - |-2, то, пользуясь выра- 
жешемъ для всякаго члена ар. прогрессш, имеемъ:

b=ia-\-{m-\-V)r, откуда г— Ъ~~а
т -(-1

Примгьръ. Между 10 и 25 вставить 4 среднихъ ариеме­
тическихъ.

^5_jo
Р азн ость= —^— = 3 . Искомая прогресЫя: 10, 13, 16, 19, 

21, 25,
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Если между каждыми двумя членами арием. прогрессш 
а, Ъ, с, d,... вставить одинаковое число (напр., т) среднихъ арие- 
метическихъ то вновь полученный рядъ составить тоже 
арием. прогрессно. Действительно, разность членовъ, встав-

Ъ— аленныхъ между а к Ь, будетъ гг=-m-j-1 ’ разность членовъ,

вставленныхъ между Ъ и с, будетъ г2= т-J-1 и т. д., но из­

вестно, что Ъ—а—с— Ъ=..,, следовательно гх= г 2=...., т.-е. 
полученный рядъ представляетъ арием. прогрессш.

§ 151. Два выведенный уравнешя
и ~ а - \ - ( п — 1)г .

„ c _ J aJr u)n [2a-f(n—\)r]n и S— —g— =--------- ---------

решаютъ все вопросы, относянцяся къ ар. прогрессш. Оче­
видно, что въ каждомъ такомъ вопросе изъ 5 основныхъ 
величинъ а, и, г, п, S , три величины должны быть даны, 
такъ какъ два уравнешя определяютъ только два неизвест- 
ныхъ.

Решимъ несколько задачъ.
1. Сумма 12 членовъ ар. прогрессш—288. Первый член х= 2. 

Найти последнШ членъ и разность.
а —  2; п — 12; 5 '=  288. Подставивъ въ формулу суммы 

прогрессш соответствующая числа, имеемъ: 289— 

откуда и—46.
Изъ формулы (1) подстановкой находимъ: 46=2-[-11г;г=4.
Итакъ, искомая nporpeccia: 2, 6, 10, 14,....42,46.
2. Долгъ въ 441 р. уплачивается след, образомъ: въ пер­

вый месяцъ должникъ уплачиваетъ 12 р., а въ каждый 
следуюпцй на 3 р. более, чемъ въ предыдущей. Черезъ 
сколько месяцевъ будетъ уплаченъ весь долгъ и какъ 
великъ последшй взносъ?

Очевидно, что величина всего долга представляетъ сумму 
ариеметической прогрессш, въ которой следуетъ узнать 
число членовъ и последшй членъ. Такъ какъ а = 12; г = 3;

(1)

(2)
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S = 441, то изъ формулы g _ -[^а~Км ^)Лп
£ подстановкой чи

селъ получимъ:
111=[24+(гс-1)3]п

2
Рентами это уравнеше: 882=(24+Зи—3)«; 882=21п+3п2,

7 /dQ __7-н9К
и2+ 7п—294—0; п = — ~ ± 1 /  ^ + 2 9 4 = - -̂ — ; ^ = 1 4 ;

п2= —21. Долгъ будетъ уплаченъ черезъ 14 мес. (Вопросу 
удовлетворяетъ только первый корень). Чтобы найти вели­
чину посл’Ьдняго взноса, воспользуемся формулой (1): 

«=12+3.(14— 1)=12+39=51 р.
3. Путешественники выходить изъ города А  и проходить 

въ 1-й день 1 версту, во 2-ой—2 версты, въ 3-й—3 версты 
и т. д. Черезъ 5 дней изъ А  выходить другой путешествен­
ники и, идя по той же дороге, д’Ьлаетъ ежедневно по 12 
верстъ. Черезъ сколько дней после отправлетя 1-го путе­
шественника они встретятся?

Положимъ, что они встретятся черезъ х  дней. Первый 
путешественники отойдетъ отъ города А  за это время на 
число верстъ =  сумме членовъ ар. прогрессш, въ которой

о = 1; г = 1; п=х) т.-е. на XJ X̂ )  верстъ, а второй на

12(ж—5) верстъ. По услов1ю задачи

^ 1 2 + 5 ) ;  x*+ x= 2ix— 120; ж2—23ж+120=0;

жх= 8 ; ж2=15.

Р еш ете показываетъ, что путешественники встретятся 
2 раза. Именно, после отправлетя 1-го путешественника 
изъ города А  черезъ 8 дней, второй догонитъ перваго, а 
черезъ 15 дней (т.-е. черезъ 7 дней после 1-й встречи) 
первый догонитъ второго.
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II. Геометрическая nporpeccia.
§ 152. Опред^лешл. Геометрической прогресией назы вает ся  

рядъ чиселъ, въ которомъ каэюдое след ую щ ее число ра вно  преды­
дущ ем у ,, ум нож енном у н а  одно и  то же число. Если этотъ 
постоянный множитель, называемый знаменат елемъ npoipecciu, 
более 1-цы, то nporpeccia будетъ возрастающ ей; если онъ 
менее 1-цы, то nporpeccia будетъ убываю щ ей. Числа, состав­
л я й с я  прогрессш, называются ч лен а м и  ея. Знакъ геометр, 
nporpeccin -н- .
+3,6,12,24,48,..,(1). Возрастающая nporpeccia; знаменатель=2.

-Н-27,9, 3,1,|...(2). Убывающая nporpeccia; знаменатель =  ̂ .

Изъ опред'Ьлетя nporpeccin сл'Ьдуетъ:
1. Чтобы найти знаменателя nporpeccin, достаточно раз­

делить какой-либо членъ nporpeccin на его предыдупцй.
9 1Напр., знаменатель nporpeccin ( 2 ) = ^ = ^

2. Каждые три члена геометр, nporpeccin составляютъ 
непрерывную геометрия, пропорцйо, а каждый членъ про- 
rpeccin есть среднее геометрическое число между своимъ 
предыдущимъ и последующими Напр., изъ nporpeccin (2) 
имеемъ: 27:9—9:3 и 9=}/27.3 и т. д .1).

3. Если знаменатель nporpeccin (обозначаемый въ общемъ 
виде черезъ q) полож ит ельное  число (q > 0), то все члены 
будутъ полооюительные; если же знаменатель отрицательное  
число (q < 0), то члены nporpeccin будутъ поперемгьнно поло­
ж ит ельны е и  от рицат ельны е.

Примчьръ. -+ 2 ,— 6, 18, — 54,... Знаменатель nporpeccin

153. Теорема I. Б сякгй  членъ геом. npoipecciu равенъ пер-

1) Точно такъ же и въ арием. nporpeccin каждый членъ есть среднее 
ариеметическое число между смежными съ нимъ членами. Напр., изъ

8+2
арием. nporpeccin ^-2,5,8,11,., им4емъ 5=  -g - и т. д.
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вому члену, умнож енному на  знам енат еля въ ст епени числа  
предш ест вую щ т ъ членовъ.

Дана геометр, прогресия ~ a ,b ,c ,d ,.....v:u , знаменатель
которой q , а число членовъ п. Требуется доказать, что 
u = a q n~ x.

Изъ опред'Ьлешя прогрессш имеемъ:
2- Й членъ b— aq=aqx
3- й ,, c=bq=zaq3
4- Й „ d=cq=zaq3

15-й членъ . . • =aqu 
и вообще и-й членъ . . n = a q n~ \

Смъдстте. Обпцй видъ геометрической прогрессш можно 
изобразить такъ:

•5-a, a(h  a q \ ------aqn~ \

Примгьры: 1. Найти 7-й членъ прогрессш 773, 6, 12,... 
Знаменатель прогрессш = 6 : 3=2;, следовательно, 7-й членъ 
= 3 .2 6 *= 3 . 64=192.

2. Найти 8-й членъ прогрессш 77  36, —12, 4 . . .  Знаме­

натель прогрессш = —1 2:36= —=  следовательно, 8-й членъ

1 ____36 _____4_— dD ._37_  218-7— 243-

3. Н айт и  и-ый членъ прогрессш 77 1, 2, 4, 8, 16 ,...
а =  1; q= 2. Следовательно, и-ый членъ = 2 п- ‘.

Напр., 4-ый членъ этой прогрессш = 2 4 *- 1= 2 8= 8 .
§ 154. Теорема II. Сумма членовъ геом. прогрессш равна  

дроби, числит ель которой есть разность меоюду произведенгемъ 
послтдняго члена на  знам енат еля и  первымъ членомъ, а зна­
менатель есть разность меоюду знаменателемъ прогрессш гг 
единицей.

Требуется найти сумму членовъ геом. прогрессш
S'— a -j- i- j-e - j- . . . ,  число членовъ которой п. Такъ какъ b= aq; 
c=aq2 и т. д., то сумма членовъ можетъ быть написана въ 
такомъ виде;
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S = a - \ - a q - \ - a q 2- { - . . .  -j- a q n~ 2-\-a q n- 1 (/1)
Умножимъ обй части этого равенства на знаменателя 

nporpeccin q:
S q = a q - \ - a q 2- \-a q 3-\-a q i -{- . . . - \-a q n~ 1- \-a q n . . . .  (В). 

Вычтемъ почленно равенство (-4) изъ (В):

Sq — S ~  aqn—а , откуда S = ................(2)

или, принимая во вниман1е, что u= aqn~1 и следов. uq=aqn,

S = ^ .....................................(2').
2—1

Для вы числетя суммы членовъ возрастающей nporpeccin 
употребительны обй формулы (2) и (2'), при чемъ формула 
(2) употребляется предпочтительно передъ (2'), когда посл’Ьд- 
шй членъ неизвйстенъ.

Въ случай убывающей nporpeccin удобнйе пользоваться 
преобразованными формулами:

( “(1—2")S=- . (3) или S-
а—aq

(30,1 - 2  . . - w  —  -  1 - ? ’
которыя получаются изъ (2) и (20 черезъ перемйну знаковъ 
въ числителй и знаменателй.

Примгьры. 1. Найти сумму п членовъ прогрессги -Н-1,2,4,... 

а = 1; q= 2; слйдов., 2n—1.

Наир., сумма 8-ми членовъ этой nporpeccin 
= 2 8—1=256 — 1=255.

2. Найти сумму 5 членовъ ряда -Н-100, 25, 6| , . . . ;

«=,О0; , = S  =  i; СЛ*Д0В„ f c l t a = S ^ J : 
100.1023.4

=i33g.3 -1024
3. Найти сумму 6 членовъ ряда -Н-5, —15, 40 . . . ;

_ Е. 15 _ 0. с _ 5 .[ ( - 3 ) 6 *- 1 ] _  5 .7 2 8 _
а~ 5’ — 4 ~ ~ ~ -910.

§ 155. Теорема HI. Произведете каоюдыхъ двухъ членов?.; геом.
прогрессги, равноотстоящихъ отъ начала и конца ея, равно
произведент крайнихъ членовъ.
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Ёсли данную геом. прогрессш ~ а , Ь, с, й ,...... , s, t, v, гг.,

знаменатель которой — q, переписать въ обратномъ порядка, 
то полупится геом. nporpeccia -H-w, v, t, s, ........ , d, c, &, a,

знаменатель которой = - .  Изъ первой прогрессш имйемъ:

b=aq; c=aq2\ d=aq3 и т. д., а изъ 2-й прогрессш:
^ ^  1__^_____ U ' и

ч ч
--о И т. д.
Ч3

Т Т  7  W ,  л 'll -J n  WПоэтому b.t>=ag.-=att; d=aq2.~= au\ ds=aqi.-^=au и т. д.

Примгьръ. Въ прогрессш -Н-2, 4, 8, 16, 32, 64 имйемъ 
2 .64= 4 .32= 8  • 16=128 х).

СлЪдств1е. Произведете, п членовъ геом. прогрессш равгю 
кв. корню изъ произведегйя крайнихъ членовъ, возведеннаго въ 
п-ую степень.

Опредйлимъ произвел еще п членовъ прогрессш 
-Н- а, Ъ, с, d,..........s, t, v, и.

Написавъ произведете Р  этихъ членовъ въ видй ряда 
произведешй изъ членовъ равноотстоящихъ отъ начала и 
конца, получимъ:

Р — { а .и ) .(! ) .и ). (с . t ) . ( d . s )  . . . . .  
или, такъ какъ произведете каждой пары множителей

—а.и, а число всйхъ паръ = ^ ,
то и .___

Р = (аи)2 или Р— у(аи)п.
§ 156. Сумма членовъ безконечно-убывающей геом. про- 

грессш. Если рядъ членовъ прогрессш можетъ быть безпре- 
дйльно продолжаемъ, то такая прогресйя называется без- 
конечной. Очевидно, что въ случай безконечно-возрастаюгцей 
или расходягцейся прогрессш, сумма членовъ ея не можетъ 
быть вычислена, такъ какъ, по мйрй увеличешя числа чле­
новъ, она превзойдетъ всякую данную величину. Въ слу­
чай же безконечно-убывающей или  сходящейся прогрессш

1) Въ геом. прогрессш съ нечетнымъ чнсломъ членовъ произведете 
крайнихъ членовъ равно квадрату средняго члена. Напр., въ прогрессш 
тг 3 :6 :1 2 :2 4 :4 8  произведете крайнихъ членовъ 3 . 48=144=122.
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Существуетъ 'такое число, къ которому безпреД'Ьльно при­
ближается сумма nporpeccin, при неограниченномъ возра­
стал и  числа ея членовъ. Это число и называюсь суммой 
безконечно-убывающей nporpeccin. Чтобы найти общее вы- 
ражеше суммы безконечно-убывающей геометр, nporpeccin, 
зам^тимь, что члены ея, непрерывно уменьшаясь по м^рЪ 
своего удалешя отъ начала, неограниченно приближаются 
къ нулю. Такимъ образомъ, положивъ, что послЪдшй членъ 
ея м—0, найдемъ, что и произведете щ =  0, всл4>дств1е чего

и формула суммы S_а—щ
1—2
S:

прим еть видь:

1 - 2
(4).

Примгьры. 1. Найти сумму безконечно-убывающей про­
грессии

. . 1 1 1  1 1 . 1 1 . . |  _ з
" 4 ’ 12’ 36’" ’ а 4’ 2 1 2 ' 4  3’ слгЬдов-> 8  1_ |  8 "

2. Найти сумму ряда • • ■ Данный рядъ пред-

ставляетъ сходящуюся геом. прогрессш, въ которой а=-\\

Поэтому S-
1

;—1 I1—1 А>1 2
3. Пермдичесшя дроби представляютъ также примерь

сходящихся прогрессШ. Напр., дробь 0,4747... есть не что
иное, какъ сумма безконечно-убывающей геом. nporpeccin .

47 , 47 , 47 , „ 47 1. . . ,  въ которой а —  yqq ; g-
47

>- 99’ ЧТ0

ввда J55+
47
100

100 
уже из-

1002 1 1003
Суммируя ее, находимъ 0,4747..:
В'Ьстно и зъ  аривм етики.

§ 157. Вставка среднихъ геометрическихъ. Между двумя 
данными числами а и  Ь вставить т среднихъ геометриче­
скихъ, т.-е. между а и Ъ вставить т чиселъ, составляющихъ 
геом. прогрессш, въ которой первый членъ = а, а послЪд- 
шй =Ъ. Число всЬхъ членовъ этой прогрессш = т -f-2, по­
этому знаменателя ея найдемъ изъ выражешя для всякаго

члена: h=aqm+l, откуда q-= ” 7 / * .V а
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Иримгъръ. Между 3 и 192 вставить 5 среднихъ геометри 
ческихъ.

Знаменатель

Искомая прогресшя -Н- 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192.
ЗамЪтимъ, что при вставке между каждыми двумя чле­

нами геом. прогрессш по т среднихъ геометрическихъ по­
лучится новая геом. прогресМя.

Действительно, знаменатель прогрессш между первыми

двумя членами а и Ъ будетъ »/ - ,V & знаменатель про-
т + 1  г

грессш между 2-мъ и 3-мъ членами Ь и с будетъ q2—

Ъ си т. д., но въ геом. прогрессш - = ^ ,  поэтому дг = д 2— . . . .

Следовательно, полученный рядъ представляетъ геом. про­
грессш.

Такимъ образомъ геом. nporpeccia имеетъ свойства ана- 
логичныя съ доказанными уже свойствами арием. прогрессш. 
Аналопя свойствъ обеихъ прогрессий видна изъ сопостав­
ления следующихъ формулъ:

Арием, nporpeccia. Геом. nporpeccia.
и = а - \- г (п — 1 ) ...................... .....  (1). j ( = a g n _ 1 ............................ ..... (Г ) .
a -\-u — b - \ - v .................................(2 ). a a = b v ...................................... (2 ') .

5 = («+м)и _ . (3). P=\/(mcf • . . .(3').'

Легко видеть, что изъ формулъ (1), (2) и (3) получаются 
формулы (Г), (2') и (3'), заменяя cлoжeвie и вычиташе умно- 
жешемъ и делешемъ, а умножеше и делеше—возвышев1емъ 
въ степень и извлечешемъ кв. корня.

§ 158. Все задачи, относяпцяся къ геометр. прогресЛямъ, 
решаются на основами трехъ выведенныхъ уравнешй:

1), ^ = - ^ = ^ = ^ . . . . ( 2 )  и P = ^ W „ .( 3 ) .

Надо однако заметить, что мнопе изъ такихъ вопросовъ 
приводятъ или къ решешю уравнешй высшихъ степеней, 
разрешаемыхъ начальной алгеброй лишь въ немногихъ
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Чё,стны*ъ елучаяхъ, или къ рЪшенш показателъныхъ ypd- 
вн етй , т.-е. такихъ, въ которыхъ неизвестное входитъ пока- 
зателемъ степени и которыя въ большинстве случаевъ разре­
шаются съ помощью логариемовъ.

Примгьры: 1. Сумма 5 членовъ геом. прогрессш=726. 
Знаменатель nporpeccin =  3. Найти первый и последшй 
члены.

п = 5; 5=726; q = 3. Изъ уравнен1я (2): 5 = a(qn— 1)
находимъ

S(q—1) 726.(3—1) 726.2 .  „  . .а =  — — у = ——v 6. Последшй члень опреде-
0й— 1 о — 1

ляется непосредственно изъ урля (1); м =ади-1= 6 .3 4;=486.
2. Первый членъ геом. прогрессш а = 2,5; последшй членъ 

и = 20; сумма членовъ 5=37,5 . Найти знаменателя прогрес­
сш q и число членовъ п .

тт • а .Щ  — аИзъ выражешя суммы геом. прогрессш 5 = ——j- полу-
5— а 37,5-2 ,5  лчимъ, что

Изъ выражен1я для всякаго члена u= aqn~1 находимъ, что 
п~1 / 20 _

<2= | /  — или 2 =  | /  2^  или 2= я-^ 8. Возвысимъ обе части
и—1

въ и—1-ую степень: 2= 8= 23.
Итакъ п —1= 3, откуда п=4.
3. Найти сумму п членовъ ряда 4):
5=*-j-2A:2-l-3A-3H-47c4-}- . . . - \-(n — l)lc>‘- 1+ nlc’t...................... (1).
Умножимъ обе части на к:
5fc= iJ-f2fc3+3fc4-f-4£8+  . . . 4-(я—1 )кп+ пкп+х .................(2).'
Вычтемъ почленно равенство (1) изъ (2):
S (k — l ) = n k n+1—(кп-\-кп+1-\~ . . . - f P - f P - f / r ) ................ .... (3).
Заметивъ, что члены, заключенные въ скобкахъ, о бра-

зуютъгеом. прогрессш,находимъ, что S (k — l) = n k n+1-----• ,
„ «4*+1 , к(кп— 1)откуда S= j = r  +  = I_ .

1) Такой рядъ вазыв. геометричеснимъ.
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4. Въ квадратъ, площадь котораго=а2, впишемъ другой 
квадратъ, соединивъ прямыми средины сторонъ 1-го ква­
драта; во 2-й квадратъ впишемъ такимъ же образомъ 3-й 
квадратъ, въ 3-й квадратъ впишемъ 4-й и т. д. до безко- 
нечности. Найти сумму площадей всЬхъ квадратовъ.

По теореме Пиеагора легко находимъ, что площадь 2- г
оР> оР ор оР оР оР

квадрата=^- +  площадь З^го к в а д р а т а = ^  +

оР оР оР
площадь 4-го квадрата=^- +  4 4 — 3 и т. д. Сумма площа-

сл& а* (хлдей всЬхъ квадратовъ $ = а 2-|- -j- — -f-g- +  • . • представля-

етъ, очевидно, .безконечно сходящуюся прогресст, 1-й членъ

которой—а 2, а знаменатель^^. Поэтому S — ~ - f = 2 a 2, а сум-

ма площадей всЬхъ вписанныхъ квадратовъ=2а2—а2—а2, т.-е. 
равна площади даннаго квадрата.

III. Неопределенный уравнешя 1-й степени.
§ 159. Если число уравнешй менее числа неизвестныхъ, 

то, какъ было уже замечено, тайя уравнешя называются 
неопредгьленными, такъ какъ имеютъ безчисленное множе­
ство рЪшенШ. Значетя неизвестныхъ могутъ быть положи­
тельный, отрицательныя, целыя и дробныя.

Встречаются однако вопросы, которые, хотя и приводятъ 
къ неопределеннымъ уравнешямъ, но по своему смыслу 
удовлетворяются только целыми и положительными реше- 
тям и. Такова, напр., задача: рубль разменяли на пятачки 
и трехкопеечники. Сколько было техъ и другихъ?

Въ этихъ случаяхъ можетъ обнаружиться, что неопреде­
ленное уравнеше имеетъ ограниченное число вполне опре- 
деленныхъ реш етй. Можетъ случиться, что данное неопре­
деленное уравнеше имеетъ только по одному такому зна- 
ченш для каждаго неизвестнаго, и даже, что оно вовсе не 
имеетъ целыхъ и положительныхъ решенШ.

В. Я. Гебель. Алг. ч. I. 11
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§ 160. Разсмотримъ р еш ете  въ целыхъ и положитель- 
ныхъ числахъ неопределенна™ уравнешя 1-й степени съ 
двумя неизвестными.

Какой бы видъ первоначально не имело такое уравнете, 
после упрощешй его всегда можно привести къ общему виду

ах~\-Ъу=с,
где  а, Ъ и с суть целыя числа, не имеюшдя общаго множи­
теля, такъ какъ въ противномъ случае мы могли бы еще 
более упростить это уравнете, разделивъ обе части его на 
общаго множителя.

Еоэффищенты а и Ъ такэюе не могутъ имгьть общаго мно­
жителя, если х  и  у долоюны быть цгьлыми числами.

Для доказательства допустимъ противное-, т.-е. что аъЪ  
имеютъ общаго множителя р , такъ что а=ахр\ Ъ— Ьгр. Тогда 
уравнете ах~\-Ъу=с можно написать въ виде

а1рх-\-Ъ1ру= с, откуда а1х-\-Ъ1у = —  -

Но такое равенство невозможно, такъ какъ сумма целыхъ

чиселъ ахх - \ - \  у не мозкетъ равняться несократимой дроби —. 

Примгъръ: Дано yp-ie 6ж-|-9у=25.
25Разделивъ обе части его на 3, получимъ 2х-\-Ъу— ^ ,  от­

куда очевидно, что х  и у не могутъ быть целыми числами.
§ 161. Что касается знаковъ коэффищентовъ а и Ь, то здесь, 

какъ легко убедиться, могутъ быть только 2 случая; 1) оба 
коэффищента имгыотъ положительные знаки и 2) одинъ изъ 
коэффищентовъ, напр., Ь имтетъ отрицательный знакъ.

Такимъ образомъ намъ предстоять разсмотреть р еш ете  
уравнетй  двоякаго вида

а х - \ - Ъ у = с .......... (1) и а х —Ъ у = с  . . . . .  (2).
Какъ увидимъ впоследствш, уравнешя перваго вида име­

ютъ ограниченное число целыхъ и положительныхъ решешй, 
а уравнешя второго вида—безчисленное множество такихъ 
решешй.

§ 162. Частные случаи. Неопределенный уравнешя въ осо­
бенности просто решаются въ следующихъ двухъ частныхъ
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случаяхъ: 1) Когда коэффищентъ при одномъ изъ неизвЪ- 
стныхъ (т.-е. а или V) равенъ 1; 2) когда постоянный членъ с = 0.

I. Если Ь = 1, то yp-ie вида (1) обращается въ а х -\-у — с, 
откуда у = с — ах. При этомъ каждому целому значение х  со­
ответствуете целое значение у . Число положительныхъ ре­
шешй определяется услов1емъ, чтобы с было более ах.

Если с с а ,  то здесь возможна только одна пара такихъ 
решешй: х = 0 \  у = с .

Уравнеше (2) при &=1 обращается въ ах—у — с, откуда 
у — а х —с. Чтобы у  было целымъ и положительными необхо-

q
димо, чтобы х  было целымъ и чтобы ах— о 0 или х > —.

а
Такъ какъ значений х, удовлетворяющихъ этому условию, 
можно взять сколько угодно, то заключаемъ, что уравнеше 
вида ах—у — с имеетъ безчисленное множество целыхъ и по­
ложительныхъ решешй.

П рим гьръ: Изъ уравнешя З х - { - у = 7  находимъ у — 7 - З х -  
Отсюда получимъ три пары целыхъ и положительныхъ р е ­
шений:

1 ; 2 .
х = 7 \  4; 1.

Наоборотъ, изъ уравнешя З х — у = 7  или у — Ъх—7 получимъ 
безчисленное множество такихъ решешй, начиная съ х=3.

х=3\ 4; 5; 6; . . . .
У=2; 5; 8; 11; . . .  .

II. Если с= 0, то изъ уравнешя ах -\-Ь у— 0 находимъ, что
(XX

у = — — • Такъ какъ а и Ъ не имЪютъ общихъ множителей, 

то для того, чтобы у  было целымъ числомъ, необходимо,
Xчтобы т было целымъ числомъ. Такъ какъ, это число мо- 0

жетъ быть положительнымъ и отрицательными то обозна-
Xчимъ его черезъ±/, такъ что ^ = ± t.  Тогда

х— Ы; у = — at или х — — Ы\ у — at.

Очевидно, что при -\- t, х  будетъ иметь положительный 
реш етя, a tj—  отрицательный. Наоборотъ, при — t, х  будетъ
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имЬть отрицательным, а у—положительным рЬшешя. На- 
конецъ, при t= 0, будемъ им’Ьть х= 0  и у = О.

Рассуждая томно такъ же относительно уравнешя 
ах—Ъу— О, найдемъ, что х=Ы  и y— at.

При t= О, получимъ х= 0 и у = 0. Полагая t равными 
любому цЬлому положительному числу, начиная съ 1, полу­
чимъ безчисленное множество цЬлыхъ и положительныхъ 
значеш’Я для х н у .

Примгъръ. 1. Изъ уравнешя 2х-\-7у=0, находимы, что 
x= 7t; у— —21.

Полагая t =  0; 1; 2; 3; . • - 1; —2;-— 3; •
получимъ а = 0 ; 7; 14; 21; . • - 7 ; - 1 4 ; - 21; .

ъ у—0] —2; —4; — 6; . 2; 4; 6; .
2. Уравнешя 2х—7у= 0  даютъ о б идя рЬшешя: 

х= 7 t; y= 2t. Полагая 
<=0; 1; 2; 3; . . .  . 

находимы ж=0; 7; 14; 21; . . . . 
т, У— 0; 2; 4; 6; . . .  .

§ 163. РЬшеше уравнешя вида ах-}-Ьу=с. Обратимся теперь 
къ разсмотрЬнш общаго способа рЬшешя неопредЬленнаго 
уравнешя, предлож енная знаменитыми математикомъ Эй- 
леромъ (1707—1783) 1). Покажемъ для наглядности примЬне- 
Hie этого способа на частномъ примЬрЬ. Положимъ, что 
дано уравнеше 7гг-(-39г/=400.

ОпредЬлимъ изъ него то неизвЬстное, у котораго коэф- 
фиц1ентъ меньше:

_400—39г/

РаздЬливъ числителя на 7, чтобы выдЬлить цЬлыя числа, 
получимъ

^ = 5 7 —5 2 /4 -^ = ^ .

Чтобы х  было цЬлымъ числомъ, надо, чтобы частное 1 - 4  у 
7

!) Вопросами, приводящими яъ неопред’Ьленнымъ уравнейямъ, зани­
мался еще греческШ математикъ Дгофантъ (360 г. по Р. X.), всл ^д сте  
чего эти уравнешя иногда называются уравнешями Дюфанта.



было также цЪлымъ числомъ. Обозначимъ это число че 
резъ t. Тогда

x=b7—by+t ....................................... (1).
1—4 уИзъ уравнетя —= ^= 1 t им^емъ 1—4y=7t. Опред'Ьливъ от­

сюда неизвестное съ меныпимъ коэффищентомъ, получимъ
I_2_________________________________________ 3̂

у—— или,  выд'Ьливъ целое число: y= —t-\— — Что-
1

бы у было ифлымъ числомъ, необходимо, чтобы - ^ было 

также ц’Ьлымъ ' числомъ. Обозначимъ его черезъ tx. Тогда
г / = - * - К .......................................   (2).

т,  • 1—:з< , , 1 —4lИзъ уравнетя . — \  получимъ t= — t или

‘= - к + г~ ' -

Разсуждая по предыдущему, положимъ такъ
О

ЧТО

........................................ (3)-
Изъ уравнетя —̂ = t 2 находимъ 1— 3£2, откуда

«1=1—3 ^ ...............................  . . (4).
Подставляя последовательно значете 1г, I и у въ равен­

ства (3), (2) и (1), будемъ иметь:
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< = -1 + 3 * 4+<2= —1+ 4^.
У = — <+<1=1— 4 ^ + 1 — Zt2= 2 - 7 t 2 ......................(I).

х=57— Ьу+1— 57—10+35*а—l+4<2= 46+ 39 i2 . . . (П).
Формулы ж =  4 6 39г и y — 2 ~ 7 t  (въ которыхъ мы для 

краткости отбросили|значки у t) представляюсь общья ртъ- 
гиенгя даннаго уравнетя. Подставляя въ нихъ вместо t про- 
извольныя целыя положительный и отрицательный числа, 
а также и 0, можемъ получать для ж и г /  сколько угодно 
целыхъ значешй.

Такъ какъ, однако, намъ надо найти для ж и у только 
полооюителъныя целыя значетя, то для этого необходимо 
поставить два услов1я: ж> 0  и у > 0.



— 174 —
Отсюда имеемъ два неравенства:

46+39fc>0................ (I); 2—7/> 0  . . . . .  (II).
Постараемся определить изъ нихъ значешя к Для этого 

изъ обеихъ частей перваго неравенства вычтемъ по 46, а 
къ обЪимъ частямъ второго неравенства прибавимъ по I t  х). 
Тогда получимъ

39£>—4 6 ................ (I'); 2 > 7 1 . . . . . .  (II').
Мы сделали это перенесевге, чтобы определить пределы 

для полооюителъныхъ значешй t. Действительно, изъ нера- 
венствъ (Г) и (II'), находимъ, что ‘

* >— • *.................(1) и « ? ...................... (2).
Отсюда видно, что t можетъ быть или нулемъ или це~ 

лымъ числомъ бблыпимъ —1^ и меньшимъ Такое число 
только одно, а именно —1.

Такимъ образомъ заключаемъ, что для t возможны только 
два значешя: t= 0  и t= —1.

Если t—0, то а7=46; у— 2.
w t — — 1 ” х = ^ 1 \ у — 9.

Итакъ, данное уравнеше имеетъ только две пары це~ 
лыхъ и положительныхъ решешй.

§ 164. Какъ видно, способъ Эйлера заключается въ по- 
следовательномъ переходе отъ одного неопределеннаго урав- 
нешя къ другому более простому, пока наконецъ такимъ 
образомъ не дойдемъ до уравнетя, коэффищентъ при не- 
известномъ котораго равенъ 1.

При болыпихъ значещяхъ коэффищентовъ при х и у 
этотъ способъ требуетъ большаго ряда вычислешй и потому 
стараются пользоваться всеми возможными упрощешями.

1. При выделенш целыхъ чиселъ полезно преобразовы­
вать числителя такимъ образомъ, чтобы дробные остатки 
получились по возможности меньшими. Напр., выделяя це-

!) Эго мы iiM'Iseii’b право сделать, такъ какъ если къ неравнымъ коли- 
чествамъ придадимъ поровну или если отъ неравныхъ количествъ отнимемъ по­
ровну, то получимъ неравныя количества. Отсюда находимъ, что при пере- 
несеши членовъ изъ одной части неравенства въ другую знаки меняются 
на обратные, такъ же какъ и въ равенствахъ.
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лыя числа изъ у =  — -  , прибавимъ и вычтемъ изъ числи­

теля по t. Тогда
1 _ 8 ^

9 4 1 4 или y= ~ 2t-\-tl, где

^=1-}-#. Отсюда находимъ, что <=4£г—1 и затЬмъ у = 2—7^; 
я=46-|-39<*.

2. Если оба члена остатка имЬютъ общаго множителя, 
то его слЬдуетъ взять за скобки.

Примгъръ. Изъ уравнешя Зз5-]-5г/=47 находимъ

* = ^ = 1 Ь - у + ^ = 1 Ь

Чтобы х  было ц'Ьлымъ числомъ, достаточно чтобы 1—У 
3 бы­

ло ц'Ьлымъ числомъ. Обозначивъ его черезъ t, получимъ 
1—y=3t, откуда у— 1—Ш; а;=15—l-j-3^+2if или a?=14-)-5if.

3. Если постоянный членъ с и. одинъ изъ коэффищен- 
товъ а или Ъ имЬютъ общаго множителя, то такое уравне- 
Hie весьма легко упрощается. Покажемъ это на примере. 
Дано уравнеше баг 7?/= 75. ЗамЬтивъ, что 6 и 75 имЬютъ 
общаго множителя 3, положимъ у=Ъу'. Тогда будемъ иметь 
Ъх-\-2\у'=ПЬ или 2х-\-1у'=2Ь, т.-е. получилось болЬе простое 
уравнеше. РЬшимъ его

^ 5 ^ = 12_ з у + 1 _ ^ = 1 2 _ 32/(̂ ;

—^ -= t\  l —y'=2t; y '= l—2t, а следовательно y—3y'=3—6t;

а5=12—3 - | и л и  x=2-\-lt.
§ 165. Формулы общнхъ рЬшешй. Если въ неопредЬлен- 

ныхъ уравнешяхъ вида ax-\-hy=ic{Y) или ах—Ъу—е (2) изве­
стна одна пара рЬшешй, то по нимъ легко можно найти 
формулы общихъ ргьшетй.

Действительно, положимъ, что уравненш ах-\-Ъу=с удовле­
творяю т р Ь т е т я  х= т  и у—n, такъ что ат-\-Ьп=с. Вычтя 
почленно второе уравнеше изъ перваго, получимъ

а(х—т)-\-Ъ(у—п)=0.
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Найденное уравнеше, считая въ немъ за неизв’Ьстныя 
х—т и у —п , одинаково съ разсмотр'Ьннымъ уже (§ 162; II) 
уравнешемъ вида ах-\-Ъу=0. Поэтому мы можемъ положить 
х —т = Ы  и у—п — —at, или х —т~ —Ы и у—n=at, откуда

х = т - \ - Ы  (I); и у = п —at, (II) или
х = т — Ы \Г); и y = n - \ - a t  (IP).

Это и будутъ обнця формулы решешй неизв'Ьстныхъ. 
Полезно заметить, что коэффищентъ при t для х  есть коэф­
фищентъ при у  въ данномъ уравненги, а коэффищентъ при I 
для у  есть коэффищентъ при х  въ уравненги, при чемъ какой- 
нибудь изъ этихъ коэффищентовъ берется съ обратнымъ зна­
комь. Полагая въ нихъ t равнымъ различнымъ ц'Ьлымъ 
числамъ (положительнымъ и отрицательнымъ), начиная съ 
нуля, будемъ получать цЪлыя значешя для х н у ,  при чемъ 
эти значешя могутъ быть или оба положительный, или оба 
отрицательныя, или одно положительное, а другое отрицав 
тельное, смотря по значешю величины t.

Чтобы х и у  были целыми и положительными числами, 
необходимо чтобы удовлетворялись неравенства

т -\-Ы >  0...(1;) и п—а£> 0...(2)
или т —Ы >  0...(1') и n - \ - a t >  0...(2')

Какое изъ этихъ двухъ паръ неравенствъ принять—совер­
шенно безразлично. Примемъ, напр., первую пару неравенствъ 
(1) и (2). Чтобы получить пределы для t, перенесемъ члены

Ы > — т  и n > a t ,

, т  , поткуда t> —у  и t< z- ,

Такъ какъ здесь а , Ъ, т  и п  представляютъ по условш
ц'Ьлыя и положительныя числа, то находимъ, что целое (а
также нулевое) значеше t должно быть болгье отрицатель-

т  п  г,
наго числа — -у- и менгье положительнаго числа — . ЭтимиЪ а
крайними значешями t вполне определяются целыя и
положительныя значешя х н у .
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Примгьрг. Уравненш Зж+5у=47 у д о в л е т в о р я ю т ъ  реш етя  

а;— 1 4  и у = 1. Следовательно о б щ 1 я  формулы решенШ будутъ: 
х=Ы-\-Ы  и у= 1—3£

или ж=:14-—Ы и у— \-\-Ы
Принявъ напр., вторую пару реш етй, пишемъ неравенства 

1 4 —5й>0 и 14-3fc>0
14 1

откуда 14>5< и 3fc>—1 или *<-5- и * > —д«
Следовательно t можетъ иметь три значетя

t—  0; 1; 2
откуда ж=14; 9; 4;

У=  1; 4; 7.
§ 166. Обратимся теперь къ уравненш вида а х — Ъу— с, въ 

котором^ известна одна пара реш етй  х = т  и у — п , такъ 
что am —Ъ п=:с. Вычитая одно уравнете изъ другого, полу- 
чимъ а {х — т )—Ъ(у—»г)=0. Разсуждая по предыдущему, на- 
ходимъ отсюда, что х —т = Ы  и у —n— a t или, что 

х = т -\~ Ы  (III); y = n - { - a t  (IY).
Мы не беремъ здесь t съ двойнымъ знакомь, такъ какъ 

полученныя обнця формулы (III и IY) имеютъ одинаковые 
знаки.

Уравнешя вида а х—Ъу— с имеютъ безчисленное множе­
ство целыхъ и положительныхъ реш етй.

Действительно въ этомъ случае условия положительности 
общихъ реш етй

т-{-Ы>0 и n - \ - a t > О
, т  , пдаютъ, что 0= — — и Ь > ----- .

о а

Отсюда видно, что, полагая t равными любому целому 

"числу, превышающему бйлынее изъ двухъ значешй— у  и

— «’ ^Удемъ получать сколько угодно целыхъ я  положи­
тельныхъ значешй для х  и у.

Прилтръ. Уравнение 2х—7у=1 удовлетворяютъ реш етя 
,ж~4; у = 1. Следовательно, обпця реш етя будутъ;

^ = 4 + 7 1\ у=  1+20
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Полагая въ нихъ t= 0; 1; 2; 3; . . . .
Получимъ, что ж=4; И ; 18; 25; . . . .

п г> У== 1) 3; 5; 7; . . . #
§ 167. Реш ете системы неопред^ленныхъ уравненш. Если 

даны 2 неопределенныхъ уравнешя съ 3-мя неизвестными 
х, у и z, то, исключивъ изъ нихъ одно неизвестное, напр., 
z, получимъ одно уравнеше съ неизвестными жиг / .  Найдя 
его реш ен1я, подставляемъ ихъ въ одно изъ данныхъ урав- 
нешй, тогда получимъ неопределенное уравнеше съ неиз­
вестными z и t. реш ивъ его, получимъ обшдя формулы 
для г и ( , а  затемъ черезъ подстановку значешй t, найдемъ 
общ1я (однородный съ ё) решешя для х н у .

Наконецъ, выразивъ услов1я положительности р еш етя  
для х, у и г, найдемъ число целыхъ и положительныхъ 
значешй для всехъ неизвестныхъ.

Въ частныхъ случаяхъ порядокъ решешя значительно 
упрощается.

Примгъръ. Даны уравнешя:
x-\-y-\-z— 2 2 .....................................(1)
Ъх~\-Ьу-\-Ъя=1\\............................ (2)

Исключивъ изъ нихъ неизвестное я, получимъ yp-ie
5ж-}-2г/=45.

Решаемъ его:

_45—5»_22—2x4-— -X= 22—2 x+ t.

1—х— t\ 1—х = 2 1\ ж—1—21

у== 22—2+ 4 4 -*; У=  20+ Ы • ■ • •
Подставляемъ эти значешя въ yp-ie x-\-y-\-z— 22.

1—2f-J—20— §t-\-z==22\ z = l— 3t . . . .  
Услов1я положительности решешй

1—2t> 0 20+5fc>0 1 - 3 0 0
даютъ t<C | t> —4 « §

Следовательно t—  0 — 1 ; - 2 -  3; — 4.
Откуда X=  1 3 ; 5 7; 9.

У=20 15 ; 10 5; 0.

* =  1 ; 4 ; 7 10; 13.

(I)

(II)

(III)






