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нормального класса Фиттинга
Ряд известных результатов теории классов Фиттинга связан с исследова

нием свойств максимальных (по включению) подклассов Фиттинга в данном 
классе Фиттинга (см , например, [1, 2] или [3]). Класс Фиттинга 5 называется 
максимальным подклассом Фиттинга класса х , если 5 с  I  и из £ с Э? с. 1. где 
Т? -  класс Фиттинга. всегда следует. ч то Т 1 <г{$ I } .

В частности, Косси [4] было установлено, что если класс Фиттинга 5 макси
мален в с .  где 6 -  класс Фиттинга всех конечных разрешимых групп, то £ яв
ляется нормальным. Непустой класс Фиттинга $  называется нормальным, если 
в любой группе С подгруппа является ^-максимальной подгруппой в  [5]. Хо
рошо известно [5], что пересечение всех неединичных нормальных классов 
Фиттинга снова является неединичным нормальным классом Фиттинга. Его 
обозначают через (£,. В теории нормальных классов Фиттинга известен ре
зультат Н.Т. Воробьева [6] о том, что в £ ,  нет максимальных подклассов Фит
тинга, который отрицательно решает проблему Лауша (см. проблему 9.18 [7]).

Основная цель настоящей работы -  расширение указанного результата 
Косси на более общий случай, когда нормальный класс Фиттинга $ максимален 
в произвольном неединичном нормальном классе Фиттинга I  (б общем случае
I  = с ) .  Доказано, что в этом случае класс также является нормальным. Из 
этого вытекает, в частности, результат Н.Т. Воробьева [6] о том, что минималь
ный нормальный класс Фиттинга не содержит максимальных подклассов.

Все рассматриваемые группы конечны и разрешимы. В определениях и 
обозначениях мы следуем [3].

1. Предварительные сведения
Для доказательства основного результата первоначально напомним неко

торые основные понятия и приведем в качестве лемм те известные утвер
ждения, которые мы будем использовать

Классом Фиттинга называется класс групп 5- который удовлетворяет 
следующим условиям:

1) каждая нормальная подгруппа любой группы из 5 также принадлежит
2) из N-,<3, К)-, е р  М2 е % всегда следует N^ 2  е Я-
Пусть ’5 -  непустой класс Фиттинга Тогда ¿-радикалом С,- группы в  назы

вают наибольшую из нормальных подгрупп С, принадлежащих
Класс Фиттинга $ называется нормальным, если в любой группе 3  под

группа От является ^-максимальной подгруппой С. Напомним, что подгруппа 
М группы С является ¿-максимальной подгруппой С , если для любой под
группы Н е £ такой, что М £  Н с  С , следует Н е {М, С}.
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Известно, что пересечение всех неединичных нормальных классов Фит
тинга является неединичным нормальным классом Фиттинга. Его называют 
минимальным нормальным классом Фиттинга и обозначают 6 . .

Пусть д -  произвольный непустой класс Фиттинга Тогда Х ~  наименьший 
из классов Фитинга, содержащий  ̂ такой, что для любых групп Э  и Н спра
ведливо равенство (С  х Н)~. = С т. х Нт. [3].

Через л. обозначают пересечение всех таких классов Фиттинга что 
1' -= X- Тогда минимальный нормальный класс Фиттинга есть с . .  где £  -  
класс всех конечных разрешимых групп.

Если д  ̂  ̂ . то Я называют классом Локетта
Класс групп  ̂ называется формацией, если выполняются следующие ус

ловия:
1) каждая факторгруппа любой группы из  ̂также принадлежит,^:
2) из Н/А е д и Н/Б е д всегда следует Н/А П В е
Пусть 3? -  непустая формация Тогда корадикалом группы в  называется 

наименьшая нормальная подгруппа группы О. факторгруппа по которой при
надлежит Я-

Пусть £ и Л -  некоторые формации. Произведением формаций д и £  на
зывается класс всех таких групп С, .^-корадикалы которых принадлежат фор
мации д.

Отображение f множества всех простых чисел Р во множество формаций 
называется локальным экраном.

Формация л называется локальной, если существует такой локальный эк
ран что

л •- С ,  г ' ( -:р „  е р 3? р \ (р)), где тг - {р  е Р | Цр) Ф &}
Лемма 1.1 [3]. Если  л и Л -  непустые классы Фиттинга. то для любой 

группы О имеет место равенство:
С  ̂ .-■* /С ~= (С/С  ̂  ) ,  .

Лемма 1.2 [3]. Если   ̂и -V» классы Фиттинга и « » -  оператор Локетта, 
то справедливо равенство:

{ ч '1 -Ь) ‘ ; л' П
Лемма 1.3 [4]. Если г-неединичный нормальный класс Фиттинга, то л с .
Лемма 1.4 [3]. Пусть д и Ь  -  классы Фиттинга причем класс Фиттинга 

£ является локальной формацией и « » -  оператор Локетта. Тогда 
справедливо равенство:

Лемма 1.5 [б]. Каждый локальный класс Фиттинга является классом Локетта
Лемма 1.6 [4]. Если  д -  класс Фиттинга и произведение Х)1=<с. то д -  

нормальный класс Фиттинга.
Непосредственной проверкой легко показать что справедлива
Лемма 1.7. Пусть д и Ь  -  классы Фиттинга Тогда:
1) если класс Фиттинга £> не пуст, то д д  л-'1):
2) если  ^ -  класс Фиттинга, являющийся гомоморфом и д -  непустой 

класс Фиттинга, т оЬ  с  д-̂ .
3) произведение классов Фиттинга ассоциативно

( ^ ) 1 .

2. Основной результат
Напомним, что класс Фиттинга * называется максимальным подклассом  

Фиттинга класса 1. если л с  I  и из ^ с  с: I ,  где Т? -  класс Фиттинга. всегда 
следует Э31 е



Докажем основной результат, который представляет
Теорема. Каждый максимальный подкласс Фиттинга нормального клас

са Фиттинга являет ся нормальным.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Я -- максимальный подкласс Фиттинга в 

нормальном классе Фиттинга -5. Тогда л <= -Р. Кроме того, по утверждению 
леммы 1,7, у? с; р ? . где ?! -  класс всех нильпотентных групп. Тогда 
л с  р Г; ¿О? ^ -Р. Но £ максимален в -г;, и поэтому возможны два случая; либо 
Я = 'Ь Г  Р ? , либо -Р Г' 5)? = 11. Рассмотрим отдельно каждый из этих случаев.

Случай 1. Пусть 5 = .р П р? . Подействуем на это равенство оператором Ло
кетта «'». В итоге получим 5’ = Ф  Н Р?)*. Но по лемме 1.2 5* = -Р*Г  (р?)*. Вви
ду того, что -Р -  нормальный класс Фиттинга, по лемме 1.3 имеем -о’ = с .  Кро
ме того, по лемме 1.4, (Р?)* = 3*3?. Таким образом. ¿* = с  Н ТГЗ!. Но так как все 
рассматриваемые группы взяты из класса с ,  то мы получаем ¿0? с  с  и по
этому а* » 3*3?. Отсюда ввиду ассоциативности произведения классов Фиттин
га и из леммы 1.4 следует

5* = л  = Сй’ 31) 31 = У?* з?2 = (** 3?2Р? = я* л 3- .. - Г  Л?"
Итак, для любого натурального п справедливо равенство:

X
Но ввиду того, что '■ ; п=1 т  = 0  и класс 3?“ является формацией, по лемме 

1.4 мы получаем, что

е  -  и „ =1 г е и ^  Г  ж  ОХ,, 5'= У-
Но так как <ь -  универсальный класс, то л с  с  и поэтому $ = с .  А это по 

лемме 1.3 означает, что 3 -  нормальный класс Фиттинга. Таким образом, в 
первом случае теорема верна.

Случай 2. Пусть -5 П р ?  = -Р. Подействуем на последнее равенство опера
тором Локетта « ». В результате получим (-Р П р?)* = р \

Но по лемме 12  |>*.П (р?>' = -р\ Кроме того, по лемме 1 4, (р?)* = 5' 3?. По
скольку -Р -  нормальный класс Фиттинга, то по лемме 13  Р* -  с ,  и мы полу
чаем, что

С  г. Я 3? *■ с .

Отсюда следует, что 0  £  Я' 31'. Но 6  -  универсальный класс групп. Следо
вательно, 3?д с п  поэтому д*Э? = с .

Так как 3*3? -  (р?)* и >¡3? -  локальный класс Фиттинга, то р ?  -  класс Локет
та по лемме 1.5. Значит, (р ? )’ -  Р ? . Отсюда и из равенства % 3? = с  следует 
Р ?  = 0 . Значит, по лемме 1.6. Я -  нормальный класс Фиттинга.

Теорема доказана.
Из теоремы вытекает отрицательный ответ на проблему Лауша о суще

ствовании максимальных подклассов Фиттинга в минимальном нормальном 
классе Фиттинга (см. [7], проблема 9.18), который был получен Н.Т. Воробь
евым

Следствие 1. (Воробьев Н.Т. [6]) Пусть 0 ,  -  минимальный нормальный 
класс Фиттинга Тогда в 6 .  нет максимальных подклассов Фиттинга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть I  максимален в 0 , .  Тогда он нормален в 0 ,. 
Но так как 0 ,  -  минимальный нормальный класс Фиттинга, то 1=0,.

Следствие доказано.
Следствие 2 (Соээеу [1]). Если 5 -  максимальный подкласс Фиттинга в 

классе 0 . то 5 -  нормальный класс Фиттинга.
Доказательство вытекает непосредственно из теоремы в случае, когда 

класс Р  = 0 .
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It is proved that every maximal Fitting subclass of a normal Fitting class Is 
normal
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