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ВВЕДЕНИЕ 

 

В учебном издании «Дополнительные главы теории вероятно-

стей и математической статистики» излагаются основы теории слу-

чайных процессов, рассматриваются некоторые важные классы слу-

чайных процессов и достаточно подробно анализируются марковские 

процессы с дискретным и непрерывным временем. 

Учебное издание организовано следующим образом: пункты  

1–5 посвящены общим вопросам теории случайных процессов (основ-

ные понятия, терминология, классификация); пункт 6 содержит ос-

новные сведения о пуассоновском процессе; в пунктах 7–10 обсужда-

ются различные вопросы, связанные с марковскими процессами (ос-

новные свойства, классификация состояний однородной цепи Марко-

ва, эргодичность, системы дифференциальных уравнений Колмогоро-

ва); в пункте 11 рассмотрен ветвящийся процесс, приведены некото-

рые важные факты, вытекающие из анализа дифференциального урав-

нения для производящей функции этого процесса; в конце издания 

приведен список задач, который полностью охватывает все изучаемые 

темы и вполне обеспечивает необходимую самостоятельную работу 

студентов. Кроме теоретической части каждый пункт содержит разо-

бранные примеры, позволяющие закрепить, углубить теоретические 

знания и получить навыки практического использования вероятност-

ных методов. 

В качестве источника необходимого теоретического материала 

рекомендуется использовать методические издания [1–2] этих же ав-

торов. 

Настоящее издание адресуется прежде всего студентам фа-

культета математики и информационных технологий, обучающимся 

по специальностям «Прикладная математика (научно-педагогическая 

деятельность)» и «Прикладная информатика (программное обеспече-

ние компьютерных систем)». 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

5 

1. Случайные процессы 

 
Пусть T – некоторое подмножество числовой прямой R. Если 

каждому значению tT поставлена в соответствие случайная величина 

X(t), то говорят, что на множестве T задан случайный процесс X(t). При 

этом параметр t (аргумент случайного процесса) интерпретируется как 

время. Таким образом, случайный процесс представляет собой одно-

параметрическое семейство случайных величин X(t), tT. 

Примечание. Наряду с термином «случайный процесс» часто 

как синоним используется термин «случайная функция». 

Если множество T не более чем счѐтно (т.е. конечно либо счѐт-

но), то случайный процесс X(t) называется процессом с дискретным 

временем. 

Если T – некоторый промежуток действительной оси, то слу-

чайный процесс X(t) называется процессом с непрерывным временем. 

Пусть, осуществляя некоторый эксперимент, мы отмечаем для 

каждого момента  времени tT значение, фактически принятое про-

цессом X(t) в этот момент. Тогда мы получим функцию x(t), называе-

мую реализацией (или траекторией) случайного процесса X(t) и опи-

сывающую одно из возможных течений этого процесса – то, которое 

наблюдалось в данном эксперименте. 

Случайная величина X(t0), в которую обращается случай-

ный процесс X(t) при t = t0, называется сечением этого процесса в мо-

мент времени t0. 

Следует отметить, что в общем случае задать случайный про-

цесс аналитически (т.е. с помощью формулы) невозможно. Исключе-

ние составляют так называемые элементарные случайные процессы, 

представимые в следующем виде: 

),,,,()( 1 nUUtXtX   

где ),,,( 1 nuutX   – некоторая действительная функция от 1n  дейст-

вительной переменной, 1U , …, 1U  – случайные величины с конкрет-

ными распределениями. 

Пример 1. Элементарный случайный процесс имеет вид 

tUtX sin)(     ),0( t  

где U – случайная величина, возможные значения которой принадле-

жат интервалу )5,0( . Найти: 1) сечение процесса X(t) в момент време-

ни 6t ; 2) реализацию процесса X(t), полученную при проведении 

эксперимента, в котором случайная величина U приняла значение 

2u . 
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Решение. 1) Сечением процесса X(t) в момент времени 6t  

является случайная величина 

.5,0)6sin()6( UUX   

2) Если в результате эксперимента случайная величина U при-

няла значение 2u , то реализацией процесса X(t) в этом эксперимен-

те является функция 

ttx sin2)(  . ● 

Пример 2. Случайный процесс имеет вид 

tVtX 2)(  ,   0t , 

где V – случайная величина, распределѐнная равномерно на отрезке 

]3,3[ . Найти вероятность того, что реализация процесса X(t) хотя бы 

один раз обратится в нуль на отрезке  ]1,21[ .   

Решение. Обозначим через A интересующее нас событие. Заме-

тим, что все траектории процесса X(t) непрерывны. Поэтому вероят-

ность события A равна вероятности того, что в результате одного экс-

перимента произойдут события }0)(min{
]1,21[




tX
t

 и }0)(max{
]1,21[




tX
t

. Та-

ким образом, 




}0max2,0min2{)(
]1,21[]1,21[
tVtVPAP

tt
 

 }12{}012,0)21(2{  VPVVP . 

Поскольку случайная величина V распределена равномерно на отрезке 

]3,3[ , то 







1

2

61)61()( dxAP . ● 

 

2. Законы распределения случайных процессов 
 

Пусть t – произвольное фиксированное значение аргумента 

случайного процесса X(t). Тогда закон распределения случайной вели-

чины X(t) –– сечения этого процесса –– называется одномерным зако-

ном распределения процесса X(t). Одномерный закон распределения 

обычно задаѐтся одномерной функцией распределения 

})({);(1 xtXPtxF  . 

Если сечение X(t) – непрерывная случайная величина, одно-

мерный закон распределения процесса определяется также его одно-

мерной плотностью );(1 txp , являющейся плотностью распределения 

случайной величины X(t). Если сечение X(t) – дискретная случайная 

величина, то одномерный закон распределения процесса задаѐтся пе-

речнем всех возможных еѐ значений 

)(1 tx , …, )(txn , … 
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и их вероятностей 

)(1 tp , …, )(tpn , …, 

})({)( ii xtXPtp  ,   1)( 
i

i tp . 

Для решения задач, в которых значения аргумента случайно-

го процесса рассматриваются изолированно друг от друга, знания од-

номерных законов распределения вполне достаточно. Однако в боль-

шинстве задач одномерные законы распределения не могут служить 

полной характеристикой случайных процессов, так как они не отра-

жают взаимную зависимость различных сечений. Для получения бо-

лее детальной характеристики случайного процесса пользуются дву-

мерным, трехмерным и т.д. законами распределения. 

Пусть t1, t2, , tn –– произвольные фиксированные значения 

аргумента случайного процесса X(t). Закон распределения случайного 

вектора ))(,),(),(( 21 ntXtXtX   называется n-мерным законом распре-

деления процесса X(t). Обычно n-мерный закон распределения процес-

са задаѐтся n-мерной функцией распределения 

})(,,)(,)({),,,;,,,( 22112121 nnnnn xtXxtXxtXPtttxxxF   . 

Если ))(,),(),(( 21 ntXtXtX  – непрерывная n-мерная случайная 

величина, то n-мерный закон распределения случайного процесса X(t) 

задаѐтся также его n-мерной плотностью ),...,,;,...,,( 2121 nnn tttxxxp , 

совпадающей (по определению) с плотностью случайного вектора 

))(,),(),(( 21 ntXtXtX  . 

Пример 3. Дан случайный процесс 

)1()( tVtX  , 0t , 

где V – случайная величина, равномерно распределѐнная на отрезке 

]3,0[ . Найти одномерную функцию распределения и одномерную 

плотность этого процесса. 

Решение. По определению одномерной функции распределе-

ния случайного процесса 
























t

x
F

t

x
VPxtVPxtXPtxF V

11
})1({})({);(1 , 

где )(xFV  – функция распределения случайной величины V. Посколь-

ку 

















,3при1

,30при
3

,0при0

)(

x

x
x

x

xFV  

то 
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),1(3при1

),1(30при
)1(3

,0при0

);(1

tx

tx
t

x

x

txF  

т.е. случайная величина X(t) распределена равномерно на отрезке 

)]1(3,0[ t . Находим одномерную плотность процесса X(t): 


















).1(3или0при0

),1(30при
)1(3

1
),(

);( 1
1

txx

tx
t

x

txF
txp  

Пример 4. Пусть случайный процесс задан соотношением 

)()( tUtX  ,   ]1,0[t , 

где U – некоторая случайная величина с функцией распределения 

)(xFU , )(t  – действительная функция аргумента t, принимающая 

только положительные значения. Найти двумерную функцию распре-

деления случайного процесса X(t).  

Решение. Согласно определению двумерной функции распре-

деления случайного процесса, 

 })(,)({})(,)({),;,( 2211221121212 xtUxtUPxtXxtXPttxxF  










 )}
)(

,
)(

min({}
)(

,
)(

{
2

2

1

1

2

2

1

1

t

x

t

x
UP

t

x
U

t

x
UP  











 )
)(

,
)(

min(
2

2

1

1

t

x

t

x
FU . ● 

 

3. Основные характеристики случайных процессов 
 

Пусть X(t) – случайный процесс, определѐнный на множестве 

RT . 

Математическим ожиданием процесса X(t) называется неслу-

чайная (т.е. обычная) функция )(tmX , которая при каждом значении 

tT равна математическому ожиданию соответствующего сечения: 

)]([)( tXMtmX  . 

Дисперсией процесса X(t) называется неслучайная функция 

)(tDX , которая при каждом значении tT равна дисперсии соответст-

вующего сечения: 

)]([)( tXDtDX  . 

Корреляционной функцией процесса X(t) называется неслучай-

ная функция ),( 21 ttKX , которая при каждой паре значений Ttt 21,  

равна ковариации соответствующих сечений: 
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 )](),(cov[),( 2121 tXtXttKX  

)])()()][()(([ 2211 tmtXtmtXM XX  . 

Корреляционная функция является характеристикой связи ме-

жду сечениями случайного процесса. Очевидно, что она обладает сле-

дующими свойствами: 

1) ),(),( 1221 ttKttK XX   (свойство симметрии); 

2) )(),( tDttK XX  . 

Пример 5. Найти математическое ожидание, дисперсию и кор-

реляционную функцию случайного процесса 

tUtX  cos)( ,   0t , 

где U – случайная величина с 7)( UM , 5,0)( UD ;   – положитель-

ная постоянная. 

Решение. Последовательно находим:  

tUMttUMtmX  cos7)(cos)cos()( ; 

 ),cov(coscos)cos,coscov(),( 212121 UUtttUtUttKX  

2121 coscos5,0)(coscos ttUDtt  ; 

tttKtD XX  2cos5,0),()( . ● 

Пусть на множестве T заданы два случайных процесса X(t) и 

Y(t). 

Взаимной корреляционной функцией процессов X(t) и Y(t) назы-

вают неслучайную функцию ),( 21 ttRXY , которая при каждой паре зна-

чений Ttt 21,  равна ковариации сечений )( 1tX  и )( 2tY :  

 )](),(cov[),( 2121 tYtXttRXY  

)])()()][()(([ 2211 tmtYtmtXM YX  . 

Если 0),( 21 ttRXY , то случайные процессы X(t) и Y(t) называ-

ются некоррелированными. 

Легко видеть, что при одновременной перестановке индексов и 

аргументов взаимная корреляционная функция не меняется: 

),(),( 1221 ttRttR YXXY  . 

Для математического ожидания, дисперсии и корреляционной 

функции суммы процессов X(t) и Y(t) справедливы формулы 

)()()( tmtmtm YXYX  , 

),(2)()()( ttRtDtDtD XYYXYX  ,   

),(),(),(),(),( 1221212121 ttRttRttKttKttK XYXYYXYX  . 

Если процессы некоррелированы, то 

)()()( tDtDtD YXYX  , 

),(),(),( 212121 ttKttKttK YXYX  . 
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4. Каноническое разложение случайного процесса 

 

Каноническим разложением случайного процесса X(t) называ-

ется его представление в виде 





n

i
iiX tVtmtX

1

)()()( ,                                 (1) 

где )(tmX  – математическое ожидание процесса X(t); )(1 t , )(2 t , …, 

)(tn  – неслучайные функции аргумента t (времени); 1V , 2V , …, nV  – 

случайные величины, удовлетворяющие следующим условиям: 

0)( iVM , 0)(  ii DVD ,   ni ,,2,1  ; 

0)( jiVVM  при ji  . 

Функции )(ti  называются координатными функциями кано-

нического разложения, а случайные величины iV  – коэффициентами 

канонического разложения. 

Если случайный процесс X(t) представлен каноническим раз-

ложением (1), то его корреляционная функция записывается в виде 





n

i
iiiX ttDttK

1
2121 )()(),(                              (2) 

 Выражение (2) называется каноническим разложением корре-

ляционной функции случайного процесса X(t). 

Полагая в формуле (2) ttt  21 , получаем каноническое раз-

ложение дисперсии случайного процесса X(t): 





n

i
iiX tDtD

1

2)]([)( . 

Приведѐм алгоритм нахождения канонического разложения 

случайного процесса 





n

i
ii tUttX

1
0 )()()( , 

где )(0 t , )(1 t , …, )(tn  – некоторые неслучайные функции, а 1U , 

2U , …, nU  – случайные величины с известными математическими 

ожиданиями ii mUM )( , ni ,,2,1  , и известной ковариационной 

матрицей 





















nnnn

n

n

KKK

KKK

KKK

K









21

22221

11211

, 

),cov( jiij UUK   – ковариация случайных величин iU  и jU . 
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Прежде всего перейдѐм к центрированным (т.е. имеющим ну-

левое математическое ожидание) случайным величинам 

iii mUU 


,   ni ...,,2,1 . 

Имеем: 

 
 


n

i

n

i
iiiii tmUtmttX

1 1
0 )()()()()( = 





n

i
iiX tUtm

1

)()(


,       (3) 

где 



n

i
iiX tmttm

1
0 )()()(  – математическое ожидание случайного 

процесса X(t). Заметим, что для любых i и j 

ijji KUUM )(


. 

Неизвестные случайные коэффициенты iV  канонического раз-

ложения процесса X(t) будем искать в виде линейных комбинаций 

случайных величин 


1U , 


2U , …, 


nU (тем самым будет гарантирована 

центрированность случайных величин iV , ni ...,,2,1 ). 

Запишем следующие равенства: 

























 ....

,.............

,

,

,

11,2211

32321313

21212

11

VVaVaVaU

VVaVaU

VVaU

VU

nnnnnn









                     (4) 

Предполагаем, что в этих равенствах центрированные случайные ве-

личины iV  удовлетворяют условиям некоррелированности 

0)( jiVVM    )( ji  .                                       (5) 

Из равенств (4) последовательно находим неизвестные коэф-

фициенты ija  и искомые выражения случайных величин iV  через слу-

чайные величины 


1U , 


2U , …, 


nU . Рассмотрим этот процесс подроб-

нее. 

Чтобы найти коэффициент 21a , умножим второе равенство (4) 

на 1V  и перейдѐм к соответствующему равенству для математических 

ожиданий: 
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)()()( 12
2

12112 VVMVMaVUM 


. 

Учитывая, что 0)( 12 VVM  и 


11 UV  , имеем 

112121 KaK  , 

откуда 

112121 KKa  . 

Из первого и второго равенств (4) находим также 


21212 UUaV  . 

Предположим, что в первых 1k  равенствах (4) все коэффи-

циенты ija  уже найдены и случайные величины 1V , 2V , …, 1kV  пред-

ставлены в виде линейных комбинаций случайных величин 


iU . 

Рассмотрим следующее (k-ое) равенство: 

kkkkkkk VVaVaVaU   11,2211 ...


.                    (6) 

Умножим обе его части на случайную величину iV  )1...,,2,1(  ki  и 

перейдѐм к математическим ожиданиям: 

)( ik VUM


 

)()(...)()( 11,2211 ikikkkikik VVMVVMaVVMaVVMa   . 

С учѐтом условия (5) отсюда получаем 

)()( 2
ikiik VMaVUM 



,     1...,,2,1  ki .                   (7)  

Математические ожидания в обеих частях этих равенств находятся с 

учѐтом известных выражений случайных величин 1V , 2V , …, 1kV  че-

рез случайные величины 


iU . При этом используется ковариационная 

матрица K. Далее из равенств (7) находим коэффициенты kia , 

1...,,2,1  ki , и затем, используя равенство (6), находим выражение 

случайной величины kV  через случайные величины 


iU . 

Следуя описанному выше алгоритму, получим представления 

всех случайных коэффициентов iV  )...,,2,1( ni   канонического раз-

ложения процесса X(t) в виде линейных комбинаций случайных вели-

чин 


1U , 


2U , …, 


nU . Само каноническое разложение процесса полу-

чается из равенства (3) после подстановки в него вместо случайных 

величин 


iU  их выражений через случайные величины iV  (равенства 

(4)). 
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Пример 6. Дан случайный процесс 

tUtUtX sin)( 21  ,   0t , 

где случайный вектор ),( 21 UU  имеет вектор математических ожида-

ний )1,1(   и ковариационную матрицу 











31

12
K . 

Найти канонические разложения процесса X(t) и его корреляционной 

функции. 

Решение. Переходим к центрированным случайным величинам 

111 UU


,   122 UU


. 

Имеем: 

tUtUtttX sinsin)( 21



 .                             (8) 

Записываем равенства 













.

,

212

11

VaVU

VU




                                         (9) 

Здесь 1V , 2V  – случайные величины с нулевыми математическими 

ожиданиями, удовлетворяющие условию некоррелированности 

0)( 21 VVM . 

Умножим второе равенство (9) на 1V  и перейдѐм к равенству 

для математических ожиданий: 

)()( 2
112 VaMVUM 



. 

Находим 

1)()( 211212  KUUMVUM


,       2)()( 11
2
1

2
1  KUMVM



. 

Таким образом, имеем: a21 , 5,0a . Следовательно, второе равен-

ство (9) принимает вид 

212 5,0 VVU 


. 

Выражаем 2V  через 


1U  и 


2U : 



21212 5,05,0 UUUVV   

Подставляя в формулу (8) вместо случайных величин 


1U  и 


2U  

их выражения через случайные величины 1V  и 2V , получаем канони-

ческое разложение случайного процесса X(t): 

tVttVtttVVtVtttX sin)sin5,0(sinsin)5,0(sin)( 21211  . 
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Заметим, что в силу центрированности случайных величин 1V  

и 2V  

2)()( 2
11  VMVD , 

 )()()(25,0)()( 2
221

2
1

2
22



UMUUMUMVMVD  

5,231225,025,0 221211  KKK . 

Поэтому, согласно формуле (2), каноническое разложение корреляци-

онной функции случайного процесса X(t) имеет следующий вид: 

21221121 sinsin5,2)sin5,0)(sin5,0(2),( ttttttttK  . ● 

 

5. Некоторые классы случайных процессов 
 

Случайный процесс X(t), определѐнный на множестве T, назы-

вается стационарным в узком смысле, если все его n-мерные законы 

распределения не зависят от сдвига во времени, т.е. для любого Nn , 

любых Tttt n ...,,, 21  и любого R , такого что Ttk   (k = 1, 2, 

…, n), имеет место равенство 

),...,,;,...,,(),...,,;,...,,( 21212121 nnnnnn tttxxxFtttxxxF  . 

Легко заметить, что одномерный закон распределения стацио-

нарного в узком смысле случайного процесса не зависит от времени, а 

его двумерное распределение не зависит от положения аргументов 1t  

и 2t  на оси времени, а зависит только от их разности 12 tt  .  

Случайный процесс X(t) называется стационарным в широком 

смысле, если его математическое ожидание не зависит от времени, а 

корреляционная функция зависит лишь от разности аргументов, т.е. 

constmtm XX )( , 

)(),( 21  XX KttK , 12 tt  . 

Заметим, что дисперсия стационарного в широком смысле слу-

чайного процесса постоянна: 

)0()( XX KtD  , 

а корреляционная функция обладает следующими свойствами: 

1) )()(  XX KK , т.е. )(XK  – чѐтная функция; 

2) )0(|)(| XX KK  . 

Пример 7. Пусть   – случайная величина, равномерно распре-

делѐнная на отрезке ]2,0[  . Доказать, что случайный процесс 

)cos()(  ttX ,   0t , 

является стационарным в широком смысле. 

Решение. Поскольку случайная величина   распределена рав-

номерно на отрезке ]2,0[  , то еѐ плотность 
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].2,0[при0

],2,0[при
2

1
)(

x

x
xp  

Находим математическое ожидание процесса X(t): 




 



 dxxtdxxpxttMtmX

2

0

)cos(
2

1
)()cos())(cos()(  

0)sin)2(sin(
2

1
)sin(

2

1 2

0









ttxt . 

Найдѐм корреляционную функцию процесса X(t). Имеем: 

 ))]()())(()([(),( 221121 tmtXtmtXMttK XXX  







 


2

)2cos()cos(
)]cos()[cos( 1212

21

tttt
MttM  

)]2[cos(
2

1
)cos(

2

1
1212  ttMtt . 

Заметим, что 




 


dxxttttM
2

0
1212 )2cos(

2

1
)]2[cos(  

0))sin()4(sin(
4

1
)2sin(

4

1
1212

2

012 








ttttxtt . 

Поэтому 

)cos(
2

1
),( 1221 ttttK X  . 

Таким образом, установлено, что математическое ожидание 

процесса X(t) постоянно, а его корреляционная функция зависит лишь 

от разности аргументов 12 tt  . Следовательно, процесс X(t) является 

стационарным в широком смысле. ● 

Из стационарности случайного процесса в узком смысле сле-

дует его стационарность в широком смысле. Обратное утверждение, 

вообще говоря, неверно. 

Пример 8. Пусть случайные величины 1U  и 2U  независимы и 

имеют одинаковый закон распределения: 

iU  1  1  

p 21  21  

( 2,1i ). Рассматривается случайный процесс 

tUtUtX  sincos)( 21 ,   0t , 

где   – положительная постоянная. Доказать, что процесс X(t) ста-

ционарен в широком смысле, но не стационарен в узком смысле. 
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Решение. Заметим, что 

0)()( 21  UMUM , 

и так как случайные величины 1U  и 2U  независимы, то 

0)( 21 UUM . 

Кроме того, 

1)()( 2
2

2
1  UMUM . 

Поэтому 

0)(sin)(cos)( 21  UtMUtMtmX , 

 )]()([),( 2121 tXtXMttKX  

 )]sincos)(sincos[( 22211211 tUtUtUtUM  

 )(cossin)(coscos 2121
2
121 UUMttUMtt  

 )(sinsin)(sincos 2
2212121 UMttUUMtt  

)(cossinsincoscos 122121 tttttt  . 

Следовательно, процесс X(t) стационарен в широком смысле. 

Одномерный закон распределения стационарного в узком 

смысле случайного процесса не должен зависеть от времени. Рассмот-

рим одномерные распределения процесса X(t) в моменты времени 0t  

и 





4
t .   

При 0t  имеем: 

121 0sin0cos)0( UUUX  , 

т.е. одномерное распределение процесса X(t) в момент времени 0t  

совпадает с распределением случайной величины 1U . 

При  





4
t  получаем 

)(
2

2
)

4
sin()

4
cos()

4
( 2121 UUUUX 














, 

т.е. в этот момент времени одномерное распределение процесса X(t) 

совпадает с распределением случайной величины )(
2

2
21 UUV  .  

Случайная величина V принимает значения 2 , 0, 2 , и еѐ 

закон распределения, очевидно, отличен от закона распределения слу-

чайной величины 1U . Таким образом, одномерное распределение слу-

чайного процесса X(t) меняется со временем, и, следовательно, этот 

процесс не является стационарным в узком смысле. ● 

Случайный процесс X(t) , tT, называется процессом с незави-

симыми приращениями, если для любого nN, 2n , и любых момен-

тов времени  t1, t2, , tnT, таких что t1  t2    tn, случайные вели-

чины 
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)( 1tX , )()( 12 tXtX  , , )()( 1 nn tXtX  

независимы в совокупности. 

Пример 9. Пусть X(t), 0t , – случайный процесс с независи-

мыми приращениями, причѐм 0)0( X . Доказать, что дисперсия этого 

процесса )(tDX  является неубывающей функцией аргумента t. 

Решение. Пусть 210 tt  . Если 01t , то 0)]0([)( 1  XDtDX , и  

неравенство )()( 21 tDtD XX   очевидно. Если 01t , то 

)]())()([()]([)( 11222 tXtXtXDtXDtDX  . 

Случайные величины )()( 12 tXtX   и )0()()( 11 XtXtX   независимы, 

так как X(t) – процесс с независимыми приращениями. Поэтому 

)]([)]()([()]())()([( 112112 tXDtXtXDtXtXtXD  . 

Следовательно, 

)()()]()([()( 11122 tDtDtXtXDtD XXX  . 

Таким образом, )(tDX  не убывает при 0t . ● 

Случайный процесс X(t) называется однородным (во времени), 

если закон распределения случайной величины X(t + ) – X(t) зависит 

только от  и не зависит от t. 

 

6. Пуассоновский процесс 

 

Случайный процесс X(t), t  0, называется пуассоновским, если 

он удовлетворяет следующим условиям: 

1) X(0) = 0; 

2) X(t) – процесс с независимыми приращениями; 

3) в случайные моменты времени 1t , 2t , 3t , … (  321 ttt ) 

происходит приращение значения X(t) на единицу, причем для любого 

0t  и любого достаточно малого 0t   

)(}1)()({ tottXttXP        ( = const  0), 

)(}1)()({ totXttXP  , 

где )( to   – бесконечно малая высшего порядка по сравнению с t  

при 0t . 

Из последних двух равенств следует, что 

)(1}0)()({ tottXttXP  . 

Параметр  называется интенсивностью пуассоновского про-

цесса X(t). 

Реализация пуассоновского процесса представляет собой число 

регистраций наступления некоторого события за период от 0 до теку-

щего момента времени t. На рис. 1 показана реализация, соответст-
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вующая первому наступлению события в момент 1t , второму – в мо-

мент 2t  и т.д. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

К пуассоновским процессам относятся: процесс радиоактивно-

го распада (X(t) – число атомов, распавшихся за время  t), поток заявок 

на АТС (X(t) – число вызовов за время t), сбои аппаратуры (X(t) – чис-

ло сбоев за время  t) и т.д. 

Положим })({)( ntXPtpn  , ,2,1,0n . Можно показать, 

что вероятности )(tpn  удовлетворяют системе дифференциальных 

уравнений 













 .,2,1),()(
)(

),(
)(

1

0
0

ntptp
dt

tdp

tp
dt

tdp

nn
n

                     (10) 

Очевидно, что функции )(tpn  должны удовлетворять также следую-

щим начальным условиям: 

1)0(0 p , 0)0( np , ,2,1n .                             (11) 

Решая систему (10) при начальных условиях (11), получаем одномер-

ный закон распределения пуассоновского процесса: 

t
n

n e
n

t
tp 


!

)(
)( ,    ,2,1,0n .                            (12) 

Таким образом, в каждый фиксированный момент времени 

0t  случайная величина X(t) (сечение процесса в момент времени t) 

распределена по закону Пуассона с параметром t . Следовательно, 
ttXM )]([  

(см., например, [1]). Поэтому параметр  трактуется как среднее число 

единичных приращений пуассоновского процесса в единицу времени. 

t t5 t4 t3 t2 t1 0 

1 

2 

3 

4 

5 

x(t)

) 

Рис. 1 
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Пуассоновский процесс является однородным. Кроме того, он 

обладает свойством отсутствия последействия, означающим, что  
})()({})(|)()({ mtXtXPntXmtXtXP   

для любых 0, t  и любых ...},2,1,0{, nm . 

Промежуток времени между двумя последовательными скач-

ками пуассоновского процесса представляет собой случайную вели-

чину, распределѐнную по показательному закону с параметром . 

Пример 10. Найти корреляционную функцию ),( 21 ttKX  пуас-

соновского процесса X(t) с интенсивностью . 

Решение. Пусть 12 tt  . С учѐтом того, что ковариация линейна 

по каждому своему аргументу, получаем 

 )]())()((),(cov[)](),(cov[),( 11212121 tXtXtXtXtXtXttKX  

)](),(cov[)]()(),(cov[ 11121 tXtXtXtXtX  . 

Случайные величины )0()()( 11 XtXtX   и )()( 12 tXtX   неза-

висимы, так как )(tX  – процесс с независимыми приращениями. По-

этому 

0)]()(),(cov[ 121  tXtXtX . 

Таким образом, 

111121 )]([)](),(cov[),( ttXDtXtXttKX   

(т.к. при каждом 0t  случайная величина X(t) распределена по закону 

Пуассона с параметром t ). 

В силу симметричности функции ),( 21 ttKX  полученный выше 

результат позволяет записать эту функцию при 21 tt  : 

221 ),( tttKX  . 

При ttt  21  имеем:  

ttXDttKX  )]([),( . 

Итак, 

},min{),( 2121 ttttKX  . ● 

Пример 11. Среднее число заказов такси, поступающих на 

диспетчерский пункт за одну минуту, равно 3. Найти вероятность то-

го, что за 2 минуты поступит менее 4 заказов.   

Решение. Пусть случайная величина X(t) – число заказов, по-

ступивших за время t. Тогда семейство случайных величин X(t), 0t , 

представляет собой пуассоновский процесс. Согласно условию, ин-

тенсивность этого процесса (среднее число заказов за единицу време-

ни) 3 . Искомую вероятность находим с помощью теоремы сложе-

ния вероятностей и формулы (12): 

 )2()2()2()2()4)2(( 3210 ppppXP  

1512,061
!3

6

!2

6

!1

6

!0

6 66
3

6
2

6
1

6
0

  eeeee . ● 
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7. Марковские процессы 
 

Рассмотрим семейство случайных величин  X(t), tT )( RT , 

зависящих от параметра t (времени) и принимающих целочисленные 

значения из множества J (конечного или счѐтного). Значения X(t) ––

это возможные состояния некоторой системы. Обозначаем их i, j, in , 

jn , k,  . Таким образом, величины X(t) описывают случайный про-

цесс переходов системы из одного состояния в другое. 

Предполагаем, что для любого Nn , 3n , любых моментов 

времени Tttt n ...,,, 21 , таких что nttt  21 , и любых состояний 

Jiii n ...,,, 21  выполнено равенство 

  })(,,)(,)(|)({ 112211 nnnn itXitXitXitXP   

})(|)({ 11   nnnn itXitXP . 

Случайный процесс X(t), обладающий этим свойством, называется 

марковским. 

Далее будем полагать, что ),0[ T  или },2,1,0{ T . В 

первом случае будем иметь процесс с непрерывным временем, а во 

втором – с дискретным. Отметим, что марковский процесс с дискрет-

ным временем, часто называют цепью Маркова.   

Предположим, что для любых Tts , , таких что ts  , и любых 

Jji ,  условная вероятность })(|)({ isXjtXP   не зависит от распо-

ложения моментов s и t на временной оси, а зависит лишь от длины 

соответствующего временного промежутка st  : 

)(})(|)({ stpisXjtXP ij  . 

Это свойство случайного процесса X(t) называется свойством одно-

родности. Условную вероятность )( stpij   называют переходной ве-

роятностью (вероятностью перехода из состояния isX )(  в состоя-

ние jtX )( ). Легко видеть, что 










.при0

,при1
)0(

ji

ji
pij                                      (13) 

Марковский процесс, обладающий свойством однородности, 

называется однородным марковским процессом. 

Пример 12. Определѐнный в пункте 6 пуассоновский процесс 

X(t), t  0, является однородным марковским процессом с множеством 

возможных состояний },2,1,0{ J . Переходные вероятности этого 

процесса 

)(

)!(

)]([
)( st

ij

ij e
ij

st
stp 






  при ij  , 

0)(  stpij  при ij   
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(переход в состояние jtX )(  возможен лишь из состояния ji  ). ● 

Отметим некоторые важные свойства однородного марковско-

го процесса X(t) с переходными вероятностями )(tpij . 

Свойство 1. Для любых моментов Tttt n ...,,, 21  )2( n , таких 

что nttt  21 , любых состояний Jiii n ...,,, 21  и любого 

}1,,2,1{  nm   выполняется равенство 

  })(,,)(|)(,,)(,)({ 112211 mmnnmmmm itXitXitXitXitXP   

)()()( 1121 1211  
 nniimmiimmii ttpttpttp

nnmmmm
 . 

Через )(tpi  будем обозначать вероятность того, что в момент 

времени t система находится в состоянии i: 

})({)( itXPtpi  . 

Очевидно, что 



Ji

i tp 1)(  для любого момента времени Tt . 

Свойство 2. Для любых моментов Tttts n ...,,,, 21 , таких что 

nttts  21 , и любых состояний Jiiii n ...,,,, 21  

 })(,,)(,)({ 11 nn itXitXisXP   

)()()( 11 11 
 nniiiii ttpstpsp

nn
 . 

Для однородного марковского процесса X(t) с конечным или 

счѐтным множеством состояний J переходные вероятности )(tpij , об-

разуют матрицу переходных вероятностей 
Jjiij tpt




,
)()( . Сумма 

элементов каждой строки этой матрицы равна 1: 

1)( 
Jj

ij tp ,    Ji . 

Отметим также, что в силу (13) 

E)0(  (единичная матрица). 

Через p(t) обозначим вектор распределения вероятностей со-

стояний в момент времени t: 

)),(),(()( 21 tptptp  . 

Свойство 3. Для любых Tts ,  имеет место равенство 

)()()( tsptsp  .                                        (14) 

Транспонировав обе части равенства (14), получим 

)()()( spttsp TTT  . 

Свойство 4. Для любых Tts ,  





Jk

kjikij tpsptsp )()()( ,     Jji , , 

или в матричной форме 

)()()( tsts   .                                      (15) 
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Это соотношение называют уравнением Колмогорова – Чепмена. 

В силу (15) для однородного марковского процесса с дискрет-

ным временем имеем 
nn  )( ,        ,2,1n , 

где )1(  – матрица переходных вероятностей за один шаг (за еди-

ницу времени). 

Пример 13. Матрица переходных вероятностей за один шаг 

однородной цепи Маркова имеет вид 



















3,04,03,0

2,02,06,0

4,05,01,0

 . 

Распределение вероятностей состояний в момент времени 0t  опре-

деляется вектором )1,0;2,0;7,0()0( p . Найти: 

1) вероятности состояний цепи в момент 2t ; 

2) вероятность того, что в моменты 3,2,1,0t  состояниями 

цепи будут соответственно 2,3,3,1 . 

Решение. 1) Находим матрицу переходных вероятностей за два 

шага: 




















































29,035,036,0

34,042,024,0

26,031,043,0

3,04,03,0

2,02,06,0

4,05,01,0

3,04,03,0

2,02,06,0

4,05,01,0

)2( 2 . 

Используя свойство 3, получаем вектор распределения вероят-

ностей состояний цепи в момент времени 2t : 

)279,0;336,0;385,0(

29,035,036,0

34,042,024,0

26,031,043,0

)1,0;2,0;7,0()2()0()2( 
















 pp . 

2) В силу свойства 2 

 )1()1()1()0(}2)3(,3)2(,3)1(,1)0({ 3233131 ppppXXXXP  

0336,04,03,04,07,0  . ● 

 

8. Классификация состояний однородной цепи Маркова 

 

Рассмотрим однородную цепь Маркова (однородный марков-

ский процесс с дискретным временем). 

Говорят, что состояние j достижимо из состояния i, если 

0)( tpij  для некоторого целого 0t . 

Состояния i и j называют сообщающимися, если j достижимо 

из i и, в свою очередь, i достижимо из j; при этом пишут ji  . 
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Нетрудно проверить, что отношение   является отношением 

эквивалентности (т.е. оно рефлексивно, симметрично и транзитивно). 

Следовательно, это отношение разбивает всѐ множество состояний 

системы на непересекающиеся классы сообщающихся состояний. 

Цепь Маркова, все состояния которой образуют один класс со-

общающихся состояний, называется неразложимой (или неприводи-

мой). Если цепь содержит более одного класса сообщающихся со-

стояний, то она называется разложимой (приводимой). 

Состояние i называется существенным, если для каждого со-

стояния j, достижимого из i, i достижимо из j; в противном случае со-

стояние i называется несущественным. 

Очевидно, что все состояния неразложимой цепи Маркова яв-

ляются существенными. 

Множество всех существенных состояний с помощью отноше-

ния   разбивается на непересекающиеся классы сообщающихся су-

щественных состояний. Переход системы из одного такого класса в 

другой невозможен. 

Замечание 1. Множество всех несущественных состояний то-

же разбивается отношением   на классы сообщающихся состояний. 

Система может выйти из любого такого класса, но, выйдя из него, 

вернуться обратно в этот класс она уже не может. Если множество со-

стояний цепи Маркова конечно, то с вероятностью 1 система рано или 

поздно выходит из множества несущественных состояний и после 

этого остаѐтся в одном из классов сообщающихся существенных со-

стояний. ● 

Пример 14. Дана матрица переходных вероятностей за один 

шаг однородной цепи Маркова: 

























01000

2121000

2100021

03131031

21004141

 . 

Указать существенные и несущественные состояния этой цепи. 

Решение. Заметим, что за n шагов ),2,1,0( n  из состояний 4 

и 5 можно попасть только в эти же состояния, причѐм 0)1(45 p  и 

0)1(54 p . Поэтому 4 и 5 – сообщающиеся и существенные состояния 

(они образуют класс сообщающихся существенных состояний). 

За один шаг из состояний 1 и 3 можно попасть в состояние 5, а 

из состояния 2 – в состояние 4, однако, обратные переходы – из со-

стояния 5 в состояния 1 и 3 и из состояния 4 в состояние 2 – ни за ка-
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кое число шагов невозможны. Следовательно, состояния 1, 2 и 3 яв-

ляются несущественными. ● 

Состояние i, для которого 1)1( iip , называется поглощающим. 

Попав в поглощающее состояние, система остаѐтся в нѐм навсегда. 

Обозначим через )(nfi  вероятность того, что система, выйдя 

из состояния i, впервые вернѐтся в него через n шагов, т.е. 

})0(|)1(...,,)1(,)({)( iXiXinXinXPnfi  . 

Тогда 







1

)(
n

ii nfF  

есть вероятность того, что система, выйдя из состояния i, когда-либо 

вернѐтся в это состояние. 

Состояние i называется возвратным, если 1iF , и невозврат-

ным, если 1iF . 

Теорема 1 (критерий возвратности состояний). Состояние i 

возвратно тогда и только тогда, когда 




1

)(
n

ii np . 

Легко показать, что возвратное состояние всегда является су-

щественным. 

Пример 15. Рассмотрим однородную цепь Маркова с множе-

ством состояний ZJ  (множество всех целых чисел) и переходными 

вероятностями за один шаг 



 


.случаяхостальных  в0

,1или1если,21
)1(

ijij
pij  

Такая цепь описывает случайное блуждание частицы по целочислен-

ным точкам действительной прямой, при котором частица на каждом 

шаге с одинаковой вероятностью, равной 21 , смещается на единицу 

влево или вправо. Состояние цепи в момент времени t  – это коорди-

ната блуждающей частицы в этот момент. 

Исследуем вопрос о возвратности состояний данной цепи Мар-

кова. Пусть i – произвольное состояние цепи (произвольная целочис-

ленная точка числовой прямой). Очевидно, что, выйдя из точки i, час-

тица может вернуться в эту точку только через чѐтное число шагов. 

Следовательно, 

0)12( mpii ,   ,2,1,0m . 

Вероятность возвращения частицы в точку i за чѐтное число шагов 

mn 2  находится по формуле Бернулли (см. [1]):  
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mmm
mii qpCmp 2)2(  , 

где p и q – вероятности смещения частицы за один шаг вправо и влево 

соответственно. В нашем случае 21 qp  и, следовательно, 

!!4

)!2(
)2(

mm

m
mp

mii  ,   ,2,1m . 

Таким образом, 

 













1 11 !!4

)!2(
)2()(

m m
mii

n
ii

mm

m
mpnp .                         (16) 

Исследуем этот ряд на сходимость. Используя формулу Стирлинга 

!n   
n

e

n
n 






2     ( n ), 

получаем 

!!4

)!2(

mm

m
m

  
m

1
 при m . 

Поскольку ряд 




1

1

m m
 

расходится, то в силу предельного признака сравнения расходится и 

ряд (16). Таким образом, согласно теореме 1, состояние i является воз-

вратным. Итак, все состояния данной цепи Маркова – возвратные. ● 

Состояние i называется нулевым, если 0)( npii  при n , и не-

нулевым в противном случае. Легко видеть, что невозвратное  

состояние всегда является нулевым, а ненулевое – возвратным.  

Заметим также, что у системы могут существовать возвратные нулевые 

состояния. 

Предположим, что система, выйдя из состояния i, может вер-

нуться в это состояние лишь за число шагов, кратное 1id , и id  есть 

наибольшее целое число, обладающее указанным свойством. Тогда 

состояние i называется периодическим, а число id  называется его пе-

риодом. 

Пример 16. Рассматривается однородная цепь Маркова с мно-

жеством состояний }3,2,1{J  и матрицей переходных вероятностей 

за один шаг 

 

 



















02121

21021

001

 . 
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1 

2 

3 

Рис. 2 

Состояния системы и возможные перехо-

ды за один шаг из одного состояния в 

другое изображены в виде ориентиро-

ванного графа на рис. 2. Так как 

1)1(11 p , то состояние 1 является по-

глощающим. Возвращение в состояние  

2 и состояние 3 возможно лишь  

за ,6,4,2  шагов. Поэтому состояния  

2 и 3 – периодические с периодом 2. ● 

 

9. Эргодические теоремы 

 

Рассматривается однородный марковский процесс X(t), tT, 

множество состояний которого J конечно либо счѐтно. 

Величина 

|)()(|sup
2
11)(

,

tptptk jm
Jm

im
Jji




  

называется коэффициентом эргодичности. 

Легко заметить, что 

1)(0  tk    Tt . 

Теорема 2 (эргодическая теорема). Если 0)( k  для некото-

рого 0 , то существуют пределы 

jij
t

tp 


)(lim ,        Jji , ,                              (17) 

причѐм предельные значения j  не зависят от начального состояния i. 

Замечание 2. Из существования пределов (17) следует, что ве-

роятности состояний })({)( jtXPtp j   также имеют пределы при 

t , причѐм 

jj
t

tp 


)(lim ,   Jj . ● 

Теорема 3 (эргодическая теорема для однородной цепи 

Маркова с конечным числом состояний). Пусть X(t) – однородный 

марковский процесс с дискретным временем ( ,2,1,0t ), множество 

состояний которого J конечно. Если для некоторого N0n  все эле-

менты матрицы )( 0n  положительны, то существуют положительные 

пределы 

jij
n

np 


)(lim ,        Jji , , 

причѐм предельные значения j  не зависят от начального состояния i 

и являются единственным решением системы 
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Jk
k

Jk
jkjk Jjp

,1

,,

                                   (18) 

где )1(kjkj pp   – переходная вероятность из состояния k в состояние j 

за время 1t  (за один шаг). 

Числа j  в формулировках теорем 2 и 3, являющиеся предель-

ными значениями для переходных вероятностей (а в силу замечания 2 

и для вероятностей состояний), называются финальными (предельны-

ми) вероятностями. 

Однородный марковский процесс, для которого существуют 

финальные вероятности 

)(lim npij
n

j


 ,   Jji , , 

называется эргодическим. 

Пусть },,2,1{ NJ   – множество возможных состояний сис-

темы. Если ввести вектор-строку ),,,( 21 N  , то первые N 

уравнений системы (18) можно переписать в матричном виде: 

                                                  (19) 

или (после транспонирования) 
TTT   , 

где )1( . 

Вероятностное распределение , для которого выполняется ра-

венство (19), называется стационарным. 

Пример 17. Дана матрица переходных вероятностей за один 

шаг однородной цепи Маркова с тремя состояниями: 



















4,06,00

07,03,0

2,008,0

 . 

Убедиться в эргодичности этой цепи и найти финальные вероятности. 

Решение. Находим 




















































16,066,018,0

06,049,045,0

24,012,064,0

4,06,00

07,03,0

2,008,0

4,06,00

07,03,0

2,008,0

(2) 2 . 

Так как все элементы матрицы (2)  положительны, то в силу теоремы 

3 данная цепь Маркова является эргодической. 

Для вычисления финальных вероятностей составляем систему 

уравнений (18): 
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.1

,4,02,0

,6,07,0

,3,08,0

321

331

232

121

 

Решая эту систему, находим 

211  , 312  , 613  . ● 

Пример 18. Показать, что однородная цепь Маркова с двумя 

состояниями и матрицей переходных вероятностей за один шаг 











01

10
  

не является эргодической. 

Решение. Нетрудно проверить, что 











10

012  

и, следовательно, 











10

012k ,   









01

1012k ,   Nk . 

Отсюда, например, для )(11 np  имеем: 






.нечѐтноеесли,0

,чѐтноеесли,1
)(11

n

n
np  

Следовательно, при n  последовательность )(11 np  не имеет пре-

дела. Таким образом, данная цепь эргодической не является. ● 

    

10. Системы дифференциальных уравнений Колмогорова 
 

Рассмотрим однородный марковский процесс X(t) с непрерыв-

ным временем, ),0[ t . Предположим, что его переходные вероят-

ности )(tpij  ),( Jji   дифференцируемы справа в нуле. Тогда сущест-

вуют конечные пределы 

i
ii

t t

tp








)(1
lim

0
,    ij

ij

t t

tp








)(
lim

0
  )( ji .            (20) 

Очевидно, что 0i  и 0ij . Эти числа называют соответственно 

интенсивностью выхода из состояния i и интенсивностью перехода 

из состояния i в состояние j. 

Замечание 3. Формулы (20) можно переписать в следующем 

виде: 

)(1)( tottp iii  ,      )()( tottp ijij    )( ji . ● 
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Можно доказать, что для любого Ji  имеет место неравенство 

i
ijj

ij 
:

. 

Однородный марковский процесс X(t), ),0[ t , с дифферен-

цируемыми в нуле переходными вероятностями называется консерва-

тивным, если для всех Ji  

i
ijj

ij 
:

. 

Замечание 4. Легко устанавливается, что однородный марков-

ский процесс с конечным числом состояний, для которого выполнено 

указанное выше условие дифференцируемости переходных вероятно-

стей, является консервативным. ● 

Положим iii  . 

Теорема 4. Переходные вероятности )(tpij  консервативного 

однородного марковского процесса X(t) при всех 0t  удовлетворяют 

следующей системе дифференциальных уравнений: 





Jk

kjikij tptp )()( ,       Jji ,                              (21) 

(обратная система дифференциальных уравнений Колмогорова). 

Теорема 5. Пусть переходные вероятности )(tpij  однородного 

марковского процесса X(t), ),0[ t , дифференцируемы в нуле (спра-

ва) и для каждого Jj  выполнены условия: 

1) 0
)(

sup
,







ij

ij

jiJi t

tp
 при  0t . 

2) jij
Ji

C


sup , 

где jC  – некоторая постоянная. Тогда вероятности )(tpij  удовлетво-

ряют следующей системе дифференциальных уравнений: 





Jk

kjikij tptp )()( ,       Jji ,                       (22) 

(прямая система дифференциальных уравнений Колмогорова). 

Числа ij  образуют матрицу 
Jjiij 


,

 , которая называется 

инфинитезимальной матрицей процесса X(t). С помощью этой матри-

цы обратную и прямую системы дифференциальных уравнений Кол-

могорова можно записать в матричной форме: 

)()( tt   ,      )()( tt  . 

Отметим также, что при выполнении условий теоремы 5 пря-

мая система дифференциальных уравнений Колмогорова имеет место 

и для вероятностей состояний })({)( jtXPtp j  : 
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Jk

kjkj tptp )()( ,      Jj ,                            (23) 

или в матричной форме 

)()( tptp  , 

где )),(),(()( 21 tptptp   – вектор распределения вероятностей со-

стояний в момент времени t. 

Замечание 5. В случае, когда множество состояний J конечно, 

нетрудно установить, что в каждой из систем (21), (22) и (23) уравне-

ния не являются линейно независимыми. Этот факт вытекает из соот-

ветствующих условий нормировки для переходных вероятностей 

)(tpij  и вероятностей состояний )(tp j : 





Jj

ij tp 1)( ,   Ji , 





Jj

j tp 1)( . ● 

Пример 19. Составим прямую систему дифференциальных 

уравнений Колмогорова для вероятностей состояний пуассоновского 

процесса с интенсивностью  (см. пункт 6). Из определения этого 

процесса следует, что множеством его возможных состояний является 

множество },2,1,0{ J , а переходные вероятности удовлетворяют 

следующим условиям:   

0)( tpij  при ji  , 

)()(1, tottp ii  , 

)()( totpij   при 1 ij , 

)(1)( tottpii  . 

Таким образом, в нашем случае 

ii ,    1,ii ,       Ji , 

0ij ,    1,,,  ijijJji , 

и, следовательно, прямая система дифференциальных уравнений Кол-

могорова (для вероятностей состояний) принимает вид 









 .,2,1),()()(

),()(

1

00

jtptptp

tptp

jjj

 

Заметим, что эта система совпадает с системой (10). ● 

Пример 20. Инфинитезимальная матрица однородной цепи 

Маркова имеет вид 













 , 

где 0 , 0 . Найти распределение вероятностей состояний цепи в 

момент времени 0t  при начальном распределении 
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1)0(1 p ,   0)0(2 p . 

Решение. Запишем прямую систему дифференциальных урав-

нений Колмогорова для вероятностей состояний: 









).()()(

),()()(

212

211

tptptp

tptptp
 

Одно из уравнений этой системы (например, второе) можно заменить 

условием нормировки 1)()( 21  tptp . Подставив )(1)( 12 tptp   в 

первое уравнение, получим 

 )()()( 11 tptp . 

Решая это дифференциальное уравнение при начальном условии 

1)0(1 p , находим 









  tetp )(

1 )( . 

Затем находим 









  tetptp )(

12 )(1)( . ● 

 

11. Ветвящийся процесс 

 

Предположим, что имеется некоторая совокупность частиц, 

которые с течением времени превращаются в частицы такого же типа 

или исчезают. При этом каждая из исходных частиц за промежуток 

времени t независимо от других частиц и от обстоятельств, предшест-

вовавших исходному моменту, с одинаковой для всех частиц вероят-

ностью )(tpn  переходит в группу из n частиц. 

Пусть X(t) – число частиц, имеющихся в момент времени t. 

Очевидно, эволюция величины X(t) представляет собой однородный 

марковский процесс; будем называть его ветвящимся. 

Пусть в исходный момент времени 0t  имеется k частиц. Обо-

значим через )(tX i  число имеющихся в момент времени t частиц, по-

рождѐнных i-й частицей. Тогда 

)()()()( 21 tXtXtXtX k  . 

Случайные величины )(,),(),( 21 tXtXtX k  независимы и имеют одно 

и то же распределение вероятностей: 

)(})({ tpntXP ni  ,       ,2,1,0n . 

Функция 







0

)(),(
n

n
n ztpztF                                     (24) 

называется производящей функцией числа частиц в момент времени t 

(заметим, что ряд в формуле (24) сходится при 1|| z ). 
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Функция ),( ztF  обладает следующими свойствами: 

)),(,(),( zFtFztF  ,                                 (25) 

zzF ),0( .                                             (26) 

В случае дискретного времени соотношение (25) позволяет по-

следовательно находить производящие функции ),( ztF  в моменты 

времени ,3,2t , исходя из заданной производящей функции 

),1( zF : 

)),1(,1(),( ztFFztF  .                                 (27) 

Пример 21. Найти производящую функцию числа частиц в n-м 

поколении, если производящая функция непосредственных потомков 

одной частицы равна ppz 1 . 

Решение. В нашем случае ppzzF  1),1( . Используя фор-

мулу (25), получаем 

pznpFznFFznF  1),1()),1(,1(),( . 

Следовательно, 

  ]1),1([...]1),2([]1),1([1),( 12 zFpznFpznFpznF n  

)1()(1   zpppzp nn . 

Отсюда получаем 
nn pzpznF  1),( . ● 

Отметим, что кроме производящей функции ),( ztF  рассматри-

ваются также производящие функции 







0

)(),(
n

n
knk ztpztF ,       ,2,1,0k . 

Функции ),( ztF  и ),( ztFk  связаны формулой 
k

k ztFztF )],([),(  . 

Далее рассмотрим ветвящийся процесс X(t) с непрерывным 

временем, ),0[ t . 

Предположим, что отдельная частица за малый промежуток 

времени t  с вероятностью  

)()( tottp nn  ,     1n , 

превращается в n новых частиц (или исчезает – при 0n ), а с вероят-

ностью 

)(1)(1 tottp   

остаѐтся неизменной (n и  – неотрицательные постоянные). Пусть 

также 1 ,  
n

n 0  и переходные вероятности процесса X(t) удов-
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летворяют обратной системе дифференциальных уравнений Колмого-

рова (см. (21)). 

Введѐм в рассмотрение функцию 







0

)(
k

k
k xxf .                                       (28) 

Она является непрерывной на отрезке ]1,0[ , аналитической на интер-

вале )1,0( , и формула (28) даѐт еѐ разложение в степенной ряд. 

При сделанных выше предположениях можно доказать, что 

производящая функция ),( ztF  является решением дифференциально-

го уравнения 

)(xf
dt
dx  .                                              (29) 

В силу (26) производящая функция ),( ztF  при каждом z, 10  z , 

совпадает с решением )(txx   этого уравнения, удовлетворяющим 

начальному условию 

zx )0( . 

Отметим, что параметры k , ,2,1,0k , называются инфини-

тезимальными параметрами ветвящегося процесса, а функция )(xf , 

определѐнная формулой (28), называется производящей функцией ин-

финитезимальных параметров. 

Пример 22. Пусть 

0 , 1 , 0k , ,3,2k . 

В этом случае )1()( xxxf   и, следовательно, уравнение (29) 

имеет вид 

)1( x
dt
dx  . 

Решая это дифференциальное уравнение при начальном условии 

zx )0( , получаем 

)1(1),( zeztF t   . 

Вероятности )(tpn , определяемые из разложения (24), имеют сле-

дующий вид: 
tetp 1)(0 , tetp )(1 , 0)( tpn , ,3,2n . ● 

Отметим некоторые факты, которые можно установить при 

анализе дифференциального уравнения (29). 

Заметим прежде, что значение 1x  является корнем уравнения 

0)( xf                                                (30) 

(поскольку 





0

0
k

k ). Следовательно, у уравнения (29) всегда имеет-

ся интегральная кривая 1)( tx . 
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Легко устанавливается, что уравнение (30), кроме корня 1x , 

может иметь ещѐ лишь один корень, принадлежащий отрезку ]1,0[  

(случай 0)( xf  не рассматривается). 

Эффект вырождения. Пусть x  – наименьший корень 

уравнения (30) на отрезке ]1,0[ . Предположим, что в начальный мо-

мент времени 0t  имеется одна частица. Тогда )(0 tp  – вероятность 

того, что через время t не останется ни одной частицы. Поскольку 

)0,()(0 tFtp  , то вероятность )(0 tp , рассматриваемая как функция от 

t, является решением дифференциального уравнения (29) с начальным 

условием 0)0( x . Можно показать, что 




)(lim 0 tp
t

. 

Предельное значение 0p  называется вероятностью вырождения 

ветвящегося процесса X(t).  

Если функция )(xf  является положительной на интервале 

10  x , то вероятность вырождения ветвящегося процесса равна 1. 

Пример 23. Пусть 

a0 , )(1 ba , b2 , 0k , ,4,3k , 

где 0a , 0b . В данном случае 

2)()( bxxbaaxf  . 

Корни этого уравнения abx 1  и 12 x . Поэтому вероятность выро-

ждения данного ветвящегося процесса 










.если,

,если,1
}1,min{0

baab

ba
abp  

Эффект взрыва. Предположим, что уравнение (30) имеет ко-

рень x , 10  . Для некоторого 0x , 10  x , рассмотрим не-

собственный интеграл 


1

0
)(

x
xf

dx .                                              (31) 

Если интеграл (31) расходится, то 1)( tx  – единственная инте-

гральная кривая уравнения (29), выходящая из точки )1,0( . 

Если же интеграл (31) сходится, то из точки )1,0(  выходит це-

лое семейство интегральных кривых )(tx , 0 . Каждая из этих кри-

вых ведѐт себя следующим образом: при  t0  она совпадает с ин-

тегральной кривой 1)( tx , а после момента времени t  монотонно 
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убывает, асимптотически приближаясь при t  к интегральной 

кривой )(tx  (см. рис. 3). 

 
Среди интегральных кривых )(tx , 0 , есть кривая )(0 tx , ко-

торая лежит ниже всех остальных кривых этого семейства: 

)()(0 txtx  ,      0t . 

Легко видеть, что 

),(lim)(
01

0 ztxtx
z 

 ,                                     (32) 

где ),( ztx  – интегральная кривая, выходящая из точки ),0( z , 1 z  

(т.е. )(0 tx  является предельной для других интегральных кривых, ле-

жащих ниже еѐ). 

Рассмотрим так называемое явление взрыва, когда образуется 

бесконечно много частиц. 

Если в начальный момент времени 0t  имеется одна частица, 

то вероятность того, что взрыв произойдѐт до момента времени t, есть 

 





0

})({1})({1)(
n

ntXPtXPtp  

),(lim1)(1
010

ztFtp
zn

n






  . 

Далее учитываем, что ),( ztF  – решение дифференциального 

уравнения (29) с начальным условием zx )0( . 

  В случае, когда 1)( tx  – единственная интегральная кривая 

уравнения (29), выходящая из точки )1,0( , имеем 

1),(lim
01




ztF
z

. 

Следовательно, если интеграл (31) расходится, то 

0)(  tp ,   0t , 

т.е. возможность взрыва исключена. 

Если интеграл (31) сходится, то с учѐтом (32) получаем 

x 

t 0 

 

 

1 

x(t) x0(t) 

Рис. 3 

z 

x(t,z) 
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)(),(lim 0
01

txztF
z




. 

Следовательно, 

0)(1)( 0  txtp  

при любом 0t . 

Пример 24. Пусть xxxf  11)( . Используя разложение 

k

k

x
k

k
xx 








2 !)!2(

!)!32(

2

1
11 ,   ]1,1[x , 

получаем 

k

k

x
k

k
xxf 








2 !)!2(

!)!32(

2

1
)( .                             (33) 

Обозначим 

00  , 
2

1
1  , 

!)!2(

!)!32(

k

k
k


 , ,3,2k . 

В силу (33) и того, что 0)1( f , имеем 







0

0
k

k . 

Таким образом, можно рассмотреть ветвящийся процесс с параметра-

ми ,,, 210  . 

Заметим, что 0  – корень уравнения 0)( xf . Интеграл (31) 

в нашем случае принимает следующий вид: 




1

0
11x xx

dx
.                                          (34) 

Поскольку 

)11(1

1

11

1




 xxxx
  

x


1

1
 при 01x  

и интеграл 




1

0
1x x

dx
 

сходится, то в силу предельного признака сравнения несобственный 

интеграл (34) также сходится. Следовательно, рассматриваемый вет-

вящийся процесс взрывается. 

Определим вероятность взрыва к моменту времени t. Для этого 

найдѐм минимальное решение уравнения 

xx
dt

dx
 11 , 

удовлетворяющее начальному условию 1)0( x  (т.е. решение, инте-

гральная кривая которого, выйдя из точки )1,0( , монотонно убывает 

при 0t ). Имеем: 
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dt
xx

dx


 )11(1
, 

dt
x

xd







11

12
, 

 



 dt

x

xd

11

)11(
2 , 

1)11ln(2 Ctx  , 
2

211
















t

Cex . 

Подставляя в начальное условие, находим 
2

2
0 11)(

















t

etx . 

(Легко видеть, что )(0 tx  монотонно убывает при 0t .) Следовательно, 
2

2
0 1)(1)(




















t

etxtp  

при любом 0t . ● 

 

 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

Задачи к пунктам 1-5 

1. Случайный процесс задан формулой 

UttX )( ,   ]1,0[t , 

где U – случайная величина, равномерно распределѐнная на отрезке 

]1,0[ . Описать: 

а) множество всех реализаций случайного процесса X(t); 

б) множество всех сечений случайного процесса X(t). 

2. Рассматривается случайный процесс 

)sin()( UttX  , 

где U – случайная величина, принимающая значения 0, 1, 2; аргумент t 

принимает дискретные значения 0, 4 , 2 ,  . Изобразить графиче-

ски все реализации и сечения данного случайного процесса. 

3. Случайный процесс имеет вид 
tUetX )( ,   0t , 

где U – случайная величина, имеющая показательный закон распреде-

ления с параметром 1 . Описать множество реализаций случайного 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

38 

процесса X(t) и найти функцию распределения его сечения в момент 

времени 1t . 

4. Дан случайный процесс 

tUtX sin)(  ,   0t , 

где случайная величина U принимает значения 1  и 1 с вероятностью 

21  каждое. Найти вероятность события }21)(sup{
]4,0[




tXA
t

. 

5. Случайный процесс имеет вид 

VtUttX  2)( ,   0t , 

где U, V – независимые случайные величины, распределѐнные по 

нормальному закону с параметрами )1,0( . Найти вероятность того, 

что траектория случайного процесса X(t) монотонно не убывает, и ве-

роятность случайного события }0)(min{
0




tXA
t

. 

6. Рассматривается случайный процесс 

)()( tVtUtX  ,   0t , 

где U и V – случайные величины, причѐм V имеет симметричное отно-

сительно нуля распределение и 0}0{ VP . Найти вероятность того, 

что траектория процесса X(t) возрастает. 

7. Пусть U – случайная величина с функцией распределения 

)(xFU . Найти все конечномерные распределения (функции распреде-

ления) случайного процесса 

tUtX )( ,   0t . 

8. Случайный процесс имеет вид 
VtetX )( ,   0t , 

где V – случайная величина, равномерно распределѐнная на отрезке 

]2,0[ . Найти одномерную функцию распределения этого процесса и 

его одномерную плотность. 

9. Случайная величина U принимает значения 1  и 1 с вероят-

ностью 21  каждое. Найти двумерную функцию распределения слу-

чайного процесса 
VtetX )( ,   ]1,0[t . 

10. Случайный процесс задан соотношением 

bUttX )( ,   0t . 

где U – случайная величина, распределѐнная нормально с параметра-

ми )1,0( , b – константа. Найти двумерную функцию распределения 

процесса X(t). 

11. Пусть U и V – независимые случайные величины, имеющие 

одинаковое нормальное распределение с параметрами )21,0( . Найти 
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одномерную и двумерную функции распределения случайного про-

цесса 

t

VU
tX


)( ,   0t . 

Для произвольного 0t  вычислить вероятность события }3|)({| ttX  . 

12. Случайный процесс имеет вид 

)()( tUtX  ,   ]1,0[t , 

где 










,0,0

,0,1
)(

x

x
x  

– единичная функция Хевисайда, U – случайная величина, распреде-

лѐнная равномерно на отрезке ]1,0[ . Описать множество всех реализа-

ций процесса X(t) и найти его двумерную функцию распределения. 

13. Пусть U и V – независимые случайные величины, распреде-

лѐнные по нормальному закону с параметрами )1,0( . Найти корреля-

ционную функцию случайного процесса 

VtUtX )( ,   0t . 

14. Найти математическое ожидание, дисперсию и корреляци-

онную функцию случайного процесса 

tVtUtX cossin)(  ,   0t , 

где U  и V – некоррелированные случайные величины, 1)( UM , 

8)( VM , 4)()(  VDUD . 

15. Найти математическое ожидание, дисперсию и корреляци-

онную функцию случайного процесса 

tVUttX cos)(  ,   0t , 

где случайный вектор ),( VU  имеет вектор математических ожиданий 

)1,1(  и ковариационную матрицу 










3,01,0

1,02,0
. 

16. Найти математическое ожидание и корреляционную функ-

цию случайного процесса X(t) из задачи 12. 

17. Случайный процесс задан формулой 
VtUetX )( ,   0t , 

где U и V – независимые случайные величины, причѐм mUM )( , 
2)( UD , а случайная величина V распределена равномерно на от-

резке ],0[ a . Найти математическое ожидание, дисперсию и корреля-

ционную функцию процесса X(t). 
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18. Случайный процесс имеет вид 

)sin()( VtUtX  ,   0t , 

где U и V – независимые случайные величины, причѐм U имеет пока-

зательное распределение с параметром , а случайная величина V рас-

пределена равномерно на отрезке ]3,0[ . Найти математическое ожи-

дание, дисперсию и корреляционную функцию процесса X(t). 

19.  Случайный процесс X(t) может принимать только два зна-

чения: 1 , причѐм число перемен знака X(t) в течение промежутка 

),( tt  есть случайная величина, распределѐнная по закону Пуассона 

с параметром a  (a – положительная постоянная). 

Считая 0)( tmX , найти корреляционную функцию и диспер-

сию процесса X(t). 

20. Даны два случайных процесса 

tVtUtX sincos)(  ,     tVtUtY sincos)(  ,     0t , 

где случайные величины U и V независимы и имеют равные диспер-

сии DVDUD  )()( . Найти взаимную корреляционную функцию этих 

процессов. 

21. Даны случайные процессы 

tUtUtX 1211 sincos)(  ,      tVtVtY 2221 sincos)(  ,     0t , 

где 1U , 2U , 1V , 2V  – центрированные случайные величины с ковариа-

ционной матрицей 























105,00

0105,0

5,0010

05,001

, 

1 , 2  – положительные постоянные. Найти взаимную корреляцион-

ную функцию ),( 21 ttRXY . 

22. На интервале ),0[   заданы случайные процессы 

)sin()( UttX  ,     tUtY sin)(  , 

где U – случайная величина, распределѐнная равномерно на отрезке 

],[  . Найти корреляционную функцию случайного процесса 

)()()( tYtXtZ  . 

23. Дан случайный процесс 

tUtUttX 21cossin)(  ,   0t , 

где 1U , 2U  – случайные величины с математическими ожиданиями 

5,0)( 1 UM , 1)( 2 UM  и ковариационной матрицей 















42

23
UK . 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

41 

Найти канонические разложения процесса X(t) и его корреляционной 

функции. 

24. Случайный процесс X(t) имеет следующий вид: 

tUtUtUtX sincos)( 321  ,   0t , 

где 1U , 2U , 3U  – центрированные случайные величины с ковариаци-

онной матрицей 





















440

484

044

UK . 

Найти канонические разложения процесса X(t) и его корреляционной 

функции. 

25. Пусть U и  – независимые случайные величины, причѐм 

случайная величина  распределена равномерно на отрезке ],[  . 

Является ли случайный процесс 

)sin()(  tUtX ,   0t , 

где  – положительная постоянная, стационарным в широком смысле? 

26. Пусть  и   – независимые случайные величины, причѐм  

имеет плотность )(xp , обращающуюся в нуль при 0x , а  распреде-

лена равномерно на отрезке ],[  . Является ли случайный процесс 

)cos()(  tAtX ,   0t , 

где A – положительная постоянная, стационарным в широком смысле? 

27. Рассматривается случайный процесс X(t), заданный своим 

каноническим разложением: 





n

i
iiiiX tVtUmtX

1

)sincos()( , 

гдe constmX  , i  – положительные постоянные, iU  и iV  – случайные 

величины, удовлетворяющие следующим условиям: 

0)()(  ii VMUM ,   iii DVMUM  )()( 22 , 

0)( jiVUM    nji ...,,2,1,  , 

0)()(  jiji VVMUUM  при ji . 

Показать, что процесс X(t) является стационарным в широком смысле. 

Указание. Использовать формулу канонического разложения 

корреляционной функции случайного процесса (пункт 4, формула (2)). 

28. Пусть 1U , 2U , …, nU  – независимые случайные величины, 

nttt  21  – точки из интервала ),[ ba . Определим случайный про-

цесс X(t):  





ttk

k

k

UtX
:

)( ,   ],[ bat . 

Доказать, что X(t) – процесс с независимыми приращениями. 
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29. Пусть X(t), 0t , – однородный процесс с независимыми 
приращениями. Доказать, что при 0a  процесс 

)()()( tXatXtY   

является стационарным в широком смысле. 
Указание. При преобразовании выражения для корреляцион-

ной функции ),( ttKY  рассмотреть два случая: 1) a0  и 2) a . 

30. Пусть X(t), 0t , – однородный процесс с независимыми 

приращениями, причѐм 0)0( X  и дисперсия )(tDX  – непрерывная 

функция аргумента t. Доказать, что  

kttDX )( , 

где k – некоторая положительная постоянная. 

Указание. Получить равенство )()()( tDsDtsD XXX   и вос-

пользоваться им. 

Задачи к пунктам 6-11 

31. Интенсивность потока отказов радиоэлектронной аппара-
туры равна 002,0  отказа в час. Найти вероятность того, что за 100 ча-

сов наступит не менее 3 отказов. 
32. Рассматривается пуассоновский процесс X(t) с интенсивно-

стью . Найти условный закон распределения 

})(|)({ 12 ntXmtXP  ,   Nnm,     )( 12 tt  . 

33. Пусть X(t) – пуассоновский процесс с интенсивностью 
5 . Найти: 

1) }12)7(,8)3({  XXP ;   2) }22)10(|8)3({  XXP . 

34. Некоторые события происходят в соответствии с пуассонов-

ским процессом интенсивности . Найти вероятность того, что на интер-

вале ]2,0(  произошло два события, а на интервале ]4,1(  – три события. 

35. Пусть  – случайная величина, равная промежутку времени меж-
ду двумя последовательными скачками пуассоновского процесса интенсив-

ности . Доказать, что  имеет показательное распределение с параметром . 

36. Пусть tU , ,2,1t , – независимые случайные величины, 

имеющие одинаковый закон распределения: 
pUP t  }1{ ,   pUP t  1}1{    )10(  p . 

Является ли случайный процесс 1)(  ttUUtX , ,2,1t , цепью Маркова? 

37. Найти, при каких значениях a и b однородная цепь Маркова 
определяется однозначно начальным распределением вероятностей 
состояний и матрицей переходных вероятностей за два шага 















bb

aa

1

1
(2) . 

38. Матрица переходных вероятностей за один шаг однородной 
цепи Маркова имеет вид 
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5,002,03,0

2,001,07,0

2,05,01,02,0

4,03,02,01,0

 . 

Распределение вероятностей состояний в момент времени 0t  опре-
деляется вектором )5,0;2,0;2,0;1,0()0( p . Найти: 

1) вероятности состояний цепи в момент времени 2t ; 
2) вероятность того, что в моменты времени 3,2,1,0t  со-

стояниями цепи будут соответственно 4,3,2,1 ; 

3) стационарное распределение. 
39. В однородной цепи Маркова с двумя состояниями 1 и 2 на-

чальным состоянием (при 0t ) является 1. Найти вероятность того, 

что в моменты 4,3,2t  цепь будет находиться последовательно в со-

стояниях 1,1,2 , если известны вероятности перехода (за один шаг) 

3112 p  и 4121p . 

40. Рассматривается однородная цепь Маркова с тремя состоя-
ниями 1, 2 и 3. Начальным состоянием является состояние 1. Извест-

ны переходные вероятности (за один шаг) 5111p , 5212 p , 3121p , 

3222 p , 7131p , 7232 p . Найти вероятность того, что в следую-

щие два момента времени не появится состояние 2. 
41. В однородной цепи Маркова с двумя состояниями 1 и 2 ве-

роятность того, что начальным состоянием будет состояние 1, равна 

31 . Известны также следующие вероятности перехода за один шаг: 

7611p  и 5421p . Найти вероятность цепочки состояний: 2,1,2 . 

42. Рассматривается однородная цепь Маркова X(t) с тремя со-
стояниями 1, 2, 3 и матрицей переходных вероятностей за один шаг 



















4,02,04,0

5,05,00

07,03,0

 . 

Известно начальное распределение вероятностей состояний: 

2,0}1)0({ XP ,   4,0}2)0({ XP ,   4,0}3)0({ XP . 

Найти вероятность того, что )2()1( XX  . 

43. Дана матрица переходных вероятностей за один шаг одно-
родной цепи Маркова: 





















0001

021210

021210

41414141

 . 
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Указать все пары сообщающихся состояний этой цепи. За сколько ша-

гов из первого состояния можно попасть в третье? 

44. Определить классы сообщающихся состояний и найти пе-

риодические состояния однородной цепи Маркова с матрицей пере-

ходных вероятностей за один шаг 



























100000

0316161031

0838104141

00087810

00041430

000001

 . 

45. Указать существенные и несущественные состояния одно-

родной цепи Маркова с матрицей переходных вероятностей за один шаг 

























10000

0212100

0212100

52510052

31031310

 . 

46. Матрица переходных вероятностей за один шаг однородной 

цепи Маркова имеет вид 





















210210

021021

210210

021021

 . 

Доказать, что все состояния этой цепи возвратные. 

Указание. Воспользоваться критерием возвратности состояний 

(пункт 8, теорема 1). 

47. Однородная цепь Маркова имеет следующую матрицу пе-

реходных вероятностей за один шаг: 



























100000

21000021

21210000

02121000

00212100

00021210

 . 

Указать возвратные и невозвратные состояния этой цепи. 
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48. Доказать, что любая однородная цепь Маркова с конечным 
числом состояний имеет по крайней мере одно возвратное состояние. 

49. Дана матрица переходных вероятностей за один шаг одно-
родной цепи Маркова: 



















02121

21021

21210

 . 

Убедиться в эргодичности этой цепи и найти финальные вероятности. 
50. По двум урнам разложено 3 белых и 3 чѐрных шара так, что 

в каждой урне содержится 3 шара. Число чѐрных шаров в первой урне 
определяет состояние системы. В моменты времени ,2,1t  случай-

но выбирают по одному шару из каждой урны и меняют их местами. 
Составить матрицу переходных вероятностей однородной цепи Мар-
кова, описывающей поведение данной системы. Убедиться в эргодич-
ности этой цепи и найти финальные вероятности. 

51. Автомашины A и B сдаются в аренду по одной и той же це-
не. Каждая из них может находиться в одном из двух состояний, кото-

рые образуют цепь Маркова: 1i  – машина работает хорошо, 2i  – ма-

шина требует ремонта. Матрицы вероятностей переходов между со-
стояниями за сутки для этих машин равны соответственно 











3,07,0

2,08,0
A ,    










4,06,0

3,07,0
B . 

Определить финальные вероятности состояний для обеих автомашин. 
Какую автомашину стоит арендовать? 

52. Эргодическая цепь Маркова с двумя состояниями имеет 
финальные вероятности p1  и p 12 . Найти матрицу переход-

ных вероятностей этой цепи. 

53. Точка может занимать места nx ,,2,1  . В моменты вре-

мени   kttt 21  точка может совершить скачок в соседнее по-

ложение слева или справа с вероятностями p и pq 1  соответственно. 

Если же точка находится в положении 1x , то она с вероятно-
стью p останется на месте и с вероятностью q перескочит в положение 

2x . Аналогично, находясь в положении nx , точка может в любой 

из моментов kt  остаться на месте с вероятностью q или перескочить в 

положение 1nx  с вероятностью p. 
a) Составить матрицу переходных вероятностей цепи Маркова, 

управляющей этими блужданиями. 
б) Для случая 4n  убедиться в эргодичности этой цепи. 
в) Вычислить финальные вероятности при 4n . 
54. Радиотехническое устройство имеет возможные состояния 

1E , 2E , 3E , 4E , интенсивности перехода между которыми равны 
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,113   ,2432312   ,33414   

,441  ,624   

остальные 0ij . Составить систему дифференциальных уравнений 

Колмогорова для вероятностей состояний. Найти стационарные (не 
изменяющиеся со временем) вероятности состояний.  

55. (Процесс Юла). В области G имеются частицы, способные 
размножаться путѐм деления или иначе, и остающиеся в этой области 

в дальнейшем. За малый промежуток времени ),[ ttt   каждая части-

ца с вероятностью )( tot   производит новую частицу независимо 

от остальных частиц. Составить систему дифференциальных уравне-
ний для вероятностей состояний процесса и решить еѐ. Найти матема-
тическое ожидание и дисперсию процесса. 

56. (Процесс чистой гибели). В области G в начальный момент 
0t  находилось k частиц. Независимо друг от друга частицы могут 

исчезать из области, причѐм за малый промежуток времени t  каждая 

частица может исчезнуть с вероятностью )( tot  . Новые частицы 

в области появиться не могут. Составить систему дифференциальных 
уравнений для вероятностей состояний процесса и решить еѐ. Найти 
математическое ожидание и дисперсию процесса. 

57. Рассматривается ветвящийся процесс с дискретным време-
нем. Известно, что производящая функция непосредственных потом-

ков одной частицы равна ,)1(1  zp  ,10  p  10  . Найти произ-

водящую функцию числа частиц в n-м поколении. 
58. Заданы инфинитезимальные параметры ветвящегося про-

цесса с непрерывным временем: 

00  , 1 , 2 , 0k , ,4,3k . 

Найти вероятности )(tpn  перехода одной частицы в группу из n час-

тиц за промежуток времени t ( ...,2,1,0n ). 

59. Найти производящую функцию числа частиц в момент 
времени t для ветвящегося процесса с производящей функцией инфи-
нитезимальных параметров 

2
2121 )()( xxxf  ,   02  , 21  . 

Определить вероятность вырождения этого процесса. 
60. Определить производящую функцию числа частиц в мо-

мент времени t для ветвящегося процесса с производящей функцией 
инфинитезимальных параметров 

 )1ln(1)1()( xxxf  . 

Найти вероятность вырождения этого процесса. 
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