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В данной работе продолжается изучение полугруппы линейных отношений. Понятие «плотно вложенный идеал по-

лугруппы», введенное для абстрактной характеристики некоторых полугрупп преобразований, стало весьма полезным 

инструментом в ряде вопросов теории полугрупп. Появились его модификации и обобщения, относящиеся к произволь-

ным алгебраическим системам. Здесь показано, что полугруппа линейных отношений конечномерного векторного про-

странства над телом содержит плотно вложенный идеал, состоящий из всех линейных отношений ранга  1. Дана 

характеристика полугруппы всех линейных отношений конечномерного векторного пространства над телом при помо-

щи плотно вложенного идеала. Некоторые вопросы о плотно вложенных идеалах остаются открытыми. Они, преиму-

щественно, касаются «расположения» плотно вложенных идеалов в полугруппе, обладающей такими идеалами. 
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This work will continue studying of the semigroup of linear relations. The notion of tightly embedded ideal of a semigroup, 

which has been introduced for the abstract characteristic of some semigroups of transformations, became a very useful tool in 

several issues of the theory of semigroups. Its modifications and generalizations, relating to the arbitrary algebraic systems,  

appeared. It is shown here that the semigroup of linear relations of a finite-dimensional vector space over the body contains 

tightly embedded ideal of all linear relations of the rank ≤ 1. The characteristic of the semigroup of all linear relations of finite 

dimensional vector space over the body is given with the help of tightly embedded ideal. Some questions about tightly embedded 

ideals are open. They mainly relate to «disposition» of tightly embedded ideals in the semigroup possessing these ideals.  
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 последнее время в различных областях 

математики все чаще приходится вводить 

гомоморфизмы, которые определены не везде  

и не однозначно. 

Пусть V – n-мерное векторное пространство 

над произвольным телом F. Бинарное отноше-

ние  a V V между элементами множества V 

называется линейным отношением, если оно 

является подпространством пространства  

V  V. Другими словами, линейное отношение 

а – это множество пар ( , )x y , где ,x y V , 

замкнутое относительно операций сложения и 

умножения на элемент из F: если 1 1( , )x y a   

и 2 2( , )x y a  при каких-либо i ix , y V ,  

то  1 1 2( , )x x y y a       для любых  

,  F. Множество LR(V) всех линейных от-

ношений [1] пространства V является полу-

группой относительно операции умножения 

бинарных отношений: для a, b  LR(V), 

( , )x y ab  тогда и только тогда, когда сущест-

вует такой элемент z V , что ( , )x z a   

и ( , )z y b . 

Для любого a  LR(V) обозначим через а
-1

 

множество а
-1

 = ( , ) : ( , )y x x y a   . Очевидно, 

что a
-1

  LR(V). 

В 
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При изучении линейных отношений  

a  LR(V) будем рассматривать следующие 

подпространства V: 

1

2

{ : , ( , ) };

ker { :( , 0) };

{ : , ( , ) };

coker { :( , 0) }.

pr a x V y V x y a

a x V x a

pr a y V x V x y a

a x V x a

    

  

    

  

 

Ранг линейного отношения a  LR(V) опре-

деляется формулой  

ranka = dim pr1a/kera. 

Множество  

LRr(V) = {а/ranka  r, a  LR(V)},  

где r = 0, 1, …, n, – идеал полугруппы LR(V).  

В данной работе рассматриваются только дву-

сторонние идеалы. 

Определение [2–3]. Идеал А полугруппы S 

называется плотно вложенным в S, если он 

удовлетворяет следующим условиям: 

а) всякий нетривиальный (т.е. не являющий-

ся изоморфизмом) гомоморфизм полугруппы S 

индуцирует нетривиальный гомоморфизм полу-

группы А;  

б) если какая-нибудь полугруппа Т содержит 

S в качестве собственной подполугруппы и А 

является идеалом в Т, то для Т существует 

нетривиальный гомоморфизм, индуцирующий 

изоморфизм полугруппы А. 

Это понятие впервые было введено Е.С. Ля-

пиным в 1953 г. [2]. Оно стало весьма полезным 

для решения некоторых вопросов в теории по-

лугрупп. Появились обобщения, относящиеся к 

произвольным алгебраическим системам [4].  

В работе [5] показано, что каждая полугруппа А 

изоморфна группе всех внутренних левых (пра-

вых) сдвигов некоторой надполугруппы полу-

группы А. Найдено необходимое и достаточное 

условие существования в полугруппе А плотно 

вложенного двустороннего (одностороннего) 

идеала и установлена некоторая зависимость 

этого существования от сдвигов полугруппы А. 

В работе [6] Л.Н. Шеврин сформулировал от-

крытые вопросы, относящиеся к плотно вло-

женным идеалам полугрупп. А в работе [7] рас-

сматриваются плотные вложения, связанные с 

отношением  – «быть подполугруппой». Ос-

новным в ней является понятие '

c  – плотной 

подполугруппы и дано описание '

c  – плотных 

расширений произвольной отделимой коммута-

тивной полугруппы. В настоящей работе теоре-

ма 2 дает описание полугруппы LR(V) при по-

мощи ее подполугруппы LR1(V), которая явля-

ется по теореме 1 плотно вложенным идеалом  

в полугруппе LR(V). 

Все остальные необходимые определения и 

обозначения можно найти в [8–9]. 

Пусть Vk  – некоторое фиксированное  

к-мерное (1  к  n) подпространство простран-

ства V; Нk – Н-класс Н (Vk, 0 ,Vk, 0 ). Нк совпада-

ет с полной линейной группой GL(Vk). Обозна-

чим через ек единицу группы Нk; через  

Ri, L – R-классы и, соответственно, L-классы, 

содержащиеся в Dk; через I
к
, 

к
 – множество 

всех индексов i и . Тогда всякий Н-класс, со-

держащийся в Dк, можно представить в виде  

Нi = Ri  L. Для любых i  I
к
,   

к
 сущест-

вуют подпространства A, B, C, D  V такие, что 

dim A/B = dim C/D и Ri = R(A, B), L = L (C, D). 

Представим A и C в виде A = В  А1, С = D  С1, 

где dim A1 = dim С1 = k. Пусть di – фиксирован-

ное биективное линейное отображение А1 на Vk; 

а d – фиксированное биективное линейное ото-

бражение Vk  на С1; ai  Ri и а  L – линейные 

отношения  

( , ) : , ( , ) ,

( , ) : , ( , ) .

i ia x y z x B y z d

a z x y x D z y d 

     

   
 

Легко проверить, что а аi  Нк или  

rank(а аi) < к при любых k
, iI

к
.  

Лемма 1. Для любого Нi существует такое 

g Нk, что  а можно, и притом единственным 

образом, представить в виде а = аigа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого a  Hi 

существует такое g Нk, что а можно предста-

вить в виде a = aiga, что следует из вышепока-

занного. Покажем, что линейное отношение а 

можно единственным образом представить в 

таком виде. Допустим, что существуют i, j  I
k
, 

,   
k
, g1, g2  Нk такие, что  

a = aig1a   и  a = ajg2a. 

По условию имеем ranka = k. Ясно, что  

kerai  kera. Если бы нашелся  x kera\kerai, то 

rankai  dim ( [ ]).kV x  Последнее неравенство 

противоречит выбору ai. Следовательно,  

kera = kerai. Аналогичным образом получаем 

kera = keraj, т.е. i = j. Аналогично получаем  

cokera = cokera и cokera = cokera, т.е.  = . 

Пусть ek – единица группы Нk и di и d – линей-

ные отношения, определяемые выше.  

Из aig1a = aig2a получаем 1 1

1 .id g a d 

   Имеем 
1 1

i i kd a a d e 

    и ekg1ek = ekg2ek , т.е. g1 = g2. 

Лемма доказана. 

Лемма 2. Для любого линейного отношения 

a  LR0(V) можно, и притом единственным 

образом, представить в виде ia a a . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказа-

тельству леммы 1. 

Основная часть. Теорема 1. Пусть D – 

подполугруппа полугруппы LR(V), содержащая 

LR1(V). Пусть, далее, некоторая полугруппа  S 

содержит D и LR1(V) является идеалом в S. То-

гда существует гомоморфизм полугруппы S  

в LR(V), индуцирующий тождественный авто-

морфизм полугруппы D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть а – любой 

элемент из S. Так как полугруппа LR1(V) – идеал 

в S и aiеa = aia LR1(V), то  

aiе a = ai(ае)a = ai(е)a = aiеa,  

где   F. 

Таким образом, любому элементу а полу-

группы S соответствует единственное линейное 

отношение 

φ(а) = aiga  LR(V).   

Очевидно, что  φ(aiga) = aiga для любого 

линейного отношения aiga D. 

Пусть теперь a, b – любые элементы из S,  

φ(b) = bi(bе)b = bi(βе)b = βbiеb. 

Имеем  

φ(а) φ(b) = aiеaβbiеb = βaiеabiеb =  

= βaiеb = ai(βе)b = ai(βе)b =  

= aiа(βе)b = ai(ab)еb = φ(аb), 

если rankabi = 1 и еabi = е и если rankabi = 0, 

то  

φ(а)φ(b) = φ(аb). 

Таким образом, отображение φ является го-

моморфизмом. Теорема доказана.   

Теорема 2. Пусть LR(V) – полугруппа всех 

линейных отношений n-мерного векторного 

пространства V над телом F. Полугруппа S 

тогда и только тогда изоморфна полугруппе 

LR(V), когда она содержит плотно вложенный 

идеал, изоморфный LR1(V).   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем cначала, 

что LR1(V) является плотно вложенным идеалом 

для LR(V). Известно [1], что все LRr(V)  

(r = 0, 1, 2, …, n) – идеалы полугруппы LR(V). 

Пусть φ – произвольный нетривиальный гомо-

морфизм полугруппы LR(V). Тогда найдутся два 

линейных отношения a, b  LR(V) такие, что  

a ≠ b, φ(а) = φ(b) 

и, значит, можно выбрать, по крайней мере, две 

пары векторов ( , ) ix y а а ga   и 

( , ) i ix z b b g b  , где y z . Возьмем линейное 

отношение ( , ) .c y y    Отсюда следует, что 

с LR1(V) и  

φ(а)φ(с) = φ(b) φ(с), φ(ас) = φ(bс), 

т.е. φ индуцирует нетривиальный гомоморфизм 

полугруппы LR1(V). 

Пусть Т – произвольная полугруппа, содер-

жащая LR(V) в качестве собственной подполу-

группы, и  LR1(V) – идеал Т. Из теоремы 1 выте-

кает существование гомоморфизма  Т в полу-

группу LR(V), при котором φ(а) = а для любого 

линейного отношения а  LR(V). 

Если t – какой-либо элемент из Т, не содер-

жащийся в LR(V), и φ(t) = tigt, то φ(t) = φ(tigt)  

и φ – нетривиальный гомоморфизм Т, индуци-

рующий изоморфизм на LR(V), в частности и на 

LR1(V). 

Таким образом, LR1(V) является плотно вло-

женным идеалом полугруппы LR(V). Если   – 

изоморфизм LR(V) на некоторую полугруппу S, 

то, пользуясь определением, нетрудно прове-

рить, что (LR1(V)) является плотно вложенным 

идеалом полугруппы S.  

Обратно, пусть А – плотно вложенный идеал 

некоторой полугруппы S и  – изоморфизм А на 

LR1(V). Тогда изоморфизм   можно продол-

жить до изоморфизма   всей полугруппы S на 

некоторую полугруппу ( )S S  , содержащую 

LR1(V) = ( ) ( )A A   в качестве плотно вло-

женного идеала. Из теоремы 1 следует, что су-

ществует гомоморфизм φ полугруппы S  в 

LR(V), индуцирующий тождественный авто-

морфизм на LR1(V). Из условия а) тогда вытека-

ет, что φ является изоморфизмом. 

Следовательно, S  изоморфна некоторой 

подполугруппе φ( S )=S полугруппы LR(V). До-

пустим, что S – собственная подполугруппа 

LR(V). Так как φ(А) = А является плотно вло-

женным идеалом полугруппы φ( S )=S и в то же 

время идеалом полугруппы LR(V), содержащей 

S, то по условию б) должен существовать не-

тривиальный гомоморфизм полугруппы LR(V), 

индуцирующий изоморфизм на LR1(V). Но это 

невозможно: мы доказали, что LR1(V) плотно 

вложен в LR(V), а по условию а) всякий нетри-

виальный гомоморфизм полугруппы LR(V) 

должен индуцировать нетривиальный гомо-

морфизм LR1(V). Таким образом, S= LR(V) и 

отображение  является изоморфизмом полу-

группы S на LR(V). Теорема 2 доказана.    

Заключение. С помощью понятия «плотно 

вложенный идеал» мы дали характеристику по-

лугруппы всех линейных отношений конечно-

мерного векторного пространства над телом. 

Этот результат является обобщением теоремы 1 

Л.М. Глускина работы [3]. 
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