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В настоящей работе исследуются взаимосвязи между инъекторами и подгруппами Фишера для множеств Фиттинга. 

Множеством Фиттинга называется непустое множество F -подгрупп группы G, если, во-первых, из того, что  

Т  S  F, выполняется T  F; во-вторых, из того, что S, T  F и S, T ST следует, что ST  F; в-третьих, из того, что   

S  F и x  F всегда будет следовать, что Sx  F. Множество Фиттинга F называется множеством Фишера, если из 

условий L  F, L≤G, K  L, K≤H≤L и Н/К – p-группа для некоторого простого p выполняется, что Н  F. Основной резуль-

тат работы – теорема о том, что F -инъектор группы G является F -подгруппой Фишера G тогда и только тогда, когда 

F является -насыщенным множеством Фишера -разрешимой группы G.  
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теории конечных разрешимых групп один из 

основополагающих результатов был полу-

чен Гашюцем в работе [1], где доказано, что для 

любой насыщенной формации F в каждой конеч-

ной разрешимой группе существуют F-

покрывающие подгруппы и любые две из них 

сопряжены. Заметим, что если формация F=S  

классу всех разрешимых -групп, и, в частности, 

F=Np классу всех p-групп, то следствиями ука-

занного результата Гашюца являются фундамен-

тальные теоремы: теорема Холла и теорема Си-

лова в разрешимом случае. Напомним, что если 

F – формация, то подгруппу E F группы G на-

зывают F-покрывающей, если E покрывает каж-

дый фактор из F всякой промежуточной группы 

между E и G, т.е. из E≤H≤G, KH и H/K F сле-

дует H=EK.  

Дуализируя понятие F-покрывающей под-

группы, Фишер [2] для этой цели использует по-

нятие класса Фиттинга F и определяет в конеч-

ной разрешимой группе G подгруппу F из F, ко-

торая содержит все нормальные F-подгруппы 

каждой промежуточной группы между F и G. 

Такие подгруппы  называют в настоящее время 

F-подгруппами Фишера (см. IX.3.1 [3]). Приме-

чателен тот факт, что Фишером [2] было уста-

новлено существование этих подгрупп в любой 

конечной разрешимой группе для каждого класса 

Фиттинга F, а также доказана их сопряженность 

в случае, когда класс Фиттинга F замкнут отно-

сительно взятия подгрупп вида PN, где P – си-

ловская p-подгруппа F-группы X и N – нормальная 

подгруппа X. 

Вместе с тем позднее известный результат в 

теории классов конечных разрешимых групп был 

получен Гашюцом, Фишером и Хартли [4], кото-

рые показали, что для любого класса Фиттинга F 

в любой конечной разрешимой группе G сущест-

вуют F-инъекторы и любые  

два из них сопряжены. При этом F-инъектором 

группы G называют такую подгруппу  

V группы G, что V N является максимальной из 

подгрупп, принадлежащих F, для всякой субнор-

мальной подгруппы N группы G. Понятно, что  
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понятие F-инъектора синтезирует понятие хол-

ловой -подгруппы и силовской  

p-подгруппы и поэтому следствиями теоремы 

Гашюца–Фишера–Хартли являются также тео-

ремы Силова и Холла. 

Можно показать, что каждый F-инъектор 

группы является ее F-подгруппой Фишера. Од-

нако при исследовании взаимосвязи между  

F-инъекторами и F-подгруппами Фишера в рабо-

те [5] Дарком было доказано, что существуют 

классы Фиттинга и конечные разрешимые груп-

пы, для которых F-подгруппы Фишера не сопря-

жены и не являются F-инъекторами. В связи с 

этим актуальна задача описания таких классов 

Фиттинга, для которых в конечной группе (в об-

щем случае не обязательно разрешимой) ее  

F-инъекторы и F-подгруппы Фишера образуют 

один и тот же класс сопряженных подгрупп. 

Реализация аналогичной задачи для множеств 

Фишера частично разрешимой группы – основ-

ная цель настоящей работы. Заметим, что разре-

шимый случай указанной задачи исследовался 

Андерсеном [6] и Фельдманом [7–8]. 

1. Предварительные сведения. Множество 

групп X называют классом групп, если из условия 

G X и H G следует, что H X, т.е. наряду с каж-

дой группой множество X содержит и все изо-

морфные копии этой группы. Если группа  G X, 

то ее будем называть X-группой. 

Определение 1.1 [2]. Класс групп  

X называется  

(1) формацией, если F замкнут относительно 

гомоморфных образов и подпрямых произведе-

ний, т.е. если G F и NG, то G/N F, и если M и 

N – нормальные подгруппы группы H такие, что 

H/M F и H/N F, то H/M N F; 

(2)  классом Фиттинга, если F замкнут отно-

сительно нормальных подгрупп и произведений 

нормальных F-подгрупп. 

Если F – непустая формация, то из определения 

следует, что в любой группе G существует наи-

меньшая нормальная подгруппа G
F
, факторгруппа 

по которой принадлежит F. Ее называют F-

корадикалом группы G. В случае, когда F – непус-

той класс Фиттинга, из определения следует, что в 

любой группе G существует наибольшая нормаль-

ная подгруппа GF, принадлежащая F. Такую под-

группу называют F-радикалом группы G.  

Пусть F – класс групп. Тогда подгруппу M 

группы G называют F-максимальной в G, если 

M F и из M≤H≤G, где H F, следует M=H. 

Определение 1.2 [1]. Пусть F – класс Фиттин-

га. Подгруппа V группы G называется 

F-инъектором G, если V N – F-максимальная 

подгруппа N для любой субнормальной подгруп-

пы N группы G. 

Определение 1.3 [9]. Класс Фиттинга F назы-

вается классом Фишера, если из G F, KG, 

K≤H≤G и H/K Np для некоторого простого p все-

гда следует, что H F. 

Таким образом, классы Фишера – классы 

Фиттинга, замкнутые относительно подгрупп 

вида PN, где P – силовская p-подгруппа  

F-группы G и N – нормальная подгруппа G. В 

частности, все классы Фиттинга, замкнутые от-

носительно подгрупп, являются классами Фишера. 

Через S будем обозначать класс всех разре-

шимых групп. Другие обозначения и определе-

ния, которые мы не приводим, можно найти в [3; 

10]. В работе рассматриваются только конечные 

группы. 

2. Множества Фиттинга и F-инъекторы. В 

настоящем разделе мы локализуем понятия клас-

са Фиттинга, радикала и инъектора, определяя их 

аналоги в группе. Эта идея изучения групп впер-

вые была предложена Шеметковым [11] для про-

извольной группы и для разрешимой группы Ан-

дерсеном [6].  

Определение 2.1 [11]. Непустое множество F 

подгрупп группы G называется множеством Фит-

тинга G, если выполняются следующие условия: 

1) если Т S F, то T F; 

2) если S, T F и S, T   ST, то ST F; 

3) если S F и x F, то S
x F. 

Таким образом, непустое множество F под-

групп группы G является множеством Фиттинга, 

если F замкнуто относительно взятия  

субнормальных подгрупп, произведений нор-

мальных F-подгрупп и внутренних автоморфиз-

мов групп G. 
Взаимосвязь между множеством Фиттинга и 

классами Фиттинга раскрывает следующий 

Пример 2.2. Пусть F – класс Фиттинга, G – 

группа, F={H≤G: H F}. По определению класса 

Фиттинга множество F является множеством 
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Фиттинга. Такое множество называют следом 

класса Фиттинга F в G. Его обозначают TrF(G) 

(см. VIII.2.2 (a) из [3]). 

Итак, каждому непустому классу Фиттинга F 

и группе G соответствует множество Фиттинга 

TrF(G), хотя обратное в общем случае неверно: 

не всякое множество Фиттинга является следом 

класса Фиттинга, что подтверждает пример 

VIII.2.2 из [3]. 

Хорошо известно, что на множестве всех 

классов Фиттинга определена операция умноже-

ния классов Фиттинга. Напомним, что если F и H – 

классы Фиттинга, то их произведение  

FH=(G: G/GF  H). Мы определим в дальнейшем 

аналог такого произведения для множества Фит-

тинга F и класса Фиттинга X. 

Определение 2.3 (см. VIII.2.4 [3]). Пусть F – 

множество Фиттинга группы G. Подгруппа GF, 

порожденная всеми субнормальными 

F-подгруппами группы G, называется 

F-радикалом группы G. 

Мы будем использовать следующее известное 

свойство F-радикала группы. 

Лемма 2.4 (VIII.2.4 [3]). Если F – множество 

Фиттинга группы G и N G, то NF=N GF. 

Определение 2.5. Пусть F – множество Фит-

тинга группы G и X – непустой класс Фиттинга. 

Множество F X={S≤G: S/SF X} назовем произ-

ведением F и X. 

Теорема 2.6. Произведение множества 

Фиттинга F группы G и непустого класса 

Фиттинга X является множеством Фиттинга 

группы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M=FX, 

S M и K S. Тогда S/SF X. Так как по лемме 

2.4 KF=K SF, то K/KF=KF/K SF KSF/SF 
S/SF. Следовательно, из того, что X – класс Фит-

тинга, вытекает K/KF X и поэтому K M. 

Пусть теперь M-подгруппы S и T нормальны 

в ST. Покажем, что ST M. По лемме 2.4  

SF = (ST)F S и TF=(ST)F T. Следовательно, вви-

ду изоморфизмов S/S (ST)F S(ST)F/(ST)F и 

T/T (ST)F T(ST)F/(ST)F получаем, что подгруп-

пы S(ST)F/(ST)F и T(ST)F/(ST)F являются нор-

мальными X-подгруппами группы ST/(ST)F. Так 

как X – класс Фиттинга, то их произведение 

(S(ST)F/(ST)F)(T(ST)F/(ST)F)=ST/(ST)F X. Следо-

вательно, ST M. 

Остается проверить, что S M влечет S
x M. 

Так как S/SF X и X – класс Фиттинга, то 

X F

F

xS

SS )/(  для x G. Следовательно, 

S
x
(S

x
)F X и S

x M.  

Теорема доказана. 

Следствие 2.7. Если F – множество Фит-

тинга группы G и M – множество всех  

F  S-подгрупп G, то M является множеством 

Фиттинга G. 

Понятие F-инъектора группы G для множест-

ва Фиттинга F определяется аналогично, как и 

понятие F-инъектора G для класса Фиттинга F, 

т.е. подгруппу V группы G называют  

F-инъектором G, если V N является 

F-максимальной подгруппой G для любой суб-

нормальной подгруппы N группы G. Заметим, 

что если множество Фиттинга F=TrF(G), то F-инъектор 

группы G – это, в точности, F-инъектор G. В свя-

зи с этим следующая лемма обобщает указанную 

ранее теорему Гашюца–Фишера–Хартли из [4]. 

Лемма 2.8 (теорема 2.4.27 [12]). Для каждого 

множества Фиттинга F  S-группы G в G су-

ществуют F-инъекторы и любые два из них со-

пряжены в G. 

Мы будем использовать также следующую 

известную характеризацию F-инъекторов. 

Лемма 2.9 (свойство 2.3 [13]).  

Если T – F  S-подгруппа группы G и 1= 

= T0…  Tn=T – такой нормальный ряд группы, 

в котором каждый фактор Тi+1/Тi для i {0,1,..,n-1} 
является либо нильпотентной группой,  

либо совершенной группой, то подгруппа V груп-

пы Т является F-инъектором G тогда и только 

тогда, когда и V Тi – F-максимальная подгруп-

па Тi для i {0,…,n}. 

Лемма 2.10. Пусть F – множество Фиттин-

га F  S-группы G. Если V≤H≤G и V –  

F-инъектор G, то V – F-инъектор группы H. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {Gi} – нор-
мальный ряд группы G с такими же факторами, 

как и в условии леммы 2.9 и Hi=H Gi для 

i {0,1,..,n}. Рассмотрим нормальный ряд  
1=Н0Н1…Нn=H. Ввиду изоморфизма 

Hi+1/Hi (H Gi+1)Gi/Gi заключаем, что каждый 
фактор Hi+1/Hi группы H удовлетворяет условиям 

леммы 2.9. Кроме того, V Hi=V H Gi=V Gi и 

поэтому подгруппа V Hi F-максимальна в Hi 

для i {0,1,..,n}. Следовательно, по лемме 2.9 

подгруппа V – F-инъектор H. 

Лемма доказана. 
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Для изучения свойств F-инъекторов во  

множестве Фиттинга группы мы будем  

использовать также следующую характеризацию 

F-инъекторов, которая впервые в классе S была 

получена Дарком [5]. 

Лемма 2.11. Пусть Т – F  S-подгруппа груп-

пы G, МТ и V – такая F-подгруппа Т, что 

Т=МV. Тогда подгруппа V группы Т является  

F-инъектором Т в том и только в том случае, 

если V M – F-инъектор М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как  

V – F-подгруппа Т и V M является  

F-инъектором М для произвольной нормальной 

подгруппы М, то по определению F-инъектора 

подгруппа V – F-инъектор группы Т. 

Докажем обратное утверждение. Пусть  

1=T0Т1…  Tn=T – такой главный ряд группы 

Т, что Тm=М для некоторого m и каждый фактор 

Тi/Тi-1 имеет те же свойства, что и факторы ряда 

из леммы 2.9. Тогда, учитывая лемму 2.9, доста-

точно показать, что для каждого i подгруппа 

Тi V является F-максимальной в Gi. Если 0≤i≤m, 

то это верно, ввиду того, что подгруппа V M 

является F-инъектором группы М. Предполо-

жим, что m<i≤n и Тi V<U≤Ti, причем U F. По 

условию Т=МV. Следовательно, Ti=М(Ti V) и 

U=(М U)(Ti V). Отсюда получаем, что 

М V<М U≤М. Так как М UU F, то 

М U F. Получаем противоречие с тем, что 

подгруппа М V является F-максимальной в М. 

Лемма доказана. 

Примечателен тот факт, что в общем случае, 

если известны F-инъекторы группы для класса 

Фиттинга F, то не представляется возможным их 

применить для описания F-инъекторов фактор-

групп этой группы. Этот пробел устраним в слу-

чае F-инъектора группы для ее множества Фит-

тинга F. 

Если F – множество Фиттинга группы G, то 

будем обозначать через InjF(G) множество всех 

F-инъекторов группы G. 

Теорема 2.12. Пусть F – множество Фит-

тинга группы G и KG. Тогда справедливы сле-

дующие утверждения: 

1) множество FG/K={SK/K: SK –  

F S-группа и S InjF(SK)} является множест-

вом Фиттинга группы G/K; 

2) если V – F-инъектор группы G, то VK/K – 

FG/K-инъектор группы G/K. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что ввиду 

леммы 2.8 множество FG/K . Пусть G/K FG/K и 

L/KSK/K, где S – F-инъектор F S-группы SK. 

Покажем, что L/K FG/K. Так как LSK, то по 

определению F-инъектора подгруппа S L явля-

ется F-инъектором группы L. Кроме того, 

L=SK L=(S L)K. Следовательно, L/K=(S L)K/K 

и S L F-инъектор F S-группы L по теореме 

2.6. Это означает, что L/K FG/K. 

Предположим TiK/K FG/K, причем Ti –  

F-инъектор F S-группы TiK и TiK (T1K)(T2K) 

для i {1,2}. Так как T1K F S и  

T2K F  S и по теореме 2.6 F S – множество 

Фиттинга группы G, то T=(T1K) (T2K) является  

F S-группой. Следовательно, по лемме 2.8  

в группе Т существует F-инъектор W. По опре-

делению F-инъектора подгруппа Ri=W TiK яв-

ляется F-инъектором группы TiK. Учитывая со-

пряженность любых двух F-инъекторов группы 

TiK, по лемме 2.8 заключаем, что подгруппы Ri и 

Ti сопряжены в TiK для i {1,2}. Отсюда  

следует равенство RiК=TiK. Тогда 

Т=T1K T2K=R1K R2K=R1R2К≤WK≤T. Следователь-

но, T/K=WK/K и поэтому T/K FG/K и условие 2) 

определения множества Фиттинга для FG/K вы-

полняется. 

Пусть S – F-инъектор F S-группы SK и 

g G. Так как по определению множества Фит-

тинга Fg
=F, то S

g
 – F-инъектор F S-группы 

S
g
K. Следовательно, S

g
K/K FG/K и это завершает 

доказательство того, что FG/K – множество Фит-

тинга группы G/K. 

Докажем утверждение 2). Пусть V –  

F-инъектор группы G и L/K – любая субнор-

мальная подгруппа группы G/K. По определению 

F-инъектора V L – F-инъектор группы L. Сле-

довательно, по лемме 2.10 V L – F-инъектор 

группы (V L)К. Отсюда вытекает, что подгруппа 

(V L)К/К принадлежит множеству Фиттинга 

FG/K. Поэтому, чтобы показать, что такая под-

группа является FG/K-инъектором группы G/K, 

достаточно выяснить FG/K-максимальность ее в 

группе L/K. Предположим, что SK/K является 

FG/K-подгруппой L/K, содержащей (V L)К/К, 

причем S – F-инъектор группы SK. По лемме 

2.10 подгруппа V L является F-инъектором 

группы SK. Ввиду леммы 2.8 F-инъекторы  

F  S-группы SK сопряжены. Следовательно, 

подгруппы V L и S сопряжены в SK и  
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поэтому (V L)К=SK. Таким образом, 

(V L)К/К=VK/K L/K является FG/K-макси-

мальной подгруппой в L/K. Значит, VK/K – 

FG/K-инъектор группы G/K и утверждение 2) доказано. 

Теорема доказана. 

3. Множества Фишера и его свойства.  

В теории классов конечных групп многие  

результаты связаны с применением частично на-

следственных классов Фиттинга для описания 

общей структуры как самих классов групп, так и 

канонических подгрупп. Такие исследования бы-

ли впервые проведены в классе S Фишером [2] и 

Хартли [10]. Напомним, что, по предложению 

Хартли [10], класс Фиттинга F называют классом 

Фишера, если из условия G F, KG, K≤H≤G и 

H/K Np для некоторого простого числа p всегда 

следует H F. Понятно, что каждый наследствен-

ный класс Фиттинга является классом Фишера. 

Более того, семейство классов Фишера включает 

все локальные классы Фиттинга (см. [14]). В на-

стоящем разделе мы локализуем понятие класса 

Фишера, определяя множество Фишера группы.  

Определение 3.1 (см. также VIII.4.3 [3]). 

Пусть F – множество Фиттинга группы G и L≤G. 

Тогда F назовем множеством Фишера G, если 

из условий L F, KL, K≤H≤L и Н/К – p-группа 

для некоторого простого p следует Н F. 

Очевидно, что каждое множество Фиттинга, 

замкнутое относительно подгрупп, является 

множеством Фишера. Обширность семейства 

множеств Фишера группы G подчеркивает тот 

факт, что эти множества могут быть получены 

как следы классов Фишера. 

Напомним, что подгруппа U группы G назы-

вается p-нормально вложенной в G, если каждая 

силовская р-подгруппа Р из U является силов-

ской р-подгруппой ее нормального замыкания 

Р
G

. Подгруппу называют нормально вложенной в G, 

если она р-нормально вложена для всех простых р.  

Для доказательства основного результата ра-

боты мы будем использовать следующие свойст-

ва множеств Фишера, которые представляет 

Теорема 3.2. Пусть F – множество Фишера 

группы G. Тогда справедливы утверждения: 

1) если L≤G, то множество Фиттинга под-

группы L является множеством Фишера; 

2) если KG, то множество Фиттинга 

FG/K является множеством Фишера группы G/K; 

3) если G – F S-группа, то F-инъекторы 

G являются нормально вложенными подгруппами G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение 1) тео-

ремы очевидно. Докажем утверждение 2). Пусть 

SK/K FG/K, где SK – F S-группа с  

F-инъектором S. Предположим, что L/KSK/K, 

L/K≤Н/K≤SK/K и (Н/K)/(L/K) – p-группа для не-

которого простого р.  

Докажем, что Н/K FG/K. Так  

как Н/K/L/K Н/L, то Н/L является p-группой.  

Заметим, что Н/L=(Н S)L/L (Н S)/(Н S L)= 

=(Н S)/(L S) и поэтому фактор (Н S)/(S L) 

является р-группой группы S/(L S). Так как S – 

F-инъектор SК и F – множество Фишера, то из 

условий S F, L SS, L S≤Н S≤S и 

(Н S)/(L S) р-группа следует Н S F. Теперь 

подгруппа (Н S) К=S К – F-инъектор группы 

К и (Н S)К=Н. Кроме того, Н/L – р-группа и L – 

F S-группа. Следовательно, Н F S. Таким 

образом, выполняются все условия леммы 2.11. 

Значит, подгруппа Н S является F-инъектором 

группы Н. Это означает, что Н/K FG/K и утвер-

ждение 2) доказано. 

Докажем утверждение 3). Предположим, что 

утверждение неверно и пара (G, F) – контрпри-

мер с группой G наименьшего порядка. Так как 

G – F S-группа, то по лемме 2.8 в G существует 

F-инъектор V. Пусть для некоторого простого р 

силовская р-группа Vр группы V такова, что Vр не 

является силовской р-подгруппой группы  

К=
G

p
V , т.е. не существует в G нормальных под-

групп, силовские р-подгруппы которых совпа-

дают с Vр. Если GF=1, то из того, что G является 

F S-группой, следует разрешимость группы G 

и по теореме VIII.4.5 [3] F-инъекторы G нор-

мально вложены в G, что невозможно.  

Предположим N=GF 1. Так как F – множест-

во Фишера группы G, то по утверждению 

2) данной теоремы FG/K – множество Фишера 

группы G/N. Кроме того, по утверждению 
2) теоремы 2.12 заключаем, что подгруппа VN/N 

является F-инъектором группы G/N. По условию 

G/N S F S. Таким образом, выполняются все 

условия индукционного предположения для 

группы G/N такой, что GNG / . Следователь-

но, подгруппа VN/N является нормально вложен-

ной в G/N. По определению F-инъектора 

GF=N≤V и поэтому V/N нормально вложена в 

G/N. Отсюда по лемме I.7.3 из [3] подгруппа V 
нормально вложена в G, т.е. Vр является силов-
ской р-подгруппой группы К. Полученное проти-
воречие завершает доказательство утверждения 3).  



М А Т Э М А Т Ы К А 

 

Теорема доказана. 

Определение 3.3. Пусть X – непустое на-

следственное инъективное множество групп, т.е. 

каждая группа G из X имеет F-инъекторы. 

Множество Фиттинга F X группы G X назо-

вем нормально вложенным в X, если для каждой 

подгруппы Н группы G ее F-инъекторы нор-

мально вложены в Н. 

В случае универсума S множество Фиттинга, 

нормально вложенное в S, назовем просто нор-

мально вложенным. 

Ввиду утверждений 1) и 3) теоремы 3.2 получаем 

Следствие 3.4. Пусть X F S и X – наслед-

ственное множество Фиттинга. Тогда множе-

ство Фишера X-группы G является нормально 

вложенным в X. 

4. F-подгруппы Фишера и их характериза-

ция. В настоящем разделе, используя результа-

ты, полученные в разделах 2–3, мы докажем ос-

новную теорему работы – критерий  

 

F-подгруппы Фишера из множества Фиттинга F 

частично разрешимой группы. Дуализируя поня-

тие F-покрывающей подгруппы разрешимой 

группы [1] (для насыщенной формации F – это то 

же самое, что и понятие F-проектора), Фишер в 

[2] для класса Фиттинга F определяет в теории 

классов Фиттинга подгруппу, которая в настоя-

щее время в теории классов известна под назва-

нием F-подгруппы Фишера. Аналог этого поня-

тия для множества Фиттинга представляет 

Определение 4.1 (см. VIII.4.1 [3]). Пусть F – 

множество Фиттинга группы G. Подгруппа F 

группы G называется F-подгруппой Фишера группы 

G, если выполняются следующие условия: 

1) F F; 

2) если L – F-подгруппа G, нормализуемая F, 

то L≤F. 

Основной результат работы –  

Теорема 4.2. Пусть F – множество Фит-

тинга X-группы G, нормально вложенное в на-

следственное множество Фиттинга X F S. 

Тогда подгруппа F группы G является 

F-подгруппой Фишера группы G в точности  

тогда, когда F является F-инъектором группы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что если F 

является F-подгруппой Фишера, то F –  

F-инъектор группы G. Докажем это утверждение 

индукцией по G . Если G=1, то справедливость 

утверждения очевидна. 

Предположим, что G >1 и для всех подгрупп 

Х таких, что Х < G  и всех множеств Фиттинга 

X группы Х Фишера F-подгруппа Х является  

F-инъектором Х. 

Заметим, что если GF=1, то G – разрешимая 

группа и утверждение верно по теореме VIII.4.7 [3]. 

Итак, GF – неединичная подгруппа. Пусть N – 

минимальная нормальная подгруппа группы G. 

Так как G – F S группа, то по лемме 2.8 в G 

существуют F-инъекторы и любые два из них 

сопряжены. Пусть V – F-инъектор группы G. 

Тогда по утверждению 2 теоремы 2.12 VN/N – 

FG/K-инъектор группы G/N. Кроме того, так как 

по условию V нормально вложен в G, то по тео-

реме I.7.3(b) из [3] подгруппа VN/N нормально 

вложена в группу G/N. 

1. Покажем, что подгруппа FN/N не является 

F-подгруппой Фишера группы G/N. Если это не 

так, то по индукции FN/N – FG/K-инъектор груп-

пы G/N и FN/N=V1N/N, где V1=V
х
 для некоторого 

х G. Итак, FN=V1N для некоторого F-инъектора 

V1 группы G. Рассмотрим две следующие воз-

можности: 

1.1) N≤GF.  

В этом случае F=FN=V1N=V1 и мы получаем 

противоречие с тем, что подгруппа F не является 

F-инъектором G. Остается принять случай: 

1.2)  N не содержится в GF. 

Так как N не содержится в GF и N – мини-

мальная нормальная подгруппа G, то NF=1. Вви-

ду того, что F NF и F F, мы получаем 

F N=1. Отсюда по лемме 2.11 следует, что под-

группа F является F-инъектором F S-группы 

FN=V1N. Так как подгруппа V1 является по лемме 

2.10 F-инъектором группы V1N, то по лемме 2.8 

подгруппы F и V1 сопряжены. Следовательно,  

F – F-инъектор группы G. Получим противоре-

чие с выбором группы G. Таким образом, нами 

показано, что FN/N не является FG/N-подгруппой 

Фишера группы G/N для любой минимальной 

нормальной подгруппы N группы G.  

2. Заключительный шаг. Так как подгруппа 

GF 1, то можно считать, что N≤GF. В этом слу-

чае FG/N={S/N: N≤S≤G, S F } – множество Фит-

тинга группы G/N и F/N – FG/N-подгруппа Фише-

ра G/N, что противоречит утверждению 1).   

Докажем обратное утверждение. Пусть G X. 

Тогда по лемме 2.8 в G существует F-инъектор 

V. По определению F-инъектора V F. Пусть 

F F и V≤NG(F). Покажем, что подгруппа V нор-
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мальна в группе VF. Действительно, пусть х=vf –  

произвольный элемент группы VF, где v V и f F.  

Тогда (vf)
-1

V(vf)= f
-1

v
-1

Vvf=f
-1

Vf=V. Следова-

тельно, V F и VVF. Значит, V≤(VF)F. Так как 

V≤VF≤G, то по лемме 2.10 подгруппа V является 

F-инъектором группы VF и поэтому V≥(VF)F.  

Итак, V=(VF)F и отсюда получаем, что F≤V.  

Следовательно, V является F-подгруппой Фише-

ра группы G. 

Теорема доказана. 

5. Следствия теорем 3.2. и 4.2. Приведем 

вначале следствия из теоремы 3.2. 

Следствие 5.1. Пусть X F S – наследст-

венное множество Фиттинга X-группы G и F – 

множество Фиттинга группы G. Тогда F – 

нормально вложенное в X множество Фиттинга. 

Следствие 5.2. Пусть F – класс Фиттинга, X – 

наследственный класс Фиттинга, F X FS и F – 

класс Фишера. Тогда F – нормально вложенный в 

X класс Фиттинга. 

Следствие 5.3 (Андерсен [6]). Каждое мно-

жество Фишера разрешимой группы является 

нормально вложенным множеством Фиттинга. 

Следствие 5.4 (Локетт [15]). Каждый разре-

шимый класс Фиттинга является нормально 

вложенным. 

Теперь приведем следствия из теоремы 4.2. 

Следствие 5.5. Пусть X F S – наследст-

венное множество Фиттинга и F – множество 

Фишера X-группы G. Подгруппа F является  

F-подгруппой Фишера G в точности тогда, ко-

гда F – F-инъектор группы G.  

Следствие 5.6. Пусть X – наследственный 

класс Фиттинга и класс Фиттинга F X FS. 

Тогда множество всех F-инъекторов X-группы 

G и множество всех F-подгрупп Фишера G сов-

падают. 

С учетом леммы 2.8 из теоремы 4.2 получаем 

Следствие 5.7. Пусть F – множество Фише-

ра X-группы G и X F S – наследственное 

множество Фиттинга G. Тогда G имеет един-

ственный класс сопряженных F-подгрупп Фишера. 

Следствие 5.8 (Андерсен [6]). Пусть  

F – множество Фишера разрешимой группы G. 

Подгруппа F является F-подгруппой Фишера в 

том и только в том случае, если F – F-инъектор 

группы G. Кроме того, G имеет F-подгруппы 

Фишера и любые две из них сопряжены. 

Следствие 5.9 (Хартли [10]). Пусть F – раз-

решимый класс Фишера и G – разрешимая груп-

па. Тогда F-подгруппы Фишера G – это в точно-

сти ее F-инъекторы. 

Следствие 5.10 (Фишер [2]). В любой разре-

шимой группе для любого разрешимого класса  

 

Фишера F существуют F-подгруппы Фишера и 

любые две из них сопряжены. 
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