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Хорошо известно, что в произвольной конечной группе для произвольного класса Фиттинга F -инъекторов не сущест-

вует. В связи с этим возникла задача нахождения и построения таких классов конечных групп X , для которых в произ-

вольной конечной группе F -инъектор существует. Так, например, Блессеногль (D. Blessenohl) и Лауе (H. Laue) доказали, 

что в произвольной конечной группе существует инъектор для класса конечных квазинильпотентных групп. В работах Л.А. 

Шеметкова, Н.Т. Воробьева, Е.Н. Залесской, Ирансо (Iranso в соавторстве с Perez-Monasor) также доказано существова-

ние инъекторов в произвольных конечных группах для определенных видов классов конечных групп.  

П. Германн построил специальный класс групп qp,N  (класс конечных групп без минимальных не p-нильпотентных 

бипримарных подгрупп) и доказал, что этот класс групп является ненасыщенной формацией Фиттинга. В.И. Гойко уста-

новил существование qp,N -инъекторов в произвольных конечных группах. В данной работе устанавливаются свойства 

),( qpLp N -инъекторов в конечных группах, где через ),( qpLp N  обозначается класс таких конечных групп G, 

qp,N -инъекторы которых  содержат силовскую p-подгруппу группы G.  

Ключевые слова: класс Фиттинга, ненасыщенная формация Фиттинга, конечная группа, подгруппа, инъектор, силов-

ская подгруппа. 
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It is well known that in an arbitrary finite group for arbitrary Fitting class there are no F -injectors. In this connection a  

problem of finding and building such classes of X  finite groups, for which in an arbitrary finite group there is F -injector, arose. 

Thus, for example, D. Blessenohl and H. Laue proved, that in an arbitrary finite group there is injector for the class of finite quazi nil 

potent groups. L.A. Shemetkov, N.T. Vorobyev, E.N. Zalesskaya, Iranso with Perez-Monasor also proved existence of injectors in 

arbitrary finite groups for some types of finite group classes.   

P. Hermann built a special class of qp,N  groups (class of finite groups without minimal non p-nilpotent biprimary  

subgroups) and proved that this class of groups is non saturated Fitting formation. V.I. Goiko proved the existence of   

qp,N -injectors in arbitrary finite groups. In this paper properties of ),( qpLp N -injectors of finite groups are established, 

where through  ),( qpLp N  class of such finite G groups is indicated, qp,N -injectors of which contain Sylov p-subgroup of  

G group.  

Key words: Fitting class, non saturated Fitting formation, finite groups, subgroups, injector, Sylov’s subgroup.  

 

произвольной конечной группе для произ-

вольного класса Фиттинга конечных групп 

инъекторов не существует (см. [1]). Однако если 

в качестве класса F рассматривать некоторые 

специальные классы групп, то в  

произвольной конечной группе F-инъекторы  

могут существовать. Так, например, в [2]  

доказано существование инъекторов  

в произвольной конечной группе для класса  

конечных квазинильпотентных групп. В других 

работах [3–7] также установлено существование 

инъекторов в произвольных конечных группах 

для определенных видов классов конечных 

групп. 

В 
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В [8] Ито изучил ),( qp -группы (минималь-

ные не p-нильпотентные группы порядка nmqp , 

qp, – простые, qp ; m, n – любые натуральные 

числа). П. Германн [9] построил класс qp,N  – 

класс конечных групп без ),( qp -подгрупп. Там 

же [9] доказано, что класс qp,N  есть ненасы-

щенная формация Фиттинга, замкнутая относи-

тельно подгрупп. В работе [10] доказано сущест-

вование qp,N -инъекторов в произвольной ко-

нечной группе. 

В данном исследовании устанавливаются 

свойства инъекторов в произвольных конечных 

группах для определенных типов классов групп 

Lp(X), связанных с классами qp,N  определен-

ными соотношениями (определение класса Lp(X) 

см. ниже). 

Приведем некоторые определения и обозна-

чения, которые понадобятся нам в дальнейшем. 

Класс Фиттинга F – это такой непустой 

класс конечных групп, для которого выполняют-

ся условия: а) если G F и N – нормальная в G  

подгруппа, то N F; b) если M и N  – нормальные 

подгруппы в группе G  и M F, N F, то MN F.  

Подгруппа H разрешимой группы G называ-

ется F-инъектором, если для любой субнормаль-

ной подгруппы V группы G пересечение  

H V F и является F-максимальной подгруппой 

в V (первыми ввели этот объект Фишер, Гашюц, 

Хартли). Подгруппа M группы G называется  

F-максимальной подгруппой в группе G, если  

M F и из условий GLM , L F всегда сле-

дует, что LM . Формацией называется класс 

групп, замкнутый относительно гомоморфных 

образов и подпрямых произведений. Класс ко-

нечных групп, который одновременно является 

формацией и классом Фиттинга, называется 

формацией Фиттинга.  

Символом p всегда обозначаем простое число. 

N – класс всех конечных нильпотентных групп,  

S – класс всех конечных разрешимых групп, S – 

класс всех конечных p-групп, E – класс всех ко-

нечных групп, pG  – силовская p-подгруппа 

группы G. Символом CBA ,...,,  обозначаем 

подгруппу, порожденную множествами (под-

группами) ....,,, CBA   

Подгруппа H конечной группы G называется 

qp,N -инъектором [10], если для любой  

 

неединичной субнормальной подгруппы V  

группы G пересечение VH  qp,N  и является 

qp,N -максимальной подгруппой в группе V. Если 

наибольшая субнормальная подгруппа V группы G 

равна 1, то qp,N -инъектором группы G называется 

qp,N -максимальная подгруппа группы G. Класс F  

называется Q-замкнутым, если для любой группы  

H F. Гомоморфный образ группы H  также принад-

лежит F. Класс F называется S-замкнутым  

( nS -замкнутым), если для любой группы H F  лю-

бая ее подгруппа (любая нормальная подгруппа) также 

принадлежит F. Символом B-pne-S обозначается тот 

факт, что подгруппа B группы S является p-нормально 

погруженной в группе S.  

Говорят [1], что класс групп X сильно вложен 

в класс Y (обозначается: X Y), если для любой 

конечной группы ее Y-инъектор содержит  

X-инъектор.   

Остальные необходимые определения и обо-

значения см. в книге [1]. Все рассматриваемые в 

этой работе группы и классы групп берутся из 

класса E (класс всех конечных групп).  

В дальнейшем для простоты будем пользо-

ваться обозначением: 

X = qp,N , то есть символом X на протяже-

нии данного исследования обозначаем класс 

qp,N . 

В работе [11] построен класс групп Lp(X) сле-

дующим образом: 

 

.

XX

)}(

:{

, GpGсодержит

GгруппыинъекторGL

p

p

 

В дальнейшем нам понадобятся следующие 

две теоремы. 

Теорема 1 [11, теорема 1]. Справедливы ут-

верждения: 

1) Lp(X) – формация Фиттинга, замкнутая 

относительно подгрупп; 

2) qq XSSX XpL  = qpL SX , 

;pq  

3) Xpp LL  = XpL ; 

4) следующие утверждения эквивалентны: 

a)  X  XpL ; 

b) qXGX , .pq  

c) в любой конечной группе индекс ее  

X -инъектора имеет степень числа p; 

d)  ,EXqL .pq  



Веснік ВДУ. – 2013. – № 5(77) 

7 

Теорема 2 [11, теорема 2]. Пусть G – конечная 

группа, rqpG ,...,, , rqp ,...,, различ-

ные простые числа, F  – X-инъектор группы G , 

rq GGA ,..., , ., AFW  Тогда справедливо 

утверждение: W  есть XpL -инъектор группы 

G  тогда и только тогда, когда .AFFA  

Теорема 3. Пусть rqpG ,...,, , где 

rqp ,...,, различные простые числа. Справед-

ливо утверждение: 

XX pL  тогда и только тогда, когда  

X-инъектор X группы G  перестановочен с под-

группой rq GGA ,..., . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем  

XpL -инъектор V  в группе G . Пусть X  пере-

становочен с подгруппой A . Введем обозначе-

ние: ., AXW  В силу теоремы 2 подгруппа W  

есть XpL -инъектор группы G . Ясно, что X  

входит в W , т.е.  X-инъектор группы G  входит 

в XpL -инъектор группы G . Следовательно, 

XX pL .  

Обратно, пусть XX pL . Последнее озна-

чает, что .VX  Ввиду теоремы 3 из [10] под-

группа X является X-инъектором группы V. Да-

лее, т.к. X)(pLV , то в силу определения класса 

XpL , получаем, что XVp . Теперь с учетом 

включения VX  получаем следующее вклю-

чение: ., VvVX
v
pp  Очевидно, что pp XV

.  

Далее получим следующие соотношения:  

rqp VVVV ,,, 

WAXVVX rqp ,,,,  , где rq VV ,,  –  

все силовские подгруппы группы V , кроме pV .  

Теперь очевидно, что 

WV .  (1) 

Поскольку XX ppp LLL  (по теореме 1), 

то индекс V  есть степень простого числа p (по 

той же теореме 1). Значит, VA . Так как, кро-

ме того, VX , то ., VAXW  Теперь с 

учетом (1) получаем, что WV . Значит, W  

есть XpL -инъектор в группе G . Применяя 

теорему 2, получаем равенство: AXXA .  

Теорема 3 доказана. 

Теорема 4. Пусть X ,,qpN   

V – X – инъектор в G, V-pne-G, 
G
pVK  – 

нормальное замыкание подгруппы pV   

в группе G ,  

KGOKT p //  – наибольшая нормальная 

p -подгруппа в  KG / ,  

.,..., rq GGA   

Справедливы утверждения: 

(a)  подгруппа  T  есть XpL -радикал группы  

G ; 

(b) подгруппа T A есть XpL -инъектор груп-

пы  G ; 

(c)  X ≪ XpL ; 

(d)  XpL -инъектор группы G  есть  

p-нормально погруженная подгруппа в группе  G . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. (a) Допустим, что G – 

простая группа. Тогда либо K = 1, либо K = G. 

Если K = 1, то 1pV . Последнее равенство про-

тиворечит условию теоремы. Пусть K = G. От-

сюда следует, что T = G. Теперь из равенства  

K = G и условия теоремы (V-pne-G) следует, что 

.pp GV  Значит, VGp . Следовательно, 

)(XpLG . Поскольку T=G, то T есть  

Lp(X) -радикал группы G. Пусть теперь G – не-

простая группа. Из условия V-pne-G получаем, 

что подгруппа Vp является p-силовской подгруп-

пой в группе K. Ввиду равенства   

KGOKT p //  получаем: pTK . Отсюда 

следует включение: pp VT . 

Так как TVp , то TtTV
t
pp , . Теперь из 

включения   pp VT . 

вытекает неравенство pp VT , а из вклю-

чения 
t
pp TV следуют соотношения 

.p
t
pp TTV  Следовательно, 

pp TV .  (2) 

Далее, так как VT  есть X-инъектор группы 

T, то с учетом (1) получаем: XpLT . Отсюда 

следует включение 

RT .  (3) 

(Здесь через R обозначили XpL -радикал 

группы  G).  
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С другой стороны, RV  есть X-инъектор 

группы R, XpLR . С учетом (2) получаем 

соотношения: 

ppp VTRRV . Отсюда следует 

включение: 

pp VR .  (4) 

Теперь в силу того, что VRV  , получим 

равенство: pp RVRVV . Значит, pV  

есть p-силовская подгруппа в группе RV . 

Следовательно, pR  есть p-силовская подгруппа в 

группе RV  и RVxRV
x
pp , . С исполь-

зованием (4) можно получить следующие соот-

ношения: p
x
ppp VRRV . Значит, 

pp VR . Из последнего равенства и включе-

ния (4) следует равенство: 

pp RV .  (5) 

Теперь очевидно, что из (5) и (3) следует ут-

верждение: KR :  есть p -число. Значит,  фак-

тор-группа KR /  есть нормальная p -подгруппа 

в фактор-группе KG / . Отсюда следует, что  

TR .  (6) 

Следовательно, из (3) и (6) следует, что TR , 

то есть подгруппа T есть XpL -радикал в группе 

G . Пункт (a) доказан. 

(b) При 1G  утверждение (b) выполняется 

очевидно. Пусть 1G . Если G  – простая груп-

па, то нормальное замыкание K подгруппы pV  в 

группе G  либо равно 1, либо .GK  Допустим, 

что 1K . Отсюда  следует, что 1pV , 

11/ TT . Значит, 11/ GOGO pp . 

Ввиду равенства 1pV  получаем включение: 

GgAV g , . Без ограничения общности счи-

таем, что AV . Далее, так как V является  

X-инъектором группы A, то следующие равенст-

ва выполняются очевидно: AAVVA . Теперь 

в силу теоремы 1 получаем, что A является 

XpL -инъектором группы G . Поскольку 1T , 

то TAA  – XpL -инъектор группы G . Пусть 

теперь .GK  Тогда с учетом условия V-pne-G 

получим равенство: .pp GV  Значит, .VGp  

Ввиду определения класса XpL   

получим включение: .XpLG  Поскольку при 

этом GTA , то очевидно, что  

XpLTA -инъектор группы G.  

Пусть теперь G – непростая группа. Возьмем 
произвольную (собственную) максимальную 
нормальную подгруппу M в группе G. Тогда 

MV  – X-инъектор группы M. Поскольку 

MV V и pV  – p-силовская в группе V, то 

ввиду равенства pp MVVMV   полу-

чим: pp MVMV . Далее, так как 

MVp  GMK  , то получим, что MVp

– p-силовская в X-инъекторе MV  группы M и 

MVp  – p-силовская в группе MMK  . 

Возьмeм S – наименьшую нормальную подгруп-

пу в M такую, что SMVp  и MKS . 

Ясно, что 
M
pVS  – нормальное замыкание 

подгруппы pV  в группе M.  

Далее, 
M

p MV  – нормальное замыкание 

подгруппы pMV  в группе M. Обозначим: 

DMV
M

p . Рассмотрим фактор-группу 

DMODH p // . 

В силу индукции получим следующие два ут-

верждения: b1) H является XpL -радикалом в 

группе M, b2) AH  является XpL -инъектором 

в M, где rq MMA ,, . Так как  

,, GMMcharH   то GH   и XpLH . По-

скольку, кроме того, ввиду пункта (a) подгруппа 

T есть XpL -радикал в группе G, то получим 

включение: 

TH .  (7) 

Из (7) следует включение ATAH . По-

скольку, кроме того, 

MTAMATAH ,  (8) 

то AH  – XpL -инъектор в группе MTA . 

Теперь видим, что из следующих соотношений 

MMTH  ,  MT XpL  и того факта, 

что H есть XpL -радикал в группе M,  

можно получить равенство: MTH .  

Значит, в силу (8) имеем следующее  

равенство: MTAAH . Поскольку  

AH  – XpL -инъектор в группе M,  

то MAT – XpL -инъектор в группе M.  

 



Веснік ВДУ. – 2013. – № 5(77) 

9 

Возьмeм теперь в группе G произвольную 

субнормальную подгруппу N. Без ограничения 

общности можно считать, что MN . Так как  

N – субнормальная подгруппа в M, то ATN  – 

XpL -максимальная подгруппа в N (ввиду оп-

ределения инъектора). Значит, AT  есть  

XpL -инъектор в группе G. Далее используем 

очевидное включение 

ATAT .  (9) 

Покажем теперь, что AT  XpL . В самом 

деле, возьмeм X-инъектор B в группе TA . Тогда 

в силу того, что MT  , получим: TB являет-

ся X-инъектором в группе XpLT . Теперь из 

последнего включения, на основании определе-

ния класса XpL , следуют соотношения: 

BTBTp . Далее, применяя лемму 11.6 из 

[12], получим равенство ppp ATTA , а учиты-

вая тот факт, что 1pA , получим равенство: 

pp TTA . Значит, BTA p . Опять, исполь-

зуя определения класса XpL , устанавливаем, 

что XpLTA . Значит, с учетом (9), получим 

равенство: ATTA , т.е. TA  есть  

XpL -инъектор в группе G. 

Пункт (b) доказан. 

(c) Предположим, что условие XX pL  не 

выполняется. Пусть G – группа минимального 

порядка, для которой это условие не выполняет-

ся. В силу пункта (а) подгруппа TA является  

F-инъектором в группе G. Так как  

TV  – X-инъектор в группе XpLT , то вви-

ду определения класса XpL  получим: 

TVTp . Отсюда следует, что pp VT . Те-

перь ясно, что AVT ,  и AVTA , . Значит, 

TA есть XpL -инъектор в группе AV ,  (в силу 

теоремы 3 из [10]).  

Допустим, что AV ,  G . Ввиду индуктив-

ных рассуждений получим включение: TAV  

(с применением того, что V – X-инъектор в груп-

пе AV ,  и ТА – XpL -инъектор в группе  

AV , ). Последнее включение приводит к дока-

зываемому условию. 
 

Пусть теперь AV ,  = G . По лемме 11.6  

из [12] получим равенства: 

ppppp VAVVAG  (напомним, что в этом 

случае 1pA ). Из последнего равенства следу-

ет, что p-силовская подгруппа группы G  входит 

в X-инъектор группы G . Значит, XpLG . 

Следовательно, группа G является X-инъектором 

группы G. Последнее означает, что X-инъектор V 

группы G входит в XpL -инъектор группы G. 

Полученное противоречие завершает доказатель-

ство пункта (с).  

(d)  Докажем, что XpL -инъектор группы G 

есть p-нормально погружeнная подгруппа в G.  

Рассмотрим равенства: 

G
p

G
p

G
p V

T

AT

A

VAT

AT

V

TA
. 

Так как 
AT

A
 является p -числом и 

G
pV

T
 тоже p -число (по условию), то 

G
pVTA :  есть p -число. Отсюда получаем 

включение: pppp
G
p TATTAV .  

Теперь из включения 
G
pp VT  следует 

включение: 
p

G
pp VT . Далее, так как 

pp

G
p VV , то получим соотношение: 

pp VT .  (10)  

Следовательно, так как TVV
G
pp , то 

t
pp TV , Tt . Отсюда с очевидностью выте-

кают соотношения: p
t
pp TTV .  

Из последнего получим неравенство: 

pp TV .  (11)  

Теперь ясно, что из (10) и (11) следует  

равенство: 

pp VT . 

Поскольку pp TAT , то pp TAV .  

Но pV  – p-силовская подгруппа в группе 
G
pV . 

Значит, pTA  – p-силовская подгруппа в группе 

G
pV  = G

pTA . Поскольку G
pTA  – нор-

мальное замыкание          для подгруппы pTA   
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в группе G, то подгруппа TA  – p-нормально 

погружeнная в G. Пункт (d) доказан.  

Теорема 4 доказана. 
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