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ВВЕДЕНИЕ 

 

Данное издание предназначено для проведения практических за-

нятий и организации самостоятельной работы студентов математическо-

го факультета, обучающихся  по специальностям «Математика и ин-

форматика», «Прикладная математика», «Прикладная информатика». 

Основное назначение задачника-практикума – помочь студен-

там математических специальностей в освоении курса математическо-

го анализа. По этой дисциплине существует ряд хороших задачников, 

список которых приведен в конце пособия. Однако, из-за слишком 

большого объема в них зачастую трудно ориентироваться и выбрать 

нужный материал для подготовки к экзамену. Кроме того, имеющиеся 

сборники задач не дают возможности индивидуализировать процесс 

обучения, поскольку не содержат достаточного количества однотип-

ных задач. 

Сборник заданий охватывает вопросы математического анализа, 

относящиеся к «Дифференциальному и интегральному исчислению 

функций нескольких переменных» и является продолжением анало-

гичных пособий по «Введению в анализ», «Дифференциальному ис-

числению функции одной переменной» и «Интегральному исчисле-

нию функции одной переменной».  Весь материал  разбит на 11 пара-

графов, что в среднем соответствует количеству часов, предусмотрен-

ных учебной программой на проведение практических занятий по 

данной теме. Каждый параграф состоит из 3 пунктов. В пункте I – 

«Контрольные вопросы и задания» – содержатся вопросы по теорети-

ческому материалу. Цель этого раздела – помочь студенту самостоя-

тельно разобраться в теоретическом материале, выделить наиболее 

важные места, без которых невозможно осмысленное решение задач. 

В пункте II – «Примеры решения задач» – разобраны наиболее типич-

ные примеры, демонстрирующие применение на практике результатов 

теории.  Эти два пункта студенты должны разобрать самостоятельно 

при подготовке к практическому занятию по данной теме. В пункте III – 

«Задачи и упражнения для практических занятий» – приведены зада-

ния для аудиторной и домашней работы.   

Материал, приведенный в данном издании, соответствует учеб-

ным программам по математическому анализу по вышеперечислен-

ным специальностям. Сборник может также быть использовано для 

проведения практических занятий по дисциплине «Математика» для 

студентов математического факультета, обучающихся по специально-

сти «Программное обеспечение информационных технологий». 

Учебное издание может быть полезно для студентов других 

специальностей, изучающих высшую математику. 
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ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

ПРЕДЕЛ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение функции n переменных. 

2. Что называется областью определения функции n пере-

менных? 

3. Дайте определение поверхности уровня (линии уровня). О 

каких свойствах функции можно судить по поверхностям уровня? 

4. Сформулируйте определение предела функции в точке. 

5. Дайте определение повторного предела функции  yxf ,  в 

точке  000 , yxM . 

6. Всегда ли предел функции в точке совпадает с повторным 

пределом? Приведите пример, когда эти пределы не совпадают. 

Сформулируйте условия, при выполнении которых двойной предел 

функции равен повторному. 

7. Дайте определение непрерывности функции в точке. 

8. Сформулируйте теорему об арифметических действиях 

над непрерывными функциями.  

9. Сформулируйте понятие сложной функции и теорему о 

непрерывности сложной функции. 
 

II. Примеры решения задач 
  

Пример 1. Найти и изобразить область определения функции 

221

)ln(

yx

xy
z


 . 

Решение.  Область определения функ-

ции ),( yxfz   представляет собой множест-

во точек плоскости, в которых аналитическое 

выражение, задающее функцию, имеет 

смысл. В нашем случае областью определе-

ния данной функции будет множество точек 

плоскости, координаты которых удовлетво-

ряют системе неравенств 








01

,0

22 yx

xy
. 

Эта система равносильна совокупности двух систем: 















,1

,0

,0

22 yx

y

x

   и    














.1

,0

,0

22 yx
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Первая система определяет часть круга 122  yx  с центром в 

начале координат и радиусом 1r , лежащего в первой четверти, а 

вторая система – часть круга 122  yx , лежащего в третьей четверти 

(окружность и координатные оси 0,0  yx  не входят в область оп-

ределения (рис. 1). 
 

Пример 2. Найти множество линий уровня функции 

1

2
22 


yx

y
u .  Определить линию уровня функции, проходящую 

через точку М (1, 1). 

Решение.   Линиями уровня функции ),( yxfz   называется 

множество точек плоскости, координаты которых удовлетворяют 

уравнению cyxf ),( , где с произвольное действительное число. 

Уравнения cyxf ),(  обычно определяют некоторое семейство линий 

на плоскости. 

Для нахождения линий уровня функции нужно для любого 

Rc  найти множество точек плоскости, координаты yx,  которых 

удовлетворяют уравнению c
yx

y


 1

2
22

. 

Если 0c , то множество линий уровня есть пустое множество. 

Если 0c , то получим 








;01

,02

22 yx

y
  








.1

,0

x

y
 

Получаем ось Ox , за исключением двух точек )0,1(  и )0,1( . 

Пусть 0c . Преобразуем уравнение: 

2

22 1

2
c

yx

y



;     1

2
2

22  y
c

yx , 

                                
4

2

2

2 1
1

1

cc
yx 








 . (1) 

Получим окружности радиуса 
4

1
1

c
  с центром в точке )

1
,0(

2c
. 

Определим линию, проходящую через точку М (1, 1). Для этого 

координаты точки подставим в уравнение (1) и найдем значение па-

раметра с: 
4

2

2

1
1

1
11

cc









   или  1

2
2


c
. 

Учитывая что 0c , получим 2c . Тогда линия уровня, про-

ходящая через точку М (1, 1) является окружностью  
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4

5

2

1
2

22 







 yx . 

 

Пример 3. Найти 
22

3

0

0
lim

уx

xy

y

x 



. 

Решение.  Так как для всех точек (х, у) при x
2
 + y

2
 ≠ 0 справед-

ливо неравенство 2

22

3

2

1
0 у

уx

xy



 , то, переходя в этом неравенстве 

к пределу, когда х и у стремятся к 0, получаем 0lim
22

3

0

0





 уx

xy

y

x
. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти и изобразить область определения функции: 

1) yyxz 422  ; 2) )84ln( 2  xyz ;  

3) )4ln( xyz  ;   4) 
x

y
z

1
arcsin


 ; 

5) )arcsin( yxz  ; 6) )sin( yxz  ; 

7) )ln( yxz  ; 8) )
4

ln(
x

yz  ; 

9) yxz sinlnln  ;  10) 
22

22

4

4

ухх

ухх
z




 ; 

11)    ;22 yxz    12) 

y

x
z

ln

1
 . 

2. Найти и изобразить линии уровня функции: 

1) xyz  ; 2)  2yxz  ;  3) 
22

2

yx

x

ez  ;    

4) );min( yxz  ; 5) 22 9436 yxz  ; 6) хyxz  2 . 
 

3. Вычислите пределы: 

1) 
x

xy

ay

x

sin
lim

0




;  2) 

22

2

0

0
lim

yx

yx

y

x 



;  

3) 
xy

y

y

x 




1
coslim

0

0
; 4) 

22

2

0

0

2
lim

yx

xy

y

x 



. 
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4. Вычислите повторные пределы: ),(limlim
00

yxf
yx 

 и 

),(limlim
00

yxf
yx 

 если: 

1) 
22 yx

xy
z


 ; 2) 

x
yxz

1
sin ;  

 3) 
22

coscos

yx

yx
z




 ; 4) 

22

22

yxyx

xyyx
z




 . 

 

5. Найдите точки разрыва следующих функций: 

1) 
22

2

yx

x
z


 ;  2) )9ln( 22 yxz  ;  

3) 
222 32

1

zyx
u


 ; 4) 

yx
z

22 coscos

1


 . 

 

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ  

МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ  
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Что такое частное (полное) приращение функции? 

2. Запишите частные приращения функции 2xyz  в точке 

 2,1 . Найдите полное приращение функции в этой точке. 

3. Дайте определение частной производной функции: а) двух 

переменных; б) n  переменных. 

4. Какая функция называется дифференцируемой? 

5. Докажите, что дифференцируемая в некоторой точке 

функция непрерывна в этой точке. 

6. Сформулируйте теорему о связи между дифференцируе-

мостью и существованием частных производных. 

7. Сформулируйте теорему о достаточных условиях диффе-

ренцируемости функции. 

8. Что называется дифференциалом функции 

),,,( 21 nxxxfu    в данной точке? 

9. Что понимают под инвариантностью формы первого диф-

ференциала? 
 

II. Примеры решения задач 
  

Пример 1. Найти частные производные первого порядка от 

функции 
x

y
z arcctg  в точке  2,1 . 
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Решение.  Найдем сначала все частные производные заданной 

функции в произвольной точке ),( yxM : 

222

2

2

1

1

yx

y

x

y

x

yx

z



















;   

22

2

2

1

1

1

yx

x

x

x

yy

z


















. 

Подставляем в полученные выражения 1x  и 2y , найдѐм 

5

2

41

2
)2,1(

2
1












x

y
x

f
x

z
;    

5

1

41

1
)2,1(

2
1












y

y
x

f
y

z
. 

 

Пример 2. Найти  полный дифференциал функции 
22 zyxeu  в 

точке )1,1,1(0M . 

Решение.   Полный дифференциал функции ),,( zyxfu   в точ-

ке ),,( 0000 zyxM находится по формуле 

                       ,dz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
du














  (2)  

где значения частных производных функции вычисляются в точке 

0M . 

Находим частные производные функции 
22 zyxeu  , их значе-

ния в точке 0M  и подставляем в формулу (2) 

                     ,
22 zye

x

u 



 ;2

0

e
x

u

M





 

,2
22 zyxye

y

u 



 ;2 2

0

e
x

u

M





 

,2
22 zyxze

z

u 



 .2 2

0

e
x

u

M





 

Получаем              dzеdyеdxеdu 222 22  . 
 

Пример 3. Заменяя приращение функции дифференциалом, 

приближенно вычислить:    а) 03,1)98,0( ; б)  4628sin tg . 

Решение.  а) Искомое число есть значение функции yxz   в 

точке M ),( 00 yyxx  , где 1,1 00  yx   координаты точки 0M ,  

02,0 x , 03,0 y . 

Учитывая,  что )()()( 00 MdzMzMzz  , получим формулу, 

для нахождения приближенного значения функции yxz  в точке М  
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                             )()()( 00 MdzMzMz  . (3) 

Найдѐм значение функции z  ( 0M ) и )( 0Mzd   

1)( 0 Mz , 

yxxxyxy
y

z
x

x

z
Mdz yy 









  ln)( 1 , 

03,00)02,0(1
)()(

)( 00
0 









 y

y

Mz
x

x

Mz
Mdz  = 02,0 . 

Подставляем полученные значения в формулу (3) 

98,002,0198,0 03,1  dzz . 
 

б) Искомое число есть значение функции yxz tgsin  в точке 

M ),( 00 yyxx  , где 300 x , 450 y   координаты точки 0M ,  

04,0
90

2 
x , 02,01  y . 

Тогда   
2

1
1

2

1
4530sin)( 0   tgMz , 

y
y

x
xtgyxy

x

z
x

x

z
dz 











2cos

sin
cos , 










 y

x

Mz
x

x

Mz
Mdz

)()(
)( 00

0

02,0
45cos

30sin
)04,0(4530cos

2 


  tg = 

0146,002,0)02,0(73,102,0
2

1
:

2

1
)04,0(1

2

3
 . 

Подставляем полученные значения в формулу (3)  

4854,00146,05,00146,0
2

1
4628sin  dzztg  . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти частные производные и полные дифференциалы за-

данных функций: 

1) 2543 32  zхyxуu ; 2) 1 xyze
у

х
u ; 

3) )4(sin 32 хyxz  ;                 4) 
x

y
arcctgz  ; 

5) 
x

y
tgz ln  ;                        6) 

zухu  ; 
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7) 

х

у

х
u 








 ;                             8) 

22
arcsin

ух

y
z


 . 

 

2. Найти полный дифференциал функции ),,( zyxfu   в 

точке ),,( 0000 zyxM : 

1) )543cos( zyxu  ,  







0,0,

6
0


M ;     

2)   1 xyzeu ,  1,1,10M ; 

3) 
y

x
zu sin2 , 








1,1,

3
0


M ;         

4)  
x

zy
u

)1ln( 22 
 ,  1,1,20M ; 

5) )(arctg xyzu  ,  2,3,10M ;        

6) 
2221 zyx

y
u


 ,  1,1,10M . 

 

3. Показать, что функция ху ухz   удовлетворяет уравнению 

zzух
у

z
у

х

z
х )ln( 









. 

 

4. Доказать, что функция ))(,( 22 ухyxfz  , где f ─ произ-

вольная дифференцируемая функция, удовлетворяет соотношению 

))(( 22

xx fхfуух
у

z
х

х

z
у 









. 

 

 5. Заменяя приращение функции дифференциалом, приближен-

но вычислить: 

1)  22 01,197,1  ;                              2)  4659sin tg ; 

3) 03,2)08,1( ;                                         4) )199,003,1ln( 4  . 

 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ  

И НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте понятие сложной функции. Сформулируйте теорему о 

дифференцируемости сложной функции. 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



12 

2. Пусть ),...,,( 21 nxxxfz  , ),(11 vux  , ),(22 vux  , …, 

),( vux nn  . Как найти 
u

z




, 

v

z




? 

3.  Пусть ),( yxfz  , )(tx  , )(ty  . Чему равна производная 

dt

dz
?  

4. Пусть ),,( yxtfz  , )(tx  , )(ty  . Как найти 
dt

dz
? 

5. Что понимается под инвариантностью формы первого диффе-

ренциала? 

6. Дайте понятие неявной функции. Сформулируйте теорему о 

существовании и дифференцируемости неявной функции заданной 

уравнением 0),( yxF  ( 0)...,,( 21 nxxxuF ). 
  

II. Примеры решения задач 

Пример 1. Найти частные производные 
u

z




 и 

v

z




 функции 

)sin( 3 yxz  , если vux ln , 
22 vuy  . 

Решение.    Частные производные сложной функции 

),( yxfz  , где ),( vuxx  , ),( vuyy   находятся по формулам  

u

y

y

z

u

x

x

z

u

z






















,                      

v

y

y

z

v

x

x

z

v

z






















.  

Пользуясь этими формулами, получаем   








22

332 )cos()cos(3
vu

u
yxyxx

u

z
 

);)lncos(())ln(3( 223

22

2 vuvu
vu

u
vu 


  








22

332 )cos(
1

)cos(3
vu

v
yx

v
yxx

v

z
 

).)lncos(()
)ln(3

( 223

22

2

vuvu
vu

v

v

vu






  

 

Пример 2.  Найти частные производные 
x

z




 и 

y

z




 функции 

),( yxfz   в точке (0, 0, 1),  заданной неявно уравнением 

zyxzyx 421222  . 

Решение.  Рассмотрим функцию  
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.421),,( 222 zyxzyxzyxF  . 

Эта функция:  

1) непрерывна в своей области определения и дифференцируема 

в окрестности точки (0, 0, 1); 

2) 
zyx

zFz
42

2
2'


 ;  01)1,0,0(' zF ; 

3) 0)1,0,0( F . 

Выполняются все условия теоремы о существовании функции 

),( yxfz  заданной неявно и еѐ дифференцируемости. Производные 

этой функции можно найти по формулам  

                    
'

'

z

x

F

F

x

z





;                          

'

'

z

y

F

F

y

z





. (4) 

zyx
xFx

422

1
2'


 ,    

4

1
)1,0,0(' xF , 

zyx
yFy

42

1
2'


 ,     

2

1
)1,0,0(' yF . 

Тогда, применяя формулы (4), получим 

             
4

1
)1,0,0( 





x

z
;               

2

1
)1,0,0( 





y

z
. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти частные производные 
u

z




 и 

v

z




 сложной функции 

),,( yxfz   )(tx  , )(ty  : 

1) xyz ln , ux 2cos , 
22 vuy  ;         

2) 
22 yxz  , tguvx  , uvy sin ;  

3) 
y

x
tgz  ,

22 vux  , uvy  ;  

4) xyz sin , )arcsin( vux  , )( vuarctgy  . 
 

2. Найти полную производную  
dt

dz
 сложной функции: 

1) )(arctg 22 yxz  , tex  , tey 22 ; 
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2) 
x

y

y

x
z  , tx 2sin , ttgy 2 ; 

3) )ln( xt eez  , 3tx  ;       

4) )32( 2 yxttgz  , 
t

x
1

 , ty  . 

 

3. Пусть f (x, y) – произвольная дифференцируемая функция. 

Проверьте, что функция ),( yxfz   удовлетворяет соответствующему 

уравнению: 

1) )( 22 yxfz  ,  0









y

z
x

x

z
y ; 

2) )( 22 yxyfz  ,  xz
y

z
xy

x

z
y 








2
; 

3) )sin(sinsin xyfxz  ,  yxy
x

z
x

y

z
coscoscoscos 









. 

 

4. Найти в указанной точке M0 (x0, y0) частные производные 

функции ),( yxu , заданной неявно уравнением: 

1) 02  xyueu , M0 )0,1( ;  

2) 1coscoscos  xuuyyx , M0 )0,1,0( ; 

3) xyxuu  )ln(2 , M0 ),1,1( 0u , где 0u – корень уравнения 

1)1ln(2  uu . 
 

5. Найти полный дифференциал функции z = f (x, y), заданной 

неявно: 

1) 1coscoscos 222  zyx ; 2) 03232 333  yxyzzyx ; 

3)  )( xzyctgxz  . 

 

ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ  

И ГРАДИЕНТ ФУНКЦИИ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение производной по заданному направлению. 

Приведите формулу, по которой может быть найдена производная по 

заданному направлению. 

2. Дайте определение градиента функции. Как связана произ-

водная по направлению вектора l  с градиентом  в данной точке? 

3. Каков физический смысл градиента? 
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4. Найдите производную функции || ru


   в точке О (0, 0, 0) 

( kzjyixr


   радиус вектор точки М (x, y, z)) по направлению: 

а) оси OX; б) оси OY; в) вектора )1,1,1(l . 

5. Найдите градиент функции || ru


  в точке O (0, 0, 0). 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти: а) производную функции xyzu   в точке 

)1,1,1(M  по направлению вектора kjil 22  , б) направление наи-

большего роста функции xyzu  . 

Решение. а) Для нахождения производной функции xyzu   по 

направлению вектора l воспользуемся формулой 

                      coscoscos
z

u

y

u

x

u

l

u



















, (5) 

где   cos,cos,cos  – координаты единичного вектора e , сона-

правленного вектору l .   

,yz
x

u





     ,xz

y

u





    xy

z

u





,    1

)()()(
















z

Mu

y

Mu

x

Mu
. 

Найдем   cos,cos,cos . Так как 3441|| l


, то 

)22(
3

1

||
kji

l

l
e   . Следовательно, ,

3

1
cos  ,

3

2
cos   

3

2
cos  .  

Подставляя значения частных производных и координаты век-

тора e  в формулу (5), получим 
3

1

3

2
1)

3

2
(1

3

1
1 





l

u
. 

б) Направление наибольшего роста функции xyzu   в точке М 

совпадает с направлением градиента функции u в этой точке. Величи-

на наибольшего роста функции равна модулю вектора grad u (M). 

grad u (M) = k
z

Mu
j

y

Mu
i

x

Mu 













 )()()(
 = kji


 . 

|grad u (M) | = 3111  . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти и нарисовать линии уровня функции ),( yxuu  . 

Вычислить и изобразить на чертеже градиент этой функции в точках 

А и В если: 
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1) );1,1(),1,1(,  BAxyu  2) )1,1(),1,1(,)( 2 BAyxu  ; 

3) )0,2(),1,1(,
22

2

BAeu yx

x

 ; 4)  )2,1(),1,2(),,min( BAyxu  . 
 

2. Найти производную функции yxyxu 263 22   в начале 

координат по направлению, идущему из начала в точку )4,3(M . 

3. Найти производную функции xyzzxyu 223    в точке 

)2,1,0(M  в направлении, образующем с осями координат углы 60
0
, 

45
0
, 60

0
 соответственно. 

4. Найти производную функции )ln( 22 yxu    в точке )4,3(0M   

в направлении, перпендикулярном  к линии уровня функции u , про-

ходящей через эту точку. 

5. Найти производную функции 222 zyxu    в точке 

),,( zyxM   по направлению радиус-вектора r


 (x, у, z) этой точки. 

6. Найти производную функции u  в точке ),,( zyxM   по направ-

лению единичного вектора )cos,cos,(cos n : 

1) || ru


 ; 2) 
||

1

r
u  ; 

3) |)(| rfu


 ; 4) const),,(  arau . 
 

7. Найти градиент функции u  в точке M: 

1) )1,0(,4 22 Myxu  ;  

2) )3,2,1(,23 Mzyxu  ; 

3) )4,3,2(),3)(2)(1( Mzyxu  ; 

4) )0,0,0(,
222

Mzeu zyx  . 
 

8. В каких точках )318(grad 32 xyzzyx  : 

a) перпендикулярен оси OZ ;  

б) параллелен оси OY ;   

в) равен нулю. 
 

6. Найти угол между )(grad 1Mu  и )(grad 2Mu , если: 

1) yxeyxu  )( , )1,1(),0,0( 21 MM ; 
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2)
zy

x
u


 arctg , )1,0,1(),0,1,1( 21 MM . 

10. Найдите градиент функции ),( yxuu  , если функция ),( yxu  

определяется неявно уравнением: 

1) 23 3 axyuu  ;       2) ueuyx  . 

 

ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Какие существуют производные второго порядка от функции 

),( yxfz   в точке ),( 000 yxM ? Дайте определение производной 
2

2

x

z




. 

2. В каком случае частная производная второго порядка называ-

ется смешанной? 

3. Сформулируйте теорему о равенстве смешанных производ-

ных для функции ),( yxfz  . 

4. Дайте определение частной производной n-ого порядка функ-

ции )...,,,( 21 nxxxfu   по аргументам 
пiii xxx ...,,,

21
. 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти частные производные второго порядка функ-

ции 
x

y
z cos . 

Решение. Найдѐм частные производные первого порядка  

x

y

x

y

x

z
sin

2





,            

x

y

xy

z
sin

1





. 

Найдѐм частные производные второго порядка 


























x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

z

x

cossin
2

sin
22322

2

 











x

y

x

y

x

y

x

y
cossin2

3
. 

x

y

xx

y

xxx

y

xy

z

y

cos
1

cos
11

sin
1

22

2

















. 
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xx

y

xyx

z
sin

12

 

x

y

x

y

x

y

xx

y

x

y

xx

y

x
cossin

1
)(cos

1
sin

1
3222

 , 


















xx

y

x

y

x

y

xx

y

x

y

xy

z

y

1
cossin

1
sin

222

2

 

x

y

x

y

x

y

x
cossin

1
32

 . 

 

Пример 2. Найти zd 2  для функции 32 yxz  . 

Решение. Формула для нахождения дифференциала второго по-

рядка функции имеет вид 

zdy
y

dx
x

zd 22 )(








  = 2

2

22
2

2

2

dy
y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z














. 

Найдѐм все частные производные второго порядка: 

32xy
x

z





,     223 yx

y

z





. 

3

2

2

2y
x

z





,     yx

y

z 2

2

2

6



,     2

2

6xy
yx

z





. 

Тогда  222232 6122 ydyxdxdyxydxyzd  . 
 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1.  Найти частные производные второго порядка функции 

),( yxfz  , если: 

1) x

y

ez  ;       2) yexz 2 ;       

3) )sin( 2 yxz  ;    4) yxz  . 
 

2. Вычислить частные производные второго функции ),( yxfz   

в заданной точке М0: 

1) 
yx

xy
z




2

 , М0 )0,1( ;    2) )ln( yyxz  , М0 )1,0( ;     

3) 













xy

yx
z

1
arctg ,  М0 )0,0( ; 4) xyyxz )(  ,  М0 )0,1( ;      

5) 
zyxz  , М0 )1,1,(e . 
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3. Выяснить, существуют ли в точке М0 )0,0(  частные производ-

ные второго порядка функции 













.0если,0

,0если,
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy

yxf  

 

4. Найдите частные производные указанного порядка: 

1) )sin(xyz  ,  
yx

z




2

3

,  
2

3

yx

z




;   2) xyzez  ,  

zyx

z



3

; 

3) 32zxyz  ,  
zyx

z



3

;                 4) yxz 3cos2sin ,  
32

5

yx

z




. 

 

5. Убедиться, что функция удовлетворяет заданному уравнению: 

1) )sincos( yyyxez x  ,        0
2

2

2

2











y

z

x

z
; 

2) 
222

1

zyx
u


 ,                0

2

2

2

2

2

2
















z

u

y

u

x

u
; 

3) ta

x

e
ta

u
2

2

4

122

1 

 ,                    
2

2
2

x

u
a

t

u









; 

4) ))()((
1

yxyx
x

z   ,        
2

2
22 )(

y

z
x

x

z
x

x 











. 

 

6. Найти второй дифференциал функции ),( yxf в указанной 

точке: 

1) 232 2xyyxu  , )1,1( ;          2) )2sin( yzyu  , )0,0,0( ; 

3) xyeu ln , )1,2( ;                          4) )2(arctg 2 yxu  , )0,1( . 

 

ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА.   

КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ  

И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Запишите формулу Тейлора для функции нескольких перемен-

ных. 

2. Приведите различные формы записи остаточного члена фор-

мулы Тейлора. 

3. Запишите  формулы для нахождения векторов нормалей и 

уравнений касательных  к поверхностям, заданным различными спо-

собами. 
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II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Написать формулу Тейлора для функции 

f (x,y) = ln (x −2y) до второго порядка включительно в окрестности 

точки (1, 0). 

Решение. Формула Тейлора имеет вид 

f (x,y) = f (x0 ,y0) + d f (x0 ,y0)  + 
!2

1
d

2
 f (x0 ,y0) + … +

!

1

n
d

n
 f (x0 ,y0)  + o(ρ

n
), 

где  2

0

2

0 )()( yyxx  . 

Функция  f (x,y) в точке М0 (1, 0) равна нулю. Найдем все част-

ные производные до второго порядка включительно: 

xf   (М0) =1,       yf   (М0) = −2,        

xxf  ( М0) = −1,     yxf   (М0) =2,    yyf   (М0) = −4. 

Найдем дифференциалы первого и второго порядка в точке М0, 

учитывая, что  dx = (x  x0),   dy = (y  y0): 

dxMfdxMfMd yx )()()( 000
 = (х  1)  2у; 

2

00

2

00

2 )()(2)()( dyMfdydxMfdxMfMd yyyxxx
 = 

= (х  1)
2
 + 4у(х  1)  4у

2
 . 

Согласно приведенной выше формуле при n  = 2 получаем 

f(x,y) = x – 1 – 2y  + 
!2

1
 (− (x – 1)

2
 + 4y(x – 1) − 4y

2
) + o(ρ

2
) =   

= x – 2y – 1  − 
2

1
(x – 1)

2
 + 2y(x – 1) − 2y

2
 + o(ρ

2
) . 

 

Пример 2.  Найти направляющие косинусы вектора нормали и 

записать уравнение касательной плоскости к следующим поверхно-

стям: 

а) z = x
2
 + 2y

2
  в точке М0 (1, 0, 1);  

б)   x
2
 + y

2
 + z

2
 = 16  в точке М0 ( 3 , 2, 3). 

Решение.  а)  Направляющими косинусами вектора нормали к 

поверхности называют координаты единичного вектора нормали. 

 Так как поверхность  z = x
2
 + 2y

2
 задана явно, то вектор нормали 

к данной поверхности в точке ),,( 0000 zyxM имеет координаты  

N =  1),(),( 00  MzMz yx .  
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В нашем случае: 22)(
10 

xx xMz , 04)(
00 

yy yMz , т.е.  

N =  1,0,2  . Длина вектора N равна 5 , тогда единичный вектор 

нормали n = 









5

1
,0,

5

2
. Следовательно,  

cos   = 
5

2
, cos   = 0, cos   = 

5

1
 . 

 Уравнение касательной плоскости к поверхности, имеет вид  

 A (x  x0) + B (y  y0) + C (z  z0) = 0, 

где ),,( 0000 zyxM  точка касания,  A, B, C  координаты вектора нор-

мали N к поверхности в точке М0.  

Подставив найденные значения в формулу, получим  

2(x  1)  (z  1) = 0    или    2x  z   1 = 0. 

б) Так как поверхность  x
2
 + y

2
 + z

2
 = 16  задана неявно, то вектор 

нормали к данной поверхности в точке ),,( 0000 zyxM имеет координаты 

N =  )(),(),( 000 MFMFMF zyx
 , 

где  

F (x, y, z) = x
2
 + y

2
 + z

2 
 16,      )( 0MFx

 = 322
3


x
x , 

)( 0MFy
 = 42

2


y
y ,  )( 0MFz

 = 62
3


z
z , 

т.е.  N =  6,4,32 . Длина вектора N равна 8, тогда единичный век-

тор нормали: n = 










4

3
,

2

1
,

4

3
, следовательно,  

cos   = 
4

3
, cos   = 

2

1
, cos   = 

4

3
. 

Уравнение касательной плоскости к поверхности в точке М0 

имеет вид 0)3(6)2(4)3(32  zyx . Раскрывая скобки, по-

лучим 0326432  zyx . 
 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Разложить по формуле Тейлора функцию f (x, y) в окрестно-

сти заданной точки М0:  

1) f (x, y) = − x
2
 + 2xy + 3y

2
 − 6x − 2y − 4,  М0 (2, 1); 

2) f (x, y) = 2x
2
 − xy −y

2
 − 6x − 3y ,  М0 (1, −2); 
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3) f (x, y) =  x
3
 + 3xy  − 2y

3
,  М0 (2, 1). 

 

2. Разложить по формуле Тейлора функцию f (x, y, z) в окрестно-

сти заданной точки М0: 

1)  f (x, y, z) = (x + y +z)
2
, М0 (1, 1, −2); 

2) f (x, y, z) =  xyz, М0 (1, 2, 3); 

3) f (x, y, z) =  x
2
 +2 y

3
 − 3z

2
,  М0 (0, 1, 2). 

 

3. Выписать члены до второго порядка включительно формулы 

Тейлора для функции f (x, y) в окрестности заданной точки М0: 

1) f (x, y) = )2( yx  , М0 (2, 1);  

2) f (x, y) = 
x

y
arctg  ,  М0 (1, 1); 

3) f (x, y) = yx sinsin ,  М0 (0, 0). 

4. Найти направляющие косинусы вектора нормали и записать 

уравнение касательной плоскости к следующим поверхностям в указан-

ной точке М0: 

1) 22 yxz   в точке   М0 (1, 2, 5);  

2) 224 yxz   в точке   М0 (1, 1, 2 ); 

3) yxez cos   в точке  М0 (1, 0, e); 

4) 4
8916

222


zyx

 в точке М0 (4, 3, 4);    

5) Rzzyx 2222   в точке   М0 (R cos α, R sin α, R);     

6) 1342 222  yzzyx  в точке   М0 (2, 1, 1). 

 

ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ 

ПЕРЕМЕННЫХ. НАИМЕНЬШЕЕ И НАИБОЛЬШЕЕ 

ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Дайте определение локального экстремума функции. 

2. Сформулируйте необходимое условие экстремума функ-

ции. 

3. Сформулируйте теорему о достаточных условиях экстре-

мума функции двух переменных. 

4. Какая квадратичная форма называется: а) положительно 

определенной; б) отрицательно определенной; в) знакоопределенной; 

г) знакопеременной? 
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5. Сформулируйте теорему о достаточных условиях экстре-

мума функции u = f (x1, x2,…, xn). 

6. Как найти наибольшие и наименьшие значения функции в 

замкнутой области?  

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1. a) Исследовать на экстремум функцию 

z = 2x
2
 − xy

2 
+ y

2
; 

б) Найти наибольшее и наименьшее значение данной функции в 

области D, ограниченной линиями: x = 0, y = 0, x + y = 6. 

Решение.  а) Введем следующие обозначения: 

0000
22211211 ,,, 

M

"

yyM

"

yxM

"

xyM

"

xx f=af=af=af=a  . 

Для того, чтобы исследовать функцию z = f(x, y) на экстремум 

необходимо: 

1) Найти критические точки, т.е. точки в которых производные 
'

xf  и '

yf  равны нулю; 

2) в критических точках проверить достаточное условие экс-

тремума функции:  

 если определитель 0
2221

1211


aa

aa
, то точка M0 (x0, y0) явля-

ется точкой экстремума (точка M0 будет точкой максимума при а11 < 0 

и точкой минимума при а11 > 0); 

 если 0 , то точка M0 не является точкой экстремума, если 

0 , то требуются дополнительные исследования. 

Исследуем на экстремум функцию  z = 2x
2
 − xy

2 
+ y

2
 . 

Найдем производные функции 

24 yx=
x

z





,     yxy=

y

z
22 




. 

Тогда критические точки функции можно найти из системы 

уравнений 








.022

,04 2

yxy

yx
 

Получим три точки M0 (0, 0), M1 (1, 2), M2 (1, −2). 

В каждой из этих точек проверим достаточные условия экстре-

мума. Вычислим производные второго порядка 

,4)4( 2

11  '

x

"

xx yxfa     ,2)4( 21

2

12 ayyxfa '

y

"

xy   

.xyxyfa '

y

"

yy 22)22(22   
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Построим определитель 
222

24






xy

y
. 

Рассмотрим точку M0 (0, 0):   08
20

04
)( 0  M ,   

а11 = 4 > 0, следовательно, точка M0(0, 0)  является точкой минимума. 

Рассмотрим точку M1 (1, 2): 016
04

44
)( 1 




 M , следо-

вательно, точка M1(1, 2) не является точкой экстремума. 

Рассмотрим точку M2 (1, −2): 016)( 2  M  следовательно, 

точка M2 (1, −2) не является точкой экстремума. 

б) Найдем наибольшее и наименьшее значение функции в об-

ласти D, ограниченной линиями: x = 0, y = 0, x + y = 6. 

Функция z = f (x, y) достигает своего наибольшего и наимень-

шего значения либо в критической точке функции, лежащей внутри 

области D, либо на границе области D. 

Внутри области D лежит одна критическая точка функции 

z = 2x
2
 − xy

2 
+ y

2 
 точка M1 (1, 2). Найдем значение функции в этой 

точке: z (М1) = 2. 

Исследуем данную функцию на границе области. 

На прямой x = 0 функция имеет вид  

]6,0[),(),0( 2 yy=y=yz  . 

Это функция одной переменной y. Найдем значения этой функции в 

критических точках и на концах отрезка  6].[0, . y=yf 02)(  Кри-

тическая точка функции )( y : y = 0. Эта точка совпадает с одним из 

концов отрезка. Найдем значения функции на концах отрезка: 
.366)(0,(6)0;0)(0,(0)  zz   

На прямой y = 0 функция имеет вид  

),(20),( 2 xxxy   6].[0,x  

04)(  xx , при  x = 0. Находим значение функции )(x  в точках 

x = 0 и x = 6: 720)(6,(6)0,0)(0,(0)  zz  . 

Рассмотрим прямую x + y = 6 или y = 6 − x. На этой прямой 

функция z(x, y) имеет вид  

 )6()6(2)6,( 222 =x+xxx=xxz   

6].[0,),(364815 23  xxλ=+xx+x  
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)(x  0=4830+3= 2  xx   при  21 x , 82 x . Точка 82 x  не 

принадлежит отрезку [0, 6]. Найдем значения функции )(x  в точ-

ках 6,0,2  xxx  : 

.72)6,0()6(,8)4,2()2(,36)6,0()0(  zzz   

Сравним все полученные значения функции z(x, y). Очевидно, 

что наименьше значение функция достигает в точке (2, 4) и 

zнаимен. = −8; наибольшего значения функция достигает в точке (6, 0) и 

zнаиб. = 72. 
 

Пример 2. Найти точки экстремума функции  

u = x
2
+ y

2
 + z

2
− xy

 
+ x  2z. 

Решение. Для функции трех и большего числа переменных не-

обходимые условия экстремума функции аналогичны  необходимым 

условиям экстремума функции двух переменных: частные производ-

ные функции в точках подозрительных на экстремум равны нулю. 

Достаточные условия также аналогичны. Сформулируем эти ус-

ловия для функции трех переменных u = f (x, y, z). Обозначим 

0
11 Mxxfa  ,  

0
12 Mxyfa  , 

0
13 Mxzfa  , 

0
21 Myxfa  ,  

0
22 Myyfa  , 

0
23 Myzfa  , 

0
31 Mzxfa  ,  

0
32 Mzyfa  , 

0
33 Mzzfa  . 

,111 a   
2221

1211

2
aa

aa
 ,    

333231

232221

131211

3

aaa

aaa

aaa

 . 

Точка М0 является точкой минимума функции, если 1  > 0,  

2  > 0, 3  > 0; 

точка М0 является точкой максимума функции, если 1  < 0,  

2  > 0, 3  < 0; 

если 2  < 0, то точка М0 не является точкой экстремума. 

Найдем критические точки функции u = x
2
+ y

2
 + z

2
− xy

 
+ x  2z. 

,12  yxf x    ,2 xyf y       22  zf z . 

Решением системы 















.022

,02

,012

z

yx

yx
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является точка  )1,
3

1
,

3

2
( M   критическая точка функции. 

Определим, является ли точка М точкой экстремума:  

211 
Mxxfa ,  112 

Mxyfa , 013 
Mxzfa , 

121 
Myxfa ,  222 

Myyfa , 023 
Myzfa , 

031 
Mzxfa ,  032 

Mzyfa , 233 
Mzzfa , 

тогда  21   > 0,  3
21

12
2 




  > 0, 6

200

021

012

3 





















  > 0.  

Следовательно, точка М  точка минимума функции. 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

I. Найти точки локального экстремума следующих функций 

двух переменных: 

1) xyy+x=z 3 ; 2) 22 215 yxyx+x=z  ; 

3) yxxy+x=z 822  ; 4) 10933 33 +xyy+x=z  ; 

5) 22 35 yxyx=z  ; 6) xyxy+x=z 42 22  ; 

7) 122 +yx+y+xy+x=z  ; 8) )2(2 yx yx=z  . 
 

2. Найти точки локального экстремума следующих функций 

трех переменных: 

1) 16422 222 +zy+xz+y+x=u  ;  2) 2636393 23 +yxxy+x=u  ;  

3) zyx
xyz

=u 2
16

 ;                  4) 2
22256

z+
z

y
+

y

x
+

x
=u . 

 

3. Найти наибольшее M и наименьшие m значения функции z на 

заданном множестве: 

1) 8+2222 yxy+x=z   ;  0;=1+0,=0,=: yxyxD  

2) 2232 y+xyx=z  ;  6;=0,=1,=0,=: yyxxD  

3) y+x+xyy+x=z 22 ; 3;=+0,=, 0=: -yxyxD  

4)  yxyxyx=z 264 22  ;   ;0,2,: =y=   xx=yD  

5) xyyx=z 66 23  ;  2;=,=0,=: xxyyD  

6) xyy+x=z 333  ;  2;=0,=2,=0,=: yyxxD  
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7) 22233 22 +yxy+x=z  ; 0=1+2,=0,=: yxxxD . 

 

ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Введите понятие двойного интеграла. 

2. В чем состоит геометрический и физический смысл двой-

ного интеграла? 

3. Сформулируйте основные свойства двойного интеграла. 

4. Что такое повторный интеграл? 

5. Как свести двойной интеграл к повторному в случае раз-

личного задания областей? 

6. Введите понятие криволинейных координат на плоскости. 

7. Запишите формулы для якобиана перехода от декартовых 

координат к криволинейным. Чему равен якобиан перехода к поляр-

ным координатам? 

8. Запишите формулу перехода от декартовых координат к 

криволинейным в двойном интеграле. 
 

II. Примеры решения задач 
  

Пример 1.  Представить двойной интеграл  
D

dxdyyxf ),(  в виде 

повторного интеграла или суммы  повторных  интегралов с внешним 

интегрированием по x  и внешним интегрированием по y , если об-

ласть D  ограничена следующими 

линиями:  xyxy  ,)2( 2 . 

Решение. Кривые 2)2(  xy  

и xy   пересекаются в точках 

)1,1(1M  и   )4,4(2M . Область D  

изображена на рисунке 2. Она за-

ключена между прямыми 1x  и  

4x . Снизу область ограничена 

кривой  2)2(  xy , сверху — пря-

мой xy  . 

Следовательно, двойной интеграл можно представить  в виде 

повторного с внешним интегрированием по x  

 




4

1 )2( 2

),(),(

x

xD

dyyxfdxdxdyyxf . 

Рис. 2. 

0 

y = x 

y = (x - 2)
2 

x 

y 

D2 
1 

1 

4 

4 2 

D1 

3 
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Рассмотрим внешнее интегрирование по y . Разобьем область D  

прямой 1y , на две области 1D  и 2D . Область 1D  ограничена снизу и 

сверху прямыми 0y  и   1y  соответственно, слева — кривой 

yx  2 , справа — кривой yx  2 . Область 2D  ограничена сни-

зу прямой 1y ,  сверху - прямой 4y , слева прямой yx  , справа 

прямой yx  2 .  Следовательно, 
 

 
21

),(),(),(
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

 







y

y

y

y

dxyxfdydxyxfdy
2

2

24

1

1

0

),(),( . 

 

Пример 2.  Найти   
D

dxdyyx2 ,    если область D  ограничена 

линиями: 0),0(,1)1( 22  yyxy .  

Решение. 1 способ. Область D 

изображена на рисунке 3. Она ограни-

чена слева и справа прямыми 0x  и 

2x  соответственно; снизу — прямой 

0y , сверху — полуокружностью 

2)1(1  xy . Поэтому двойной ин-

теграл может быть найден с помощью 

повторного интеграла с внешним интег-

рированием по x  

 
 2)1(1

0

2
2

0

2

x

D

dyyxdxdxdyyx  



 dx
y

x

x 2)1(1

0

22

0

2

2
 

= 
2

0

22 ))1(1(
2

1
dxxx

5

4

54

2

2

1
)2(

2

1
2

0

542

0

43 









xx
dxxx . 

2 способ. Этот же интеграл можно найти с помощью перехода к 

полярным координатам:  cosx ,  siny .   

Если функции 

                            








),,(

),,(

vuy

vux




   где )(),( Gvu  , (6)  

0 x 

y 

2 

 Рис. 3. 

2)1(1  xy  
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задающие взаимно однозначное отображение области (G) плоскости 

Ouv в область (D) плоскости Оxy, имеют непрерывные производные в 

области (G), и якобиан системы (6) 

                                  
vu

vu

yy

xx
I




  (7) 

 не равен нулю в области (G), то для двойного интеграла от функции  

f (x, y) по области (D) справедлива формула замены переменных 

                    
)()(

.)),(),,((),(
GD

dudvIvuvufdxdyyxf   (8) 

В случае полярных  координат,  I =   и формула  (8) имеет вид 

 
GD

ddfdxdyyxf  )sin,cos(),( . 

Чтобы расставить пределы интегрирования в области G измене-

ния переменных  и , запишем уравнение полуокружности в поляр-

ных координатах. Для этого подставим полярные координаты в урав-

нение 1)1( 22  xy . Получим 1)1cos(sin 222   , 

или  cos2 . Следовательно,  cos20  , 
2

0


  . Тогда 

 
GD

dddxdyyxf  sincos),( 24  

=  





cos2

0

4
2

0

2 )sin(cos dd  

  






dd sincos
5

32

0

cos2

5
sincos

2

0

7
2

0

5
2  

 
2

0

8
7

5

4

8

1

5

32

0

2
8

cos

5

32
coscos

5

32
 


 d . 

 

Пример 3.  Найти    
D

dxdy
b

y

a

x
2

2

2

2

4 ,    если область D  

ограничена линиями 1
44

,1
2

2

2

2

2

2

2

2


b

y

a

x

b

y

a

x
.  

Решение. Для нахождения этого двойного интеграла, введем 

обобщенные полярные координаты:  sin,cos byax  . Найдем 

якобиан преобразования 
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yy

xx

I ),(  = 




cossin

sincos

bb

aa 
 = ab. 

Найдем уравнения границ области G, в которую переходит 

область D при данном преобразовании: 

22222

2

2

2

2

sincos  
b

y

a

x
, 

следовательно, это уравнение равносильно уравнению 2
 = 1 или 

 = 1.  Аналогично, уравнение 1
44 2

2

2

2


b

y

a

x
 равносильно уравнению 

 = 2.   

Итак, область D, ограниченная эллипсами, с помощью перехода 

к обобщенным полярным координатам отображается в область G, 

задаваемую неравенствами:  20,21  . 

Подынтегральная функция примет вид 
2

2

2

2

4
b

y

a

x
  = 24  . 

По формуле (3) находим  

 
D

dxdy
b

y

a

x
2

2

2

2

4  =  
G

ddab  24  =   



2

0

2

1

24 ddab  = 

=    












2

0

2

1

2212 )4(4
2

1
ddab    







 





2

0

2

1

232

23

)4(

2

1
dab  = 

  abdab 


32330
3

1 2

0

  . 

 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Представить двойной интеграл  
D

dxdyyxf ),(  в виде по-

вторного интеграла с внешним интегрированием по x  и внешним ин-

тегрированием по y , если область D  задана указанными линиями: 

1) ,20  x   ;31  y  2)   y = x
2
,   y = 0,  x = 1; 

3)  x
2
 + y

2
 = 4, x  0, y  0; 4)   y = x

2
,   y = 1;  

5) ;2,1,  yxyxy  6) ;2,0,1,  xyxyxy  
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7) y = sin x,  y = cos x,  x = 0,  ;
4

0


 x   

8) 1 ≤ x
2
 + y

2
 ≤  4, x  0, y  0;  

9) 1 ≤ x
2
 + y

2
 ≤  4; 

10) область D  параллелограмм ABCD, где A (1, 1), B (2, 2), 

C (4, 2), D (3, 1). 
 

2. Изменить пределы интегрирования в повторном интеграле, 

предварительно сделав чертеж: 

1)  
1

0

1

),(
x

dyyxfdx ; 2)  


1

1

1

0

2

),(
x

dyyxfdx ; 

3)   
1

0

2

),(
x

x

dyyxfdx ; 4)  
1

0

23

2

),(
x

x

dyyxfdx ; 

5)  
1

0 0

),(

xe

dyyxfdx ; 6)  
4

0

cos

sin

),(
 x

x

dyyxfdx ; 

7)  
1

0

2

),(
y

y

dxyxfdy ; 8)  
22

0

1 2

),(
y

y

dyyxfdx ; 

9)  
22

0

arccos

arcsin

),(
y

y

dxyxfdy ; 10)  
2

1

2

),(
y

y

dyyxfdx . 

 

3. Найти следующие двойные интегралы: 

1)  dxdyyxyx
D

  22 32 , где область D – прямоугольник 

( 10  x , 20  y );  

2) 
D yx

dxdy
2)(

, где область D – прямоугольник  ( ,43  x  

21  y );  

3) 
D

dxdyxyycos , где область D – прямоугольник  ( ,1
2

1
 x  

 3 y );  

4)  
D

dxdyyxyx )32( 2
, где область D – треугольник с верши-

нами   О (0, 0), А (1, 1), В (2, 0);  

5)   dxdyyx
D

 
3

2 , где область D ограничена прямыми xy 2 , 

xy 24 ,  0y ; 
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6) 
D

dxdy
y

x
2

2

, где область D ограничена линиями 

1,2,  xyxxy ; 

7)  
D

dxdyyxy )cos( , где область D ограничена прямыми: 

,
x

y



2


y , y , 0x ; 

8) dxdye
D

y

x

 , где область D ограничена линиями  y = x, x = y
2
;  

9) dxdyxy
D

 , где область D ограничена линиями y =  ln x, y= 0, 

x = 1,  x = e; 

10) xdxdy
D

 , где область D задана неравенствами 2 yx ,  

1)1( 22  yx ; 

11) 
D x

dxdy

sin
, где область D ограничена линиями 

2


x , 

4

3
x ,  

xy cos , 0y ;  

12) dxdy
yx

x

D

  22
, где область D ограничена линиями ,

2

2x
y   

yx  ; 
 

4. Перейдя к полярным координатам, найти двойной интеграл: 

1)  
D

dxdyyx )( 22 , где область D часть круга  

0,0,222  yxayx ;  

2) 


D

yx dxdye ,
22

 где область D   кольцо 21 22  yx ; 

3) 
D

dxdy
y

x
arctg , где область D   часть кольца ,91 22  yx  

,xy   xy 3 ; 

4) 




D

dxdy
yx

yx
,

)ln(
22

22

 где область D   кольцо 2221 eyx  ;  

5)  
D

dxdyyxa 222 , где  область D   окружность 

022  axyx ;  
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6)  









D

dxdy
yx

94

22

, где  область D ограничена дугой эллипса 

94

22 yx
  = 1 ( 0,0  yx ) и координатными осями;  

7) 




D

dxdy
yx

yx
22

22

41

4
, где  область D ограничена эллипсом 

22 4yx   = 1; 

8) 
D

dxdyxy , где  область D ограничена линией 

xyayx 2222 2)(  ; 

9)  
D

dxdyyx )( 22 , где  область D ограничена линией 

,)( 22222 yxyx   0,0  yx . 

 

ПРИМЕНЕНИЕ ДВОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Запишите формулы для нахождения площади плоской фи-

гуры с помощью двойного интеграла  в декартовых и полярных ко-

ординатах. 

2. Запишите формулу для нахождения объема тела с помо-

щью двойных интегралов. 

3. Запишите формулу для нахождения площади поверхности 

с помощью двойного интеграла. 

4. Запишите формулы для нахождения массы, координат 

центра тяжести, статических моментов и моментов инерции плоской 

пластины. 
 

I. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти площадь области  D, ограниченной линиями 

4
0,0,sin,cos


 xxxyxy . 

Решение. Область D  изображена на 

рисунке 4.  Площадь плоской области на-

ходится по формуле: 

D

dxdyS . 

Следовательно, 
0 

D 

y 



2
  



4
  

   y = cos x 

    y = sin x 
1 

x 

Рис. 4. 
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D

x

x

dxxxdydxdxdyS
4

0

cos

sin

4

0

)sin(cos



.12)cos(sin 4

0




xx  

Замечание. Площадь плоской фигуры D  в полярной системе 

координат вычисляется по формуле: 



W

ddS  . 

 

Пример 2. Вычислить объем тела, ограниченного цилиндриче-

ской поверхностью 2xy   и плоскостями 2 zyx , 0z . 

Решение. Данное тело (рис. 5) 

представляет вертикальный цилиндр 
2xy  , который сверху ограничен ча-

стью плоскости yxz  2 , а снизу 

– частью плоскости Oxy. 

 Oбьем этого тела находится 

по формуле  


D

dydxyxfV ),( , 

где    f (x, y) =  yx 2 ,   D – проек-

ция тела на плоскость Oxy, т.е. часть 

плоскости, ограниченная параболой  

y = x
2
 и прямой  y = 2  x. Точки пересечения параболы и прямой на-

ходим из уравнения  x
2
 = 2  x. Следовательно, 

 V    




x

x

dyyxdx
21

2 2

2  














1

2

2
2

22
2 dy

y
yx

x

x

= 

20

81
)4432(

2

1 1

2

234  


dxxxxx . 

 

Пример 3. Найти площадь части параболоида z = x
2
 + y

2
, заклю-

ченной внутри цилиндра   x
2
 + y

2  
= a

2
. 

Решение. Если поверхность Ф задана явно уравнением                

z = f (x, y),     (x, y)  D, то площадь поверхности можно найти по фор-

муле   

S =  
D

yx dydxzz 1
22

. 

Следовательно, площадь части параболоида находится с по-

мощью двойного интеграла  S =  
D

dydxyx 144 22 , где  D   круг 

x
2
 + y

2  
≤ a

2
. 

x 

y 

z 

2 

Рис.  5. 

2 

y = x
2 

2 zyx  
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S =  
D

dydxyx 144 22  = 

ar

ry

rx









0

20

sin

cos







 = 

=  
G

ddrrrr  1sin4cos4 2222  =   



2

0 0

2 14
a

drrrd  

=    



2

0 0

22 14
2

1 a

drrd  =   



2

0 0

22

1

2 )14()14(
8

1 a

rdrd  = 

 



2

0 0

2

3

2 )14(
3

2

8

1
dr

a

 = )1)14((
6

32 a


. 

 

Пример 4. Найти статические моменты и координаты центра 

тяжести плоской пластины, лежащей в первой четверти, ограниченной 

эллипсом  
2

2

2

2

b

y

a

x
  = 1 и координатными осями. Плотность фигуры в 

каждой точке пропорциональна произведению координат этой точки. 

Решение. Пусть М (х, у) - произвольная точка, принадлежащая 

области, изображенной на риcунке 6. Тогда плотность фигуры в про-

извольной точке  (х, у) = kху, где k – коэффициент пропорционально-

сти. 

Статические моменты Mx и Му относительно координатных 

осей Ох и Оу находятся по формулам 

 
D

x dxdyyxyM ),( ,   

 
D

y dxdyyxxM ),( . 

Координаты центра тяжести 

пластины определяются по формулам  

m

M
y

m

M
x xy

 00 , , 

где  
D

dxdyyxm ),(   масса пластины D. 

Найдем статический момент пластины относительно оси Ох: 

 
D

x kxydxdyyM  = 

 22

0

2

0

yb
b

a

b

dxxydyk  = 


b

yb
b

a

dy
x

yk
0 0

2
2

22

2
 

a 

Рис.6. 

12222  byax   

M 

y 

b 

x x 

y 
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15
)

53
(

2
)(

2

23

0

53
2

2

2

0

222

2

2 akbyy
b

b

ka
dyyby

b

ka
b

b

  . 

Аналогично находим статический момент относительно оси Оу: 

 
D

y kxydxdyxM  = 

 22

0

2

0

xa
a

b

a

ydyxdxk  = 
15

32akb
. 

Найдем массу данной пластины: 

m = 
D

kxydxdy  = 

 22

00

xa
a

b

a

xydydxk  = 


a

xa
a

b

dx
y

xk
0 0

2
22

2
 

8
)

42
(

2
)(

2

22

0

42
2

2

2

0

22

2

2 akbxx
a

a

kb
dyxax

a

kb
a

a

  . 

Тогда получим координаты центра тяжести  

15

8
,

15

8
00

b

m

M
y

a

m

M
x xy

 . 

III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Найти площади плоских областей, ограниченных следующи-

ми линиями: 

1)  3xy  ,  y = x;  2)  22  xy ,  y = x;  

3) xy sin ,  y = x,  y = 
2


; 4) xy sin , y = cos x, 

4

 ≤  x ≤ 
4

5
; 

5)  y = |lg x|, y = 0,  100
100

1
 x ; 

6) y = tg x,  y = ctg x,  y = 0,  
2

0


 x ; 

7) y = tg x,  y = arctg x,  y = 1,  x = 1;  

8)  = 1 – cos ; 9)  = 1 + sin ; 

10)  = a cos 2; 11)  2sina . 
 

2. Перейдя к полярным координатам, найти площадь фигуры, 

ограниченной линиями: 

1) );()( 222222 yxayx   2) ;2)( 2222 xyayx   

3) ;4)( 222322 yxayx   4) ;4)()( 222222322 yxayxyx   

 

3.  Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 
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1)  y = x , 6 zyx , 0z , 0y ;  

2) xy 2 ,  2 zy , 0z ;  

3)  z = xy,  x + y = 1, z = 0;  

3) 1 yx , y = 1  x
2
, 1z , 0z ; 

4) 422  yx , ,22 yxz  0z ;  

5) 0),(1 22  zyxz ; 

6) 22 yxz  , 2222 Rzyx  ;  

7) ,22 yxz  222 yxz  ; 

8) ,2222 Rzyx  ,022  Rxyx 0z . 
 

4.  Найти площадь указанных частей данных поверхностей: 

1) части конуса ,222 yxz  вырезанного цилиндром pyz 22  ; 

2) части гиперболического параболоида xyz  , вырезанного ци-

линдром ;222 Ryx   

3) части сферы ,2222 Rzyx   вырезанного цилиндром 

;222 ayx   

4) части сферы ,2222 Rzyx   вырезанного цилиндром 

Rxyx  22 . 
 

5.  Найти координаты центра масс однородной пластинки, за-

нимающей область D и ограниченной данными линиями: 

1) )0(2,2  ayxay . (Ответ: С (0,6/5).). 

2) .,2 xyaxy   (Ответ: С (2a/5, a/2).) 

3) .42,44 22  xyxy  (Ответ: С (2/5, 0).) 

4) .422 xxy  (Ответ: С (3π/16, 0).)) 
 

6. Решить задачи. 

1) Найти момент инерции треугольника, ограниченного пря-

мыми 2,2,2  yxyx  относительно оси Ox ).1),(( yx  (Ответ: 

4.) 

2) Найти момент инерции треугольника с вершинами в точках 

А(0, 2а), В(а, 0), С(а,а) относительно оси Оу ).1),(( yx  (Ответ: а
4 
/4.) 

3) Найти момент инерции эллипса  1
2

2

2

2


b

y

a

x
 относительно 

координатных осей ).1),(( yx (Ответ: )4/,9/8( 33 baIabI yx  . 
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4) Найти момент инерции относительно оси Оу  однородной 

пластины, ограниченной линиями .0,2,/2  xxyaxay  

(Ответ: а
4 
/30.) 

 

ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ   
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Введите понятие тройного интеграла. 

2. В чем состоит геометрический и физический смысл трой-

ного интеграла? 

3. Сформулируйте основные свойства тройного интеграла. 

4. Как свести тройной интеграл к повторному в случае раз-

личного задания областей? 

5. Ведите понятие криволинейных координат в пространст-

ве. Что такое сферические и цилиндрические координаты?  

6. Запишите формулы для перехода в тройном интеграле от 

декартовых координат к сферическим и цилиндрическим. Чему равен 

якобиан перехода к этим  координатам? 

 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти интеграл: 
V

dxdydzxI , где область (V)   

тетраэдр, ограниченный плоскостью 3x + 2y + 2z = 6 и координатными 

плоскостями (рис.7). 

Решение. I = 





xy

DV

xdzdxdyxdxdydz
2

3
3

0

, где D  проекция об-

ласти (V)   на плоскость Оху, т.е. треугольник, ограниченный прямой 

3x + 2y  = 6 и координатными осями (рис. 8). 

 

 

 

 

 

 

 

I = 


D

xy
dxdyxz 2

3
3

0
 =  

D

dxdyxyx )
2

3
3(  = 

z 

y 

x 

0 

Рис. 7. 

2 

3 

3 

Рис. 8. 

 

2 

y 
3 

0 x 

xy
2

3
3   
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=  




2

0

2

3
3

0

)
2

3
3(

x

dyxyxdx  = 




2

0

2

3
3

0

2
2

)
2

3

2
3( dxyxx

y
xy

x

 = 

=  
2

0

32 )44(
8

9
dxxxx = .

2

3
)

43
4

2
4(

8

9
2

0

432


xxx

 

 

Пример 2. Найти интеграл I =  
V

dxdydzzyx 222 , где об-

ласть V  − область, лежащая внутри сферы  x
2 
+ y

2 
+ z

2 
= R

2
 и верхней 

части конуса  z
2 
= x

2 
+ y

2 
 (рис. 9). 

Решение. Перейдем к сферическим координатам: 

x = ρ cos φ sin θ, y = ρ sin φ sin θ, z = ρ cos θ. Якобиан перехода 

I = ρ
2 
sin θ. 

Преобразуем подынтегральную функцию. 

Так как  

x
2 
+ y

2 
+ z

2 
 = 

ρ
2

 cos
2
φ sin

2
θ  + ρ

2
 sin

2
φ sin

2
θ + ρ

2
 cos

2
 θ = ρ

2
, 

то 222 zyx   = ρ. 

Уравнения сферы и конуса в сферических 

координатах имеют вид  ρ = R  и  tg θ = 1 или   

θ = 
4


 соответственно. Тогда переменные ρ, φ и  

θ  изменяются в следующих пределах:  

0 ≤ ρ ≤  R,   0  ≤ φ ≤  2,  0 ≤ θ ≤  
4


. 

 I =  
V

dxdydzzyx 222  =  
U

dddpp sin2  

=    
RR

dppdddppdd
0

3
2

0

4

00

3
2

0

4

0

sinsin








  = 

= 
2

)
2

2
1(

4
)cos(

4

0

4

4
0

2

0




 R
R

  . 

 

Пример 3. Найти I =  
V

dxdydzyx )( 22 , если область V  ограни-

чена поверхностями 22 yx   = 1, 1 zy ,  z = 0 (рис. 10). 

x
2
 + y

2
 + z

2
 = R

2 
z 

0 

x 

y 
z

2
 = x

2
 + y

2
 
 

Рис. 9. 
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Решение. Перейдем в интеграле к ци-

линдрическим координатам: х =  cos φ, 

y =  sin φ, z = z, dxdydz =  ddφdz. 

Уравнение цилиндра 22 yx   = 1 в ци-

линдрических координатах имеет вид  = 1, 

уравнение плоскости 1 zy : 

 sin1z . Следовательно, 0 ≤  ≤ 1, 

0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤  sin1 . Подынтеграль-

ная функция задается следующим образом: 

x
2 
+ y

2 
=  2

. Тогда 

I =  
V

dxdydzyx )( 22  =   
 


2

0

1

0

sin1

0

3dzdd  =  
 


2

0

1

0

sin1

0

3

dzd  = 

=   



2

0

1

0

3 )sin1( dd =  



2

0

1

0

54

)sin
54

( d  =  

=





2

0

2

0

)cos
5

1

4

1
()sin

5

1

4

1
(  d = 

2


. 

 

II. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. Расставить пределы интегрирования в тройном интеграле  


V

dxdydzzyxf ),,( , если область V ограничена указанными поверхно-

стями. Начертить область интегрирования. 

1) ;1,0,0,:  zzxxyV  

2) ;1,0,0,:  zyxxxzV  

3) ;0,0,2,3:  zxxyzyxV  

4) ;0,0,4,42:  yxzyxzyxV  

5) ;1,: 22  zyxzV  

6) ;0,0,0,1: 222  zyxzyxV  

7) ;0,,1: 222222  yzxyzyxV  

8) .,6: 22222 zyxzyxV   
 

2. Вычислить данные тройные интегралы. 

1) ;40,21,32:,)32( 2  zyxVdxdydzzyx
V

 

2) ;20,21,30:,  zyxVdxdydzxyz
V

 

 y + z = 1
 

z 

x 

y 

x
2
 + y

2
 = 1

 

Рис. 10. 
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3) ;0,0,,1:,)(  yzxyzyxVdxdydzyx
V

 

4) ;0,1,:,  zyxxyzVdxdydzx
V

 

5) ;
4

,0,0,:,)(cos


 zxzyxyVdxdydzxzy
V

 

6) ;0,0,0,1:,
)1( 2




 zyxzyxV
zyx

dxdydz

V

 

 

3. Перейдя к цилиндрическим или сферическим координатам, 

найти тройные интегралы 

1) 


V

yx dxdydze
22

,  V – область, ограниченная цилиндром 

222 ayx   и плоскостями 1,0  zz ; 

2) 
V

dxdydzx2 , V – область, ограниченная цилиндром 

222 ayx   и плоскостями 1,0  zz , xyxy 3,  ; 

3)  
V

dxdydzyx 22 , V – область, ограниченная конусом 

222 yxz   и плоскостью 1z ; 

4) 
V

dxdydz
z2

1
, V – область, ограниченная сферой 4222  zyx  

и цилиндром xyx 222  , 0z ; 

5) 
V

dxdydz
zyx

xyz
222

, V – область, ограниченная  неравен-

ствами 0,0,0,222  zyxRzyx ; 

6)  
V

dxdydzzyx 222 . V – кольцевая область, ограниченная 

сферами: 2222 rzyx  , 2222 Rzyx  ; 

7) ,
V

dxdydzz , V – область, ограниченная сферой  ,222 Rzyx    

и конусом ;0,222  zyxz  

8)  
V

dxdydzzyx )( 222 , V – область, ограниченная поверхно-

стями: ,2 22 yxaz   ;3 2222 azyx   

9) 
V

dxdydzz3 , V – область, ограниченная эллипсоидом 

2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x
  и координатными плоскостями 0,0,0(  zyx ). 
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ПРИМЕНЕНИЕ ТРОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
 

I. Контрольные вопросы и задания 
 

1. Запишите формулу для нахождения объема тела с помо-

щью тройного интеграла. 

2. Запишите формулы для нахождения массы, координат 

центра тяжести, статических моментов и моментов инерции тел с по-

мощью тройных интегралов. 
 

II. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти объем тела, ограниченного указанными по-

верхностями: x
2
 + z

2
 = 1, y = 3 – x,  z = 0,  y = 0 (z  0) (рис. 11). 

 

Решение.  Объем тела находится по формуле   


V

dxdydzV . 

Проекция тела на плоскость XOY – это область (D), ограничен-

ная прямыми y = 0, y = 3 – x, х  = ±1. (рис.12).  

Пределы интегрирования для переменной z определяются нера-

венством  0≤ z ≤1 - x
2
, тогда 






21

0

x

DV

dzdxdydxdydzV = 

=  








21

0

1

1

3

0

xx

dzdydx  





1

1

3

0

2)1(
x

dyxdx  

= 





1

1

3

0

2 ))1( dxyx
x

 = 



1

1

2 )3)(1( dxxx = 



1

1

32 )33( dxxxx  =  

= 

1

1

4
3

2

)
42

3(



x

x
x

x 4)
4

1
1

2

1
3(

4

1
1

2

1
3   

 

1 

1 

y = 3  x 

y 

 

z 

x рис. 11. 

x
2
 + z

2
 = 1 

рис. 12. 

0 x 

y 

y = 3 - x 

 1

  
1 
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Пример 2.  Найти момент инерции прямого круглого однород-

ного конуса относительно его оси. Конус имеет радиус основа-

ния R, высоту H и общую массу m . 

Решение.  Момент инерции тела V c плотностью ),,( zyx  отно-

сительно оси Oz выражается формулой: 

 
V

z dxdydzyxzyxI ))(,,( 22 . 

Проведем координатные оси так, что-

бы начало координат совпадало с вершиной 

конуса, а ось Оz совпадала с осью конуса 

(рис. 13). Тогда данное тело ограничено по-

верхностями  

z
2
 = 

2

2

R

H (x
2
 + y

2
),   z = H. 

 Поскольку конус является однород-

ным, то плотность γ (x,y,z) = γ0 . Следова-

тельно, 

 
u

z dxdydzyxI )( 22

0 , 

где 
V

m
0 . 

Перейдем к цилиндрическим координатам х = r cos φ, y = r sin φ, 

z = r. Тогда уравнение конуса z = x
2
 + y

2
 в цилиндрической системе 

координат имеет вид  z = r
2
 и новые переменные изменяются в преде-

лах 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ φ ≤ 2π, r
R

H
 ≤ z ≤ H. 

Тогда момент инерции равен 

     drzrd
V

m
dzdrrd

V

m
I

R
H

R

H
r

R H

R

H
r

z




2

0 0

3
2

0 0

3  

=  dr
R

Hr
Hrd

V

m R

)(
0

4
3

2

0



  
R

R

rr
dH

V

m
0

542

0

)
54

(


  

.
1020

)
54

(
42

0

442

0

4

V

mHR
d

V

mHR
d

RR
H

V

m 




   

Так как обьем конуса V =
3

1
πR

2
H, то .

10

3

10

3

10

2

2

44 mR

HR

mHR

V

mHR
I z 




 

 

 

z 

y 

x 

0 

рис. 13. 

R 
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III. Задачи и упражнения для практических занятий 
 

1. С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, ог-

раниченного указанными поверхностями. Сделать чертеж. 

1) ,2,4 22  yzyz 2,1  xx ; 

2) 0,1,  zzyxxyz ; 

3) ,122  yx ,2 zyx 0z ; 

4) ,422  yx  ,4 yxz   0z ; 

5) 0,3,,22  zxyxyyxz ; 

6) ,122  yx  ,22 yxz   0z ; 

7) ,2,2  yxyz  ,2 yx  0,0  zx ; 

8) 0,,4 222222  zyxzzyx ; 

9) 22222 ,4 yxzzyx  ; 

10) yyxzyx 4,4 22222  . 
  

2. Найти координаты центра тяжести однородного тела, огра-

ниченного указанными поверхностями.  

1) 0,0,0,4  zyxzyx ; 

2) 0,0,0,01232,
2

2

 zyxyx
y

z ; 

3) 0,6,2,  zzxxyxy ; 

4) zazyx 32222 )(  . 

3. Найти момент инерции однородного тела, ограниченного 

плоскостями 0,0,0,1
264

 zyx
zyx

 относительно плоскости 

Оху. 

4. Найти момент инерции однородного тела, ограниченного 

плоскостями 0,0,0,12432  zyxyyx  относительно плос-

кости Оху. 

5. Тело ограничено двумя концентрическими сферическими 

поверхностями, радиусы которых равны r и R (r < R). Плотность ма-

териала в каждой точке обратно пропорциональна центра сфер. Най-

ти массу тела. 
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6. Найти массу тела, ограниченного параболоидом 22 yxz   

и сферой )0(4222  zzyx , если плотность в каждой точке рав-

на сумме квадратов координат. 

7. Плотность шара Rzzyx 2222   в любой его точке равна 

квадрату расстояния от этой точки до начала координат. Найти ко-

ординаты центра тяжести шара и статический момент относительно 

плоскости z = 0. 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

1. Найти и изобразить область определения функции ),( yxfz  : 

 

1. ;522  yxz  11. );84ln( 2  xyz  

2. ;
2

22 yx
z


  12. ;

1
arcsin

x

y
z


  

3. );4ln( xyz   13. :)sin( yxz   

4. );arcsin( yxz   14. ;
)sin(

1

yx
z


  

5. :)
4

ln(
x

yz   
15. ;

ln

1

y

x
z   

6. ;
22 yx

xy
z


  16. ;

1

yx
z


  

7. );(g yxtz    17. );ln( yxz   

8. );arccos( yxz   18. ;
y

x
ctgz


  

9. ;
3

22

22

yx

yx
z




  19. ;)(1 22 yxz   

10. ;22 yxz   20. .11 22  yxz  

 

2. Найти: а) первый и второй  дифференциалы функции ),,( zyxfu   

в точке ),,( 0000 zyxM ;  

1. ),543(cos zyxu   ),0,0,
6

(0


M   

2. ,1 xyzeu  ),1,1,1(0M   

3. ,sin2

y

x
zu   ),1,1,

3
(0


M   

4. ),ln( 222 zyxu   ),1,1,2(0M   

5. ,arctg xyzu   ),2,3,1(0M   
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6. ,
1 222 zyx

y
u


  ),1,1,1(0M   

7. ,)
4

1
( 5222  zyxu  ),

2

1
,

2

1
,

2

1
(0M   

8. ),
4

(tg zxyu 


 ),0,1,1(0M   

9. ,2 543 zyxu   ),
5

1
,

4

1
,

3

1
(0M   

10. ,zy yxu   ),2,,1(0 eM   

11. ,zyxexyzu   ),1,1,1(0M   

12. ,yzxu   ),2,
2

1
,1(0M   

13. ),432arcsin( zyxzu   ),
5

1
,0,0(0M   

14. ),3ln( 222  zyxu  ),1,1,1(0M   

15. ,
2

22

2

zy

x
u


  ),4,3,1(0M   

16. ),(sh yxzu   ),1,1,1(0M   

17. ),(ch 32 zyxu   ),1,1,0(0 M   

18. ),432tg( zyxu   ),0,
12

,0(0


M   

19. ,yexzu yz   ),0,1,1(0M   

20. ,232 yxezu    ),2,2,4(0M   
 

3. Найти: а) полную производную 
dt

dz
 или частные производные

u

z




, 

v

z




 сложной функции; б) частные производные 

x

z




 и 

y

z




 функции, 

заданной неявно: 

1. a) ),(arctg 22 yxz   где tex  , tey 22 ; 

b) 1222  yzzxxyzyx ; 

2. a) yxz ln , где ux 2cos , 22 vuy  ; 

b) 0sincos  yzzx ; 

3. a) 22 yxz  , где uvx tg , uvy sin ; 

b) ;2 xyze z  

 

4. 
a) 

y

x
z tg , где 22 vux  , uvy  ; 

b) 0333  zyxyzx ; 

5. a) 12  xyez , где tx cos , ;sin ty   

b) xzyx sin222  ; 
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6. a) xyz sin , где )arcsin( vux  , )(arctg vuy  ; 

b) xyzz tg2  ; 

7. a) )( 22 yxez  , где  vux tg , utgvy  ; 

b) 222 yxxyz  ; 

 

8. 
a)

z

y

y

x
z  , где tx 2sin , ty 2tg ; 

b) 0
x

z

z

y

y

x
; 

 

9. 
a) )arcsin( yxz  , где 

v

u
x  , 

u

v
y  ; 

b) xyzzyx  222 523 ; 
 

10. a) 522  yxz , где uvx ln , uvey  ; 

b) zzyx sin2  ; 

11. a) )2cos( yxz  , где )ln( 2uvx  , )ln( 2vuy  ; 

b) 0)(   zyxezyx ; 

12. a) )ln( yx eeu   , где 2tx  , 3ty  ; 

b) ;0cos  zyxxyz  

 

13. 
a) 

x

y
z  , где uvx ln , uvy  ; 

b) 43222  zzyx ; 

 

14. 
a) )2arcsin( yxz  , где 12  tx , 2

2

2

1
)1

2
sin(

2

1
t

t
y  ; 

b) xyzxz 23 23  ; 

15. a) xyz  , где uvx 3sin , )13cos(  uvy ; 

b) 1coscoscos 222  zyx ; 

 

16. 
a) 

y

e
z

x 1
 , где )12ln(  tx , 

2

14

t

t
y


 ; 

b) 0
14

)ln(
2





t

t
zxz ; 

17. a) )cos( zyxu  , где 13  xy , tgxz  ; 

b) ;01372 322  yzxyx  

18. 
a) yxctgz  2 , где tx sin , 

2
sin2

2t
arctgty  ; 

b) ;ln
y

x

z

x
  

19. a) xzyzxyu  , где tgxy  , xz 2cos ; 

b) 0)(2)(5 222  yzxzxyzyx ; 
 

20. a) xyz ln , где 
1

2




t

e
x

t

, )1ln(  ty ; 
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b) 33 3 axyzz  . 

 

4. Исследовать на экстремум функцию ),( yxzz  и найти ее наи-

большее и наименьшее значение в области D . 

1. ,3 xyyxz   ;0,4,:  xyxyD  

2. ,22151 22 yxyxxz   ;2,5,:  yxxyD  

3. ,8422 yxxyxz   ;2,0,1,0:  yyxxD  

4. ,10933 33  xyyxz  ;0,0,01:  yxyxD  

5. ,35 22 yxyxz   ;1,0,1,0:  yyxxD  

6. ,42 22 xyxyxz   ;0,3,01:  yxyxD  

7. ,122  yxyxyxz  ;0,0,3:  yxxyD  

8. ,82222  yxyxz  ;01,0,0:  yxyxD  

9. ,2 223 yxyxz   ;6,0,1,0:  yyxxD  

10. ,22 yxxyyxz   ;3,0,0:  yxyxD  

11. ,264 22 yxyxyxz   ;0,2,:  yxxyD  

12. ),2(2 yxyxz   ;6,0,0:  yxyxD  

13. ,66 23 xyyxz   ;2,,0:  xxyyD  

14. ,333 xyyxz   ;2,2,0,0:  yxyxD  

15. ,22233 22  yxyxz  ;01,0,0:  yxyxD  

16. ,168 33  xyyxz  ;1,1:  xyyxD  

17. ,1642 22  xxyyxz  ;03,0,0:  yxyxD  

18. ,2 yxyxz   ;6,0,0: xyyxD   

19. ,132 22  yxz  ;0,3694: 22  yxyD  

20. ,22233 22  yxyxz  .01,0,0:  yxyxD  

 

5. Представить двойной интеграл  
D

dxdyyxf ),(  в виде повторного 

интеграла с внешним интегрированием по x  и внешним интегри-

рованием по y , если область D  задана указанными линиями. Сде-

лать чертеж. 

1. ;
2

,sin,:


 xxyxyD             2. ;1,,2: xyxyxyD   

3. ;
2

,:
x

yxyD                        4. ;,2: 22 xyyxD   

5. ;
22

,cos:


 xyxyD            6. ;1,2,2:   xyyD xx  

7. ;
2

,sin:


x
yxyD                    8. ;0,1,1:  xxyxyD  

9. ;1,1: 2  xyxyD                10. );0(,
2

,arcsin:  xгдеxyxD


 

11. ,2,1:  yxyxD   12. ;,: ctgxytgxyD    
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           ;10  x                                    ;0,
2

0  yx


 

13. ;10,lg,lg2:  xxyxyD  14. ;1,: 22 xyxyD   

15. ;0,2,
1

,:  yx
x

yxyD  16. ;1,4,2:  xyyD xx  

17. ;91,16: 22 xyxyD    18. ;5,
4

: xy
x

yD   

19. ;1|,ln|:  yxyD    20. .0,623,1:  xyxyxD  

 

6. Найти двойной интеграл  
D

dxdyyxf ),(  от заданной функции 

),( yxf , если область D  ограничена указанными линиями (в не-

четных вариантах перейти к полярным координатам). Сделать 

чертеж. 

1. );ln(),( 22 yxyxf   ;3,41: 22 xyxyxD   

2. ;),( xyyxf   ;0,
4

0,sin,cos:  yxxyxyD


 

3. ;),( 22 yxyxf   ;4,4: 2222  yxxyxD  

4. ;),( yxyxf   ;4,2: 2  yxxyD  

5. ;),( xyyxf   ;2)(: 2222 xyayxD   

6. ;cos),( yxyxf   ;,: 2xyxyD   

7. ;32),( yxnyxf   ;0,0,161: 22  yxyxD  

8. ;),( 2xxyxf   ;0,1: 2  xyxD  

9. ;
1

1
),(

22

22

yx

yx
yxf




  ;3

3

3
;1: 22 xyxyxD   

10. ;
22

),(
yx

yxf   
:D треугольник ABC , где 

);4,3(),1,2(),2,1( CBA  

11. ;1),( 22 yxyxf   ;: 22 RyyxD   

12. ;),( yyxf   ;
4

0,,tg:


 xxyxyD  

13. ;
cos

),(
22

22

yx

yx
yxf




  ;4

4
: 222 


 yxD  

14. ;)(),( 2yxyxf   ;1,,:   yeyeyD xx  

15. ;),( 22 yxyxf   ;8)(: 222 xyyxD   

16. ;1),( 2yxyxf   ;,: 3 22 xyxyD   

17. ;),( 22 yxyxf   );0,0(,0,)(: 22222  yxyyxyxD  

18. ;
1

),(
2xy

yxf   ;1,ln,ln:  yxyxyD  

19. ;),( 22 yxyxf   );()(: 222222 yxayxD   

20. ;),( 3 yxyxf   .0,,1: 22  yxyyxD  
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7. Найти площадь плоской области D , ограниченной заданными ли-

ниями (в четных вариантах перейти к полярным координатам). 

Сделать чертеж. 

1. ;,: 2 xyxyD   11. ;4,4: 2  yxyyxD  

2. );()(: 222222 yxayxD   12. );34()(: 2222322 yxxayxD   

3. ;,2: 2 xyxyD   13. ;1,2,: 33  yxyxyD  

4. ;2sin:  D  14. ;sin: 2 aD   

5. ;0,,1: 2  yxyxyD  15. ;,,: eyeyeyD xx    

6. ;3,41: 22 xyxyxD   16. );(4)(: 22322 yxaxyyxD   

7. ;0,0,2,1:  yxyxyxD  17. ;0,2,1,: 2  xyxyxyD  

8. ;2)(: 2222 xyayxD   18. ;)(: 222322 yxayxD   

9. ;0,12,1: 22  yxyxD  19. ;3,3: 22 xyyxD   

10. ;2,4: 2222 xyxyxD   20. ).34()(: 222222 yxayxD   
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