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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Методы теории вероятностей находят весьма широкое примене-

ние в различных приложениях, с которыми нередко сталкиваются в 

своей дальнейшей профессиональной деятельности выпускники мате-

матического факультета. 

Издание призвано помочь студентам овладеть основами теории 

вероятностей в такой степени, чтобы они могли не только осознанно 

применять полученные знания в процессе обучения и работы, но и, по 

мере необходимости, углублять и расширять их путѐм дальнейшего 

самообразования. 

Данное учебное издание охватывает основные разделы теории ве-

роятностей, предусмотренные учебной программой: «Случайные собы-

тия и их вероятности», «Случайные величины», «Предельные теоремы 

теории вероятностей». В каждом пункте по всем изучаемым разделам 

приводятся контрольные вопросы и задания, разобранные примеры, а 

также перечень задач разных уровней сложности, предназначенных для 

самостоятельной работы. В конце издания приведены ответы, что по-

зволит контролировать правильность выполнения заданий. В качестве 

источника необходимого теоретического материала рекомендуется ис-

пользовать методическое издание [1] этих же авторов. 

Предлагаемое издание методологически подходит для органи-

зации самостоятельной работы и будет полезным прежде всего сту-

дентам математического факультета, обучающимся по специально-

стям «Математика и информатика», «Прикладная информатика». 
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1. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ 
 

1.1. Случайные события. Пространство элементарных событий. 

Операции над случайными событиями 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Что такое случайное событие? 

2. Какие события называются несовместными? 

3. Что такое пространство элементарных событий (элемен-

тарных исходов)? 

4. Какое элементарное событие называется благоприятствую-

щим событию A? 

5. Дайте определения суммы, разности и произведения событий. 

6. Какое событие называется противоположным событию A? 

7. Приведите основные свойства операций над событиями. 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. По каналу связи последовательно передано 3 знака. 

Вследствие воздействия помех некоторые знаки могли исказиться. 

Рассматриваются события: 

A – правильно принят только первый знак; 

B – правильно принят только один знак; 

C – правильно принят, по крайней мере, один знак; 

D – правильно принято не меньше двух знаков. 

Описать пространство элементарных событий  . Описать со-

бытия A, B, C, D. Среди этих событий найти пары несовместных.  

Решение. Элементарное событие можно представить в виде 

упорядоченной тройки чисел ),,( 321 aaa , где 0ia , если i-й знак при-

нят неправильно, или 1ia , если i-й знак принят правильно 

)3,2,1( i . Тогда пространство элементарных событий 

 )1,1,1(),1,1,0(),1,0,1(),0,1,1(),1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(),0,0,0( . 

События A, B, C и D представляются в виде подмножеств множества 

 , состоящих из элементарных исходов, благоприятствующих этим 

событиям: 

 )0,0,1(A ,  )1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(B , 

 )1,1,1(),1,1,0(),1,0,1(),0,1,1(),1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(C , 

 )1,1,1(),1,1,0(),1,0,1(),0,1,1(D . 

События будут несовместными в том и только в том случае, ес-

ли они не имеют общего благоприятствующего им элементарного ис-
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хода. Таким образом, несовместными являются только следующие па-

ры событий: A и D, B и D. 

Пример 2. Электрическая цепь, представленная на рисунке 1, 

содержит четыре независимо работающих элемента. Событие Ai со-

стоит в том, что элемент с номером i вышел из строя )4,3,2,1( i . На-

писать выражения для событий A и A , если A означает разрыв цепи. 

Решение. Цепь представляет 

собой последовательное соедине-

ние элемента 1 и блока, содержа-

щего элементы 2, 3 и 4. Пусть со-

бытие B – выход из строя этого 

блока. Разрыв цепи произойдѐт то-

гда и только тогда, когда наступит 

хотя бы одно из двух событий: 1A  

или B, т.е. 

BAA  1 . 

Событие B наступит в том и только в том случае, если выйдут из 

строя элемент 4 и хотя бы один из двух последовательно соединѐнных 

элементов 2 или 3. Поэтому 432 )( AAAB  . Таким образом, 

4321 )( AAAAA  . 

Выражение для события A  найдѐм из полученного выражения 

для события A, используя свойства операций над событиями:  

 43214321 )()( AAAAAAAAA  

)()( 43214321 AAAAAAAA  . 

Здесь были использованы следующие свойства операций над собы-

тиями: BABA  , BAAB  . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Монета подбрасывается до первого появления герба. Наблю-

даемый результат – общее число подбрасываний. Описать простран-

ство элементарных событий   и события: 

A – герб выпал при четвѐртом подбрасывании; 

B – герб выпал не ранее, чем при четвѐртом подбрасывании; 

C – герб выпал не позднее, чем при третьем подбрасывании. 

Среди указанных событий найти пары несовместных. 

2. Игральная кость (кубик) подбрасывается два раза. Рассматри-

ваются события: 

A – оба раза выпало число очков, кратное 3; 

B – сумма выпавших очков кратна 5; 

C – оба раза выпало число очков, меньшее 3; 

4 

Рис. 1 

2 3 

1 
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D – выпало одинаковое число очков. 

Описать пространство элементарных событий  . Описать со-

бытия A, B, C, D. Среди этих событий найти пары несовместных. 

3. Бросают три монеты. События: A – только на одной монете из 

трѐх появился герб, B – хотя бы на одной монете появился герб. Что 

означают события: а) BA ;  б) AB ;  в) A ;  г) B ;  д) AB  ? 

4. Два игрока играют в шахматы. Событие A – выиграл первый 

игрок, событие B – выиграл второй игрок. Что означают события 

а) BA ;     б) BA ;     в) AB  ;     г) BA ? 

5. Событие A означает выигрыш по билету лотереи, событие B – 

выигрыш телевизора по билету той же лотереи. Что означают события 

а) AB ;     б)  BA ;     в) BA ;   г) BA  ? 

6. Из урны, в которой находится 2 белых и 3 чѐрных шара, нау-

дачу извлекают 3 шара. Рассматриваются события: 

A – хотя бы один из вынутых шаров – чѐрный; 

B – вынули не менее двух чѐрных шаров; 

C – вынули не более одного белого шара; 

D – хотя бы один из вынутых шаров – белый. 

Описать пространство элементарных событий  . Описать со-

бытия A, B, C, D, DC , CD  , C , CB . 

7. Произведено 3 выстрела из орудия по цели. Событие iA  – по-

падание в цель при i-м выстреле. Написать выражения для следующих 

событий: 

A – произойдѐт ровно одно попадание; 

B – произойдѐт хотя бы одно попадание; 

C – произойдѐт хотя бы один промах; 

D – произойдѐт не менее двух попаданий; 

E – попадание произойдѐт только на третьем выстреле. 

8. Прибор состоит из двух блоков первого типа и трѐх блоков 

второго типа. Событие iA  – исправлен i-й блок первого типа )2,1( i , 

событие kB – исправлен k-й блок второго типа )3,2,1( k . Прибор ра-

ботает, если исправлен хотя бы один блок первого типа и не менее 

двух блоков второго типа. Событие C – прибор работает. Выразить 

событие C через события iA  и kB . 

9. Электрическая цепь со-

ставлена по схеме, приведѐнной 

на рисунке 2. Событие iA  – эле-

мент с номером i вышел из строя 

)4,3,2,1( i . Написать выражения 

для событий A  и A , если A  озна-

чает разрыв цепи. 

4 

Рис. 2 

1 

2 
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10. Электрическая цепь со-

ставлена по схеме, приведѐнной на 

рисунке 3. Событие iA  – элемент с 

номером i вышел из строя 

)5,4,3,2,1( i . Написать выражения 

для событий A  и A , если A  озна-

чает разрыв цепи. 

 

1.2. Классическое определение вероятности. 

Геометрическая вероятность 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Сформулируйте классическое определение вероятности. При 

каких условиях оно используется? 

2. Дайте определения сочетания и размещения из n элементов 

по m и перестановки из n элементов. По каким формулам находятся 

числа сочетаний, размещений и перестановок? 

3. Сформулируйте комбинаторный принцип умножения. 

4. В каком случае вероятность можно задать геометрически? 

Объясните суть геометрического определения вероятности. 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. В урне находится 6 белых и 8 чѐрных шаров. Из неѐ 

случайным образом извлекают 5 шаров. Какова вероятность того, что 

3 из них окажутся белыми, а 2 – чѐрными? 

Решение. Элементарным событием опыта является выбор лю-

бой пятѐрки шаров из 14 имеющихся (порядок извлечения шаров не 

важен). Очевидно, что число элементарных событий конечно и все 

они равновозможны. Следовательно, классическое определение веро-

ятности применимо. 

Пусть A – событие, состоящее в том, что 3 шара из вынутых бу-

дут белыми, а 2 – чѐрными. По формуле классической вероятности 

искомая вероятность 

||

||
)(




A
AP , 

где ||  – число всех элементарных событий, || A  – число элементар-

ных событий, благоприятствующих событию A . Число всех элемен-

тарных событий опыта равно числу сочетаний из 14 элементов по 5: 

2002
!9!5

!14
|| 5

14  C . 

5 

Рис. 3 

1 2 

4 
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Число элементарных событий, благоприятствующих событию A , най-

дѐм, используя комбинаторный принцип умножения. Событие A  со-

стоит в выборе трѐх белых шаров и двух чѐрных. Из 6 белых шаров 3 

шара можно выбрать 3
6C  способами, а из 8 чѐрных шаров 2 шара – 2

8C  

способами. Поэтому 

5602820
!6!2

!8

!3!3

!6
|| 2

8
3
6  CCA . 

Таким образом, 

143

40

2002

560
)( AP . 

Пример 2. Два лица M и N условились встретиться в определѐн-

ном месте между 10 и 11 часами утра, причѐм договорились ждать 

друг друга не более 10 минут. Считая, что момент прихода на встречу 

выбирается каждым наудачу в пределах указанного часа, найти веро-

ятность того, что встреча состоится. 

Решение. Примем 10 часов утра за начало отсчѐта времени. 

Элементарное событие в нашей задаче – приход лиц M и N в услов-

ленное место в моменты времени x  и y  соответственно 

( 10,10  yx ). Представим его точкой с координатами ),( yx  в 

декартовой системе координат на плоскости. Тогда пространство эле-

ментарных событий представится в виде квадрата 

 10,10:),(  yxyx  

(см. рис. 4). Число элементарных событий бесконечно. Условие их 

равновозможности заключено в фразе «момент прихода на встречу 

выбирается каждым наудачу в пределах указанного часа». Таким об-

разом, можно применить геометрическое определение вероятности.  

Событие A – встреча состоится – 

произойдѐт, если моменты прихода M 

и N отличаются по абсолютной вели-

чине не более чем на 10 минут, т.е. на 

6

1
 часа. Поэтому событие A предста-

вимо в следующем виде: 











6

1
||:),( yxyxA  










6

1

6

1
:),( xyxyx  

(на рис. 4 эта область заштрихована). 

0 

A 

6

1
 

1 

1 x 

y 

6

1
 

Рис. 4 
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Площадь квадрата, представляющего пространство элементарных со-

бытий, 1)( S . Находим площадь области, представляющей событие 

A: 

36

11

36

25
1

6

1
1

2

1
21)(

2









AS . 

Согласно геометрическому определению вероятности 

36

11

)(

)(
)( 




S

AS
AP . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 

 

11. В цехе работают шесть мужчин и четыре женщины. По та-

бельным номерам наудачу отобраны семь человек. Найти вероятность 

того, что среди отобранных лиц окажутся три женщины. 

12. В лифт семиэтажного дома на первом этаже вошли 3 челове-

ка. Каждый из них с одинаковой вероятностью выходит на любом из 

этажей, начиная со второго. Найти вероятности следующих событий: 

A  – все пассажиры выйдут на четвертом этаже; 

B  – все пассажиры выйдут на одном и том же этаже; 

C  – все пассажиры выйдут на разных этажах. 

13. На шахматную доску случайным образом ставят две ладьи: 

белую и чѐрную. Какова вероятность того, что ладьи не бьют друг 

друга? 

14. Восемь человек садятся за круглый стол в произвольном по-

рядке. Какова вероятность того, что два определѐнных лица будут си-

деть рядом? 

15. Пять мужчин и десять женщин случайным образом по трое 

рассаживаются за 5 столиков. Какова вероятность того, что за каждым 

столиком окажется мужчина? 

16. Из множества всех последовательностей длины n, состоящих 

из цифр 0, 1, 2, случайно выбирается одна. Найти вероятности собы-

тий: 

A – последовательность начинается с 0; 

B – последовательность содержит ровно 2m  нуля, причѐм 2 

из них находятся на концах последовательности; 

С – последовательность содержит ровно m единиц. 

17. Из промежутка ]2,0[  наугад выбирается два числа. Какова 

вероятность, что их произведение больше 2? 

18. Значения параметров a и b выбирают наугад из отрезка 

]1,1[ . Найти вероятности следующих событий: 

A – корни уравнения 022  baxx  действительные; 
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B – корни уравнения 022  baxx  положительные. 

19. В окружности радиуса R проводятся хорды, параллельные 

заданному направлению. Какова вероятность того, что длина наугад 

взятой хорды не более R, если равновозможны любые положения то-

чек пересечения хорды с диаметром, перпендикулярным выбранному 

направлению? 

20. Два парохода должны подойти к одному и тому же причалу. 

Время прихода обоих пароходов независимо и равновозможно в тече-

ние данных суток. Определить вероятность того, что одному из паро-

ходов придѐтся ожидать освобождения причала, если время стоянки 

одного парохода – 1 час, а другого – 2 часа. 

21. На бесконечную шахматную доску со стороной квадрата a 

случайным образом бросают монету радиуса 
2

a
r  . Найти вероят-

ность того, что монета попадѐт целиком внутрь одного квадрата. 

 

1.3. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей. 

Независимые события 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Дайте определение условной вероятности. 

2. Как можно найти условную вероятность в классической веро-

ятностной модели? 

2. Сформулируйте теорему умножения вероятностей (для двух и 

для n событий). 

2. Какие два события называют независимыми? 

3. Какие n событий называют независимыми в совокупности? 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Игральная кость подбрасывается два раза. Рассмат-

риваются события: 

A – оба раза выпало число очков, меньшее 4; 

B – оба раза выпало число очков, кратное 3; 

С – оба раза выпало нечѐтное число очков. 

Найти условные вероятности )|( BAP , )|( CAP , )|( CBP . Явля-

ются ли независимыми события A и B, A и C, B и C? Являются ли не-

зависимыми в совокупности события A, B и C? 

Решение. Согласно определению условной вероятности 

)(

)(
)|(

BP

ABP
BAP  ,   

)(

)(
)|(

CP

ACP
CAP  ,   

)(

)(
)|(

CP

BCP
CBP  . 
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Элементарное событие в нашей задаче представим упорядоченной па-

рой чисел ),( ji , где i – цифра, выпавшая при первом подбрасывании, 

j – цифра, выпавшая при втором подбрасывании. Тогда пространство 

элементарных событий 

 6,1,:),(  jiji . 

Отсюда следует, что число всех элементарных событий 36||  . Оче-

видно, что все элементарные исходы являются равновозможными. 

Следовательно, для вычисления вероятностей событий можно приме-

нить классическое определение вероятности. 

Представим события A, B, C, AB и AC в виде множеств благо-

приятствующих им элементарных исходов: 

 )3,3(),2,3(),1,3(),3,2(),2,2(),1,2(),3,1(),2,1(),1,1(A , 

 )6,6(),3,6(),6,3(),3,3(B , 

 )5,5(),3,5(),1,5(),5,3(),3,3(),1,3(),5,1(),3,1(),1,1(C , 

 )3,3(AB , 

 )3,3(),1,3(),3,1(),1,1(AC , 

 )3,3(BC . 

Для каждого из этих событий находим число благоприятствующих 

ему элементарных исходов: 

9|| A ,   4|| B ,   9|| C ,   1|| AB ,   4|| AC ,   1|| BC . 

По формуле классической вероятности 

4

1

36

9

||

||
)( 




A
AP ,   

9

1

36

4

||

||
)( 




B
BP ,   

4

1

36

9

||

||
)( 




C
CP ,  

36

1

||

||
)( 




AB
ABP ,   

9

1

36

4

||

||
)( 




AC
ACP ,   

36

1

||

||
)( 




BC
BCP . 

Следовательно, 

4

1

91

361
)|( BAP ,   

9

4

41

91
)|( CAP ,   

9

1

41

361
)|( CBP . 

Проверяем независимость событий A и B: 

)(
36

1

9

1

4

1
)()( ABPBPAP  . 

Значит, события A и B независимы. Далее проверяем независимость 

событий A и C: 

)(
16

1

4

1

4

1
)()( ACPCPAP  . 

Следовательно, события A и C независимыми не являются. Наконец, 

проверяем независимость событий B и C: 

)(
36

1

4

1

9

1
)()( BCPCPBP  . 
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Таким образом, события B и C независимы. 

События A, B и C не являются независимыми в совокупности, 

так как для этого необходимо (но не достаточно!), чтобы все три со-

бытия были попарно независимы.  

Пример 2. В коробке находится 4 белых, 3 синих и 2 чѐрных 

шара. Наудачу последовательно вынимают 3 шара. Какова вероят-

ность того, что первый шар будет белым, второй – синим, третий – 

чѐрным? 

Решение. Введѐм следующие события: 1A  – первым извлекли 

белый шар, 2A  – вторым – синий, 3A  – третьим – чѐрный. Тогда собы-

тие A, вероятность которого требуется найти, представится в виде 

321 AAAA . 

По теореме умножения вероятностей 

)|()|()()( 213121 AAAPAAPAPAP  . 

Применяя классическое определение вероятности, последовательно 

находим: 

9

4
)( 1 AP , 

т.к. первоначально в урне находится 9 шаров, из них 4 – белые; 

8

3
)|( 12 AAP , 

т.к. после первого извлечения в урне остаѐтся 8 шаров, из них 3 – си-

ние; 

7

2
)|( 213 AAAP , 

т.к. два шара (белый и синий) уже вынуты, а из оставшихся в урне – 2 

чѐрные. Следовательно, 

21

1

7

2

8

3

9

4
)( AP . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 

 

22. Из урны, содержащей 3 белых и 7 чѐрных шаров, наудачу и 

без возвращения извлекаются два шара. Рассматриваются события: 

A – первый шар белый; 

B – второй шар белый; 

C – по крайней мере один из вынутых шаров белый. 

Найти условные вероятности )|( ABP , )|( BAP , )|( CAP . Явля-

ются ли независимыми события A и B, A и C, B и C? Являются ли не-

зависимыми в совокупности события A, B и C? 
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23. Одновременно бросают две игральных кости – белую и чѐр-

ную. Рассматриваются события: A – на белой кости выпало более двух 

очков; B – в сумме выпало более двух очков; C – в сумме выпало ме-

нее десяти очков. Вычислить условные вероятности )|( BAP , )|( ABP , 

)|( CAP , )|( ACP , )|( CBP , )|( BCP . Являются ли независимыми со-

бытия A и B, A и C, B и C? Являются ли независимыми в совокупности 

события A, B и C? 

24. Из колоды в 36 карт наугад берут одну. Рассматриваются со-

бытия: A – вынут туз; B – вынута пиковая карта. Являются ли события 

A и B независимыми? 

25. На плоскость бросают правильный тетраэдр, три грани кото-

рого окрашены соответственно в красный, зелѐный, синий цвета, а в 

раскраске четвѐртой грани присутствуют все эти три цвета. Рассмат-

риваются события: A  – тетраэдр упадѐт на грань, содержащую крас-

ный цвет; B  – зелѐный цвет; C  – синий цвет. Являются ли события 

A , B  и C  попарно независимыми? Являются ли они независимыми в 

совокупности? 

26. На шахматную доску случайным образом ставят две ладьи: 

белую и чѐрную. Рассматриваются события: A – ладьи попали на 

клетки разного цвета; B – ладьи бьют друг друга. Вычислить услов-

ную вероятность )|( ABP . 

27. В первом ящике 2 белых и 10 чѐрных шаров, во втором – 3 

белых и 9 чѐрных шаров, в третьем – 6 белых и 6 чѐрных шаров. Из 

каждого ящика вынули по шару. Найти вероятность того, что все вы-

нутые шары белые. 

28. Каждая буква слова «МАТЕМАТИКА» написана на отдель-

ной карточке. Карточки перемешали и из них наугад последовательно 

извлекли и выложили слева направо четыре карточки. Найти вероят-

ность того, что получилось слово «ТЕМА». 

29. Имеется коробка с девятью новыми теннисными мячами. 

Для игры берут три мяча; после игры их кладут обратно. При выборе 

мячей играные от неиграных не отличают. Какова вероятность того, 

что после трѐх игр в коробке не останется неиграных мячей? 

30. Из урны, содержащей 6 белых и 4 чѐрных шара, наудачу и 

последовательно извлекают по одному шару до появления чѐрного 

шара. Найти вероятность того, что придѐтся производить четвѐртое 

извлечение, если выборка производится: а) с возвращением; б) без 

возвращения. 

31. Из колоды в 52 карты вынимают наудачу сразу две карты. 

Одну из них смотрят – она оказалась дамой; после этого две вынутые 

карты перемешивают и одну из них берут наугад. Найти вероятность 

того, что она окажется тузом. 
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1.4. Теорема сложения вероятностей 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Сформулируйте теорему сложения вероятностей для несо-

вместных событий. 

2. Сформулируйте теорему сложения вероятностей для двух и 

для трѐх совместных событий. 

3. Как можно вычислить вероятность суммы любого числа со-

вместных событий, не пользуясь теоремой сложения вероятностей? 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1.  По каналу связи передаются три сообщения. Каждое 

из них независимо от других может исказиться с вероятностью 2,0 . 

Найти вероятность события A – ровно одно сообщение передано без 

искажений. 

Решение. Пусть событие iA  – i-е сообщение передано без иска-

жений )3,2,1( i . Тогда событие iA  означает, что i-е сообщение иска-

жено. По условию 2,0)( iAP . Следовательно, 8,02,01)( iAP . 

Событие A можно представить следующим образом: 

321321321 AAAAAAAAAA  . 

Так как слагаемые 321 AAA , 321 AAA , 321 AAA  – попарно несовместные 

события, то на основании теоремы сложения вероятностей получаем 

)()()()( 321321321 AAAPAAAPAAAPAP  . 

Поскольку события 1A , 2A , 3A  независимы в совокупности, то 

032,02,02,08,0)()()()( 321321  APAPAPAAAP , 

032,02,08,02,0)()()()( 321321  APAPAPAAAP , 

032,08,02,02,0)()()()( 321321  APAPAPAAAP . 

Таким образом, искомая вероятность 

096,0032,0032,0032,0)( AP . 

Пример 2. На 100 выпущенных лотерейных билетов приходится 

5 выигрышных. Найти вероятность выигрыша хотя бы по одному из 

приобретѐнных билетов, если приобретено: а) 2 билета; б) 4 билета. 

Решение. а) Введѐм события: 1A  – выигрыш по первому билету, 

2A  – выигрыш по второму билету. Тогда событие 21 AA   означает 

выигрыш хотя бы по одному из двух билетов. Так как 1A  и 2A  явля-

ются совместными событиями, то по теореме сложения вероятностей 

)()()()( 212121 AAPAPAPAAP  . 

Находим 
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05,0
100

5
)()( 21  APAP . 

Для вычисления вероятности )( 21AAP  используем теорему умножения 

вероятностей: 

495

1

99

4

20

1
)|()()( 12121  AAPAPAAP . 

Таким образом, 

098,0
990

97

495

1

20

1

20

1
)( 21  AAP . 

б) Пусть событие iA  – выигрыш по i-му билету )4,3,2,1( i . По-

скольку )(1)( CPCP   для любого события C, то 

)(1)(1)( 432143214321 AAAAPAAAAPAAAAP  . 

Вероятность )( 4321 AAAAP  находим с помощью теоремы умножения 

вероятностей: 

 )|()|()|()()( 32142131214321 AAAAPAAAPAAPAPAAAAP  

812,0
97

92

98

93

99

94

100

95
 . 

Искомая вероятность 

.188,0812,01)( 4321  AAAAP  

 

III. Задачи для самостоятельного решения 

 

32. В первой урне находится 2 белых и 3 чѐрных шара, а во вто-

рой – 4 белых и 2 чѐрных. Из каждой урны наугад извлекается по од-

ному шару. Найти вероятность того, что вынутые шары будут одного 

и того же цвета. 

33. При приѐмке партии из 80 изделий, среди которых 6 брако-

ванных, проверяется 40 наудачу выбранных изделий. Определить ве-

роятность того, что партия будет принята, если условиями приѐма до-

пускается не более двух бракованных изделий среди проверенных. 

34. Три орудия ведут огонь по цели, вероятность попадания в 

которую при одном выстреле из первого орудия равна 5,0 , из второ-

го – 6,0  и из третьего – 7,0 . Зная, что каждое орудие стреляет один 

раз, найти вероятность поражения цели, если для этого достаточно 

двух попаданий. 

35. Причиной разрыва электрической цепи служит выход из 

строя элемента 1K  или одновременный выход из строя двух элемен-

тов – 2K  и 3K . Элементы 1K , 2K , 3K  могут выйти из строя незави-

симо друг от друга с вероятностями 1,01 p , 2,02 p , 3,03 p  соот-

ветственно. Какова вероятность разрыва цепи? 
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36. Два стрелка делают по одному выстрелу по одной и той же 

мишени, а затем каждый из стрелков стреляет ещѐ раз, если при пер-

вом сделанном им выстреле он промахнулся. Вероятность попадания 

в мишень при каждом выстреле для первого стрелка равна 7,0 , а для 

второго – 8,0 . Найти вероятность того, что мишень будет поражена 

дважды. 

37. Два игрока поочерѐдно бросают игральную кость. Выигры-

вает тот, у кого первым выпадет 6 очков. Определить вероятность вы-

игрыша для каждого из игроков. 

38. Происходит воздушный бой между истребителем и бомбар-

дировщиком. Стрельбу начинает истребитель: он даѐт очередь по 

бомбардировщику и сбивает его с вероятностью 2,0 . Если бомбарди-

ровщик этой очередью не сбит, он стреляет по истребителю и сбивает 

его с вероятностью 3,0 . Если истребитель не сбит, то он снова стреля-

ет по бомбардировщику и сбивает его с вероятностью 4,0 . Найти ве-

роятности следующих исходов боя: 

A – сбит бомбардировщик; 

B – сбит истребитель; 

C – ни один из самолѐтов не сбит. 

39. Рабочий обслуживает четыре станка, работающих независи-

мо друг от друга. Вероятность того, что в течение часа первый станок 

не потребует внимания рабочего, равна 92,0 , для второго – такая ве-

роятность равна 9,0 , для третьего  – 85,0  и для четвѐртого – 8,0 . Ка-

кова вероятность того, что в течение часа хотя бы один станок не по-

требует внимания рабочего? 

40. Среди билетов денежно-вещевой лотереи половина выиг-

рышных. Сколько лотерейных билетов нужно купить, чтобы с вероят-

ностью, не меньшей 999,0 , быть уверенным в выигрыше хотя бы по 

одному билету? 

  

1.5. Формула полной вероятности. Формула Байеса 
 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Что такое полная группа событий? 

2. Чему равна сумма вероятностей событий, образующих пол-

ную группу?  

3. Напишите формулу полной вероятности. 

4. Напишите формулу Байеса. 
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II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. В сборочный цех поступают однотипные детали с 

трѐх поточных линий. Производительности этих линий относятся как 

2:3:5 . Вероятность брака для первой линии составляет 01,0 , для вто-

рой линии – 02,0 , для третьей линии – 03,0 . Найти вероятность, что 

наугад взятая деталь бракована. 

Решение. Пусть событие A – взятая деталь бракована. Рассмот-

рим следующие события (гипотезы): 1H  – деталь изготовлена на пер-

вой линии, 2H  – на второй и 3H  – на третьей. Очевидно, события 1H , 

2H , 3H  образуют полную группу. Находим их вероятности: 

5,0
235

5
)( 1 


HP ,  3,0

235

3
)( 2 


HP ,  2,0

235

2
)( 3 


HP . 

Согласно условию задачи 

01,0)|( 1 HAP ,   02,0)|( 2 HAP ,   03,0)|( 3 HAP . 

Применяя формулу полной вероятности, находим искомую вероят-

ность: 

 )|()()|()()|()()( 332211 HAPHPHAPHPHAPHPAP  

017,003,02,002,03,001,05,0  . 

Пример 2. Страховая компания разделяет клиентов по трѐм 

классам риска: 1-й класс – малый риск, 2-й класс – средний, 3-й 

класс – большой риск. Среди всех клиентов компании %50  – первого 

класса риска, %30  – второго и %20  – третьего. Вероятность наступ-

ления страхового случая для первого класса риска равна 01,0 , для 

второго – 03,0 , для третьего – 08,0 . Какова вероятность того, что кли-

ент N, получивший вознаграждение за период страхования, относится 

к группе малого риска? 

Решение. Пусть событие A означает, что клиент N получил воз-

награждение. Рассмотрим события (гипотезы): 1H  – клиент N отно-

сится к первому классу риска, 2H  – ко второму, 3H  – к третьему. Со-

бытия 1H , 2H , 3H  образуют полную группу. Необходимо определить 

условную вероятность )|( 1 AHP . Из условия задачи известны вероят-

ности гипотез 

5,0)( 1 HP ,    3,0)( 2 HP ,    2,0)( 3 HP , 

а также условные вероятности 

01,0)|( 1 HAP ,    03,0)|( 2 HAP ,    08,0)|( 3 HAP . 

Искомую вероятность вычисляем по формуле Байеса: 





)|()()|()()|()(

)|()(
)|(

332211

11
1

HAPHPHAPHPHAPHP

HAPHP
AHP  
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6

1

08,02,003,03,001,05,0

01,05,0





 . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 

 

41. Имеются две урны. В первой урне 2 белых и 3 чѐрных шара, 

во второй – 3 белых и 5 чѐрных. Из первой и второй урн, не глядя, бе-

рут по одному шару и кладут их в третью урну. Шары в третьей урне 

перемешивают и берут из неѐ наугад один шар. Найти вероятность то-

го, что этот шар белый. 

42. В первой урне находится 3 белых шара и 2 чѐрных, во вто-

рой – 4 белых и 4 чѐрных. Из первой урны во вторую перекладывают, 

не глядя, два шара. После этого из второй урны берут наугад один 

шар. Найти вероятность того, что этот шар будет белым. 

43. В ящике лежат 20  теннисных мячей, в том числе 15  новых и 

5 играных. Для игры наудачу выбираются два мяча и после игры воз-

вращаются обратно. Затем для второй игры также наудачу извлекают-

ся ещѐ два мяча. Какова вероятность того, что вторая игра будет про-

водиться новыми мячами? 

44. В ящик, содержащий 8 исправных изделий, добавлено 2 из-

делия, взятых со склада. Известно, что доля бракованных изделий на 

складе равна 5%. Найти вероятность того, что взятое наудачу из по-

полненного ящика изделие не будет бракованным. 

45. Орудийная батарея состоит из четырѐх орудий: два орудия 

попадают в цель при одном выстреле с вероятностью 6,0 , а два дру-

гих – с вероятностью 7,0 . Для поражения цели достаточно двух попа-

даний, а при одном попадании вероятность поражения цели равна 8,0 . 

Какое-то орудие выстрелило дважды. Найти вероятность поражения 

цели. 

46. В торговую фирму поступили телевизоры от трѐх поставщи-

ков в отношении 5:4:1 . Практика показала, что телевизоры, посту-

пающие от 1-го, 2-го и 3-го поставщиков не потребуют ремонта в те-

чение гарантийного срока соответственно в 98, 88 и 92% случаев. 

1) Найти вероятность того, что поступивший в торговую фирму 

телевизор, не потребует ремонта в течение гарантийного срока. 

2) Проданный телевизор потребовал ремонта в течение гаран-

тийного срока. От какого поставщика вероятнее всего поступил этот 

телевизор? 

47. В урне лежит шар неизвестного цвета – с равной вероятно-

стью белый или чѐрный. В урну опускается один белый шар и после 

тщательного перемешивания наудачу извлекается один шар. Он ока-

зался белым. Какова вероятность того, что в урне остался белый шар? 
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48. Три стрелка производят по одному выстрелу по одной и той 

же мишени. Вероятность попадания для первого стрелка равна 0,6, 

для второго – 0,5, для третьего – 0,4. В результате произведѐнных вы-

стрелов в мишени оказались две пробоины. Найти вероятность того, 

что в мишень попали второй и третий стрелки. 

49. В группе из 10 студентов, пришедших на экзамен, 3 подго-

товлены отлично, 4 – хорошо, 2 – посредственно и 1 – плохо. Отлично 

подготовленный студент может ответить на все 25 вопросов програм-

мы, хорошо подготовленный – на 16, посредственно – на 10, плохо – 

на 5. Вызванный наугад студент ответил на три произвольно заданных 

вопроса. Найти вероятность того, что этот студент подготовлен: а) от-

лично; б) плохо. 

 

1.6. Последовательность независимых испытаний. 

Формула Бернулли 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Что называют схемой Бернулли? 

2. Приведите примеры задач, решаемых в рамках схемы Бер-

нулли. 

3. Напишите формулу Бернулли. 

4. Как в схеме Бернулли найти вероятность того, что событие A 

наступит не менее 1k  и не более 2k  раз? 

5. Как найти наивероятнейшее число появлений события A в n 

независимых испытаниях? 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Что вероятнее выиграть у равносильного противника: 

a) три партии из четырѐх или пять партий из восьми?; б) не менее трѐх 

партий из четырѐх или не менее пяти партий из восьми? Ничейный 

исход партии исключѐн. 

Решение. Так как противники равносильные, то 
2

1
 qp . Вос-

пользуемся формулой Бернулли. 

а) Вероятность выиграть три партии из четырѐх 

4

1

2

1

2

1
)3(

13

3

44 















CP . 

Вероятность выиграть пять партий из восьми 
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32

7

2

1

2

1
)5(

35
5
88 
















CP . 

Поскольку 
32

7

4

1
 , то вероятнее выиграть три партии из четырѐх. 

б) Вероятность выиграть не менее трѐх партий из четырѐх 

16

5

16

1

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1
)4()3()43(

04
4
4

13
3
4444 

































 CCPPkP . 

Вероятность выиграть не менее пяти партий из восьми 

 )8()7()6()5()85( 88888 PPPPkP  
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7
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26
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8

35
5
8
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1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
CCCC  

256

93

256

1

32

1

64

7

32

7
 . 

Так как 
256

93

16

5
 , то вероятнее выиграть не менее пяти партий из 

восьми. 

Пример 2. При автоматической наводке орудия вероятность по-

падания по быстродвижущейся цели равна 0,9. Найти наивероятней-

шее число попаданий при 50 выстрелах. 

Решение. Здесь 50n , 9,0p , 1,01  pq . Наивероятнейшее 

число попаданий k должно удовлетворять двойному неравенству 

pnpkqnp  . 

В нашем случае 

9,09,0501,09,050  k , 

т.е. 9,459,44  k . Следовательно, 45k . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 
 

50. Известно, что 5% изделий, изготовляемых заводом, являют-

ся нестандартными. Проверено семь изделий. Какова вероятность то-

го, что нестандартными окажутся: а) два изделия? б) хотя бы два из-

делия?  

51. Вероятность поражения движущейся цели при каждом вы-

стреле равна 0,4. Цель будет уничтожена при попадании в неѐ не ме-

нее двух раз. Найти вероятность того, что цель уничтожена, если в неѐ 

произведено пять независимых выстрелов. 

52. Производятся испытания прибора. При каждом испытании 

прибор выходит из строя с вероятностью 0,1. После первого выхода из 

строя прибор ремонтируется; после второго – признаѐтся негодным. 
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Найти вероятность того, что прибор окончательно выйдет из строя 

точно при шестом испытании.  

53. В каждой из восьми урн имеется 10 белых и 5 чѐрных шаров. 

Из каждой урны наудачу извлекли по одному шару. Что вероятнее: 

появление двух чѐрных шаров и шести белых или трѐх чѐрных и пяти 

белых? 

54. Вероятность попадания в десятку при одном выстреле равна 

0,3. Сколько должно быть произведено независимых выстрелов, что-

бы вероятность по меньшей мере одного попадания в десятку была 

больше 0,9? 

55. Испытывается каждый из 15 элементов некоторого устрой-

ства. Вероятность выдержать испытание для каждого элемента со-

ставляет 0,9. Найти наивероятнейшее число выдержавших испытание 

элементов и его вероятность.  

56. В результате каждого визита страхового агента договор за-

ключается с вероятностью 0,1. Найти наивероятнейшее число заклю-

чѐнных договоров после 25 визитов. 

57. При каком числе выстрелов наивероятнейшее число попада-

ний равно 16, если вероятность попадания при каждом выстреле равна 

0,7? 

58. Сколько раз надо подбросить игральную кость, чтобы наи-

вероятнейшее число выпадений очков, кратных 3, равнялось 5? 

 

1.7. Асимптотическая формула Пуассона. 

Локальная и интегральная теоремы Муавра – Лапласа  

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Напишите асимптотическую формулу Пуассона. В каких слу-

чаях она применяется? 

2. Какая функция используется в локальной теореме Муавра – 

Лапласа? Какими свойствами она обладает? Как находить еѐ значе-

ния? Нарисуйте график этой функции. 

3. Дайте формулировку локальной теоремы Муавра – Лапласа. 

В каком случае применяется эта теорема? 

4. Сформулируйте интегральную теорему Муавра – Лапласа. 

Когда она применяется? 

5. Приведите основные свойства функции Лапласа. Как нахо-

дить значения этой функции? 
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II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Известно, что процент брака для некоторой детали 

равен %5,0 . Контролѐр проверяет 1000 деталей. Какова вероятность 

обнаружить ровно 3 бракованные детали? 

Решение. Имеем 1000n  испытаний, проводимых по схеме 

Бернулли. В каждом испытании событие A – проверяемая деталь бра-

кованная – может произойти с вероятностью 005,0p . Поскольку ве-

роятность p мала )1,0( p , число испытаний n велико и  

105005,01000  np , 

то для нахождения искомой вероятности мы можем воспользоваться 

асимптотической формулой Пуассона: 

14,0
!3

5
)3( 5

3

1000  eP . 

Пример 2. Вероятность попадания в цель при одном выстреле 

равна 0,8. Найти вероятность того, что при 400 выстрелах произойдѐт 

ровно 300 попаданий. 

Решение. Здесь 400n , 8,0p , 2,01  pq , 300k . По-

скольку велики и число испытаний n, и вероятности успеха p и неуда-

чи q в одном испытании (выполнено условие 2064npq ), то можно 

воспользоваться локальной теоремой Муавра – Лапласа. Согласно 

этой теореме, вероятность k успехов в n испытаниях 













 


npq

npk

npq
kPn 

1
)( , 

где 2

2

2

1
)(

x

ex





 (функция Гаусса). Вычисляем: 

82,08,0400 npq ,        5,2
8

8,0400300







npq

npk
. 

Пользуясь таблицей значений функции Гаусса, находим 

0175,0)5,2()5,2(   . 

Таким образом, 

0022,0
8

0175,0
)300(400 P . 

Пример 3. Найти вероятность того, что при 600 бросаниях иг-

ральной кости выпадет от 90 до 120 шестѐрок. 

Решение. Здесь 600n , 901 k , 1202 k , 
6

1
p , 

6

5
1  pq . 

Воспользуемся интегральной теоремой Муавра – Лапласа. Согласно 
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этой теореме, вероятность того, что число успехов в n испытаниях за-

ключено в пределах от 1k  до 2k , находится по формуле  

,)( 1
0

2
021 












 














 


npq

npk

npq

npk
kkkPn  

где 



x t

dtex
0

2
0

2

2

1
)(


 (нормированная функция Лапласа). Вычис-

ляем: 

10,1
6561600

61600901 







npq

npk
,       19,2

6561600

616001202 







npq

npk
. 

Пользуясь таблицей значений функции )(0 x , находим 

,3643,0)10,1()10,1( 00         4857,0)19,2(0  . 

Таким образом, 

85,03643,04857,0)12090(600  kP . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 
 

59. На телефонной станции неправильное соединение происхо-

дит с вероятностью 
200

1
. Найти вероятность того, что среди 200 со-

единений произойдѐт: 

а) ровно одно неправильное соединение; 

б) не более двух неправильных соединений; 

в) не менее трѐх неправильных соединений. 

60. Прядильщица обслуживает 200 веретен. Вероятность обрыва 

нити на одном веретене в течение одного часа равна 0,02. Какова ве-

роятность того, что в течение одного часа произойдѐт обрыв нити: 

а) на пяти веретенах? б) более чем на двух веретенах? 

61. Вероятность выигрыша по одному лотерейному билету рав-

на 0,01. Сколько нужно купить билетов, чтобы выиграть хотя бы по 

одному из них с вероятностью, не меньшей чем 0,95? 

62. Вероятность рождения мальчика равна 0,51. Найти вероят-

ность того, что среди 100 новорождѐнных окажется 50 мальчиков. 

63. Монета подбрасывается 10000 раз. Найти вероятность того, 

что герб выпадет ровно 5000 раз. 

64. Вероятность изделию некоторого производства оказаться 

бракованным равна 0,005. Чему равна вероятность того, что из 10000 

наудачу взятых изделий бракованных окажется ровно 40? 

65. Передается закодированное сообщение из 1100 символов. 

Вероятность ошибки при декодировании каждого символа составляет 

0,01. Считая декодирование каждого символа независимым от деко-
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дирования других, найти вероятность того, что число ошибок в при-

нятом сообщении не превышает 20. 

66. Страховая компания заключила 40000 договоров. Вероят-

ность страхового случая по каждому из них в течение года равна 0,02. 

Найти вероятность того, что таких случаев будет не более 870. 

67. Отдел технического контроля проверяет 900 изделий на 

стандартность. Вероятность того, что изделие стандартно, равна 0,9. 

Найти вероятность того, что из проверенных изделий: а) 800 стан-

дартных; б) не менее 800 стандартных. 

68. При установившемся технологическом процессе фабрика 

выпускает в среднем 80% продукции высшего сорта. Чему равна ве-

роятность того, что в партии из 1000 изделий число изделий высшего 

сорта заключено между 760 и 830? 

 

2. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

 

2.1. Дискретные случайные величины 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Что такое случайная величина?  

2. Дайте определение функции распределения случайной вели-

чины. Какими свойствами обладает эта функция? 

3. Какую случайную величину называют дискретной? 

4. Что называют законом распределения дискретной случайной 

величины? Что называют еѐ рядом распределения? 

5. По какой формуле вычисляется функция распределения дис-

кретной случайной величины? Как выглядит график этой функции? 

6. Дайте определение математического ожидания дискретной 

случайной величины. Приведите его основные свойства. 

7. Дайте определение дисперсии случайной величины. Какими 

свойствами она обладает? По каким формулам можно вычислять дис-

персию дискретной случайной величины? 

8. Что называется средним квадратическим отклонением слу-

чайной величины? 

9. Дайте определения основных дискретных распределений – 

биномиального, распределения Пуассона, геометрического. 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. В урне находится 4 белых и 6 чѐрных шаров. Слу-

чайным образом из неѐ извлекается 3 шара. Пусть случайная величина 

X – количество белых шаров среди трѐх вынутых. Требуется: 1) по-
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строить ряд распределения и функцию распределения )(xF  случайной 

величины X; 2) найти математическое ожидание )(XM , дисперсию 

)(XD , среднее квадратическое отклонение )(X  и вероятность собы-

тия  1X . 

Решение. 1) Случайная величина X может принимать следую-

щие значения: 3,2,1,0 . Найдѐм вероятности этих значений, используя 

классическое определение вероятности: 

6

1

120

201
)0(

3
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3

6

0

4 



C

CC
XP ,   

2

1

120

154
)1(
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1
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CC
XP , 
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3

120

66
)2(

3
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1

6

2
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CC
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30

1

120

14
)3(

3
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0

6

3

4 



C

CC
XP . 

Запишем ряд распределения случайной величины X: 

ix  0 1 2 3 

ip  61  21  103  301  

(Контроль:  


4

1

1
30

1

10

3

2

1

6

1

i
ip .) 

Найдѐм функцию распределения. Так как 
xxi

i
i

pxF
:

)( , то: 

при 0x                0)( xF ; 

при 10  x           
6

1
)( xF ; 

при 21  x           
3

2

2

1

6

1
)( xF ; 

при 32  x           
30

29

10

3

3

2
)( xF ; 

при 3x                 1
30

1

30

29
)( xF . 

Таким образом, 


























.3при1

,32при3029

,21при32
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2) Найдѐм математическое ожидание: 

2,1
30

1
3

10

3
2

2

1
1

6

1
0)(

4

1


i

ii pxXM . 

Вычислим дисперсию и среднее квадратическое отклонение: 
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4

1

2222 )()()()(
i

ii XMpxXMXMXD  

56,0)2,1(
30

1
3

10

3
2

2

1
1

6

1
0 22222  , 

748,056,0)()(  XDX . 

Найдѐм вероятность события  1X : 

3

1

30

1

10

3
)3()2()1(  XPXPXP . 

Пример 2. Дан перечень возможных значений случайной вели-

чины X: 11 x , 02 x , 13 x , а также известны математические ожи-

дания этой величины и еѐ квадрата: 1,0)( XM , 9,0)( 2 XM . По-

строить ряд распределения случайной величины X. 

Решение. Пусть 1p , 2p , 3p  – вероятности значений 1x , 2x , 3x  

соответственно. Тогда 

31321 101)( pppppXM  , 

313

2

2

2

1

22 10)1()( pppppXM  . 

Принимая во внимание условие задачи и то, что 1321  ppp , по-

лучаем систему уравнений 















.1

,9,0

,1,0

321

31

31

ppp

pp

pp

 

Решение этой системы: 4,01 p , 1,02 p , 5,03 p . Таким образом, 

ряд распределения случайной величины X имеет следующий вид: 

 

ix  1  0  1  

ip  0,4 0,1 0,5 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 

 

69. Стрелок, имея 5 патронов, стреляет до первого попадания в 

цель. Вероятность попадания при каждом выстреле равна 0,7. Пусть 

случайная величина X – число использованных патронов. Построить 

ряд распределения и функцию распределения )(xF  случайной вели-

чины X. Найти вероятность )52(  XP . 

70. Дана функция распределения дискретной случайной величи-

ны X: 
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.4при1

,43при96,0

,32при88,0

,21при76,0

,10при44,0

,0при0

)(

x

x

x

x

x

x

xF  

Построить ряд распределения этой случайной величины. Вычислить 

математическое ожидание )(XM  и дисперсию )(XD . 

71. Дискретная случайная величина X имеет следующий закон 

распределения: 

 

 

 

Найти: 1) постоянную c; 2) математическое ожидание )(XM ; 3) дис-

персию )(XD ; 4) среднее квадратическое отклонение )(X ; 5) веро-

ятность )1|2(| XP . 

72. Функция распределения дискретной случайной величины X 

имеет следующий вид: 























.4при1

,43при5,0

,32при3,0

,2при0

)(

x

x

x

x

xF  

Вычислить вероятности )5,3( XP  и )5,2|(| XP . 

73. В одной студенческой группе обучается 25 студентов, среди 

которых 6 отличников. По жребию отобрано три студента. Пусть слу-

чайная величина X – число отличников среди отобранных студентов. 

Найти математическое ожидание )(XM  и дисперсию )(XD . 

74. В урне 9 шаров, из них 4 белых. Наудачу последовательно, 

без возвращения извлекаются шары до первого появления белого ша-

ра. Случайная величина X – число извлечѐнных шаров. Найти матема-

тическое ожидание )(XM  и среднее квадратическое отклонение 

)(X . 

75. Рабочий обслуживает четыре станка. Вероятность того, что в 

течение часа станок не потребует внимания рабочего, равна для пер-

вого станка 0,7, для второго – 0,75, для третьего – 0,8, для четвѐрто-

го – 0,9. Пусть случайная величина X – число станков, которые не по-

требуют внимания рабочего в течение часа. Построить ряд распреде-

ления случайной величины X. Найти математическое ожидание )(XM  

ix  1 2 3 4 5 

ip  c 4c 9c 16c 25c 
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и дисперсию )(XD . 

76. Производится три независимых опыта, в каждом из которых 

событие A появляется с вероятностью 0,4. Рассматривается случайная 

величина X – число появлений события A в трѐх опытах. Построить 

ряд распределения и функцию распределения случайной величины X. 

Найти: 1) вероятности событий  2X ,  31  X ,  31  X ; 2) ма-

тематическое ожидание )(XM , дисперсию )(XD  и среднее квадрати-

ческое отклонение )(X . 

77. Дискретная случайная величина X может принимать только 

два значения. Вероятность принятия меньшего из них равна 0,8. Най-

ти функцию распределения случайной величины X, если известны ма-

тематическое ожидание 2,3)( XM  и дисперсия 16,0)( XD . 

 

2.2. Непрерывные случайные величины 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Дайте строгое определение непрерывной случайной величи-

ны. Что такое плотность распределения (плотность вероятности)? 

2. Приведите свойства плотности распределения. Как с помо-

щью плотности найти вероятность попадания значения непрерывной 

случайной величины в заданный интервал числовой оси? Как эту же 

вероятность найти с помощью функции распределения? 

3. Чем различаются графики функций распределения дискрет-

ной и непрерывной случайных величин? 

4. Дайте определение математического ожидания непрерыв-

ной случайной величины. Приведите его основные свойства. 

5. Дайте определения основных непрерывных распределений – 

равномерного, нормального, показательного. Чему равны математиче-

ские ожидания и дисперсии случайных величин, имеющих эти рас-

пределения? 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Непрерывная случайная величина X имеет плотность 













].4,1[при0

],4,1[при
)(

x

x
x

a

xp  

Найти: 1) постоянную a; 2) функцию распределения )(xF  случайной 

величины X; 3) математическое ожидание )(XM ; 4) дисперсию 

)(XD ; 5) вероятность события  525,2  X . 
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Решение. 1) Постоянную a найдѐм из условия 




1)( dxxp : 

axadx
x

a
221

4

1

4

1

           
2

1
a . 

2) Так как 0)( xp  при ]4,1[x , то 1)41(  XP  и, следова-

тельно, 0)( xF  при 1x  и 1)( xF  при 4x . Для случая 41  x  

имеем 

1
2

1
)()(

1
1

  


xtdt
t

dttpxF
x xx

. 

Таким образом, функция распределения 
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3) Найдѐм математическое ожидание: 
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xdxxdx
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dxxxpXM . 

4) Найдѐм дисперсию: 
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 XMXMXD . 

5) Так как X – непрерывная случайная величина, то 

  5,0)125,2(125,2)5()525,2()525,2(  FFXPXP . 

Заметим, что эту вероятность можно было найти и по-другому, вы-

числив интеграл 
5

25,2

)( dxxp . 

Пример 2. Установлено, что время ремонта телевизоров есть 

случайная величина X, распределѐнная по показательному закону, 

причѐм среднее время ремонта составляет 15 дней. Найти плотность 

распределения, функцию распределения и среднее квадратическое от-

клонение случайной величины X. Определить вероятность того, что на 

ремонт телевизора потребуется не менее 20 дней. 

Решение. Как известно, для случайной величины X, распреде-

лѐнной по показательному закону с параметром  , математическое 

ожидание 


1
)( XM . По условию задачи 15)( XM . Отсюда нахо-
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дим, что 
15

1
 . Следовательно, плотность и функция распределения 

случайной величины X имеют вид: 
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Среднее квадратическое отклонение случайной величины, рас-

пределѐнной по показательному закону, совпадает с еѐ математиче-

ским ожиданием. Поэтому 15)( X . 

Искомую вероятность )20( XP  находим с помощью функции 

распределения: 

264,0)1(1)20(1)20(1)20( 3

4

15

20




eeFXPXP . 

Пример 3. Производится измерение без систематических оши-

бок диаметра вала. Случайные ошибки измерения X  подчиняются 

нормальному распределению со стандартным отклонением 10 мм. 

Найти вероятность того, что измерение будет произведено с ошибкой, 

не превосходящей по абсолютной величине 15 мм. 

Решение. Определим параметры m и   нормального распреде-

ления, которому подчиняется случайная величина X (случайная ошиб-

ка измерения). Отсутствие систематических ошибок измерения озна-

чает, что 0m . «Стандартное отклонение» – это другое название  для 

среднего квадратического отклонения, часто используемое на практи-

ке. Поэтому 10 . 

Для искомой вероятности попадания в симметричный относи-

тельно m интервал используем формулу 

  












 02|| mXP  

( 0  – нормированная функция Лапласа). В нашем случае 15 . По-

этому имеем  

  )5,1(2
10

15
215|0| 00 








XP . 

По таблице находим 4332,0)5,1(0  . Таким образом,  

  8664,015|| XP . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 

 

78. Функция распределения непрерывной случайной величины 

X задана выражением 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

32 

















.2при1

2,0при

,0при0

)( 3

x

xax

x

xF  

Найти коэффициент a и плотность распределения случайной величи-

ны X. 

79. Случайная величина X имеет плотность распределения 
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)(
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Найти математическое ожидание )(XM , дисперсию )(XD  и среднее 

квадратическое отклонение )(X . 

80. Задана плотность распределения непрерывной случайной 

величины X: 
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Найти функцию распределения )(xF  этой случайной величины и ве-

роятность события  15,0  X . 

81. Плотность распределения )(xp  случайной величины X опре-

деляется формулой ||)( xaexp  . Определить: а) коэффициент a; б) ма-

тематическое ожидание )(XM  и дисперсию )(XD . 

82. Случайная величина X имеет плотность распределения 

21
)(

x

a
xp


 . 

Требуется: а) найти коэффициент a и функцию распределения )(xF ; 

б) найти вероятность события  3X ; в) определить математиче-

ское ожидание )(XM . 

83. Функция распределения непрерывной случайной величины 

X задана выражением 
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Найти вероятность события  1X , математическое ожидание )(XM  

и дисперсию )(XD . 

84. Функция распределения случайного времени безотказной 

работы радиоаппаратуры имеет вид 
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T

t

etF


1)(      )0(  t . 

Найти вероятность безотказной работы аппаратуры в течение проме-

жутка времени ),0( T . 

85. Случайная величина X распределена нормально. Среднее 

квадратическое отклонение этой величины 2 , а математическое 

ожидание 6m . Найти вероятности событий: 

а)  74  X ;           б)  3,0|| mX . 

86. Станок-автомат изготовляет шарики для подшипников, при-

чѐм контролируется их диаметр X. Считая X нормально распределѐн-

ной случайной величиной с математическим ожиданием 10 мм и 

средним квадратическим отклонением 0,1 мм, найти интервал, сим-

метричный относительно математического ожидания, в котором с ве-

роятностью 0,9973 будет заключѐн диаметр изготовленного шарика. 

87. Точку бросают наудачу внутрь шара радиуса R. Вероятность 

еѐ попадания в любую область, расположенную внутри шара, пропор-

циональна объѐму этой области. Рассматривается случайная величина 

X – расстояние от точки до центра шара. Найти функцию распределе-

ния, плотность распределения, математическое ожидание и диспер-

сию этой случайной величины.  

  

2.3. Двумерные случайные величины 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Что такое двумерная случайная величина? 

2. Какая двумерная случайная величина называется дискрет-

ной? 

3. Что называют законом распределения дискретной двумерной 

случайной величины? Каким образом можно его задать? 

4. Как одномерные законы распределения компонент дискрет-

ной двумерной случайной величины выражаются через вероятности 

их совместных значений? 

5. Дайте определение функции распределения двумерной случай-

ной величины. Приведите еѐ свойства. 

6. Дайте определение непрерывной двумерной случайной вели-

чины. Что такое совместная плотность распределения? 

7. Перечислите основные свойства совместной плотности рас-

пределения. Как одномерные плотности компонент непрерывной дву-

мерной случайной величины выражаются через совместную плот-

ность? 

8. Что такое условный закон распределения? 
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9. Какие случайные величины называются независимыми? Как 

проверить независимость двух случайных величин? 

10. Что называют коэффициентом корреляции случайных вели-

чин? Что характеризует эта величина? 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Распределение вероятностей дискретной двумерной 

случайной величины ),( YX  задано таблицей 

 xi
   yj 2 4 6 

1 0,08 0,12 0,20 

1  0,12 0,18 0,30 

Найти одномерные законы распределения компонент X  и Y . Прове-

рить, являются ли случайные величины X  и Y  независимыми. По-

строить функцию распределения двумерной случайной величины 

),( YX .  

Решение. Складывая вероятности по строкам и по столбцам в 

таблице совместного распределения, получаем соответственно законы 

распределения случайных величин  X и Y: 

 

 

 

 

(Контроль: 16,04,0  ; 15,03,02,0  .) 

Случайные величины X и Y будут независимыми в том и только 

том случае, если для каждой пары значений ),( ji yx  выполняется ра-

венство 

  )()(),( jiji yXPxXPyyxXP  .   )(  

Например, для пары значений )2,1(  имеем 

)2,1(8,02,04,0)2()1(  YXPXPXP . 

Легко убедиться в том, что равенство )(  будет выполняться и для ос-

тальных пяти пар значений ),( ji yx . Следовательно, случайные вели-

чины X  и Y  являются независимыми. 

Построим функцию распределения ),( yxF  двумерной случай-

ной величины ),( YX . Так как случайные величины X и Y независимы, 

то 

  )()(),( yFxFyxF YX ,                      )(  

ix  1 1  yj 2 4 6 

ip  0,4 0,6  pj 0,2 0,3 0,5 
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где )(xFX  и )(yFY  – функции распределения случайных величин X и Y 

соответственно. Находим )(xFX  и )(yFY : 















 


;1при1

,11при4,0

,1при0

)()()(
:

x

x

x

xXPxXPxF
xxi

iX

i

 





















 


.6при1

,64при5,0

,42при2,0

,2при0

)()()(
:

y

y

y

y

yYPyYPyF
yyj

jY

j

 

Находим значения функции ),( yxF  по формуле )(  и сводим их в 

таблицу: 

     x
      y 2y  42  y  64  y  6y  

1x  0 0 0 0 

11  x   0 0,08 0,2 0,4 

1x  0 0,2 0,5 1 

 

Пример 2. Плотность распределения непрерывной двумерной 

случайной величины ),( YX  имеет вид 










,),(при0

,),(при
),(

Dyx

Dyxaxy
yxp  

где область }2,0,0:),{(  yxyxyxD . Найти: 

а) постоянную a; 

б) вероятность попадания случайной точки ),( YX  в область 

};10,10:),{(  yxyxG  

в) одномерные плотности распределения )(xpX  и )(ypY  слу-

чайных величин X  и Y  соответственно. 

Определить, зависимы ли случайные величины X  и Y . 

Решение. а) Область D пред-

ставляет собой треугольник, ограни-

ченный прямыми 0x , 0y  и 

xy  2  (см. рис. 5). Постоянную a 

найдѐм из условия 

 








1),( dydxyxp . 

Вычисляем интеграл 
0 x 2 

Рис. 5 

y 

2 

1 

1 

D 

G 
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 . 

Таким образом, должно выполняться равенство 1
3

2
a , откуда нахо-

дим 
2

3
a . 

б) Вероятность попадания случайной точки ),( YX  в область G  

найдем по формуле 


G

dydxyxpGYXP ),()),(( . 

В нашем случае область G – квадрат, ограниченный прямыми 0x , 

1x , 0y  и 1y  (на рис. 5 имеет двойную штриховку). Очевидно, 

DG , и поэтому xyyxp
2

3
),(   при Gyx ),( . Таким образом, 

 
1

0

1

0

2
1

0

1

0 4

3

2

3

2

3
)),(( dxyxdyxydxdydxxyGYXP

G

 

8

3

8

3

4

3 1

0

2
1

0

  xdxx . 

в) Найдем одномерную плотность )(xpX  случайной величины X 

по формуле 






 dyyxpxpX ),()( . 

Заметим, что в нашей задаче совместная плотность 0),( yxp  при 

]2,0[x  и Ry . Поэтому 0)( xpX  при  ]2,0[x . При ]2,0[x  име-

ем: 

 
 x x

X xxyxdyxyxp
2

0

2
2

0

2 )2(
4

3

4

3

2

3
)( . 

 Таким образом, 













].2,0[при0

],2,0[при)2(
4

3

)(
2

x

xxx
xpX  

Аналогично рассуждая, найдѐм одномерную плотность )(ypY  

случайной величины Y : 
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].2,0[при0

],2,0[при)2(
4

3

)(
2

y

yyy
ypY  

Легко заметить, что )()(),( ypxpyxp YX . Следовательно, слу-

чайные величины X  и Y  зависимы. 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 
 

88. Бросаются две одинаковые игральные кости. Рассматрива-

ются случайные величины: X – индикатор чѐтности суммы выпавших 

очков (т.е. 1X , если эта сумма чѐтна, и 0X  в противном случае), 

Y – индикатор чѐтности произведения выпавших очков ( 1Y , если это 

произведение чѐтно, и 0Y  в противном случае). Найти закон рас-

пределения двумерной случайной величины ),( YX  и одномерные за-

коны распределения компонент X и Y. Построить функцию распреде-

ления двумерной случайной величины ),( YX . 

89. Распределение вероятностей дискретной двумерной случай-

ной величины ),( YX  задано таблицей 

   xi
   yj 10 20 30 40 

0,5 0,05 0,12 0,08 0,04 

2,5  0,09 0,30 0,11 0,21 

Требуется:  

а) построить ряды распределения случайных величин X  и Y ; 

б) найти значения функции распределения ),( yxF  двумерной 

случайной величины ),( YX  в точках )25;5,2(  и )11;9( , а также веро-

ятность события  3010,92  YX ; 

в) проверить, являются ли случайные величины X  и Y  незави-

симыми. 

90. Функция распределения дискретной двумерной случайной 

величины ),( YX  имеет вид, определяемый таблицей 

     x
      y 1y  31  y  53  y  5y  

2x  0 0 0 0 

42  x   0 0,25 0,3 0,4 

4x  0 0,4 0,75 1 

Найти закон распределения двумерной случайной величины ),( YX . 

91. Распределение вероятностей дискретной двумерной случай-

ной величины ),( YX  задано таблицей 
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   xi
   yj 1 2 3 

1 0,05 0,1 0,05 

2  0,15 0,2 0,1 

3 0,1 0,2 0,05 

Найти: 

а) условный закон распределения случайной величины X при 

условии 2Y ; 

б) коэффициент корреляции случайных величин X и Y. 

92. Плотность распределения непрерывной двумерной случай-

ной величины ),( YX  имеет следующий вид: 



 


случаях.остальных  в0

,10,10при)(
),(

yxyxc
yxp  

Найти постоянную c, вычислить вероятность события  1YX  и 

коэффициент корреляции случайных величин X и Y. 

93. Непрерывная двумерная случайная величина ),( YX  распре-

делена равномерно в области }21,21:),{(  yxyxG . Полу-

чить выражения для плотности распределения ),( yxp , функции рас-

пределения ),( yxF  двумерной случайной величины ),( YX  и устано-

вить, зависимы или нет компоненты X и Y. 

94. Непрерывная двумерная случайная величина ),( YX  распре-

делена равномерно в квадрате со стороной a и диагоналями, лежащи-

ми на осях координат. Установить, зависимы или нет компоненты X и 

Y. 

95. Непрерывная двумерная случайная величина ),( YX  распре-

делена равномерно в треугольнике с вершинами в точках )0;0( , )0;2( , 

)1;0( . Найти плотности и условные плотности распределения компо-

нент X и Y. Установить, зависимы или нет эти случайные величины. 

96. Плотность распределения непрерывной двумерной случай-

ной величины ),( YX  имеет вид 










,),(при0

,),(при
),(

2

Dyx

Dyxcxy
yxp  

где D – прямоугольник, ограниченный прямыми 0x , 1x , 0y , 

2y . Найти: а) постоянную c; б) функцию распределения двумерной 

случайной величины ),( YX . 

97. Известна функция распределения непрерывной двумерной 

случайной величины ),( YX : 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

39 












.0или0при0

,0,0при2221
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yx

yx
yxF

yxyx

 

Найти совместную плотность распределения двумерной случайной 

величины ),( YX  и вероятность еѐ попадания в прямоугольник, огра-

ниченный прямыми 1x , 2x , 3y , 5y . 

 

2.4. Функции случайных величин 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Дайте определения функций одной и нескольких случайных ве-

личин. 

2. Как найти закон распределения функции дискретной случай-

ной величины? 

3. Как найти плотность распределения функции непрерывной 

случайной величины? 

4. Приведите формулы, по которым можно вычислить матема-

тическое ожидание и дисперсию функций одной и нескольких слу-

чайных величин. 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Распределение дискретной двумерной случайной ве-

личины ),( YX  задано таблицей 

   xi
   yj 1 0 1 

1 0,07 0,10 0,13 

1  0,20 0,23 0,27 

Найти ряд распределения случайной величины 122  YXZ . 

Решение. Составим сначала таблицу, первая строка которой со-

держит значения случайной величины Z, найденные для всех пар зна-

чений ),( ji yx , а нижняя – соответствующие этим парам вероятности: 

 

 

 

Объединяя теперь столбцы с одинаковыми значениями iz  (вероятно-

сти при этом складываются), получаем окончательно ряд распределе-

ния случайной величины Z: 

 

iz  1 0 1 1 0 1 

ip  0,07 0,10 0,13 0,20 0,23 0,27 Ре
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Пример 2. Случайная величина X распределена нормально с па-

раметрами 0m , 1 . Найти плотность распределения случайной 

величины 2XY  . 

Решение. Найдѐм сначала функцию распределения )(yFY  слу-

чайной величины Y. По определению функции распределения 

)()()( 2 yXPyYPyFY  . 

Поскольку 02 X , то 0)( yFY  при 0y , и значит,  )()( yFyp YY 0 

при 0y . При 0y  имеем 

).()|(|)( yXyPyXPyFY   

Так как случайная величина X распределена нормально с параметрами 

0m , 1 , то из полученного равенства вытекает 





y t

Y dteyyyyF
0

2
000

2

2
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. 

Отсюда получаем выражение для плотности распределения случайной 

величины Y при 0y : 
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Таким образом, искомая плотность 
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Пример 3. Случайная величина X имеет показательный закон 

распределения с параметром 3 . Найти математическое ожидание и 

дисперсию случайной величины XeY  . 

Решение. Согласно условию плотность распределения случай-

ной величины X имеет вид 












.0при0

,0при3
)(

3

x

xe
xp

x

X  

Находим математическое ожидание случайной величины Y: 

5,13)()()(
0

3
 





  dxeedxxpeeMYM xx

X
xX . 

Вычисляем дисперсию 

iz  0 1 

ip  0,33 0,67 
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2222 )5,1()()()()( dxxpeYMYMYD X
x  

75,025,23
0

32



  dxee xx . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 
 

98. Шесть раз бросается правильная монета. Случайная величи-

на X – модуль разности числа появлений герба и числа появлений 

цифры в данном эксперименте. Найти закон распределения этой слу-

чайной величины. 

99. Распределение дискретной двумерной случайной величины 

),( YX  задано таблицей 

   xi
   yj 10 12 14 

1 0,08 0,02 0,10 

2  0,32 0,08 0,40 

Найти ряд распределения случайной величины XYZ )12(  . 

100. Дискретная двумерная случайная величина ),( YX  распре-

делена по закону, представленному таблицей 

   xi
   yj 1 0 1 

0 0,1 0,2 0,1 

1 0,2 0,3 0,1 

Найти функцию распределения случайной величины XYZ  . 

101. Случайная величина X распределена равномерно на отрезке 

]3;0[ . Найти функцию распределения случайной величины 12 XY . 

102. Случайная величина X распределена по показательному за-

кону с параметром  . Найти плотность распределения вероятностей 

случайной величины Y, если: а) XY  ; б) 2XY  . 

103. Непрерывная двумерная случайная величина ),( YX  рас-

пределена равномерно в круге радиуса R с центром в начале коорди-

нат. Найти плотность распределения случайной величины 
Y

X
Z  . 

104. Случайная величина X распределена равномерно на отрезке 

]1;0[ . Найти математическое ожидание и дисперсию случайной вели-

чины 34XY  . 

105. На отрезке длиной a наудачу выбираются две точки; слу-
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чайная величина Z – расстояние между ними. Найти математическое 

ожидание и дисперсию случайной величины Z. 

106. Закон распределения вероятностей дискретной двумерной 

случайной величины ),( YX  представлен таблицей 

   xi
   yj 0,5 1 2 

1 0,1 0,4 0,2 

2  0,2 0 0,1 

Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины 

)(log2 XYZ  . 

 

3. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 

3.1. Неравенства Маркова и Чебышева. Закон больших чисел 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Приведите неравенства Маркова и Чебышева. 

2. Что такое закон больших чисел? Сформулируйте теорему Че-

бышева. Приведите доказательство этой теоремы. 

3. Сформулируйте и докажите теорему Бернулли. 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Суточный расход воды в типовом девятиэтажном 

доме составляет в среднем 1200 м
3
. Оценить вероятность того, что в 

ближайшие сутки расход воды в доме не превысит 3000 м
3
. 

Решение. Пусть случайная величина X – суточный расход воды 

в доме. По условию 1200)( XM . Так как случайная величина 0X , 

то применим неравенство Маркова 




)(
1)(

XM
XP  . 

Имеем 

6,0
3000

1200
1)3000()3000(  XPXP , 

т.е. вероятность интересующего нас события не менее 0,6. 

Пример 2. Среднее квадратическое отклонение каждой из 2500 

независимых случайных величин не превосходит 3. Оценить вероят-

ность того, что абсолютная величина отклонения среднего арифмети-

ческого этих случайных величин от среднего арифметического их ма-

тематических ожиданий не превзойдѐт 0,3. 
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Решение. Воспользуемся неравенством, которое получается при 

доказательстве теоремы Чебышева: 

2
11

1)(
11




n

C
XM

n
X

n
P

n

i
i

n

i
i 








 



, 

где константа C такова, что CXD i )(  ( ni ,,2,1  ). В нашем случае 

9)()( 2  ii XXD  , и следовательно, можно положить 9C . Учиты-

вая то, что замена строгого неравенства под знаком вероятности на 

нестрогое может лишь увеличить эту вероятность, получаем 

96,0
09,02500

9
13,0)(

11

11












 



n

i
i

n

i
i XM

n
X

n
P , 

т.е. вероятность рассматриваемого события не менее 0,96. 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 
 

107. По многолетним наблюдениям, средняя скорость ветра в 

некотором пункте равна 16 км/ч. Оценить вероятность того, что в слу-

чайный момент времени скорость ветра в этом пункте превысит 80 

км/ч. 

108. Оценить вероятность того, что случайная величина X от-

клонится от своего математического ожидания не менее чем на 3 , 

где   – среднее квадратическое отклонение этой случайной величи-

ны. 

109. Выяснить, применима ли теорема Чебышева к последова-

тельности независимых случайных величин  ,,,, 21 nXXX , если 

nX  имеет следующее распределение:  

nix  5n 0 5n 

nip  
22

1

n
 2

1
1

n


 
22

1

n
 

110. Глубина моря измеряется прибором, не имеющем система-

тической ошибки. Среднее квадратическое отклонение измерений не 

превосходит 15 м. Сколько нужно сделать независимых измерений, 

чтобы с вероятностью, не меньшей 0,9, можно было утверждать, что 

среднее арифметическое этих измерений отличается от a (глубины 

моря) по модулю менее чем на 5 м? 

111. Вероятность наличия опечатки на одной странице рукописи 

2,0p . Оценить вероятность того, что в рукописи, содержащей 400 

страниц, частость (относительная частота) появления опечатки отли-

чается от p по модулю менее чем на 0,05. 
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3.2. Центральная предельная теорема 

 

I. Контрольные вопросы и задания 

 

1. Сформулируйте центральную предельную теорему для неза-

висимых одинаково распределѐнных случайных величин. 

2. Сформулируйте и докажите следствие центральной предель-

ной теоремы – интегральную теорему Муавра – Лапласа. 

 

II. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Случайная величина X является средним арифмети-

ческим 3200 независимых одинаково распределѐнных случайных ве-

личин: 



3200

13200

1

n
iXX , причѐм 3)( iXM , 2)( iXD , 3200,1i . 

Найти вероятность того, что случайная величина X попадѐт в интервал 

)075,3;925,2( . 

Решение. Случайная величина X имеет математическое ожида-

ние 3)(
3200

1
)(

3200

1





i

iXMXM  и дисперсию 



3200

1
2

)(
3200

1
)(

i
iXDXD  

1600

1
 . В силу центральной предельной теоремы 


















 40)3075,3(

)(

)(
40)3925,2()075,3925,2(

XD

XMX
PXP  

9973,0)3(2)3()3(3
)(

)(
3 000 



















XD

XMX
P . 

Пример 2. Сколько раз нужно бросить игральную кость, чтобы 

с вероятностью 975,0p  сумма выпавших очков была не менее 4500? 

Решение. Пусть случайная величина iX  – количество очков, 

выпавшее при i-м бросании кости. Эта случайная величина принимает 

значения 6,5,4,3,2,1k  с одинаковыми вероятностями 
6

1
kp . Най-

дѐм еѐ математическое ожидание и дисперсию: 

5,3)654321(
6

1
)(  iXMm , 

12

35
)5,3()362516941(

6

1
)()()( 2222  iii XMXMXD . 

Пусть случайная величина nS – сумма очков после n подбрасываний 
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кости. Очевидно, 



n

i
in XS

1

. Нам нужно найти такое n, чтобы выпол-

нялось неравенство 975,0)4500( nSP . Применяя центральную пре-

дельную теорему, получаем 








 





n

nm

n

nmS
PSP n

n


4500
)4500(  








 








 


n

nm

n

nm



4500
5,0

4500
)( 000 . 

Таким образом, имеем 

975,0
4500

5,0 0 






 


n

nm


     475,0

4500
0 







 


n

nm


. 

Из таблицы находим, что .475,0)96,1(0   Следовательно, 

96,1
4500




n

nm


     nnm 96,14500     

    04500123596,15,3  nn . 

Это квадратное относительно n  неравенство. Решив его, получим 

34,36n . Отсюда следует, что 1321n . 

 

III. Задачи для самостоятельного решения 
 

112. Складывается 10
3
 чисел, каждое из которых округлено с 

точностью до 10
3

. Предполагая, что ошибки от округления независи-

мы и равномерно распределены в интервале )105,0;105,0( 33   , най-

ти интервал, симметричный относительно математического ожидания, 

в котором с вероятностью 0,998 заключена суммарная ошибка. 

113. Время ожидания автобуса пассажиром имеет показательное 

распределение со средним значением 9 минут. Найти число поездок, 

для которого суммарное время ожидания автобуса превысит 3 часа с 

вероятностью не более 0,2. 

114. Независимые случайные величины iX  )100,1( i  распреде-

лены равномерно на отрезке ]1;0[ . Написать приближенное выраже-

ние для плотности распределения случайной величины 



100

1i
iXY , а 

также вероятность того, что 7055 Y . 

115. Определить, сколько раз нужно бросить игральную кость, 

чтобы с вероятностью не менее 0,99 можно было утверждать, что от-

носительная частота выпадения пятѐрки будет находиться в пределах 

от 05,061   до 05,061  ? 
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ОТВЕТЫ 

 

1.  ,2,1 ;  4A ;  ,5,4B ;  3,2,1C . Пары несо-

вместных событий: A и С, B и C.  2.  6,1,:),(  mkmk ; 

 )6,6(),3,6(),6,3(),3,3(A ;  )5,5(),4,6(),6,4(),2,3(),3,2(),1,4(),4,1(B ; 

 )2,2(),1,2(),2,1(),1,1(C ;  )6,6(),5,5(),4,4(),3,3(),2,2(),1,1(D . Пары 

несовместных событий: A и B, A и C, B и C.  3. а) B; б) A; в) герб выпал 

на 2-х или на 3-х монетах или вообще не выпал ни на одной монете;  

г) герб не выпал ни на одной монете; д) герб выпал на 2-х или на 3-х 

монетах.  4. а) ничья; б) B; в) ничья; г) B.  5. а) не выигран телевизор; 

б) нет выигрыша; в) есть выигрыш, но выигран не телевизор; г) B.  

6.  321 ,,   (элементарное событие i  – в выборке i чѐрных ша-

ров);    321 ,, A ;  32 ,B ;  32 ,C ;  21,D ; DC  

 2 ;  1CD ;   1C ; CB .  7.  321321 AAAAAAA  

321 AAA ; 321 AAAB  ; 321 AAAC  ;  3221 AAAAD  

31 AA ;  321 AAAE  .  8. ))(( 31322121 BBBBBBAAC  .  9. A  

)( 4321 AAAA  ; 4321 )( AAAAA  .  10.  )()( 54321 AAAAAA  ; 

54321 AAAAAA  .  11. 0,5.  12. 
216

1
)( AP ; 

36

1
)( BP ; 

54

5
)( CP .  

13. 
9

7
.  14. 

7

2
.  15. 

1001

81
.  16. 

3

1
; 

n

m
n

mn C

3

2 2
2




 )20(  nm ; 
n

m
n

mn C

3

2 

 

)0( nm  .  17. 153,0
2

2ln1



.  18. 

3

2
; 

12

1
.  19. 134,0

2

3
1  .  

20. 
1152

139
.  21. 

2

2)2(

a

ra 
.  22. 

9

2
)|( ABP , 

9

2
)|( BAP , 

16

9
)|( CAP . 

Все пары – зависимые события. Нет.  23. 
3

2
)|( BAP , 

2

1
)|( ABP , 

5

3
)|( CAP , 

4

3
)|( ACP , 

15

7
)|( CBP , 

9

7
)|( BCP . A и B независи-

мы; A и C, B и C зависимы. Нет.  24. Да.  25. Да. Нет.  26. 
4

1
.  27. 

48

1
.  

28. 
420

1
.  29. 

1764

5
.  30. а) 

125

27
; б) 

6

1
.  31. 

51

2
.  32. 

15

7
.  33. 337,0 .  

34. 65,0 .  35. 0,154.  36. 8736,0 .  37. 
11

6
, 

11

5
.  38. 424,0 ; 24,0 ; 336,0 .  

39. 99976,0 .  40. 10n .  41. 
80

31
.  42. 52,0 .  43. 445,0 .  44. 99,0 .  

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

47 

45. 785,0 .  46. 1) 91,0 . 2) От второго.  47. 
3

2
.  48. 

19

4
.  49. а) 58,0 ; 

б) 002,0 .  50. а) 0,041; б) 0,044.  51. 0,663.  52. 0,0328.  53. Данные 

события равновероятны.  54. 7n .  55. 14; 0,343.  56. 2.  57. 22 или 23.  

58.  1714  n .  59. 3679,0 ; 9197,0 ; 0803,0 .  60. а) 154,0 ; 

б) 763,0 .  61. 300n .  62. 0782,0 .  63. 0080,0 .  64. 0021,0 .  

65. 9963,0 .  66. 9938,0 .  67. а) 024,0 ; б) 8665,0 .  68. 9903,0 . 

69. 
 

 





























;5при1

,54при9919,0

,43при973,0

,32при91,0

,21при7,0

,1при0

)(

x

x

x

x

x

x

xF          0819,0)52(  XP . 

70. 

96,0)( XM , 2384,1)( XD . 

 

71. 1) 
55

1
c ;  2) 

11

45
)( XM ;  3) 

605

644
)( XD ;  4) 032,1)( X ;  

5)
55

14
)1|2(| XP .  72. 5,0)5,3( XP , 3,0)5,2|(| XP . 

73. 721,0)( XM ,  503,0)( XD .   74. 1)( XM ,  154,1)( X . 

75. 15,3)( XM ,     

6475,0)( XD . 

 


























;3при1

,32при936,0

,21при648,0

,10при216,0

,0при0

)(

x

x

x

x

x

xF  76.                                                            

1) 648,0)2( XP , 72,0)31(  XP , 352,0)31(  XP ; 

2) 2,1)( XM ,  72,0)( XD ,  849,0)( X . 

ix  1 2 3 4 5 

ip  0,7 0,21 0,063 0,0189 0,0081 

ix  0 1 2 3 4 

ip  0,44 0,32 0,12 0,08 0,04 

ix  0 1 2 3 4 

ip  0,0015 0,0275 0,1685 0,4245 0,378 

ix  0 1 2 3 

ip  0,216 0,432 0,288 0,064 Ре
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77. 

















.4при1

,43при8,0

,3при0

)(

x

x

x

xF   78. 
8

1
a ; 













.2или0при0

,20при
8

3

)(
2

xx

xx
xp  

79. 2)( XM ; 5,0)( XD ; 707,0)( X .  

80. 

























;2при1

,21при2
2

2

,10при
2

,0при0

)(
2

2

x

x
x

x

x
x

x

xF        
8

3
)15,0(  XP . 

81.  а) 
2

1
a ; б) 0)( XM , 2)( xD .  82. а) 



1
a , )(xF  

 xarctg


1

2

1
 ; б) 

6

1
)3( XP ; в) 0)( XM . 83. 75,0)1( XP ; 

3

4
)( XM ; 

9

2
)( XD .  84. 

e

1
.  85. а) 5328,0)74(  XP ; 

б) 1192,0)3,0|(| mXP .  86. )3,10;7,9( . 

87. 


















;при1

,0при

,0при0

)(
3

3

Rx

Rx
R

x

x

xF     












;или0при0

,0при
3

)( 3

2

Rxx

Rx
R

x
xp   

RXM
4

3
)(  ;  2

80

3
)( RXD  . 

88.  

 

 

 

),( yxF : 

 

 

 

 

89. а) 

 

 

   xi
    yj 0 1 

0 0 0,5 

1  0,25 0,25 

ix  0 1  jy  0 1 

ip  0,5 0,5  jp  0,25 0,75 

     x
      y 0y  10  y  1y  

0x  0 0 0 

10  x   0 0 0,5 

1x  0 0,25 1 

ix  0,5 2,5  jy  10 20 30 40 

ip  0,29 0,71  jp  0,14 0,42 0,19 0,25 
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б) 17,0)25;5,2( F , 14,0)11;9( F , 5,0)3010,92(  YXP ; 

в) нет. 

90.  

 

 

 

 

91.   

0688,0XYr . 

 

92. 1c ;  
3

1
)1( YXP ;  

11

1
XYr . 

93. 











случаях;остальных  в0

,21,21при
3

1

),(
yx

yxp  



























;2,2при1

,21,2при1

,2,21при)1(
3

1

,21,21при)1)(1(
3

1

,1или1при0

),(

yx

yxy

yxx

yxyx

yx

yxF  

компоненты независимы. 

94. Зависимы. 

95. 












];2,0[при0

],2,0[при
2

1
)(

x

x
x

xpX         









];1,0[при0

],1,0[при22
)(

y

yy
ypY  













;10где,22или0при0

,220при
22

1

)|(

yyxx

yx
yyxpX      














.20где,
2

1или0при0

,
2

10при
2

2

)|(

x
x

yy

x
y

xxypY  

Зависимы. 

   xi
   yj 1 3 5 

2 0,25 0,05 0,1 

4  0,15 0,3 0,15 

ix  1 2 3 

)2|(  YxXP i  0,2 0,4 0,4 
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96. а) 
4

3
c ;  б) 




























.2,1при1

,20,1при
8

,2,10при

,20,10при
8

,0или0при0

),(
3

2

32

yx

yx
y

yxx

yx
yx

yx

yxF  

97. 











;0или0при0

,0,0при2ln2
),(

2

yx

yx
yxp

yx

 

128

3
)53,21(  YXP . 

98.  
 

 

 

99.  

 

 

100. 























.1при1

,10при9,0

,01при2,0

,1при0

)(

z

z

z

z

zFZ     101. 



















.10при1

,101при
3

1

,1при0

)(

x

x
y

y

yFY  

102. а) 









 ;0при2

,0при0
)( 2

yye

y
yp

yY 
  б) 












 
.0при

2

,0при0

)(
ye

y

y

yp yY    

103. 
)1(

1
)(

2z
zpZ





.  104. 1)( YM ,  79)( YD .  105. 3)( aZM  ,  

18)( 2aZD  .  106. 2,0)( ZM , 16,1)( ZD .  107. 2,0p .  108. 
9

1
p .  

109. Да. 110. 90n .  111. 84,0p . 112. (0,0283; 0,0283). 113. 36n .  

114.  50

)50(3 2

65

3
)(






y

Y eyp


; 04,0)7055( YP .  115. 368n . 

 

 

ix  0 2 4 6 

ip  165  
3215

 
163  321  

iz  2 1 0 1 2 

ip  0,08 0,32 0,10 0,40 0,10 
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