
Министерство образования Республики Беларусь 

Учреждение образования «Витебский государственный  

университет имени П.М. Машерова» 

Кафедра геометрии и математического анализа 
 

 

 

 

 

С.М. Бородич, Т.В. Кавитова 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ  

И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 

 

 

 

Методические рекомендации 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Витебск 

ВГУ имени П.М. Машерова 

2015

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



УДК 519.2(075.8) 

ББК 22.17я73 

 Б83 

 

 

Печатается по решению научно-методического совета учреждения 

образования «Витебский государственный университет имени П.М. Маше-

рова». Протокол № 1  от 23.10.2015 г. 

 

 

Авторы: старшие преподаватели кафедры геометрии и математического ана-

лиза ВГУ имени П.М. Машерова С.М. Бородич, Т.В. Кавитова 

 

 

Р е ц е н з е н т : 

доцент кафедры математики и информационных технологий УО «ВГТУ», 

кандидат физико-математических наук В.С. Денисов 

 

 

Научный редактор: доцент кафедры геометрии и математического анализа 

ВГУ имени П.М. Машерова, кандидат физико-

математических наук Т.Л. Сурин 

 

 

 

 

 

 

 

 Бородич, С.М. 

Б83 Теория вероятностей и математическая статистика : методиче-

ские рекомендации / С.М. Бородич, Т.В. Кавитова. – Витебск : ВГУ 

имени П.М. Машерова, 2015. – 51 с. 
  

 Настоящее учебное издание содержит краткий теоретический материал и демон-

страционные примеры, помогающие лучше усвоить основные понятия и методы теории 

вероятностей и математической статистики. Оно может использоваться для организации 

самостоятельной работы студентов, а также при проведении практических занятий. 

Предназначается для студентов, обучающихся по специальностям «Математика и 

информатика», «Прикладная информатика» дневной формы обучения. 

 

УДК 519.2(075.8) 

ББК 22.17я73 

 

© Бородич С.М., Кавитова Т.В., 2015 

© ВГУ имени П.М. Машерова, 2015 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

3 

СОДЕРЖАНИЕ 

 

 

Введение ……....………………................................................................ 5 

Часть I. Случайные события и их вероятности ………………….. 6 

1.1. Случайные события. Пространство элементарных событий ….. 6 

1.2. Отношения между событиями …………………………………… 7 

1.3. Алгебраические операции над событиями …………………....... 7 

1.4. Вероятность события. Классическое определение вероятности  9 

1.5. Некоторые сведения из комбинаторики ………………….……… 10 

1.6. Геометрическое определение вероятности ……………….…….. 11 

1.7. Формулы сложения вероятностей ……………………………….. 12 

1.8. Условная вероятность. Формула умножения вероятностей …… 13 

1.9. Независимые события …………………………………………...... 13 

1.10. Формула полной вероятности ………………………………….. 14 

1.11. Формула Байеса (формула гипотез) ……………………………. 15 

1.12. Схема Бернулли. Формула Бернулли ………………………….. 16 

1.13. Предельные теоремы в схеме Бернулли ………………………. 16 

Часть II. Случайные величины ……………………………………. 18 

2.1. Понятие случайной величины. Дискретные и непрерывные слу-

чайные величины ………………………………………………………. 18 

2.2. Закон распределения дискретной случайной величины. Основные 

дискретные распределения ……………………..……………………… 19 

2.3. Функция распределения случайной величины ………………..... 20 

2.4. Непрерывные случайные величины ……………………………... 21 

2.5. Основные непрерывные распределения ………………………… 22 

2.6. Понятие многомерной случайной величины ……………………. 24 

2.7. Закон распределения дискретной двумерной случайной величины  24 

2.8. Функция распределения многомерной случайной величины ... 25 

2.9. Непрерывная двумерная случайная величина ……………..…… 26 

2.10. Условные законы распределения компонент двумерных слу-

чайных величин ……………………………………………….……….. 27 

2.11. Независимые случайные величины ……………………...……… 29 

2.12. Функции случайных величин. Закон распределения функции 

одной случайной величины ………......................................................... 30 

2.13. Числовые характеристики случайных величин ………………. 31 

Часть III. Предельные теоремы теории вероятностей …………. 35 

3.1. Неравенства Маркова и Чебышева ……………………………… 35 

3.2. Теоремы Чебышева и Бернулли …………………………………. 36 

3.3. Центральная предельная теорема ……………………………….. 37 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

4 

Часть IV. Элементы математической статистики ………………. 37 

4.1.Выборка. Статистическое распределение выборки и еѐ графиче-

ское представление ……………………………..……………………… 37 

4.2. Эмпирическая функция распределения …………………………. 40 

4.3. Числовые характеристики выборки …………………………....... 41 

4.4. Точечные оценки неизвестных параметров распределения ….. 42 

4.5. Метод максимального правдоподобия ……….…………….......... 44 

4.6. Интервальное оценивание. Доверительные интервалы для пара-

метров нормального распределения ……………………...................... 45 

4.7. Проверка гипотез о виде закона распределения. Критерий со-

гласия 2  Пирсона ………………………………….………………….. 47 

Литература ……………………………………………….…………… 50 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

5 

ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Курс «Теория вероятностей и математическая статистика» является 

составной частью цикла математических дисциплин, из которых складыва-

ется фундамент математического образования современного специалиста. 

Настоящее учебное издание адресуется прежде всего студентам ма-

тематического факультета, обучающимся по специальностям «Математика 

и информатика», «Прикладная информатика». Учебным планом для ука-

занных специальностей отводится сравнительно немного аудиторного 

времени для освоения курса теории вероятностей и математической стати-

стики. Поэтому студентам приходится значительную часть времени уде-

лять самостоятельной работе. Оказать существенную помощь в самостоя-

тельном овладении основными методами и приѐмами изучаемой дисцип-

лины, в первую очередь, и призвано данное издание. Как источник необ-

ходимого теоретического материала оно может использоваться также при 

проведении практических занятий. 

Методические рекомендации состоят из четырѐх разделов: «Слу-

чайные события и их вероятности», «Случайные величины», «Предельные 

теоремы теории вероятностей», «Элементы математической статистики». 

Материал каждой последующей части опирается на понятия, определяе-

мые в предыдущих частях. Краткое изложение теоретического материала 

сопровождается демонстрационными примерами, способствующими луч-

шему пониманию и усвоению учебной дисциплины. 

В конце издания помещѐн список литературы, изучение которой 

поможет студентам подробнее разобраться в отдельных вопросах курса. 
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Часть I. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ 

 

1.1. Случайные события. Пространство элементарных событий 
 

Случайным событием (или просто: событием) называется любой 

факт, который может произойти или не произойти в результате некоторого 

испытания (опыта, эксперимента, наблюдения). 

Событие называется достоверным, если оно обязательно наступит в 

данном испытании, и невозможным, если оно заведомо в данном испыта-

нии не произойдѐт. 

Достоверное событие будем обозначать буквой , а невозможное – 

символом  . 

Пример 1.1. Испытание: однократное бросание игральной кости. 

Событие A –– выпадение 4 очков, событие B – выпадение чѐтного числа 

очков, событие C – выпадение 7 очков, событие D – выпадение целого 

числа очков. Событие C – невозможное, а событие D – достоверное. ● 

Простейшие события, являющиеся непосредственными (теоретически 

возможными) исходами данного эксперимента и обладающие тем свойством, 

что в результате эксперимента происходит одно и только одно из них, назы-

ваются элементарными событиями (элементарными исходами). 

Для любого события A в данном эксперименте можно выделить со-

вокупность элементарных событий, при наступлении которых происходит 

это событие. Такие элементарные события называются благоприятствую-

щими событию A. Таким образом, любое событие, связанное с данным 

экспериментом, можно представить как совокупность всех благоприятст-

вующих этому событию элементарных исходов. 

Пример 1.2. Испытание: один раз бросают игральную кость. Здесь 

6 элементарных событий: 654321 ,,,,,  . Событие i  означает, что 

в результате бросания кости выпало i очков, 6,5,4,3,2,1i . Пусть собы-

тие A – это выпадение чѐтного числа очков. Тогда благоприятствующими 

событию A будут элементарные события 642 ,,  , и значит, 

},,{ 642 A . ● 

Очевидно, что достоверное событие представляется совокупностью 

всех элементарных событий. 

Множество всех элементарных событий данного эксперимента на-

зывается пространством элементарных событий и обозначается, как и 

достоверное событие, буквой  . 
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1.2. Отношения между событиями 

 

Два события называются несовместными, если появление одного из 

них исключает появление другого в одном и том же испытании. В против-

ном случае события называются совместными. 

События  A1, A2, A3, …, An  называются попарно несовместными 

(по-другому: взаимоисключающими), если любые два из них несовместны. 

Говорят, что событие A влечѐт событие B, и пишут BA  или 

AB  , если при наступлении события A обязательно происходит и собы-

тие B. 

События и отношения между ними можно иллюстрировать с помо-

щью диаграмм Венна. При этом про-

странство элементарных исходов (дос-

товерное событие)   изображается 

прямоугольником, элементарные исхо-

ды – точками этого прямоугольника, а 

случайные события – областями внутри 

него. На рис. 1 показано отношение 

BA . 

Пример 1.3. Испытание: одно-

кратное бросание игральной кости. Со-

бытие A – выпадение 2 очков, событие 

B – выпадение чѐтного числа очков. При наступлении события A наступает 

и событие B, т.е. BA . ● 

Если BA  и AB  , то события A и B называют эквивалентными 

(равносильными, равными); записывают: BA  . 

 

1.3. Алгебраические операции над событиями 

 

Суммой событий nAAA ,,, 21   называется событие A, которое со-

стоит в появлении хотя бы одного из этих событий. Записывают: 

nAAAA  21  или 



n

i
iAA

1

. 

Произведением событий nAAA ,,, 21   называется событие A, со-

стоящее в появлении каждого из этих событий. Пишут: 

nAAAA 21   или  



n

i
iAA

1

. 

Разностью двух событий A и B называется событие C, состоящее в 

том, что событие A произошло, а событие B не произошло. Записывают: 

BAC  . 

A  B  

  

Рис. 1 
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Событие AA   называется дополнительным (противополож-

ным) к событию A. Оно заключается в непоявлении события A. Очевидно, 

что  ,  , AA  . 

На рисунках 2–5 с помощью диаграмм Венна представлены сумма, 

произведение и разность событий A  и B , а также событие, противополож-

ное событию A  (соответствующие области заштрихованы). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Операции над событиями обладают следующими свойствами: 

ABBA  , BAAB  , 

)()( CBACBA  , )()( BCACAB  , 

BCACCBA  )( , ))(( CBCACAB  , 

AAA  , AAA , 

A , AA  , 

AA  , A , 

 AA , AA , 

BABA  , BAAB  . 

Пример 1.4. Испытание: один раз бросают игральную кость. В этом 

случае  654321 ,,,,,  , где i  – элементарный исход, заклю-

чающийся в выпадении i  очков. Рассмотрим следующие события: 

A  – выпало чѐтное число очков, т.е.  ; ,, 642 A  

B  – выпало число очков, большее 3, т.е.  . ,, 654 B  

Найдѐм BA  , AB , BA   и A : 

  

A  
B  

  

A  
B  

BA  AB  

 Рис. 2                                                                                                                           

Рис. 1 

 Рис. 3                                                                                                                           

  

A  
B  A  A 

  

BA  A  

 Рис. 4                                                                                                                           

Рис. 1 

Рис. 5 

 Рис. 3                                                                                                                          

Рис. 1 
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 6542 ,,,  BA ,      64 ,AB , 

 2 BA ,      . ,, 531 A  ● 

 

1.4. Вероятность события. 

Классическое определение вероятности 

 

Вероятность события – это числовая характеристика степени воз-

можности его появления в рассматриваемом опыте. Вероятность события 

A обозначается символом )(AP . 

Рассмотрим так называемую классическую вероятностную модель, 

которая используется для описания опытов с конечным числом равновоз-

можных элементарных исходов. 

Несколько событий в данном опыте называются равновозможными, 

если ни одно из них не является объективно более возможным, чем другие. 

Пусть пространство элементарных событий эксперимента состоит из 

конечного числа элементарных событий, причѐм все они равновозможны. 

Пусть A – произвольное событие, связанное с данным экспериментом. Веро-

ятность (классическая вероятность) события A определяется формулой 




A
AP )( , (1.1) 

где   – число всех элементарных событий, A  – число элементарных 

событий, благоприятствующих событию A.  

Из определения (1.1) вытекают следующие свойства вероятности: 

1. 1)(0  AP ; 

2. 1)( P ; 

3. 0)( P ; 

4. Если A и B – несовместные события (т.е. AB ), то 

)()()( BPAPBAP  ; 

5. 1)()(  APAP . 

Пример 1.5. Из урны, содержащей 6 белых и 8 чѐрных шаров (ша-

ры отличаются лишь цветом), наугад вынимают один шар. Какова вероят-

ность события A, заключающегося в том, что вынутый шар будет белым? 

Решение. Число всех элементарных событий в данном опыте совпа-

дает с общим числом шаров в урне: 1486  . Число элементарных 

событий, благоприятствующих событию A, равно 6, т.е. 6A . Таким об-

разом, по формуле (1.1) имеем 

7

3

14

6
)( AP . ● 
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1.5. Некоторые сведения из комбинаторики 

 

Пусть имеется множество, состоящее из n различных элементов. 

Размещением из n элементов по m )0( nm   называется любое 

упорядоченное подмножество данного множества, содержащее m элемен-

тов. 

Число размещений из  n элементов по m обозначается m
nA  и вычис-

ляется по формуле 

)!(

!

mn

n
Am

n


 . 

Пример 1.6. В турнире участвуют 20 команд. Сколькими способа-

ми могут быть распределены первые 3 места, если делѐж мест исключѐн? 

Решение. Искомое число способов равно числу размещений из 20 

элементов по 3, т.е. 6840201918
!17

!203
20 A . ● 

Перестановкой из  n элементов называется размещение из  n эле-

ментов по n. 

Число перестановок из  n элементов обозначается Pn и вычисляется 

по формуле 

!nPn  . 

Пример 1.7. Сколькими способами можно расположить на полке в 

ряд 5 различных книг? 

Решение. Искомое число способов равно числу перестановок из 5 

элементов, т.е. .12054321!55 P  ● 

Сочетанием из n элементов по m )0( nm   называется любое 

подмножество данного множества, содержащее m элементов. 

Число сочетаний из  n элементов по m обозначается m
nC  и вычисля-

ется по формуле 

)!(!

!

mnm

n
C m

n


 . 

Пример 1.8. В группе из 25 студентов нужно выбрать трѐх дежур-

ных. Сколькими способами можно это сделать? 

Решение. Искомое число способов равно числу сочетаний из 25 

элементов по 3, т.е. 

230025423
321

252423

!22!3

!253
25 




C . ● 

Легко заметить, что имеют место формулы: 
mn

n
m
n CC  ,       m

m
n

m
n PCA  . 

Принцип умножения. Если некоторое действие может быть вы-

полнено за k этапов, причѐм число возможных способов осуществления  
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i-го этапа равно ni ),,2,1( ki  , то общее число Nk способов осуществ-

ления указанного действия вычисляется по формуле 

kk nnnN  21 . 

Пример 1.9. Найти количество всех трѐхзначных чисел, которые 

можно составить из цифр 1, 2, 3, 4, 5 при условии, что: а) в каждом числе 

все цифры различны; б) числа могут содержать одинаковые цифры. 

Решение. Последовательно выбираем первую, вторую и третью 

цифры. 

а) Первую цифру можно выбрать 5 способами, вторую (после того, 

как выбрана первая) – 4 способами и третью (после выбора первых двух) – 

3 способами. Согласно принципу умножения имеем: 603453 N . 

б) Каждую из трѐх цифр можно выбрать 5 способами. В силу прин-

ципа умножения имеем: 1255553 N . ● 

 

1.6. Геометрическое определение вероятности 

 

Геометрическое определение вероятности является обобщением 

классического определения на случай, когда пространство элементарных 

событий   не является конечным множеством. 

Рассматривается некоторый случайный эксперимент с бесконечным 

числом равновозможных элементарных исходов. Допустим, что каждому 

элементарному исходу ставится в соответствие некоторая точка на прямой, 

плоскости или в пространстве, причѐм разным исходам соответствуют 

разные точки. Пусть   – множество всех таких точек. Таким образом, рас-

сматриваемый эксперимент можно интерпретировать как случайный вы-

бор точки X , а множество   – как пространство его элементарных 

исходов. Случайным событиям данного эксперимента соответствуют раз-

личные подмножества множества  , при этом подмножество A интерпре-

тируется как случайное событие, заключающееся в том, что AX  .  

Будем предполагать, что и для самого множества  , и для всех рас-

сматриваемых его подмножеств определена мера   (длина, площадь, объ-

ѐм), причѐм предполагаем, что мера )(  конечна. 

Геометрической вероятностью события  A  называется число 

)(

)(
)(





 A
AP . 

Пример 1.10. На линии связи длиной 10 км произошѐл разрыв. 

Найти вероятность того, что разрыв произошѐл не далее, чем в 2-х км от 

начала линии. Предполагается равная возможность разрыва в любых точ-

ках линии связи. 
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Решение. ]2,0[],10,0[  A . По формуле геометрической вероят-

ности находим .2,0
10

2
)( AP  ● 

Геометрическая вероятность обладает всеми перечисленными в 

пункте 1.4 свойствами классической вероятности. Однако имеются также и 

отличия в свойствах этих вероятностей. Например, если классическая ве-

роятность события равна нулю, то это событие невозможно, а для геомет-

рической вероятности это, вообще говоря, не так: геометрическая вероят-

ность любого элементарного исхода равна нулю. 

 

1.7. Формулы сложения вероятностей 

 

Как известно (см. пункты 1.4, 1.6), вероятность суммы двух несо-

вместных событий A и B равна сумме вероятностей этих событий:  

 )()()( BPAPBAP  . (1.2) 

Эта формула легко обобщается на случай n попарно несовместных собы-

тий nAA ,,1  : 

 )()()( 11 nn APAPAAP   . (1.3) 

Теорема 1.1. Для любых событий A и B имеет место формула 

 )()()()( ABPBPAPBAP  . (1.4) 

Теорема 1.2. Для любых событий nAAA ,,, 21   имеет место фор-

мула 

 
 


n

i ji
jiin AAPAPAAAP

1
21 )()()( 

 )()1()( 21
1

n
n

kji
kji AAAPAAAP  



  . (1.5) 

Замечание 1.1. Формулы (1.2)-(1.5) часто называют формулами 

сложения вероятностей. ● 

Пример 1.11. Правильная монета подбрасывается 2 раза. Найти ве-

роятность события A, означающего появление герба хотя бы один раз. 

Решение. Обозначим события: 1A  – появление герба при первом 

подбрасывании, 2A  – появление герба при втором подбрасывании. Ясно, 

что 

21 AAA  . 

Согласно классическому определению вероятности, 

2

1
)()( 21  APAP ,   

4

1
)( 21 AAP . 

Используя теорему 1.1, находим искомую вероятность: 

4

3

4

1

2

1

2

1
)()()()( 2121  AAPAPAPAP . ● 
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1.8. Условная вероятность. Формула умножения вероятностей 

 

Пусть A и B – два события, причѐм 0)( BP . 

Условной вероятностью события A при условии, что произошло 

событие B, называется величина 

 
)(

)(
)|(

BP

ABP
BAP  . (1.6) 

Из формулы (1.6) следует равенство 

 )|()()( BAPBPABP  , (1.7) 

называемое формулой (теоремой) умножения вероятностей. 

Формула (1.7) обобщается на случай n событий: 

Теорема 1.3. Пусть события nAAA ,,, 21   таковы, что 

0)( 121 nAAAP  . Тогда 

)|()|()|()()( 12121312121  nnn AAAAPAAAPAAPAPAAAP  . 

Пример 1.12. В урне находится 5 белых, 4 синих и 3 чѐрных шара. 

Наудачу последовательно вынимают 3 шара. Какова вероятность того, что 

1-й шар будет белым, 2-й – синим, 3-й – чѐрным? 

Решение. Введѐм обозначения событий: A1 – первый вынутый шар – 

белый, A2 – второй – синий, A3 – третий – чѐрный. Находим 
12

5
)( 1 AP , 

11

4
)|( 12 AAP , 

10

3
)|( 213 AAAP . В силу теоремы 1.3 

22

1

10

3

11

4

12

5
)|()|()()( 213121321  AAAPAAPAPAAAP . ● 

 

1.9. Независимые события 

 

События A и B, вероятности которых 0)( AP  и 0)( BP , называ-

ются независимыми, если 

 )()|( APBAP    и  )()|( BPABP  . (1.8) 

Замечание 1.2. Легко доказать, что если выполняется одно из ра-

венств (1.8), то выполняется и другое. ● 

Теорема 1.4. События A и B, имеющие ненулевую вероятность, яв-

ляются независимыми тогда и только тогда, когда 

 )()()( BPAPABP  . (1.9) 

С учѐтом теоремы 1.4 можно дать также следующее определение 

независимости событий, распространяющееся и на события с нулевой ве-

роятностью.  

События A и B называются независимыми, если для них выполнено 

равенство (1.9). 
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События nAA ,,1   называют независимыми в совокупности (или 

просто: независимыми), если независимы каждые два из них и независимы 

каждое событие и всевозможные произведения остальных. 

Формула (1.9) распространяется на n событий, независимых в сово-

купности: 

 )()()()( 2121 nn APAPAPAAAP   .  

Несколько событий называют попарно независимыми, если каждые 

два из них независимы. 

Из независимости событий в совокупности следует их попарная не-

зависимость. Обратное, вообще говоря, не верно. 

Пример 1.13. На плоскость бросают правильный тетраэдр, три гра-

ни которого окрашены соответственно в красный, зелѐный, синий цвета, а 

в раскраске четвѐртой грани присутствуют все эти три цвета. Рассмотрим 

следующие события: A  – тетраэдр упадѐт на грань, содержащую красный 

цвет; B  – зелѐный цвет; C  – синий цвет. Покажем, что события A , B  и C  

попарно независимы, однако не являются независимыми в совокупности. 

Поскольку каждый цвет есть на двух гранях из четырѐх, то 

2

1

4

2
)()()(  CPBPAP . 

Два цвета присутствуют только в раскраске одной грани. Поэтому 

4

1
)()()(  ACPBCPABP . 

Таким образом, 

)()()( BPAPABP  ,  )()()( CPBPBCP  ,  )()()( CPAPACP  , 

т.е. события A , B  и C  попарно независимы. 

Легко видеть также, что 

8

1
)()(

4

1
)(  BCPAPABCP , 

и значит, события A , B  и C  не являются независимыми в совокупности. ● 

 

 

1.10. Формула полной вероятности 

 

Говорят, что события nHHH ,,, 21   образуют полную группу, если 

они попарно несовместны и 



n

i
iH

1

. 

События nHHH ,,, 21  , образующие полную группу, называются 

гипотезами. 
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Теорема 1.5. Пусть события nHHH ,,, 21   образуют полную 

группу. Тогда для любого события  A  имеет место формула 

 



n

i
ii HAPHPAP

1

)|()()( ,  

называемая формулой полной вероятности. 

Пример 1.14. В первой коробке содержится 20 ламп, из них 18 

стандартных; во второй коробке – 10 ламп, из них 9 стандартных. Из вто-

рой коробки наудачу взята лампа и переложена в первую. Найти вероят-

ность того, что лампа, наудачу извлечѐнная из первой коробки, будет стан-

дартной. 

Решение. Введѐм обозначения событий: A – из первой коробки из-

влечена стандартная лампа, H1 – лампа, переложенная из второй коробки в 

первую, была стандартной, H2 – эта лампа была нестандартной. Тогда 

10

9
)( 1 HP ,  

10

1
)( 2 HP ,  

21

19
)|( 1 HAP ,  

21

18
)|( 2 HAP . 

По формуле полной вероятности находим 

9,0
21

18

10

1

21

19

10

9
)|()()|()()( 2211  HAPHPHAPHPAP . ● 

 

1.11. Формула Байеса (формула гипотез) 

 

Теорема 1.6. Пусть события nHHH ,,, 21   образуют полную 

группу. Тогда условная вероятность события kH  ),,2,1( nk   при усло-

вии, что в результате эксперимента произошло событие A, может быть вы-

числена по формуле 

 





n

i
ii

kk
k

HAPHP

HAPHP
AHP

1

)|()(

)|()(
)|( .  

Эта формула называется формулой Байеса (формулой гипотез). 

Пример 1.15. В условиях примера 1.14 лампа, извлечѐнная наудачу 

из первой коробки после того, как в неѐ переложили лампу из второй, ока-

залась стандартной. Какова вероятность того, что из второй коробки в пер-

вую переложили нестандартную лампу? 

Решение. Определим вероятность события (гипотезы) H2 при усло-

вии, что событие A (извлечѐнная из первой коробки лампа стандартна) уже 

произошло: 

 
21

2

9,0

21

18

10

1

)|()()|()(

)|()(
)|(

2211

22
2 







HAPHPHAPHP

HAPHP
AHP . ●  
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1.12. Схема Бернулли. Формула Бернулли 

 

Пусть проводится серия n испытаний, в каждом из которых может 

произойти или не произойти событие A. При этом предполагается, что ве-

роятность наступления события A в каждом отдельном испытании не зави-

сит от исходов других испытаний и равна одному и тому же числу p 

)10(  p . Такая последовательность испытаний называется схемой Бер-

нулли. 

Вероятность того, что в n испытаниях, проведѐнных по схеме Бер-

нулли, событие A произойдѐт ровно k раз )0( nk  , находится по формуле 

Бернулли: 

 knkk
nn qpCkP )(       )1( pq  . (1.10) 

Пример 1.16. Правильная монета подбрасывается 5 раз. Найти ве-

роятность того, что герб выпадет ровно 3 раза. 

Решение. Здесь 10n , 3k , 
2

1
p , 

2

1
1  pq . По формуле Бер-

нулли находим искомую вероятность: 

16

5

32

1
10

2

1

!2!3

!5

2

1

2

1
)3(

523
3
55 

























CP  . ● 

 

1.13. Предельные теоремы в схеме Бернулли 

 

Использование формулы Бернулли (1.10) при больших значениях n 

затруднительно в вычислительном плане. Возникает необходимость в оты-

скании приближѐнных формул для вычисления вероятности )(kPn . Такие 

формулы дают нам предельные теоремы. 

Теорема 1.7 (теорема Пуассона). Пусть при неограниченном уве-

личении числа n испытаний )( n  вероятность p наступления события A 

в каждом испытании стремится к нулю )0( p , причѐм np  – постоян-

ная величина. Тогда 

  


 e

k
kP

k

n
n !

)(lim . (1.11) 

Из равенства (1.11) при больших n и малых p вытекает приближѐн-

ная формула Пуассона 

,
!

)(   e
k

kP
k

n     ,np     .,,2,1,0 nk   

Эту формулу обычно используют, когда 1,0p , а 10np . 
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Пример 1.17. Завод отправил на базу 500 доброкачественных изде-

лий. Вероятность того, что в пути изделие повредится, равна 0,002. Найти 

вероятность того, что на базу прибудут 3 негодных изделия. 

Решение. Так как ,002,0,500  pn  то 1002,0500  . По фор-

муле Пуассона находим 

.06,0
!3

1
)3( 1

500  eP  ● 

Теорема 1.8 (локальная теорема Муавра – Лапласа). Если веро-

ятность p появления события A в каждом из n испытаний постоянна и от-

лична от 0 и 1, то 

 












 


npq

npk

npq
kPn 

1
)( , (1.12) 

где 

2

2

2

1
)(

x

ex





 (функция Гаусса). 

Приближение тем точнее, чем больше n. 

Для вычисления значений функции )(x  используется специальная 

таблица. 

Пример 1.18. Вероятность попадания в мишень при одном выстре-

ле для данного стрелка равна 7,0 . Найти вероятность того, что при 200 вы-

стрелах мишень будет поражена 160 раз. 

Решение. Здесь 200n , 7,0p , 3,0q , 160k . Применим фор-

мулу (1.12). Вычисляем:  

48,6423,07,0200 npq ,  09,3
48,6

20

42

7,0200160







npq

npk
.  

По таблице находим 0034,0)09,3(  . Следовательно, 

0005,00034,0
48,6

1
)160(200 P . ● 

Обозначим через ),( 21 kkPn  вероятность того, что в n испытаниях, 

проводимых по схеме Бернулли, событие A наступит не менее k1 и не более 

k2 раз. 

Теорема 1.9 (интегральная теорема Муавра – Лапласа). Если ве-

роятность p наступления события A в каждом испытании постоянна и от-

лична от 0 и 1, то 

 ,),( 1
0

2
021 












 














 


npq

npk

npq

npk
kkPn  (1.13) 

где 
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x t

dtex
0

2
0

2

2

1
)(


 (нормированная функция Лапласа). (1.14) 

Значения функции )(0 x  находятся по таблице. Отметим некото-

рые важные свойства этой функции: 

1. )(0 x  – нечѐтная функция, т.е. )()( 00 xx  ; 

2. )(0 x  монотонно возрастает; 

3. 5,0)(lim 0 


x
x

. 

Пример 1.19. Вероятность получения с конвейера изделия высшего 

сорта равна 9,0 . Определить вероятность того, что из взятых на проверку 

600 изделий от 520 до 535 изделий (включительно) будут изделиями выс-

шего сорта. 

Решение. Здесь 600n , 5201 k , 5352 k , 9,0p ,  1,0q . Иско-

мую вероятность вычислим по формуле (1.13). Имеем: 

72,2
54

20

1,09,0600

9,06005201 







npq

npk
, 

68,0
54

5

1,09,0600

9,06005352 







npq

npk
. 

Пользуясь таблицей значений функции )(0 x , находим 

,4967,0)72,2()72,2( 00       2517,0)68,0()68,0( 00  . 

Следовательно, 

2450,04967,02517,0)535,520(600 P . ● 

 

 

Часть II. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 
 

2.1. Понятие случайной величины. 

Дискретные и непрерывные случайные величины 

 

Переменная величина, которая в зависимости от исхода опыта, т.е. 

в зависимости от случая, принимает различные действительные значения, 

называется случайной величиной (сокращѐнная запись: с.в.). 

Случайные величины будем обозначать прописными латинскими 

буквами (при необходимости с индексами): X, Y1, Zi и т.д., а их возможные 

значения – соответствующими строчными буквами с индексами: 

 ,,,,,,,, 21121121 ii zzyyxx . 

Пример 2.1. Опыт: однократное бросание игральной кости.  

1) С.в. X – число выпавших очков. Возможные значения с.в. X: 

.6,,2,1 621  xxx   
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2) С.в. Y принимает значение 0, если выпало чѐтное число очков, и 

значение 1, если число выпавших очков нечѐтное. Возможные значения 

с.в. Y: .1,0 21  yy  ● 

Различают два основных типа случайных величин: дискретные и 

непрерывные случайные величины. 

Дискретной случайной величиной называют с.в., которая принимает 

отдельные, изолированные друг от друга возможные значения. Очевидно, 

что множество возможных значений дискретной с.в. является конечным 

или счѐтным (т.е. его элементы могут быть занумерованы натуральными 

числами). 

Непрерывной случайной величиной называют с.в., которая может 

принимать любые значения из некоторого конечного или бесконечного 

промежутка. (Более строгое определение непрерывной с.в. будет дано ни-

же.) 

Законом распределения случайной величины называется любое пра-

вило (таблица, функция, график), позволяющее находить вероятности про-

извольных событий, связанных с этой с.в. (например, вероятность того, что 

она примет какое-то значение или попадѐт в какой-то интервал). 

Замечание 2.1. Вместо термина «закон распределения» часто упот-

ребляют более простой термин «распределение». ● 

 

2.2. Закон распределения дискретной случайной величины. 

Основные дискретные распределения 

 

Пусть X – дискретная с.в., которая принимает значения ,, 21 xx . 

Законом распределения дискретной с.в. X называется соответствие 

между возможными значениями xi ),2,1( i  и их вероятностями 

)( ii xXPp  ; его можно задать таблично, аналитически (в виде форму-

лы) или графически. 

При табличном задании закона распределения дискретной с.в. пер-

вая строка содержит возможные значения с.в., а вторая – их вероятности: 

 

X x1 x2 … xn 

p p1 p2 … pn 

 

Такую таблицу обычно называют рядом распределения. Так как события 

1xX  , 2xX  , …, nxX   несовместны и образуют полную группу, то 

1
1




n

i
ip . Если множество возможных значений с.в. X счѐтно, то ряд 



1i
ip  

сходится, причѐм 1
1




i
ip . 
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Закон распределения дискретной с.в. можно изобразить графиче-

ски. Для этого в прямоугольной системе координат строят точки ),( ii px , а 

затем соединяют их отрезками. Полученную ломаную называют много-

угольником распределения. 

Рассмотрим некоторые наиболее часто встречающиеся на практике 

законы распределений дискретных случайных величин. 

Биномиальное распределение. Дискретная с.в. X имеет биноми-

альное распределение (или распределена по биномиальному закону), если 

она принимает значения nk ,,2,1,0   с вероятностями 
knkk

nk qpCkXPp  )( , 

где ,10  p  .1 pq   

Как видим, вероятности kp  находятся по формуле Бернулли, полу-

ченной в пункте 1.12. Таким образом, случайную величину X, распреде-

лѐнную по биномиальному закону, можно рассматривать как число появ-

лений события A в n испытаниях, проводимых по схеме Бернулли; при 

этом p – вероятность наступления события A в каждом из испытаний. 

Распределение Пуассона. Дискретная с.в. X имеет распределение 

Пуассона (или распределена по закону Пуассона), если она принимает зна-

чения ,2,1,0k  с вероятностями 

  e
k

kXPp
k

k
!

)( , 

где 0  – параметр распределения. 

Отметим, что распределение Пуассона возникло в теореме Пуассо-

на (п. 1.13) как предельное распределение для числа появлений события A 

в n испытаниях схемы Бернулли, когда n , а 0p  так, что np  – 

постоянная величина. 

Геометрическое распределение. Дискретная с.в. X имеет геомет-

рическое распределение, если она принимает значения ,2,1k  с веро-

ятностями 
1)(  k

k pqkXPp , 

где ,10  p  .1 pq   

Геометрическое распределение также связано со схемой Бернулли: 

по этому закону распределена с.в. X, равная числу испытаний, проведѐн-

ных до первого появления события A. 

 

2.3. Функция распределения случайной величины 

 

Функцией распределения с.в. X называется функция )(xF , которая 

для любого Rx  равна вероятности события xX  : 

)()( xXPxF  . 
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Теорема 2.1. Функция распределения )(xF  обладает следующими 

свойствами: 

1. 1)(0  xF  для любого Rx ; 

2. )(xF  – неубывающая функция на R; 

3. 0)(lim 


xF
x

,   1)(lim 


xF
x

; 

4. )()()( 1221 xFxFxXxP  , если 12 xx  ; 

5. )(xF  непрерывна слева в любой точке R0x . 

 

2.4. Непрерывные случайные величины 

 

Выше было дано понятие непрерывной с.в. Приведѐм теперь более 

строгое определение. 

Случайная величина X называется непрерывной с.в., если существу-

ет такая неотрицательная, интегрируемая по Риману на интервале 

),(   функция )(xp , что при всех Rx  





x

dttpxF )()( , 

где )(xF  – функция распределения с.в. X. Функция )(xp  называется плот-

ностью распределения вероятностей (плотностью распределения или 

просто плотностью) случайной величины X. 

Функция распределения непрерывной с.в. непрерывна на всей чи-

словой оси. 

Теорема 2.2. Плотность распределения вероятностей непрерывной 

с.в. обладает следующими свойствами: 

1. 0)( xp  при всех Rx ; 

2. 
b

a

dxxpbXaP )()(  при ba  ; 

3. 1)( 




dxxp  (условие нормировки); 

4. )()( xpxF   в точках непрерывности функции )(xp ; 

5. )()()( xoxxpxxXxP   в точках непрерывности )(xp . 

Теорема 2.3. Если X – непрерывная с.в., то для любого R0x  

.0)( 0  xXP  

Следствие. Для непрерывной с.в. X справедливы равенства 
).()()()( bXaPbXaPbXaPbXaP   
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2.5. Основные непрерывные распределения 

 

Равномерное распределение. Непрерывная с.в. X имеет равномер-

ное распределение на отрезке ],[ ba , если еѐ плотность распределения за-

дана формулой 













].,[при0

],,[при
1

)(

bax

bax
abxp  

Находим функцию распределения с.в. X, распределѐнной по равно-

мерному закону: 


















 


.при1

,при

,при0

)()(

bx

bxa
ab

ax

ax

dttpxF
x

 

Графики плотности )(xp  и функции распределения )(xF  для равномерно-

го распределения на отрезке ],[ ba  изображены на рис. 6.  

 
Показательное распределение. Непрерывная с.в. X имеет показа-

тельное (экспоненциальное) распределение, если еѐ плотность имеет вид 








  ,0при

,0при0
)(

xe

x
xp x

 

где 0  – параметр распределения. 

Для функции распределения с.в. X, распределѐнной по показатель-

ному закону, нетрудно получить следующее выражение: 








  .0при1

,0при0
)(

xe

x
xF x  

Графики плотности )(xp  и функции распределения )(xF  для пока-

зательного распределения изображены на рис. 7. 

x  b  a  

)(xF  

x  b  a  

)(xp  

ab 

1
 

1 

Рис. 6 
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Нормальное распределение. Непрерывная с.в. X имеет нормальное 

распределение с параметрами Rm  и 0 , если еѐ плотность имеет вид 

2

2

2

)(

2

1
)( 



mx

exp




 ,   .Rx  

Функция распределения с.в. X, распределѐнной по нормальному за-

кону, выражается формулой 

,
2

1
)(

2

2

2

)(








 
 







 mx

dtexF
x

mt

 

где 

dtex
x t






 2

2

2

1
)(


 (функция Лапласа). 

Замечание 2.2. Функция Лапласа )(x  связана с нормированной 

функцией Лапласа )(0 x  (п. 1.13, формула 1.14) равенством 

.5,0)()( 0  xx  ● 

Графики плотности и функции распределения для нормального 

распределения изображены на рис. 8. 

 
Вероятность попадания с.в. X, распределѐнной по нормальному за-

кону, в интервал ),( ba , находится по формуле 

m  x  m  

)(xF  )(xp  

Рис.8 

0,5 

1 

x  

Рис. 7 

  

x  

)(xF  
1 

x  

)(xp  
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mamb
bXaP 00)( . (2.1) 

Пример 2.2. Вычислить вероятность попадания с.в. X, распреде-

лѐнной по нормальному закону с параметрами m и  , в интервал 

)3,3(   mm . 

Решение. Полагая в формуле (2.1) ,3 ma  3mb , получаем 

)3(2
33

)33( 000 

























 mXmP  

(здесь была учтена нечѐтность функции )(0 x ). По таблице значений 

функции )(0 x  находим: .49865,0)3(0   Следовательно, 

9973,0)33(   mXmP . 

Таким образом, практически достоверно, что с.в. X принимает свои значе-

ния в промежутке )3,3(   mm . Полученный результат называется 

«правилом трѐх  ». ● 

 

2.6. Понятие многомерной случайной величины 

 

Пусть в некотором эксперименте одновременно наблюдается n слу-

чайных величин nXXX ,,, 21  . 

Упорядоченный набор случайных величин ),,,( 21 nXXX   назы-

вается n-мерной (многомерной) случайной величиной или n-мерным случай-

ным вектором. 

Одномерные случайные величины iX  ),,2,1( ni   называются 

компонентами (составляющими) n-мерной с.в. ),,,( 21 nXXX  . 

Многомерные случайные величины могут быть дискретными, не-

прерывными и смешанными в зависимости от типа их компонент. В первом 

случае все компоненты многомерной с.в. являются дискретными случай-

ными величинами, во втором – непрерывными. Компонентами смешанной 

многомерной с.в. являются случайные величины разных типов. 

 

2.7. Закон распределения дискретной 

двумерной случайной величины

 

 

Рассмотрим дискретную двумерную с.в. ),( YX . Пусть с.в. X может 

принимать только значения ,, 21 xx , а с.в. Y – только значения 

,, 21 yy . Тогда множество возможных значений двумерной с.в. ),( YX  

составляют пары значений ),( ji yx , ,2,1i , ,2,1j  . 
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Через ),( ji yYxXP   будем обозначать вероятность произведе-

ния событий ixX   и jyY  . 

Перечень возможных значений пар компонент ),( ji yx  и соответ-

ствующих каждой такой паре вероятностей 

),( jiij yYxXPp   

называется законом распределения дискретной двумерной с.в. ).,( YX  

Если множества возможных значений случайных величин X и Y ко-

нечны, то распределение дискретной двумерной с.в. ),( YX  можно задать 

в виде таблицы совместного распределения: 

 

X
      Y y1 … yj … ym 

x1 p11 … p1j … p1m 

… … … … … … 

xi pi1  pij … pim 

… … … … … … 

xn pn1  pnj … pnm 

 

Так как события, означающие одновременное выполнение равенств 

ixX  , jyY   ( ni ,,2,1  ; mj ,,2,1  ), являются попарно несовме-

стными и образуют полную группу, то 1
1 1

 
 

n

i

m

j
ijp . 

Одномерные законы распределения отдельных компонент выража-

ются через вероятности совместных значений по формулам 




 
m

j
ijii pxXPp

1

)( ,       


 
n

i
ijjj pyYPp

1

)( . 

 

2.8. Функция распределения многомерной случайной величины 

 

Функцией распределения n-мерной с.в. ),,,( 21 nXXX   называется 

функция ),,,( 21 nxxxF  , которая для любых действительных 

nxxx ,,, 21   равна вероятности произведения событий ,11 xX   

,,22 xX   nn xX  : 

),,,(),,,( 221121 nnn xXxXxXPxxxF   . 

В частности, для двумерной с.в. ),( YX  функция распределения оп-

ределяется равенством 

),(),( yYxXPyxF  . 
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Геометрически функция распределения ),( yxF  означает вероят-

ность попадания случайной точки ),( YX  в бесконечный квадрант с вер-

шиной в точке ),( yxM , лежащий левее и ниже еѐ (заштрихованная область 

на рис. 9). 

 
Теорема 2.4. Функция распределения ),( yxF  обладает следующи-

ми свойствами: 

1. 1),(0  yxF  в любой точке 2),( Ryx ; 

2. ),( yxF – неубывающая функция по каждому из аргументов; 

3. 0),(lim),(lim),(lim 




yxFyxFyxF

y

xyx
; 

4. 1),(lim 




yxF

y

x
; 

5. )(),(lim xFyxF X
y




,     )(),(lim yFyxF Y
x




, 

где )(xFX  и )(yFY  – функции распределения случайных величин X и Y, 

т.е. ),()( xXPxFX   );()( yYPyFY   

6. ),( yxF  непрерывна слева в любой точке 2
00 ),( Ryx  по каждо-

му из аргументов x и y. 

 

2.9. Непрерывная двумерная случайная величина 

 

Двумерная случайная величина ),( YX  называется непрерывной, ес-

ли еѐ функция распределения ),( yxF  непрерывна в 2
R  и существует та-

кая неотрицательная интегрируемая по Риману в бесконечных пределах по 

каждой из переменных функция ),( yxp , что 

 
 


x y

dttspdsyxF ),(),( . 

Функция ),( yxp  называется плотностью распределения (или совместной 

плотностью) двумерной с.в. ),( YX . 

),( yxM  

x  

y  

0  

Рис. 9 
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Теорема 2.5. Пусть ),( YX  – непрерывная двумерная с.в. с плотно-

стью распределения ),( yxp . Тогда: 

1. 0),( yxp  при всех 2),( Ryx ; 

2. dxdyyxpGYXP
G

 ),()),(( ,   G – область в 2
R ; 

3. ;1),(  








dttspds  

4. 
yx

yxF
yxp






),(
),(

2

, если ),( yx  – точка непрерывности функции 

);,( yxp  

5. ;),(),( yxyxpyyYyxxXxP   

6. X и Y – непрерывные случайные величины, причѐм их плотности 

)(xpX  и )(ypY  выражаются через совместную плотность ),( yxp  следую-

щим образом: 

 




 ,),()( dyyxpxpX   




 dxyxpypY ),()( . (2.2) 

Замечание 2.3. По аналогии с двумерным случаем определяется 

непрерывная n-мерная с.в. ),,,( 21 nXXX  ; еѐ функция распределения 

имеет вид  

 
 


1

111 ),,(),,(
x x

nnn

n

dtdtttpxxF  . 

Свойства плотности ),,( 1 nxxp   аналогичны свойствам плотности 

),( yxp . В частности, плотность распределения одномерной с.в. 1X  выра-

жается через плотность ),,( 1 nxxp   следующим образом: 

  












 nnX dxdxdxxxxxpxp  323211 ),,,,()(
1

. ● 

 

2.10. Условные законы распределения 

компонент двумерных случайных величин 

 

Условным законом распределения одной из компонент двумерной 

с.в. ),( YX , называется еѐ закон распределения, найденный при условии, 

что другая компонента приняла определѐнное значение (или попала в ка-

кой-то определѐнный интервал). 

1. Пусть ),( YX  – дискретная двумерная с.в., компонента X которой 

принимает значения nxxx ,,, 21  , а компонента Y – значения 
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myyy ,,, 21  . Как известно (см. п. 2.7), закон распределения двумерной 

с.в. ),( YX  задаѐтся набором вероятностей 

),( jiij yYxXPp        ),,2,1;,,2,1( mjni   . 

Для краткости записи условную вероятность того, что с.в. X примет значе-

ние ix  при условии, что jyY  , обозначим через )|( ji yxp : 

)|()|( jiji yYxXPyxp  . 

Согласно определению условной вероятности (п. 1.8), 

j

ij

j

ji

ji
p

p

yYP

yYxXP
yxp









)(

),(
)|( . 

Совокупность условных вероятностей 

)|(,),|(),|( 21 jnjj yxpyxpyxp   

представляет собой условный закон распределения с.в. X при условии, что 

jyY  .  

Аналогично определяется условный закон распределения с.в. Y при 

условии, что ixX  : 

,
)(

),(
)|()|(









i

ij

i

ji

ijij
p

p

xXP

yYxXP
xXyYPxyp  

где mj ,,2,1  . 

Замечание 2.4. Сумма вероятностей условного закона распределе-

ния равна единице: 

1)|(
1




n

i
ji yxp ,     1)|(

1




m

j
ij xyp . 

2. Пусть ),( YX  – непрерывная двумерная с.в. с совместной плот-

ностью распределения ),( yxp . Через )(xpX  и )(ypY  обозначаем, как и 

выше, плотности распределений одномерных случайных величин X и Y. 

Условной плотностью с.в. X при условии yY   называется функция 

)|( yxpX , определяемая соотношением 

)(

),(
)|(

yp

yxp
yxp

Y
X               ( 0)( ypY ). 

Аналогично определяется условная плотность с.в. Y при условии 

xX  : 

)(

),(
)|(

xp

yxp
xyp

X
Y               ( 0)( xpX ). 

В силу равенств (2.2) условные плотности можно выразить через 

совместную плотность следующим образом:  
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dxyxp

yxp
yxp X

),(

),(
)|( ,         








dyyxp

yxp
xypY

),(

),(
)|( . 

Как и любая плотность распределения, условные плотности обла-

дают следующими свойствами: 

,0)|( yxpX                




 ,1)|( dxyxpX  

,0)|( xypY                




1)|( dyxypY . 

 

2.11. Независимые случайные величины 

 

Случайные величины nXX ,,1   называются независимыми (по-

другому: независимыми в совокупности, взаимно независимыми), если для 

любых Rnxx ,,1   являются независимыми в совокупности события 

nn xXxX  ,,11   (см. п. 1.9). 

Теорема 2.6. Для независимости случайных величин nXX ,,1   

необходимо и достаточно, чтобы для любых Rnxx ,,1   выполнялось 

равенство 

)()(),,( 11 1 nXXn xFxFxxF
n

  , 

где ),,( 1 nxxF   – функция распределения n-мерной с.в. ),,( 1 nXX  , 

)( iX xF
i

 – функция распределения с.в. iX , ni ,,1  . 

Теорема 2.7. Непрерывные случайные величины nXX ,,1   неза-

висимы тогда и только тогда, когда n-мерная с.в. ),,( 1 nXX   непрерывна 

и еѐ плотность ),,( 1 nxxp   представляется в виде 

)()(),,( 11 1 nXXn xpxpxxp
n

  , 

где )( iX xp
i

 – плотность с.в. iX , ni ,,1  . 

Для дискретных случайных величин справедлива следующая тео-

рема. 

Теорема 2.8. Дискретные случайные величины nXX ,,1   незави-

симы тогда и только тогда, когда для любых Rnxx ,,1   выполняется 

равенство 

)()(),,( 1111 nnnn xXPxXPxXxXP   . 

Замечание 2.5. Из теорем 2.7 и 2.8, в частности, следует: 

1. Если компоненты непрерывной с.в. ),( YX  являются независи-

мыми случайными величинами, то их условные плотности равны безус-

ловным: 
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).()|(),()|( ypxypxpyxp YYXX   

2. Если компоненты дискретной с.в. ),( YX  независимы, то их ус-

ловные законы распределения совпадают с безусловными:  

jijiji pxyppyxp   )|(,)|( . ● 

 

2.12. Функции случайных величин. 

Закон распределения функции одной случайной величины 

 

Пусть nXX ,,1   – случайные величины, связанные с некоторым 

опытом, и ),,( 1 nxxf   – действительнозначная функция n действитель-

ных переменных, область определения которой содержит все возможные 

значения n-мерной с.в. ),,( 1 nXX  . Тогда можно определить с.в. Y, кото-

рая принимает свои значения в зависимости от того, какие значения при-

нимают случайные величины nXX ,,1  , а  именно: если в результате 

опыта случайные величины nXX ,,1   приняли значения nxx ,,1  , то 

с.в. Y принимает значение ),,( 1 nxxfy  . При этом Y называют функци-

ей случайных величин nXX ,,1   и записывают: ),,( 1 nXXfY  . 

1. Пусть X –– дискретная с.в., принимающая значения nxxx ,,, 21   

с соответствующими вероятностями nppp ,,, 21  . Множество возмож-

ных значений с.в. Y составляют все различные числа среди чисел 

)(,),(),( 21 nxfxfxf  . Пусть jy  – одно из возможных значений с.в. Y. 

Событие jyY   эквивалентно сумме тех событий ixX  , для которых 

ji yxf )( . Поскольку все слагаемые в этой сумме –– события несовмест-

ные, то 

jiji yxfi
i

yxfi
ij pxXPyYP



 
)(:)(:

)()(  

(суммирование ведѐтся по всем i, для которых ji yxf )( ). 

2. Пусть X – непрерывная с.в. с плотностью распределения )(xpX . 

Предположим, что все возможные значения с.в. X составляют интервал 

),( ba  (в частности, a , b ), а функция )(xf  строго монотонна и 

дифференцируема на интервале ),( ba . В этом случае множеством всех 

значений с.в. )(XfY   также является интервал; обозначим его ),( dc . 

Можно доказать, что плотность с.в. Y имеет следующий вид: 

 











),,(при0

),,(при|))((|))((
)(

11

dcy

dcyyfyfp
yp X

Y  (2.3) 

где )(1 yf   – функция, обратная функции )(xf . 
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Пример 2.3. Пусть с.в. X имеет нормальное распределение с пара-

метрами m  и   (см. п. 2.5). Найти плотность распределения с.в. 

baXY  , где 0,,  aba R .  

Решение. В данном случае имеем: baxxf )(  – строго возрас-

тающая (при 0a ) или строго убывающая (при 0a ) на всей числовой 

оси функция. Находим  

a

by
yf


 )(1 ,     

a
yf

1
))(( 1  . 

Как легко видеть, множеством возможных значений с.в. Y является интер-

вал ),(  . Согласно формуле (2.3), получаем 

2

2

2

2

)|(|2

))((

2

2||

1

||

1

2

1
)( 



a

bamy
m

a

by

Y e
aa

eyp


















 . 

Таким образом, с.в. baXY   также распределена по нормальному закону 

с параметрами, равными bam   и || a . ● 

Замечание 2.6. Из примера 2.3., в частности, следует: если с.в. X 

имеет нормальное распределение с параметрами m  и  , то с.в. 


mX
Y


  

также распределена  нормально с параметрами 0  и 1 . ● 

 

2.13. Числовые характеристики случайных величин 

 

Математическое ожидание. Математическим ожиданием (или 

средним значением) дискретной с.в. X, имеющей закон распределения 

ii pxXP  )( , ,2,1i , называется число )(XM , определяемое форму-

лой 


i

ii pxXM )( . 

Математическим ожиданием непрерывной с.в. X с плотностью 

распределения вероятностей )(xp  называется число 






 dxxpxXM )()( . 

Теорема 2.9. Математическое ожидание обладает следующими 

свойствами: 

1. CCM )( , если C – константа (дискретная с.в., принимающая 

значение C с вероятностью 1); 

2. )()( XkMkXM  , если k – константа; 

3. )()()()( 2121 nn XMXMXMXXXM   ; 
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4. )()()()( 2121 nn XMXMXMXXXM    для независи-

мых (в совокупности) случайных величин nXXX ,,, 21  ; 

5. Если 0X  (т.е. с.в. X принимает только неотрицательные значе-

ния), то 0)( XM . 

Дисперсия. Дисперсией с.в. X называется число )(XD , определяе-

мое формулой 

]))([()( 2XMXMXD   = 

= 




















я.непрерывна  с.в. если,)())((

,дискретная  с.в. если,))((

-

2

2

XdxxpXMx

XpXMx
i

ii

 

Теорема 2.10. Дисперсия обладает следующими свойствами: 

1. 0)( XD ; 

2. 0)( CD , если C – константа; 

3. )()( 2 XDkkXD  , если k – константа; 

4. )()()()( 2121 nn XDXDXDXXXD    для неза-

висимых (в совокупности) случайных величин nXXX ,,, 21  ; 

5. )()()( YDXDYXD   для независимых случайных величин X 

и Y; 

6. 22 )]([)()( XMXMXD  . 

Среднее квадратическое отклонение. Средним квадратическим 

отклонением с.в. X называется число 

)(XDX  . 

Мода и медиана. Модой дискретной с.в. X, принимающей значения 

 321 xxx , называется наиболее вероятное еѐ значение по сравне-

нию с соседними, т.е. такое значение mx , что 

 )( mxXP )(max
11

i
mim

xxP 


. 

Модой непрерывной с.в. X  (обозначение: )(XM o ) называется точка 

локального максимума плотности распределения. 

Медианой непрерывной с.в. X  называется число )(XM e , удовле-

творяющее условию 

2

1
))(())((  XMXPXMXP ee . 

Пример 2.4 (биномиальное распределение). Как известно (см. п. 

2.2), с.в. X, имеющую биномиальное распределение, можно рассматривать 

как число появлений события A в n испытаниях, проводимых по схеме 
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Бернулли ( p  – вероятность наступления события A в каждом из испыта-

ний). Пусть с.в. iX  – число появлений события A в i-м испытании. Тогда 

nXXX  1 . 

Каждая с.в. iX  ( ni ,,1  ) может принимать только два значения: 

11 x  с вероятностью p  и 02 x  с вероятностью pq 1 . Поэтому 

pqpXM i  01)(            ( ni ,,1  ), 

.)()()( 1 npXMXMXM n    

В силу независимости исходов испытаний случайные величины 

nXX ,,1   независимы. Поэтому, согласно свойству 4 дисперсии (теорема 

2.10), 

).()()()( 21 nXDXDXDXD    

Дисперсию каждой с.в. iX  найдѐм, используя свойство 6 дисперсии: 

,01)( 222 pqpXM i   

.)1()]([)()( 222 pqppppXMXMXD iii   

Таким образом, 

npqXD )( . 

Пример 2.5 (распределение Пуассона). Для с.в. X, распределѐнной 

по закону Пуассона, последовательно находим:  
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.)]([)()( 2222   XMXMXD  

Пример 2.6 (геометрическое распределение). Пусть с.в. X имеет 

геометрическое распределение. Вычисляем: 

  



















1 01

1

1

1 )(
)(

k k

k
k

k

k

k

k q
dq

d
p

dq

qd
pkqpkpqXM  

;
1

)1(

1

1

1
22 pp

p

q
p

qdq

d
p 
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122 ))1(()(
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XMXMXD 


  

Пример 2.7 (равномерное распределение). Для с.в. X, имеющей 

равномерное распределение на отрезке ],[ ba , находим: 

;
2)(2)(2

1
)(

222 ba

ab

ab

ab

x
dx

ab
xXM

b

a

b

a













   

,
3)(3)(3

1
)(

22333
22 baba

ab

ab

ab

x
dx

ab
xXM

b

a

b

a













 

.
12

)(

4

)(

3
)]([)()(

2222
22 abbababa

XMXMXD








  

Пример 2.8 (показательное распределение). Пусть с.в. X распре-

делена по показательному закону. Тогда 

;
11

0)(
0

0
0

0 
  














xxxx edxexedxexXM  

 







0

2

0

22 )( xx dexdxexXM   

,
2122

02
2

00
0

2






  








 dxexdxxeex xxx
 

.
112

)]([)()(
222

22


 XMXMXD  

Пример 2.9 (нормальное распределение). Пусть с.в. X имеет нор-

мальный закон распределения с параметрами m  и  . Как известно (см. за-

мечание 2.6), с.в. 


mX
Y


  также распределена нормально с параметрами 

0  и 1. Найдѐм сначала математическое ожидание и дисперсию с.в. Y: 

0
2

1
)( 2

2








 dyyeYM

y


 

(так как интеграл сходится, а подынтегральная функция нечѐтная); 
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2

1
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22
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dyeye
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.101)]([)()( 22  YMYMYD  

Теперь с помощью соответствующих свойств математического 

ожидания и дисперсии (п. 2.13) находим математическое ожидание и дис-

персию с.в. mYX  : 

,)()( mmYMXM         .)()( 22   YDXD  

 

 

Часть III. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ 

ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
 

3.1. Неравенства Маркова и Чебышева 

 

Теорема 3.1 (неравенство Маркова). Пусть X – неотрицательная 

с.в., имеющая математическое ожидание )(XM . Тогда для любого 0  

справедливо неравенство 




)(
)(

XM
XP  . 

Неравенство Маркова можно записать в другой форме: 




)(
1)(

XM
XP  . 

Теорема 3.2 (неравенство Чебышева). Пусть X – с.в., имеющая 

математическое ожидание )(XM  и дисперсию )(XD . Тогда для любого 

0  справедливо неравенство 

2

)(
)|)((|




XD
XMXP  . 

Другая форма неравенства Чебышева: 

 
2

)(
1)|)((|




XD
XMXP  . (3.1) 

Пример 3.1. Оценить с помощью неравенства Чебышева вероят-

ность того, что отклонение с.в. X от своего математического ожидания бу-

дет меньше X3 . 

Решение. Полагая X 3  в формуле (3.1), получаем 

8889,0
9

8

9

1
1

)3(
1)3)((

2

2



X

X
XXMXP




 . ● 
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3.2. Теоремы Чебышева и Бернулли 

 

Будем говорить, что последовательность случайных величин 

,, 21 XX  является последовательностью независимых случайных вели-

чин, если при любом натуральном 2n  случайные величины nXX ,,1   

независимы.  

Теорема 3.3 (теорема Чебышева). Пусть ,, 21 XX  – последова-

тельность независимых случайных величин, обладающих математически-

ми ожиданиями )( iXM  и дисперсиями )( iXD , причѐм дисперсии ограни-

чены в совокупности (т.е. существует такая константа 0C , что 

CXD i )( , ,2,1i ). Тогда для любого 0  

0)(
11

lim
1 1









 

 


n

i

n

i
ii

n
XM

n
X

n
P . 

Следствие. Пусть ,, 21 XX  –– последовательность независимых 

одинаково распределѐнных случайных величин, mXM i )( , 2)( iXD , 

,2,1i . Тогда для любого 0  

 0
1

lim
1














n

i
i

n
mX

n
P . (3.2) 

Последовательность случайных величин ,, 21 YY  называется схо-

дящейся по вероятности к числу b, если для любого 0  

  0lim 


bYP n
n

 

(или   1lim 


bYP n
n

); символическая запись: 

bY
P

n  . 

Замечание 3.1. Соотношение (3.2), выражающее частный случай 

теоремы Чебышева, можно записать в виде 

 mX
n

n

i

P
i




1

1
. ● 

Теорема 3.4 (теорема Я. Бернулли). Пусть k – число наступлений 

события A в n испытаниях, проводимых по схеме Бернулли. Тогда для лю-

бого 0  

0lim 










p

n

k
P

n
, 

где p – вероятность появления события A в каждом из испытаний. 

Таким образом, теорема Бернулли утверждает, что относительная 

частота 
n

k
 сходится по вероятности к вероятности pAP )( . 
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3.3. Центральная предельная теорема  

 

Теорема 3.5. Пусть ,, 21 XX  – последовательность независимых 

одинаково распределѐнных случайных величин, имеющих математическое 

ожидание mXM i )(  и дисперсию 0)( 2 iXD , ,2,1i . Тогда для 

любого Rx  

 





 










 x t

n

n dtexx
n

nmXX
P 21

2

2

1
)(




. (3.3) 

Замечание 3.2. Соотношение (3.3) означает, что при n  закон 

распределения с.в. 

n

nmXX
Z n

n





1  

неограниченно приближается к нормальному закону распределения с па-

раметрами 0 и 1 (см. п. 2.5, нормальное распределение). ●  

 

 

Часть IV. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ  

 

4.1. Выборка. Статистическое распределение выборки 

и её графическое представление 

 

Будем предполагать, что каждый исход некоторого случайного экс-

примента характеризуется одним из возможных значений с.в. X. В таком 

случае говорят, что с.в. X наблюдается в данном эксперименте.  

Повторив n раз эксперимент в одинаковых условиях, получим по-

следовательность из n наблюдѐнных значений с.в. X: nxxx ,,, 21  . Набор 

чисел nxxx ,,, 21   называется выборкой. 

Числа ix  ( ),,2,1 ni   называются элементами выборки, а их ко-

личество n –– объѐмом выборки. 

Выборку можно упорядочить, расположив еѐ элементы в неубы-

вающем порядке: 

)()2()1( nxxx   . 

Полученная таким образом последовательность чисел 

)()2()1( ,,, nxxx   

называется вариационным рядом. 

Различные значения с.в. X, представленные в выборке, называются 

вариантами. 
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Если в выборке объема n варианта ix  встретилась in  раз, то число 

in  называется частотой, а число 
n

n
w i

i   – относительной частотой 

(частостью) этой варианты. Очевидно, что сумма всех частот равна объѐ-

му выборки n , а сумма всех относительных частот равна единице. 

Статистическим рядом распределения выборки называют пере-

чень вариант и соответствующих им частот или относительных частот. 

Обычно статистический ряд записывается в виде таблицы, первая строка 

которой содержит варианты ix , а вторая –– их частоты in  (или относи-

тельные частоты iw ). При этом варианты располагаются в порядке возрас-

тания. 

Как правило, статистический ряд распределения составляется в 

случае, когда наблюдаемая с.в. X является дискретной. 

Графически статистический ряд распределения выборки изобража-

ется следующим образом. В прямоугольной декартовой системе координат 

строят точки с координатами ),( ii nx . Последовательно соединив их от-

резками, получают ломаную линию, называемую полигоном частот. Ана-

логично строится полигон относительных частот.   

 

Пример 4.1. Имеется выборка значений с.в. X объѐма 15n : 

1,0,1,1,3,0,0,3,1,0,1,3,5,3,0  . 

Вариационным рядом для неѐ будет последовательность 

3,3,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,3,3,5  . 

Статистический ряд распределения данной выборки имеет вид 

 

ix  5  3  1  0  1  3  

in  1 2 2 5 3 2 

или 

 

 

 

        

 

Полигон частот изображѐн на рис. 10. 

 

ix  5  3  1  0  1  3  

iw  
15

1
 

15

2
 

15

2
 

15

5
 

15

3
 

15

2
 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



 

39 

 
 

В случае, когда X является непрерывной с.в. или же вариационный 

ряд имеет большое количество вариант, элементы выборки объединяют в 

группы (разряды), представляя результаты опытов в виде интервального 

(группированного) статистического ряда распределения. Для этого интер-

вал, содержащий все значения выборки, разбивают на k непересекающихся 

интервалов 

],[,),,[),,[ 12110 kk aaaaaa  . 

Затем для каждого интервала разбиения определяют частоту – количество 

элементов выборки, попавших в этот интервал: in  – частота, соответст-

вующая i-му интервалу разбиения ),,2,1( ki  . Наряду с частотами на-

ходят также относительные частоты 
n

n
w i

i   (n – объѐм выборки). Ин-

тервальный статистический ряд записывают в виде таблицы, в первой 

строке которой содержатся интервалы группировки, а во второй – соответ-

ствующие частоты ni или относительные частоты iw . 

Интервальный статистический ряд распределения изображают с 

помощью гистограммы частот. Для этого на оси абсцисс откладывают 

интервалы группировки и на них, как на основании, строят прямоугольни-

ки с высотами 
1


ii

i
i

aa

n
h  ),,2,1( ki  . Аналогично строится гисто-

грамма относительных частот. 

Пример 4.2. Выборка 100 значений наблюдаемой непрерывной с.в. 

X представлена в виде следующего интервального статистического ряда 

распределения: 

 

Интервал )24,22[  )26,24[  )28,26[  )30,28[  )32,30[  ]34,32[  

Частота 2  14  34  40  8  2  

1  3  5  0  1  3  
x  

in
 

1  

2  

3  

5  

Рис.10

000000

0 

● 
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Построить гистограмму частот. 

Решение. В данном случае 21  ii aa  )6,5,4,3,2,1( i . Находим 

высоты прямоугольников: 

1
2

2
1 h ,   7

2

14
2 h ,   17

2

34
3 h , 

20
2

40
4 h ,   4

2

8
5 h ,   1

2

2
6 h . 

Гистограмма частот изображена на рис. 11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.2. Эмпирическая функция распределения 

 

Эмпирической (выборочной) функцией распределения с.в. X назы-

вают функцию )(xFn
 , которая при каждом Rx  равна относительной 

частоте события xX  , т.е. 

n

n
xF x

n  )( , 

где xn  – число элементов выборки, меньших x . 

Эмпирическая функция распределения обладает следующими свой-

ствами: 

1. 1)(0   xFn  для любого Rx ; 

2. )(xFn
  не убывает на R ; 

3. 0)(  xFn  при minxx  , 1)(  xFn  при maxxx  , где minx  и maxx  – 

соответственно наименьший и наибольший элементы выборки; 

4. )(xFn
  непрерывна слева в любой точке R0x . 

График эмпирической функции распределения имеет ступенчатый 

вид. В промежутках между соседними вариантами выборки )(xFn
  сохра-

няет постоянное значение. В точках оси Ox , равных вариантам выборки, 

26  28  30  34  
x  

ih
 

7  

0  

17  

20  

Рис. 11 

32  24  22  

4  
1  

● 
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)(xFn
  претерпевает скачки; величина скачка в точке ixx   равна относи-

тельной частоте варианты ix . 

Пример 4.3. В условиях примера 4.1 найти эмпирическую функцию 

распределения с.в. X и построить еѐ график. 

Решение. В данном случае 15n . По статистическому ряду распре-

деления находим 





































.3при1

,31при
15

13

,10при
15

10

,01при
15

5

,13при
15

3

,35при
15

1

,5при0

)(15

x

x

x

x

x

x

x

xF  

 

График )(15 xF   изображѐн на рис. 12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.3. Числовые характеристики выборки 

 

Пусть nxxx ,,, 21   – выборка объѐма n. 

1  3  5  0  1  3  
x  

)(15 xF

 

1510
 

1513
 

1  

Рис. 12 ● 
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153  
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Выборочным средним x  называется среднее арифметическое всех 

значений выборки: 





n

i
ix

n
x

1

1
. 

Выборочной дисперсией вD  называют среднее арифметическое 

квадратов отклонений значений выборки от выборочного среднего x : 

2

1

)(
1




n

i
iв xx

n
D . 

Выборочную дисперсию можно вычислять также по формуле 

2

1

2 )(
1




n

i
iв xx

n
D . 

Замечание 4.1. Если выборка представлена статистическим рядом 

распределения, то значения x  и вD  находят по формулам 

 



k

i
ii nx

n
x

1

1
, (4.1) 

 2

1

22

1

)(
1

)(
1





k

i
iii

k

i
iв xnx

n
nxx

n
D , (4.2) 

где ix  – варианты, in  – соответствующие им частоты. ● 

Замечание 4.2. Для интервального статистического ряда выбороч-

ное среднее и выборочную дисперсию также вычисляют по формулам (4.1) 

и (4.2). В качестве ix  берут середины интервалов ряда, а в качестве in  – 

частоты соответствующих интервалов. ● 

Выборочное среднее квадратическое отклонение в  определяется 

формулой 

вв D . 

Модой 
oM  выборки называют варианту, имеющую наибольшую 

частоту. Медианой 
eM  выборки называется число, которое делит вариаци-

онный ряд 

)()2()1( ,,, nxxx   

на две части, содержащие равное число элементов, а именно: если kn 2  

)( Nk , то  
2

)1()( 



kk

e

xx
M ; если 12  kn , то .)1( 

  ke xM  

 

4.4. Точечные оценки неизвестных параметров распределения 

 

Пусть ),( xF  – функция распределения с.в. X,   – неизвестный 

параметр. Предполагаем, что общий вид функции ),( xF  задан. 
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Пусть в результате n наблюдений за с.в. X получена выборка 

 nxxx ,,, 21  . (4.3) 

По выборке требуется найти приближѐнное значение параметра  . 

Элементы выборки (4.3) можно рассматривать последовательно как 

частные значения n независимых случайных величин 

nXXX ,,, 21  , 

каждая из которых имеет тот же закон распределения, что и с.в. X. 

Любая функция случайных величин nXXX ,,, 21   называется 

статистикой.  

Пусть ),,,(
~~

21 nXXX    – некоторая статистика. Значение 

),,,(
~

21 nxxx  , принятое статистикой 
~

 на выборке (4.3), называется еѐ 

выборочным значением. 

Важными примерами статистик являются выборочное среднее 





n

i
iX

n
X

1

1
 

и выборочная дисперсия 





n

i
i XX

n
S

1

22 )(
1

. 

Определѐнные в пункте 4.3 числовые характеристики выборки x  (выбо-

рочное среднее) и вD  (выборочная дисперсия) являются выборочными 

значениями одноимѐнных статистик X  и 2S . 

Статистика 
~

, выборочное значение которой принимается за при-

ближѐнное значение неизвестного параметра  , называется его точечной 

оценкой или просто оценкой. 

Основными свойствами оценок, характеризующими их качество, 

являются несмещѐнность, состоятельность и эффективность. 

Оценку 
~

 параметра   называют несмещѐнной, если 

 )
~

(M . 

В противном случае оценка называется смещѐнной. 

Оценку ),,,(
~~

21 nnn XXX    параметра   называют состоя-

тельной, если она сходится по вероятности к   при n , т.е. для любого 

0  выполняется соотношение 

0)|
~

(|lim 


n
n

P . 

Несмещѐнная оценка 
~

 параметра   называется эффективной, ес-

ли она имеет наименьшую дисперсию среди всех возможных несмещѐн-

ных оценок параметра  . 

Теорема 4.1. Выборочное среднее X  является несмещѐнной и со-

стоятельной оценкой математического ожидания m с.в. X.  
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Теорема 4.2. Выборочная дисперсия 2S  является смещѐнной и со-

стоятельной оценкой дисперсии 2  с.в. X. 

 

Легко доказать, что 

.
1

)( 22 
n

n
SM


  

Замечание 4.3. Очевидно, статистика 

 2

1

2
0 )(

1

1







n

i
i XX

n
S  (4.4) 

является несмещѐнной оценкой дисперсии 2 . ● 

Статистика 2
0S , определѐнная формулой (4.4), называется исправ-

ленной выборочной дисперсией. 

 

4.5. Метод максимального правдоподобия 

 

Рассмотрим один из наиболее распространѐнных методов получе-

ния точечных оценок неизвестных параметров распределения – метод мак-

симального правдоподобия. 

Предположим, что известен вид закона распределения с.в. X, но не-

известен параметр  , которым определяется этот закон (параметр   может 

быть и векторным: ),,,( 21 r  ). Пусть nxxx ,,, 21   – выборка 

наблюдений с.в. X, по которой требуется оценить параметр  . 

Функцией правдоподобия для оценки параметра   называется 

функция 

),(),(),()( 21  nxpxpxpL  , 

где ),( xp  – плотность распределения с.в. X, если X – непрерывная с.в., и 

)(),( xXPxp  , если с.в. X дискретная. 

Метод максимального правдоподобия состоит в том, что в качестве 

оценки параметра   принимается статистика 
~

 (векторная статистика 

)
~

,,
~

(
~

1 r  , если ),,( 1 r  ), выборочное значение которой 

),,,(
~

21 nxxx   является точкой максимума функции правдоподобия. 

Такую оценку называют оценкой максимального правдоподобия. 

Так как максимум функций )(L  и )(ln L  достигается при одном и 

том же значении  , то часто при нахождении оценки максимального прав-

доподобия используют функцию )(ln L . 

Пример 4.4. Найти оценку максимального правдоподобия парамет-

ра   распределения Пуассона. 
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Решение. В данном случае X – дискретная с.в., 

  e
k

kXP
k

!
)( ,    ,2,1,0k    )0(  . 

 

Составляем функцию правдоподобия: 

!!!

1

!!!
)(

2121

1
21

n

x
n

n

xxx

xxx
ee

x
e

x
e

x
L

n

i
in


 


 


  . 

Следовательно, 

)!!!ln(ln)(ln 21
1

n

n

i
i xxxxnL 







 



 . 

Ищем точку максимума функции )(ln L :  





n

i
ixn

d

Ld

1

0
1)(ln




. 

Отсюда получаем 

xx
n

n

i
i  

1

1
 . 

Легко видеть, что x  является точкой максимума функции )(ln L . 

Таким образом, X
~

 – искомая оценка. ● 

 

4.6. Интервальное оценивание. Доверительные интервалы 

для параметров нормального распределения 

 

Пусть   – неизвестный параметр распределения с.в. X.  

Пусть статистики ),,(
~~

111 nXX    и ),,(
~~

122 nXX    тако-

вы, что интервал )
~

,
~

( 21   содержит (накрывает) истинное значение пара-

метра   с заданной вероятностью 1p : 

  1)
~~

( 21P . 

Тогда интервал )
~

,
~

( 21   называется доверительным интервалом для пара-

метра  , вероятность 1p  – доверительной вероятностью (надѐжно-

стью), а число   – уровнем значимости. 

Пусть X – нормально распределѐнная с.в. Тогда: 

1. Если среднее квадратическое отклонение   известно, то довери-

тельный интервал для математического ожидания m имеет вид 











n
uX

n
uX


 22 , , 
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где n – объѐм выборки, X  – выборочное среднее, 2u  находится по таб-

лице значений функции Лапласа )(0 x  (см. п. 1.13) из условия 

2

1
)( 20





 u . 

2. Если среднее квадратическое отклонение   неизвестно, то дове-

рительный интервал для математического ожидания m имеет вид 









 

n

S
tX

n

S
tX nn

0
1,2

0
1,2 ,  , 

где 






n

i
i XX

n
S

1

2
0 )(

1

1
 (исправленное выборочное среднее квадрати-

ческое отклонение), 1,2 nt  находится по таблице квантилей распределе-

ния Стьюдента из условия  

  2/1,21    nn tTP  

(здесь 1nT  – с.в., распределѐнная по закону Стьюдента с 1n  степенью 

свободы). 

Пример 4.5. По результатам 6 независимых наблюдений над нор-

мально распределѐнной с.в. X найдены выборочное среднее 63,5x  и ис-

правленная выборочная дисперсия .0625,02
0 s  Требуется найти довери-

тельный интервал для математического ожидания с.в. X, соответствующий 

доверительной вероятности 99,01  . 

Решение. Находим 25,00625,02
00  ss . В нашем случае 

51n , 005,02/  . По таблице квантилей распределения Стьюдента на-

ходим значение 03,45;005,01,2  tt n . Вычисляем 

41,0
6

25,0
03,40

1,2 
n

s
t n . 

Искомый доверительный интервал таков: )41,063,5;41,063,5(  , т.е. 

)04,6;22,5( . ● 

Доверительный интервал для среднего квадратического отклонения 

  нормально распределѐнной с.в. X имеет вид 













 


2

1,21

02
1,2

0

1
,

1

nn

n
S

n
S

 
, 

где 2
1,21  n  и 2

1,2 n  находятся по таблице квантилей 2 -

распределения из условий 

2/)( 2
1,21

2
1     nnP ,    2/)( 2

1,2
2

1     nnP  

(здесь 2
1n  – с.в., имеющая 2 -распределение с 1n  степенью свободы).
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4.7. Проверка гипотез о виде закона распределения. 

Критерий 
2  Пирсона 

 

Пусть необходимо проверить гипотезу, состоящую в том, что на-

блюдаемая в эксперименте с.в. X распределена по некоторому известному 

закону (нормальному, биномиальному, Пуассона и т.д.). Проверяемая ги-

потеза называется нулевой и обозначается 0H . 

Для проверки гипотезы 0H  производится выборка значений с.в. X. 

Требуется сделать заключение: согласуются ли данные выборки с выска-

занным предположением. Для этого используют специально подобранную 

статистику ),,( 1 nXXZ  , по выборочному значению которой судят о 

справедливости гипотезы 0H . 

Правило, согласно которому проверяемая гипотеза 0H  принимается 

или отвергается,  называется критерием согласия, а статистика 

),,( 1 nXXZ  , с помощью которой это правило определяется, называется 

статистикой критерия. 

Поскольку проверка статистической гипотезы осуществляется на 

основании выборочных данных, носящих случайный характер, то всегда 

присутствует возможность ошибочно отвергнуть гипотезу 0H , когда на 

самом деле она верна. Поэтому заранее задаѐтся малое число   – вероят-

ность, с которой мы можем позволить себе отвергнуть верную гипотезу 

0H . Это число называют уровнем значимости критерия. Обычно для   

используются стандартные значения: ;001,0  ;005,0  ;01,0  ;05,0  1,0 . 

Критериев согласия существует много. Мы рассмотрим наиболее 

часто используемый на практике критерий согласия – критерий  2  Пир-

сона. 

Предположим, что сформулирована гипотеза 0H , состоящая в том, 

что с.в. X имеет закон распределения известного вида, зависящий от пара-

метров r ,,1   (например, нормальный закон с параметрами m  и   или 

закон Пуассона с параметром  ). 

Пусть в результате наблюдений за с.в. X получена выборка объѐма 

n: nxxx ,,, 21  . 

Для проверки гипотезы 0H  с помощью критерия 2  Пирсона по-

ступают следующим образом. 

1. Выбирают уровень значимости  . 

2. По выборке методом максимального правдоподобия (см. п. 4.5) 

оценивают параметры предполагаемого закона распределения. 

3. Область возможных значений с.в. X разбивают на k непересе-

кающихся множеств kSSS ,, 21 . Эти множества представляют собой ин-
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тервалы в случае, когда X – непрерывная с.в., либо группы отдельных зна-

чений, если с.в. X дискретная. 

4. Для каждого множества iS , ki ,,2,1  , подсчитывают число in  

элементов выборки, попавших в это множество (т.е. находят эмпирические 

частоты). 

5. Используя предполагаемый закон распределения с.в. X, вычис-

ляют гипотетические вероятности ip  попадания с.в. X в множества iS : 

)( ii SXPp  ,  ki ,,2,1  . 

6. Находят теоретические частоты in  попадания значений с.в. X в 

множества iS : 

ii npn  . 

7. Вычисляют выборочное значение 2
в  статистики критерия 2  

Пирсона – случайной величины 

 
 




k

i i

ii

n

nn

1

2
2 )(

 . (4.5) 

Применение статистики (4.5) для проверки гипотезы 0H  основано 

на следующей теореме. 

 

Теорема 4.3. Если гипотеза 0H  верна, то статистика (4.5) критерия 
2  асимптотически при n  распределена по закону 2  с 1 rk  

степенями свободы, где k – число множеств iS , r –– число параметров 

предполагаемого распределения, оцененных по выборке. 

8. По таблице квантилей 2 -распределения по заданному уровню 

значимости   и числу степеней свободы 1 rk  находят значение 
2

, , удовлетворяющее условию 

   )( 2
,

2P . 

9. Сравнивают значения 2
в  и 2

, . В соответствии с критерием 2  

Пирсона гипотеза 0H  принимается, если 2
,

2
 в  (в этом случае говорят 

также, что гипотеза 0H  согласуется с результатами наблюдений). Если 
2

,
2

 в , то гипотеза 0H  отклоняется. 

 

Замечание 4.4. Необходимым условием применения критерия 2  

Пирсона является выполнение неравенства 5in  для всех множеств iS . 

Если для некоторых множеств iS  это условие не выполняется, то их следу-

ет объединить с соседними. ● 
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Пример 4.6. При 50 подбрасываниях монеты герб выпал 20 раз. 

Можно ли считать монету симметричной? Принять 10,0 . 

Решение. Пусть с.в. X – число появлений герба при одном подбра-

сывании; она может принимать лишь два значения: 01 x  и 12 x . Гипо-

теза 0H  (монета симметрична) состоит в том, что 

.5,0)1()0(  XPXP  

В данном случае 2k ,  01 S ,  12 S , 5,01 p , 5,02 p . По условию 

,301 n  202 n  (эмпирические частоты). Находим теоретические частоты: 

255,05021  nn . Вычисляем выборочное значение статистики 2 : 

2
25

)2520(

25

)2530( 22
2 





в . 

Так как гипотетическое распределение не содержит неизвестных парамет-

ров, то 0r , и следовательно, число степеней свободы равно 1102  . 

По таблице квантилей 2 -распределения находим значение 

706,22
1;10,0

2
,    . Поскольку 2

,
2

 в , проверяемая гипотеза 0H  

принимается, т.е. монету можно считать симметричной. ● 
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